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Resumen

Con la motivaciéon de saber en qué sistemas es conveniente aplicar la teoria de cobosones, el
objetivo de este trabajo es responder esta pregunta para un modelo simple de fermiones fuertemente
interactuantes.

El sistema a estudiar consiste en una cadena de potenciales unidimensional de S sitios, con N
pares de fermiones de dos tipos (a y b), con tasa de tuneleo de las particulas individuales J y
energia de interaccion atractiva Uy, bajo la condicién Uy > J. Nos centramos en el estudio del
estado fundamental del sistema.

Para resolver el problema usamos, en primer lugar, herramientas usuales en Mecanica Cuéntica:
se buscé un Hamiltoniano efectivo, se lo proyectd en el subespacio de los estados de menor energia,
es decir, el espacio donde los pares de fermiones permanecen unidos, y se lo resolvid exactamente o
por diagonalizaciéon numérica para encontrar el estado fundamental con su energia correspondiente.
Se llegd a los mismos resultados mediante el uso de teoria de perturbaciones a segundo orden.

Luego, en segundo lugar, se siguieron las indicaciones de la teoria de cobosones para construir el
estado fundamental de N cobosones del Hamiltoniano efectivo, y se calculé su energia.

Comparando los resultados obtenidos por ambos métodos se puede finalmente determinar si dicha
teoria resulta adecuada para resolver este sistema.

Abstract

Motivated by knowing in which systems can coboson theory be applied, the objective of this work
is to answer this question for a simple model of strongly interacting fermions.

The system under study is an unidimensional chain of potentials with S sites and N pairs of fer-
mions of two types (a and b), with tunneling rate of individual particles J and attractive interaction
Up, with condition Uy > J. We focused on the study of the ground state of the system.

To solve this model we used, firstly, common techiques in Quantum Mechanics: finding an effective
Hamiltonian and projecting it in the subspace of the lowest energy states, which is the space where
the pairs of fermions stay together, and then solving it exactly or with numerical diagonalization to
find the the ground state and its energy. The same results were found using second order perturbation
theory.

We then proceeded to follow the indications given by coboson theory to build the ground state
of N cobosons of the effective Hamiltonian, and computed its energy.

By comparing the results obtained by both methods we are finally able to determine whether
said theory is adequate to solve the system.
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Capitulo 1

Introduccién y motivaciones

1.1. Formalismo de cobosones

Los problemas que involucran muchas particulas interactuantes constituyen un desafio teérico de
alta complejidad y gran relevancia en varias ramas de la fisica, tales como la fisica estadistica o la
materia condensada, y también de otras ciencas exactas, como la quimica. Un amplio espectro de
métodos y herramientas ha sido desarrollado para proveer técnicas computacionales o formalismos
tedricos para abordar estos problemas y para obtener informacion de la estructura detallada y
la dindmica de estos sistemas. Uno de los formalismos que ha logrado simplificar el abordaje y
entendimiento de sistemas de muchas particulas es el de bosones compuestos o cobosones. La teorfa
de cobosones, segiin su nombre en inglés composite bosons, ha sido desarrollada en forma rigurosa
en [1] y permite explicar en detalle el comportamiento de particulas compuestas aprozimadamente
bosonicas.

El modelo estandar establece que las particulas fundamentales que constituyen la materia son
fermiénicas. Si no poseemos la capacidad de revelar con exactitud la estructura interna de una
particula compuesta, podemos tratarla aproximadamente como un dnico bosén, si estd compuesta
por un namero par de fermiones (y por lo tanto poseera spin total entero), o como un tnico fermion,
si estd compuesta por un numero impar de fermiones (y por lo tanto poseera spin semientero). Esto
simplifica notablemente su descripcioén y permite interpretar fenémenos como la superfluidez del He
y la condensacién de Bose-Einstein de atomos de 87Rb [2]. Sin embargo, para el caso de bosones
compuestos por fermiones, surge el interrogante de que dos o més bosones pueden compartir el
mismo estado cuantico, pero los fermiones que los componen no, debido al principio de exclusién de
Pauli. Por lo tanto, la descripcion detallada anteriormente no resulta enteramente satisfactoria. En
[3] v mas recientemente en [4] se ha demostrado que el grado de entrelazamiento entre las particulas
constituyentes determina qué tan parecido es el comportamiento de una particula compuesta al
de un bosén puro: mientras mayor el entrelazamiento, mayor el caracter bosénico de la particula
compuesta. Es decir, las fuerzas de atracciéon mecénicas que intuitivamente pensariamos que son las
encargadas de mantener en forma compacta a un bosén compuesto, dejan de ser esenciales, y sirven
iinicamente como un medio fisico en el que pueden darse correlaciones cuénticas que generaran el
caracter bosénico de las particulas compuestas.

Fen6menos ampliamente conocidos pero poco entendidos, como la superconductividad y el com-
portamiento de las excitaciones en un sélido cristalino, han podido ser explicados en el marco de
la teoria de cobosones [5]. Por otro lado, en los tultimos afios este formalismo se aplico al estudio
de condensados de Bose-Einstein (BECs) moleculares en gases de Fermi ultrafrios con interaccion
[659]. En estos sistemas, los efectos no triviales de la composicion, es decir, de la estructura de los
cobosones, son accesibles experimentalmente. En el marco de este formalismo se ha mostrado que
como consecuencia del comportamiento universal de los gases de Fermi interactuantes, la estadistica
de estos sistemas de muchas particulas estd gobernada por el entrelazamiento entre los fermiones
que constituyen una molécula o boséon compuesto |3} 4, [10].
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El entrelazamiento juega un rol clave en la comprension de los sistemas de bosones compues-
tos. Como mencionamos, el alto entrelazamiento entre las particulas constituyentes de un cobosén
garantiza el comportamiento aproximadamente bosénico [3, 4|. El estudio del entrelazamiento en
diversos sistemas constituye un aspecto fundamental de la Mecanica Cuantica. A pesar de haber
sido foco de una considerable cantidad de investigaciones por varios anos, el concepto de entre-
lazamiento entre particulas idénticas atin posee problemas conceptuales. Por un lado existe cierto
consenso en que el entrelazamiento entre particulas indistinguibles estd asociado con correlaciones
cudnticas que estan por encima de las debidas a la (anti)simetria de intercambio. Por otro lado,
hay varias propuestas de métodos para “extraer” entrelazamiento util de sistemas de fermiones o
bosones minimamente correlacionados. De hecho hay un creciente debate sobre si es posible usar
las correlaciones de intercambio para tareas de informacion cuantica [114513].

Es por esto que el estudio del entrelazamiento juega un rol central en el entendimiento y la creaciéon
de aplicaciones de estos sistemas, motivado también por trabajos recientes que muestran indicios de
que el entrelazamiento multipartito o correlaciones de muchas particulas se pueden extraer y usar
como un recurso en tareas de informacion cuantica |12} |14} 15].

El formalismo de bosones compuestos abre nuevas conexiones entre los campos de la fisica até-
mica y molecular, la materia condensada y la informacién cuéntica. En contraposicién con otros
tratamientos usuales utilizados para estudiar sistemas de muchas particulas, tales como campo me-
dio o la aproximacion de Bogoliubov ([16419], entre muchos otros), la teoria de cobosones ofrece la
importante ventaja de que la funciéon de onda del estado fundamental se escribe en términos de los
estados de cada uno de los fermiones constituyentes. Esto posibilita el desarrollo de una descrip-
cion del sistema de muchas particulas, atn en el limite macroscopico (N — o0), a partir de una
formulaciéon microscopica. Esta descripcion desde un formalismo microscépico del sistema de mu-
chas particulas es sumamente valiosa para estudiar por ejemplo las correlaciones cuanticas entre los
constituyentes del sistema, ya que su abordaje tedérico presenta un alto grado de complejidad. Nos
encontramos con diversos desafios tanto teéricos como experimentales, que abren muchas puertas
al estudio de esta prometedora teorfa.

Surge naturalmtente el interrogante de saber de antemano en qué modelos o en qué situaciones
resulta apropiado aplicar la teorfa de cobosones. Por lo tanto, el objetivo de este trabajo ser4 analizar
un modelo simple de fermiones fuertemente interactuantes y determinar si dicho problema puede
resolverse y ser explicado en el marco de esta teoria.

1.2. Organizacién del trabajo

La organizacion de este trabajo serd de la siguiente manera:

En el capitulo [2], explicaremos el marco tedrico necesario para comprender este trabajo de forma
autocontenida. Profundizaremos en la comprension de teorias perturbativas para encontrar solucio-
nes para Hamiltonianos que no puedan resolverse exactamente. Luego, estableceremos el modelo
en el que estd comprendido nuestro trabajo: la segunda cuantizacién como forma de tratar proble-
mas de muchas particulas. Finalmente, estudiaremos la teoria de cobosones, el analisis de nuestro
problema en el marco de esta teoria constituira el eje principal de este trabajo.

En el capitulo (3] plantearemos el sistema que queremos resolver, y trabajaremos con el Hamil-
toniano para encontrar un Hamiltoniano efectivo que proyectaremos sobre el subespacio de interés
para este trabajo, que consiste en el subespacio de estados fundamentales.

En el capitulo [ resolveremos dicho Hamiltoniano para distintos ntimeros de particulas, de forma,
exacta cuando sea posible, y numéricamente cuando no. En el capitulo [5| utilizaremos el enfoque de
la teoria de cobosones para resolver el mismo Hamiltoniano.

En el capitulo [f] analizaremos y compararemos los diferentes resultados. En el [7] usaremos el
ansatz de Bethe para obtener una solucidon analitica exacta para el caso de N = 2 mediante el
mapeo de nuestro Hamiltoniano efectivo a un Hamiltoniano de spines.

Por ultimo, en el capitulo 8] se presentaran las conclusiones y un cierre general del trabajo.



Capitulo 2

Marco tedrico

En este capitulo explicaremos los recursos teéricos que se usaran a lo largo del trabajo. En primer
lugar, explicaremos como usar métodos perturbativos para obtener un Hamiltoniano efectivo para
nuestro sistema, que podré resolverse de forma analitica en algunos casos, y numeérica en otros.
Luego, hablaremos del enfoque que nos permitira escribir estados de muchas particulas, y haremos
aclaraciones respecto de la notacién a utilizar. Por ultimo, se presentard el formalismo de la teoria
de cobosones, que se usard para encontrar soluciones del Hamiltoniano efectivo, que se compararin
con las soluciones analiticas y numeéricas.

2.1. Teoria de perturbaciones dependiente del tiempo y Hamilto-
niano efectivo

Comenzaremos a desarrollar las herramientas utilizadas para resolver el Hamiltoniano de nuestro
sistema. El objetivo de esta seccién es explicar un método para la obtencién de un Hamiltoniano
efectivo, que como veremos mas adelante, admite una solucién analitica simple en el caso de 1 par.
Esta solucién seréd necesaria en el desarrollo del trabajo para construir de forma cerrada el estado
de N pares utilizando el ansatz de la teoria de cobosones. En el caso de N pares, resolveremos el
Hamiltoniano efectivo por diagonalizacién numérica.

Siguiendo el lineamiento de [20] en esta seccion, encontraremos una expansion en series de poten-
cias del operador de evolucién temporal, de donde podremos identificar el Hamiltoniano efectivo,
como se explicard méas adelante. Para esto, primero repasaremos el concepto de representaciones en
mecanica cuantica, en particular, estamos interesados en la representacion interaccién.

En mecéanica cuéntica existen diversas representaciones de los operadores y estados. Cada re-
presentacién estd conectada con las demds por transformaciones unitarias, y difiere de las otras
debido a la forma en la que cada una trata la evolucién del sistema. La representacién més comin
es la representacion de Schrédinger, en donde los estados dependen del tiempo y evolucionan tem-
poralmente, pero los operadores son independientes del tiempo. En cambio, en la representacion
interaccion, tanto los vectores de estado como los operadores evolucionan en el tiempo. Nos concen-
traremos ahora en encontrar estos y sus ecuaciones de movimiento, a partir de la representaciéon de
Schorédinger. A partir de ahora y en lo subsiguiente, utilizaremos una notaciéon donde el subindice
I indica representacién interaccion, y no tener subindice indica representacion de Schrodinger.

2.1.1. Representaciéon Interaccién
Tomemos un sistema descripto por un Hamiltoniano que pueda escribirse de la siguiente forma:
H=Hy+V, (2.1)

donde Hy es independiente del tiempo, pero 1% puede depender del tiempo. Consideramos que V es
una perturbacién pequena comparada con Hy.
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Los vectores de estado y los operadores se definen respectivamente como:

(1)) = o/ (1)) (2.2)

Aj(t) = eitHo/h je=itHo/h, (2.3)

Para encontrar la evolucién temporal, tomamos las derivadas en el tiempo. Usando la ecuacién de
Schrodinger

L d -

ih— [W(t)) = H [4(1)) (2.4)
v usando también el hecho de que %—‘f = 0, encontramos la evolucién temporal de los estados y
operadores, que estan dadas por

L d|w(t 5

n s _ v,y ey, (2.5)
y ~

dA[(t) 1 - -

= —[Aj(t), Hy). 2.6

Vemos que la evolucién temporal de los estados estd dominada por la interaccién V], mientras que
la de los operadores estd dominada por el Hamiltoniano sin perturbar Hy.

2.1.2. Teoria de perturbaciones dependiente del tiempo

Ahora que tenemos expresado todo en términos de la representaciéon interaccién, podemos co-
menzar a analizar la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo [20].
La ecuacion de Schrodinger a resolver cuando la perturbacién estd actuando es

L d|U(t 5 -
in 200 (4 9) ) (2.7)
pero es mas facil de trabajar en la representacion interaccién, por lo tanto la ecuaciéon a resolver es:
L d|U(t -
Zh|d(t)>l =Vi|U(t)),. (2.8)
La evolucién temporal del estado en la representacién de Schrodinger
U (t)) = U(t,t:) [¥(4:) (2.9)
puede ser escrita en la representacion interaccién como
(U (1)), = Uit 1) [ (t:), - (2.10)
Si insertamos en 2.8 llegamos a la ecuacion
dUr(t,t;)
mfc(lt’> = ViU (t, ;). (2.11)

Las soluciones a esta ecuacion, con condicion inicial Ur(t;,t;) = I estan dadas por la ecuacion
integral

. t
Ur(t,t;) =1— ;/ ViU (t', t;)dt'. (2.12)
t;

Como habiamos asumido que la perturbacién es pequena, podemos resolver esta ecuacién integral
iterativamente, con condicion inicial Uy(t,t;) = I. Asi, obtenemos la llamada serie de Dyson:

R - t R .\ 2 t R t1 R
U[(t,ti) =1 - ;/ V](t/)dt/ + <—;> / V[(t1)dt1 V](tz)dtQ + -
ki b N (2.13)

N7 et t1 ta -1
+ <—;> / Vi(ti)dty VI(tz)dtQ/ Vi(ts)dts - - - / Vi(tn)dty, + - - -
ti ti ti ti

7
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2.1.3. Hamiltoniano efectivo

Al resolver la serie de Dyson, veremos que en nuestro sistema a resolver la contribucién a primer
orden es nula (esto puede verse en las secciones|3.2.1.1)y [3.2.2.1)), y la contribucién a segundo orden
tiene términos oscilatorios en ¢ y términos lineales en ¢ (como veremos en las secciones y
p223).

En regimenes donde las contribuciones lineales en el tiempo son dominantes respecto de las contri-
buciones oscilatorias, podemos identificar a las primeras con la evolucién dada por un Hamiltoniano
efectivo independiente del tiempo:

it
n

De esta forma, resolviendo la serie y manteniendo sélo los términos a orden lineal podemos obtener
una expresion para dicho Hamiltoniano efectivo.

U= e tHeslh 1 = ZH ;. (2.14)

10
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2.2. Teoria de perturbaciones degenerada independiente del tiempo

Otro enfoque a utilizar en este trabajo es el uso de la teoria de perturbaciones independiente del
tiempo. Encontraremos correcciones a la funcién de onda, a diferentes érdenes, que sera utilizada
més adelante. Ademés, vamos a reobtener las energias que se encontraron usando el enfoque del Ha-
miltoniano efectivo. De esta forma, corroboraremos que los resultados encontrados con los distintos
métodos coinciden. En esta seccion seguiremos el lineamiento de [20-22|, y nos enfocaremos princi-
palmente en el desarrollo de la teoria a segundo orden, el cual no suele encontrarse explicitamente
desarrollado en la literatura.

2.2.1. Formalismo y anilisis de la degeneraciéon

Comenzamos nuevamente con un Hamiltoniano que satisface
H = Hy+ H, (2.15)

donde Hj es una perturbacién pequena. Podemos hacer una expansion de la energia y de la funciéon
de onda que es solucién del problema de autovalores total de la siguiente forma:

[5) = [937) + 1Y) + [Py + - (2.16)

B=EYED 4 BO 4. (2.17)

El resultado exacto del Hamiltoniano sin perturbar es conocido. Sin embargo, estamos en el caso
en el que el problema es degenerado. Esto es, la misma energia corresponde a varios estados:

Holgy,) = B 6;,) (2.18)

donde n =1,2,...g y g es la degeneraciéon del problema.

Por lo tanto, si vemos la expresion [2.16], nos encontramos con que al hacer tender la perturbacion
a cero, no sabemos a cudl de todos los estados degenerados tiende la funcién de onda total a orden
cero. Debemos encontrar entonces los ‘w§0)> adecuados.

Podemos escribir

) = <Z|¢jn><¢jn|> B = 3 (65, 10 5, Zanmn . (2.19)
n=1 n=1

n=1
Notamos que lo que debemos calcular son los coeficientes a,,, que indican cudl es la combinacién
adecuada de estados degenerados que debemos usar. Una vez determinados, podemos calcular la
correccion de la energia y de la funcion de onda a diferentes ordenes.
Proseguimos con el formalismo insertando las expansiones[2.16]y[2.17)en la ecuacion de autovalores
del Hamiltoniano total

H |p5) = Ej [5) (2.20)
y comparando término a término de acuerdo a los diferentes 6rdenes, podemos encontrar ecuaciones
que nos permitan calcular los términos de distintos érdenes de las expansiones:

Orden 0:  Hy [v\”) = B |5 (2.21)
Orden 1: Ho [6\") + £, [0\7) = B |00y + BD [0 (2.22)
Orden 2 Holo®) + Hy [y = B 9y + B [0lD) + B 110 (2.23)

Ahora consideramos las condiciones de normalizacion
(D5 lj) =0 (2.24)

11
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y sin pérdida de generalidad, dado que luego renormalizaremos la funcién de onda total, elegimos

WO ps) =1 (2.25)

con lo cual, insertando [2.16] en 2.25] tenemos
(0),,(0)\ _ ), (W _ 7 (0)) (2 _ _
<¢}j W}] > =1, <77ZJ] WJ] > - W] W] > =--=0. (2-26>

2.2.2. Primer orden

Trabajaremos primero con las expresiones de orden 1, es decir, [2.22]

Resolveremos esta ecuacion en el subespacio de los estados degenerados del Hamiltoniano sin per-
turbar. Si lo pensamos en términos de proyectores, tenemos el proyector Py que genera el subespacio
de degeneracion g, es decir, el subespacio de |¢;, ), y también tenemos P; = 1 — Py que genera todo
el subespacio restante.

Para hacer esto, multiplicaremos (¢;,| por izquierda en ambos miembros. Usando las condiciones
de normalizacién determinadas, la expresién y la hermiticidad del Hamiltoniano, llegamos a
la expresion

> an (403, B0 165, = BS 80 ) = 0. (2.27)

Vemos que este es un sistema de g ecuaciones lineales homogéneas para los coeficientes a,,. Por lo
tanto, los coeficientes seran no nulos s6lo cuando el determinante sea nulo, es decir, debe cumplirse

11y~ BV = 0. (2.28)

(1)

Tenemos g raices de la ecuaciéon secular, que son las Ejm con m = 1,2,...g. Es decir, encontramos

g correcciones de la energfa a primer orden. Reemplazando cada una de las EW en .27 podemos

Im
despejar los autovectores correspondientes a cada correccién:
Gy
Gy
am=| (2.29)
A,
Asi, podemos reescribir de la forma
0)
5) Z @, |95,) (2.30)

y finalmente tenemos la funcién de onda a orden cero adecuada a la cual la funcién de onda total
tiende si hacemos que la perturbacién tienda a cero.

Por lo tanto, como hemos encontrado qué combinacién lineal de |¢;,) diagonalizan la perturba-
cién, podemos escribir mas compactamente

B = (| i 0]7) (231)

Volvemos a analizar ahora Esta vez, buscamos la correccién a primer orden de la funcién de

onda. Trabajaremos ahora en el subespacio P;. Llamamos ]¢£O)> a los estados de este subespacio,
el indice 0 indicando que se trata del Hamiltoniano sin perturbar, y el indice k # j indicando la
ortogonalidad de los estados de P; y Py, es decir, se tiene

W165.) = @17 = 0. (2.32)

12
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De la misma manera que antes, multiplicamos por izquierda (1/120) |. Usamos nuevamente la her-
miticidad del Hamiltoniano, y la ortogonalidad [2.32] Obtenemos asi la correccién a primer orden
de la funcién de onda:

(W) iy )

My _
Wj >_Z E(o)

Sy (2.33)
: ) _ g
k#j J k

2.2.3. Segundo orden

. . . . 0 .
Generamente, el calculo hasta primer orden alcanza para identificar los |¢]( )> adecuados. Sin
embargo, veremos mas adelante, en la secciéon [3.2.1.1] ecuacién [3.14] que para nuestro sistema se
satisface la siguiente expresion:

P

Por lo tanto, no podemos adquirir ninguna informacién acerca de cuales son los |¢j(-0)) que debemos

utilizar, porque obtendremos Ej(l) = 0, es decir, correccién de la energfa a primer orden nula. El
andlisis de la teoria hasta primer orden no es suficiente para resolver nuestro sistema.

Debemos entonces repetir los mismos pasos que en la seccidén pero trabajando esta vez
sobre la expresién es decir, debemos desarrollar un orden més.

Vemos primero el andlisis en el subespacio Fy: multiplicamos (¢;,| por izquierda. Utilizamos
nuevamente la hermiticidad del Hamiltoniano, las condiciones de normalizacion [2.26] la expresion
[2.19) y la recientemente obtenida correcciéon a primer orden de la funciéon de onda Llegamos a

S s~ ) Wi :
am <¢jn| E(ké]) ;(0) ‘¢jm> - EJ( )5mn =0. (2.35)
m k#j ik

En nuestro trabajo encontraremos que todas las energias E,io) son iguales y nulas (seccion ,
por lo tanto no contribuyen a la sumatoria. Ademés, por la forma en la que H, actiia sobre | D) s
dado por la ecuacién la expresion toma para el modelo que vamos a resolver la siguiente
forma particular

A2 16
S an, Ginl Hi l0im) g5 | _ ¢ (2.36)
£ j
m J

por lo tanto nos encontramos una vez més con un sistema de g ecuaciones lineales homogéneas para

los coeficientes a,, en donde habra raices no nulas si el siguiente determinante cumple
2 @7 _
|oH E; Il=0 (2.37)
con o = 1/E§0). Las raices de la ecuacion secular serdn las correcciones E](i) conm=1,2,..9, y
reemplazando en podemos encontrar los vectores g-dimensionales a,, y tener finalmente los
WJ(.?H)) correctos.
Nuevamente podemos escribir en forma compacta

o WO 12 i) = EP. (2.38)

Notamos que esta forma cuadratica de la perturbacion del Hamiltoniano es equivalente a llegar

hasta segundo orden en la serie de Dyson para obtener un Hamiltoniano efectivo, como se explicd
en la seccion
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Procedemos con el anélisis de 2.23|7 esta vez en el subespacio P;. Multiplicamos <@Z),(€O)| por izquier-
da, usamos la ortogonalidad [2.32] y la hermiticidad del Hamiltoniano, para obtener

O 71, 1V
‘w§2)>:2<¢k | 1|¢J )

(0) 0)
w2 BB

0y (2.39)

1 . .
V COMO CONOCEMOS \1/15 )> (ecuacion [2.33)), tenemos todos los elementos necesarios para calcular la
funcién de onda total y las correcciones de la energia hasta segundo orden.

2.2.4. Renormalizacion de la funcion de onda

Una vez que encontramos la funciéon de onda perturbada, al haber elegido <@b§0)|wj> =1 al
momento de realizar los calculos (recordar en la secciéon , nos damos cuenta de que la
funcién de onda no estd normalizada de la forma usual, por lo tanto, debemos renormalizarla.

Vemos que manteniendo términos sélo hasta segundo orden se obtiene:

Zn = (5lt5) = 1+ (D |pi)
~ 2
L S (w1 i 1)) (2.40)

(EJ(D) B Elgo))Q )

por lo tanto se tiene

W) = 272 |y ~ | 1 =222 ! ;) (2.41)

(1 S (1) () + o) + ) +---)  (242)
2 (Ejﬁo) _ E}(€0)>2 J J J '
N 2

, 1 Eoy (1 H )
[ =11-3 ’“7&’<(O)’“ o ) o)+ )+ ) - (243)
(1)

y asi obtenemos nuestra funcién de onda normalizada [¢}) que cumple (}[¢%) =1
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2.3. Segunda cuantizacion

La segunda cuantizacién es el enfoque que utilizaremos en ese trabajo para escribir estados de
muchas particulas [23]. Historicamente, el nombre segunda cuantizacion surge en el desarrollo de la
teoria de campos, en donde los campos actuaban como operadores a los que se les determinaban
reglas de cuantizacion, en contraposicion a la “primera cuantizacion” en donde las magnitudes fisicas
(posicion, momento, etc.) son las que acttian como operadores.

Definimos un estado de muchas particulas como

]nl,ng,...,ni,...) (244)

donde n; indica el namero de particulas con autovalor k; para el operador que estemos analizando.
Este vector pertenece al espacio de Fock. El vacio se define como |0,0, ...,0,...) = |0) y el estado en
donde hay una tnica particula con autovalor k; se define como |ny,ng,...,n; = 1,...) = |k;).

Para construir estados de muchas particulas hacemos uso de operadores de aniquilaciéon a; v
creacion &Z que como su nombre lo indica, crean o aniquilan particulas con autovalor k;. Estos
cumplen:

a; |0) =0 (2.45)
i |ki) = |0) (2.46)
al 10) = [k:) (2.47)

Estos operadores pueden crear o aniquilar bosones o fermiones, de acuerdo al caso, cumplen las
siguientes relaciones de conmutacién y anticonmutacién respectivamente:

[@i, d}] = 0i; (para bosones) (2.48)

{a;, d}} = 0jj (para fermiones). (2.49)

La notacion a utilizar en este trabajo sera ligeramente diferente. A lo largo de este trabajo los
vectores en el espacio de Fock serdn estados donde tinicamente hay una sola o ninguna particula
correspondiente a los diferentes autovalores, debido a que trabajaremos con particulas fermiénicas
que se rigen por el principio de exclusion de Pauli. Este indica que no puede haber dos fermiones
en el mismo estado cuéntico a la vez. Por lo tanto, enfatizaremos en nuestra notacién la posicién
de cada particula, escribiendo los estados de la forma

&) = L) lgz) - +-1iw) (2.50)

donde 7 identifica el namero total de particulas, es decir, cada ket representaré el estado de una
dnica particula, y j identifica la posicion de esta particula. A modo de ejemplo, de acuerdo a esta
representacion, el siguiente estado de dos particulas se escribiria de la siguiente forma:

11,0,0,1) = |1 j2) = |1 4) (2.51)

El lado izquierdo de esta igualdad, escrito en la base de estados de Fock, indica que hay una particula
con autovalor correspondiente a la primera posicién y una particula con autovalor correspondiente a
la cuarta posicién, y cero particulas con autovalores correspondientes a la segunda y tercera posicion.
El lado derecho de esta igualdad indica directamente las posiciones en donde estan ubicadas estas
particulas, que son la posicién 1 y posicién 4, sabiendo de antemano que cada ket corresponde a
una sola particula.
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2.4. Teoria de cobosones

Un cobosén (abreviacion segin el término en inglés composite boson) es una particula compuesta
de dos o mas subparticulas, que pueden ser a su vez fermiones o bosones. Si el spin total de las
subparticulas es entero, la particula compuesta se comporta entonces aproximadamente como un
boson. Se ha demostrado que el grado de entrelazamiento entre las particulas determina qué tan
similar es el comportamiento de un coboson frente al de un bosén puro [3|.

Si se tiene un estado puro compuesto por dos particulas distinguibles de tipo a y b, podemos
escribir la descomposiciéon de Schmidt para el sistema compuesto, definida de la forma

U (zq, 1) = Z \/E(m(la) (xa)¢$zb) (b)), (2.52)
n=0

donde los modos de Schmidt q>$? ) y d),(@b) son los autovectores de las matrices densidad reducidas de
a y b, con los mismos autovalores \, en cada caso. Los v/, se llaman coeficientes de Schmidt, son
no negativos, y satisfacen > 02 ;A\, =1 [3] 24].

Estos estan directamente relacionados con el grado de entrelazamiento del sistema compuesto.
Decimos que un sistema ¢ compuesto de partes a y b esté entrelazado si no puede escribirse de la
forma

€) = |a) @ 1b), (2.53)

es decir, si no puede escribirse como un estado producto. Si en cambio puede escribirse de la forma,
[2.53] decimos que no esta entrelazado.

Si definimos el rango de Schmidt como el niimero de /), no nulos presentes en la expresion m,
notamos que tener rango de Schmidt igual a 1, es decir, un solo v/\,, corresponde a tener un estado
producto, por lo cual las particulas a y b no estan entrelazadas, mientras que tener rango de Schmidt
mayor a 1 corresponde a distintos grados de entrelazamiento entre las particulas, dependiendo de
la distribucién de los v/A,. En particular, se tendra entrelazamiento maximo entre las particulas si
existe una distribucién uniforme de /A, [24].

En términos de segunda cuantizacion, la expresion [2.52| puede escribirse como el operador creacion
de un cobosdn, actuando sobre el vacio, de la siguiente forma:

A=Yl 25)
n=0

donde dL y lA),T1 son los operadores creacién de las particulas de tipo a v b. Este operador satisface la
relaciéon de conmutaciéon

[é, éT} = 1+sA (2.55)
con s = +1 si ambas particulas son bosones, s = —1 si ambas son fermiones, y el operador A se
define como:

oo

A= (ahan+ bILbn) (2.56)
n=0

por lo cual puede verse que el operador ¢ no es perfectamente bosénico.
A partir del estado de un cobosén se puede construir el estado de N cobosones, que tiene la

forma:
1

" N
M) = o— (c) 10) (2.57)

n vaci ir, sin particu un nstan normalizaciéon
donde |0) es el estado vacio, es decir, s articulas, N es una constante de normalizacién tal
que se cumpla (N|N) = 1, y que también varia dependiendo de si las particulas constituyentes son
fermiones o bosones. Si son fermiones, se tiene

X]}ST:N' Z )\Pl)\PZ "'APN (258)
Pn>-->Py>P;
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mientras que si son bosones, esta constante tiene la forma

Xﬁ = N! Z )‘P1 )‘Pz T )‘PN' (259)

Pyz2Pa2P

En nuestro trabajo analizaremos el caso en el que las particulas consituyentes son fermiones. Fl
factor de normalizacién y refleja cémo los pares de fermiones deben distribuirse en los estados
de cada uno de los fermiones constituyentes en la cadena obedeciendo el principio de exclusién de
Pauli. De acuerdo con la teoria de cobosones, la fisica del sistema de muchas particulas emerge
del estado fundamental de un par, que determina los coeficientes A;, junto con la “interaccién de
intercambio” de los N pares de fermiones [1].

Si escribimos la ecuacion general del operador aniquilacion actuando sobre |NV)

¢|N)Y = apy VN [N — 1) + [en) , (2.60)

donde a,, es una constante y |ex) es ortogonal a [N — 1), vemos que el operador ¢ seré perfecta-
mente bosonico si se satisfacen las condiciones a,, — 1y (en|en) — 0. Luego de realizar célculos
encontramos que para N > 1 se cumple:

XN
XN-1

Ay =

(2.61)

AN (N — 1) 2N (2.62)

(enlen)y =1—N
XN-1 XN

Entonces, vemos que en el limite 2¥£L — 1 un cobosén se comporta como un bosén perfecto.
Como los xn dependen directamente de la distribucién de A,, encontramos aqui la relaciéon entre

entrelazamiento y comportamiento bosoénico.
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Capitulo 3

Sistema a trabajar

3.1. Hamiltoniano del sistema

El sistema a estudiar consiste en una cadena unidimensional de S sitios, donde se encuentran
presentes N pares de fermiones fuertemente interactuantes. Los fermiones distinguibles a y b inter-
acttian atractivamente mediante Up, y la tasa de tuneleo de las particulas individuales estd dada
por J. En el régimen a estudiar se tiene Uy > J. El Hamiltoniano que describe este sistema es [25]

S S
H=-Uj Za}b}ajbj D) Z(a}aﬂ.l + b}bj_;_l + H.C)), (3.1)

j=1 j=1
donde &;f. (G;) crea (aniquila) una particula del tipo a en el estado j. Introducimos ademaés el operador
nimero ﬁga) = d}&j que cuenta el namero de particulas de tipo a en el estado j. Como estamos

trabajando con fermiones, ﬁ§a) tomard el valor 0 o 1 dependiendo si el el sitio estd o no ocupado.
Las definiciones son analogas para las particulas de tipo b.

El subindice j+1 cobraré diferentes sentidos segtin las condiciones de contorno que consideremos:
corresponderd al sitio 1 cuando se usen condiciones periddicas de contorno, y a un sitio ficticio S+1
cuando se usen condiciones abiertas. Esto se vera en detalle mas adelante.

El sistema puede verse representado graficamente en la figura [3.1] en donde los circulos azules y

rojos identifican a los fermiones de tipo a y tipo b.

Figura 3.1: Sistema a trabajar

3.2. Enfoque de Hamiltoniano Efectivo

Nuestro enfoque para resolver el problema serd encontrar el Hamiltoniano efectivo descripto en
la seccion [2.1.3] Para esto, debemos resolver la serie de Dyson e identificar lo que acompana a los
términos lineales en ¢, como se explico en las secciones y 1.3

Analizaremos en primer lugar el caso mas simple donde hay un solo par de fermiones en la cadena
de S sitios. Este resultado serd necesario al momento de aplicar la teoria de cobosones, para construir
estados de miltiples cobosones. Luego, analizaremos el caso de N pares de fermiones en la cadena.
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CAPITULO 3. SISTEMA A TRABAJAR

Debido a que nos concentraremos en analizar el estado fundamental, definimos P, como el pro-
yector sobre el subespacio de estados fundamentales, v P, como el proyector sobre el subespacio del
primer estado excitado. Como estos espacios son ortogonales, se tiene

P,P. = PP, = 0. (3.2)

Proyectaremos entonces el operador de evolucién temporal sobre el subespacio de interés, es
decir, resolveremos PgUIPg. Asi podremos identificar el Hamiltoniano efectivo, trabajando sobre
este subespacio.

Recordando el Hamiltoniano de nuestro sistema escrito méas arriba, identificamos:

S ~ ~

Z&j tajb; (3.3)
. J S
V= EZaajH—i-bij—i—HC) (3.4)
VI — BZtHO/hVG_ZtﬁO/h. (35)

3.2.1. 1 par

El caso donde se tiene en la cadena un tnico par de particulas tipo a y b es el més simple.
Respecto del Hamiltoniano sin perturbar, el estado fundamental en este caso consiste en tener
ambas particulas en un mismo sitio, teniendo S sitios posibles, por lo tanto es un sistema con
degeneraciéon S. La energia correspondiente a este estado es —Up. Entonces, podemos escribir al
estado y al proyector sobre dicho subespacio respectivamente de la siguiente manera:

S
g =) 1i4) (3.6)
j=1

S
Z 133) (3l s (3.7)

donde se tiene a y bT son los operadores de creacion de las particulas, es decir, aTbT |00) = |77).

Debemos encontrar U; a distintos 6rdenes. Veremos (secicon D que es necesario llegar hasta
orden dos en la expansién, y nos quedaremos hasta este orden en la expansién. Para realizar este
célculo, escribimos al operador de evolucién temporal del Hamiltoniano sin perturbar como

Ug _ —itHo/h _ =P, e~UEg/h 4 p oitBe/h _ pgez‘tUo/h +P (3.8)

porque con respecto a dicho Hamiltoniano, la energia del estado fundamental es —Up y la energia
del primer estado excitado es 0. En este caso, notamos que s6lo existe un estado excitado, que
también es degenerado y es el que corresponde a tener el par separado, es decir, las particulas a y b
ubicadas en distintos sitios. Podemos definir entonces este estado y a su respectivo proyector sobre
ese subespacio como

o) = 3 mn) (3.9)

m,n

m#n
Pe=Y_ |mn) (mn]. (3.10)

m,n
m#n
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Entonces, con t; = 0 debemos resolver los diferentes 6rdenes de la serie de Dyson, recordemos la

expresion [2.13}

7(t1) P, dty = —h/ PUl (t1)V Uy (t1) Py dt (3.11)

U
2
=
—~
=
<0
I
|
SIS
O\w
U
>

Pgﬁ}%(ﬂpg: (;;2/;]39 Af(tl)dh/o Vi(t2) Py dts (3.12)

[ [t By @) V0,0) 002703 0)) Py
0 0

3.2.1.1. Primer orden

(1 . - .
Calculamos entonces U I( ) (t). Para esto primero hacemos una cuenta auxiliar: veremos la acciéon
de la perturbacion sobre los estados fundamentales.

S

. J

VP, = 5 Z(aTajH + b bj+1 +H.C.) Z |i4) (i
j=1 =1 (3.13)

S
=2 G+ G141 D

Por lo tanto, se tiene:

w\k

S
P,VP, = (Zzz zz])

S
S+ ++1)G+15+1+Gi) | =0 (3.14)
i=1 j=1

Vemos que la accion lleva un estado donde ambas particulas del par estdn en un mismo sitio
a un estado donde el par se separd y las particulas a y b estan entonces en dos sitios contiguos.
Es decir, lleva un estado del subespacio P, al subespacio P, por lo tanto vemos en , que, al
proyectar con Py, el resultado es cero ya que estos dos espacios son ortogonales.

Nos concentramos ahora en el argumento de la integral de la derecha de la ecuacion [3.11] Si
escribimos las expresiones adecuadas para Ug y U I segln lo expresado en |3.8] llegamos a la siguiente
expresion:

PO (81) VU, (t1) P, = Py(Pye™ 0o/ 4 PV (P,eo/" 1 P,)P,

= Py(P,VP,+ e W/ p VP, + "N/hp VP, + P.VP.)P, (31

En el primer término de esta expresiéon estd presente la accion PgVPg. Debido a lo calculado en
B.14] podemos ver que este términos se hacen cero.

Por otra parte las acciones P, Py y P, P, estan presentes en el segundo, tercer, y cuarto término de
esta expresion, que nuevamente producen una contribucién nula dado que estos operadores proyectan
sobre subespacios ortogonales entre si, como se dijo en [3.2]

De esta forma concluimos que

o) =0 (3.16)

y confirmamos que es necesario calcular por lo menos un orden més en la expansion en la serie de
Dyson.
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3.2.1.2. Segundo orden

Nuevamente nos concentramos en el argumento de la segunda integral en la expresion

Py (Ul (1) VU, (t1)) (U] (t2)VUy(t2)) Py = Py(PgV Py + e 10/ Py P, + U0/ P,V Py + P,V P.)x

y (ngpg N e—“?Uo/ﬁPgVPe n eitzUo/ﬁpevpg + Pe‘?Pe)Pg.
(3.17)

Antes de distribuir esta expresién, notamos que los términos que tengan P, a su derecha o a su
izquierda no contribuirdn al ser proyectados con los P, de afuera de los paréntesis, como vimos en
Obtenemos entonces la expresion

Py (U (#0)V U (00) (T3 (t2)V Uy (t2)) Py =Py(PyV PyPyV Py + 20/ PV Py PV Pyt
+ e—iton/ﬁPgVPePgVPg + ei(tz_tl)UO/thVPePeVPg)Pg-
(3.18)

Ahora volvemos a utilizar la cuenta auxiliar De esta forma, vemos que el primer, segundo, y
tercer término de la expresiéon no contribuyen al segundo orden de la expansién, debido a que
tienen presente el término PgVPe. Por lo tanto, el Ginico término que hasta el momento contribuye
es el cuarto término.

Retomando nuevamente la expresién general, obtenemos lo siguiente:

. 2 t t1 . . )
PgUI(Q)(t)Pg:< ) /0 dty /0 dty PyPyV PP,V Py P, ¢/t2—t)Uo/l

L
h

.\ 2 t t1 R . .
- <;) / dty / dty P,V P,V P, ¢it2=t)lo/h (3.19)
0 0

-\ 2 t t
- <_Z) / dtl/ldtg P V2P, ¢iltzt)lo/h,
h 0 0

donde en la segunda igualdad usamos que todo proyector P satisface P2 = P, y en la tltima usamos
de nuevo la cuenta[3.13] que indica que no es necesario incluir el P, debido a que ya nos encontramos
en ese subespacio.

Sélo resta resolver el argumento de la integral reemplazando 1% por y Py por . Obtenemos
el resultado

2 S

- J . ) ) ) . .
PyVEPy = Py | D130 G+ 15+ 10+ 15+ 15+ 1) (il +2030) (Gl | By (3:20)
j=1

Analicemos la integral. Dado que Py VQPg no depende del tiempo, podemos sacarlo fuera del signo
de integral, y nos concentremos en resolver la parte dependiente del tiempo, cuyo resultado es

SN\ 2 ot tq -\ 2 2
i } iN2 hJ hoyo
T=(=2) [ at [ dppetetovom— (_E) D20 (0 (mive/n 1)) (3,21
< h)/o 1/0 2¢ h) iU, a +iU0<€ ) (3:21)

Encontramos términos lineales y oscilatorios en t. Asi, podemos finalmente identificar el Hamil-
toniano efectivo como los factores que acompaifian al término lineal, de orden J2/Uy, y descartar
los términos oscilatorios, de orden JQ/UOQ7 debido a la condicién J < Uy.

Por altimo, regresamos a la representacion de Schrodinger. Para esto, analicemos cémo surge el
Hamiltoniano que buscamos:

21



CAPITULO 3. SISTEMA A TRABAJAR

ﬁ:ﬁo—l-v
ULHUy = Ul (Ho + V)0,
f[[ :ﬁ0+V[

= Hy ~ Vi = Hy — Ho,

donde en la segunda igualdad transformamos a la representaciéon interaccion, y en la ultima igual-
dad usamos que el Hamiltoniano efectivo estd asociado tnicamente a la perturbacién usada para
encontrar la expansiéon usando la serie de Dyson. Por lo tanto vemos que para encontrar nuestro
Hamiltoniano en la representaciéon de Schrédinger debemos hacer lo siguiente:

oy~ — Hy
iy Iy + 11y
ﬁoﬁ[ﬁg ~ U()(I;[() + ﬁef)Ug

— H ~Hy + Hy, (3.22)
donde hemos usado que ﬁef ya estd proyectado en un subespacio de Hy asociado a Up. Vemos
que para obtener el Hamiltoniano final en la representacion de Schrédinger debemos sumar el

Hamiltoniano sin perturbar al Hamiltoniano efectivo hallado.
Obtenemos entonces el Hamiltoniano efectivo en el subespacio de estados fundamentales (indicado

por el subindice g) para un par (indicado por el superindice 1), y regresando a la representacion de
Schrédinger, tenemos el Hamiltoniano final:

S
. J2N e J? R
Hé”:}:(—2Uo>(|J+lj+1><]j!+|j]><]+lj+1\)—E <U0+Uo)|]J><JJ|- (3.23)
7=1 7j=1
3.2.2. N pares

Ahora nos concentraremos en encontrar el Hamiltoniano efectivo para el caso de tener N pa-
res distribuidos en S sitios. El estado fundamental en este caso consiste en no tener ningin par
desarmado. Por lo tanto, escribimos

S N

J1<je<--<jn \n=1

S N

J1<je<--<jn \n=1

La cuenta es similar a la de un par. Primero escribimos lo siguiente:
ﬁg — efitHo/h — PgefitEg/h 4 PeeitEa/h — PgeitNUo/h 4 Peeit(Nfl)Uo/h (326)

donde P; es el proyector sobre el estado fundamental del sistema con energia —NUy, es decir, los
N pares unidos, v P. es el proyector sobre el primer estado excitado que consiste en N — 1 pares
unidos con energia —(N — 1)Uy y un par separado que aporta energia 0.
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3.2.2.1. Primer orden

Repitiendo la cuenta de la misma forma que antes, llegamos nuevamente a la expresion [3.15]
Si recordamos la cuenta auxiliar, esta vez tenemos que el operador V actuando sobre P, lleva un
estado donde todos los pares estan juntos a un estado donde sélo un par estd separado, es decir,
al subespacio P.. Por lo tanto, se sigue cumpliendo que PgVPg = 0. Con el mismo razonamiento
que para un solo par, nos encontramos con que todos los términos de son nulos, por lo tanto
la contribucién a primer orden en este caso también es cero.

3.2.2.2. Segundo orden

Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso de un par, recuperamos la expresion para
el caso actual.

Ademas, debido a que en este caso entra en juego la estadistica de fermiones y bosones, para llegar
ala expresion final debemos usar algunas otras herramientas, como las relaciones de anticonmutacion
para fermiones [23]

{&k,d;r} = Ok
{af,a} =0 (3.27)
{ag, a1} =0,

que son anélogas para el fermién b. Estas dan cuenta del principio de exclusién de Pauli, que indica
que no podremos tener dos fermiones del mismo tipo en el mismo estado cuéntico.
Usamos también los operadores ntmero

“) (3.28)

b =l (3.29)

d}tcij =1, con d;?)} = A} (3.30)
v que cumple
Al + " = 20, (3.31)
' (a) »(a) (b) 5 ()
~la) ~la A A A A
Ry gty + Ry L = 20 (3.32)

El operador creacion (aniquilaciéon) de un par d}r @) satisface las propiedades algebraicas de un

operador de bosones hard-core 26|, es decir:

A [d},dﬂ —0, (3.33)
(@)2 - (dj)z —0, {dfd;j}=1. (3.34)

Esto significa que no podremos tener mas de una particula tipo d ocupando simultaneamente
el mismo estado cuéantico, ya que se satisface el principio de exclusion de Pauli en los fermiones
que componen el par. Sin embargo, la funcién de onda de multiples pares serd simétrica ante el
intercambio de particulas, ya que el intercambio simultaneo de las particulas tipo a y las particulas
tipo b que componen los pares, ambas antisimétricas ante el intercambio, compensan el cambio de
signo del par en su totalidad.
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A partir de ahora, dado que ya no es mas necesario mantener la diferencia entre las particulas a
v b, porque los pares siempre estan unidos, la notacién a utilizar sera d;.l;;f = ci;, entonces tenemos
que [jj) = |7).

Como antes, resolvemos la integral, dada por [3.21] Nos encontramos con términos oscilatorios y
términos lineales en ¢, por lo cual identificamos el Hamiltoniano efectivo como lo que acompafia a
estos tltimos. Regresamos luego a la representacion de Schrodinger, usando nuevamente [3.22

Para escribir claramente el Hamiltoniano final, recordamos para el término diagonal el proyector
B.25] v definimos los siguientes operadores:

B; = Z livig -+ j -+ in)(irdg - j4+1 - in] (3.35)
11 <ip<--<ipN

B;}: Z livig -~ 41 - in) (ipig -+ j - in] (3.36)
i1<ig < <iy

NiNjyi= Y ivdg - jj+1 - in)(inig -~ jj+1-- iyl (3.37)
11<tp<-<IN

Por lo tanto, encontramos

e (V) J? N
baj :—N(UO—I—UO>PQ—2UOZ(BJ»+Bj)+UO;Nij+1. (3.38)

Jj=1

En este caso, la proyeccion al manifold fundamental del término proporcional a J? tiene un
término adicional, que es el dltimo término del lado derecho de la ecuacion [3.38 proveniente del
hecho de que el salto de una particula a un dado sitio puede estar prohibido si ese sitio ya esta
ocupado.

Para el caso de un par (N = 1), ﬁéN) se reduce al Hamiltoniano f[él) dado por la ecuacién .

3.3. Enfoque de teoria de perturbaciones independiente del tiempo

Corroboraremos ahora que con la teoria de perturbaciones independiente del tiempo obtenemos
el mismo resultado que al resolver el Hamiltoniano efectivo.

Recordemos la expresion [3.20}
PP, (3.39)
con

V=- (&;d]ﬁrl + 3;5j+1 + H.C\).

1

J 5
2 =

J

Junto a los factores que apareceran al evaluar la integral e identificando el término lineal,
tenemos

N V2
Hep = =Py by, (3.40)

Por otra parte, de la teoria de perturbaciones independiente del tiempo a segundo orden tenemos
la expresion [2.3§

o @O B ) = B (3.41)

con a = 1/E") = ~1/U.

Notando que Hy es igual a V, y recordando que P, es el proyector sobre el espacio fundamental

asociado a los estados |¢](-0)>, inmediatamente vemos que las expresiones |3.40| y |3.41| son iguales.
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Por lo tanto, los dos enfoques son totalmente equivalentes.

A modo de resumen, concluimos que para resolver nuestro problema debemos encontrar las fun-
ciones de onda que diagonalicen la perturbacién al cuadrado del Hamiltoniano original, y con esto,
encontrar las correspondientes autoenergias.

Esto se explicara en detalle en el capitulo [4]
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Capitulo 4

Resolucion del Hamiltoniano efectivo

Procederemos a resolver los Hamiltonianos flg(l) y f{g(N) que hemos encontrado en el capitulo
anterior. En este capitulo, los resolveremos de forma exacta cuando sea posible, y de forma numeérica
cuando no. En el capitulo siguiente, los resolveremos utilizando la teoria de cobosones.

Primero, nos concentraremos en el Hamiltoniano de un par. Este admite una solucién analitica
[27], por lo cual podremos encontrar de forma exacta el estado fundamental y su correspondiente
energia.

Luego, analizaremos el Hamiltoniano de N pares. Elegiremos valores particulares de N y de S,
para asi escribir la matriz explicita y diagonalizarla segtn lo indicado en la seccion [2.2.3] encontrando
sus autovalores y autovectores. Identificar el autovalor méas bajo nos permitird a su vez identificar
el autoestado fundamental.

4.1. Hamiltoniano de un par

4.1.1. Condiciones periédicas de contorno

El Hamiltoniano de un par se corresponde con el Hamiltoniano para un modelo de tight binding
unidimensional, que podemos resolver exactamente.

Comenzamos con el caso donde el sistema tiene condiciones periddicas de contorno, es decir,
identificamos al sitio S + 1 con el sitio 1. Este esta representado graficamente en la figura (4.1

Figura 4.1: Cadena con condiciones de contorno periddicas

Proponemos una solucién como transformada de Fourier, donde los autoestados del Hamiltoniano
serdn de la forma
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_i > —2mink/S
k) = ﬂ;e n). (4.1)

Recordemos que dado que los pares se mantienen siempre juntos, la notacién ahora corresponde
a la transformada de Fourier del estado de un tinico par en el sitio n, como se indicé en la seccién
3227

Ahora debemos resolver el problema de autovalores

a k) = B (k) |k) . (4.2)

Introduciendo en el lado izquierdo de esta expresion el estado y el Hamiltoniano dado en [3.23),
obtenemos:

. , —J? 2
A = 3 2emr |() G0 G+ G+ 2 = (i + U ) )
2

1 —2mikj/S —J? 2mik/S —2mik/S J .
= — Y A
\@;e s (275 4 e ) o+ U) | 1a)
_ —J? 2mik/S —2mik/S J?
=[G (o) = (g e

_ {_QUJ;COS? Cf) _ Uo] k), (43)

donde en la segunda igualdad se usd ortogonalidad entre los estados de los sitios, en la tercera
igualdad se identifico nuevamente el estado |k), y en la tercera se trabajo algebraicamente sobre la
expresion.

En y comparando con podemos identificar los autovalores:

2.J2 k
EW (k) = T cos? (g) — T (4.4)

Esto corresponde a diferentes energias para cada valor entero de k, tal que 0 < k < .S — 1. Todos
los estados son doblemente degenerados, excepto el estado fundamental, y el de maxima energia en
el caso de un ntumero par de sitios, como se ve en las figuras y

Vemos que el valor mas bajo de la energia se da para k = 0, independientemente del ntmero
de sitios. En la figura hemos graficado esta energia para S = 10, y en la figura lo hemos
hecho para S = 20, para poder apreciar el comportamiento, con valores J = 1 y Uy = 10, tal que
satisfacen J < Uj.
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g WLl g P =
-10 | % X %
X X
X X
-10.05 -
X X
3
z -10.1 X X
=
X X
-10.15 -
X
X
g0
L L L L L L L L L L L L L
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1
k

energia es

con energia

cadena.
célculo de x4 (necesario para encontrar el ansatz de cobosones).

Figura 4.3: ES (k) para S = 20

|k =0) =
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Si reemplazamos el valor de k = 0 en [£.1] obtenemos finalmente que el autoestado de menor
(4.5)

(4.6)

Analizando[d.5] notamos que este estado es tal que el par de fermiones tiene la misma probabilidad
% de encontrarse en cualquier sitio. Es decir, el par estd uniformemente distribuido a lo largo de la

Veremos en el capitulo [f] que en este caso es posible encontrar una expresion cerrada para el
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4.1.2. Condiciones abiertas de contorno

Si en vez de utilizar condiciones periédicas de contorno utilizamos condiciones abiertas de con-
torno, la forma de resolver el problema es identificar dos sitios ficticios j =0y j =S5 + 1 tal como
se indica en la figura [4.4

Figura 4.4: Cadena con condiciones de contorno abiertas

y plantear una solucién de la forma

[ 2 SA 2mnk

va que debe satisfacerse que la solucion se anule para los sitios ficticios.

Resolvemos ahora la ecuacion 4.2 utilizando el estado 1.7l Esta se resuelve de forma similar al caso
de las condiciones periédicas de contorno. Obtenemos asi la misma expresion para la energfa,
pero vemos que ahora el valor mas bajo de ésta, correspondiente a k = 0, no es solucién, debido al
seno presente en el estado [£.7] Por lo tanto el valor més bajo correspondera a k = 1. Esto generara
una distribucion no uniforme de pesos en la combinacion de los estados del estado |k) resultante:

k) = \/STHfisen (ﬂ) In). (4.8)

=0

Por lo tanto, encontrar una expresiéon cerrada para el célculo de X% se vuelve una tarea mas
compleja.

4.1.3. AnaAlisis del entrelazamiento

Analicemos el entrelazamiento entre las particulas del par, para el estado fundamental con las
dos condiciones de contorno analizadas.

El entrelazamiento se puede cuantificar utilizando diferentes medidas, por ejemplo, la entropia de
Von Neumann, o la entropia lineal, de la matriz densidad reducida de un fermién o de una particula.
Es més comun usar la lineal |28] porque tiene ventajas numeéricas y analiticas frente al uso de otras
entropias, por ejemplo, no requiere la diagonalizacién de la matriz p,, ademés coincide a menos de
constantes multiplicativas y aditivas con medidas de entrelazamiento monotone bien definidas, es
decir, que no crecen bajo la accién de operaciones locales, que han sido importantes para investigar
caracteristicas del entrelazamiento de estados puros.

En términos de la pureza, la entropia lineal se define como

Si(p) =1-P(p) (4.9)

con

P(p) = Tr (62). (4.10)

En general, en un sistema compuesto por dos particulas a y b que se encuentren en un estado
puro Yup, definimos la matriz densidad del sistema como

p = [Vab) (Yab] (4.11)

y a las matrices reducidas de a y b como
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Pa = Tt (pab) (4.12)
Py = Tra (Pab)- (4.13)

Se tiene que si S1.(p,) = 0, el estado es separable, mientras que si S1.(pg) > 0, las particulas a y
b estan entrelazadas. Se tiene ademas Tr(p2) = Tr(p?), debido a que los autovalores de p, y pp son
iguales |24], por lo tanto el anéalisis es idéntico para la particula b.

Para nuestro estado fundamental con condiciones periddicas de contorno, .5} tenemos, regresando
a la notaciéon que pone en evidencia las dos particulas:

1 N

pab = D 1id) (i (4.14)
(]
1
po= g O Im) (ml (4.15)
2 1
Tr(pa) = 57 (416)
y por lo tanto
1

Splpa) =1- ¢, (4.17)

es decir, este estado se corresponde con el caso donde los componentes del par estdn maximamente
entrelazados, como mencionamos en la seccion
En cambio, para el estado fundamental con condiciones abiertas de contorno, tenemos:

2 211 21y Cn
—75 4.1
Pab S+1 sen(S+1> <S+1>‘]j><”” (4.18)

ij

2 o [ 2mm
pa—S+1;8en <S+1>|m> (m]|, (4.19)

(5
_ <511)23(5+1) (4.20)

v por lo tanto tendremos

2 )2 3(S+1) (421)

Podemos ver el comportamiento de las expresiones y en el grafico para distintos
valores de S.
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T
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Figura 4.5: Entrelazamiento del estado fundamental de un par

Vemos que el entrelazamiento del par en las condiciones abiertas de contorno es menor al entre-
lazamiento méaximo, pero que cuando S — oo ambas expresiones tienden a 1 y no habria diferencia
entre condiciones de contorno abiertas o periédicas.

En lo que resta del trabajo analizaremos sélo el caso de condiciones periédicas de contorno.

4.2. Hamiltoniano de N pares

El Hamiltoniano a resolver es el dado por [3.38] Este puede identificarse con el Hamiltoniano de
Hubbard para fermiones sin spin, del cual no se conoce solucién exacta para IN pares.

Por lo tanto, el enfoque fue analizar casos particulares: para N =2con S =3, 5 =4y S =5,
ypara N =3 con S =4, 5 =5y 5 =6. Para estos ntimeros de pares, los Hamiltonianos toman la
forma

s 9 S

10— o (v 4+ p_ﬂz(3_+3,+)+‘] NNy (4.22)
g UO g 2U0 = J J UO = 7+%

y
) J? 7 L
o® = _ ~\p - = B + B: — NiNjiq. 4.2
g 3<U0+UO) [ 2U0JZ_;< ;i g)‘f‘UO; 74V+1 (4.23)

Para escribir el Hamiltoniano matricialmente para estos casos, usamos la base de estados de
Fock, representada por el vector [2.44] pero utilizando la notacion establecida en la seccién [2.3]
Ejemplificamos con algunos casos de dimensién pequenia:

= Para N =2, S =3 la base es
11,1,0) = [12), |1,0,1) = |13), |0,1,1) = |23)
= Para N =2, 5 =4 la base es
|1,1,0,0) = |12), |1,0,1,0) = [13), |1,0,0,1) = |14),
|0,1,1,0) = |23), [0,1,0,1) = |24), ]0,0,1,1) = |34)
= Para N =3, 5 =4 la base es
11,1,1,0) = [123), [1,1,0,1) = |124), [1,0,1,1) = [134), |0,1,1,1) = |234)
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Podemos visualizar graficamente los distintos valores de la matriz del Hamiltoniano para cada
caso, en los siguientes gréficos.

Para N = 2, tenemos los graficos [£.6] [£.7] y [£-8] Hemos incluido el grafico [.9] que representa el

Hamiltoniano del caso S = 10 para ejemplificar cémo es la apariencia del Hamiltoniano para valores
cada vez méas grandes de S.

Los elementos de la diagonal corresponden a los valores —2(Ug + é—z) + g,—z (color verde) y —2(Up+
[‘5—2) (naranja), mientras que los elementos fuera de la diagonal son —% (violeta) o nulos (blanco).

1 2 3 1
T T T

2 3 4 5 6
T T T T T

N N N I I I I I N
1 2 3 1 2 3 4 5 6

Figura 4.6: N=2, S=3 Figura 4.7: N=2, S=4

I I I I N
1 10 20 30 40 45

Figura 4.8: N=2, 5=5 Figura 4.9: N=2, S=10

En cambio, para N = 3, los casos a trabajar son los representados en las figuras {10 [.11] y

.12 mientras que nuevamente, para ejemplificar la forma de la matriz al aumentar S, incluimos la
. 2 2

figura(4.13] En este caso, los elementos de la diagonal se corresponden a —3(Up + g,—o) + 2[‘]]—0 (verde),

—3(Up + [‘5—;) + [‘]]—Z (naranja), y —3(Up + é—z) (azul), mientras que los elementos fuera de la diagonal
son nulos (blanco) o valen —% (violeta).
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1 2 3 4

Figura 4.10: N=3, S=4

* ",
Lo Wy,
RN

L L L L 1
1 5 10 15 20 1 20

Figura 4.12: N=3, S=6 Figura 4.13: N=3, S=8

Se procedio6 a la diagonalizacion de cada Hamiltoniano usando Mathematica. Obtuvimos asi los
autovalores y autovectores, e identificando el menor autovalor y su autovector correspondiente,
pudimos obtener el estado fundamental.

En los casos de menor dimensién fue posible encontrar una expresion explicita para la energia del
estado fundamental, en términos de las constantes del problema, mientras que en para dimensiones
mayores fue necesario elegir valores numéricos para J y Uy para que el programa sea capaz de
procesar el resultado final. Por lo tanto, a modo de comparacion, estos valores numéricos se usaron
también para calcular las energias en todos los casos. Los valores elegidos fueron nuevamente J = 1,
Up = 10, que cumplen la relacion Uy > J.

Los resultados obtenidos fueron:
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J2

N=2S8=3: E®=_-2"_20,=-202
) g UO 0 )
1
G = —(|12) + |13) + |23
5 g (ro 0 )

Gy = \/113 (112) + 2 [13) + [14) + |23) + 2[24) + |34))

N=2S=5: EP =-2034142

|G) vy = a|12) +b|13) + b|14) + a|15) + a|23) + b[24) + b|25) +a|34) + - --
-4 b|35) + a|45)
(con @ = 0,171141...,b = 0,413171..., tal que ()\® |[{?)) = 1)

JQ
N=3S8=4: E® =_2° _3U,=-30.2
) g UO 0 )

Ghvmy = 5 (1123) +124) + [14) + [134) + [234)

N=3S=5: EP =-303414
|G ns = a|123) + b[124) + a |125) + b[134) + b|135) + a |145) + a [234) + - --
-4 b|235) + b[245) + a |345)
(con a = 0,171141...,b = 0,413171..., tal que (¥{P|){)) = 1)

N=3S8=6: EP =-304303

G y_s = @|123) + b[124) + b |125) + @ |126) + b |134) + ¢[135) + b|136) + - - -
-+ b|145) + b[146) + a |156) + a |234) + b|235) + b|236) + - - -
-+ 4 b|245) + ¢[246) + b |256) + a |345) + a |346) + b |356) + a [456)
(con @ = 0,0629206..., b = 0,207813..., c = 0,478546... tal que (P [1){¥)) = 1)

Notamos que para el mismo N, la energia disminuye cuando el namero de sitios aumenta.

Vemos que para N = 2 los estados fundamentales resultaron ser aquellos en los que el mayor
peso estd en los estados donde los dos pares no se encuentran uno en el sitio contiguo al otro, si
no separados por por lo menos un sitio sin ocupar. La excepcion es el caso S = 3 que si o si tiene
sus dos pares contiguos sin importar el sitio en el que se encuentren, por lo tanto en este caso se
encontré una distribucién uniforme de peso entre las diferentes ocupaciones de los dos pares.

Para N = 3 sucede algo similar, los estados fundamentales son aquellos en donde los pares estan
lo mas separados que se pueda entre si. En el caso de S = 4 nuevamente ocurre que sin importar
donde se encuentren los pares, las condiciones peridédicas de contorno indicardn que siempre estan
los tres pares en sitios sucesivos, por lo cual en este caso la distribucién es uniforme. Para S = 6
tenemos el mayor peso en estados con los pares lo méas separados entre si, peso intermedio para dos
pares contiguos y uno separado, y el menor peso para los tres pares ubicados en sitios contiguos.

Podemos apreciar este comportamiento en las figuras de la a lap.20]en donde hemos incluido
ademads casos de dimensién superior que mejor ejemplifican lo dicho anteriormente. Aqui, graficamos
el valor absoluto al cuadrado de los coeficientes de cada estado que conforman el estado fundamental.
En los graficos de dimensién superior etiquetamos sélo algunos estados, para que no se superpongan
todas las etiquetas del eje.
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Figura 4.14: Distribucién de autoestados para N=2, S=3
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Figura 4.15: Distribucién de autoestados para N=2, S=4
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Figura 4.16: Distribucién de autoestados para N=2, S=5
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Figura 4.17: Distribucién de autoestados para N=2, S=10
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Figura 4.18: Distribucién de autoestados para N=3, S=4
{1,1,1,0,0}y {1,1,0,1,0} {1,1,0,0,1} {1,0,1,1,0} {1,0,1,0,1} {1,0,0,1,1} {0,1,1,1,0} {0,1,1,0,1} {0,1,0,1,1} {0,0,1,1,1}
: T ‘ T T ‘ : T T :
0.15F B
0.10-— i
0.05-— B
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
000- Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
{1,1,1,0,0}y {1,1,0,1,0} {1,1,0,0,1} {1,0,1,1,0} {1,0,1,0,1} {1,0,0,1,1} {0,1,1,1,0} {0,1,1,0,1} {0,1,0,1,1} {0,0,1,1,1}
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Figura 4.20: Distribucién de autoestados para N=3, S=6
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Figura 4.21: Distribucién de autoestados para N=3, S=8
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Capitulo 5

Resoluciéon con ansatz de cobosones

A partir del estado fundamental de un par, que hemos encontrado en la seccion del capitulo
anterior, construiremos un estado de N pares, segiin como lo indica la teorfa de cobosones. Este
ansatz, al que llamaremos |N), serd usado para calcular una energia aproximada dada por

(N|HM |N). (5.1)

Luego calcularemos para la energia del estado fundamental para un sistema de cobosones siguien-
do una expresion dada por la teoria de cobosones, que veremos en detalle en la secciéon

5.1. Ansatz de cobosones y energia aproximada

Recordando lo dicho en la seccién sabemos que el operador creacién de un coboson tiene la
forma

S
éT = Z V AndILBIL (52)
n=1

v que a partir de este puede formarse el estado de IV pares, de la forma

Ny = = (&) o) 53)

S
1 ~ ~ N ~
= 2 VA Al eal B 10) (5.4

J1<j2<-<jn=1
1 el )
= W Z VARG >‘de;‘1 T d;tN 0) (5.5)
J1<j2<-<jn=1

donde xn para nuestro caso, que es cobosones compuestos de fermiones, es

XN = N! > AP AP, - Apy- (5.6)
PNy>Pn_1>-->P

En base a nuestros resultados anteriores podemos armar el estado de N particulas. Recordemos
que habiamos encontrado que el estado fundamental de un par era

1 S
le) = \/ET; n). (5.7)

Es decir, nuestro estado de un par tiene todos los A; iguales ente si, e iguales a 1/S. Como se
habia adelantado en la seccion 2.4] esta distribucion de \; corresponde al maximo entrelazamiento
entre los fermiones que componen el cobosén.
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Esta distribucién de \; permite ademas un calculo explicito de Xﬁ:

Yk = N! > AP AR, - - Apy

Pn>Pn_1>>P1

N
=¥ Z 1

PN>Pn_1>>P)

_ NS
- SNAN )’

y por lo tanto, también permite el célculo de |N). Obtenemos finalmente el siguiente resultado:

1 [N > . ;
‘N> = - oN Z &;1621 U &;Nb}N ‘0> (5'8)
XN J1<j2<--<jn=1
con N' S
&= (N> (5.9)

Reemplazando, en vemos que podemos escribir

S
1 N I RS
N)s = —— > alb bt -o-al bl 10) (5.10)
V (¥) si<je<—<in=1
S
1 .
_ ot
== > dd ), (5.11)

(N) J1<j2<--<jn=1

donde hemos agregado el subindice .S para indicar el ntimero de sitios. Notamos que en este caso,
los estados obtenidos para IN pares segtn el ansatz de cobosones son estados donde los pares
estan uniformemente distribuidos y cada uno tiene el mismo peso, a diferencia de los autoestados
encontrados al diagonalizar el Hamiltoniano, vistos en el capitulo anterior.

Podemos proceder entonces a calcular la energfa aproximada ¢(/V| fféN) |N)g para cualquier N
y S.

Primero reescribimos el Hamiltoniano para poner en evidencia a los operadores creacién,
aniquilacién, y nimero presentes:

(N J? R g gt ks
j=1

Debido a que ¢(N|N)g =1, el primer término del Hamiltoniano es trivial.
Para los otros términos, usaremos algunas expresiones no triviales que fueron necesarias definir
al analizar la accion de los distintos operadores sobre el estado |N).

Escribimos (V1)1 /52
SYSVITI —1)! —
o - X <N_1> (5.13)

como la condicién de normalizacién de cobosones compuestos de fermiones que tiene asociada una
distribucion uniforme de coeficientes );, a la que le faltan dos coeficientes: \i—; y Ai=j41, es decir,
con dos sitios menos disponibles, para N — 1 pares, y

A N-2)/5-2
XEViQJJrl} — (SN—2> <N B 2) (5.14)

38



CAPITULO 5. RESOLUCION CON ANSATZ DE COBOSONES

de la misma forma, pero para N — 2 pares.
Con esto podemos escribir para el segundo término del Hamiltoniano

. N/ 5 .
GINy =22 3 ey dl - 10) (5.15)
\/ | J1 IJN-1
XA J1<ja<<jn-1=1
Y s
i Ny i
djy1|N) = WZ\” > \/)‘11/\32 o N 1djl e d;N,l 0), (5.16)

J1<je<-<jN-1=1

y por lo tanto, usando ademéas que (N| dj =d, |N), tenemos que

. N /N O
<N‘dj+1d'|N>:<N’d?dj+1‘N>:7 XN;N'J Z \/Ah'- Gn_1 i A

i1 X

J1<<JN-1
1< <tN—1

7t | 7t
x (0 dj, -~ -dj,  di---di |0)
N VYT J+1)\ {/\77>\J+1} |
(N -1, (5.17)
VxnN!
donde en la ultima igualdad hemos usado el producto interno (N — 1|N — 1)

|N — 1) normalizado con la distribucion de A; correspondiente.
Analogamente encontramos para el tercer término del Hamiltoniano

= 1 con el estado

. N2(N — 120010 (s
(NJigig 0 |N) = === B o (3 — 2)

y finalmente, usando [5.9} [5.13] [5.14] y reemplazando el valor correspondiente A; = 1/5, obtenemos
luego de un poco de &lgebra la siguiente expresién general:

(5.18)

- 2.J2 2J2 N(N —1)
N|HMN|N), = U+ —— ) +=>—. 5.19
S< ’ g ‘ >S 0 UO UO S —1 ( )
Calculamos ahora los estados de N cobosones para los mismos casos analizados en la seccion [£.2]
y su energia aproximada. Ademés, nuevamente usamos los valores J = 1 y Uy = 10 para poder
obtener valores numéricos para la energia. Los resultados son entonces los siguientes:

N=2S8=3: [2)= (112>+|13>+\23>)

%\

2
52/ HP |2>3 = —2Uy — 22— = —20,2

N=25=4: [2),= (|12> +[13) + [14) 4 [23) + |24) + |34))

%\

L2/ D 12), = —200 — 52— 20 26666
= 0 3 U0 ,

N=2S=5: [2),= ﬁ(|12> + [13) + |14) + [15) + |23) + [24) + |25) + [34) + |35) + [45))

J2
<2[ H ]2) = —-2Up —3— =-20,3
U
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CAPITULO 5. RESOLUCION CON ANSATZ DE COBOSONES

N=35=4: |[3),=—(]123) + |124) + |134) + [234))

J2
<3| H ]3) =-3Uy—2— =-30,2
Uy

Cn\t—t

1
N=35=5 ]3}5 = \/—1>0(]123> + ]124> + |125) +|134) + |135) + \145} + \243} + \235} +
-+ 4 [245) + |345))
J2
<3| H |3> =-3Uy—3— =-30,3
Uo
1
N=38,5=6: [3)5= (123 + 124) +[125) + |126) +[134) + [135) + |136) +[145) +

- 4 |146) + [156) + |234) + [235) + |236) + |245) + |246) + |256) +
.- 4 |345) + [346) + |356) + [456))

18 J2
3 H 3. = 30Uy — —— = —30.,36
631 H 13 TS ,

5.2. Estimacién de la energia del estado fundamental en teoria de
cobosones

Calcularemos ahora la energia del estado fundamental del sistema dada por la teoria de cobosones.
Esta puede ser estimada utilizando el ansatz de cobosones [29]. Para esta estimacion se asume
que el Hamiltoniano del sistema contiene la energfa asociada con el estado de cada fermién en
forma cuadratica, mas términos de interacciones adicionales. En [29] las formas de las interacciones
corresponden a un potencial cuértico que preserva el momento. Bajo estos supuestos y condiciones
la energia del estado fundamental del sistema dada por la teoria de cobosones toma la siguiente
forma [30]:

Ey = NEo+ N(N —1)((¢o] ® (¢0])(Xa — I)(I @ Hy)Xa(|d0) @ |0)) (5.20)

donde se tiene que:
= |¢o) es la funcion de onda del estado fundamental de un par,

= Fj es la energia del estado fundamental de un par,

~

= X, es un operador que actta sobre dos pares intercambiando la particula a de ambos,

» Hj es el Hamiltoniano de interaccion (veremos que en nuestro caso corresponde a Hp) pero
actuando sobre el espacio de un solo par.

Como dijimos anteriormente, esta féormula se basa en un Hamiltoniano cuadrético para cada
tipo de fermién junto con un término de interaccién entre los fermiones de diferentes tipos que es
cuartico. El Hamiltoniano efectivo para el subespacio fundamental de nuestro problema [3.38| no
exhibe estas caracteristicas, puesto que aparecen términos de interaccién que involucran dos pares
(es decir presenta interacciones a cuatro cuerpos). Para poder evaluar la formula de la energia
vamos a volver al Hamiltoniano completo inicial 3.1l En este caso, el Hamiltoniano de interaccion
Hy es cuadratico en cada especie (H presenta interacciones a dos cuerpos)

Si tomamos el ansatz de cobosones del estado fundamental a orden cero en J, y utilizamos el
Hamiltoniano inicial que exhibe las propiedades adecuadas, encontramos una energia a orden cero
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CAPITULO 5. RESOLUCION CON ANSATZ DE COBOSONES

en J y por lo tanto perdemos todas las correcciones. Para calcular las correcciones de la energia sera
necesario tomar el estado fundamental a segundo orden en J, por lo que utilizaremos la teoria de
perturbaciones presentada en la seccién que ademads nos servird para corroborar los resultados
obtenidos anteriormente.

Recordando las expresiones y para las correcciones de la funcién de onda a primer y
segundo orden respectivamente, obtenemos:

iy = }j O (157 + 1) + 15 + 1)) [0
k#J
() _J 1 :
45 = \FZ (Gi+D+1i+14), (5.21)

debido a la forma de los estados del subespacio donde los pares se encuentran separados.
Analogamente

[y = NG5 +2) + 15 +25) +215) [

UN§

J
2 S
[y = }:Lm+ﬂ~+b+2ﬁ) (5.22)

donde en la segunda igualdad notamos que el término |jj) no contribuye debido a la proyeccion
sobre el subespacio ortogonal.
Renormalizando la funmon de onda completa segin lo visto en la seccion [2.2.4] y conservando los

términos hasta orden iﬂ’ obtenemos:
2\ 1 > g
=(1-% )%= = +1) A+ [+ 1)+ +2) 4[5 +2
oo = ( %%@;J 7520 W+ D+ L) T S 42 1+ 24)

(5.23)

La forma del estado fundamental a érdenes mayores ya no es tan simple porque aparecen contri-
buciones no nulas de los estados de subespacios excitados tal que los coeficientes de Schmidt ya no
son todos iguales.

Con esta expresion podemos calcular ahora la energia [5.20] segiin la teoria de cobosones. Al hacer
la cuenta hay que ser cuidadosos con qué terminos contribuyen y cuales no, ya que aparecen muchos
términos provenientes del producto de las dos funciones de onda de un par. Debemos mantener
siempre los términos hasta orden l‘j}—z

Encontramos entonces la expresiéon

2 2
2J ) AN -1 (5.24)
Comparandola con la energia aproximada vemos que difieren en el denominador. Es decir,
va a haber un corrimiento sistematico en donde la energfa aproximada para S sitios se correspondera
con la energia de cobosones para S — 1 sitios, pero tenderan al mismo valor para S grande.
Calculamos entonces la energia del estado fundamental segin la teoria de cobosones para cada
uno de los casos antes mencionados:
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N=2,5=3: E,=-2U §J—2— 20,2666
=2,0=9: g = 0 3U0_ s
J2
N=2S=4: E;=-2Uy—3—=-203
Uo
1 2
N=258=5 ng—zUo—fG‘L: 20,32
Uo
J2
N=385=4: E,=—3Uy—37—=-303
Uo
18 J2
N=3S=5: E,=-3Uy— —— =-30,36
) ] 0 5U0 ;
J2

N=3S=6: E,=—3U— 4> =304
Uo

Nuevamente notamos que la energia disminuye al aumentar N, y para un mismo N, disminuye
al aumentar S. En el capitulo [6] apreciaremos mejor este comportamiento al graficarla comparati-

vamente junto a las otras energias calculadas.
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Capitulo 6

Comparacion de resultados

6.1. Energias

Ahora, efectuamos las comparaciones entre las energias para el estado fundamental obtenidas por
la teorfa de perturbaciones y por la teoria de cobosones.

N=2S8=3: E®=-20,2 5(2] HP |2), = —20,2 E, = —20, 26666...
N=2S=4: E®=-20,3 J2] HP|2), = —20,26666... E,=—20,3
N=2S=5: E®=-2034142 2| HP|2);=-20,3 E, = —20,32
N=3S=4: E®=-30,2 L3 HP|3), = —30,2 E, = —30,3
N=3S=5: E®=-303414 (3| H3); =—-30,3 E, = —30,36
N=3S=6: E®=-30,4303 43| H® |3); =—30,36 E, = —30,4

Podemos resumir estas expresiones en el grafico [6.I] para N = 2 y en el grafico [6.2] para N = 3

Energia‘diagonalizacion
Energia aproximada
-20.2 K Energia cobosones 7]

-20.25

-20.3

-20.35

N N

-20.4

75 100

Figura 6.1: Energias para N = 2
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-30.2 Eneréia diagonalizacion
: Energia aproximada
Energia cobosones

-30.25

-30.3

-30.35

-30.4

-30.45

-30.5

-30.55

-30.6

Figura 6.2: Energias para N =3

Vemos que para S grande, la diferencia entre la energia de la teoria de cobosones y la energia de
diagonalizaciéon exacta disminuye. Para N = 2, el error porcentual entre estas energias para S = 100
es de un 0,02 %. Para N = 3 es de un 0,09 % para S = 40.

6.2. Fidelidad

La fidelidad es una medida de distancia entre estados cuanticos que adquiere gran importancia
cuando se utiliza para calcular distancia entre estados mezcla. Para el caso de este trabajo donde
debemos comparar similitudes entre estados puros obtenidos por mecanismos distintos, la fidelidad
es un criterio de comparacién apropiado y simple, ya que se reduce al solapamiento entre ambos
estados. Por lo tanto, para dos estados puros ) y |¢), podemos definirla como [24]:

F([v),19)) = | (¢]6) > (6.1)

En el grafico [6.3] podemos ver el comportamiento de la fidelidad para valores cada vez mas grandes
de S para N = 2, mientras que en el grafico [6.4] presentamos la misma informacion para N = 3.
Notamos que en ambos casos la fidelidad disminuye rapidamente al aumentar S en tan solo una
unidad cuando los valores son més bajos, para luego comenzar a estabilizarse para los valores mas
altos. Ademas, para N = 3 los valores de la fidelidad son mucho menores que para N = 2.
El error porcentual entre el valor esperado de la fidelidad F' = 1 y los valores que obtiene para S
creciente es del 19% para N = 2 y del 39 % para N = 3.
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Fidelidad

Fidelidad
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s
Figura 6.3: Fidelidad para N=2
| | | | | | | | | | |
456 8 10 15 20 25 30 35 40

Figura 6.4: Fidelidad para N=3
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Capitulo 7

Bethe ansatz: solucion analitica exacta
para dos pares

En este capitulo analizaremos una solucion exacta [31] para un Hamiltoniano de Heisenberg para
spines. Existe un método para encontrar los autovalores y autovectores exactos de este modelo en una,
dimensién, conocido como Bethe ansatz. Diversos modelos de muchas particulas pueden resolverse
con diferentes variaciones de este ansatz, que presenta algunas ventajas frente a la diagonalizacion
directa, como la caracterizacién de los autovectores con niimeros cuinticos que dependen de sus
caracteristicas fisicas especificas, y que en muchos casos podemos evaluar los autovalores y sus
propiedades fisicas en el limite termodinamico [31].

Aunque el modelo fisico del que deriva el ansatz de Bethe es muy distinto al de este trabajo,
mapeando el Hamiltoniano[3.38a un Hamiltoniano de spines podremos usar las soluciones conocidas
dadas en [31] para aplicarlas a nuestro problema y comparar con los resultados obtenidos para el
caso de dos pares.

El modelo de Heisenberg para spines S, = (5’%, 5’}{,5’5) con numero cuantico s = 1/2, en una

cadena unidimensional de S sitios y condiciones de contorno periddicas estd dado por
~ S
H=-7> S5
1 . i
= —JZ <2 (S;S;Jrl + SJS;H) + S5 TZL+1> ; (7.1)

donde SF = §% +4S¥ son operadores spin-flip tal que S~ [1) = |1} y ST [}) = [1).
Recordamos ademads nuestro Hamiltoniano escrito en término de operadores, segiin la expresion

5.12] v para el caso de dos pares:

o F AN IRV 2SN
Hg =-2(Uy+ ﬁo - TUO (dj+1dj + djdj_H) + ﬁo annj_H. (7.2)
j=1 j=1

En la siguiente seccion veremos como mapear [7.2) para obtener

7.1. Transformaciones de Jordan-Wigner

Las transformaciones de Jordan-Wigner para mapear operadores de creacién y aniquilacion de
fermiones a operadores de spin estan dadas por |32
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1

g; :ijfj -5 (7.3)
S =flemEiom (74)
S’J— =fie™m Yicim (7.5)

donde n; es el operador ntimero de fermiones en el sitio [, y la fase aparece debido al hecho que los

operadores de spin en diferentes sitios conmutan pero los operadores de fermiones anticonmutan.
Por lo tanto, para nuestro caso, donde nuestros operadores creacién y aniquilacién de un par se

comportan como bosones hard-core, con propiedades algebréicas idénticas a la de los operadores de

spines 1/2, podemos identificar los operadores fT ( f]) con los operadores dT (d ) y usar de forma

directa las transformaciones sin las fases:

1

85 =djd; - 5 (7.6)
G+ 4t

SF =d! 7
S =dj. 7.8

De esta forma, el Hamiltoniano [7.2] toma la forma

S«+

S o
(S5 + 8785 ) Z 57 . (7.9)

a® = oy, - 5
g 07 Uy 4 20 =

Notamos que los dos términos del Hamiltoniano que no son constantes poseen distinto signo,
mientras que todos los términos del Hamiltoniano de Heisenberg poseen el mismo signo. Para
poder realizar la comparacién apropiadamente, aplicamos una rotacién en un angulo o = 7 alrededor
del eje Z. Esto se realiza sélo en sitios intercalados, es decir, al rotar en un sitio necesariamente
debe haber un sitio vecino donde no se realiza la rotacién, por lo cual en principio necesitamos una
cadena con S par, aunque para S grande se espera que esto no influya. Esta rotacion estd dada por

la operacién unitaria Rz(a) = ¢7"% y teniendo en cuenta como transforman los operadores de
spin bajo rotaciones [33]:
. T A A A
[Rz(a)] $*R.(a) = §° (7.10)
A T Al A N
[Rz(a) SER, (o) = eFo5* (7.11)
obtenemos el Hamiltoniano
J? S
=-20—— | H — 7.13
" T ( H+ 4> (7.13)

donde Hp corresponde al Hamiltoniano de Heisenberg con J = 1.

7.2. Comparacién con los resultados exactos

Siguiendo el lineamiento de [31], se plantea una solucién de la forma
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S

W)= > a(ni,ng)|n1,na), (7.14)

1<ni<ne<S

donde |ny,ny) corresponde, en el caso del Hamiltoniano de Heisenberg, a

n1,ng) = Sy Spy [T 1) =11 dng v dng - 1), (7.15)

es decir, un estado donde todos los fermiones tienen spin hacia arriba exceptuando los ubicados en los
sitios n1 y ne, que apuntan hacia abajo. En cambio, en nuestro modelo, este estado se corresponde
al estado que posee s6lo los sitios ni y ng ocupados con un par de particulas. Podemos utilizar
entonces los coeficientes [31] para determinar la ecuacion de onda:

o) =21 (A2

donde d(ny,n9) es la distancia entre dos sitios ocupados, tomada modulo S, de forma tal que la
distancia maxima entre dos sitios ocupados sea S/2.
Al rotar estas soluciones para que sean las soluciones de nuestro hamiltoniano rotado, los coefi-

cientes seran
d —1/2
a(ny,ng) = 2sin <7T (%)) (7.17)

v asi, resolviendo la ecuacién de autovalores, podemos encontrar analiticamente la energia corres-
pondiente al estado fundamental, obteniendo

(7.16)

J o, 0

En la figura podemos corroborar que el resultado obtenido por diagonalizacién numérica
coincide con el resultado obtenido con el Bethe ansatz. Nuevamente usamos los ntimeros J = 1y
Uy = 10.

Iénergia Béthe ansat‘z
Energia diagonalizacion =~ <
-20.2 i
-20.25 i
-20.3 1
-20.35 |
-20.4 <
| | | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
S

Figura 7.1: Comparacién Bethe ansatz para N=2
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Resumen y conclusiones

Repasaremos aqui los principales resultados de este trabajo y profundizaremos en la comprension
e interpretacién de los mismos.

Utilizando el enfoque de obtenciéon de un Hamiltoniano efectivo, proyectado en el subespacio de
estados de interés, es decir, el subespacio de estados fundamentales, el Hamiltoniano original con
pares de fermiones tipo a y b se modifico de tal forma que en esta aproximacién pudo escribirse
como un Hamiltoniano en donde los fermiones se mueven siempre de a pares. Por lo tanto, pudimos
pensar en un modelo donde existia un tnico tipo de particulas d que se comportaban como bosones
hard-core. Este sistema admitié una solucién analitica exacta para el caso de un par, y ademés pudo
diagonalizarse numéricamente para el caso de N = 2 y N = 3 pares. Para N = 2 el programa
permitia llegar hasta altos nimeros de S, mientras que para N = 3 se volvia lento para valores S
bastante menores.

Los mismos resultados pudieron obtenerse siguiendo el enfoque de teorfa de perturbaciones in-
dependiente del tiempo a segundo orden. Normalmente en los libros de texto no se encuentra el
desarrollo de esta teoria a érdenes mayores que uno, dado que cuando la contribucién a primer
orden no es nula, no suele ser necesario averiguar correcciones a mayores 6rdenes. Sin embargo, en
este trabajo encontramos que la correccién de la energia a primer orden es nula, por lo tanto, fue
necesario profundizar en el uso de esta teoria para encontrar dichas correcciones a segundo orden.

Para N = 2 pudimos encontrar también una solucién analitica exacta mediante el mapeo de
nuestro Hamiltoniano a un Hamiltoniano de spines, y aplicar las soluciones conocidas siguiendo el
ansatz de Bethe para una cadena de spines 1/2. Por lo tanto, obtuvimos expresiones cerradas para
la energia y la funcién de onda del estado fundamental para N = 2 y cualquier S.

Para el caso de un par, al resolver el sistema con condiciones periédicas de contorno encontramos
un estado fundamental cuyos pesos o coeficientes de Schmidt son todos iguales entre si, por lo tanto
es un estado con maximo entrelazamiento entre las partes. No asf en el caso de condiciones abiertas
de contorno, donde los pesos hallados fueron diferentes y el nivel de entrelazamiento fue menor.

Para el caso de N pares, encontramos que el estado fundamental posee mayor peso en las contri-
buciones donde los pares estan separados unos de otros, y menor peso en las contribuciones donde
los pares estan contiguos. Esto revela que existen correlaciones de largo alcance en las posiciones de
los sitios ocupados en el sistema.

Finalmente nos concentramos en resolver el sistema usando la teoria de cobosones.

Con el estado fundamental de un par pudimos construir el estado fundamental de N pares si-
guiendo esta vez la teorfa de cobosones. Esto pudo realizarse debido a que el estado de un par
estaba maximamente entrelazado, por lo tanto, fue posible encontrar una expresion cerrada para el
estado de N pares, ya que este caso es uno de los pocos en los cuales su factor de normalizacién
xN se puede calcular de manera cerrada o analitica. Este ansatz, a diferencia del estado encontrado
mediante diagonalizacién, tiene el mismo peso en cada uno de los estados de la base de Fock, dando
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cuenta de que en este caso no existen correlaciones entre las posiciones.

Con el ansatz de N pares, pudimos encontrar una energia aproximada. Usando correcciones a
6rdenes mayores del estado de un par, encontramos ademas una expresion explicita de la energia
del sistema dada por la teoria de cobosones.

Al comparar las energias, notamos que para un mismo N la energia aproximada y de cobosones
disminuyen al aumentar el nimero de sitios, y tienden al mismo valor. La energia de diagonalizacion,
que también disminuye al aumentar S, tiende a un valor menor. La distancia entre energia la energia
obtenida por diagonalizacién y por la teorfa de cobosones disminuye al aumentar S y todas las
energias disminuyen al aumentar N.

Al comparar las funciones de onda de los estados fundamentales, encontramos que para un mismo
N, la fidelidad entre el estado obtenido por diagonalizacion y el ansatz de cobosones disminuye
abruptamente al aumentar S. Se estabiliza rapidamente tendiendo a un valor fijo, que es mayor
mientras menor sea el ntumero de pares. Sin embargo encontramos una diferencia del 18 % entre la
fidelidad esperada y la hallada para N = 2, y una diferencia del 39 % para N = 3.

Podemos decir entonces que la teoria de cobosones no parece la mas adecuada para resolver este
sistema. Vemos que el ansatz de cobosones no describe correctamente el estado fundamental, se
esperaba que la fidelidad fuese una funcién creciente de S o que tendiera a un valor cercano a 1. Ni
las interacciones atractivas de corto alcance en un sistema de baja densidad, ni el estado construido
a partir del estado fundamental de un par con entrelazamiento méximo, fueron suficientes para
considerar el ansatz como vélido.

8.2. Perspectivas futuras

Hay varios andlisis que podemos realizar para comprobar por qué no es adecuado utilizar este
formalismo para resolver este modelo.

En primer lugar, puede realizarse un anélisis dimensional, para analizar la dependencia del fun-
cionamiento de la teoria de cobosones con la dimensién del problema. Se deberia resolver de forma
similar la primer generalizacion a nuestro trabajo (1 x S), que consistiria en dos cadenas con tasas
de tuneleo horizontal y vertical diferentes (2 x S), para luego pasar a un modelo en dos dimensio-
nes, como por ejemplo una red cuadrada (S x S). Para esto, serfa conveniente primero realizar un
programa més eficiente para el caso unidimensional.

Manteniendo el andalisis en una dimensién, puede plantearse resolver un sistema similar, pero con
un modelo continuo en vez de discreto. Plantear este modelo es mucho mas desafiante, pero seria
importante resolverlo, para entender un poco més acerca de en qué situaciones es aplicable la teoria
de cobosones, v también porque es relevante para implementaciones con atomos ultrafrios.

Seria interesante estudiar este sistema tomando en cuenta el efecto del ruido. Tipicamente, un
sistema fisico inmerso en un ambiente interacttia con él de alguna forma que degrada su dindmi-
ca cuantica [24, 34}, 35|, es decir, generando decoherencia y por ende, para nuestro caso, pérdida
del entrelazamiento entre las particulas constituyentes de un par. Es por esto que pensamos que
la interaccién de un cobosén con su entorno llevard a una disminucién del caracter bosénico del
compuesto. Para analizar la evolucién del entrelazamiento, describirfamos la interaccién entre el
sistema de cobosones y el entorno utilizando procesos de decoherencia tipicos o paradigmaticos de
sistemas de particulas distinguibles, modificados para que sean aplicables al sistema de cobosones.
Cabe mencionar que una generalizacion de este tipo fue investigada en [36] para el caso de sistemas
de fermiones idénticos y recientemente analizadas para el caso de bosones idénticos [37].
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Apéndice A

Programa utilizado para diagonalizacion
numérica

Adjuntamos aqui el programa usado para N =2y N = 3, ejemplificando con S = 4.

A= (*Creates a list of all NN-hardcore bosons states in 2 wells«)
FockStateList1D[NN_, L_] :=

Permutations[Join[Table[1, {i, 1, NN}], Table[@, {k, 1, L-NN}]]]
2= FockStatelListiD([2, 4]

{{1,1,e,e}, {1,8, 1,8}, {1,0,8, 1}, {8, 1,1, 0}, {8,1,8,1}, {8,8,1,1}}

n41= (*Builds the many-body Hamiltonian,
starting from the single-particle matrix and the interactions)
HamiltonianiD[NN_, L_, Omega_, U9_] :=
(
(*We need a list of the Fock-states,
since all action is happening within this spacex)
FS1D = FockStateList1D[NN, L];

(#How large is the Hamiltonians)
NFS1D = Length[FS1D];

(#First fill in @s«)

HamilD = Table[®, {k, 1, NFS1D}, {j, 1, NFS1D}];

Do [ (xGo through all Fock state combinations (j,k))
If[FSID[[j]1].FSID[[K]] = NN-1, (« Just one particle tunnel «)

jj = Position [FS1D[[j]] -FS1D[[k]], 1]1[[1, 1]];

(xWhich single-particle matrix element connects them?x)
kk = Position [FS1D[[j]] -FS1D[[k]], -1] [[1, 1]];
If[Abs([jj-kk] =1,
HamiiD [ [j, k1] = -Omega~2 / (2U@)

)
If[Abs[jj-kk] =L-1,

HamiiD[[j, k1] = -Omega”2 / (2U8} («Periodic boundary conditions«)
s @]]

s
If[j = k, Pos = Flatten[Position[FSID[[j]1], 1]1];

HamilD[[j, k]] = (If[Pos[[Z]] -Pos[[1]] > 1&&Pos[[2]] -Pos[[1]] <L-1,
-NN (Ue + (Omega~2 /ue)), (-NN (ue+ (Omega~2 /U8)) +Omega~2/Ua)])
, @]

IE

HamiiD[ [k, j1] = HamilD([(j, k]1;

» {j» 1, NFS1D}

» {k, 3, NFSID)];
HamilD

)

o3



APENDICE A. PROGRAMA UTILIZADO PARA DIAGONALIZACION NUMERICA

KetN[N_, LL ] :=
1/Sqrt[Binom.ia1[LL, N]] Table[1, {i, Binomial[LL, N]}] (xCoboson ground statex)

a0j- KetN[2, 4]

1 1 1 1 1 1
Oul{30 {_j _J _J _J _J _}
Ve V6 e e e 6
a2z NN = 2;
L=4

KetN[NN, L];

ES1D = Eigensystem[N@Hamiltonian1D[NN, L, 1., 18]];
ESSorted1D = Sort [ES1D™];

(*Normalization of a maximally entangled Twin Fock statesx)
Abs [ESSortediD[ [1, 2]].KetN[NN, L]]~2

Abs [ESSortediD[ [1, 2]]].Abs [ESSortedlD[ [1, 2]]]
(*norma=Abs [ESSortedl1D[ [1,2]]]"2%)

Outf24] 4
oui2el- ©.888889

out2g 1.

ESSorted1D[[1, 1]] (*Energys+)
Oulf31 -20.3

nz21- ESSorted1D[ [1, 2]] (#Eigenstates)
oufs2= {-0@.288675, -@.57735, -0.288675, -©.288675, -0.57735, -@©.288675}

Para N = 3 sblo debemos reemplazar en el ¢f correspodiente por las siguientes condiciones:

If[j == k, Pos = Flatten[Position [FS1D[[]j]], 1]11;
HamiiD[[j, k]] = (Which[Pos[[2]]-Pos[[1]] >1 & Pos[[3]]-Pos[[2]] > 18&&
Pos[[3]] -Pos[[1]] > 18 Pos[[3]]-Pos[[1]] <L-1, -NN (U@ + (Omega~2/Ue)),

Pos[[2]] -Pos[[1]] >1 &&Pos[[3]] -Pos[[2]] >1,

(-NN (Ue + (omega~2 /ue) ) +Omega~2 /Ue),

Pos[[3]]-Pos[[2]] >1 & Pos[[3]] -Pos[[1]] > 1&&Pos[[3]] -Pos[[1]] <L-1,
(-NN (Ue + (Omega~2 /Ue) ) +Omega”2 /Ue),

Pos[[2]]-Pos[[1]] >1 & Pos[[3]] -Pos[[1]] > 1&8&Pos[[3]] -Pos[[1]] <L-1,
(-NN (Ue + (omega~2 /ue) ) +Omega~2 /Ue),

Pos[[2]]-Pos[[1]] >1, (-NN (U@ + (Omega~2 /UB)) +2 « Omega™2 /U8),
Pos[[3]]-Pos[[2]] >1, (-NN (U@ + (Omega~2 /UB) ) +2 « Omega~2 /Ua),
Pos[[3]] -Pos[[1]] > 1&&Pos[[3]] -Pos[[1]] <L-1,

(-NN (Ue + (Omega”~2 /U@) ) + 2« Omega~2 /Ue) )
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