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Resumen

En este trabajo estudiamos un flujo geométrico de variedades hermitianas
introducido por Jeffrey Streets y Gang Tian llamado flujo pluriclosed, que evolu-
ciona estructuras hermitianas SKT (una clase especial de variedades hermi-
tianas). M4ds precisamente, estudiamos el intervalo maximal de existencia de
soluciones del mismo y la convergencia a soluciones autosimilares empezando en
estructuras SKT invariantes a izquierda en grupos de Lie solubles no unimod-
ulares de dimensiéon 4. Encontramos que todas las soluciones son inmortales
(i.e. estdn definidas para todo tiempo positivo) y convergen a pluriclosed soli-
tons algebraicos de expansién (soluciones autosimilares con una gran cantidad
de informacién algebraica) que a su vez son métricas Kéahler.

2010 Mathematics Subject Classification: 53C44, 22F25, Geometria difer-
encial, Ecuaciones de evolucién geométricas, Grupos de Lie solubles y nilpotentes.
Palabras clave: solitons, flujo pluriclosed, grupo de Lie soluble.

In this paper we study a geometric flow on Hermitian manifolds introduced by
Jeffrey Streets and Gang Tian called pluriclosed flow, which evolves Hermitian
SKT structures (an special class of Hermitian manifolds). Specifically, we study
the maximal time interval of existence and convergence to its selfsimilar solutions
starting at a left invariant SKT structure on non unimodular solvable Lie group
of dimension 4. We found that all solutions are immortal (i.e. they are defined
for all positive times) and converge to algebraic expanding pluriclosed solitons
(selfsimilar solutions with a large amount of algebraic information) that are also
Kahler metrics.

2010 Mathematics Subject Classification: 53C44, 22E25, Differential ge-
ometry, Geometric evolution equations, Solvable and nilpotent Lie groups.
Key words: solitons, pluriclosed flow, solvable Lie group.
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1 Introduccion

Con el objetivo de estudiar la geometria y la topologia de las variedades hermi-
tianas, diferentes flujos geométricos han aparecido en los idltimos anos en la liter-
atura. En 2011 Jeffrey Streets y Gang Tian introdujeron en [ST11] una familia de
flujos geométricos que evolucionan estructuras hermitianas en una variedad difer-
enciable dada. Uno de estos flujos es el llamado el flujo pluriclosed, una ecuacion
diferencial en derivadas parciales para una curva de 2-formas fundamentales w(t)
(w(t) = g(t)(J+, ), g(t) métricas hermitianas compatibles con J) en una variedad
compleja dada (M, J), donde las métricas g(t) satisface la condicién pluriclosed o
también llamada SKT (Strong Kéahler with Torsion en inglés), esto quiere decir que
deB(t) = 0, donde cB(t)(X,Y,Z) = g(t)(X, TBt)(Y,2)), X,Y,Z € X(M) y TB(t)
denota el tensor de torsién de la conexién de Bismut asociada a la variedad hermi-
tiana (M, J, g(t)). La ecuacién de evolucién que satisfacen las soluciones w(t) del flujo
pluriclosed es

= (B, w(0) =
donde pZ denota a la forma de Ricci de la conexién de Bismut de (M, J,w), y (pZ)%!
es la proyeccion de pB en Qb1 (M).

El objetivo de este trabajo es obtener resultados que colaboren con el estudio
del comportamiento asintético del flujo pluriclosed en el caso de grupos de Lie con
estructuras hermitianas invariantes a izquierda. Mas precisamente, en esta tesis anal-
izamos el flujo pluriclosed en grupos de Lie solubles no unimodulares de dimensién
4. Resultados previos del estudio del flujo pluriclosed en dimension real 4 pueden
encontrarse en [Boll6], donde un estudio detallado del comportamiento asintético de
soluciones homogéneas en superficies complejas compactas es dado.

El principal resultado de este trabajo es el siguiente:

Teorema 1.1 Si (w(t))p ) es una solucion maximal de métricas SKT invariantes
a izquierda en un grupo de Lie (G,J) soluble simplemente conexo no unimodular
de dimension 4, con una estructura compleja invariante a izquierda J, entonces es
inmortal (i.e. T = o0). Ademds, normalizando de manera adecuada la solucion
converge en el sentido Cheeger-Gromov a un pluriclosed soliton Kdhler de expansion
(G,J,§). Mds ain, si G admite una métrica SKT estdtica, el pluriclosed soliton de
expansion es Kahler — Einstein.

Un pluriclosed soliton es una métrica SKT que tiene la particularidad de que
su evolucién por el flujo pluriclosed estd dada por una pullbacks de una familia
monoparamétrica de biholomorfismos y multiplicacién por escalares, ie. w(t) =
c(t)pfwo, donde ¢(t) € Ry ¢ son biholomorfismos de la variedad compleja. Una clase
especial de estas métricas son las métricas estdticas, que satisfacen que (pf =,
para algin A € R y son las analogas a las métricas de Einstein en el contexto SKT. En
los casos en que el grupo de Lie G admita mas de una estructura compleja invariante
a izquierda, ésta puede cambiar en el limite. En el caso compacto, la clasificacién de
los solitones para el flujo pluriclosed en superficies complejas fue recientemente estu-
diada en [S18]. La convergencia Cheeger-Gromov en Teorema 1.1 es una convergencia
de variedades riemannianas, la cual es invariante por difeomorfismos (ver [T06, L12]

para mas informacién).



Como corolario inmediato del teorema anterior también se obtiene

Corolario 1.2 Todo grupo de Lie soluble no unimodular de dimension 4 que admite
una estructura SKT, admite también un pluriclosed soliton.

La principal herramienta utilizada para obtener nuestros resultados es un flujo
llamado flujo de corchetes, una ecuacién diferencial para una curva de édlgebras de
Lie. Esta ecuacién fue introducida por Jorge Lauret en [L11, L13] para el estudio
del flujo de Ricci en variedades homogéneas riemannianas y luego fue adaptado para
estudiar la evolucién de otros flujos geométricos en variedades homogéneas complejas
y simplécticas en [L15, L16]. En el caso homogéneo, y en particular de grupos de
Lie, este flujo es equivalente de una manera natural y especifica al flujo pluriclosed
(ver [L15, AL17]). Este enfoque propone variar corchetes de Lie en lugar de variar
métricas SKT, utilizando la gran cantidad de informacion algebraica que poseen las
variedades complejas que queremos estudiar.

Este trabajo estd organizado como sigue. En Seccién 2 daremos algunas defini-
ciones bésicas que utilizaremos a lo largo de todo el trabajo. En Seccion 3 introducire-
mos el flujo pluriclosed y sus soluciones auto similares. También estudiaremos el flujo
y sus solitones en el caso particular de grupos de Lie. Explicaremos brevemente la
idea de Jorge Lauret de variar corchetes de Lie y definiremos al flujo de corchetes.
En Seccion 4 daremos un breve resumen de la clasificacion de estructuras hermitianas
SKT invariantes a izquierdas en grupos de Lie solubles (no unimodulares) de di-
mension real 4. Finalmente, en Seccién 5 analizaremos el comportamiento asintético
del flujo pluriclosed que comienza en las métricas SK'T descriptas en Seccién 4.

2 Variedades SKT

En esta seccién daremos definiciones béasicas sobre el flujo pluriclosed y las estructuras
que se preservan a lo largo de éste, es decir, las estructuras SKT o también llamadas
pluriclosed.

Definicién 2.1 Sea M una variedad diferenciable. Una aplicacion C*, p — J, €
End(T,M), tal que Jg = —ldg,p para todo p € M es llamada una estructura casi
compleja en M. Llamaremos al par (M, J) una variedad casi compleja.

Observacién. Sélo las variedades de dimensién par pueden admitir una estructura
casi compleja, ya que 0 < det(J,)? = det(—Idg, ) = (—1)4m M,

Definicién 2.2 Sea (M, J) una variedad casi compleja. Definimos al tensor de Ni-
jenhuis N7, asociado a una estructura casi compleja J, como

N/(X,Y)=[X, Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY].

Si N7 = 0 decimos que J es una estructura compleja y que (M, J) es una variedad
compleja.

La definiciéon dada de una variedad compleja resulta ser equivalente a la existencia
de un atlas holomorfo, es decir un atlas tal que los cambios de coordenadas son
funciones holomorfas. Este resultado viene dado por el famoso teorema de Newlander-
Niremberg.



Definicién 2.3 Sea M una variedad diferenciable. Una aplicacion C*°, p — g, tal
que para todo p € M, g, es un producto interno en T,M es llamada una métrica
riemanniana en M. Llamamos al par (M, g) una variedad riemanniana.

Las equivalencias entre variedades riemannianas son llamadas isometrias, y como
es natural pensar, son difeomorfismos que preservan la métrica, es decir, si (M, g),
(N, h) son variedades riemannianas, un difeomorfismo ¢ : (M,g) — (N, h) es una
isometria si ¢*h = g.

Con la intencién de estudiar variedades diferenciables equipadas con una estruc-
tura compleja y una métrica riemanniana, vamos a requerir que la estructura compleja
y la métrica riemanniana sean compatibles en algtin sentido y este va a ser el que esté
dado en la siguiente definicién.

Definicion 2.4 Sean M una variedad diferenciable, y g y J una métrica riemanniana
y una estructura compleja en M, respectivamente. Decimos que (M,g,J) es una
variedad hermitiana si J, es una isometria de T,M para todo p € M.

Definicién 2.5 Sea (M,g,J) es una variedad hermitiana. Definimos a la 2-forma
fundamental de (M, g,J) como w(-,-) :=g(J-,").

Observacién. Cabe remarcar que cada par de la 3-upla (g, J,w) define naturalmente
al restante.

En [G97], Paul Gauduchon probé que dada una variedad hermitiana (M, g, J)
existe una familia monoparamétrica de conexiones hermitianas en M, es decir, g y J
son paralelas (Vg = 0,VJ = 0), y en [Bis89] Jean-Michel Bismut prob6 que existe
una unica conexién hermitiana llamada conexion de Bismut tal que

F(XY,2) = g(X, TP(Y,2)), X.Y,ZeX(M),

es una 3-forma, y esta conexion resulta ser la correspondiente a la conexién t = —1 de
la familia de Gauduchon. Aqui T'? es el tensor de torsién de la conexién de Bismut.
Denotaremos V2 a la conexién de Bismut y a los tensores asociados los denotaremos
con supraindices B.

Definicién 2.6 Sea (M, g,J) una variedad hermitiana. Decimos que (g,J) es una
estructura SKT (Strong Kdihler with Torsion) o pluriclosed en M si dcP = 0.

Definicién 2.7 Sea (M,g,J) una variedad hermitiana con forma fundamental w.
Decimos que (M, g,J) es Kéhler si dw = 0.

Observacién. Se puede ver que ¢? = dw(J-,J-,J-), por lo que las estructuras Kéhler
son también estructuras SKT.

3 El flujo pluriclosed y sus solitones en grupos de Lie

En esta secciéon nos dedicaremos a estudiar el flujo pluriclosed y sus solitones en el
caso de grupos de Lie con estructuras invariantes a izquierda. Introduciremos un flujo
que evoluciona dlgebras de Lie, llamado flujo de corchetes, que es equivalente al flujo
pluriclosed en el caso de grupos de Lie con estructuras invariantes a izquierda, y luego
enunciaremos algunos resultados sobre éste y sus soluciones autosimilares.



3.1 Forma de Bismut-Ricci

Dada (M,g,J) definimos la forma de Ricci de la conexién de Bismut (forma de
Bismut-Ricci) como

n

pB(va) == Z g(RB(Xv Y)vaJXj)’

Jj=1

donde {Xj;, JX;} es un marco local g-ortonormal, y R?(X,Y) = [VE,VE] - Vg( ¥]
es el tensor de curvatura de Riemann de la conexién de Bismut. También denotamos

por (pP)b1 a la componente complexifiacada (o J-invariante) de p?, dada por
(P = 5P () + PP (T, ).

3.2 El flujo pluriclosed y sus soluciones autosimilares

Definicién 3.1 Sea M una variedad diferenciable con una estructura SKT (g,J).
Decimos que g es una métrica SKT estdtica si la forma fundamental w es proporcional
a la parte (1,1) de la forma de Bismut-Ricci, es decir

2w = (pP)H, NeR.

En [ST10], Jeffrey Streets y Gang Tian introdujeron un flujo geométrico, lla-
mado flujo pluriclosed, que evoluciona estructuras SKT en una variedad compleja
dada (M, J). El flujo pluriclosed viene dado por la siguiente ecuacién diferencial en
derivadas parciales

WP, w(0) =we 1)
con w(t) una curva de 2-formas fundamentales.

En [ST10] ellos probaron existencia y unicidad en tiempo corto. También probaron
que en (M, g, J) las soluciones de este flujo preservan la condicién SKT para todo ¢
en el intervalo de definicion. M4as aun, en el caso en que el flujo pluriclosed empieza
en una métrica Kéahler wg, la solucién permanece Kahler en su evolucién y el flujo
pluriclosed coincide con el bien conocido flujo de Kéahler-Ricci.

Una clase particular de métricas para este flujo son las métricas SK'T estéticas
((pP)! = Aw), que son andlogas a las métricas de Einstein (Ric(g) = Ag) para el
flujo de Ricci.

Generalizando a las métricas SKT estdticas, en este trabajo vamos a consid-
erar soluciones de la forma w(t) = c(t)¢;wo, donde c¢(t) € Ry ¢ es una familia
monoparamétrica de biholomorfismos de (M, J). Estas soluciones son importantes
para el flujo pluriclosed porque no cambian su geometria en la evolucién, y de ello
obtienen el nombre de soluciones autosimilares, o también llamadas pluriclosed soli-
tons.

3.3 El flujo pluriclosed en grupos de Lie y el flujo de corchetes

Consideremos un grupo de Lie simplemente conexo G con una estructura hermitiana
invariante a izquierda (g, J). Si g es el dlgebra de Lie de G, con corchete p, la variedad
hermitiana (G, g, J) estd completamente determinada por g, Je, ge v p. El corchete
de Lie p, de g, serd considerado como un elemento de la variedad algebraica V(g)
definida por



Vig) == {pelg®g: uuX,Y),Z2)+pwzX),Y)
(Y, Z2),X) =0, VXY, Z € g}

En general, para enfatizar el corchete, nos referiremos a g como a un espacio
vectorial subyacente y denotaremos a una estructura de algebra de Lie por (g, p).
Aqui con G, denotaremos al correspondiente grupo de Lie simplemente conexo con
algebra de Lie (g, 1) ¥ (gu, Ju) la estructura hermitiana invariante a izquierda en G,
determinada por (g, J) en (g, u).

La idea de variar corchetes consiste en fijar (g, J) en g. Toda métrica J-hermitiana
g invariante a izquierda en G, es de la forma

§(~,-):g(h~,h~), hGGL(g,J),

donde GL(g, J) es el grupo de automorfismos holomorfos de g, es decir, los automor-
fismos de g que conmutan con J. De esto concluimos que (G, g, J) queda determinado
por (g, 4,3, J) y tenemos un isomorfismo

h(g,ﬂ,g,:])-)(g,hﬂ,hg,hj),

donde
h:u(a) = hM(h_l'»h_l'),
h-J = hIR' = J, 2)
hg(a ) = g(h_lh'ah_lh') = g('v')'

De esto obtenemos una equivalencia entre estructuras hermitianas invariantes a
izquierda

20 (G/Mgua Ju) — (Gh~uagh~u) Jh~,u,)a (d@)e = ha

es decir, ¢ es un isomorfismo de grupos de Lie tal que ©*gp.,, = gu, ©*Jppy = Ju y es
también equivariante con respecto a la accion de G. De esto se sigue directamente la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.2 [AL17, Proposicion 2.1] Sea G un grupo de Lie simplemente conexo
con dlgebra de Lie (g, 1), entonces fijando (g,J) en g, el espacio de estructuras hermi-
tianas invariantes a izquierda en G puede ser parametrizado por la orbita GL(g, J) - p
en V(g).

Ahora es natural preguntarse qué forma tiene el flujo pluriclosed para estructuras
hermitianas invariantes a izquierda en el espacio de los corchetes, y esto viene dado
por el flujo de corchetes

MI = 5M(PM)7 1(0) = po, (3)

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para una curva p = pu(t) en V(g),
P, € End(g,J) = {A € End(g) : AJ—JA = 0}, con P, = P!, definido implicitamente
por

w(Pyr,r) = 5P,
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y —9d es la representacién inducida por la accién de GL(g,J) en V(g) definida por
5M(A) = M(A‘v ) + //’('7 A) - A:“’('? ')7 Ae GL(g)

De [EFV15, Teorema 4.2] y [L15, Teorema 5.1] se sigue que la tinica solucién del
flujo de corchetes (3), u, define una familia de variedades hermitianas que coinciden
salvo pullbacks por biholomorfismos que dependen del tiempo con el flujo pluriclosed
empezando en la correspondiente estructura SKT.

Ahora introduciremos un nuevo flujo para los corchetes, llamado flujo de corchetes
calibrado, que serd de gran utilidad para el estudio del flujo pluriclosed. La motivacion
del mismo viene dada por lo que sigue: Si en (2) tomamos h € U(g,J) = {4 €
GL(g,J) : A7t = A'}, entonces h-J = J y h-g = g, con lo cual pr y h - u definen
variedadades hermitianas equivalentes.

El flujo de corchetes calibrado viene dado por la siguiente ecuacién diferencial

f'=06(Pa—Unp,  a(0) = po, (4)
donde Uy € u(g,J) = {A € gl(g,J) : A" = —A} y i Up es C°. AU lo

llamaremos calibraciéon. Una buena eleccién de una calibracién Uy es crucial para
reducir la cantidad de variables del flujo de corchetes, facilitando su analisis.

El flujo de corchetes y el flujo de corchetes calibrado estan relacionados, y su
relacion viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.3 [AL17, Teorema 2.3] Sea (go,J) una estructura SKT invariante a
izquierda en un grupo de Lie simplemente conexo G, con corchete ug € V(g). Sea
w(t)(-,) =gt)(J-,-) y i(t), las respectivas soluciones de (1) y (4). Entonces ambas
soluciones existen en el mismo intervalo de tiempo I C R, y si (Gp, 9u, Ju) denota la
variedad hermitiana asociada a fi, entonces existen difeomorfismos equivariantes que
dependen del tiempo

e (G,g(t),J) — (Gﬂ(t)vgﬂ(t)7 J,z(t))7
tales que 0i Jy) = J Y @i gnw) = 9(t) para todo t € I.

Para poder entender el comportamiento asintético de flujos geométricos es impor-
tante el estudio de normalizaciones de los mismos. En el caso del flujo calibrado de
corchetes consideraremos normalizaciones de la forma f(t)/||a(t)||-

Lema 3.4 [AL17, Lema 2.5] Si i es una solucion de (4) entonces, salvo reparametri-
zacion, la familia v(t) = @(t)/||n(t)|| es una solucion del flujo de corchetes calibrado
y normalizado

V' =6(P, - U, +r,1d)v (5)

con r, = —(0(P, — U,)v,v).

Aqui (-,-) es un producto interno de A%g* ® g que hace a una base {(e! Ae/) ® e}
de A?g* ® g ortonormal.

3.4 Pluriclosed solitons

Las soluciones distinguidas del flujo pluriclosed, en las que no cambia su geometria
al evolucionar, son las llamadas pluriclosed solitons. Estas métricas especiales son
candidatas a ser atractores del flujo pluriclosed, por lo que procederemos a dar una
definicién natural en el caso homogéneo, inspirada por trabajos de Jorge Lauret en
el flujo de Ricci.

11



Definicion 3.5 Decimos que un grupo de Lie G, con una estructura pluriclosed in-
variante a izquierda (J, g), es un pluriclosed soliton algebraico si P € End(g), definida
por w(P-,-) = 1(pP)V! satisface

P=ald+ 3D+ D', a€eR, D e Der(g,J),

Para algin o y alguna D. Diremos que (G,g,J) es de expansion, estable o de con-
traccion st a« <0, @« =0 o a > 0 respectivamente.

Las siguientes proposiciones nos aseguran que los pluriclosed soliton algebraicos son
precisamente los puntos fijos de (5) y que a su vez son también pluriclosed solitons.

Proposicién 3.6 [AL17, Proposicion 2.9] Una estructura pluriclosed (J,g) invari-
ante a izquierda en un grupo de Lie G es un pluriclosed soliton algebraico si y solo si
es un punto fijo del flujo de corchetes normalizado (5), para alguna calibracion.

Proposicién 3.7 [AL17, Proposicion 2.10] Si (G, J,wy) es un pluriclosed soliton
algebraico entonces la solucion w(t) al flujo pluriclosed (1) estd dada por w(t) =
c(t)piwo, con c(t) € R, y ¢; es una familia monoparamétrica de automorfismos de la
variedad compleja (G, J) que a su vez son automorfismos de G.

3.5 Forma de Bismut-Ricci en grupos de Lie

En esta seccién describiremos brevemente a la forma de Bismut-Ricci en grupos de
Lie, dando una ecuacién para su calculo explicito.

Sea (G, g, J) un grupo de Lie con una estructura hermitiana invariante a izquierda
ysea{e1,...,e,} una base g-ortonormal de g, el dlgebra de Lie de G. Es bien conocido
que la forma de Bismut-Ricci p?(w) es siempre cerrada y puede escribirse como la
derivada exterior de la siguiente 1-forma

9(X) = —%(tr(ad X oJ) 4 tr(ad JX) + 2(w, dX*)), (6)

donde X € g, X! = g(X,-) € g* y (-,-) es el producto interno en A%2g* que hace al
conjunto {e’ Ae’};<; una base ortonormal (e/ = g(ej,)) (ver [V13]). Este resultado es
un caso particular de [V13, Teorema 4.1] cuando consideramos la conexién de Bismut,
este caso es en el que t = —1.

Aqui estamos utilizando la identificaciéon de las 1-formas invariantes a izquierda
cong*ydf(X,Y)=—u(X,Y),con X,Y € g, es decir, la derivada exterior de 1-formas
invariantes a izquierda evaluada en campos vectoriales invariantes a izquierda.

4 Estructuras SKT invariantes a izquierda en grupos de
Lie solubles de dimensién 4

En esta seccién introduciremos las estructuras SKT invariantes a izquierda en los
grupos de Lie solubles simplemente conexos de dimensién 4. Al considerar solamente a
los grupos de Lie simplemente conexos basta estudiar a sus dlgebras y a las estructuras
SKT en ellas. Con este fin, haremos un breve resumen de [MS11], donde Thomas
Madsenn y Andrew Swann clasificaron las estructuras SKT en las algebras de Lie
solubles de dimensién 4.
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Sea g un algebra de Lie soluble de dimensién 4 y sea g* su dual. Si {V}}, j =
1,...,4 es una filtracién de g* tal que dimV; = j y dV; C Z(V;_1) con Z(V}) el ideal
en A(g*) generado por Vj, vamos a decir que estamos en un caso complejo si se puede
elegir una filtracién tal que Vo = JVa, y en caso contrario decimos que estamos en un
caso real.

La clasificacién de estructuras SKT en algebras de Lie solubles de dimension 4
estd dada por los siguientes lemas:

Lema 4.1 [MS11, Lema 3.1] Sea g un dlgebra de Lie soluble de dimension 4. Si(g,J)
es una estructura hermitiana en g entonces existe un conjunto ortonormal {a,b} en
g tal que {a,Ja,b, Jb} es una base de g* y

Caso complejo: g tiene ecuaciones de estructura

da = 0, dJa = x1aAJa,
db = yaNnJa+yaNb+ysaNJIb+ 210N Ja+ zoJa A Jb,
dJb = waANJa+usaNb+usaNJb+v1ibAJa+voJa A Jb+ wib A Jb,

Caso real: g tiene ecuaciones de estructura

da = 0,

dJa = zaNJa+za(aANb+ JaNJb)+z3(a N Jb+bA Ja)+ y2b A Jb,
db = ziaNJa+ zea ANb+ z3a A Jb,

dJb = wjaANJa+usaANb+uzaANJb+vibAJa+ veb A Jb+wiJa N Jb.

En el caso complejo {a, Ja,b, Jb} puede ser tomado ortonormal y w = a A Ja +
bAJb. En el caso real w=aANJa+bAJb+s(aNb+ JaAJb), con s € (—1,1).

Lema 4.2 [MS11, Lema 3.2] Las ecuaciones de estructura del Lema 4.1 dan origen a
una estructura SKT en un dlgebra de Lie soluble si y solo si las siguientes cantidades
son nulas

Caso complejo:

Y2 — Z2 — U3z + U1, Y3 — 21 + ug — v, T121 — Y3v1 — Z2U2,
zo(x1 — y2 + u3) — y3(21 + v2), Y2wi, Y3wi, Z1wy, ZowW1,
vi(z1 + Y2 — uz) — uz(21 + v2) + ugwy, T1V1 + Y1wi — Y3v1 — Z2u2,

(214 y2 +u3)(y2 + ug) + (21 — v2)? — wyws.

Caso real:
Zo —uz + v1, z3 + ug — wi, Tougy — x3(22 — V1) — Yaur1,
yg(—wl + 20+ ’LL3) + l‘% + xg(x3 — ’1)2), ToUusz — xg(wl + Z3) + Y221,
v1(21 + 22 — ug) — u1 (w3 — v2) — Ugwy, T2 — Yowr, r321 + 2301,
Y221 + 2302, T221 + z3W1, ToU1 — T3Wi,
Towi + T3V1 — Yau1 + 2202, T1wi — TaUq + 21V — 2301,

(z14 204 us) (—yo + 20+ u3) 4+ To(z2 — 21 + 5v2) + (23 — uy — 5(ug —w1)) (34 v2) +w?.

En algunos casos las estructuras SKT son a su vez Kdahler, y esto pasa si y sélo
st se cumple lo siguiente

Caso complejo:
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y1=up =0, uz +y2 =0, vy — 21 = 0,
Caso real:

x9 — 21 — s(x1 +ug) =0, xg — u1 + sug = 0,
Y2 — 22 — U3 — ST2, wy — s(xg + v2).

En [MS11, Teorema 4.1] se listan todos los grupos de Lie solubles simplemente
conexos de dimension 4 que admiten una estructura SKT invariante a izquierda.

En el siguiente teorema enunciaremos la clasificacién de estructuras SKT invari-
antes a izquierda en grupos de Lie solubles no unimodulares simplemente conexos de
dimensién 4. La misma es extraida del [MS11, Teorema 4.1] cambiando la notacién
de la siguiente manera: tomaremos {e! = a,e? = Ja, e = b, e* = Jb} como base de
g*, v {e1,...,es} ala base de g dual a esta. La estructuras SKT en las dlgebras de
Lie no unimodulares listadas anteriormente vienen dadas en forma de corchetes por
la Tabla 1.

Teorema 4.3 [MS11, Teorema 4.1] Sea G un grupo de Lie soluble, no unimodular,
simplemente conexo y de dimension 4, entonces G admite una estructura SKT in-
variante a izquierda si y sélo si su dlgebra de Lie g es isomorfa a R X v39, aff(R) x
aff(R), vj oA > 0), Da2, 4172, 0 ¥y \(A > 0). Mds ain, la clasificacion de tales,
salvo equivalencia, estd descripta en la Tabla 1.

En este trabajo estamos interesados en estudiar los grupos de Lie no unimodulares
listados en el Teorema 4.3. Estos grupos son los que tienen como algebra de Lie, en
el caso complejo a R X 3, tﬁu\,o y 042, y en el caso real a aff(R) x aff(R), 041/2 ¥
02, A\

Para ver la clasificacién de las dlgebras de Lie solubles de dimensién 4, ver
[ABDOO05, Teorema 1.5].

Las algebras de Lie solubles no unimodulares de dimensién 4 del Teorema 4.3 son
las siguientes

R x w0 le1, e2] = [e1, e3] = [e1, ea] = [e2, €3] = [e2, 4] = 0,
[637 64] — €4.

Tiao(r > 0) [e1, e2] = Aea, [e1,e3] = —eu, [e1,e4] = €3,
[62,63] = [62764] = [63,64] =0.

042 e1, e2] = 2e9, [e1, €3] = —e3, [e1,eq] = eq,
[e2,e3] = eu, [ea, ea] = [e3,e4] = 0.

aff(R) x aff(R)  [e1,e2] = —e2,[e3, e4] = ey,

le1,e3] = [e1, eq] = [e2, €3] = [ea,e4] = 0.
01 1, e2] = Jea, [e1, €3] = Jes, [e1, eq] = ey,
[e2, €3] = e4, [e2,e4] = [e3,e4] = 0.
Q’A()\ > 0) [e1,e2] = Aea — e3, [e1,e3] = €2 + Aes,

[ela 64] — 2)\647 [627 63] = €4,
[62, 64] = [63, 64] =0.
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Observacién 1. La notacién para las algebras de Lie del Teorema 4.3 es la misma
notacién usada en [MS11] y en [ABDOO5].

Observaciéon 2. Las tres primeras algebras de Lie de la Tabla 1 corresponden a
casos complejos, mientras que las ultimas tres corresponden a casos reales.

Observacién 3. Las bases en R X t30, ), o, 042, 0,1 y 9}, pueden ser tomadas
7\ 9 )

ortonormales, mientras que en aff(R) x aff(R) no podemos asegurar esto.
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Restricciones

Kahler

R x 3,0

x>0,y >0.

el Ne2 +e3net

=0,y >0.

Y400

x>0,y >0,
A= lz/z],
z # 0.

el Ne2 +e3net

x>0,
y=0,
z # 0.

04,2

x>0,v,2€R.

el Ne2 +e3net

z>0,y,2=0.

91

aff(R) x aff(R)

z,y >0,
z <0,
y/z € (—1,0).

el net+ednet
+s(et Aed+e? Net),
se(—1,1).

z,y >0,
z<0,s=0,
y/z € (—1,0).

041/2

—xyzes + :Uy264,
rz’ey — wYyzEy.

x #0,
y 42 =1,
z > 0.

el Ne2 +e3net

x #0,
y =0,
z=1.

/
04 5

[e1, ea] = —wey,

le1, e4] = —\/Tyey,

[e2, e4] = 0,

le1, e2] = —zez — yes,

le1, e4] = —zes,

[e2, e4] = 0,

[e1, ea] = —wey — yes — zey,

le1, e4] = —5mey,

le2,e4] =0,

[e1, ea] = —2xyeq,

le1,e4] =0,

le2,e4] =0,

[e1, ] = 2(1 4+ y?)ex — ZL(5 + y?)eu,
le1, e4] = zyzes + x(% —y?)ey,
le2,e4] =0,

1, €] = x(1 + y%)ea — Pes — (5 + yP)ea,
le1, e4] = xyzes — wes + x(% —y?)ey,
le2,e4] =0,

%:LES + wey,
—xyzes + xy’ey,

w,x # 0,

z>0, A= |z/2w|.

61/\€2+€3/\64

w,z # 0,

y=0,
z=1.

Table 1: Estructuras SKT en algebras de Lie solubles no unimodulares de dimensién 4.



5 El comportamiento asintético del flujo pluriclosed

El objetivo de esta seccién es estudiar el comportamiento asintético del flujo pluri-
closed en grupos de Lie solubles no unimodulares de dimensién 4.
En esta seccién denotaremos a la base de g* dada por la clasificacién de [MS11]
(Tabla 1) como {e',...,e*} y por {e1,...,es} alabase de g que es dual a {e!, ..., e*}.
Nuestra principal herramienta serd el flujo de corchetes calibrado. En cada caso
estudiaremos un flujo de corchetes calibrado encontrando una calibracién adecuada de
manera tal que las familias de estructuras SK'T descriptas en Tabla 1 sean invariantes

por el flujo.

5.1 R x T30

Esta dlgebra tiene las siguientes ecuaciones de estructura
M(61762) = —T€y4, /1’(61763) = 0)
/,0(61, 64) = —\/TYey4, :U'(eZa 63) = VTYey,
plez,ea) = 0, pules,es) = —yes.

conx >0yy >0 (ver Tabla 1).

Proposicién 5.1 La forma de Bismut-Ricci pP de una estructura SKT en R X t3,
en la base {€’} estd dada por

pB = —(z +y)(ze' A+ Jzye' Aet — Jrye? Aed 4 yed Aet),
y (p%)1t = p".

Demostracién: Primero calculemos @ (ver Seccién 3.3). Las matrices de ade; y adejoJ
en la base {ej,...,es} son

0 0 0 0 00 0 O
ade; — 0 0 0 0 ader — 00 0 0
"~ o o 0o o | >~ loo o ol
0 —x 0 —\/xy z 0 Jxy O
0 0 0 0 0 0 00
ades — 0 0 0 0 ades — 0 000
* 1o o 0 0] v 0 00 0]
0 —y/xy 0 —y vey 0y 0
y
0 0 0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 0 0 0 0
adeloJ = 0 0 0 0 5 ad€20.] == 0 0 0 0 5
—r 0 —yxy O 0 —x 0 —/zy
0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 O
ade3oJ = 0 0 0 0 y ade4oJ = 0 0 0 0
-2y 0 —y 0 0 —y/zy 0 —y
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f_

= e’ por lo que

Tenemos que tr(adejo J +adJe;) =0,j=1,...,4ye
(w,del) = 0, (w,de?) = 0,
0, (w,de*) = z+y,
y de esto obtenemos

0 = —(z+ye,
pB = —(z+y)(vet Ne? + Jayet Net — Jzye? Aed 4+ yed Aed).

Como las componentes de p? en e! Ae? y €2 Ae? difieren sélo en su signo tenemos

B B)l,l.

p”=(p
0
El siguiente resultado se sigue directo de Proposicién 5.1.

Corolario 5.2 R x v30 no admite métricas SKT estdticas.

Conociendo (p?)!'! podemos calcular P, dado implicitamente por w(P,-,-) = 3(p
entonces

w(Per,e2) = pu = —%(az +y)z,
w(Per,e3) = —pu = 0,
w(Puer,es) = pa1 = —%(w + Y)\/TY,
w(Pyes,eq) = ps3 = —s(x+y)y,
y tenemos que la matriz de P, en la base {eq,...,es} es
—1z(z +y) 0 — 3Ty (T + y) 0
o 0 —1z(z +y) 1 0 — /Ty (z + y)
o —avEy(z +y) 0 —3y(z +y) 0
0 —3vTY(z +y) 0 —3y(z +y)

Elegimos una calibraciéon Uz € u(R x v3,J) de la siguiente forma

0 0 —3/Ty(z +y) 0
U. — 0 0 0 — 5Ty (z +y)
P Sz 4+ y) 0 0 0

@)

1 V/TY(z +y) 0 0

y de esto obtenemos

—1z(z +y) 0 0 0

P_U - 0 —sz(z +y) 0 0

N VT ) 0 —3y(z +v) 0
0 —VTy(x +y) 0 —sy(z +y)

Proposicién 5.3 El flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy € u(Rxt3, J)
que empieza en un corchete de R X v3 o estd definido para todo t € [0,00) y f(t) — 0
cuando t — 00, es decir, el flujo converge al dlgebra abeliana.

Demostracién: De i = §5(P; — Uy) obtenemos
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(e, e2) = 3x(x+y)(2x + 3y)es,
,a/(elu 63) - 07
i(er,es) = 3(z+y)yTy(z + 2y)es,
f(e2,e3) = —3(x+y)yTy(z + 2y)es,
i (e2,eq) = 0,
ez, er) = 3y°(z+y)es
Reescribiendo obtenemos el sistema de ecuaciones deseado
{ z = —%(23:3 + 322y + zy?), z(0) = xo, (7
y = 5y’ +97), y(0) = o,
con g > 0 e yg > 0. Notemos que
1d
sg@ TY) =
< 0

por lo que (z,y)(t) € B(rg,0), con 9 = ||(x0,v0)||, para todo t > 0 y al ser la bola
compacta tenemos que la solucién estd definida en [0,00) y (z,y)(t) — 0 cuando
t — oo.

O

Proposicién 5.4 El flujo de corchetes calibrado por Uy € u(R x t39, J) normalizado
por la norma que empieza en un corchete en R x t39 converge a un pluriclosed soliton
algebraico de expansion.

Demostracién: Consideremos el flujo de corchetes calibrado y normalizado v, que
mantiene constante a y. FEste flujo, salvo reparametrizacién del tiempo, coincide
con (7) sumando un multiplo de la identidad, luego se sigue que v, resuelve v, =

é(P,, — Uy, +ry,,1d) dado por
1/2”,(61, €) = %x(x +y)(2x + 3y)es — a7y, €4,
1/1’1(61, 63) = 0,
Vg//(elv er) = %(1%' + y)\/ Ty (T + 2y)es — VYT, €4,
vy(e2,e3) = —z(v+y)/@y(e + 2y)es + /TYry,eq
vy(es,eq) = 0,
Vg,;(e3’ er) = %yQ(x +y)es — Yry, €4,

que es equivalente a

{ = —%(Qm?’ + 322y + xy?) + Ty, z(0) = =xo,
y = —3@y® +y°) +yr,, y(0) = o,
Eligiendo r,, = %(my + y?), tenemos
(o 2 oerh o0 .
y =0, y(0) = o,
por lo que y(t) = yo y @’ < —a>. La ecuacién @ = —u?, u(0) = xo tiene solucién
u(t) = xo(Qx%t—l—l)_%, y por el teorema de comparacién la solucién de & = —x(z+%o)?,

x(0) = xo, satisface z(t) < u(t). Como u(t) — 0, t — oo, y (0,y0) es un punto critico
de (8), tenemos que el flujo converge a (0, yo).
De esto podemos concluir que el flujo normalizado v, converge a v+, # 0 dado por
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Voo(61a€2) = 0, Voo(61>e3) = 07
Vo(€1,€4) = 0, voo(ez,e3) = 0,
VOO(€25 64) = 05 VOO(637 64) =  —Yoés.
Siv(t) = p(t)/||a(t)]], el hecho de que vy — v # 0 cuando t — oo implica que
v(t) = vy(t)/|lvy(t)]] = voo/||Vsol|, €l cual difiere de vo, s6lo por un multiplo.
O

Observacién. La métrica w a la que converge el flujo es Kéhler (ver Tabla 1) y veo
es un pluriclosed soliton algebraico de expansién. Tenemos que

00 0 0
00 0 0
P, = ,
~loo g o
00 0 —5%
ytomandoaz—%y%y
55 0 00
0 142 00
D 0 0 00
0 0 00

es inmediato que D € Der(R x v39,J) y P, = ald+ D. Como a < 0, tenemos que
Vso €s un soliton pluriclosed algebraico de expansién.

/
9.2 ty,,

Recordemos que esta algebra tiene las siguientes ecuaciones de estructura

pler,e2) = —zez —yes, pler,e3) = zeu,
M(€1,€4) = —zes3, /’L(62a€3) = 07
/’L(62764) = 07 /'L(€37€4) = 07

conx>0,y>0,z#0y A=|[Z] (ver Tabla 1).

Proposicién 5.5 La forma de Bismut-Ricci ,oB de una estructura SKT en tﬁ;,\o:
(A=1%]) en la base {e!,...e*} estd dada por

pP = —(22 +y?)e! Ae? —yzel Ned,

Y
(PB) = —(22 +y?)et Ae? + Lyz(e2 ned — el Aet).
Demostracién: Las matrices de ade; en la base {e1,...,e4} son
0 0 0 O 0 00O
0O —z 0 O z 0 00
ade; = 0 —y 0 —z| adegy = y 00 0]
0 0 2 0 0 000
0 00O 0 00O
aden — 0 00O ades — 0 00O
1o o0oo0o0) YT lz00 0]
-z 0 0 0 0 00O
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entonces ade; o J en la base {eq,...,es} estdn dadas por

0O 0 O 0 0 0
—x 0 0 0 0 —=z
adejoJ = Ly 0 -2 o0 | adegoJ = 0 —y

0O 0 0 -z 0 0

0 0 0O 0 O

0 0 0O 0 O
ade3 oJ = 000 0" ade4 oJ = 0 —z

0 z 0O 0 O

De ésto obtenemos

tr(ade;j o J +adJe;) = —2z, tr(adezoJ +adJer) =

tr(adeg o J +adJeg) = 0, tr(adeg o J +adJes) =

y de e§- = ¢/ tenemos que

por lo que 6 y p? estan dadas por

0 = ze' —xe? —ye?,

pB = —(z? +y?)et Ne? —yzel el
Por tultimo obtenemos

(PP = (22 +y?)et Ae? + Lyz(e2 ned — el Aet).

El siguiente resultado se sigue de Proposicion 5.5.

Corolario 5.6 tﬁl v Mo admite métricas SKT estaticas.

Ahora conociendo (p®)!! podemos encontrar P,
w(Pyer,e2) = pi1 = —3(2?+y?),
w(Pyer,e3) = —pu = 0,
w(Pyer,eqs) = p31 = —tyz,
w(Pyes,eq) P33 = 0,
por lo que la matriz de P, en la base {eq,...,es} es
—2@+y) 0 gz 0
p 0 —5(x° +y%) 0 — 1Y%
: —1yz 0 0 0
0 —tyz 0 0
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Elegimos una calibraciéon U € u(t) , ,J) de la siguiente forma

0 0 —1yz 0
U — 0 0 0 —1yz
Pl 3yz 0 0 twz |7
0 %yz —%mz 0
por lo que obtenemos

—3(2? + %) 0 0 0

0 @2 +y?) 0 0
. — 2
Fa=Us —syz 0 —ixz

0 —%yz 522 0

Proposicién 5.7 El flujo el flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy €
u(t) \ o,J) que empieza en un corchete de ¢} , , estd definido para todo t € [0,00)
y ii(t) = 0 cuando t — oo, es decir, el flujo converge al dlgebra abeliana.

Demostracién: De i’ = §;(Pz — Uy) obtenemos

= la@®+y?)es +y(2? +y? + L12%)es,
= _%2(1:2 + y2)€4,
2(332 +y2)€3,

D
[\
[
w
_
1|
Q O O

Reescribiendo, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para los
parametros

& o= —gx(®+yP) z(0) = o,
g = —y@@®+y*+352%), y0) = w,
z = —%z 22 4 y?), z2(0) = 2.

e integrando obtenemos x = A|z|, es decir, la condicién se preserva a lo largo del flujo,
por lo que podemos reescribir la ecuacion anterior de la siguiente forma

i —%x(ﬂ:Q +9?), 2(0) = o,
y = —y®+y?), y0) = yo, (9)
io= —3z2(2+y?), 2(0) = =z,

donde £ =1+ ﬁ
Notemos que & < —23, § < —y> y 2 < —23, por lo que
1d, , 9 . 9 . . .
5%(1' +y 42°) = xx4yy+ 22
< 0
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por lo que (z,%,2)(t) € B(rg,0), con 79 = ||(z0, %0, 20)||, ¥ la solucién esta definida
para todo t € [0,00), més aun las soluciones tienen a 0 cuando t — oo.

g

Proposicién 5.8 El flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy € u(t) , o, J)
y normalizado por la norma que empieza en un corchete de vy , , converge a un pluri-
closed soliton algebraico de expansion.

Demostracién: Consideremos el flujo de corchetes calibrado y normalizado v, . que
mantiene a x y z constantes. Este flujo, salvo reparametrizacion en el tiempo, coincide
con (9) sumando un multiplo de la identidad, luego se sigue que v, . resuelve V;’Z =

(P,,.— Uy, + 1y, 1d) dado por
V(e en) = sa(a® +y?)es +y(a® +y* + 52°)es — (zea + yes)ru, .,
1

iz(xz + y2)64 + 21y, €4,
2(z? +y%)es — 2Ty, €3,

|
O O S

&S\
183
e o R e
)
—
ﬂ)
Ny
~— — — — —

Vm,z(63’ 64) =

y facilmente se obtienen las ecuaciones para los pardmetros

T = —%:c(a:Q + y2) + a7y, ., z(0) = x>0,
g = -y +v*) +yr,.. y0) = yo >0,
z = —%z(ar:2 +y?) + 2ry, ., 2(0) = z #0.

Tomando 7, . = 5(22 + y?) tenemos

x = 0, z(0) = o,
g o= gy - 12> +y), y(0) = o, (10)
z = 0, z(0) = =z,

entonces z(t) = zo y 2(t) = 2z9. La ecuacién u = —u?, u(0) = yo tiene solucién

-

u(t) = yo(2yst + 1)~ 2, como 2§ — 1 > 0 tenemos que § < @ y por el teorema de
comparacién la solucién de § = —3y((2£ — 1)z +y?), y(0) = yo, satisface y(t) < u(t).
Como u(t) — 0, t — oo, y (x0,0,20) es un punto critico de la ecuacién anterior,
tenemos que el flujo converge a (0,0, 2p).

Podemos concluir que el flujo normalizado v, . (t) = v # 0 cuando ¢t — oo dado
por

Voo(€1,€2) = —Zpea, VUsol(er,e3) = zoea,
Vo(€1,e4) = —z0€3, VUso(ez,e3) = 0,
Voo(€2,€4) = 0, Voo(€3,€4) = 0,
Siv(t) = p(t)/||a(t)]], como v, — Vs # 0 cuando ¢ — oo obtenemos que
!

~—

v(t) = vy (t)/||Va,:(0)]] = Voo/||Veol], ¥ s6lo difiere de v por un multiplo.

O

Observacién. La métrica w a la que converge el flujo resulta ser Kéahler (ver Tabla
1) ¥ Vs es un pluriclosed soliton algebraico de expansién. Tenemos
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—3z2 0 00
p | 0 -3 00
vee 0 0 00
0 0 00
Andlogamente al caso anterior tomando o = —122 y
00 O 0
00 0 0
D=10 o 22 0
00 0 323

tenemos que P, = ald + (D + D), con D € Der(¥} , 4, J), por lo tanto tenemos
un soliton pluriclosed algebraico, y como a < 0, es de expansién.

5.3 042

Tenemos ecuaciones de estructura
pler,e2) = —xes —yes —zeq, pler,e3) = swes,
pler,es) = —%9064, ple,e3) = zey,
plez,es) = 0, ples,eq) = 0.

con x >0, y,z € R (ver Tabla 1).

Proposicién 5.9 La forma de Bismut-Ricci pP de una estructura SKT en 0429, en
la base {e!,... et} es de la forma

pP = —(322 + v+ 22)el Ae? + Layel Aed — Jazel Net +aze? A€
Y
(PP = — (322 + 2 + 20l Ae? + Tayel Ned — Bazel Net 4 2xze? Ned + Taye? Ael.

Demostracién: Recordemos que p? = df), por lo que primero tenemos que calcular 6.

Tenemos que ade;, j =1,...,4 en la base {e1,...,e4} son
0 0 O 0 0 0 0O
0 —z O 0 z 0 0 0
ade; = 0 —y %x 0 , ades = y 00 0]
0 -z O —%x z 0z 0
0 0 0 O 0 0 00
dee — | O 0 000 der — |0 000
7 =k 0 0 0] 7 lo o0 o0f
0 -z 00 tx 0 0 0
entonces ade; o J en la base {eq,...,es} estan dadas por
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0 0 O 0 0 0 0 O
-z 0 0 0 0O —x 0 0
adejoJ = 50 0 —%x , ades o J = 0 —y 0 0
—=z 0 —%x 0 0 —2 0 —z
0 0 0 0 0O 0 00
0 0 00 0 0 00
adegoJ = 0 %x 0 ol adegoJ = 0O 0 0 0
—z 0 00 0 -2z 0 0
y sus trazas
tr(ade; o J +adJe;) = 0,
tr(adegy o J +adJez) = —u,
tr(ades o J +adJes) = 0,
tr(adeg o J +adJes) = 0.
Ahora calculemos (w, de§->. Como eg- = ¢/ tenemos
(w,de!) = 0, (w,de?) = z,
(w,de?) = vy, (w,de?) = z,
y finalmente se tiene 6 = —%xe2 —yed — zed,
pP = (322 + v+ 22)el Ae? + Layel Aed — fazel Net +aze? A€
y (pP)b! viene dada por
(pB)b = —(%x2 +y?+22)el Ne? + %xyel Aed — %mzel Net+ %xzez Aed 4 imye2 Net.
O
El siguiente resultado se sigue directamente de Proposicién 5.9.
Corolario 5.10 042 no admite métricas SKT estdticas.
De 3(pP)'! = w(P,-,-) obtenemos
w(Pyer,e2) = pn = —%(%3321+ y? + 22),
w(P.e1,e3) = —pu = 3TY,
w(Puer,eq) = pa1 = —%mz,
w(Pues,es) = p3 = 0,
por lo que la matriz de P, es
—3(3z% + % +22) . 0 —I%xz —éxy
P _ 0 —5(32%+y*+2%)  gmy —jaz
" —%a:z sy 0 0
-3y f%xz 0 0

Tomaremos una calibracién Uy € u(d4,2,J) de la siguiente forma
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0 0 STY —5TZ
o 8
Un %ﬂzz —szy 0 0 ’
3Ty %xz 0 0
por lo que
—5(32% + 92 + 22) 0
101,.2 2 2
Pﬂ—Uﬂ: 0 —§(§$1+y ‘|‘Z)
-7y —%xz

o O O O

o O O O

Proposicién 5.11 FEl flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy € u(d42,J)
que empieza en un corchete de V49 estd definido para todo t € [0,00) y fu(t) — 0

cuando t — oo, es decir, el flujo converge al dlgebra abeliana.

Demostracién: De i = §;(P; — Ug) tenemos

i(er,e2) = (324 32y + 222%)es + (L22y + 93 + y22)es

—i—(%xQz + 22 + 2%)ey,

i'(er,e3) = —(g2°+ Tay® + taz?)es,
i(er,eq) = (3234 j2y° + F22%)ey,
i'(e2,e3) = —(32%+ Jay® + Lx2%)ey,
ﬁ/(€27 64) = 0,

/],(63, 64) = 0.

Reescribiendo, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones para los parametros

i =—z(12?+ Jy® + 12%), 2(0) = a0,
§=-y(E2’ +y* + 2%,  y(0) =y, (11)
s = —z(152% + y* + 2%, 2(0) = 2.
Anélogamente a los casos anteriores, tenemos que & < —x3, § < —y3 v 2 < —25,
entonces
]- d 2 2 2 . . .
Qa(x +y*+2%) = zr4yy+ 2z
< —(at oyt 42
por lo que la solucién de (11), queda contenida en B(rq,0), 70 = ||(w0, Y0, 20)||, para

tiempos positivos y estdn definidas al menos en [0, 00), méas aun, al ser 0 un punto

critico de (11) tenemos (z,y, z)(t) — 0 cuando t — oo.

g

Proposicién 5.12 FEl flujo de corchetes calibrado por Uy € u(d4,2,J) y normalizado
por la norma que empieza en un corchete de 042 converge a un pluriclosed soliton

algebraico de expansion.

Demostracion: Consideremos el flujo de corchetes calibrado y normalizado v, que
mantiene constante a xz. Este flujo, salvo reparametrizacién en el tiempo, coincide
con (11) sumando un multiplo de la identidad, luego se sigue que v, resuelve v, =

oy, (P, — Uy, + r,,1d) dado por
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yﬂ’c(el,@) = ( 3+ l‘y + Lyz )62+( y+y +yz)
—i—(léx z+y z+z 3eq — ($62+y63 + ze4)ru,,

vh(e1,e3) = —1(8 —fl— 4a:y t $22)€3 ﬁ; xrl,zeg,

v(er,es) = (g2° + ay? + ju2?)es — 5ary, €4,

v (eg,e3) = —(ix?) + %ﬂsgf + %$z2)e4 + ary, ey,

vy(e2,e4) = 0,

v (es3,eq) = 0,
y de esto obtenemos

i =—x(y w2 + y2 +52%) +rx, 2(0) = o,
y=- (§ +y +Z)+7“uwy, y(0) = yo,
Z=— (1éx2+y + 28+ 1y, 2, 2(0) = 2.

Tomando r,, = 4:1: + 2y2 + 12 tenemos

=0, z(0) = o,
§=—y(32* + 39> +32%),  y(0) = o, (12)
2= —2(1322 + 2y +122),  2(0) = 2,

entonces tenemos x(t) = xy para todo t, y considerando el sistema

{ g=—y2ad+ 3>+ 52%), y(0) =y,
3

—(Ba3 4 T2 1), 2(0) = 2
nuevamente podemos ver que la norma de (y, z) tiene derivada negativa, por lo que
la solucién de (12) converge a (x9,0,0) cuando ¢t — oco.
Ahora podemos concluir que el flujo normalizado v, converge a vy, # 0 dado por

Voo(e1,€2) = —mges, Voole1,€3) = %55‘0637
Voo(e1,€4) = —3x0€4, Voo(€2,€3) = Toey,
Voo(€27e4) = 0, Voo(€3ae4) = 0,

Si v(t) = p(t)/||a(t)]], como vy(t) — Voo # 0 cuando t — oo obtenemos que
v(t) = v (t)/||ve(t)|| = Voo/||Veol|, €l cual difiere de v, solamente por un multiplo.

0

Observacién. La métrica w a la que converge el flujo es Kéhler (ver Tabla 1) y veo
es un puriclosed soliton algebraico de expansién. Tenemos que P, viene dada por

1z 0 00

0 —323 0 0
Fune 0 0 0 0
0 0 0 0
Al igual que en los casos anteriores, tomando « = —%x% y
00 O 0
00 O 0
D=10 o 123 0
00 0 323
se ve facilmente que D € End(d4,2,J) y P, = ald+ %(D+Dt) Al ser o < 0 tenemos

un soliton pluriclosed algebraico de expansién.
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5.4 afj(R) x aff(R)

Esta algebra tiene ecuaciones de estructura

H(€1,€2) = —2$y€2, H(€1763) = 07
pler,eq) = 0, ple,e3) = 0,
plez,eq) = 0, ples,eq) = 2wzey,

conz,y>0,z<0y%e (-1,0). En este caso la forma fundamental w es de la forma
w=e'ne2+e3net sl AeP e Aet), s =glea,e3) € (—1,1) (ver Tabla 1).

Proposicién 5.13 La forma de Bismut-Ricci pP de una estructura SKT en aff(R) x

aff(R), en una base ortonormal {q',...,q*} es de la forma
B _ 74a:2y2 12 4sz?y? 13 4sxy® 24 _ 4a? 2,2 2\ 34
po ==+ (1—52)% + (1—52)% 1—s7)2 (5%y* + 2%)q
y (p7)H = p".
Demostracién: Ortonormalizando las bases {ey,...,es} v {e',...,e*} obtenemos
Q= e, ¢" = e —set
g2 = €2, q2 = 62 + 8637
g = \/11_7(63 —ses), ¢ = 1— s2e3,
@ = sm(eatser). ¢t = V1-s2el
las ecuaciones de estructura en la base {¢,...,¢*} son
a = B
2 _ 12 13 24 2 34
dq - 21’?](6] - \/1i7q - \/15;32(1 + \/18782(1 )7
qu = 07
4 _  _  2zz 34
di* = — =gt

y Jg1 = q2, Jq3 = q1. Tenemos que adg; en la base {q1,...,q} vienen dados por

0 0 0 0 0 0O 0
adQI = oy 1-s2 ) adQ2 = Y Vi-s? )
0 0 0 0 0 0O 0
0 0 0 0 0 0O 0
0 00 —225 0 0 2220
_ 2swy _ 2s2zy 2sxy 2s2zy
adq3 f— 1—82 0 O \/1—52 R adq4 f— 0 1—82 1—82 0 s
0 00 0 0 0 0 0
2xz 2xz
0 00 2= 0 0 -0

y adg; o J vienen dados por
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0 00 0 0 0 0 0
—9 0 0 — 2sxy 0 -2 2sxy 0
adgioJ = oY 1—s? , adgoJ = Y 1—s2 ,
0 0 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 0 0
2sxz 2sxz
0 0 2= o 0 00 —7=
0 2sxy _ 2s5%xy 0 2szy 0 0 — 2s%zy
adq3 le) J — \/1—52 \/1—52 s adq4 @) J = 1—82 1—82 s
0 0 0 0 0 0 0 0
2xz 2xz
0 0 ez 0 00 2=
por lo que

tr(adgy o J + adJq)
tr(adga o J +adJq2) =
tr(adgs o J + adJgs)
tr(adgs o J + adJqq)

cooo

Como {¢’} es ortonormal, la forma fundamental en esta base es w = ¢' Ag2+¢3Ag?,

por lo que
(w,dg') = £, (wd¢®) = 2wy(1+ %),
<w7dq3> = 07 <w7dq4> = - 211iz52,

2
entonces 6 = — 254! — 2zy(1 + £)¢? + \/%(f’ Y

4 2,2 4 2,2 4 2,2 2
pB = - 1{32 q" + (18_222’;% 134 (15_25)% 24— (1ia;2)2 (8292 + 22)6134
por lo que (pB)! = pB.

Se sigue de Proposicion 5.13 el siguiente corolario.

Corolario 5.14 aff(R) x aff(R) admite métricas SKT estdticas y éstas son en las
que s=0ey=—=z.

Ahora conociendo (p?)! podemos encontrar P, dado implicitamente por w(P,-,) =

$(pP)V1(., ). Tenemos
2,2
w(Puqr,2) = pu = —3h,
P - _ _ 25x2y2
w(Puq1,q3) P41 123’
w(Puq1,q4) = pu1 = 0, .
w(Pugs3, qa) Pz = —pap (st + 2,

por lo que la matriz de P, es
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222y 252292
1—.?2 O 0 - ng
(1—-s2)2
0 _2$2y2 251292 0
1—s? 3
b, = 2 2 L2
sxey 2x 2,2 2
— S z 0
ey B LS
252292 212 2,2 2
- — s z
oy 0 -y (87" 25

Tomamos Uy € u(aff(R) x aff(R), J) de la siguiente forma

0 0 0 2896721!23
0 0 28I2y2 (1—82)2
U — )l
B 25w2y23 0 0
2.2 (1-s%)2
— Zsry 0 0 0
(1-s2)2

Proposicién 5.15 El flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy € u(aff(R) x
aff(R), J) que empieza en un corchete de aff(R) x aff(R) estd definido para todo t €
[0,00) y i(t) — 0 cuando t — oo, es decir, el flujo converge a un dlgebra abeliana.

Demostracién: El corchete en la base {g;} estd dado por

2
plaq2) = —2wyqe, plq,@3) = Aosde
N(QIa(M) = 07 /’L(QQ7Q3) == 07 )
2 2
waz,a) = e, wa,a) = —250 - TFe+ e

De i’ = 65(Py — Up) obtenemos

= pasji(qi,q2) + p33fi(q2, qa),
= 2p33fi(qs, qa) + 2pasfi(qi, q3) + (Pesfisy — P11jisy) Q1
—p11i3492 — P33iiseqa,

7 (q1,q02) = p1ifi(qu, q2),

7 (q1,q3) = p2silqi,q2) + p3sii(qL, q3),
W (qi,q1) = 0,

i (q2,q3) = 0,

7 ( )

B ( )

con ﬁfj = g(i(gi, q5), ex). Haciendo el cambio de variables u = zy, v = xz, tenemos
las ecuaciones para los pardmetros

. 3

U = _12}32’ U(O) = Uo,
3

= _12i]s2’ U(O) = Vo, (13)
§= —%(’U,Q +v?%), s(0) = so.
Tenemos que
2 4 4
3 (s® +u? +0?) = =5 (0P +0%) - 25 - 25 <0

por lo que (u,v,s)(t) — 0 cuando t — oo.
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Proposicién 5.16 FEl flujo de corchetes calibrado por Up € u(aff(R) x aff(R),J)
normalizado por la norma que empieza en un corchete de aff(R) x aff(R) converge a
un pluriclosed soliton algebraico de expansion.

Demostracion: Consideremos el flujo de corchetes calibrado y normalizado v, que
mantiene constante a u. Este flujo salvo reparametrizacion del tiempo, coincide con
(13) sumando un multiplo de la identidad, luego se sigue que v, resuelve v/, = §(P,
Uy, + 1,1d) dado por

v (q,q2) = puvu(qr, @) + rovu(qi, ¢2),
vi(q1,q3) = pasvulai, q2) + p3svular, 3) + o, vu(q1, ¢2),
V’{L(Ql? Q4) - 07
/
Vu(Q?u q3) = 0,
v, (q2,q0) = pasvul(qi, @2) + p3svu(qe, qa) + 1o, vu(ge, qa),
vy(a3,qa) = 2p33Vu(QS7 q4) + 2p23vu(q1, g3) + (P23viy,, — PL1Ve_34)@1

4
—p11Y, 34612 P33V, 44 + T, Vu (43, qa),
por lo que la ecuacién para los parametros es

2u’

= =12 u(0) = ug
O = _12”; + (1 = s?)or,,, v(0) = v
é:—l%;z(u +v3) +5(1 —sH)r,,, s(0)=sg

Tomando 7, = 12_“52 =0y u(t) = up. Por otra parte

§= _13832 (s%u? 4 v?)
por lo que s(t) — 0. Por tltimo

b= 2% ((1 - s*)ud —0?)

Como v} > u? y s(t) — 0, tenemos v(t) — —up, y (u,v,)(t) = (uo, —up,0) cuando
t — oo.
Concluimos que el flujo normalizado v, converge a vy, # 0 dado por

Voo(Q1,q2) = —2uoq2, Veo(qi,q3) = 0,
Voo(thzl) = 07 Voo(QQ,fB) == O)
Voo(q2,q4) = 0, Voo(q3,q4) = —2uoqs.

v(t) = a(t)/||(t)]], el hecho de que v, — Voo # 0 cuando t — oo implica que
v (8)/||va(®)|| = Voo/||Veol |, €l cual difiere de vo, por un multiplo.

V()
O

Observacién. La métrica w a la que converge el flujo es Kéhler (ver Tabla 1) y voo
es un pluriclosed soliton algebraico de expansién. Tenemos que P, viene dada por

—2u3 0 0 0
9,2
P, - 0 2ug 0 , 0
0 0 0 —2u}
por lo que P, = ald con a@ = —2u3 < 0, entonces tenemos un soliton pluriclosed

algebraico de expansién.
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5-5 ‘047%

Las ecuaciones de estructura de esta dlgebra son

pler,e2) = x(1+y*)es — %(% +y%)es, pler,e3) = %3363,
pler,en) = xyzes + (3 — y)e, wles,e3) = —mwyzes + xy’ey,
plez,eq) = 0, ples,eq) = $22€2 — TYzeéq.

conx #0,y%>+22=1y z>0 (ver Tabla 1).

Proposicién 5.17 La forma de Bismut-Ricci p? de una estructura SKT en 0,1 en
2

la base {e!, ... ,64} es de la forma
2
+%(%(y +22) + 22+ (Y + 27)?)e? N e
22 (3(2 + 22) + 22 + (1P + 22 A et
Y
(PN = —ﬁé(ﬁy + 527 4y 4 (1P 4 27) 4 2" P el A e
—i—%?‘y(l — 822 —2(y? 4 2%) — 8(y? + 22)?)el A et
+%7(8z + 2(y2 +22) +8(y% + 22)2 — 1)e2 N e?
—22 (3 (Y2 + 22) + 22+ (Y2 + 22)?)e3 A el
Demostracién: Tenemos que ade; j = 1,...,4 en la base {e1,...,es} vienen dados
por
8 x(l—?—yZ) 8 mgz 0 2 0 0 0
adel — 0 0 % 0 ad62 = <—I(10+y ) 8 —ﬂ(ﬁ]yz 8)
0 -2 (Liy2) 0 z(i—y?) (3+y7) 0 xy? 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 zyz 0 xz2 —zyz 0 —x220
ades = 1z 0 0 0 ades = 0 0 0 0
0 —2y° 0 —zyz _x(%_yZ) 0 zyz 0
yadejoJ,j=1,...,4enla base {e1,...,es} vienen dados por
x(l?»yQ) 8 x(g)/z 8 0 0 2 o 0
adejoJ = o 0o o -1z adegod = (8 ) ng>
2y (liy?) 0 x(%fy2) 0 0 —Z(14y?) 0 —ay?
0 0 02 0 0 0 0O 0
0 0 2
adegoJ = Igz iz mg 0 adegoJ = <8 g 8 55(2) )
—2y? 0 —ayz 0 0 w(%—yz) 0 —zyz
por lo que

tr(ade; o J + adJey)

tr(adeg o J +adJeg) = —ux,
tr(ades o J +adJez) = 0,
tr(ades o J + adJey)
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1

Ahora calculemos (w,deﬁ-). Como €} = ¢/ tenemos

= 0, (w,de?) = —z(l+y?+2?),
(w,de?) = 0, (w,de?) = ZL(;+y?+2%).

entonces 0 = x(% +y? 4 22)e? — %y(% +y? 4+ 22)ety

pP = x—(ly + 322422 + (P + 207 + 202 + %2t + f)el A e
-2 -+l net

%(y + 22+ 22+ (2 + 22)H)e2 A el

(2 + 22) + 224+ (1P + 22)2)ed N et

y —|—3z2—|—y222—|—(y2+22)2+2y4z2+y2z4+y6)61/\62
— 82° — y + 22 Ytz e-Ne

1 8 2 -8 2 2\2) 1 4

(8,2 +2(y +z)+8( +22)2 - 1)e2 ne?

(y? +2%) + 22+ (¥ + 22)?)e3 A et

|

l\J
&[\3/‘\
S

R oo\»—aooh—wz
NG

- \N‘ MN‘

N= 2

De Proposicion 5.17 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 5.18 oy 1 admite estructuras SKT estdticas, y éstas son en las que y =0
yz=1.
B)l,l

Ahora conociendo (p podemos encontrar P, dado por w(P,-,-) = 1(pP)L1(-, ).

Tenemos que

w(Pier,e2) = pu = —55(Ey7+ 3224922+ (12 + 222 + 2022 + 2t 4 yF),
w(Pyer,e3) = —pua = 0,

w(Pyer,eq) = p31 = %73;(1 —82% = 2(y* + 2%) — 8(y* + 2°)?),

w(Pyes,eq) = p33z = —323(3(y2+=2 ) + 22 + (y* + 2%)?),

por lo que la matriz de P, queda

pin 0 piz O
p _ 0 pu 0 pi3
a pis 0 p3sz O
0 pi3 0 pss

Tomamos la calibracion Uy € u(d, 1,J) de la siguiente forma
’2

- 0 0 0 pi3
U=l s 0 0 o0
0O -p3 0 O

por lo que
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P11 0 0 0
0 pin 0 0

2p1i3 0 p33z O
0 2p13 0 ps3

Pﬂ—Uﬁ:

Proposicién 5.19 FEl flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy € u(d, 1,J)

4,
que empieza en un corchete de 9, 1 estd definido para todo t € [0,00) y fi(t) — 0
’2
cuando t — 00, es decir, el flujo converge a un dlgebra abeliana.

l\)\b—\

Demostracién: De i’ = §5(P; — Uy) obtenemos

i (e1,e2) = 2p11M(€1,€2) + 2p13(f(er, eq) — fi(ez, e3))
—z(1+ y*)(pr1e2 + 2p1zea) +p33%(% +y?)es,
i (e1,e3) = pupler,es),

W (e1,ea) = (pu1+ p33)is(er, es) + 2p13ji(es, es)
—zyz(pries + 2pizes) — p3z(5 — y?)ea,
i (e2,e3) = (pi1+ p33)is(er, es) — 2p13ji(es, es)

+azyz(pr1es + 2p13ed) — p3zryed,
ﬂ/(€27 64) = Oa
i (es,es) = 2pssii(es,eq) — xz2(priez + 2p1seq) + pasryzes,

y reescribiendo este sistema obtenemos las ecuaciones para los parametros

T = puz, r(0) = o,
Yy = 2p3z, y(0) = wo,
z = (ps3—pu)z 2(0) = z2.
Tenemos que
2
p1(0) = —§7722(10+ 3yf — dyg)
2
p33(0) = —§ 12@(10 — 14yg + 4y5)
(P33 —p11)(0)z5 = —gadys(Syp — 17)
2p13y0z0 = gagyd(8yd — 17)
como 5 (y +22)" = 2p13yz + (p33 —p11)z tenemos que 3 L (42 + 22)"(0) = 0 y podemos
conclulr que la condicién y? + 2> = 1 se mantiene para todo ¢, y basta analizar

solamente las ecuaciones para x e .

{g;« - 81 (104 3% — dyt), 2(0) = 14

y = gz y(8y - 17), y(0) = o

Tenemos que para z > 0y € [0,1), &,y < 0, por lo que (z,y)(t) — 0. Los demds
casos son andalogos.

0

Proposicién 5.20 El flujo de corchetes calibrado por U € u(d, 1,J) normalizado
2
por la norma que empieza en un corchete de 0, 1 converge a un pluriclosed soliton
D)
algebraico de expansion.
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Demostracion: Consideremos el flujo de corchetes calibrado y normalizado v, que
mantiene a x constante. Este flujo, salvo reparametrizacion del tiempo coincide con
(14) sumando un miltiplo de la identidad, luego se sigue que v, es solucién de v, =
o(P,, —U,, +ry,1d). Tenemos que

vy(er,e2) = 2privg(er,ez) + 2p13(va(er, eq) — 1/:(;(627 63)) + 1y, ve(er, e2)
—2(1+ y*)(prie2 + 2p13eq) + p3z ™ p ( + y?)ea,

vy(er,e3) = puvz(er,es) +ry,ve(e1,e3),

vi(er,eq) = (p11+ p33)veler, eq) + 2p13va(es, eq) + 1o, vz(e1, e4)
—zyz(pries + 2pizes) — pa3z(5 — y¥)ea,

vi(e2,e3) = (p11+ p33)ve(er, es) — 2p13va(es, ea) + 1y, vz(e2, €3)
+ayz(pi1e2 + 2p13es) — p3sry’ea,

vy(e2,eq) = 0,

Vh(es,ea) = 2p3svz(es,es) + 1y, va(es, e4) — w22 (pries + 2p1ses) + pssayzey,

por lo que la ecuacién para los parametros es

& = 81 y(10+3y — 4yt +r,,, z(0) = =z,
g = gr%yBy* —17), y(0) = o

Tomando 7, = (10 + 3y? — 4y*) tenemos # = 0 y x(t) = z9. Como la

8 1
normalizacién no afecta a la ecuacién para y, como antes obtenemos y(t) — 0 cuando

t— o0y (z,y)(t) = (x0,0).
De este resultado obtenemos que z(t) — 1, por lo que v, — Vs # 0 cuando
t — oo, dado por

Vsole1,€2) = moe2, voo(er,e3) = Fapes,
Voso(€1,€4) = imoes, Veo(ez,e3) = 0,
Voo(e2,e4) = 0, Voo(€3,€4) = xpe2.

Siv(t) = a(t)/||(t)|], del hecho de que v; — Voo # 0 cuando t — oo obtenemos
que v(t) = vz (t)/||ve(D)]| = voo/||Voll, €l cual difiere de vo sélo por un miiltiplo.

g

Observacién. La métrica w a la que converge el flujo resulta ser Kahler (ver Tabla
1) ¥ v es un pluriclosed soliton algebraico de expansién. Tenemos que P, es de la
forma

—%x% 0 0 0
0 222 0 0
P, = 40
* 0 0 —%m% ? )
0 0 0 -3
y P, = ald con a = —%x% <, por lo que es un soliton pluriclosed algebraico de
expansion.
5.6 Oﬁl’)\

Esta algebra tiene ecuaciones de estructura
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pler,e2) = x(1+y?)es — Leg — i(% +y%)es, plerez) = iwes+ wey,
wulei,eq) = xyzes —wes + ac(l —y?)ey, ples,e3) = —wyzes + wy’ey,
ulez,eq) = 0, ples,eq) = x2%e9 — xyzey.

con w,x # 0, A = |r/2w|, y> + 22 =1y 2 > 0 (ver Tabla 1).

Proposicién 5.21 La forma de Bismut-Ricci pP de una estructura SKT en o), en
la base {e', ..., e*} estd dada por

B

pP = -1

(4w?y? + 4x?yS + 822y 22 + 42yt + 4a?y?24

2y —|— 1‘2y2 + 4.%'224 +62222)el Ae?

Yy + 22+ et A ed

4w? + 4y + 8:1:23/222 + 4224 + 42222 — 2%)el N et
79(2y + 4y2z2 + y + 224 +322)e2 A ed

2?2y + 4y%2% +y? + 221 + 322)ed N et

1
iz
1
w.

-
8 NN R

N

M\Hwh—nu;\»—t

— 2%(4 2y2 + 42290 + 8902y4z2 + 4oyt + da?y?2t

2 2222 + x2y2 +4x%2% 4 62%22)el A €2

(y + 22+ l)e A ed

dw? + 822yt + 16229222 + 222y + 8x22* + 102222 — 22)e! A et

4w? + 8x2y4 + 16:U2y 22+ 202y 4 8222 + 100222 — 22)e? N e
(2 + 22+ 1)e? A et

(2y + 49?22 + 2 4+ 224 4 322)ed A et

_l_

HM\HOOH—‘OO\HM\’—' ==

- -
gmum@
g..;/—\AN

Demostracién: Tenemos que ade; y adej o J, j = 1,...,4 en la base {e1,...,e4}
vienen dados por

0 0 0 0 0 0 0 O
0 =z(1+y?) 0 TYZ —x(1+y%) 0 —zyz 0
adel = 0 wy %m —w ad€2 = % 0 0 O
z
0 =225+ w z(3-9%) P(3+y%) 0 ay® 0
0 0 0 O 0 0 0 0
0 ayz 0 zz? —zyz 0 —2220
adeg = -1z 0 0 o0 adey = w 0 0 0
—w —zy? 0 —zyz *x(%ny) 0 zyz 0
0 ) 0 0 0 0 0 0 0
z(1+y?) 0 =yz 0 0 (1+y*) 0 =yz
adejoJ = —wy gy —lg adegoJ = 0 —¥ 9 0
z
Z(3+y?) 0 2(3-y7) —w 0 —Z(§+y?) 0 —zy?
o 0 00 0 0 0 0
zyz 0 zz° 0 0 wmyz 0 xz22
adesoJ = 0 %x 0 0 adesjoJ = (0 7yw 0 0
—zy° w —zyz 0 0 x(%—y2) 0 —zyz
por lo que
tr(ade; o J +adJe;) = —2w, tr(adesoJ+adJes) = -—ux,

tr(ades o J +adJes) = 0, tr(adego J +adJey) = 0.

1

Ahora calculemos <w,de§-). Como €; = e/ tenemos
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ey = 0, (w,de?)
e3) = YW (w,de?)

—z(1+y? + 2%),
TT(1 4 2y% + 222),

entonces 0 = wel + z(3 +y? + 2%)e? — Wed — LZU(1 + 292 + 22%)e?

%%( w2y2 + 4225 + 822yt 22 + 4y + Ag2qy? 2
12229222 + x2y2 + 4222 + 62222)e! A €2

wmy(y +z +1)elt Aed

w? 4 4z2y? —|— 8229222 + 42?2t 4 42222 — 2?)el A et
(2y* —|—4y —i—y + 224 +322)e2 A ed

2?2yt + 49222 + y? + 22% + 322)e3 N et

—~
N

ERSA
N

w\»—tw\)—l ,J;\»—A
[\JN‘
Ng

w"‘

(4 2 _’_43323/6 +8x2y4z2 +4$2y4 +4$2y224

2y 22 —|— x2y2 +4a?2t 4 62%22)el A €2

(y +22+1)et ned

4w? + 8%y + 16x2y 22 4+ 222y + 8:U224 + 10222 x2)el A e
4w? + 8x2y4 +1622y22% + 222y? + 8222 + 102222 — 22)e? N 3
2 (y? + 22 + 1)e? /\e

—537 (2y +4y?2% +y? 4+ 224 4+ 322)ed A et

+ +
N’N

\»—too\»aooh—twha ==
—~ A~

gN [

H

o+

El siguiente corolario es resultado directo de Proposicién 5.21.

Corolario 5.22 Dﬁu admite estructuras SKT estdticas, y éstas son en las que y =0
yz=1.

Ahora conociendo (pP)'! podemos encontrar P, dado implicitamente por w(P,-, ) =
$(pB)11(-,-). Tenemos

w(Pyer,e2) = pi1
= 8 = L (4w?y? + 42290 + 822y 2% + da?y* + 4a?y?2*
+12x y2z2 + 22y? + 42?2t + 6222?)

w(Pyer,e3) = —pa
= Ay )
w(Pyer,eq) = pai

= —%%(4@02 + 822yt 4+ 1622y222 + 222y? + 82224 + 102222 — 2?)
w(Puez,eq) = P33
= —122(2p% + 49222 + y? + 221 + 322),

por lo que la matriz de P, queda

pin O P13 P14
P _ 0 pn —pu pi3
), =

P13 —pia p3z O
P14 P13 0  ps3

Tomamos una calibracién Uy € u(d), ,,J) de la siguiente forma
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0 0 P13 P14

U 0 0 —Pia D13
Bl —p13s pua 0 25pua |’
—puu —p13 —2;pu 0
por lo que
D11 0 0 0
0 D11 0 0
Pﬂ - Uﬂ -

2p13 —2p1a P33z —27pu
2p1a 2p13 25p14 P33

Proposicién 5.23 FEl flujo de corchetes calibrado por la calibracion Uy € u(v) ,,J)

)

que empieza en un corchete de Oy \ estd definido para todo t € [0,00) y f(t) — 0
cuando t — 00, es decir, el flujo converge a un dlgebra abeliana.

Demostracién: De i = §;(P; — Uy) obtenemos

i'(e1,e2) = 2piifi(er,ea) — 2piafi(er, e3) + 2pisfi(er, eq) — 2pisfi(ez, e3)
— i35 (p11€2 — 2p1aes + 2p1seq) — fity(p3ses + 2Zpuaey)
—A1a(—22p1aes + p3zea),

fi'(e1,e3) = (p11+ pss)fi(er, e3) + 22puafi(er, ea) — 2prafi(es, e4)
—A33(psses + 22praea) — iz (—22praes + pazea),
fer,ea) = —22puafi(er, e3) + (p11 + ps3)fa(er, ea) + 2pisfi(es, ea)

—ii4(p11e2 — 2p1aes + 2pises) — i3, (p3ses + 22p1seq)
—14(—2Zp1aes + pazea),

i (e2,e3) = (p11+ p3s)is(ez, e3) — 2p13fi(es, eq)
—[@35(pr1ea — 2p1aes + 2pizeq)
—fia3(—22p1aes + p3zea),

i (e2,eq) = 0,

[/ (es,eq) = 2psafi(es,eq) — fizg(priea — 2praes + 2p1zes)
—f34(—22p1aes + pazea),

y reescribiendo esto obtenemos las ecuaciones para los parametros

w' = wp, w(0) = wo,
= apn, z(0) = =z,
y = 2zpis, y(0) = o,
2 = z(pss —pu), z2(0) = z2.

Veamos que la condicién y? + 22 = 1 se preserva a lo largo del flujo. Tenemos que

(y? +22) = 4dyzpiz + 22%(pss — p11)
= —12?(4P + 2% =20yt — 2Y) — 2(y% + 2?) — 427)

con (y* + 2%)(0) = yg + 25 = 1, pero 4yozop13(0) + 225(p33(0) — p11(0)) = 0, por lo
que y? + 22 = 1 para todo ¢t. Ahora veamos que \ = |z/2w| se preserva a lo largo del
flujo.

Si wz > 0 tenemos que A = z/2w y

N = %ﬁ(wx’ —w'z) = %ﬁ(’wxpu —wapiy) = 0.
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Andlogamente, si wx < 0, A = —x/2w y X = 0, por lo que A\ = |z/2w| para todo t.
De esto tenemos que

P11 =
2zp13 =

z? 2(10+()\ +3)y? — 4y,

1
81
—1a? ()\ + 17 — 8y?).

Reescribiendo las ecuaciones para x e y tenemos

(15)

g %(10+(A +3)y? —dyh), 2(0) = w,
Li2y(A2 417 — 8y2), y(0) = o

Como 2/ < 0y siyy >0,y <0 tenemos que (z,y)(t) — 0 cuando ¢t — oo. En el
caso en que yo < 0, ¥ > 0 y nuevamente (z,y)(t) — 0 cuando ¢t — oo.

0

Proposicién 5.24 El flujo de corchetes calibrado por Uy € u(?), ,J) normalizado
por la norma que empieza en un corchete de Oﬁu converge a un pluriclosed soliton
algebraico de expansion.

Demostracion: Consideremos el flujo de corchetes calibrado y normalizado v, que
mantiene a x constante. Este flujo, salvo reparametrizacién del tiempo, coincide
con (15) sumando un miltiplo de la identidad, luego se sigue que v, es solucién de
vl =46(P, —U,, +r,1d) dado por

vp(er,e2) = 2prive(er, e2) — 2pravz(er, e3) + 2p1sva(er, eq) — 2p13vz(ez, e3)
—v2, (pr1e2 — 2praes + 2pizes) — Vo (p3zes + 2Ep1aey)
~Vg, (=22 p1aes + pazea) + 1, v(er, e2),
vi(e1,e3) = (p11+ps3)va(er,es) + 2§p14vz(61, e4) — 2p1avz(e3, eq)
—v3 . (p3ses + 22p1aes) — vy (=22 “p1aes + pses) + 1y, V(€1 €3),
vip(er,eq) = —2§P14Vx(€1, e3) + (p11 +P33)Vx(617 e4) + 2p13ve(es, eq)
—v7 (p11e2 — 2praes + 2pises) — Vo, (p3ses + 22p1aey)
Vg, (—22p1aes + p3zeq) + 1, vi(er, ea),

V:/E(eQa 63) - (pll +p33)1/$(62, 63) — 2p13]/x(637 64)
—v2,.(pr1€2 — 2p1aes + 2p1zey)
_V§23(_2§p1483 + pazes) + 1y, vz (€2, €3),

V;‘(627 64) = 0,

vi(es ea) = 2pssva(es,es) = vy, (pries — 2paes + 2pizes)

—V§34(—2§p1463 + p3zes) + 1y, va(es, ea),

y de esto tenemos que las ecuaciones para los pardmetros son

z = % z? (10 + A2 43y — 4yt +ar,,, x(0) = o,
Y= Ly 17— 8y, y(0) = o
Tomando r,, = —p11 tenemos 2’ = 0, por lo que z(t) = xp. Como la ecuacién para y

no cambia, tenemos y(t) — 0, por lo que (x,y)(t) — (x0,0). Podemos concluir que
(w,z,y,2)(t) = (x0/2X,20,0,1) vy que v,(t) = voo # 0, dado por
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Uso(e1,€2) = xpea, Usoler,e3) = %930634'%64’

Voo(€1,64) = —%es+ jwoes, Voolez,e3) = 0,
Veo(e2,€4) = 0, Voo(€3,€4) = Tpe2.
v(t) = a(t)/||n(t)|], el hecho de que vy — Voo # 0 cuando t — oo implica que

v(t ) vy(t )/ny( )| = voo/||Vsol|, €l cual difiere de v solamente por un multiplo.
O

Observacion. La métrica w a la que converge el flujo es Kéhler (ver Tabla 1) y voo
es un pluriclosed soliton algebraico de expansién. Tenemos que P,_ es de la forma

5

-2z 0 0 0

0 -323 0 0

PVoo = 270 5.2

0 0 322 o0
5

0 0 0 —35a3

Al tener que P, = ald, con a = —%x% < 0, Vs es un soliton pluriclosed algebraico

de expansion.

Los resultados de este trabajo, es decir, del estudio del comportamiento asintético
del flujo pluriclosed en los grupos de Lie simplemente conexos solubles no unimodu-
lares de dimension 4 quedan resumidos en el siguiente teorema.

Teorema 5.25 Las soluciones del flujo pluriclosed de estructuras SKT invariantes
a izquierda en grupos de Lie solubles no unimodulares de dimension 4 son todas
inmortales, es decir, estdn definidas para todo t € [0,00). Las soluciones de los flujos
de corchetes calibrados i por una calibracion adecuada siempre convergen al dlgebra
abeliana y las correspondientes normalizaciones por la norma i/||i|| convergen a
dlgebras de Lie isomorfas a la inicial que dan lugar a pluriclosed solitons algebraicos
de expansion, los cuales son Kdihler (ver Tabla 2).

Nota. Las métricas SKT estaticas listadas en Tabla 2 son también Kéhler-Einstein.
En [E12, Teorema 3.1] se probé que si (G,g,J) es un grupo de Lie simplemente
conexo de dimensién 4, con una métrica SKT estética, entonces, (G, g, J) es también
Kaéhler-Einstein o el dlgebra de Lie g de G es isomorfa a su(2) x R. Al no ser su(2) xR
soluble, efectivamente las métricas listadas en Tabla 2 son Kéahler-Einstein.
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g tlim a(t)/||p@@)]| Observaciones
—

R x 3,0 [63, 64] = —é4. Kahler
¢ [e1, e2] = —Alzole2, [e1,e3] = zoe4, Kihler
420 le1, e4] = —2pes.
_ _ — 1
le1, eq] = —5€4, [e2, e3] = e4.
SKT estatica
R R = — e . Y
aff(R) x aff(R) a1, 42 = — a2, [as, qa] = —aa Kihler-Einstein.
o [e1,ea] = eq, [e1,e3] = %63, SKT estética,
43 le1,e4] = %64, [es, eq] = eo. Kahler-Einstein.
o le1, ea] = ea, [e1,e3] = %63 + %64, SKT estdtica,
42 le1,eq4] = —%63 + %64, [es, e4] = eo. | Kéhler-Einstein.

Table 2: Flujo pluriclosed en grupos de Lie solubles no unimodulares de dimensién 4.

Referencias

[ABDOO05] A. Andrada, M. L. Barberis, I. G. Dotti y G. P. Ovando, Product struc-
tures on four dimensional solvable Lie algebras, Homology, Homotopy and Ap-
plications, 7 (2005), no. 1, 9-37.

[AL17] Romina Arroyo y Ramiro Lafuente, The long-time behavior of the homoge-
neous pluriclosed flow, arxiv: 1712:02075v1 (2017).

[Bis89] Jean-Michel Bismut, A local index theorem for non-Kdhler manifolds, Math.
Ann. 284 (1989), no. 4, 681-699.

[Bol16] Jess Bolling, Homogeneous solutions of the pluriclosed flow on closed complex
surfaces, J. Geom. Anal. 26 (2016), no. 3, 2130-2154.

[E12] Nicola Enrietti, Static SKT metrics on Lie groups, Manuscripta Math. 140
(2013) no. 557-571.

[EFV12] Nicola Enrietti, Anna Fino and Luigi Vezzoni, Tamed symplectic forms and
strong Kdahler with torsion metrics, J. Symplectic Geometry. 10 (2012), no. 2,
203-223.

[EFV15] Nicola Enrietti, Anna Fino and Luigi Vezzoni The pluriclosed flow on nil-
manifolds and tamed symplectic forms, J. Geom. Anal. 25 (2015) no. 2, 883-
909.

[G97] Paul Gauduchon, Hermitian connections and Dirac operators, Boll. Un. Mat.
Ital. B (7) 11 (1997), no. 2, suppl.,1 257-288.

[L11] Jorge Lauret, The Ricci flow for simply connected nilmanifolds, Comm. Anal.
Geom.19 (2011), no. 5, 831-854.

[L12] Jorge Lauret, Convergence of homogeneous manifolds, J. London Math. Soc.
86 (2012), no. 2, 701-727.

41



[L13] Jorge Lauret, Ricci flow of homogeneous manifolds, Math. Z. 274 (2013), no.
1- 2, 373-403.

[L15] Jorge Lauret, Curvature flows for almost-hermitian Lie groups, Tran. Amer.
Math. Soc. 367 (2015), no. 10, 7453-7480.

[L16] Jorge Lauret, Geometric flows and their solitons on homogeneous spaces, Rend.
Semin. Mat. Univ. Politec. Torino 74 (2016), no. 1- 2, 55-93.

[MS11] Thomas Brunn Madsen and Andrew Swann, Invariant Strong KT Geometry
on Four-Dimensional Solvable Lie Groups, Journal of Lie Theory, 21 (2011)
no. 1, 55-70.

[S18] Jeffrey Streets Clasification of solitons for pluriclosed flow on complex surfaces,
arxiv: 1802.00170v1 (2018).

[ST10] Jeffrey Streets and Gang Tian, A parabolic flow of pluriclosed metrics, Int.
Math. Res. Not. IMRN (2010), no. 16, 3101-3133.

[ST11] Jeffrey Streets and Gang Tian, Hermitian curvature flow, Journal of the Eu-
ropean Mathematical Society 13 (2011), no. 3, 601-634.

[T06] Peter Topping, Lectures on the Ricci flow, London Mathematical Society Lec-
ture Note Series 325 (2006), Cambridge University Press, Cambridge.

[V13] Luigi Vezzoni, A note on canonical Ricci form on 2-step nilmanifolds, Proc.
Amer. Math. Soc. 141 (2013), no. 1, 325-333.

42



43



44



Los abajo firmantes, miembros del Tribunal de Evaluacién de tesis,
damos fé que el presente ejemplar impreso, se corresponde por con
el aprobado por este Tibunal.

45



46



