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Resumen

Las o6rbitas nilpotentes en &lgebras de Lie semisimples complejas de dimensién finita bajo
la accion adjunta de su grupo de Lie simplemente conexo, estan totalmente clasificadas y han
sido ampliamente trabajadas y aplicadas al estudio de otros objetos, como por ejemplo, las
representaciones de algebras y grupos de Lie. Por otro lado, las dlgebras de Kac Moody son
extensiones de algebras de Lie, en particular las de tipo afin tienen una estructura y clasificacion
muy similar a la de las algebras de Lie semisimples complejas de dimensién finita.

En esta tesis definimos las érbitas nilpotentes en algebras de Kac Moody afines no torcidas
bajo la accién adjunta del grupo de Kac Moody maximal sobre la extensién positiva del algebra
de Kac Moody, damos algunos resultados de estructura y encontramos elementos destacados en
cada una.

Para el caso particular en que el algebra es 5[&1) (C), se introducen un conjunto de matrices
que denominamos cuasi-Jordan, las cuales son clave para obtener el resultado de clasificacién de
las orbitas nilpotentes en esta algebra:

Teorema: Hay una correspondencia biyectiva entre érbitas nilpotentes en 5[7(11) (C) y el conjunto

{(o,J) :o=lir,-- ,ia € P(n) y 0 < j <ia} x C,
donde P(n) denota el conjunto de particiones de n.

Finalmente se asocia a cada 6rbita nilpotente en 5[,(11)((:) un diagrama de Dynkin con pesos,

pasando por la correspondencia entre ciertos elementos nilpotentes representativos en el algebra
v triplas estandar conteniendo a cada uno de estos como su elemento nilpositivo.

Palabras claves: érbitas nilpotentes, 4dlgebras de Kac Moody, grupos de Kac Moody.

2010 Mathematics subject classification: 17B67.
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Abstract

Nilpotent orbits in finite dimensional complex semisimple Lie algebras, under the adjoint
action of simply connected Lie groups are totally classify. These objects have been extensively
worked and applied to study other objects, for example Lie groups and algebras representations.
On the other hand, Kac Moody algebras are extensions of Lie algebras, and particularly, affine
type has a similar structure and classification as finite dimensional complex semisimple Lie
algebras have.

In this Thesis we define nilpotent orbits in affine untwisted Kac Moody algebras under the
adjoint action of the maximal Kac Moody group asociated to positive extension of Kac Moody
algebra, we give some structure results and found outstanding elements in every orbit.

In the particular case that g = 5[%1) (C), are introduced a set of matrixes denominated cuasi-
Jordan, which are the key to the classification of nilpotent orbits in this algebra:

Theorem: There is a bijective correspondence between nilpotent orbits in 5[,(11)(((:) and
{<U7j) F0 = [ila"' aid} Gp(n) yo SJ <Zd} X (Ca
where P(n) denotes the partition set of n.

Finally we asociate to every nilpotent orbit in 5[7(11)((C) a Dynkin diagram with weights,

passing by the correspondence between some representative nilpotent elements in the algebra
and standard triples containing each of them like its nilpositive element.

Key words: Nilpotent Orbits, Kac Moody algebras, Kac Moody groups.

2010 Mathematics subject classification: 17B67.
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Introduccion

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja de dimensién finita. Consideremos G,q €l grupo
adjunto de g y Ad la representacion adjunta de Gaq sobre §. Decimos que un elemento z € §
es nilpotente en g, si adz es un endomorfismo nilpotente sobre g. Ahora, si x € g es nilpotente,
entonces, para todo g € Gaq, Ad g(z) también lo es. Este hecho permite definir las orbitas
nilpotentes en un algebra de Lie semisimple: si x € Gaq es nilpotente, entonces la 6rbita a traveés
de x es

O, = Ad Gaq(2).

Las 6rbitas nilpotentes tienen una serie de aplicaciones en la teoria de representaciones de
grupos de Lie y grupos algebraicos, de algebras de Lie, grupos de Weyl, entre otros objetos rela-
cionados. Es por esto que ha habido gran interés en su estudio y clasificacién. Dynkin y Kostant,
dieron una clasificacion de dichas o6rbitas mediante diagramas de Dynkin con pesos [Co|. En
el caso particular en el que g = sl,,(C), dado que esta es un algebra de Lie semisimple sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces los elementos nilpotentes en g, son justamente los
endomorfismos nilpotentes de traza 0. En este caso (y en general para las dlgebras de Lie semi-
simples clasicas) la forma normal de Jordan nos permite parametrizar las érbitas nilpotentes en
g mediante particiones de n. Para el caso de las érbitas nilpotentes en dlgebras de Lie excep-
cionales, aunque se tiene que hay una correspondencia biyectiva entre diagramas de Dynkin con
pesos y Orbitas nilpotentes, fueron Bala y Carter quienes determinaron qué diagramas de Dynkin
con pesos correspondian en efecto a érbitas nilpotentes en dichas algebras.

Las algebras de Kac Moody, son dlgebras de Lie, las cuales contienen a las 4lgebras de Lie
de dimension finita. Las dlgebras de Kac Moody (indescomponibles) se dividen en tres tipos: las
de tipo finito (algebras de Lie semisimples de dimension finita), las afines y las indefinidas. Las
algebras afines son las mas estudiadas entre las algebras de Lie de dimensién infinita y tienen
extensas aplicaciones. Estas estan completamente clasificadas y poseen una interesante teoria de
representaciones, pero mas aun, tanto su clasificaciéon como su teoria de representaciones, son
muy similares a la de las algebras de Lie simples.

Es justamente esta extensibilidad de la teoria de algebras de Lie semisimples a la de &lgebras
afines, la que nos ha llevado a preguntarnos si es posible hablar de érbitas nilpotentes en el
contexto afin y si una clasificaciéon o parametrizacion de estos objetos es posible.

Sea g un algebra de Lie simple compleja, y £(§) := C[t,t ] ®c § el algebra de lazos asociada

a g. Entonces, el dlgebra
g=2£L(g) ®CcapCd

XI



XI11 INTRODUCCION

con el corchete dado por

(t" @z + A+ pd, t" @y + Ne+ p'd =
=" @ [w,y] + pnt" @ y — p'mt™ @ + mm,—n(z,y)c

donde (,) denota la forma de Killing sobre g, para A\, u, N, ' € C, m,n € Z, z,y € §, es un
dlgebra de Kac Moody afin. Definimos la extensién de g, como el algebra

§:=C[t]lt " ®c§®Cca Cd

y cuyo corchete se define extendiendo naturalmente la definicién sobre g.

La correspondencia entre dlgebras de Lie semisimples complejas de dimension finita y grupos
de Lie conexos, simplemente conexos, ha sido extendida por Kac-Peterson a la correspondencia
entre Algebras de Kac Moody y ciertos grupos topologicos simplemente conexos, conocidos como
grupos de Kac Moody [Ku]. Estos grupos se comportan como grupos de Lie, en el sentido en que
ambos contienen un toro maximal de dimensién finita y un grupo de Weyl.

En la literatura se encuentran diversas construcciones de grupos de Kac Moody asociados
a algebras de Kac Moody. Nosotros trabajaremos con el grupo de Kac Moody maximal [Ku],
que a su vez es presentado de diferentes maneras. En el caso mas general, este es el producto
amalgamado de un cierto sistema de grupos. Otra construcciéon, realizada para los grupos de
Kac Moody asociados a algebras de Kac Moody afines, con la cual estaremos trabajando, es
realizada a partir del grupo de lazos (loop) asociada al algebra de Lie de dimension finita.
En general G es un grupo ind-algebraico y comparte muchas propiedades importantes con los
grupos algebraicos simples, como por ejemplo, la descomposicién de Bruhat y la descomposicién
Gaussiana generalizada.

Denotamos por Ad la representacion adjunta de G sobre el algebra g. Diremos que X € g
(resp. X € §) es localmente nilpotente sobre g (resp. sobre g), si el endomorfismo adyX es
localmente nilpotente sobre g (resp. ad; es localmente nilpotente sobre g). Todos los elementos
localmente nilpotentes en un 4lgebra de Kac Moody afin g extendida, son de hecho, nilpotentes.
Ademas, se tiene que para todo X € g nilpotente y g € G, Ad ¢g(X) también es nilpotente, por lo
que tiene sentido hablar de 6rbitas nilpotentes en g. En este trabajo daremos algunas propiedades
de los elementos nilpotentes en algebras de Kac Moody afines y damos una parametrizacion de

las érbitas nilpotentes en el caso particular g = 5[7(11)(@).
A continuacién daremos un esquema de lo que se trabajard en cada capitulo:

En el capitulo 1, describimos la clasificacion de las o6rbitas nilpotentes en algebras de Lie
semisimples complejas de dimensién finita, bajo la accién adjunta del grupo G,q sobre el dlgebra
g, mediante diagramas de Dynkin con pesos.

En el capitulo 2, damos la definiciéon de algebras y grupos de Kac Moody. En la primera seccion
definimos las algebras de Kac Moody asociadas a matrices de Cartan generalizadas, damos su
descomposicién triangular, definimos su grupo de Weyl. En la siguiente seccién presentamos las
algebras de Kac moody afines como extensiones centrales de dlgebras de lazos (loop). Igualmente,
presentamos los grupos de Kac Moody como extensiones centrales de grupos de lazos.
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En el apéndice agregamos ademads la construccion y definiciéon formal de grupos de Kac
Moody, la cual hace uso de la teoria de pro-grupos y pro-algebras de Lie y vemos cual es la
conexion entre esta presentacion y la dada en el capitulo 2 (Ver [Ku| cap. 6 y 13).

En el capitulo 3 presentamos los objetos centrales de este trabajo, es decir, defininimos los
elementos nilpotentes y las 6rbitas nilpotentes en algebras de Kac Moody afines bajo la accion
adjunta del grupo G sobre el dlgebra . Se dan algunos resultados de estructura de estas dérbitas,
y en particular se muestra que todo elemento nilpotente en g es conjugado por G a un elemento
en C[[t]] ® n™ @ Cec, es decir, todo elemento nilpotente es G-conjugado a uno cuya componente
en s, (C[[#]][t7!]) es una matriz triangular superior con entradas en C[[t]].

En el capitulo 4, nos centramos en las 6rbitas nilpotentes en el algebra de Kac Moody afin
5[7(11) (C). Introducimos un conjunto de elementos en s, (K) a las que denominamos matrices cuasi-
Jordan, las cuales tienen 0 en toda sus entradas, excepto en las entradas de la forma (i,7 + 1)
y vemos que toda orbita contiene un elemento de la forma D + Ac¢, donde D es una matriz
cuasi-Jordan y A € C. El tener estos elementos destacados en cada 6érbita, nos permitiré llegar al
resultado principal de esta tesis, el cual es la clasificacion de las 6rbitas nilpotentes en 5[%1)(((3),
dado por el siguiente teorema:

Teorema: Hay una correspondencia biyectiva entre 6rbitas nilpotentes en 5[,(11)(((:) y el con-
junto {(0,7) : 0 = [i1,...,3q) € P(n) y 0 < j <igq} x C.

Finalmente se asocia a cada érbita nilpotente en 5[&”(@) un diagrama de Dynkin con pesos,
pasando por la correspondencia entre ciertos elementos nilpotentes representativos en el dlgebra
v triplas estandar conteniendo a cada uno de estos como su elemento nilpositivo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos la clasificacion de érbitas nilpotentes en dlgebras de Lie sim-
ples complejas de dimensién finita, mediante diagramas de Dynkin con pesos, de acuerdo a la
presentacion en [Col.

1.1. Orbitas nilpotentes en Algebras de Lie de dimensién finita

Laidea de la clasificacion de las érbitas nilpotentes mediante diagramas de Dynkin con pesos,
requiere establecer una correspondencia uno a uno entre 6rbitas nilpotentes y una cierta colecciéon
finita de 6rbitas semisimples denominadas érbitas semisimples distinguidas.

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja de dimensién finita. Consideremos la aplicacion
adjunta

ad : g — End(g); ady(y) = [z,y] si z,y € g.

Definiciéon 1.1.1 Decimos que un elemento x € g es nilpotente (respectivamente semisimple)
st ady es un endomorfismo nilpotente (respectivamente semisimple) de g.

Notemos que en un algebra asociativa se dice que un elemento x es nilpotente, si ™ = 0 para
algan n € N; formalmente la definicion en [[.1.1] es la de ad-nilpotencia. En un éalgebra de Lie
arbitraria tenemos que la nilpotencia de un elemento implica la ad-nilpotencia del mismo, pero
la reciproca no siempre se tiene. Sin embargo, si el dlgebra de Lie es semisimple, como en nuestro
caso, las dos definiciones son equivalentes. Por esto denominaremos a los elemento ad-nilpotentes,
elementos nilpotentes.

Sean § = {elementos semisimples de g}, N/ = {elementos nilpotentes de g}. Se tiene que
SNN ={0}.

Sabemos que un algebra de Lie tiene asociados diversos grupos de Lie, para el estudio de la
clasificacién de orbitas nilpotentes se trabaja particularmente con el grupo adjunto G,q, €l cual
es un grupo de Lie conexo complejo, definido como el subgrupo de GL(g) con algebra de Lie ady.

Sea G un grupo de Lie semisimple conexo con algebra de Lie g, y

Ad: G — Aut(g)

la representacion adjunta de G. Para g € G, Ad(g) es la diferencial en la identidad del automor-
fismo interior dado por Inty(z) = gxg~!. Entonces, definimos el grupo adjunto de g como

Gaq = Im Ad (1.1)
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Luego, G,q es un subgrupo de Aut(g).

Definicién 1.1.2 Sea x € g. La 6rbita adjunta en g a través de = es el conjunto

Oy = Gag.x = {d(2)|¢ € Gaq}
Si ¢ € Aut(g), entonces tenemos que

¢-ady - ¢~ = ady(y (1.2)

por lo tanto, si x € g es nilpotente (respectivamente semisimple), entonces ¢(x) es nilpotente
(respectivamente semisimple), para todo ¢ € Aut(g).

Definicion 1.1.3 Una drbita adjunta O, en g se denomina oOrbita nilpotente (respectivamente
orbita semisimple), si x es nilpotente (respectivamente semisimple).

Observacion 1.1.1 Si O, es una drbita nilpotente (respectivamente semisimple) en g, entonces
por tenemos que todo elemento en O, es nilpotente (respectivamente semisimple).

El paso clave para la clasificacion de 6rbitas nilpotentes en g mediante diagramas de Dynkin
con pesos, es el de asociar a cada 6rbita nilpotente una subélgebra de g la cual resultara isomorfa
al algebra de Lie semisimple sl(C). Para ver como se da esta correspondencia empezaremos
dando la siguiente definicién.

Definicion 1.1.4 Una tripla {h,x,y} C g se denomina tripla estdndar, si la subdlgebra de g
generada por {h,x,y} es isomorfa a slo(C). Es decir, se satisfacen las relaciones

[h,a] =2z, [h,y] = =2y, [z,y] = h.

A los elementos h,x,y se les denomina elemento neutral, nilpositivo, y nilnegativo respecti-
vamente.

El algebra de Lie sl3(C) es el 4lgebra de Lie simple no abeliana de menor dimension, dim sly (C)
3. Toda subalgebra de g isomorfa a sly(C) es generada por una tripla estandar.

Teorema 1.1.1 (Jacobson-Morozov) Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja. Si x € g
es un elemento nilpotente no nulo, entonces existe una tripla estdndar para g cuyo elemento
nilpositivo es x.

Demostracion. Ver (|Col, Teorema 3.3.1). [

Denotamos por
Agriple = {Gaq — clases de conjugacion de triplas estandar en g} (1.3)
y definimos la aplicacién

Q: Agriple — {Orbitas nilpotentes en g} (1.4)

donde Q({h,z,y}) = O,. La aplicacion  esta bien definida pues todo elemento nilpositivo de
una tripla estdndar en g es nilpotente en g. Del teorema se deduce directamente que 2
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es sobreyectiva. Esta aplicacion resultard también inyectiva, pero antes de mostrar esto, debe-
mos hacer una exposiciéon mas detallada de la estructura de los centralizadores de elementos
nilpotentes.

Sea x € g nilpotente, entonces el teorema nos permite encontrar una tripla estandar
{h,z,y} teniendo a x como su elemento nilpositivo. Como adj, acttia semisimplemente sobre g,
entonces podemos descomponer a g en la suma de sus ady-espacios propios:

o= o ={zcgladyz = Az} (1.5)
AeC

Sea a la subélgebra de g generada por {h, z,y}, como mencionamos anteriormente a es isomorfa a
sl3(C). La representacion adjunta de a sobre g da a g una estrucutura de slp(C)-mo6dulo, luego g
se puede descomponer como suma de sz (C)-moédulos irreducibles. Antes de continuar con nuestro
propésito, daremos un importante resultado sobre la estructura de sl (C)-modulos irreducibles.

Como antes consideraremos que el algebra sly(C) es generada por h,z e y. Sea V un sly(C)-
modulo de dimensiéon finita. Dado que h actta semisimplemente sobre V', entonces V' es suma
directa de espacios propios V) = {v € V : h-v = Av} para A € C. Si V) # 0, decimos que A es
un peso de h en V y V) es un espacio peso.

Lema 1.1.2 Siv € V), entonces x-v € Vago yy- Vi € Vy_a.

Demostracion. Ver ( [Hull, lema péagina 31). [ |

Como V es un espacio de dimensién finita y V' = @ cc V), entonces existe Vy # 0 tal que
Vit+2 = 0; para tal A, los elementos de V) se denominaran vectores mazimales de peso A.

Lema 1.1.3 Sea V un sly(C)-mddulo irreducible de dimension finita, vo € V) un vector mazimal.
Supongamos v_1 =0 y v; = (1/i!)y" - vo, (i > 0); entonces

1. h-vi = (A —2i)v;,
2. y-v; = (i + 1)viya,
3. x-vi=A—1i+1)vi—1 (1>0).
Proposicion 1.1.4 Sea V un sly(C) mddulo irreducible

1. Relativo a h, V' es suma directa de espacios peso V,, con pp=m,m —2,...,—(m —2), —m;
donde m + 1 =dimV y dimV), = 1 para todo p.

2. V tiene (bajo maltiplos escalares) un vector mazximal inico, cuyo peso (llamado el peso
mdximo de V') es m.

3. Para todo m € Z>q existe a lo sumo (bajo isomorfismo) un sla(C)-mddulo irreducible de
dimension m + 1.

Demostracion. Ver ([Hul| pagina 33). [ |

La parte (1) de la anterior proposicién implica que ad;, toma valores propios enteros sobre
los sumandos irreducibles, por lo tanto, ady toma valores propios enteros sobre g. Asi,

s=Pa (1.6)

1EL



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Por la identidad de Jacobi tenemos que g* = {z € g|[z,z] = 0} es adj-estable. Luego
" =Pl gf=9¢"ng (1.7)
ier

Maés ain, por el lema y la proposicion se tiene que g” es la suma de los espacios de
peso maximo de cada submddulo irreducible, entonces

o =P
>0
Lema 1.1.5 Sea x un elemento nilpotente de un dlgebra de Lie semisimple compleja g. Entonces
u’ := g N [g, ] es un ideal nilpotente, ady-invariante de g*. Mds ain, u* = @, 07 .

Demostracion. Ver (|Co|, Lema 3.4.5). [

Sea U el subgrupo conexo de G, con algebra de Lie u”, donde GZ; denota el centralizador
de x en Guq.

Teorema 1.1.6 (Kostant) Sean {h,x,y} y {h/,x,y'} triplas estdndar en g con el mismo ele-
mento nilpositivo x. Entonces existe g € U” tal que g-h=h,g-x =z yg-y=1.

Demostracion. Ver (|Col, Teorema 3.4.10). [

La inyectividad de €2, es equivalente a ver que si dos elementos nilpotentes pertenecen a
la misma 6rbita entonces estos pertenecen a triplas estandar conjugadas, lo cual se obtiene
inmediatamente del teorema anterior. Con lo que queda demostrada la correspondencia biyectiva
entre clases de conjugaciéon de triplas estdndar y orbitas nilpotentes.

Continuando con el objetivo de establecer una correspondencia entre 6rbitas nilpotentes y un
subconjunto de drbitas semisimples, consideremos la aplicacién

T : Airiple — {Orbitas semisimples en g}, (1.8)

donde Y ({h,z,y}) = Op. Como h es un elemento semisimple en a, entonces h es semisimple en
g, luego T esta bien definida. Fl siguiente resultado nos permite establecer que la aplicacion T
es ademaés inyectiva.

Teorema 1.1.7 (Mal’cev) Cualesquiera dos triplas estindar con el mismo elemento neutral
son conjugadas por algin elemento de G.q.

Demostracion. Ver (|Col, Teorema 3.4.12). |

Observacion 1.1.2 Mads precisamente, en [Col se muestra que el elemento en el teoremam
conjugando tales triplas pertenece a la componente conexa del estabilizador de h en G,q.

Sea Sgist := Im Y. Decimos que las 6rbitas semisimples en Sgist son drbitas semisimples
distinguidas. La aplicacion T : Agiple — Saist €s sobreyectiva. Asi, las aplicaciones € y T nos
permiten establecer una correpondencia uno a uno entre érbitas nilpotentes y é6rbitas semisimples
distinguidas.
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1.2. Diagramas de Dynkin con pesos

Un diagrama de Dynkin con pesos es un diagrama de Dynkin, en el cual cada nodo esti
etiquetado con un cierto nimero entero no negativo. En esta seccién mostraremos como asociar
a cada orbita nilpotente en un algebra de Lie semisimple compleja un diagrama de Dynkin con
pesos.

FEn la secciéon anterior establecimos una correspondencia biyectiva entre érbitas nilpotentes y
6rbitas semisimples distinguidas via

Dx e {h,x,y} WDI‘L

donde {h,z,y} es una tripla estandar conteniendo a x como su elemento nilpositivo y a h como
su elemento neutro.

Fijemos una subdlgebra de Cartan h de g, y una subdlgebra de Borel b conteniendo a b.
Entonces b se puede descomponer como

b=bon,

donde n = [b, b] consiste exactamente de los elementos nilpotentes en b. Mas atin se puede elegir
un sistema de raices positivas ®* tal que

Sea A una base de raices simples para ®*. Sea b = h @7 la subalgebra de Borel opuesta, tal que
n= Za6—<1>+ Ya-

Vamos a describir como asociamos a cada érbita nilpotente en g un diagrama de Dynkin con
pesos. Sea O una orbita nilpotente distinta de cero en g:

1. Por el Teorema de Jacobson-Morozov todo elemento x € O puede ser embebido en una
tripla estandar {h, z,y}.

2. Como h es semisimple en g, existe una subélgebra de Cartan b, conteniendo a h. Ahora, toda
subalgebra de Cartan es conjugada por un elemento en G,q a h. Luego, existe g € Goq tal
que g - b, = bh. Asi, la tripla g - {h,z,y} tiene su elemento neutral en h. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir entonces que h € b.

3. Sea W el grupo de Weyl para el sistema de raices A. Las érbitas semisimples en un algebra de
Lie semisimple compleja estan en correspondencia biyectiva con h/W (Ver [Co], Teorema
2.2.4), donde h/W es el conjunto de clases de equivalencia

hy1 ~ ho sii existe w € W tal que w - h; = hs.
La correspondencia esta dada por la aplicacién
p:h/W = {9z € S}y p(lz]) = 9O
donde z es un representante arbitrario de la clase de equivalencia [z].

Ahora, sea D un dominio fundamental para la accién de W sobre b, entonces todo elemento
en h es W-conjugado a exactamente un elemento en D. Asi, en particular las orbitas
semisimples son parametrizadas por D. Lo que implica que podemos conjugar {h,z,y}
por un elemento en G,q, de tal manera que h € D. En este caso, el dominio fundamental
para la accion de W sobre h es D = {z € h| Re(a(x)) > 0 y si Re(a(z)) = 0, entonces
Im(a(z)) > 0, para todo o € A}. Asumamos h € D.
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4. Ahora, [1.6]implica que a(h) € Z>¢ para todo a € A, por lo tanto, h € D'y
alh) e N={0,1,2,...} para todo o € A. (1.9)

Como y € g_o, entonces y pertenece a la suma de espacios pesos, cuyos pesos son suma
de raices simples negativas, luego y € n. Ademas, como toda raiz negativa es combinacion
entera de raices simples negativas, entonces [z4,y| € b para todo o € A. Sea o € A:

- Si [z4,y] = 0, entonces z, € g¥. Luego, por la teoria de las representaciones de sly(C),
tenemos que g¥ es la suma de los espacios de peso minimo para la accién de a sobre g, asi
g¥ = ®i<0(g¥ N gi). Esto implica que a(h) € NN —N = {0}.

- Si [zq,y] # 0, entonces
adp([za, y]) = (a(h) — 2)[za, Y]
Pero [z4,y] € b implica que a(h) —2 € —N. Asi, a(h) =1 0 2.

Combinando ambos casos, tenemos que «a(h) € {0,1,2} para todo o € A.

5. Finalmente tenemos que h esta completamente determinado por los valores a(h), o € A, pues
A es una base de h*. Luego, a la 6rbita O le asociamos el diagrama de Dynkin asociado al
algebra de Lie g y etiquetamos cada uno de los nodos del diagrama de la siguiente manera:
El nodo correspondiente al espacio raiz simple g, tendra como etiqueta al autovalor a(h)
de h. Por (4), tenemos que las etiquetas solo toman valores 0,1 o 2. Tal diagrama de
Dynkin con las etiquetas se denomina el diagrama de Dynkin con pesos asociado a O 'y
sera denotado por A(D).

Esta parametrizacion nos permite obtener ademés el siguiente resultado, siendo rg(g) el rango
del algebra g.

Teorema 1.2.1 (Kostant) FEzisten finitas Jrbitas nilpotentes en g. Mds ain hay a lo sumo
3'8(0) . Bl diagrama de Dynkin con pesos de una drbita nilpotente es un invariante completo, es

decir, A(D) = A(D') si y solo si O = 0.
Demostracion. Ver (|Col, Teorema 3.5.4). [

Observacion 1.2.1 Tenemos que la correspondencia entre orbitas nilpotentes y diagramas de
Dynkin con pesos no es sobreyectiva, es decir, no a todo diagrama de Dynkin con pesos le corres-
ponderd una drbita nilpotente en g.

1.3. Orbitas nilpotentes en sl,(C)

Esta seccion la dedicaremos al estudio de 6rbitas nilpotentes en sl,(C). Mostraremos como
construir triplas estandar conteniendo a un elemento nilpotente. Ademas, veremos que para este
tipo de &algebras las 6rbitas nilpotentes también pueden ser parametrizadas por las particiones
de n. Este método de clasificacién nos servird para conocer que diagramas de Dynkin con pesos
de sl,(C) corresponden a orbitas nilpotentes en s, (C).

Como lo mencionamos en la secciéon anterior, las 6rbitas nilpotentes que se estan estudiando
son oOrbitas a través de la accion adjunta del grupo adjunto asociado a sl,(C). El grupo adjunto
para sl,(C) es el grupo PSL,(C) = SL,(C)/{1,—1},donde SL,,(C) = {g € GL,(C) : detg = 1}.

Recordemos que una particion de n es una tupla [dy, ..., d;] de enteros positivos tales que
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di>do>...2dp, >0y di+do+..+dpr=n

Si i € Z, construimos la matriz

010 0 0

0 01 0 0
Ji = N

000 --- 01

000 --- 00

la cual es denominada bloque elemental de Jordan, esta es una matriz nilpotente de tamano ¢ X 1,
o equivalentemente un endomorfismo nilpotente de C’. Denotamos por P(n) el conjunto de todas
las particiones de n. Si p = [dy, ..., di] € P(n), entonces denotamos por X, al elemento en s, (C),
dado por

Jgy 0 0 -+ 0
0 Jy 0 -+ 0
Xo=Xg gy = . . . .
0 0 0 - Jg

donde Jg, es un bloque elemental de Jordan de tamato d; para cada @ = 1, ..., k. Luego, X4
es un endomorfismo nilpotente de C". Més atn, X, es un elemento nilpotente de s, (C).

Reciprocamente si x € sl,,(C) (en general podemos considerar x € gl,,(C)) nilpotente, enton-
ces existen enteros positivos r y dy, -+ ,d, y vectores vy, ve, - , v, haciendo que

{dIv|1 <i<r0<j<d} (1.10)

sea una base de C" y en donde z%v; = 0, para cada i.

Podemos asumir (después de permutar la base si es necesario) que dj,--- ,d, > 0, tenemos
claramente que >_;_, d; = n. Asi, los d; forman una particién de n. La teoria de la forma normal
de Jordan, nos dice que los d; estan determinados de forma tnica por x.

Proposicion 1.3.1 Hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto de érbitas nilpotentes
en s0,(C) y el conjunto P(n) de particiones de n.

Demostracion. Consideremos la aplicacion A entre el conjunto de oérbitas nilpotentes de s, (C)
y P(n) definida de la siguiente manera: Si O es una orbita nilpotente de sl,(C) y = € O,
entonces x es GL,(C) conjugado a una matriz en bloques elementales de Jordan, cuyos bloques
son de tamano di, ..., d; para algunos di,...d; € N, satisfaciendo que di + .. + dp = n. Ademas
podemos asumir que dy > ... > di > 0. Entonces como dj, ..., dy es una particiéon de n, definimos
A(O) = [d1, ..., dg].

Tenemos que las GL,,(C) y las PSL,(C) clases de conjugacion coinciden pues si g-Z = Z' para
algin g € GL,(C) y algunos Z, Z' € sl,,(C), entonces #/?9-2 =g Z=7'y ﬁ/?g € PSL,(C).
Asi, si z, 2’ € O, entones son PSL,(C) conjugados a X4, Xy respectivamente, para algunos d, d’
particiones de n; pero como z, 2’ son PSL,(C) conjugados, entonces X4, X también lo son, por
lo tanto d = d'.

La inyectividad de A se tiene directamente de la unicidad de la forma de Jordan para matrices.

|

Sea slp(C) el algebra de Lie generada por
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= (0 2 )e= (0 a) o= (00)

Para todo r € N, definimos el morfismo de algebras de Lie p, : sl3(C) — sl,41(C) definido
por

T 0 0 0 0
0 »r—2 0 0 0
Pr(h) =
0 0 0 —-r+2 0
0 0 0 0 —r
01 0 0 O
0 0 1 0 0
pr(x) = :
00 0 - 0 1
0O o0 0 - 0 O
0 0 0 0 O
pr 0 0 0 O
pr(y) =
o 0 0 - 0 O
0 0 0 wr 0

donde p; = i(r +1 —1).

Ya sabemos que toda o6rbita nilpotente O en sl,(C) contiene un elemento de la forma Xy
para algun d € P(n), entonces g-x = Xy para algun g € PSL,(C). Ahora, definimos el morfismo
de algebras de Lie

o 1 512(C) — 50, (C), via g0 = D pa,—1-

1<i<k

Entonces, ¢o(x) = Xy y mas aun

{#o(h), do(x), po(y)} = {Ha, X4, Ya}

es una tripla estandar en sl,(C) conteniendo a Xg. Asi, g~' - {Hp, X4, Y;} es una tripla estandar
conteniendo a x.

Queremos asociar a 9 su respectivo diagrama de Dynkin con pesos, para esto debemos
encontrar un elemento H en la 6rbita de Hy perteneciendo al dominio fundamental para alguna
subalgebra de Cartan h de g y un sistema de raices A de g.

Consideremos hh = {matrices diagonales en gl,,(C) de traza 0}, sabemos que esta es una subal-
gebra de Cartan para sl,(C). Elegimos un sistema de raices A para g de tal manera que la
correspondiente subalgebra de borel b de g consiste de las matrices triangulares superiores de
traza 0. Con esta eleccion de A, tenemos que

D= {diag(hl, ...,hn)|h1 > h2 > .2 hn}

es el dominio fundamental para la acciéon de W sobre b, donde W = S, es el grupo simétrico de
permutaciones de n elementos.
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Tenemos que

D(d) 0 0
0 D(ds) 0
H; = .
0 0 Dydy)

donde D(d;) = pa,(h). Si reordenamos al conjunto formado por las entradas de la diagonal de
Hd7
{dl —1,dy—3,....—d1+3,—di+1,...,dp — 1,... —dp + 3,—d1 + 1} = {di17 --~7din}

de tal manera que d;; > ... > d;, y consideramos

di, 0 0 -~ 0
_ 0 dy 0 -+ 0
H; = ) oL

0 0 0 d;.

entonces Hy € D.

Lema 1.3.2 El diagrama de Dynkin con pesos asociado a Ox, para d € P(n) estd dado por

hn—l_hn

h1—ha ho—h3
o — "o —- — o

hn—Q_hn—l
@]

Ejemplo 1.3.1 En sl3(C), tenemos 3 drbitas nilpotentes, en la tabla encontramos la tripla es-
tandar correspondiente a cada orbita y su diagrama de Dynkin con pesos,

Orbita Xd Hd Fd A(Dd)
0 1 0 20 0 20 0
Op 00 1 00 0 00 0 8—3
00 0 00 —2 00 —2
01 0 1 0 0 10 0 o
Opy | [ 00 0 0 -1 0 00 0 o—o
00 0 0 0 0 00 -1
00 0 000 000 o
O | [ 000 000 000 o—o
0.0 0 000 000
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En el caso de sl4(C),
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Capitulo 2

Algebras y grupos de Kac Moody

FEn este capitulo, presentamos algunas nociones generales de &lgebras y grupos de Kac Moody,
haciendo especial hincapié en los de tipo afin, lo cuales son el centro de estudio de este trabajo.
Las algebras de Kac Moody afines son una clase especial de dlgebras de Lie de dimension infinita.
Estas algebras se pueden realizar como extensiones centrales de algebras loop de algebras de Lie
semisimples. Las principales referencias para este capitulo seran [Ka] y [Ku].

2.1. Algebras de Kac Moody

2.1.1. Definicién y clasificacién de algebras de Kac Moody

En esta seccion presentamos las dlgebras de Kac Moody, las cuales se pueden clasificar en tér-
minos de sus matrices de Cartan generalizadas, o equivaletemente en términos de sus diagramas
de Dynkin.

Definicién 2.1.1 Una matriz de Cartan generalizada de tamano n, es una matriz C = (cij)1<i j<n,
con entradas enteras, tal que, para todo 1 <1,7 < n:

1. Cii:2;
2. ¢; <0si1#7,
3. ¢ij = 0 si y solo sicj; = 0.

Recordemos que una matriz de Cartan, es una matriz de Cartan generalizada, satisfaciendo
ademés que det C > 0.

Definicion 2.1.2 Sea C una matriz de Cartan generalizada de tamano n y de rango l. Una
realizacion de C' es una tripla (b, I1,11V), donde:

1. b es un C-espacio vectorial de dimension 2n —[;
2. I ={aq,...,an} es un subconjunto linealmente independiente de bh*;
3. Y ={ay,...,a,/} es un subconjunto linealmente independiente de b,

tal que aj(ay) = ¢ij, para todo 1 <i,j <mn.

11
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Proposicion 2.1.1 Sea C una matriz de Cartan generalizada, entonces existe (b, IL 1Y), una

realizacion de C. Mds ain esta es twnica salvo isomorfismo, es decir, si (h',IU,II'V) es otra

realizacion de C, entonces existe 0 : h — b isomorfismo de dlgebras, tal que 0(oy)) = oY y

0*(af) = «, donde 0 : §™* — b* es el isomorfismo inducido por 6.
Demostracion. (Ver proposicion 1.1 [Kal). [ |

Ahora, veremos como un algebra de Kac Moody es determinada por una matriz de Cartan
generalizada.

Definicion 2.1.3 Sea C' una matriz de Cartan generalizada y (h, 1L, I1V) una realizacion de C.
El algebra de Kac Moody g = g(C) es el dlgebra L(X)/(R), donde L(X) es el dlgebra asociativa
lebre generada por

X ={Ey, ..., E,} U{F, ..., F,} Ub

y cuyo producto es el conmutador y R consiste de las relaciones
(R1) [h,b] =0,

(R2) [H,E;| =«;(H)E;; [H,F] = —o;(H)F;

(R3) [E;, Fj] = 05507,

(R4) (adEy)' ¢ (E;) =0, i#j,

(R5) (adF;)!~%i(F;) =0, i# ],

para todo H e h, 1 <1i,7 <n.

La subéalgebra b es llamada subdlgebra de Cartan de g y los elementos F;, F;, generadores de
Chevalley. Las relaciones (R4) y (R5) son llamadas relaciones de Serre.

Fijamos un dlgebra de Kac Moody g = g(C) y una realizacion (b, I, I1V) para C, donde
I={a,....,an} yIIV ={ay, ..., }.

Observacion 2.1.1 FEl dlgebra de Lie g no depende de la eleccion de la realizacion gracias a la

proposicion [2.1.1)

Sea C' = (¢ij)1<ij<n una matriz generalizada de Cartan. Entonces A es llamada descompo-

nible, si {1,--- ,n} es union disjunta de subconjuntos no vacios Y7, Ya, tales que ¢;; = 0 para
ieY,jeYoycj=0parajeYoeicY;. ParaY C {1,---,n} no vacio, sea Cy := (¢;j)i jey
una submatriz generalizada de Cartan de C. Asi, bajo alguna permutacion de {1,--- ,n}, C es

suma de bloques

([ Cy, O
¢= < 0 Cy >
Sean (b1, 111, I ) y (b2, Iz, I ) realizaciones de Cy; , Cy, respectivamente. Entonces (b, II, V)
es una realizacion de C, donde h := by @ b, IT = II; U Iy, IIV = IIY UILy. En este caso es facil
ver que g(C) ~ g(Cy;) @ g(Cy,), como &lgebras de Lie. Si C' no es descomponible, se denomina
indescomponible.
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Es claro que para clasificar las algebras de Kac Moody, es suficiente con estudiar aquellas
asociadas a matrices de Cartan generalizadas indescomponibles. Por ello, en adelante, conside-
raremos Unicamente matrices de este tipo. Recordemos que en particular, las dlgebras de Lie
simples de dimensién finita, corresponden a matrices de Cartan indescomponibles.

Es de notar que las algebras de Kac Moody se obtienen en la misma via que las &lgebras
de Lie simples de dimension finita, considerando matrices generalizadas de Cartan en lugar de
matrices de Cartan.

Toda matriz de Cartan ademas es semidefinida positiva, es decir, el determinante de las
matrices que se obtienen desde C por eliminar la fila y la columna ¢ es positivo, para cada i =
1,...,n. Diremos que una matriz de Cartan generalizada semidefinida positiva con determinante
0, es una matriz afin. Las algebras de Kac Moody, asociadas a matrices afines, se denominan
dlgebras de Kac Moody afines. Entre las dlgebras de Kac Moody afines, encontramos a su vez dos
tipos: las torcidas (twisted) y, las que nos conciernen a nosotros en este trabajo, las no torcidas
(untwisted), que como veremos méas adelante tienen una clasificacion muy similar a la de las
algebras de Lie simples complejas de dimensién finita.

Las &lgebras de Kac Moody asociadas a matrices de Cartan generalizadas, que no son de
Cartan, ni afines, se denominan dlgebras de Kac Moody indefinidas.

Ejemplo 2.1.1 Sea

Es claro que C es una matriz afin y rg(C) = 1. Luego, si (h,IL,11V) es una realizacion para C,

la dim h = 3.

Consideremos h = C3 y h* = C3 con bases {a1,a2,d} y {af,ay,0}, y sean 11 = {a1,a2} ¥
Y = {af,ay}. El dlgebra de Kac Moody asociada a C, es entonces un dlgebra de Kac Moody
afin, con generadores de Chevalley {E;, F;li = 1,2} y sujeto a las relaciones (R1)-(R5) (mds
adelante mostraremos explicitamente quienes son).

Las 4lgebras de Kac Moody estan completamente clasificadas mediante diagramas de Dynkin.
Lo que se hace es asociar a cada matriz de Cartan generalizada un diagrama de Dynkin, con
algunas etiquetas.

Una vez la clasificacion de las algebras de Lie simples de dimension finita es conocida, la
de algebras de Kac Moody afines es directa. Si consideramos C' = (¢;j)o0<i,j<n una matriz afin,
entonces vemos que al borrar la fila y la columna ¢ de C' lo que se obtiene es una matriz de
Cartan de tamano n. En lo que sigue, mostraremos una tabla con la clasificacion de las algebras
de Kac Moody afines no torcidas (untwisted).
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Nombre Diagrama de Dynkin
Agl) o<——=>o0

O

ALY

1
T
BS) 0—O0—O0—: - +—O0—>0
1 2 2 2 2
C’fll) 0—> 0— .- —0 <=0
1 2 2 2
1 1
| |
D7(11) o—o0—o0—..— 0=0
1 2 2 2 1
Ggl) o—o0 => o0
1 1 2 3
Fi) 0—0—0=—> 0—o0
1 2 3 4 2
ol
|
o|2
Eél) 0O—0—0—0—o0
1 2 3 2 1
2
i
E;l) 0O—0—0—0—0——0—0
1 2 3 4 3 2 1
3
o
|
Eél) 0—0—0—0—0—0——0—0
1 2 3 4 5 4 4 2

Mirando la tabla anterior, podemos revisar que en efecto, al eliminar un nodo cualquiera de
un diagrama de Dynkin para un algebra de Kac Moody afin, lo que se obtiene es un diagrama de
Dynkin correspondiente a un algebra de Lie simple. La notacién Xy(Ll) para las algebras de Kac
Moody afines, ha sido elegida de tal manera que, X, corresponde al algebra de Lie simple que
resulta al remover uno de los nodos del diagrama. El diagrama de X,(Ll) tiene n + 1 nodos.

Las etiquetas en los diagramas corresponden a las coordenadas del tinico vector v = (ag, - - , an),
satisfaciendo que C'-v* = 0y tal que los a; son enteros positivos y primos relativos. La existencia
de este vector se obtiene del hecho que rg(C') = n. Las coordenadas del vector v se denominan
nimeros de coxeter.

Para mas detalle en la clasificacion de las algebras de Kac Moody, ver (|Ka, 1.4).

2.1.2. Descomposicién en espacios raices

Sea C' una matriz de Cartan de tamano ny g = g(C). Consideremos n+ (respectivamente n~)
la subalgebra de Lie de g generada por {Ej, ..., B, } (respectivamente {F}, ..., F,}) yb=hdnt
la subalgebra de borel de g. Definimos el Z-modulo Q := 37" | Za; C h* el cual denominaremos
el reticulo de raices. Sea QT = @ Zya; C Q. Para todo « € h*, sea

o :={X €g:[H,X]|=a(H)X, para todo H € b}
el espacio propio con respecto a la acciéon de h correspondiente al valor propio .

Teorema 2.1.2 (a) Descomposicion triangular: g =n" ®hdn™.



2.1. ALGEBRAS DE KAC MOODY 15

(b) Descomposicion en espacios raices: n* = Dacor\ (0} 9o
(c) dim g, < oo para todo «.

(d) El dlgebra de Lie n* (respectivamente n~) es generada por {Ei,...,E,} (respectivamente
{Fi1,...., F,}), sujeto a la relacion (R4) (respectivamente (R5)) de la definicion[2.1.5

Demostracion. (Ver Teorema 1.2.1, [Ku]). [ |

Definiciéon 2.1.4 Definimos el conjunto de raices A := {a € O~ {0} : go # 0}. Cada elemento
en A se denomina raiz y, para todo o en A, go se denomina espacio raiz.

Consideramos AT := AN QT y A~ := AN Q, entonces A = AT UA™ y ademés la
union es disjunta. Los elementos de AT (respectivamente A~) se denominan raices positivas
(respectivamente raices negativas).

Es claro que a; € AT para todo 1 < i < n. Llamaremos a las raices «; raices simples y a o’
coraices simples (1 <1i <n)

Proposicién 2.1.3 1. Los espacios raices §q,, 8—a; SO espacios 1-dimensionales generados
por E; y F; respectivamente.

2. Para todo o, B € AN\ {0}, [ga, 98] C a5

Demostracion. (Ver Proposicion 1.5.1, [Kal). [ |

Definimos la completacion de nt = @yca+ o, COMoO
i =11 s (2.1)
acAt

la cual resulta un algebra de Lie con el corchete definido por

Yowas D ys| = D D [waysl (2.2)

aEAT BeAt YEAT aBeAT
a+pB=y

para ZTa, Yo € go. Dado que para cualquier A\ € AT hay finitos a, 8 € AT tales que a + 8 = 7,
esta bien definido. Similarmente, definimos la completacion g de g por

g=n @bon, (2.3)
con el mismo corchete de[2.2] g es un algebra de Lie extendiendo la estructura de algebra de Lie
de g.

2.1.3. Grupo de Weyl
Para todo 1 < i < n, definimos la reflexién s; € Aut(h*) por

si(x) = x — (x, & )i, para x € b” (2.4)

La reflexion s; fija el hiperplano V; = {x € b* : (x, )

J) = 0} punto a punto, s;(a;) = —a; y
s2=1,1<i<n
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Definiciéon 2.1.5 El grupo de Weyl del dlgebra de Kac Moody g, es el subgrupo VW C Aut(h*)
generado por {s; : 1 <i < n}. Las reflexiones s; son llamadas reflexiones simples.

Dualizando la accion de W sobre hx, podemos ver W C Aut(h), donde
si(h) = h — {a;, h)a;, para h € b (2.5)

Proposicion 2.1.4 El conjunto de raices A es estable para la accion de W, es decir wa € A,
para todo w € W y a € A.

Definiciéon 2.1.6 Sea w € W. Definimos la longitud de w, (w), a ser el menor m € Z para
el cual w = s4,...84,,, 1 < i; <n. Ademds, tal expresion con {(w) = n, es llamada una expresion
reducida.

Definicién 2.1.7 Sea T : V — V una aplicacion lineal de un espacio vectorial complejo V. La
aplicacion T es llamada localmente finita si para cada v € V, existe un subespacio de dimension
finita W,, C V' conteniendo a v, tal que TW,, C W,,. Si en adicién, T|w, es una tranformacion
nilpotente, entonces decimos que T’ es localmente nilpotente.

Observacion 2.1.2 Sea T : V — V una aplicacion lineal de un espacio vectorial complejo V.
Si para todo v € V, existe ny, tal que T™ (v) = 0, entonces T es localmente nilpotente. Pues, si
para cada v € V, consideramos el subespacio W, C V generado por {v,Tv,--- ,T™ 1}, tenemos
que Wy, es un espacio de dimension finita, tal que T|w, C W, y T|w, es nilpotente.

Si T :V — V es un morfismo localmente finito, podemos definir un automorfismo expr :
V —V por

(0.9)
TTL
expp =1+ 2 T (2.6)
n=1""

Definiciéon 2.1.8 Una representacion (V,m) de un dlgebra de Kac Moody g es llamado un mo-
dulo peso si V' es suma directa de sus h-espacios peso, es decir, V. = @xep+ V), donde

Vi :={veV]h-v=Ah)v, para todo h € b}.

La multiplicidad de un peso A es mult(A) := dim(Vy).
Un mddulo peso V' de g es llamado una representacion integrable si cada E;, F; (1 <i<mn)
actia de manera localmente nilpotente sobre V.

Definicion 2.1.9 Sea A € b* y C\ la representacion I1-dimensional de ) en C definida por:
x-z=Nx)z para x € b y z € C. Extendemos la estructura de Cy a un b-mddulo, definiendo
la accion de n sobre Cy a ser la trivial. Definimos el modulo de Verma M (X), como el mddulo
mducido

M(X) :==U(g) Ru) Cx,

donde U(b) actia sobre U(g) via multiplicacion a derecha, y la estructura de g-mddulo sobre
M(X) es obtenida por la multiplicacion a izquierda del factor U(g).

Todo g-mddulo cociente L = L(X) # 0 de un mdédulo Verma M(X), se denomina un modulo
de peso méximo con peso maximo A.

Observacion 2.1.3 Todo g-mddulo de peso mdzximo, se convierte candnicamente en un g-mddulo.
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Si (V,m) es una representacion integrable de g, entonces para cada reflexion simple s;, defi-
nimos
si(m) = (exp, F;)(exp, —E;)(exp, F;) € AutV (2.7)

Lema 2.1.5 Sea s un dlgebra de Lie y x € 5. Si
sy = {y € s|(adz)™y =0, para algin n, € N},
entonces s, es una subdlgebra de Lie de s.
Demostracion. Ver (|[Kul, 1.3.3). [
Lema 2.1.6 La representacion ad es una representacion integrable de g.

Demostracion. Sea 1 < j < n fijo. Por el lema 2.1.5] las algebras gg; v gr, son subdlgebras
de g, las cuales ademés, por (R2) — (R5) en la definicién contienen los generadores de g,
E;, F;,h € b, para cada 1 < i < n. Por lo tanto, gg; = gr; = g- Asi, la observacion [2.1.2] implica
que Ej, F; son localmente nilpotentes. |

Lema 2.1.7 Para toda representacion integrable (V,m) de g, si A € b* y s; es una reflexion
simple, entonces

1. si(m)(Va) = Var, y
2. para todo v € Vy, si(n)%v = (=1)*aly

La accion del grupo de Weyl de un algebra de Lie de tipo finito sobre A es transitiva, es
decir, para todo x € A, existen w € W y a € A tales que wa = x. Sin embargo, este no es el
caso para las algebras de Lie de tipo afin, para ver esto tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.1.10 a € A es una raiz real si o = way para algin w € W y algin «; € I1. Una
raiz que no es real se demomina raiz imaginaria.

Denotaremos los conjuntos de raices reales (resp. imaginarias) por A,. (resp. Ay, ). Luego,
por definicién, tenemos que A = A, U Ay, Ademés, emplearemos la notacion Af, = AT N A,
y A = AT N Ay, para el conjunto de raices reales positivas e imaginarias positivas respectiva-
mente.

Si a € A, definimos la multiplicidad de «, a la que denotaremos mult(a), a ser la dimension
del espacio raiz g,.

Proposiciéon 2.1.8 1. El conjunto de raices A C h* es estable bajo la accion de W .

2. Para todo o € A y w € W, se tiene que mult(«) = mult(wa). En particular, dim(gy) = 1
para todo o € Aye.

3. St a € Aye, entonces za es raiz sty solo si z = £1.
Demostracion. Ver ([Ku] 1.3.6). [ ]
Proposicion 2.1.9 Si a € A, entonces ma € Ay, para todo m € 7~ {0}.

Demostracion.Ver ([Kal, proposicion 1.5.1). [ ]
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2.2. Algebras de Kac Moody afines

La cercana conexién que hay entre diagramas de Dynkin de &lgebras de Lie simples y &lgebras
de Kac Moody afines, sugiere que las 4lgebras de Kac Moody afines podrian ser obtenidas como
una generalizacion de las algebras de Lie simples complejas de dimensién finita. Este de hecho
es el caso, como mostraremos en esta seccién.

Sea A = C[t,t!] el dlgebra de polinomios de Laurent y K = CJ[[t]][t™!] el cuerpo de series
formales de Laurent. Consideremos g un algebra de Lie semisimple de dimension finita.

Definicion 2.2.1 El algebra de lazos (Loop) de § es el dlgebra £(g) := ARc § con la estructura
de dlgebra de Lie dada por
[Poz,Q®y]=PQ® [,y (2.8)

para todo P,Q € A, x,y € g.

Observacion 2.2.1 £(§) es el dlgebra de Lie de aplicaciones polinomiales del circulo unitario
g. De hecho, si {Xyla=1,---,d} es una base de g, entonces una base de £(g), es

(XPla=1, d:m ez}
donde X' :=1t" @ X,.

En contraste con las algebras de Lie simples finitas, las algebras de Kac Moody afines po-
seen un centro no trivial, el cual exhibiremos explicitamente. Para esto, sean g un &lgebra de
Kac Moody affn asociada a la matriz de cartan afin C, h una subdlgebra de Cartan para g
y {ag, -+ ,} una base de h. Sea vV = (qf,---, ) tal que vYCT = 0 (los nimeros o) se
denominan nameros duales de coxeter). Consideremos

n

_ Vv _ Vv

K_E :aiaia
1=0

entonces [K, H] = 0 para todo H € h, y si {E;, F;|li =0,--- ,n} son los generadores de Chevalley
de g, se tiene que

n n
(K, Ej) =) ajaj(ef) = afcy =0;
i=0 i=0
de igual manera se puede ver que [K, F;] = 0. Por lo tanto K pertenece al centro de g.

En lo siguiente definiremos el algebra de Kac Moody g como una extension central de £(g).
Para hacer esta construccion, antes debemos definir un 2-cociclo v. Recordemos que la forma de
Killing (, ) sobre g es la forma bilineal simétrica, invariante, no degenerada, C-valuada, dada por

(x,y) = tr(adzady) (2.9)

Trabajaremos con la forma de Killing normalizada de tal manera que la forma inducida sobre el
espacio dual h* satisface k(6,60) = 2, donde 6 es la raiz de peso maximo en g.

Si extendemos los escalares de C a K en la C-algebra K ®c g, damos a K ®c g una estructura
de K-algebra, la cual tiene la misma dimension de g. Denotaremos a esta algebra por g~ (Ver
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[Kn], seccion 1.3). En §*, tenemos también una forma de Killing, definida de la misma manera
que en y a la cual denotaremos (,);. Se cumple que

(tlaxg = ) (2.10)

Si definimos la forma bilineal (,) : £(g) x £(g) — A, por

(PRz,Q®y)=PQ(z,y) (2.11)
para todo P,Q € Ay z,y € g, entonces tenemos que {,); = (,).

Definimos las aplicaciones lineales % : £(g) — £(g) yres: A — C, por

d dP
a(PG@x)—E@x (2.12)
paratodo Pe A,z €g,y
res(t”) = 6.1 (2.13)

para todo r € Z.

Definicién 2.2.2 La aplicacion bilineal v : £(g) x £(g) — C estd definida por

v(f,g) =res <<ig,g>t> (2.14)

Lema 2.2.1 v es un 2-cociclo sobre £(g). Es decir, v es una funcion bilineal C-valuada, satis-
faciendo que para todo f,g,h € £(§)

1. l/(f>g> = 7V(gaf)
2. v([f,gl,h) +v(lg,hl, ) + v([h, fl,9) = 0

Demostracion. Ver (|He| Lema 3.4). [ ]

Denotamos por £(g) la extension central del algebra de Lie £(g), asociada al 2-cociclo v.
Entonces,

£(g) := £(g) & Ce
v su corchete estd dado por
[f,d]=0 (2.15)
191 = [f: 9le@) +v(f, 9)e (2.16)
para todo f,g € £(g). Aqui [f, g]e(g) es el corchete en £(g). La antisimetria para f}(g) es una

consecuencia de y laidentidad de Jacobi para E(g) es consecuencia de la identidad de Jacobi
en £(g) y la segunda propiedad de

Definicion 2.2.3 El algebra de Kac Moody afin (untwisted) asociada a § es el dlgebra

£(3) = £(8) ® Ced Cd = £(§) ® Cd
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la cual es obtenida por adicionar a E(g) una derwacion d, que actia sobre £(g) por t% y anula
a c. El corchete estd dado por

[t" @z + e+ pud,t" @y + Ne+ p'd) = t"" @ [z, y]
+unt” @y — p'mt™ @ & + mby, _n{z,y)c (2.17)
para N\, yu, N, ;' € C, m,n € Z, x,y € §.

La aplicacion x — 1 ® x es un embedding de algebras de Lie g — ,‘:‘,(g) Luego, podemos
considerar el algebra g como una subélgebra de fl(g) Sea b una subalgebra de Cartan de §,
entonces h = h® Ced Cd es una subélgebra abeliana de Z}(g) y, mas ain como veremos adelante,
es una subélgebra de Cartan de £(§).

Sea C = (¢ij)i<ij<n, la matriz de cartan asociada a g y C' = (c;j)o<i j<n la matriz obtenida
desde C al agregar la fila y la columna 0, dadas por:

coo = 2, Coj = —Oéj(gv), Cjo = —H(Oé}/)7 1<i4,5<n

donde {a1, -+, oy} son las raices simples de g, 6 es la raiz mas larga y, {a),---,aY,0Y} C b
son sus correspondientes coraices. Es claro que C es una matriz generalizada de Cartan, pero
més aun, es afin, y por lo tanto, de rango n.

Sea § € b*, definida por:

5|6@(Cc =0,0(d) =1
Podemos visualizar h* < b*, donde

Mceaca =0, para X € h*.

Lema 2.2.2 La tripla (h,7,7"), es una realizacion de C, donde

77:{040 ::5_97a17"' aan}ch*7 Y
™ ={af =c—0",0f,--- ,ay} Ch

yh=hoCead Cd.

Demostracion. Es claro que m y 7" son subconjuntos linealmente independientes de h* y b
respectivamente, ademéas dimbh = 2(n + 1) —n = n + 2, por lo tanto se cumple 1, 2 y 3 de la
definicion [

Lema 2.2.3 Como H-mddulo, g se descompone del modo siguiente
0=0® (Djcz 01’ ©h) @ (Djcppeat’ ® d5)

Mds ain, b actia sobre t7 @ b (respect. t/ ® gg) via los pesos jo (respect. jo + [3). Por lo tanto,
el conjunto de b pesos de g es

{0}U{jd;j € Z~{0}}U{jd+ B;j € Z,5 € A},

donde A es el sistema de raices de § con respecto a §.
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Demostracion. Ver (|[Kul, lema 13.1.2). [ |

Consideremos w la involucion lineal de g, definida por
W(BZ‘) = _f'U w(fl) = —¢€, W(hl) =—h;
Escojamos fo € g¢ tal que

(fo,w(fo)) = —1

y definimos eg = —w(fp) € g_p. Denotamos por
Ey=t®eg, Fo=1""'® fo, Ho = [Eo, Fy)

Teorema 2.2.4 Sea g = g(C) el dlgebra de Kac Moody, con generadores {b,e;, ;|0 < i < n},
asociada a la matriz de Cartan generalizada C, definida en [2.1.3. Entonces, existe un tinico
isomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — £(g) satisfaciendo:

60'—>E0,€ii—>E7; (1§Z§n)
for Fo, fir Fy (1<i<n), ¢ly =1,

donde {E;, F;|1 < i < n} son los generadores de Chevalley de g := g(C), tal que E;, respectiva-
mente F;, pertenecen a los espacios raices §q,, r€sp. §—q, -

Demostracion. Ver (|[Kul, 13.1.3). [ |

Consideremos la C-algebra K = C[[t]][t~!]. Definimos la completacion de £(g) como el algebra

£(9)comp ;=K @c g Cc Cd (2.18)

con el corchete definido como en el cual tiene sentido puesto que son permitidos solo un
niimero finito de potencias negativas de .

Observacion 2.2.2 El leorema nos permite identificar el dlgebra g = g(C) con £(§). En
adelante, nos referiremos a g como el dlgebra de Kac Moody afin (untwisted) dada en M De
igual manera identificaremos las dlgebras § y £(9)comp-

Corolario 2.2.5 El conjunto de raices de g es

A={js;j e Z~{0}}U{js+Bj€Z,BeA}

AT ={j6;j € Zso} U{jd + B;j € Zso, B € AYU{B; 8 € At}

es un sistema de raices positivas en A. Mds ain, las multiplicidades de las raices estdn dadas
por: mult(jo) = n :=rg(g) para todo j € Z ~ {0}, y mult(jo + ) = 1 para todo j € Z y B € A.
De manera que la descomposicion triangular es g =n" ©bhdn~, donde

T =tClH ® (7~ ©h) & Cl] ® 7T

nm=t"'Cit o @HteheClt ! on

Demostracion. Ver (|[Kul, corolario 13.1.4). [ ]
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Ejemplo 2.2.1 Sea g = sl3(C) el dlgebra de Lie de dimension finita asociada a la matriz de
: 2 -1

Cartan C = < 1 9 >

Denotemos por E;; € gl3(C) a la matriz cuya inica entrada no nula es un 1 en la entrada ij.

La subdlgebra h= {matrices diagonales de traza 0} = {h1 = E11 — E92, ho = Es — E33,hg =
E11 — Es3}, es una subdlgebra de Cartan para §. Si h = diag(h1, ha, hs) es una matriz diagonal,
definimos e; € h* por ei(h) = h;. Entonces, 0= {an = €1 —eg, 09 = €2 — e3} es un sistema de
raices simples para g, At = {a1,00,0 = aq + an} es un sistema de raices positivas para g, 0 es
la ratz de peso mdzimo, y A = AT U A~ es su sistema de raices.

La descomposicion de § en espacios pesos estd dada por § = h &5 @aeA fa, donde

gal = (CE127 gag = (CE237 gag - CElg.

Ademds, {e1 = FE12,e3 = Eas, f1 = Ea1, fo = E3a} son sus generadores de Chevalley. Sean
eo = —Es1 y fo = Es.
Consideremos g = 5[&”(@) =ARcg® Cch Cd, el dlgebra de Kac Moody afin, asociada a la
matriz afin
2 -1 -1
c=1 -1 2 -1
-1 -1 2

Entonces b = h ® Ce ® Cd es una subdlgebra de Cartan para g, I1 = {ag =0 — 0,01, 2} es un
sistema de raices simples para g, Aye = {j0+ ;5 € Z,B € A} y Aiy, = {jd;5 € Z\ {0}} son
sus raices reales e imaginarias respectivamente. Sus generadores de Chevalley son

Ey=t®e), 1 =1Re1,Es =1R ey
Fo=t'®fo,Fi=1® fi,Fa=1Q® fs

Los espacios peso vienen dados por

gj(;:(Ctj@b, para todo j € Z\ 0 .
gjs+8 = Ct/ ® gg para todo j € Z y S € A

~ Sea W el grupo de Weyl de g, y sea Qv = " Zay C b el reticulo de coraices de g. Entonces
W tiene una acciéon canoénica sobre QY denotada por e, obtenida desde su accién sobre b.

Definimos el grupo de Weyl afin, como el producto semidirecto
AFW =W x QY
Para ¢ € QV, denotamos por 7, = (1,q) € Aff W.

Proposicion 2.2.6 Sea W el grupo de Weyl asociado al dlgebra de Kac Moody afin g. Eriste
un (inico) isomorfismo de grupos '
B:W — Af W (2.19)

llevando sy — Tovye y Si — $i, para 1 < i < n, donde {sg, ..., s} son las refleziones simples de
W, {51,..., 80} son las reflexiones simples de W y, vg € W es la reflexion correspondiente a la
raiz de peso mdzimo 6.

Demostracion. Ver ([Ku], Proposicion 13.1.7). [
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Definiciéon 2.2.4 Sea © C AT un subconjunto tal que para o, 3 € O, si a + € AT, entonces
a+ B € 0. Lilamamos a tal subconjunto © cerrado para el corchete.

Observacion 2.2.3 Dado © C AT un subconjunto cerrado para el corchete, entonces ng =
Bacoba ¥ o = [[,co da son subdlgebras de g y § respectivamente.

Para todo w € W, sea
Ay ={aecATlwlac A"} =ATNnwA™. (2.20)

Lema 2.2.7 Para todo w € W, A, tiene longitud [(w). Ademds si w = s;,...s;
reductda, entonces

, €5 UNa eTpresion

Aw = {ail,silaiQ, veey 81‘1"'32'171052'1}'
Demostracion. Ver (|[Kul, lema 1.3.14). [ |
Lema 2.2.8 Sea w € W. Enionces Ay, es cerrado para el corchele.

Demostracion. Sean o, f € A, tales que a+3 € AT. Entonces, por definicion w™la, w™15 € A™.
Luego, w™!(a+ B) =w la+w '3 € A~. Por lo tanto, a + 8 € A,,. [ |

Para cada w € W, definimos

b :=b® P ga (2.21)

a€Ay,

la cual, por la observacion y el lema resulta ser subélgebra de g. Ademés, como todas
las raices en A,, son reales, se tiene que by, es un algebra de dimension finita.

Definimos una forma bilineal simétrica sobre g como sigue:

p@z,qRy) = res(t”'pg)(x,y), paraz,y € g,p,q € A
(Cc+Cd,A®g) = (c,c)=(d,d)=0, (c,d)=1

donde res denota como antes el residuo.
Lema 2.2.9 La forma bilineal definida anteriormente, satisface:
1. Fs invariante,
2. La forma restringida a by es invariante normalizada,
8. Es la dnica forma que satisface que:
" (ga,08) = 0 excepto cuando o+ =0, o, € AU{0}, y
v [z,y] = (z,y)a" para x € go,y € g—a Yy @ € A.
Demostracion. Ver (|[Ku|, Lema 13.1.8). [ ]

Observacion 2.2.4 Con respecto a la forma bilineal (,) definida anteriormente, b* tiene des-
composicion ortogonal

h* =h* L (C6 @ Cuwy)

donde wy € b* es definida por w0|6@Cd =0 y wo(c) = 1. Mds atn, <,>|,')* coincide con la forma
original inducida desde g, ademds,

<(5, 5> = <w0,w0> = O, <5, w0> = 1.
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2.3. Grupo de Kac Moody

En esta seccion mostraremos que asi como las algebras de Kac Moody afines se pueden
presentar como extensiones centrales de &dlgebras de lazos, los grupos de Kac Moody afines
pueden ser visualizados como extensiones centrales de grupos de lazos.

Sea G un grupo algebraico complejo conexo, simplemente conexo, con algebra de Lie g.
Consideremos la C-algebra K = CJ[[t]][t"!] de series de potencias de Laurent y sea G(K) el
conjunto de puntos K-racionales del grupo algebraico G, el cual es el grupo loop asociado a G.

Por hipotesis G es un subgrupo de SLy (C), para N conveniente. Sea I el ideal de C[SLy(C)]

tal que C[G] = C[SLx(C)]/I. Entonces, bajo identificaciéon canénica
G(K) = {g = (9;5) € SLx(K) : P(gi;) = 0, para todo P € I}

Extendemos G(K) adiciondndole "Exp d” de la siguiente manera: Denotamos por Aut(K) al
grupo de automorfismos de C-algebra de K. Sea

:C* = Aut K 2.22
v

el homomorfismo de grupos definido como ~(2)(P(t)) = P(zt), para z € C* y P € K. Este induce
canénicamente un homomorfismo de grupos

Y5 1 C* = Aut G(K) (2.23)

definido por 7 (2)(F;;(t)) = (Pij(2t)), donde Aut G(K) es el grupo de automorfismos del grupo
G(K).

Definimos el grupo producto semidirecto

£(G) :=C"x G(K) (2.24)

Para todo z € C*, denotaremos por d, al correspondiente elemento (z,1) € £(G).

Definicion 2.3.1 El grupo de Kac Moody G asociado al dlgebra de Kac Moody afin es la ex-
tension central del grupo £(G). o
En [PS] se muesira en detalle que existe una tinica extension central de £(G).

La representacion adjunta de G en § se extiende a una representacion Adx de G(IC) en K®cg.
Por nuestra eleccién de inclusion de grupos algebraicos G < SLy(C), resulta que

Adgg(z) = gXg~" (2.25)

para g € G(K) € SLy(K) y X € K®c § € My(K) (donde My(K) es el espacio de todas las
matrices N x N sobre ).

En este caso, la representacion adjunta Ad de £(G) en § se calcula de la siguiente manera:
para g€ G(K), z € K®c§, h,pueC, ze C*

d
Ad g(x + Ac+ pud) :==Adxg(z) — ut(d—i)gfl—k
_1dg 1 _1dg (2.26)
_ 149 1 149 .
()\ res <g dt’x 2,utg 7 >t> c+ pd

Ad d. (v + Ac+ pd) ==v4(2)(x) + Ac + pd
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donde (, ); es la K-forma bilineal sobre K&cg extendiendo la forma bilineal invariante normalizada

definida en res denota el coeficiente de ¢!, 75 : C* — Aut g es la aplicacién inducida desde

7 (similar a la aplicacion ) y, representando g = (gij)1<ij<n € SLn(K), % es definido a ser
dgi; . _

( Zt])ij € M,,(K). Ademés, (flg)g =g 1dg e K®cg.

Observacion 2.3.1 Si (,); es la forma bilineal sobre K @c g extendiendo a como antes,
entonces

(Adg(X), Adkg(Y))e = (X, Y )¢ (2.27)
para todo g € G(/C) y todo X, Y € K ®c ¢, pues Adxg actia como K-automorfismo sobre g*.

Lema 2.3.1 Para todo g € E(G), Ad g actia como automorfismo sobre g.

Demostracion. Sean g, h € G(K) y X + \¢ + pd € @, entonces

Ad(g)Ad(h)(X + Ac+ pud) =

dh dh 1 dh
= Ad g | Adch(X) — pt—h" (X —res(h ™t —, X — futh_la)t)c + pud

dt dt 2
X' )Y
dg _ _1dg 1 _,dg
_ ! g —1 I 129 r_ = 1
= Adyg(X') — ut 7Y + <)\ res(g dt’X 2,utg dt> > c+ pd
Por otro lado,
Ad(gh)(X + Ae+ pud) =
) dh dgh 1 dgh
— Adelgh)(X) ~ ut 0 gn) 1 + (A= restlgh) U X = Jutlh) ), ) et

Es claro que las componentes en K ®c g y Cd de las dos ecuaciones coinciden. Ahora,

(gh) 2 x L pgmy 12, -

a2k dt

w1*4?h+h1ZQX—7H114§%—§th1$>
= (h~ 165; X—1 th™ 12’;)+(h 1% —% th™! ’12i’h>t+

+ <’f1971%h’X - gun™a ™ gt = gun™ G

Ademaés, por la observacion [2.3.1] tenemos
M””4ﬁhX—~fm”‘4?h—fmﬁ4ﬁ)—

= <g‘1i§? hXh ! ;utg‘l%—lutf;h e

s 8 Lt

De nuevo aplicando la observacion [2.3.1] y por la bilinealidad y simetrla de (, )¢
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Luego,

(™

1dh
dt’

CAPITULO 2. ALGEBRAS Y GRUPOS DE KAC MOODY

4dh 1 | _,dg
(h 1Ea—§lﬂfh 'g 1Eh>t:
1 _1dg 1 . dh
1 -1 1
= —h,——uth™" —
(W™ g™ —rhy =g uth™ )
_1dg 1 dh _
_ 125 -2 771
L1 1dg idg 1 dh, 4 _4dg dh, 4
—oHth g )+ (g o ot h T ) e = (g T R



Capitulo 3

Orbitas localmente nilpotentes

En este capitulo iniciamos el estudio de las G-6rbitas localmente nilpotentes en dlgebras de
Kac Moody afines extendidas. Las definiremos, daremos algunas caracteristicas especiales de
estas, y encontraremos representantes ‘distinguidos’ de cada érbita localmente nilpotente en g,
lo que nos permitira tener un primer acercamiento a la clasificacién de las mismas.

3.1. Definicion

Sea g un algebra de Kac Moody afin y g un 4lgebra de Lie semisimple compleja de dimension
finita, de tal manera que g = A®¢c g ® Cc @ Cd. Consideremos g = K @¢ g ® Ce P Cd el algebra
extendida de g como en Sea G el grupo de Kac Moody (afin) asociado a g.

Definicién 3.1.1 Sea X € g (resp. X € g). Decimos que X es localmente nilpotente sobre g
(resp. sobre g), si adgX € End(g) (resp. adg X € End(g)) es localmente nilpotente.

Ejemplo 3.1.1 En vista de la definicion[2.1.8 y el lema [2.1.6], tenemos que los generadores de
Chevalley E;, F;, (i = 0,--- ,n) de g, son elementos localmente nilpotentes sobre g, para toda
dlgebra de Kac Moody afin g, y fdcilmente se puede ver que también lo son sobre g.

Proposicién 3.1.1 Sea X € g ady-localmente nilpotente. Entonces Ad g(X) es adg-localmente
nilpotente, para todo g € G.

Demostracion. Sean g € Gy X € g adg-localmente nilpotente. Por el lema [A.0.10 tenemos que
Ad g € Aut(g), luego para Y € g
ad(Ad g(X))(Y) = [Ad g(X),Y]
= Ad g(1X, (Ad g)7H(Y)))
= (Ad g)(adX)(Ad )~ ()

Como adX es localmente nilpotente sobre g y Ad g € Aut(g), entonces (Ad g)(adX)(Ad g)~!
es localmente nilpotente sobre g, por lo tanto, Ad ¢g(X) también lo es. |

La proposicién anterior, nos dice que la clase de conjugacién de un elemento localmente
nilpotente bajo la accién adjunta del grupo de Kac Moody sobre la extension g de un dlgebra de
Kac Moody afin g, consiste de elementos localmente nilpotentes, esto nos permite introducir la
definicién de 6rbitas localmente nilpotentes en algebras de Kac Moody afines.
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Definicion 3.1.2 Sea X € g. Diremos que la G-6rbita a través de X,
Ox = Ad G(X) = Ad £(G)(X) (3.1)

es una Orbita localmente nilpotente en g si cada uno de sus elementos es adg-localmente nilpo-
tente.

Observacion 3.1.1 Dado que G es una extension central del grupo E(G), era de esperarse que
la drbita o través de X € g para cualgquiera de los dos grupos seria la misma. Para mds detalle

ver (Apéndice, lema )

Observacion 3.1.2 Es de notar que las drbitas localmemente nilpotentes las estamos viendo
sobre g, la extension del dlgebra de Kac Moody afin g, y no sobre g, dado que Ad G(g) C g.

Definiciéon 3.1.3 El conjunto de orbitas nilpotentes en g, al que denotamos por O(g), es el
subconjunto de drbitas en §, cuya interseccion con g es no vacia, es decir

O(g) ={Ox Cg|X €g} (3.2)

Nuestro interés es caracterizar y clasificar justamente las 6rbitas que se encuentran en 9(g).
Por convencion, en adelante, siempre que nos refiramos a una 6rbita localmente nilpotente en g,
nos estaremos refiriendo a un elemento de O(g).

Observacion 3.1.3 Hasta el momento hemos hecho distincion entre la adjunta sobre g y g,
denotdndolas por ady y ady; en adelante, simplemente denotaremos la adjunta sobre g por ad =
adg, y diremos que un elemento en g es localmente nilpotente si es adg-localmente nilpotente.

3.2. Estructura

3.2.1. Endomorfismos nilpotentes

Consideremos la KC-algebra de dimension finita §*, que como se mencioné en la seccion 2.2,
es la KC-dlgebra que se obtiene al extender los escalares de C a K en K ®c g y cuyo corchete |, ],
estd definido por

[t" @z, ™ @yl = " @ [z, 9],

para m,n € Z y x,y € g. Denotaremos a la representacién adjunta de g* en Endy(g") por ad.
Sabemos que toda algebra de Lie, de dimensién finita, sobre un cuerpo de caracteristica cero,
admite una representacion fiel sobre un espacio vectorial de dimensién finita. De esa manera,
g~ puede ser visualizada como una subalgebra de gl(V), donde V es un K-espacio vectorial de
dimension finita.
Ademas, ad(X) € Endc(Endc(V)). Se tiene que

ad(t" @ ) (1" @ y) = ad(t" @ ) (™ @ y) + ndm,—n (T, y)c.

Lema 3.2.1 Si X € X es nilpotente (visualizando a X como un elemento en gl(V)), entonces
adX es nilpotente.
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Demostracion. Sean X,Y € g~ entonces
[X,Y],=XY -YX.

Tenemos que adX = Ax — px, donde Ax(Y)=XY ypx(Y)=YX.
Sea n € N tal que X™ = 0, entonces A\ = p’ :91 es decir, Ax, px son nilpotentes. Ademés
Ax, px son morfismos que conmutan. Por lo tanto, ad X es nilpotente. |

Lema 3.2.2 Sea X € ¢~ nilpotente (visualizando a X como un elemento en gl(V')), entonces
adX € Endc(g) es nilpotente.

Demostracion. Sea X € K ®c g nilpotente, entonces por el lema anterior, adX € Endg (K ®c g)
también lo es. Luego, existe n € Z tal que (adX )™ = 0. Sea Y 4+ Ac + ud € g, entonces

(adX) (Y + Ac+ pd) = adX (Y) + p[X, d] + kic

para un cierto k1 € C. Como [X,d] € K ®&c §, se tiene que ad’X(d) = aAc/lX([X, d]) + kc para
algin k € C. Asi,

(adX)2(Y + Ac+pd) = adX(adX)(Y) + p(adX)([X, d)
= (adX)*(Y) + pad X ([X, d]) + hac
para algun kg € C. Continuando el razonamiento inductivo, tenemos

(adX)"(Y + A+ pd) = adX(adX)" (V) + p(adX)" ' ([X,d]) + ke
= (adX)™(Y) + p(adX)" " ([X, d]) + knc
para algunos k, k, € Z.

Luego, (adX)" ™ (Y + Ae + pud) = kyy1cy (adX)" 2(Y + Ac + pd) = 0. Lo que implica que
adX es nilpotente. [ |

Lema 3.2.3 Sea X € K®c ¢g. 51 adX es localmente nilpotente, entonces adX € Endg (K ®c g)
es localmente nilpotente.

Demostracion. Supongamos adX es localmente nilpotente, entonces existe ny € Z tal que
(adX)™(Y)=0.SiY € K ®c g, entonces

(adX)™(Y) = (adX)™(Y) + ke

para algin k € Z. Por lo tanto, (;&X)”Y(Y) = 0. Asi, adX es localmente nilpotente. [ |

3.2.2. SubAlgebras b,

FEn esta seccién haremos uso del hecho de que todo elemento localmente nilpotente de g es
conjugado a un elemento en una subélgebra by, para algin w € W, donde b,, es como se defini6
en [2.21] para mostrar que todo elemento localmente nilpotente es conjugado a un elemento en
C[[t]] ®c n* @ Ce.
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Definicion 3.2.1 Sea s un dlgebra de Lie, y (V, ) un s-mddulo, entonces s es llamada

» m-triangular, si existe una bandera de s-submddulos: Vo = {0} C Vi C Vo C ... tales que
UVi =V vy, para cada i > 0, dim(V;11/V;) = 1.

= m-localmente diagonalizable, resp. w-finitamente semisimple, si V es suma directa de s-
submddulos irreducibles 1-dimensionales, resp. de dimension finita.

= 7-localmente finita, si todo x € V' estd contenido en un s-submddulo de dimensidn finita.

Teorema 3.2.4 Las siguientes condiciones son equivalentes para una subdlgebra s C g:
1. 5 es adg-triangular.
2. 5 es un dlgebra de Lie de dimensidn finita la cual es adg-localmente finita.

3. Eziste g€ G yw € W tal que Ad g(s) C by,.
Demostracion. Ver ([Ku] 10.2.5). [

Observacion 3.2.1 Todo elemento X € g, adg-localmente nilpotente es en particular adg-
localmente finito y la subdlgebra de g generada por este es también adg-localmente finita. Luego
por[3.2.4), tenemos que para cada elemento localmente nilpotente en g, existen g € G y w € W
tales que Ad g(X) € by, para algin w € W.

Nuestro propoésito inmediato, es caracterizar los elementos localmente nilpotentes conteni-
dos en las subdlgebras by, con w € W. Para esto, estudiaremos algunas propiedades de los
subconjuntos A, para w € W, dados en [2.20]

Lema 3.2.5 1. 5;(0) =6 para todo i =0,1,....n
2. si(a+md) = si(a) + md para todo i =1,....,n

a + md, si (o, 0Y) = 0;
3. sola+md) =< a—0+(m+1)5, si{x,b')=1;
a+0+(m—1)5, si{a,0V)=-1.

Decimos que un subconjnto A C A es cerrado, si para todo «, 8 € A, tales que a4 8 € A,
entonces o + 3 € A.

Lema 3.2.6 Sea g un dlgebra de Lie simple y A C A un subconjunto cerrado y tal que si o € A
entonces —a ¢ A. Entonces, existe w € W tal que w- A C AT,

Demostracion. Ver (|Bol, Proposicion 22, Capitulo IV). |
Lema 3.2.7 Sea w € W. Entonces existe z € W tal que z - Ay, C At @ Z>00.

Demostracion. Consideremos el subconjunto A de A formado por las raices o para las cuales
a+md € Ay, para algin m € Z.

Veamos que si a € A entonces —«a ¢ A: razonemos por contradiccién. Supongamos existen
a € AT, m,n € Zq tales que a +md, —a +nd € A,,. Notese que A, C A luego m y n solo
pueden tomar valores enteros positivos, pues en el caso de ser cero, entonces —a ¢ A,,. Ahora,
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si m,n > 0, por el lema tenemos que (m +n)d € Ay, lo cual es absurdo, pues esta es una
raiz imaginaria. Por lo tanto, para todo m,n € Z™, o bien a +méd € Ay, 0 —a+nd € Ay,.

Asi, el Lemanos garantiza que podemos encontrar z € W, tal que z- A c At. Como W
esté generado por las reflexiones simples si, ..., s, y $i(a+md) = s;a+md paracadai =1,...,n,
entones z - A, C At @ Zs06. [ |

Lema 3.2.8 Sean w € W y Y € by,. Entonces, existe g € G tal que Ad g(Y) € hb® D cp 0r,
donde A = {a + ndla € At,n € Z>p}.

Demostracion. Por el lema existe z € W tal que z - Ay, C At @ Z>00. Por otro lado, si
s; € W, entonces por existe s; € G tal que

Ad §;(X) = si(ad)(X),

donde s;(ad) esta definida como en ademaés por el lema Ad 5;(Xa) € 95,(a), Para todo
a€Ay X, € ga-

Luego, si z tiene expresion reducida s;, - - - s;, en W, entonces existe g, = s;, ---5;, € G tal
que Ad ¢.(Xa) € gza, para todo a € Ay X, € go- Por lo tanto, si tomamos g = g, tenemos
que Ad g(Y) € h & Yy, 0, donde A = {a + ndla € At n € Zso}. [ ]

3.2.3. Componente de la derivaciéon de elementos localmente nilpotentes

El objetivo de esta secciéon es mostrar que todo elemento localmente nilpotente de g es
conjugado a uno de la forma X + Ac, donde X e L ®c gy A € C.
Observacion 3.2.2 Sea X + Ac+ pd € g, donde X € KRc g, A\, u € C. Entonces
ad®(X + Ac + pd) = ad®(X + pd)
para todo k € N, dado que c es central en g.

Lema 3.2.9 Sea Y = X + Ac+ ud € g. Si Y es localmente nilpotente, entonces u = 0.

Demostracidn. La idea de la demostracion es mostrar que cualquier potencia de la adjunta de Y
aplicada a t ® H es no nula, donde H € f), claramente esto implicard que adY no es localmente
nilpotente. Por el lema [3.2.8] podemos encontrar un elemento en la érbita de Y para el cual su
componente en K ® g pertenece a h @ C[[t]] ® 7. Supongamos X € b @ C[[t]] ®c 7.

Sea k € N, entonces

ad®*(X + pd)(t® H) = (adX + adpd)*(t ® H)
= > ad"(X)ad”(ud)..ad” " (X)ad" (ud)(t ® H)
(il,...,is)GT

donde Y = UF_,{(i1,- -~ ,is) € N®|iy 4+ ---is = k}.
Ahora, cada uno de los términos de la suma, excepto el término ad®(ud)(t ®@ H) = p*t ® H,
pertenece a Cl[t]] ®c 0T, pues:

ad(X)(t ® H) € C[[t]] ®c 7", para todo i € N
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ad’(d)(Z) € C[[t]] ® i, para todo Z € C[[t]] @ ", i € N.

Luego, para todo k € N, ad®(X 4 pud)(t ® H) = X' 4+ "t ® H, donde X' € C[[t]] @ 7+ 6 X' = 0.
Por lo tanto, ad(X + Ac + ud)*(t ® H) # 0 para todo k € N. Por lo tanto p = 0.
Ahora, cualquier otro elemento en la 6rbita de Y es de la forma

Ad g(X + Ac) = Adkg(X) + (A — res(g_l%,X>t)c
Ad d (X 4+ Ac) = 73(2)(X) + Ac

con g € G, z € C. Luego, lo que tenemos es que en particular para Y, su componente en la
derivacién es 0, obteniendo lo deseado. |

3.2.4. Elementos destacados en Orbitas localmente nilpotentes

El objetivo de esta seccién es mostrar que todo elemento localmente nilpotente de g es
conjugado a uno de la forma X + ¢, donde X € C[[t]]@ 7+t y A € C.

Lema 3.2.10 Sea Y € b @ > .5 0x, donde A = {a + nila < At n € Zso}, un elemento
localmente nilpotente. Entonces la componente de Y en h es nula.

Demostracion. Sea Y = H + X + Ac localmente nilpotente, con X € C[[¢f]] @ n™, H =" | ki
y A € C. Si H es no nulo, entonces k; # 0 para algan j € {0,--- ,n}. Veamos que para todo
k€N, ad®(Y)(E;) # 0.

Para cada o € A*, con a = 37 | m;q;, denotemos por |a| = 37 m; v definamos los
conjuntos
g1 = @ Ja4nd, g2 = @ Ja4ns-
at+ndeA at+ndeA
|a|=1 |a|>2

Con un célculo sencillo se puede ver que
adk(Y)(Ej) = T'kEj -+ Xk,

donde 7 = Y1 kia;(a)) # 0. Ademas se tiene que 7°E; € g1y Xp € g2 0 Xx = 0, lo que
contradice el hecho de que Y sea localmente nilpotente. Es claro que la contradiccién resulta del
hecho de haber supuesto que H # 0, por lo tanto se debe tener que H = 0. |

Teorema 3.2.11 Sea X € g localmente nilpotente. Entonces existe g € G tal que Ad g(X) €
Cllt]l ® n™ & Cc

Demostracion. Todo elemento en g localmente nilpotente, es en particular adg-localmente finito.
Luego, existen g1 € G y w € W tales que Ad g1(Y) = Y’ € b,. Ahora, por la observacion
y el lema @ tenemos que existen go € Gy A C AT @ Z>o6 tales que Ad g2(Y’) €
hdY \ep 0r CHBC[[t]]®n7T. Asi, tomando g = gag1, se tiene que Ad ¢g(X) = X'+ H + Ac+ ud,

donde X’ € C[[t]] @ 7", H € h y A\, € C. Ahora, por los lemas y 13.2.10} se tiene que
H = p =0, por lo tanto, Ad g(X) € C[[t]] @ n" & Ce. |
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3.2.5. Elementos nilpotentes

Teorema 3.2.12 Sea X € g localmente nilpotente, entonces X es nilpotente.

Demostracion. Por el Teorema|3.2.11| tenemos que exite Y € Oy tal que Y = (D aen t"®Y, )+ ¢,
neN

donde A ¢ A*. Si consideramos el elemento ¥ = > wen Yo € g, entonces Y es nilpotente en g,
luego, existe k € N tal que ad”“(?)kl =0.

Tenemos que ad(Y)[y es nilpotente. Ademés, si Z = Y gcp/ t™ ® Zg, donde A’ C A, entonces
meEZ

Y, Z]= > """ @ [Ya, Zg] + nbp-ms(Y, Z)c (3.3)
acN,BeEN

Cada término de ad®(Y)(Z) sera de la forma rc para algan r € C 6, t* @ W para algin s € Z y
W = [Yo,, [ -[Yar, Zs]..] € 9 (3.4)

para algunos aq,...ap, € A y algin 3 € A’. Es claro que W = 0 por la nilpotencia de Y sobre g.
Asi, ad*™(Y)|; = 0. Por lo tanto, Y es nilpotente, y asf también lo es X. [ |

Proposicion 3.2.13 Sea X € g. Si X es localmente nilpotente sobre g, entonces es localmente
nilpotente sobre g.

Demostracion. Sea X € g, localmente nilpotente sobre g. Tomemos Z = Y+ZO¢EA P,® X, €4,

donde Y € g, P, € C[[t]] ¥ Xa € §a, para cada a € A. Los elementos en § corresponden a a = 0.
Ahora, para k € N,

ad*(Qp ® X3)(Pa ® Xa) = Q4 Po ® Xppra + N

mas aun,
ad’X(Pa® Xo) = Y. Qg Q. Pa®Xppipra+ e,
(Br, Br) €A

para ciertos A, \” € C, donde A = {8 € A|Qs # 0}. Tenemos que existe n, € Z, tal que

adnaX(Xa) — Z Qﬂl e Qﬁna X Xﬁl+"'+ﬂna+a + )\,NC = O,
(517'“ 7ﬁna)eA”a

lo que implica que cada vector raiz Xg, 1...44, +a = 0. Por lo tanto, ad™ ™! (X)(Py ® Xa) = 0.
Ahora, si ny € Z es tal que ad™ X(Y) = 0 y tomamos n = max{n,,n, + 1|a € A}, entonces
ad" X (Z) = 0. Asi, X es localmente nilpotente sobre g. [ |
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Capitulo 4

Clasificacion de 6rbitas nilpotentes en

sl (C)

En este capitulo, damos una clasificacion de las érbitas nilpotentes en 5[7(11)((3), bajo la repre-
sentacion adjunta del grupo £(SL,(C)), como se defini6 en el capitulo anterior. Introduciremos
un conjunto de matrices de sl,,(K), a las que denominaremos matrices cuasi-Jordan y mostrare-

. ~ (1) . . . .
mos que todo elemento nilpotente en sl (C) serd conjugado a una de estas matrices, mas un
elemento en Cec. Este hecho, serd clave, para poder dar una parametrizacion de las 6rbitas en

5[7(11)((3), mediante particiones de n y un par de datos adicionales.

4.1. Matrices cuasi-Jordan

Debido a que K es un cuerpo, si X € gl,(K) es una matriz nilpotente, se tiene que todos los
valores propios de X son 0 y, es conjugada por un elemento en GL,,(K) a una matriz en bloques
de Jordan.

Nos preguntamos si para cada 6rbita nilpotente en g, es posible encontrar un representante
de la forma X + Ac¢, donde X € gl,,(K) es una matriz en bloques de Jordan y A € C; la respuesta
es no. Pero si es posible encontrar en cada érbita nilpotente un elemento de la forma X + Ac,
donde X € gl,,(K) es una matriz con bloques de la forma

0 pr 0 .. 0
0 0 po .. 0
J(plwn’pnfl) = E g[n(lc) (4:].)
Pn—1
0 0

para algunos p1,...,pn—1 € K, y A € C.

Definicion 4.1.1 Sea X una matriz como en[{. 1], entonces X se denomina una matriz cuasi-
Jordan. St X es una matriz diagonal por bloques, con blogues cuasi-Jordan, diremos simplemente
que X es una matriz por bloques cuasi-Jordan.

Denotaremos por Ky, 5, €l conjunto de matrices de tamano m x n con entradas en K. Ademas,
Ja,, denotara como es usual, una matriz de Jordan de tamano d; y diag(J4,, ..., Jg,,) una matriz
diagonal por bloques, cuyos bloques son matrices de Jordan de tamanos dy,--- ,dm.
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Lema 4.1.1 Sea X € K ® n". Entonces X es conjugada por T € GL,(K) a una matriz de
Jordan J = diag(Jq,, ..., Jd,,), donde cada Jg, es un bloque de Jordan de tamano d;. Mds atin,
ewisten filas t1,...,t, € K1, tales que

t;
Ty
T t; X
T= . , donde T; = ; ,i=1,....m
' t; X%—2
Tm tZXdrl

Demostracion. Dado que K es un cuerpo, el teorema de descomposicién en forma canénica de
Jordan se aplica para gl,,(K). Como X es nilpotente, existe T € Gl,(K) tal que TXT ! = J =
diag(J4, ..., J4,,) para algin m € N, y algunos d; con i = 1, ..., m.

Si reescribimos a 1" como

Ty tin
: ti2

T; |, donde T; = : € Ka;n; tij € Kin
: tid,—1

T ti.q;

para j=1,....,d;; i = 1,...,m, entonces T'X = JT implica que
T;X = (01 Jg, O2)T,

donde Op y Oy son matrices nulas de tamano (d; X (dy + ... +di—1)) v (d; X (dix1 + ... +dm)).
De esto, podemos concluir que

tin X = ti2, ~

linX =11 X? =13,

N iy -
tidi—2X =t 1 XY %=1, 4,1,

tigi1 X =61 X% =1, 4.
Si denotamos t; = t;—1 € K1 p, esto implica que

751',1 t;
tl‘71X t; X
T; = : -1
Ei71Xdi_2 tiXdi_2
E@lei_l tiXdi_l
Como esto se cumple para todo i = 1, ..., m, el lema queda probado. |

4.2. Orbitas nilpotentes en s(!"(C)

En esta seccién consideraremos el grupo £(SLy,(C)) := C* x £(SL,(C)) = C* x SL,(K) como
se defini6 en y, el éalgebra g = E:[S)((C) = 50, (K) ® Cc @ Cd, la completacion del dlgebra
g= 5[,(11)((:) como se definié en .
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Si X + A € g, con X € sl,(K) y A € C, entonces la accién adjunta de £(SL,(C)) sobre
X + Ac, definida como en [2.26] esta dada por

_ _1dg
Ad g(X + \o) =g X 1+<)\—res 122X >c
g( ) =9Xg (g = )¢ (42)

Ad d.(X + Ac) =7;3(2)(X) + Ac

para todo g € SL,,(K) y todo z € C. Ademés, como en denotamos por Ady la representacion
adjunta de SL,(K) en sl,,(K), dada por la conjugacion.
Dadas A, B € gl,,(C), si estas son conjugadas por un elemento en GL,,(C), entonces también
lo son por un elemento en SL,,(C), pues
-1
_ T
(det(T)%, )

TAT1:< T 1)-A
det(T)n
y para cualquier T' € GL,(C) se tiene que det ( > = 1. Pero esto no ocurre en gl (K),

det(T) 7
dado que K no contiene las raices n-ésimas de todos sus elementos. En lo que sigue, nos es de
gran importancia saber cudndo un elemento en X tiene una raiz n-ésima en C, eso lo veremos a
continuacion, para ello empezamos introduciendo la siguiente definicion.

Definicién 4.2.1 Sis € K,s =)0, a;t’, entonces definimos el orden de s como el entero
O(s) := min{m|a,, # 0} (4.3)

Lema 4.2.1 Sea s € K. Entonces s tiene una raiz n-ésima en IC si y sélo si O(s) es mailtiplo de
n.

Demostracion. Sean s = > 5 jaxt® y r = >3 bt®, entonces r es una raiz n-ésima de s, si
r" = 5. Si b_; # 0, entonces (b_;)" # 0 es el coeficiente de t~!". Dado que O(s) = 0, se debe
tener que [ = 0. Ahora, " = s si:

ag = bg

al = nbg_lbl

ag = Zi1+...+z‘n:k biy biy...bi, .

Es claro que siempre podemos encontrar elementos bg, b1, bo, ... € C satisfaciendo las anteriores
ecuaciones. Por lo tanto, s tiene raiz n-ésima.

En general, si consideramos O(s) = m, m € Z, y tomamos s = t™ > 7> cxt*. Tenemos por
lo anterior que ¢ = "7, cpt® tiene ”rLaiz n-ésima. Luego, existe 7 € K tal que ¢ = 7. Por otro
lado, t™ tiene como raiz n-ésima a t» , y esta pertenece a K si y solo si m es miltiplo de n. Por
lo tanto, si m es miltiplo de n, r = Pt es una raiz n-ésima de s en K. |

Observacion 4.2.1 Si p,q € K son tales que O(p) = m y O(q) = n, entonces O(pq) = m +n
y O(pg™') =m —n.

Lema 4.2.2 Sea X € sl,,(K) nilpotente. Entonces, X es SL,(K)-conjugado a una matriz en
bloques cuasi-Jordan.
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Demostracion. Sea T € GL,(K) tal que TXT™1 = J = diag(Jy,, -, Ja, ) es una matriz en
bloques de Jordan. Sean ¢ = det(7T") y O(q) = k. Consideramos dos casos:
Si k = In, entonces por [4.2.1] ¢ tiene una raiz n-ésima en K. Luego 7" = - € SL,(K) y es

1
qn
tal que T'XT'~! = J.

Si k = I(mod n), 0 < I < n, entonces por 4.2.1, O(qt™") = k — I. Por lo que nuevamente

por [4.2.1] gt ! tiene raiz n-ésima en K. Consideremos S = diag(t~!,1,---,1) y T" = —L . Asi

(gt=H)n
T'XT' ' = Jy det(T) = tL. Luego,

0 t 0

0 0 1 0

0 0 0 1

/ nN—1 __ -1 __
(STHX(ST") " =S8JS " = 0 0 0
Jd,
Ja,,

es una matriz cuasi-Jordan y, ademéas det(ST") = 1. n
En adelante denotamos con D(J@,il’“'?‘]ﬁd,id) a una matriz diagonal con bloques cuasi-

Jordan, donde cada bloque Jﬁk,ikv de tamano i, es como en Yy Prip = (P15 Phip—1) €

K*~1. Por convencién, tendremos siempre que i; > is > ... > ig4.

Asf como en [4.1.1]dimos una forma general para la matriz en GL,(K) conjugando una matriz
triangular superior estricta a una matriz en bloques de Jordan, también tenemos una caracteriza-
cion para la matriz en GL,,(K) conjugando una matriz triangular superior estricta a una matriz
cuasi-Jordan.

Proposicién 4.2.3 51 X € K@n" es conjugado por T € GL,(K) a una matriz en bloques cuasi-
Jordan D(JTDM1 s Jﬁm’dm), para algunos p; 4, = (i1, -+ Pid;—1) € K%L Entonces, existen filas
t1, .oyt € K™ tales que

T t;
p;ftiX

-1 -1 7 yvd;—2

: Di1 “'pi,di,QtiX
—1 —1 n di—l

T, D1 "'pi,di,ltiX

Demostracion. Sea T € SL,,(K) tal que

TXT ! = D(Jp, 4y T ) (4.4)
Podemos reescribir a T' como
Ty tia
: tio
T; |, donde T; = : con t; ; € K"
: 7i7,d2-—1

T tid;
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Entonces, de [4.4] tenemos que

T,.X = (01 J5,, O3)T

donde O; y Oy son matrices nulas de tamano d; x (di + ... + di—1) y di X diy1 + ... + dp,
respectivamente

De esta igualdad podemos deducir que

¥i71X = pi71%i72, entonces %@2 = p;llfiJX

f@gX = pi72fi73, entonces f@g = pi_’QliiVQX = pi_’zlp;’llii,le
tid;1X = pig;—1tia;, entonces Lig, = pi g (Lig 1 X = =p g .piilin X"
Luego, si consideramos t; 1 = t; para cada ¢ = 1, ..., m, obtenemos la igualdad deseada.

|

Si X = J(p1,...,pn—1) €s un bloque cuasi-Jordan de tamano n, definimos la multiplicidad de
X por
m(X) = p?_lpg_Z...pn_l. (4.5)

Lema 4.2.4 Sean X = J(p1,..xpn-1) ¢ Y = J(q1,...,qn—1) en s[,(K). Entonces X,Y son
SL, (K)-conjugadas si y solo si existe r € K tal que

" =m(X)m(Y)"! (4.6)
donde m viene dado por[{.5

Demostracion. Sea T € SL,(K) tal que TXT~! =Y, entonces por m, tenemos que
t
—17
q; tX
: , donde t = (t1,....tn) € K1
({1—1'”({;E2¥1‘){?’L—2
qp g, tog, X

para algunos tq,....t, € K. Si T = (t;;), entonces

ti =t [[Zipjg; ' 1<i<n.

Dado que detT =1 y T es triangular superior, entonces

detT = Htii

_ _ —(n—1) —(n—2 _
=t 2 p1gr g T gl

= tim(X)m(Y)™!

Luego, tomando r = tfl obtenemos lo deseado. '

Reciprocamente, si consideramos a1 =1y aj4+1 = HZ_:l pqu_l parat=1,...,n — 1, entonces
la matriz diagonal T' = diag(ay,--- ,a,), satisface que TXT~! = Y. Ademas, implica que
det T'=1. |
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Corolario 4.2.5 Sean X = J,, .y eY =Jg g ensly(K). Entonces X, Y son SL,(K)-
conjugadas si y solo si O(m(X)) — O(m(Y)) es maltiplo de n.

Demostracion. Se obtiene directamente del lema anterior y de [ |
Teorema 4.2.6 Sean X = D(qul,...,,]ﬁdyid),Y = D(Jal,jl"""]al,jl) matrices diagonales por

bloques cuasi-Jordan SLy,(KC) conjugadas, entonces:

1. d =1, es decir, tienen la misma cantidad de bloques,

2.0 = ji, para k = 1,...;d, es decir, los bloques tienen el mismo tamarnio; o dicho de otra
manera, X,Y tienen asociada la misma particion.

Demostracion. Si X, Y son matrices en bloques cuasi-Jordan con bloques de tamafio i, ..., %4
Y Ji,-.,j; respectivamente, entonces X e Y son GL,(K)-conjugadas a matrices en bloques de
Jordan con bloques de tamano i1, ...,%4 ¥ j1, ---, j; respectivamente. Por otro lado, dado que X, Y
son SL, (K)-conjugadas, entonces son también GL,(K)-conjugadas. Luego X y Y son GL,(K)-
conjugadas a la misma matriz en bloques de Jordan; por lo que se debe tener que d =1 e iy, = ji
para todo k=1, ...,d. |

El siguiente resultado nos dard condiciones suficientes para que dos matrices en bloques
cuasi-Jordan sean conjugadas por SL, (K). Antes, generalizaremos la notaciéon dada en para
matrices en bloques cuasi-Jordan: Si X = D(Jﬁu1 s ey de,id) , entonces decimos que el orden de
las multiplicidades de X es

d
ny =0 (H m(quyjk)> . (4.7)
k=1

Teorema 4.2.7 Sean X = D(Jp, il,...,de‘id),Y = D(Jg, jl,...,ng jl) matrices diagonales por
bloques cuasi-Jordan. St X,Y satisfacen
1. d =1, es decir, tienen la misma cantidad de bloques,

2.4, = Ji, para k =1,....d, es decir, los blogques tienen el mismo tamano, y
m(Jg, . ) ‘ ‘
3.0 H(;izl m(ciiji)) =nx — 0y, es miltiplo de iq4,

entonces, son SL,(K)-conjugadas.

Demostracion. Dado (1) y (2), la forma normal de Jordan garantiza que X e Y son GL,(K)-
conjugadas. Consideremos 7' € GL, (K) como se dio en la proposiciéon , v ademés asumamos
sin pérdida de generalidad, que en cada uno de los vectores fj, la entrada i1 + -+ + i) + 1
es tr v las demés entradas son 0, con lo que T resultard ser la matriz diagonal por bloques
T =D(Ty, - ,Ty), donde

tr 0 0 e 0
LkPk,1
dk,1 0 0
0 0 tkPk,1Pk,2
Ty = T, 10k,2
=l
0 Hj:l Pk,j

i, —1
ijzl qk,j
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para k =1,--- ,d. Es claro, que tomando T de esta forma, tenemos que TX7T~! = Y; ademés

d
det T =[] ty¥m(Jp,, Jm(Jg,, )"
k=1

Asi, si en particular tomamos t; = --- =ty 1 = 1 y tg igual a la raiz ig-ésima de Hi:l %,
Phij,
cuya existencia es garantizada por (3), entonces det T' = 1. Luego, T € SL,(K).

[ |
Teorema 4.2.8 Sea X € 5[%1)((:) nilpotente. Entonces eziste g € £(SL,(C)) tal que

Ad g(X) = D(J5 . J

L2 " Y Pdiy

)+ Ac
para algunos d €N, py ;€ Ky X ecC.

Demostracion. Si X € 5[%1)((3) es nilpotente, entonces por el teorema , tenemos que existe
g1 € £(SL,(C)) tal que Ad ¢1(X) =Y + M\ic, donde Y € C[[t]] ® n™ vy A1 € C. Ademas por la
proposici()n, existe go2 € SL,,(K) tal que Adg g2(X) = QQXQQ_I = D(Jp, dys - Jp, dm)> PATR
algunos py; € K y d € N. Asi

_qd
Ad gog1(X) = Ad g2(Y + Aic) = D(Jp, dys s Ip, dm) + (A1 — res(g, 1%, Y)i)e

luego, tomando g = gog1 vy A = A\ — res(ggl%, Y')¢, obtenemos lo deseado. [ |

Hasta el momento, hemos mostrado que todo elemento nilpotente en 5[7(11)(((3) es £(SL,(C))-
conjugado a un elemento de la forma D + Ac, donde D es una matriz cuasi-Jordan. Ahora nos
preguntamos si las SL, (K) y £(SL,,(C)) clases de conjugacion coinciden.

Teorema 4.2.9 Sea X € 5[&”(@) nilpotente. Entonces, las drbitas nilpotentes de X en sf[fll)((C)
a través de SLy,(K) y £(SL,(C)) son iguales, es decir,

Ad SL,(K)(X) = Ad £(SL,(C))(X)

Demostracion. Por el teorema , tenemos que toda £(SLy,(C))-6rbita nilpotente en 5[,(11)(((:),

contiene un elemento de la forma D + Ac € .f:[nl (C), con D una matriz cuasi-Jordan y A € C;
entonces, solo debemos mostrar que Ad SL, (K)(D + Ac) = Ad £(SL,(C))(D + Ac), o equiva-
lentemente que para cualquier z € C, se tiene que Ad d,(D + Ac¢) € Ad SL,,(K)(D + Ac). Sea
D = D(Jp ,Jf,d’id), donde ‘]T%',i]- = J(Pj1,D5i;) Y (Pj1, - Pji;) € K. Entonces

1y g oo

Ad d.(D + Ac) = D(J(p1,1(2t), ..., 01,4, (21)), ooy J (a1 (2), ...y pai, (21))) + Ac (4.8)

Denotemos D, = D(J(p1,1(2t), ..., 14, (2t)), .o, J(Pa,1(2t), -, Pdiy (21))). Tenemos que O(p(t)) =
O(p(zt)), para todo p € K y z € C. Asi también, O(p) = —O(p~1). Luego, para cada j = 1, ..., d,
se tiene que

O(pjyl(t)lj_l...pjij (t)) + O(pjjl(zt)_lj—i_l...pj’i]. (Zt)_l) =0 (4.9)

Asi, por el Teorema tenemos que D y D, son SL, (K)-conjugados. |
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Los siguientes tres lemas, son resultados técnicos, que nos daradn las herramientas necesarias
para demostrar qué elementos nilpotentes conjugados, cuya componente en sl,(K) son matrices
en bloques cuasi-Jordan, tienen la misma componente en Cec, lo que nos llevaré a definir el nivel
de una 6rbita nilpotente.

Lema 4.2.10 Sea X = D(Jﬁl,d17”'7jﬁm,dm)’ para algunos p; 4. = (Pi1, - Pid;—1) € Kdi=t y,
T = (tij) € SLn(K) tal que TXT™! es una matriz en bloques cuasi-Jordan. Si

t=r+d 4+ +dy, conr <d,
j=s+di+---+dg, cons<dg

y1l<s<r<d, entonces t;; =0

Demostracion. Sean i = r+dy+---+da,j = s+di+---+dg,conr < dg,s <dgyl <s<r <d.
Por el lema tenemos que existe to4+1 € K™ tal que

tij = Ea-{—l . COlj)(Ti1

Es facil ver que las columnas A +d; + --- + dg de X1 para 1 < A <r—1, son nulas. Dado
que s < r, se tiene entonces que la la columna j de X"~ ! es nula. Por lo tanto, t;j = 0. |

Lema 4.2.11 Sea X = D(Jﬁl,dl’”"t]ﬁm‘,dm% con D; g, = (Pi1s s Pidi—1) € K=ty T = (tij) €
SL,(K) tal que TXT™1 es una matriz en blogues cuasi-Jordan. Sea M;; el determinante de la
matriz que se obtiene desde T al eliminar la fila i y la columna j. Si

i=r+d+--+dy, conr<d,
j=s+di+---+dg, cons<dg

y1<r <s<d, entonces M;; = 0.
Demostracion. Denotemos por
=1 g=1+di+---+d—1,s12<I<m-1 (4.10)
y, para 0 < u < d; tomemos los conjuntos
IL,={ji+u,-,jr, +u},donded,, >u+1yd,, 41 <u+1. (4.11)

Seant =r+di+---+dayj=s+d+---+dg,conr <dy, s<dgyl <r<s<d.
Consideremos dos casos:
= Si i+ j;, para todo 1 <[ <m — 1, entonces

m

My =" £t My /i)
k=1

Sea 1 < k < m fijo. Tomemos S = {1,---,n} \ {4,jm}, S" = {1,--- ,n} \ {i,Jx} ¥
Q={o:S5— S5 inyectiva}.

Si o € () satisface que t,, , 7# 0 para todo a € S, entonces de acuerdo con el lema [4.2.10
se debe tener que:
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-Sia € Iy \ {jm}, entonces o, € Ip \ {ji}-

-Sil<A<ryaé€ly_q,entonces o, € Iy_1

-Sia € I,_1, entonces o, € I,_1 \ {i}.

Luego, para algin a € I,_1, se debe tener que g,, . = 0. Por lo tanto, para todo o € £,

HaGS ta,l,a = 0; y asi, Mij = 0.

= Si¢=jj, para algin 1 <[ <m — 1, entonces

m
Mij = £t 5 Migy fim)
k=1
k£l
Consideremos S, 5"y © como en el caso anterior. Tenemos que t,, , # 0 siy solo si para todo

a € Io\ {jm}, se tiene que o, € Iy \ {Ji, jr}. Por lo tanto, para todo o € Q, [[,c5toa,a =0,
por lo que M;; = 0.

Lema 4.2.12 Sea X = D(J@,dl""v*]ﬁm,dm)? con P; g, = (Pi1y s Pid;—1) € K=t y, T = (t;;) €
SL,(K) tal que TXT™! es una matriz en bloques cuasi-Jordan. Sea M;; el determinante de la
matriz que se obtiene desde T' al eliminar la fila i y la columna j. Sit;; # 0, entonces M; j 11 = 0.

Demostracion. Sea t;; # 0, entonces por el lema }#.2.10] tenemos que i = r +dy + -+ + dq,
j=s+di+---+dg, conr <dy,s<dgyl<r<s<d. Dadoquer <s+1, por el lema

4.2.11], tenemos que M; j41 = 0. u

FEn el siguiente resultado, los enteros j; son como en

Lema 4.2.13 Sea X = D<Jﬁ1,d17'"7‘]ﬁm,dm)z con P;g, = (Pi1,-Didi—1) € K=l y T =
(tij) € SLn(K) tal que TXT™! es una matriz en blogues cuasi-Jordan. Entonces, para todo
i€ {l,--- ,n}\{jo—1,-+-,jqg — 1}, la entrada (i + 1,i) de T_l‘il—:tp, a la que denotaremos
(T_lg)i_i_l,i, es cero.

Demostracion. Tenemos que

TﬁldfT = ﬁli_,_lTil . COlidE
dt i+1,2 dt

dr
= col;1cof (T) - COIZ'E

- dT
= E COf(T)jJ'_H . 7dt B
X VK
J=1

donde cof (T') denota la matriz de cofactores de T. Ahora, por los lemas 4.2.10]y 4.2.12] se tiene
que cada uno de los términos de la suma de arriba son cero. |

Teorema 4.2.14 Sean D = D + A\, y D' = D' + Ne, donde D y D' son matrices en blogues
cuasi-Jordan. Si O = Oz, entonces X = N. Mds aiin, si gDg=* = D', para algin g € SL,,(K),
entonces Ad g(D) = D'.
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Demostracion. Sea g € £(G) tal que Ad g(D) = D'. Entonces,

Ad g(D) = gDg ' 4 (X — res(g D)i)c (4.12)

_179
dt’
Luego, se debe tener que D' = gDg~ !y X = \ — res(g_lfl—?, D).

: o _ ~ (1)
Si escribimosa Dy g 1% en 5[£L (C), como suma de vectores peso con respecto a II, entonces

tenemos que D es suma de vectores peso correspondientes a raices de la forma «; + nd, donde

«; es una raiz simple de g, para i € {1,--- ,n} \ {jo—1,--- ,ja — 1} y n € Z, mientras que, por
el lema (4.2.13] los vectores peso de gfld—i’ € g, correspondientes a esas mismas raices son cero.
Por lo tanto, (g_l%, D)y =0. Asi, A= X [ |

Sabemos que si X € g es nilpotente, entonces este es £(SL, (C))-conjugado a un elemento de
la forma D+ Ac donde D es una matriz cuasi-Jordan y A € C. Esto nos permite tener la siguiente
definicion.

Definicion 4.2.2 Sea O x una drbita nilpotente en g. Si D + Ac € Ox, con D una matriz en
blogues cuasi-Jordan y A € C, decimos que X es el nivel de Ox.

Observacion 4.2.2 Por el Teorema anterior tenemos que el nivel de una drbita nilpotente estd
bien definido.

Teorema 4.2.15 Todo elemento nilpotente en 5[&”(@) es conjugado por £(SL,(C)) a un ele-
mento de la forma Dy ) + Ac, donde

Ji,
Jig—1
o1 0 - 0
Dyj = _ , (4.13)

1 0

0 ¢k
0 0 0

o =[i1,- ,iq] es una particion den, 0 <k <igyAeC .

Demostracion. Sea X € 5[%1)(((3) nilpotente, entonces por el teorema , existe g1 € £(SL,(C))
tal que Ad g1(X) = D+Ac, donde D = D(Jp, , , ..., Jﬁd,id) es una matriz en bloques cuasi-Jordan.
Sea np, el orden de las multiplicidades de D como se definié en . Tomemos o = [i1, - ,i4]
y k de tal manera que 0 < k < ig y k = np(mod i4). Entonces, por el teorema existe

g2 € SL,,(K) tal que gnggl = D, 1. Luego, si g = g291, se tiene que Ad g(X) =Dy + Ac. R

Observacion 4.2.3 El teorema anterior implica que dados una particion o = [i1, - ,ig] de n

y A € C, hay a lo sumo iq drbitas nilpotentes en 5[%”(@), con particion o de nivel \.

Proposicion 4.2.16 Sea 0 = [i’fl,ié”, -, i%) una particion de n tal que iy > iy > - > iy, y

sean 0 < k', k < is. Entonces Dy y Dy jr son SLy(K)-conjugadas si y solo si k =k
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Demostracion. Razonemos por contradiccion. Supongamos existe T € SL, (K) conjugando Dy, =
Dy a Dy = Dy, con T dado como en la proposicion .

1. Denotemos por
m—1

h=0; [, = ijij, para 2 <m < s (4.14)

=

Sea M la matriz obtenida desde T' al tomar las filas y las columnas
Liy=1+0L+(r—1)i, conl1<t<syl<r<k

y M la matriz obtenida al tomar las primeras k1 +- - -+k; filas y columnas de M, para 1 < j < s.
En particular, M = M. Sea
Ly = thoulpy

2. Tenemos que para 1 <r < s
T =0,sil<p<r—1,1<u<k yl<v<k, (4.15)

En efecto, consideremos 1 < r < s fijo, y tomemos 1 < u < k,. Por la proposicién Se
tiene que |
fily, o+(i,—1)(TDy) = filr, , (T) D5

ahora, dado que 4, < i, si 1 < p < r, entonces la entrada Ly ., Ly, +1i, de D,Z: esl,sil <v <k,
Por lo tanto
(TDk) Ly Lpotiv = truLpo = Trp -
Por otro lado, fil, 4, —1)(DpT) = fil, 4, —1)(Dr)T es nula. Dado que T'Dy = Dy T, se
tiene.
3. De acuerdo con la notacion en (1), por (2) se puede ver que

M,y [T i
M] _ < 6 1 [ T’][;—}US,Z]S] 1 )

JsJ
para cada 1 < j < s. Asi, det M; = det M;_ det[Tﬁj’p].

4. Tenemos que det T = tF=*' (det M7 )1 %2 (det My)27% . .. (det M_y )%~ (det M),

5. Sea P; = det M;. Entonces, por (3) y (4), det T = tF=+ | P;nj, donde m; > i,, para
todo 1 < j < s. Luego, si consideramos 1 < k < k' < iy, entonces 0 < k' — k < i4. Por lo tanto,
no es posible hallar elementos P; en K, para los cuales se tenga que th' =k = H§:1 P]mj sim; > is.
Luego, no es posible hallar T € SL,(K) tal que TDyT~! = Dy. [ |

Teorema 4.2.17 Hay una correspondencia biyectiva entre orbitas nilpotentes en 5[,(11)(((3) y el
conjunto {(c,7) : 0 = [i1,...,3q] € P(n) y 0 < j < i4} x C.

Demostracion. Sea D(s[g)((C)) el conjunto de o6rbitas nilpotentes en 5[7(11)((1). Consideremos

U O6IM(C) = {(0,)) : 0= i1, ..rig) € P(n) y 0< j < ig} x C (4.16)

la aplicacién definida de la siguiente manera: Sea, X € 5[%1) (C) nilpotente, entonces por el corolario
, existen g € £(SL,(C)), o = [i1,...,14] particion de n y 0 < k < iq4, tales que AdgX =
D, . + Ac. Entonces,

U(Ox) = ([i1, ..y taq], ky A) (4.17)
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1. W esta bien definida: Sean X,Y € 5[%”(@) elementos nilpotentes, £(SL,,(C))-conjugados.
Supongamos existen gi,g2 € £(SL,(C)), o1 = [i1, -+ ,%4],02 = [j1,- - ,Jjr] particiones de n,
0<ki<ig 0<ky<jry A1, Ao €C tales que

Ad gl(X) = Dgl’kl + )\10, Ad gg(Y) = D027k2 + Agc.

Dado que Dy, k; + A€ Y Doy iy + A2c resultan ser también £(SLy,(C))-conjugados, entonces por

el teorema se tiene que o1 = o9; por la proposicién [4.2.16} k1 = ko y por el teorema [4.2.14
se tiene que A1 = Xo. Por lo tanto, ¥ esté bien definida.

2. U es inyectiva: Si X, Y son elementos nilpotentes en 5[%”(@), N

V(Ox) =¥ (Oy) = (0 = i1, ,ia], k, N),

entonces existen g1, gs € £(SL,(C)) tales que Ad g1.X = Dy i+ Ac = Ad g2Y. Por lo tanto, X e
Y son £(SL,(C))-conjugados, luego Ox = Oy

3. U es sobre: Sean o = [i, - ,i4] una particion de n, 0 < k < ig y A € C. Entonces
V(Op, j+ac) = (0,k,A). [ |

Observacion 4.2.4 El nimero de drbitas nilpotentes en 5[7(11)(((3) de nivel A, para cada \ € C,
es finito.

Ejemplo 4.2.1 Seag = 5[1(11)(((:). Las particiones de 4 son [1,1,1,1],[1,1,2],[1, 3], [2, 2], [4], luego

sl4(C) tiene 5 orbitas nilpotentes. Asi, en 5[4(11)(((:), las orbitas nilpotentes de nivel 0 son:
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X5
0000
0 00O
0 000
0 00O
0100
0 00O
0 00O
0 00O
0100
0 00O

0 0 01

0 00O
0100
0 00O

0 00 ¢

00 00
0100

0 010

0 00O
0 00O
0100

0 010

0 001

0 00O
0100

0010

0 00 ¢

0 00O
010 0

00 0 ¢2

0 00 O

010 0

000 ¢

000 O

k

0

0

Particion

[1,1,1,1]

(2,1,1]

2,2]

[2,2]

3, 1]
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Capitulo 5

Triplas estandar y diagramas de Dynkin

En este capitulo, consideraremos g = sl,(C), g = 5[2”(@) yg= E:IS)((C). Para esta tltima
parte, mostraremos que para todo elemento nilpotente de nivel 0 en g, existe una tripla estan-
dar en g conteniéndolo como su elemento nilpositivo. Finalmente, asociaremos a cada orbita
nilpotente de nivel 0 en g un diagrama de Dynkin con pesos.

5.1. Triplas estandar

FEl teorema de Jacobson Morozov nos dice que todo elemento nilpotente en un algebra de
Lie semisimple compleja g de dimensién finita estd contenido en una tripla estandar de g. Nos
preguntamos si este resultado se puede generalizar para un algebra de Kac Moody afin g. Por
ahora responderemos a esa pregunta para el caso en que g = 5[&”(@)

Comenzaremos con un ejemplo en 5[:())1)((C), donde esto no se cumple.

Ejemplo 5.1.1 Tenemos que

0 ¢t 0
X=[000)|=tow,
0 00
es un elemento nilpotente en 5[&1)(((:), Si tomamos
0 00 1 0 0
Y=|t1' 00|, H=|0 -1 0
0 00 0 0 O

se cumple que [H, X| =2X,[H, Y] = -2Y y [X,Y] = H, asi {H, X, Y} es una tripla estandar
en 5[&”(@).

Ahora consideremos el elemento tQxq, +7c € slgl)((C), para algin T € C\{0}, este es también
un elemento nilpotente en 5[&”(@). Veamos que no es posible encontrar una tripla estindar en

5[&”(@) conteniéndolo. Si existiese H € 5[(31)((C) satisfaciendo

[H,t ® xq, + 7] =2(t @ o, + TC) (5.1)

49
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con

H = Zcitk" ® To,; + chtkj ® hj + Ae+ pd
i J

tal que A\, p,c;,c; € C, ki kj € Z, hj € by Zo; € G, PATG O € A, no necesariamente distintos.
Entonces

[H,t ® x4, + 71c] = ch'[tki @ Tayy t ® Ty | + ch[tkj ® hajyt @ o] + [pd, t @ T4, ]
{ J
= Zci <tki+1 ® [xai’ xal] + ki&kiﬁﬂxawxm)C) +
i

> g <tkj+l ® [hy, Ty + ko, —1(hy, xa1>c> + pt @ To,
j

Entonces, para que se tenga debemos tener que

AR 1a, = P Gt @20, 70,]) + Y (9 @ [y, 20,]) + pt @ 4, (5.2)
i j
21 = Y cikibk, —1(Ta; Tay) + Y cikion, —1(hj, Tay) (5.3)
i J

Por un lado tenemos que (hj,Ta,) = 0 para todo h; € b y ademds (x5,24,) = 0 para todo
B € A\ {—ai}. Luego, si S = {i|c; # 0\ To, € §—q, }, tenemos que

2T = Z —¢i(Tays Tay)

€S

Asi st S # 0, Y icsCi # 0, lo que implica que del lado derecho de aparecerd el término
no nulo, h1 ) g ci, lo cual no es posible, por lo tanto S = 0. Como estamos asumiendo T # 0,
vemos que no es posible encontrar H € g satisfaciendo[5.3, de lo que se obtiene directamente que
no eziste una tripla estdndar conteniendo a t @ xqo, + Tc.

Para todo r € Ny p € Z, definimos el morfismo de algebras de Lie p, ), : sl3(C) — 5[521(C)
definido por
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r 0 0 - 0 0
0 r—2 0 0 0
prp(h) = : : R : : + 2rpc
0 0 0 —-r+2 0
0 0 0 0 —r
01 0 0 0
0 0 1 0 0
prp(T) = : : :
0O 0 0 - 0 P
0O 0 0 - 0 0
0O 0 O 0 0
w0 0 0 0
p7',p(y) = s
O 00 --- 0
0O 00 -+ wut7/? 0

donde p; = i(r +1 —1).

Teorema 5.1.1 Sea X +71c € g nilpotente. Fntonces eziste una tripla estdndar en § conteniendo
a X + 7c como su elemento nilpositivo, si y solo si X + 1c es de nivel 0.

Demostracion. Si X + 7c € g es nilpotente de nivel 0, entonces por el teorema [.2.15] exite
g € £(SL,(C)) tal que Ad (9)(X + 7¢) = D, ), para algunos o = [iy,..., 14| particién de n y
0 < k < iy. Consideremos la aplicacion

Qbo :5[2(((:) — @) via ¢D = @ Pi;—1,p;s (54)
1<j<d

donde p; =0si1<j<d-—1,yp; =ksij=d Entonces, ¢po(x) = Dy} y mas atin
{¢D(h)a qu (SL’), ¢D (y)} = {Ha,ka Xa,ka Ya,k} (55)

es una tripla estandar en 5[%1)(((:) conteniendo a D, ;. Dado que Ad g es un automorfismo sobre
g lineal, entonces

Ad (g_l) . {Ha,ka DO’,k7YO',k}
es una tripla estandar en g conteniendo a X + 7c.
Ahora, si el nivel de X + 7c¢ es distinto de 0, existe g € G tal que
Ad g(X 4+ 71¢) =Dy + xc =D + xc (5.6)

para algin y € C\ {0}. Entonces, si logramos mostrar que no existe H € g, satisfaciendo
[H, D+ xc|] = 2(D + xc) habremos terminado la demostraciéon, pues esto implicara que no existe
una tripla estandar en g conteniendo a D+ xc como su elemento nilpositivo, y asi mismo tampoco
existird para X + Tc. Supongamos lo contrario, sea

H:Zcitki®hi+chtkj ® T, + (e +ed
i J
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para algunos k;, k; € Z, h; € hy Ta; € §a; CON @ € A no necesariamente distintos, tal que
[H,D + xc] = 2(D + xc) (5.7)
Consideremos los conjuntos
Op = {a € Alp® x4 es un sumando de D para algin p € K}

Oy = {a € Alp® z, es un sumando de H para algin p € K}

Tenemos que si a; € Op, entonces [tki ® X_q,, D + xc] tiene algin sumando en K ® b Luego
implica que —«; ¢ Op para todo a; € Op. Asi, para todo f € Oy y a € Op, se tiene que
(98, 0a) = 0. Por lo tanto, la componente en Cc de [H, D + xc| es 0. Luego, no existe H € g
satisfaciendo [5.7] obteniendo asi lo deseado. |

Observacion 5.1.1 Aungue para elementos nilpotentes de nivel diferente de cero, no existen
triplas estdndar conteniéndolos como su elemento nilpositivo, esto no resultard ser un problema
en el andlisis y clasificacion de las orbitas nilpotentes, pues de alguna manera, todos los demds

niveles resultardn ser copias de este (teorema .

5.2. Diagramas de Dynkin con pesos

Denotemos por ® el conjunto de diagramas de Dynkin con pesos de sl,,(C) asociados a orbitas
nilpotentes de sl,(C). Recordemos que no todo diagrama de Dynkin con pesos tiene asociada
una 6rbita nilpotente.

Observacion 5.2.1 Como mostramos en la proposicién las orbitas nilpotentes en g estdn
en correspondencia con las particiones de n; luego, hay una corresponcencia entre los diagramas
de Dynkin con pesos asociados o érbitas nilpotentes en g y particiones de n.

Teorema 5.2.1 Hay una correspondencia biyectiva entre drbitas nilpotentes en g de nivel A,
para cada N € C y el conjunto de elementos de la forma (A(D),k), donde A(D) € D es el
diagrama de Dynkin con pesos de sl,(C), asociado a la particion [i1, -+ ,ig] y 0 < k < igq.

Demostracion. Consideremos A € C fijo. Sea D x una orbita nilpotente en § de nivel . Por
el teorema [.2.17 existe un tunico par (¢ = [i1, -+ ,%4],k), donde o es una particion de n y
0 < k < ig, asociado a la orbita Ox, de tal manera que X es G-conjugado a D, + Ac. La
observaciéon nos garantiza la existencia de un tinico diagrama de Dynkin con pesos, A(D)
de sl,(C), asociado a la particion o . Por lo tanto, por el teorema , la correspondencia
Ox ~ (A(D), k) es biyectiva, donde Ox corre sobre todas las érbitas nilpotentes de nivel A. B

Ahora, sea ® el conjunto de diagramas de Dynkin con pesos de 5[,(11)((3), satisfaciendo las
siguientes caracteristicas:

= Al nodo correspondiente a la raiz ag, le asociaremos la raiz wg, donde wy es la raiz definida
en la observaciéon Los demas nodos se mantendran igual.

» Para todo A(D) € D, el diagrama de pesos que resulta al remover el nodo correspondiente
a la raiz wg, pertenece a ®.
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= Si el diagrama que resulta de remover el nodo correspondiente a wq es el asociado a la
orbita D[dh_. .d,]» entonces el peso ro de wg es tal que 0 < rp < d;.

A cada orbita nilpotente O en g, de nivel 0, asociaremos un diagrama de Dynkin con pesos
A(D) € D de la siguiente manera:

1. Sea O una oOrbita nilpotente en g de nivel 0. Entonces por el teorema [4.2.17 en O hay un
elemento de la forma D, como en [4.13| donde o = [dy,--- ,d,] es una particién de n y
0<k<d,.

2. Como en la demostracion de la proposicion existe una tripla estandar

{Ha,k7 Da,k7 Yo,k}

conteniendo a D, como su elemento nilpositivo. Ademas, si z, € g es la matriz en bloques
de Jordan correspondiente a la particion o y h € g es tal que [h,z,] = 2x,, entonces
H = h + 2d,kc es tal que {H, Dy, Y5} es una tripla estandar. Como h es semisimple
en g, podemos suponer sin pérdida de generalidad que h € b. Luego h es conjugado por
W a un tanico elemento en el dominio fundamental D para la accién de W sobre . Asi,
podemos suponer a h € D.

3. A(9) € D tiene como peso en la raiz o; € A a a;(h) parai =1,--- ,n y en la raiz wy a
(H) _
g, =k
0100
] , 00 00 (1)
Ejemplo 5.2.1 Consideremos D = Dy = 000 ¢t |€ sl '(C), donde 0 = [2,2]. Sean
00 00
1 0 0 O 00 0 O
0 -1 0 0 10 0 O
B=109 0 1 0 |™Y= 00 0 o]
0 0 0 -1 00 ¢t o
h
entonces [H, D,Y| es una tripla estdndar conteniendo a D como su elemento nilpositivo. Ademds,
10 0 O
, 01 0 O ‘ : "
h = 00 -1 0 es conjugado a h por W y se encuentra en el dominio fundamental
00 0 -1

para la accion de W sobre f) El diagrama de Dynkin con pesos asociado a la érbita nilpotente

Op es
1
o
O/O\O

0 2 0

En la costruccién de esta correspondencia entre diagramas de Dynkin con pesos en ® y
orbitas nilpotentes en g, supusimos que el elemento neutro de la tripla estandar conteniendo
al representante de la 6rbita nilpotente tenia una forma particular. El objetivo ahora es lograr
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desligarnos de esta elecciéon. Por ahora, tenemos como conjetura la generalizacion del teorema de
Kostant (teorema|l.1.6)), de la cual tenemos algunas evidencias, pero nos falta completar algunos
detalles.

Conjetura: Sea X € g nilpotente de nivel 0 y {H, X,Y}, {H', X,Y’} triplas estandar en
g conteniendo a X como su elemento nilpositivo. Entonces H,Y son G conjugados a H')Y’
respectivamente.



Apéndice A
Grupos de Kac Moody

En esta seccion definimos el grupos de Kac Moody asociado a un algebra de Kac Moody, como
el producto amalgamado de algunos de sus subgrupos. para definir una estructura algebraica
sobre G, damos una rapida introduccién a la teoria de pro-grupos y pro-dlgebras de Lie. Ademaés
mostramos como en el caso afin es posible definir a G como extension central del grupo £(G).

A.0.1. Definicién

Para presentar la definicién de grupo de Kac Moody, necesitamos dar antes algunas defini-
ciones y resultados, los cuales se encuentran en [Ku| para més detalle.

Sistemas y limites inversos: Un sistema inverso de grupos (dlgebras), es un conjunto dirigido
I, junto con una familia de grupos (4lgebras) (A;);c; v una familia de morfismos de grupos
(4lgebras) fi; : Aj — A;, para cada ¢ < j, tales que:

1. fi; es la identidad sobre A;, para todo i € I
2. fi = fij o fjx para todo i < j < k.

Denotamos el sistema inverso de grupos por ((A4;)icr, (fij)i<j)-

El limite inverso de un sistema inverso de grupos (algebras) ((A4;)icr, (fij)i<j), es el sub-
grupo (subalgebra) de [],c; A;

A:=limA; = {a € [ Ailai = fij(ay), Vi< j eI}

el icl

Pro-grupos: Sea G un grupo y § una familia de subgrupos normales de GG, no vacia, tal que para
cada N € F, G/N es un k-grupo algebraico afin. El par (G, F) es un pro-grupo algebraico
sobre un cuerpo Kk, si satisface:

(al) Si N1, Ny € §, entonces Ny N Ny € F.

(a2) Si N; € §, entonces un subgrupo normal Ny de G, conteniendo a Ni, pertenece a §
si y solo si Na/Nj es un subgrupo normal cerrado de G/Nj.

(a3) Si Ny, Na € §son tales que Ni C N, entonces la aplicacion cociente yn, n, : G/N1 —
G /N3 es un morfismo de k-grupos algebraicos.
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(a4) El homomorfismo natural v : G — Jim G/N es biyectivo, donde § es un conjunto
Neg
dirigido bajo el orden parcial: Ny < Nj si y solo si No C Nj.

Definimos la pro-topologia en un pro-grupo G como la topologia més pequena sobre G
haciendo que vy : G — G/N sea continua para cada N € §.

Sean (G,¥) y (G',§’) pro-grupos. Un homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ es llamado
morfismo de pro-grupos, si para todo N’ € ¥, ¢~'(N') € § v, la aplicacién inducida
én 2 G/p7H(N') — G'/N' es un morfismo de grupos algebraicos.

Pro-algebras de Lie: Sea s un algebra de Lie sobre un cuerpo k, F una familia de ideales de

s no vacio de codimension finita. El par (s, F) es una pro-dlgebra de Lie si satisface que:

(bl) Para todo aj,a0 € F, a1 Nag € F.
(b2) Sia; € Fya; Cayesun ideal, entonces ag € F.

(b3) El homomorfismo canénico de algebras de Lie v : s — Jim s/a es un isomorfismo,

acs
donde § es un conjunto dirigido bajo el orden parcial: a; < as si y solo si as C a;.

Definimos la pro-topologia de una pro-dlgebra de Lie s como la topologia de limite inverso
sobre s, via el isomorfismo 7 en (b3), y en donde la topologia sobre cada s/a es la topologia
discreta.

Sean (s,F) v (s/,§) pro-dlgebras de Lie. Un homomorfismo de algebras de Lie ¢ : s —
s’ es un homomorfismo de pro-dlgebras de Lie, si para todo o' € §', ¢~ !(a’) € F. Un
homomorfismo de algebras continuo (tomando la pro-topologia), entre pro-dlgebras de Lie,
resulta ser un homomorfismo de pro-algebras de Lie.

Pro-algebra de Lie de un pro-grupo: Sea (G,§) un pro-grupo. Para cada N € §, denote-

mos por sy el dlgebra de Lie del grupo algebraico G/N. Para N, No € §, la proyecciéon

YNy, N, : G/N1 — G/Nj induce un homomorfismo de algebras de Lie yn, N, @ SN, — SN,-

Asi, obtenemos un sistema inverso de algebras de Lie (sy)nez. Sea s = @ sy. Enton-
Neg

ces § es una pro-algebra de Lie ([Kul, 4.4.16). Denominamos a s la pro-dlgebra de Lie del

pro-grupo Gy la denotamos s =Lie G.

Diferencial de un morfismo de pro-grupos: Sea ¢ : G — G’ un morfismo entre los pro-

grupos (G,%) y (G',§'). Para todo N € §, N’ € §F tal que ¢(N) C N’, el morfismo de
grupos algebraicos ¢nv n : G/N — G'/N’ induce un homomorfismo de algebras de Lie

ON' N SN — SN

Los homomorfismos de algebras de Lie {qﬁ N’ N}, definen un homomorfismo de pro-algebras
de Lie
¢ : Lie G — Lie

Grupo pro-unipotente y pro-dlgebra de Lie pro-nilpotente: Un pro-grupo (S,§) (resp.

pro-algebra de Lie (s, F), es llamado pro-unipotente (resp pro-nilpotente) si el grupo alge-
braico S/]~V es unipotente para cada N € § (resp. el dlgebra de Lie s/a es nilpotente para
cada a € §).
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Teorema A.0.1 La categoria de pro-grupos unipotentes es equivalente a la categoria de
pro-dlgebras de Lie nilpotentes bajo el funtor £, llevando S ~-Lie S y un morfismo de pro-
grupos ¢ ~~ ¢. Mds ain, la aplicacion ezponencial Exp : LieS — S es biyectiva para todo
pro-grupo pro-unipotente S.

Demostracion. Ver (|Kul, 4.4.19). [ ]

Pro-representaciones: Sea (G,§) un pro-grupo. Un G-mo6dulo V' es una pro-representacion de
G, si todo v € V esta contenido en un G-submédulo de dimension finita W C V, tal que

1. Existe N = Ny € § actuando trivialmente sobre W, y
2. La representacion inducida del grupo algebraico G/N sobre W es algebraica.
Sea (s,§) una pro-algebta de Lie. Un s-mo6dulo V' es una pro-representacion de s si todo

v € V esta contenido en un s-submodulo W C V' de dimensién finita para el cual existe un
ideal a = ay € § actuando trivialmente sobre W.

Sean (G, §) un pro-grupo con pro-algebra de Lie s, y 7 : G — Aut V una pro-representacion
de G. Para todo G-submoédulo W de dimensién finita, existe N = Ny € § tal que w
desciende a una representacion algebraica my : G/Nw — Aut W. Diferenciando myy
obtenemos una sy-representacion 7y ¢ s — End W, donde sy = Lie G/N. Dado que
la estructura de sy-médulo de W no depende de N y el hecho que los submédulos de
dimensién finita de V' generan a V', podemos definir una pro-representacion 7w : s — End V.

Lema A.0.2 Sean m y p pro-representaciones de un pro-grupo conexo G en un espacio
vectorial V. Entonces
T=p&T=p

Demostracion. Ver (|[Ku|, 4.4.24). [ ]

Lema A.0.3 Sea G un pro-grupo pro-unipotente con pro-dlgebra de Lie s. La categoria de
pro-representaciones de G es equivalente a la categoria de pro-representaciones de s bajo
(V,m) ~ (V7).

Demostracion. Ver ([Ku|, 4.4.26). [ |

Sea g un algebra de Kac Moody, ) una subélgebra de Cartan para g, A = {ag, a1, ,an}
sus raices simples y, W su grupo de Weyl.
Elijamos hz C h un Z-médulo finitamente generado, satisfaciendo:

1. bz es una forma entera de b, es decir, la aplicaciéon natural 7z ®7 C — b es un isomorfismo,
2. o) € bz, para todo 0 < i <mn,
3. by, := Hom(bhz,Z) C b* contiene todas las raices simples «; ¥,

4. hz/ > o Zay es libre de torsiomn.
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En particular bz, resp. b, es W-estable, bajo la accion definida en [2.4]y 2.5 Denominamos a bz,
una subdlgebra integral de Cartan.

Sea bz una subdlgebra integral de Cartan fija para g. Sea Dz := D N b7, donde
D={\eb*: (\qa)) €Z, paratoda coraiz simple o} (A1)
Definimos el grupo algebraico T por
T := Hom(hz, C*). (A.2)

Entonces, T es un toro de dimensién igual a la de b.
Todo h-moédulo peso (V,7), para el cual sus pesos estan en b7, se integra a un T-modulo,
bajo la accién
t-vy =t(ANvy, parat € T y vy € V), (A.3)

Sea N el grupo generado por T'U{5; }1<i<, (para ciertos simbolos 5;) y, sujeto a las siguientes
relaciones:

(d1) Las relaciones que definen el grupo 7'
(d2) 5t5; " = s(t), para todo 1 < i < n.
(d3) 52 = (—1)*, para todo 1 < i < n.

(d4) 5;5;5; -+ = 5;5;5;---, para 1 <1i # j <n, siempre que m;; < 00,
——

m;; factores m;; factores

donde s;(t) € T se define de acuerdo a la accion de W en T', inducida naturalmente por la accion
de W sobre b, mj es el orden de s;5; € Wy, (—1)® € T esta definido por (1) (A) = =1
para cada A € b7.

Lema A.0.4 Toda representacion integrable (V,m) de g para la cual todos los pesos de V' estdin
en by, es un mddulo para el grupo N, bajo la accion de T dada en@ y S; actuando sobre V

via si(m), como en (2.7
Demostracion. Ver ([Kul, 6.1.7). [

SeaY C {1,---,n}, definimos

gy = b & (Pacay 8a) (A.4)
Uy = Ppean\apla (A.5)
by = gy ©uy (A.6)

donde
Ay = AN (BieyvZa),y

las algebras gy, uy,py son subdlgebras de g. Denominamos a py la subdlgebra parabélica de g
correspondiente a Y, gy la componente de Levi estdndar, v uy el nilradical de py. Si la dim gy
es finita, decimos que Y es de tipo finito.
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Consideremos Y de tipo finito. De la misma manera en que definimos 7™ la completacién de
nT en definimos la completacion py de py por

py = gy @ uy,

donde uy =[], ea+\af Ba- Definimos el corchete de algebra de Lie sobre py de la misma manera

que se defini6 en Daremos a py estructura de pro-algebra de Lie.
Para todo 8 = > n;a; € A, definimos su altura relativa a Y por

hty S =Y nil. (A7)
iy

En particular, para todo 8 € Ay, hty 3 = 0.
Definimos la familia Fy de ideales de py por

3y = {ideales a C py|uy(k) C a, para algin k > 0} (A.8)
donde
wy(k) =[] e (A.9)
BeAT
hty S>k

Lema A.0.5 1. El conjunto de ideales §y da estructura de pro-dlgebra de Lie a py .

2. My :=uy (k)/uy(k+ 1) es un espacio vectorial de dimension finita, para todo k > 1. Mds

aun,
Mlc >~ @ 95-
BeAT
hty B=Fk
Demostracion. Ver (|[Kul, 6.1.11). [ ]

Sea Gy el unico (bajo isomorfismo) grupo lineal algebraico reductivo conexo asociado a los
datos Uy = (b3, Ay, bz, AY) (|Sp|, teorema 10.1.1). En particular, denotamos por G; = Gy
Entonces Lie Gy = gy y, T’ =Homgz(h;,, C*) es un toro maximal con Lie T' = b.

Sea V un (gy, T)-modulo de dimension finita, es decir, un gy-mo6dulo para el cual la estructura
de h-modulo, obtenido por la restriccién, se integra a un T-moédulo. Entonces podemos dar a V
estructura de Gy-modulo: Sea 7 : Gy — Aut V extendiendo la estructura de T-mddulo y tal que
la derivada 7 es la estructura original de gy-modulo de V.

Consideremos como en el lema [A.0.5(2), el espacio de dimension finita My := @ geat+ 95,
hty B=k
este resulta ser un (gy, T)-moédulo bajo la accion adjunta: es claro que (M, ad) es un g-modulo

peso bajo la accién adjunta, luego, en particular es un gy-moédulo. Si vy € V), para A € by,
entonces definimos para cada t € T

t- (N t(/\)v)\ (A.lO)

Asi, My es un Gy-modulo, y por lo tanto Uy también lo es. Para cada g € Gy, g actia sobre
uy como un automorfismo de algebras de Lie: Sean = € gy,v € My, vy w € My,, para algunos
k1,kg > 1. Definimos la funcién f : R — My, 4, por

f(t) = [Exp(tx)v, Exp(tz)w] — Exp(tz)[v, w]
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Consideremos la ecuacioén diferencial de primer orden % f(t) = zf(t), con condicion inicial f(0) =
0. Es claro que f satisface la ecuacion y, por la unicidad de la solucién obtenemos que f = 0.
Luego Exp z acttia sobre ity como un automorfismo de algebras de Lie, para todo x € gy. Dado
que Exp g, genera a Gy como grupo, obtenemos lo deseado.

La accion de g sobre Uy es continua (bajo la pro-topologia de Uy), asi g actiia como un
homomorfismo de pro-dlgebras de Lie. Por el teorema [A.0.1 obtenemos un homomorfismo de
grupos

(Z) : gy — Aut Z/{Y

donde Uy es el pro-grupo pro-unipotente con dlgebra de Lie Uy, como en el teorema y
Aut Uy es el grupo de todos los automorfismos de pro-grupos de Uy .

Definimos el grupo parabdlico estandar Py, asociado al subconjunto Y de tipo finito y al
algebra de Kac Moody g, como el producto semidirecto

PY =Uy X gy (A.ll)
En particular denotamos por P; = Py v B = Py.
Lema A.0.6 (Py,Jy) es un pro-grupo, donde

Sy = {subgrupos normales N C Py |Uy (k) C N, para algin k = k(N) > 1,
y N/Uy (k) es cerrado Zariski en (Uy /Uy (k)) x Gy }

donde Uy (k) es el pro-subgrupo de Uy correspondiente a la pro-subdlgebra de Lie u,(k) C uy.
Demostracion. Ver (|Ku],6.1.14). |

Lema A.0.7 Sean Y7 C Yo C {1, -+ ,n} conjuntos de tipo finito. Existe un tuinico morfismo
inyectivo de pro-grupos v = Yy, y; : Py; <= Py, tal que ¥ es la inclusion py, C Py, -

Demostracion. Ver ([Ku], 6.1.15). |

Definimos el grupo de Kac Moody G, asociado al algebra de Kac Moody g, como el producto
amalgamado del sistema de grupos (N, P;; 1 < i < n), donde los grupos N y P; son vistos como
subconjuntos del conjunto Z = ((Ui<i<nPi) U N)/ ~, bajo la siguiente identificacion:

» Para todon € N; C N, n~ 6;(n), donde N; C N es el subgrupo generado por T'U {5;},
N; =T UTs; unién disjunta
y 0; : N; — G; C P; es el embedding definido por
Oir =1, 'y 0i(5;) = Exp(F;)Exp(—E;)Exp(F;) € G; (A.12)

donde Exp es la aplicacion exponencial de g; := gy en G;, Por el lema se tiene que
0; se extiende a un homomorfismo de grupos inyectivo de N; en P;.

= Para todo i,j € {1,---,n} y b € B, 7(b) ~ ~;(b), donde ; : B — P; es la inclusion dada
en el lema [A.0.7
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A.0.2. Representacion adjunta

Definicion A.0.1 Una representacion (V,m) de G, resp. @, es una pro-representacion de G, resp
de g, si para todo 1 < i < n, la representacion 7|p,, resp. s, es una pro-representacion del
pro-grupo P;, resp. de la pro-dlgebra de Lie p;.

Sea M(G), resp. M(g), la categoria de pro-representaciones de G, resp. de §. Un g-modulo
V es un (g, T)-moédulo, si la estructura de h-modulo de V', obtenido por la restriccion de g a b,
se integra a una estructura de T-médulo, localmente finita sobre V. Denotamos la categoria de
(g, T)-mo6dulos por M (g).

Lema A.0.8 Sea (V,7) una pro-representacion de G. Entonces existe una inica pro-representacion
(V,7) de g, tal que para todo 1 <i <n, |5, = 7;, donde m; = 7|p,.

Demostracion. Ver (|[Kul, lema 6.2.2). [ |

Proposicion A.0.9 La categoria M(G) es equivalente a la categoria My (g) bajo (V,m) ~ (V,7)
y f ~ fpara toda aplicacion de G-mddulos f : 'V — V| entre dos pro-representaciones de G.
Ademds, la categoria Mr(g) consiste justamente de los (§,T)-mddulos (V, ), tales que V es
integrable como un g-mddulo y (V, 7T|ﬁ+) es una pro-representacion de HT. En particular, todo
g-mddulo integrable V' de peso mdzimo A € Dy, pertenece a Mr(§), y por lo tanto tiene estructura
de G-mddulo.

Demostracion. Ver ([Ku], teorema 6.2.3). [ |
Vamos a definir la representacion adjunta Ad de G sobre g:

1. g es un T-moédulo bajo la accién

t- Z z3 :Zt(ﬁ)xg.

BeAU{0}

2. g es un N-modulo: dado que g es un g-moddulo integrable bajo la accion adjunta (lema
[2.1.6)), entonces g tiene estructura de N-médulo (lema [A.0.4), donde cada s; actta sobre g
via s;(ad). La accion se puede extender a g, esto se obtiene directamente del lema y
el hecho que s;,AT N A~ es finito (lema[2.2.7).

3. gesun P;-modulo (1 <i < n): Consideremos la filtracion por ideales 11;(k) de la pro-dlgebra
de Lie p; dada en[A.9] Tenemos que §;(k) := §/u;(k) es una pro-representacion de p; bajo la
accion adjunta. Asi, en particular §;(k) es un (p;, 7')-modulo y U;-pro-representacion. Luego
por definicién de (g;, T')-modulo y por[A.0.3]se tiene que §;(k) tiene estructura de G;-médulo
y de U; pro-representacion. Con lo que se obtiene que §;(k) es una pro-representacion de
P;, denotada por Adf.

Definimos Ad; como la pro-representaciéon de P; en g, obtenida como el limite inverso de
las pro-representaciones Ad;C , bajo el isomorofismo § ~ @ @f
k
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Definimos la representacion adjunta de G en g por
Ad|73i = Ad;, Ad(@l(gz)) = si(ad) (A13)
para todo 1 < i < n. Veamos Ad estd bien definida:

= Se tiene por que Ad;|g =Adj|g, pues sus morfismos derivados coinciden con ad.
Luego, Ad(~;(b)) =Ad(~;(b)) para todo 1 <i,j <nybebB.

» Para todo 1 < i <n, Ad(0;(5;)) = Ad;(6;(5;)) = si(ad).
Lema A.0.10 Sea g € G, entonces Ad g € Aut g.

Demostracion. Dado que Ad se obtiene como el limite inverso de las pro-representaciones (Ad¥, §;(k))
de P;, es suficiente mostrar que para cada g € P;, Adf(g) € Aut g;(k).

Consideremos para cada i € {1,--- ,n} y k € Z*, la pro-representacion (Ad¥, g;(k)) de P;,
como arriba. Sean = € g; y v,w € g;(k) fijos. Definimos la funciéon f: R — g,(k) por

f(t) = [Exp(tx)v, Exp(tz)w] — Exp(tz)[v, w]

Entonces, f satisface la ecuacion diferencial % (t) = x - f(t), con la condicién inicial f(0) = 0.
Por la unicidad de la solucion, tenemos que f = 0. Luego, Exp x acttia sobre g;(k) como un
automorfismo de algebras de Lie para todo x € g;. Dado que Exp g; genera G; como grupo,
entonces cada elemento en G; actuia sobre g;(k) como un automorfismo de algebras de Lie.

De igual manera si x € U; y v,w y f como antes, siguiendo el mismo razonamiento, tenemos
que Exp x actaa sobre g;(k) como automorfismo de dlgebras de Lie y dado que Exp : u; — U;
es biyectiva, obtenemos que U; actua sobre g;(k) como automorfismo de 4lgebra de Lie. Por lo

tanto, Ad¥(P;) € Aut g;(k). ]

Sea (V,7) una pro-representacion de G, x € gy g € G, entonces
w(Ad g (z)) = 7(g)i(x)m(g) " (A.14)

Observacion A.0.1 Las representaciones ad y Ad de § y G respectivamente, no son en general
pro-representaciones.

Para todo espacio vectorial V', denotamos por Endg, (V') el conjunto de todos los endomorfismos
localmente finitos de V. Ademas,

Ofin ‘= U U Ad g(EY) C ga

Y geg

donde Uy corre sobre todos los subconjuntos Y C {1,--- ,n} de tipo finito.

Proposicion A.0.11 Existe una inica aplicacidn Exp : gan — G tal que para toda pro-representacion
(V,m) de G, el diagrama

gfin —— Endgy (V)

™



63

es conmutativo, donde exp es la aplicacion definida en [2.6. Mds ain, para todo g € G y
X € Jfin,

g(ExpX)g~' = Exp(Ad g(X)).

Demostracion. Ver (|[Kul, teorema 6.2.11). [ ]

A.0.3. Relacion entre los grupos G y £(G)

Para todo espacio vectorial V| sea GL(V) C Aut V el grupo de todos los automorfismos
lineales de V' y sea PGL(V) := GL(V)/C* el cociente de GL(V) por el subgrupo central C*
formado por los automorfismos escalares. Entonces PGL(V) actia sobre End V' via la accion
adjunta, a la que denotaremos Ady .

Proposicion A.0.12 Sea 7 : g — End V' wuna representacidn integrable de g de peso mdzimo,
con peso mdrimo N\ € Dz = by N D. Entonces ewiste un tnico homomorfismo de grupos 7 :

£(G) — PGL(V), tal que para todo g € £(G) y X € g
(Ady#(g))(7(z)) = T(Ad g(X)) (A.15)
donde 7™ :g — End V es la extension de .

Demostracion. Ver (|[Kul, proposicién 13.2.4). [ |

Proposicion A.0.13 Para todo X\ € D tal que X(c) # 0, la aplicacion
m:g— End L(\)
es inyectiva, donde L(\) es un g-mddulo integral de peso mdzimo X\, definido en .

Demostracion. Ver (|[Kul, proposicién 13.2.5 ). [ |

Corolario A.0.14 Para todo A € Dy. tal que A(c) # 0, la aplicacion
7: £(G) — PGL(L(\))
de la proposicion tiene centro C, donde C C G C E(G) es el centro de G.

Demostracion. Ver (|[Kul, corolario 13.2.6 ). [

Observacion A.0.2 En la demostracion de[A.0.1]] se puede ver que C es justamente el nicleo
de Ad k., y mds ain, por (|BoJ, cap 1, 3.15) se tiene que Nu Adx = Z(K), donde Z es el centro
del grupo algebraico G y Z(K) denota sus puntos K-racionales. Ademds, como Z es discreto
(pues G es un grupo algebraico simple), se tiene que Z = Z(K) . Tenemos que la aplicacion #

de la proposicion [A.0.19 induce una aplicacion

7: £(G)/C — PGL(L())). (A.16)
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Teorema A.0.15 Eriste un tinico homomorfismo de grupos W : G — £(G)/C haciendo el si-
guiente diagrama conmutativo para todo g-mddulo integrable de peso mdzimo V', con peso mdzimo
A€ Dy

G ——— GL(L()))

v

£(G)/C —= PGL(L()))

donde T es la aplicacion dada en y 7 es la aplicacion inducida desde T (la extension de m
a g-mddulo) via la proposicion . La aplicacion V en adicion satisface que es sobreyectiva y
Nu U =centro de G.

Demostracion. Ver ([Ku|, teorema 13.2.8). [

Observacion A.0.3 El homomorfismo de grupos ¥ : G — £(G)/C puede ser levantado a un
homomorfismo sobre ¥ : G — £(Q), cuyo micleo es igual a C* = Exp(Ce) (Ver [Ga]). Con esto
tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion A.0.2 El grupo de Kac Moody G asociado a g es la extension central del grupo E(G)
por C*, es decir, G satisface que la sucesion

1-C*"—G—L(G)—1
es exacta.

Lema A.0.16 La aplicacion Ad : £(G)/C — Aut(g), con Ad gC = Ad g para cada g € £(Q),
donde Ad g es la representacion adjunta sobre £(G) dada en estd bien definida.

Demostracion. Sea z € C. Por la observacion [4.2.15( tenemos que z € Nu Ad ¢ y j‘% = 0. Luego

(gz)_l% = g_l% y %(gz)_l = %g_l. Por lo tanto,
Ad gz(X + Ae+ pd) = Ad g(X + Ac + ud)
para todo X + Ac+ pd € §. Asi, Ad gC = Ad g para cada g € G. [ |

Teorema A.0.17 Para todo ge Gy X € g
Ad g(X) = Ad ¥(g)(X), (A.17)

donde Ad g se refiere a la representacion adjunta definida en 2.3.2 y Ad ¥(g) a la definida por
224

Demostracion. Sean X € gy g € G. Sea (L(A), m) un g-modulo de peso méximo, con peso maximo
A € Dy y A(c) # 0, entonces por la proposicion [A.0.13] 7 es inyectiva. Sea 7 : £(G) — PGL(L(\))
garantizada por la proposicién y la cual satisface que

(Adym(¥(9))(T(2)) = m(Ad ¥(g)(X)),
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donde 7 : g — PGL(L())) es la extension de 7. Por otro lado, por tenemos que
T(Ad g(X)) = T(9)m(X)7(9) ™",

donde 7 es la aplicacion obtenida desde 7 (la extension de 7w a g-modulo) via la correspondencia

dada en Por el teorema tenemos que
(Ady 7 (¥ () (T(2)) = T(¥(9)) (T(2)T(¥(9)) ™ = F(g)T(X)7(9) ™"

Por lo tanto,
T(Ad ¥(g)(X)) = T(Ad g(X))

Luego, por la proposicién tenemos que 7 es inyectiva, luego 7 también los es, pues si
y € ker T, entonces cada componente yg € ker 7, para todo § € A. Asi, Ad ¥(g)(X) = Ad g(X),
para todo X € g. [ |

Lema A.0.18 Sea X € g. Entonces Ad G(X) = Ad £(G)(X), donde Ad G se refiere a la
representacion definida en la seccion 2.3.2 y Ad £(G) a la definida en .

Demostracion. Sea g € G, entonces por el teorema |A.0.17] tenemos que Ad g = Ad ¥(g) €
A.0.15

Ad €(G), donde ¥ es la funcion dada en el teorema De igual manera, si g € £(G), dado
que ¥ es sobre, entonces existe g € G tal que U (g) = gC, luego Ad g = Ad gC = Ad g€ Ad G.

Del anterior lema, tenemos que para todo X € g localmente nilpotente, la 6rbita a través de
X es o
Ox = Ad £(G)(X) (A.18)
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