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Resumen

Estructuras Killing-Yano invariantes en Variedades Homogéneas

por Andrea Cecilia Herrera

En esta tesis nos centramos en primer lugar en el estudio de 2-formas de Killing-
Yano invariantes a izquierda sobre grupos de Lie, 6 equivalentemente, sobre alge-
bras de Lie. Mds particularmente, clasificamos las dlgebras de Lie de dimensién 4
que admitan tales estructuras, y para cada una de tales dlgebras, listamos todas las
posibles estructuras de Killing-Yano (salvo equivalencia). Realizando extensiones
centrales de estas algebras obtenemos ejemplos de 2-formas de Killing-Yano Con-
formes en dimensién 5. Las dlgebras de Lie obtenidas resultan ser aquellas dlgebras
de Lie sasakianas (de dimensién 5) con centro no trivial.

En segundo lugar para variedades homogéneas GG/K que admitan una métri-
ca G-invariante, analizamos tensores de Killing-Yano, que son G-invariantes. Mas
especificamente estudiamos la ecuacién de Killing-Yano en variedades bandera ge-
neralizadas y damos ejemplos concretos en variedades bandera maximales de di-
mensiones 6, 8y 12.

Para ambos casos observamos el comportamiento de la estructura casi compleja
asociada a la estructura Killing-Yano, y estudiamos las propiedades que hereda de
ésta.

Un caso particular de las 2-formas de Killing-Yano se presentan en las variedades
nearly Kéahler. Es conocido que toda variedad de dimensién cuatro que es nearly
Kéhler es en efecto Kéhler. Consideramos la versién andloga de este resultado con
la propiedad de ser Killing-Yano y la propiedad de ser paralelo. Obtenemos algunas
respuestas en dimensién cuatro.

Palabras Claves: estructuras Killing-Yano, estructura casi compleja asociada, va-
riedades homogéneas, métricas invariantes.






Abstract

Estructuras Killing-Yano invariantes en Variedades Homogéneas

by Andrea Cecilia Herrera

In this thesis, we focus first in the study of left invariant Killing-Yano 2-forms on
Lie groups. This is equivalent to work at the Lie algebra level. In particular, we clas-
sify four dimensional Lie algebras that admit such structures, and for each of them
we list all the possibles Killing-Yano structures (up to equivalence). Doing central ex-
tensions on the obtained Lie algebras, we find examples of Conformal Killing-Yano
tensors in dimension five. Further, the obtained central extensions are Sasakian Lie
algebras of dimension five with no trivial center.

In the second place we analyse G-invariant Killing-Yano tensors on homogeneo-
us spaces G/K that admits a G-invariant metric. As an application we study the
Killing-Yano equation on Generalized flag manifolds and we find examples of inva-
riant Killing Yano tensors on full flag manifolds of dimension six, eight and twelve.
In both cases, we look at the behaviour of the associated almost complex structure
and we study their inherited properties.

One particular case of manifolds carrying Killing-Yano 2-forms are the nearly
Kéhler manifolds. It's known that nearly Kahler manifolds of dimension four are
Kéhler. We consider the analogous version of this result in the homogeneous setting.
We find some answers.

Key words: Killing-Yano structure, associated almost complex structure, homoge-
neous manifolds, invariant metrics.
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Capitulo 1

Panorama general de la tesis

1.1. El uso del dlgebra tensorial en variedades diferenciables

Uno de los aspectos sorprendentes en variedades diferenciables es que gran parte
de la teoria es trasladada al dlgebra multilineal y al cdlculo tensorial. La mayoria de
las definiciones que se presentan son abstractas pero el uso de estas dos herramientas
nos permiten simplificar y obtener una visién mds concreta y maleable. Antes de
entrar al problema de la tesis, analizaremos los principales conceptos usados a lo
largo del trabajo desde el punto de vista del cdlculo tensorial.

Denotamos siempre por 7),M al espacio tangente en el punto p de una variedad
diferenciable M, y por T, M al dlgebra tensorial, definida como T,M = > . T,°M,
donde T},”” M es el espacio tensorial de tipo (r, s) sobre T, M, es decir 7

M =T ,M® - @T,M(T,M)" ®--- @ (T,M)".

T S

También denotamos por T'M, T"* M y T M a los correspondiente fibrados. Un tensor
de tipo (r, s) es una secciéon C* del fibrado 77°M, es decir, una funciéon K : M —
T™*M que es C* y tal que K, := K (p) es un elemento de T,° M.

Los tensores de tipo (1,0) son los campos vectoriales. Al conjunto de todos estos
lo denotamos por X(M ). Este conjunto tienen estructura de C°°(M)-médulo.

A suvezun tensor de tipo (0, ) puede ser considerado como una funcién C*° (M )-
multilineal

X(M) x...xX(M)— C®(M).

T

De manera similar, un tensor de tipo (1,7) puede ser considerado como una funcién
C*°(M)-multilineal
X(M)x...xX(M)—X(M)

r

Los principales conceptos usados en esta tesis se pondran en términos de los
siguientes tipos de tensores:

» Lostensores H detipo (1, 1), es decir, aplicaciones C*° (M )-lineales H : X(M) —
X(M). Un caso particular son las estructuras casi complejas J, la cuales satis-
facen J% = —1I.

» Las r- formas w, las cuales son tensores tipo (0, ) antisimétricos respecto de
cualquier permutacion, es decir:

w(Xl, ...,XT) = sig(a)w(Xo(l), "-7Xcr(r))7 cono €Sy,

donde S, es el grupo simétrico en r elementos.
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» Las métricas riemannianas g en )M son tensores tipo (0,2) tal que para cada
p € M, g, es un producto interno en 7,,M.

p-formas destacadas

En lo que sigue vamos a fijar una variedad riemanniana (M, g). Denotaremos por
V ala conexién de Levi-Civita, la cual es una aplicacion V : X(M) x X(M) — X(M),
cuyo valor V(X,Y) se denota VxY (ver 2.3). Si K es un tensor de tipo (0,s) y X es
un campo vectorial, entonces la derivada covariante de K en direccién de X es el
tensor de tipo (0, s) que satisface:

S
VxK(X1,..., Xe) = X(K(X1, ., Xe) = Y K(X1,.0, X1, VX X, X, o, Xo).
i=1
1. Un tensor K de tipo (0, s) en M se dice paralelo si
VxK =0, VX € X(M).
2. Una p-forma w en M se dice de Killing-Yano si satisface la ecuacién

VXw:

prre 1L(X)dw, VX € X(M),

donde d denota la derivada exterior e ¢ la contracciéon. Se puede ver que esta
condicion equivale a la siguiente:

Vxw(, Z1,..., Zp1) + Vyw(X, Z1,. ... Zp1) =0, VX,Y,Z1,...,Zp—1 € X(M). (1.1.1)

Notar que una p-forma paralela es también de Killing-Yano.
En particular una 1-forma w es de Killing-Yano si satisface

Vxw()+ Vyw(X) =0, VX,Y € X(M).

Si Z es el (tnico) campo tal que g(Z,U) = w(U), YU € X(M), usando propiedades
de la conexién obtenemos que la condicién sobre w se traduce en:

g(VXZ,Y) + g(X, VyZ) =0.

Un campo Z que satisface la condicién anterior se conoce comtinmente como campo
de Killing. Asi, la nocién de p-forma de Killing-Yano generaliza la nocién de campo
de Killing.

Consideremos ahora una 2-forma w en M. Notar que existe un tnico tensor de
tipo(1,1),H : TM — TMtalquew(X,Y) = g(HX,Y),VX,Y € X(M), el cual resul-
ta antisimétrico. Reciprocamente, un tal tensor define una 2-forma w en M. Usando
propiedades de la conexién, la condicién de Killing-Yano (1.1.1), en términos de H,
resulta

VxHY — HVxY + VyHX — HVy X = 0. (1.1.2)

Un tensor antisimétrico H de tipo (1,1) que satisface la condicién anterior se dice
también de Killing-Yano.
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Si para un tensor antisimétrico H de tipo (1,1) y un campo X uno define Vx H
como el tensor (1,1) definido por

(VxH)Y :=VxHY — HVxY,
entonces la condiciéon de Killing-Yano (1.1.2) sobre H se reescribe como
(VxH)Y + (VyH)X =0, VX,Y € X(M);

o equivalentemente,
(VxH)X =0, VX €X(M).

Como ejemplo, consideremos una variedad casi Hermitiana ()M, g, J), es decir, .J
es un tensor (1,1) antisimétrico respecto de la métrica g tal que J? = —T y g(J X, JY) =
g(X,Y) para todo par de campos X, Y en M. La 2-forma asociada w(X,Y) = g(JX,Y)
es la forma de Kéhler. Luego J es de Killing-Yano si y solo si (VxJ)X = 0 para cual-
quier campo X en M. En este caso (M, g, J) se dice que es nearly Kéhler. De manera
similar, si .J es paralela, se dice que ()M, g, J) es de Kdhler.

1.2. Principales motivaciones

1.2.1. p-formas paralelas y p-formas Killing Yano

Tanto el estudio de formas paralelas como de formas Killing Yano en una varie-
dad riemanniana nos dicen ”algo” de la variedad que nos permite conocerla un poco
mas.

En primer lugar, se observa que la existencia de objetos paralelos impone restric-
ciones en la geometria de la variedad. Entre algunas de las restricciones destacamos
el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. Una variedad riemanniana n-dimensional sin r-formas paralelas con 0 <
r < n, resulta irreducible, o sea, no se descompone como producto riemanniano de dos varie-
dades de dimensién menor.

Notar que la forma volumen es siempre una forma paralela. Una prueba de este
hecho sigue del principio general de holonomia (ver pag. 33 de [Agr06]).

En segundo lugar, existe un vinculo fuerte entre formas paralelas y formas Killing-
Yano, siendo la primera un caso especial de la segunda. El gran interrogante es ver
cuando en una variedad riemanniana estas formas coinciden (es decir son simple-
mente paralelas) o cuando hay una fuerte restriccién que nos permite definir formas
Killing-Yano estrictas (no paralelas). Entre uno de los resultados sobresalientes, des-
tacamos el trabajo de Bochner que muestra que en algunas variedades riemannianas
solo las 1-formas paralelas satisfacen la ecuacién de Killing-Yano.

Teorema 1.2.2 (Bochner, 1946 [Boch46]). Sea (M, g) una variedad riemanniana compacta
con curvatura de Ricci r. Si r = 0 entonces todo campo de Killing es paralelo.

Otros resultados generales en este sentido son:

Teorema 1.2.3 (Moroianu-Semmelmann, 2005 [MS05]). Toda p-forma de Killing-Yano
en una variedad compacta quaterniénica Kihler es automdticamente paralela (p > 2).

Teorema 1.2.4 (Belgun-Moroianu-Semmelmann, 2006 [BMS06]). Un espacio simétrico
compacto simplemente conexo posee una p-forma no paralela de Killing- Yano (p > 2) si y
solamente si es isométrico a un producto riemanniano S* x N, donde S* es la esfera estindar

yk>p.
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1.2.2. Variedades Kihler vs Variedades nearly Kihler

Es interesante observar la "historia"de estas dos clases de variedades, las idas
y vueltas, las coincidencias y diferencias que se encuentran en diferentes ejemplos.
Esta es una de nuestras principales motivaciones, observar el comportamiento de
ellas nos lleva a preguntarnos si sucede lo mismo cuando las generalizamos a 2-
formas paralelas o 2-formas Killing Yano.

Claramente una variedad Kahler es una variedad nearly Kéhler pero la reciproca
no siempre es valida. En el afio 1969 Alfred Gray prob6 en [Gray69] que si (M, J, g)
es nearly Kéhler y ademds dim M = 4 entonces (M, J, g) es Kahler. Este resultado
muestra que no hay distincion entre variedades Kéhler y nearly Kdhler de dimensién
cuatro.

La primera diferencia importante aparece en dimension seis. En el afio 1955, T.
Fukami y S.Ishihara construyen una estructura casi compleja no integrable en S°
([FK55]), dando el primer ejemplo de estructura estrictamente nearly Kahler. En
1976, nuevamente Alfred Gray en [Gray70] encuentra propiedades interesantes para
variedades estrictamente nearly Kdhler. Una de ellas es que toda variedad estricta-
mente nearly Kihler de dimension seis es Einstein.

Mas tarde en 1968, Joseph Wolf y Alfred Gray en [WG68] descubren més ejem-
plos de métricas nearly Kahler en espacios homogéneos GG/H con G grupo de Lie
compacto y conexo, H subgrupo de rango maximal, para los cuales se plantea la
siguiente conjetura que intenta caracterizar a las variedades estrictamente nearly
Kéhler en este tipo de espacios homogenéos:

Asumamos que G actiia de forma efectiva en G/H y que G/H admite una estructura
casi compleja G-invariante. Supongamos ademds que G /H no es un espacio simétrico her-
mitiano. Entonces, existe una métrica casi hermitiana invariante g tal que (M, g) es nearly
Kiihler estricto si y solo si Lie(H) es igual a los puntos fijos de un automorfismo de orden 3
en Lie(Q).

En el afio 2002, Paul-Andi Nagy prueba que toda variedad nearly Kéhler estricta
es localmente el producto riemanniano de variedades Kahler, espacios 3 simétricos,
espacios twistores sobre variedades cuaterniénicas Kahler de curvatura escalar po-
sitiva y variedades nearly Kédhler estrictas de dimensién seis. Este trabajo de Nagy
en [Na02] reduce la conjetura planteada por Wolf-Gray a dimension seis. Usando es-
te resultado en el afio 2005, Jean-Baptiste Butruille en [Bu05] resuelve la conjetura y
encuentra todos los espacios homogéneos de dimensién seis que son nearly Kahler
estrictos, ellos son:

(SU(2) x SU(2))/{1} = S x 3
Gy/SU(3) = S6

Sp(2)/SU(2)U(1) = CP?

SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1)) =F3

Cada uno de ellos admite una tnica estructura nearly Kdhler estricta invariante sal-
vo homotecias.

Simultdneamente en los afios cercanos al trabajo de Nagy, Luiz San Martin y Caio
Negreiros en [SMIN03] realizan una prueba parcial de la conjetura para variedades
bandera maximales. Luego Rita Cassia y San Martin en el afio 2006 completan la
demostracion para variedades banderas generalizadas en [SMCO6].

Si bien se conocen ejemplos de estructuras nearly Kéhler estrictas en variedades
homogéneas, para el resto de las variedades sigue siendo una pregunta abierta. Muy
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reciéntemente, observando la ausencia de ejemplos de variedades nearly Kahler es-
trictas no homogéneas completas en dimensién 6, Lorenzo Foscolo y Mark Haskins
en [FH17] muestran la existencia de estructuras nearly Kéhler estrictas en S® y en
53 x §3 con métricas no homogéneas.

1.3. Problema y resultados obtenidos

Anélogamente al caso Kédhler-nearly Kéhler, analizamos el comportamiento y las
diferencias entre 2-formas paralelas y 2-formas Killing-Yano en una variedad rie-
manniana (1, g). Recordemos que una 2-forma w es una 2-forma paralela si para to-
do parde campos X, Y en M, Vxw(Y, Z) = 0,y esKY (Killing-Yano) si Vxw(X,Y) =
0.

Dada una 2-forma w denotamos por H al tensor (antisimétrico) de tipo (1, 1) tal
que w(zx,y) := g(Hz,y). Decimos H es paralelo (resp. KY) si w lo es. Equivalente-
mente, H es paralelosi (VxH)Y = 0, para X,Y campos cualesquiera en M y H es
KY si (VxH)X = 0, para cualquier campo X en M.

Diremos que (M, g) posee una estructura paralela si admite un tensor H tipo
(1,1) antisimétrico y paralelo; y (M, g) posee una estructura KY si existe un tensor
H tipo (1, 1) antisimétrico y KY.

Observar que una 2-forma paralela es KY. Nos interesa conocer en qué casos vale
la reciproca. En [AD18] se consideran ternas (G, g, H), donde G es un grupo de Lie,
g una métrica invariante a izquierda, y H es un tensor KY invariante a izquierda, es
decir, HdL, = dL4,H para todo punto g en G. Se prueba en ese trabajo (sin usar la
clasificacién) que si G tiene dimension 4 y H es inversible, entonces H es necesaria-
mente paralelo. Mas generalmente en [ABM16] estd probado que para variedades
de dimensién cuatro toda 2-forma KY no degenerada con norma constante resul-
ta paralela. Con todos los hechos mencionados los problemas a considerar son los
siguientes:

1. Determinar cudles son los grupos de Lie G (de dimensién 4) que admiten una
métrica g invariante a izquierda y un tensor KY invariante H que ademas es
inversible.

2. Para tales grupos G, clasificar las ternas (G, g, H) como antes, salvo equivalen-
cia. Decimos que (G, g, H) y (G, ¢’, H') son equivalentes si existe un automor-
fismo de Lie 1 : G — G’ que es isometria y tal que duH = H'dp.

3. Existencia de tensores KY no inversibles no paralelos en grupos de Lie de di-
mension cuatro con métrica invariante a izquierda.

4. Existencia de tensores KY invariantes que sean inversibles y no inversibles en
espacios homogéneos. Més precisamente en variedades bandera con métricas
G-invariantes.

Los dos primeros puntos se reducen a analizar ternas (g, (-, ), H), donde g es un al-
gebra de Lie de dimensién cuatro, (-, ) es un producto interno, y H : g — g es un
endomorfismo antisimétrico paralelo (pues por [AD18] todo tensor KY invariante
en algebras de Lie de dimensién cuatro es paralelo). El problema en (1) fue resuel-
to en [AD18] en el caso de &lgebras con centro no trivial. En esta tesis obtenemos
una prueba alternativa y abarcamos también el caso de dlgebras con centro trivial.
Ademas, se resuelve completamente el problema planteado en (2).
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Obtenida la clasificacion de todas las dlgebras de Lie (sobre R) de dimensiéon
4 que admiten tensores paralelos (KY) inversibles (con respecto a un producto in-
terno), realizamos extensiones centrales para obtener dlgebras de dimensién cinco.
Encontramos alli ejemplos de tensores que son Killing-Yano conformes. Estos ejem-
plos resultan ser todas las algebras de Lie sasakianas con centro no trivial.

En el presente trabajo mostramos que las 2-formas w KY degeneradas en gru-
pos de Lie de dimensién cuatro (construidas a partir de una métrica invariante a
izquierda), son paralelas resolviendo (3).

Saliendo del caso invariante, hay ejemplos recientes en [GM17] de variedades
diferenciables de dimension cuatro que admiten 2-formas KY estrictas (no paralelas)
y no degeneradas . Es atin una pregunta pendiente conocer si existen 2-formas KY
estrictas degeneradas para este caso.

Consideraremos en forma general tensores KY estrictos en variedades homogé-
neas, con métricas y tensores invariantes. Notar que todo espacio homogéneo G/K
que admite una métrica G-invariante es reductivo (ver observacioén 5.2.7). En espa-
cios homogéneos G/ K con métricas G-invariantes planteamos la ecuacién KY. De
forma similar a grupos de Lie de dimension cuatro, probamos que todo tensor H
KY inversible G-invariante en un espacio homogéneo G/ K de dimensién cuatro con
métrica G-invariante, es paralelo.

Al considerar espacios homogéneos G/K con G grupo de Lie compacto, conexo
y simple, y K subgrupo de rango maximal, demostramos que todo tensor H inver-
sible, antisimétrico (respecto de una métrica g) y paralelo es multiplo de una estruc-
tura casi compleja J tal que (J, g) es Kéhler. La prueba esta basada simplemente en
articulos publicados y proposiciones conocidas en la geometria riemanniana. Tam-
bién encontramos una prueba alternativa de este hecho para el caso particular de las
variedades bandera maximales.

Buscando ejemplos concretos de tensores KY G-invariantes estrictos (no para-
lelos) en espacios homogéneos con métrica G-invariante, nos detenemos en varie-
dades bandera y obtenemos algunos ejemplos en dimensioén seis, ocho y doce en
banderas maximales. Particularmente encontramos en el ejemplo de dimension seis
un tensor KY no inversible, de esta forma se obtienen algunas respuestas para (4).
Estos tltimos resultados son parte del trabajo [DH].

Describimos brevemente el contenido de la tesis, la cual esti dividida en cinco
capitulos: el segundo capitulo son los contenidos bésicos para abordar la tesis, el
tercer capitulo esta focalizada en definiciones y propiedades generales de 2-formas
w paralelas y KY en una variedad riemanniana; el cuarto capitulo se centra en el
trabajo con grupos de Lie de dimensién cuatro y el quinto capitulo contiene todo lo
relacionado a espacios homogenéas GG/ K y los ejemplos en variedades bandera. Mds
detalladamente:

= Capitulo 2: Preliminares Generales

Consta de conceptos bdsicos como estructura casi complejas, variedades ca-
si hermitianas, variedades Kéhler y nearly K&hler. Se dan las pruebas de los
teoremas y proposiciones conocidas y necesarias para el seguimiento de toda
la tesis. Caracterizamos las propiedades y relaciones sobresalientes de varie-
dades Kéhler y nearly Kéhler. Se enuncia y se prueban algunas propiedades
sobre la clasificacion de variedades casi hermitianas.

» Capitulo 3: Estructuras paralelas y estructuras KY. Caracterizaciéon general

Definimos y caracterizamos estos tensores en una variedad riemanniana cual-
quiera. Asociamos a él una estructura casi compleja.



1.3. Problema y resultados obtenidos 7

» Capitulo 4: Estructuras KY invariantes en Grupos de Lie de dimensién cuatro

Enunciamos y demostramos el Teorema de Clasificacion de algebras de Lie de
dimensién cuatro con estructuras KY(paralelas)(ver Teorema 4.3.7). Clasifica-
mos salvo equivalencias las estructuras obtenidas para cada dlgebra.

Con los ejemplos obtenidos en el teorema de clasificaciéon de estructuras KY
extendemos a dlgebras de Lie de dimensién cinco y encontramos ejemplos de
2-formas Killing-Yano Conformes; més atn se prueba que las algebras obteni-
das son sasakianas con centro no trivial.

Se enuncia y prueba que todo tensor H KY invariante y no inversible en un
grupo de Lie de dimension cuatro con métrica invariante a izquierda es en
efecto paralelo (Teorema 4.2.1).

Presentamos en forma general el comportamiento de las estructuras complejas
asociadas a estructuras Killing Yano (ver seccién 3.5) invariantes en Grupos de
Lie de dimensién cuatro. Probamos que si H es un tensor KY(paralelo) inver-
sible, su estructura casi compleja asociada J es Kédhler (Corolario 4.6.8).

= Capitulo 5 : Estructuras KY en espacios homogéneos:

Estudiamos espacios homogéneos G/K con G grupo de Lie y K subgrupo
cerrado de G. Se estudian métricas G-invariantes, conexiones riemannianas
G-invariantes y tensores tipo (1, 1) G-invariantes. Analizamos la ecuacién de
Killing Yano en espacios homogéneos con métrica G-invariante. Probamos que
en todo espacio homogéneo de dimensién cuatro con métrica G-invariante to-
da 2-forma KY no degenerada G-invariante es paralela ( Teorema 5.5.13).

Particularizamos la ecuacién de Killing Yano para variedades bandera genera-
lizadas y encontramos ejemplos en variedades bandera maximales con estruc-
tura KY invariante estricta (no paralela):

* SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1)) : Mostramos ejemplos de tensores H para-
lelos invertibles, KY inversibles estrictos y también KY no inversibles.

e SUM)/S(U(1) x U(1) x U(1) x U(1)): Este ejemplo no posee estructura
nearly Kédhler invariante [SMNO3], sin embargo encontramos un ejemplo
de una estructura KY estricta inversible para una métrica particular.

* SO(5,R)/T: Este ejemplo no admite estructura nearly Kahler invariante
[SMNO3], pero encontramos todas las métricas para las cuales posee es-
tructuras KY estrictas inversibles.

En los ejemplos obtenidos en este tltimo capitulo, observamos la estructura
casi compleja J asociada a los tensores H inversibles. Teniendo en cuenta la
clasificacion de variedades casi hermitianas (ver [GH80]) para variedades ban-
deras con estructura casi hermitianas invariantes en [Cass03], determinamos
a que clase corresponde la estructura casi compleja asociada en los ejemplos
vistos.






Capitulo 2

Preliminares generales

En este capitulo repasamos las definiciones y propiedades importantes que usa-
remos a lo largo de todo el trabajo. También analizamos en detalle la clasificacién de
las variedades casi hermitianas, un resultado de Alfred Gray y Luis Hervella.

2.1. Estructura compleja en un espacio vectorial

En lo que sigue, V' denota un espacio vectorial real.

Definicién 2.1.1. Una estructura compleja en V' es un endomorfismo J : V. — V
que satisface J 2 — _J,siendo I la identidad.

Proposicién 2.1.2. Si V' posee una estructura compleja J, entonces V' admite estructura
de espacio vectorial complejo de modo que iv = Jv. En particular la dimensién real de V
espar, y si {x1,...,xn} es una base de V sobre C, entonces {x1,...,xn, Jx1,...,Jx,} €5
una base de V sobre R.

Demostracién. Definimos la multiplicacién por escalares complejos como sigue:
(a+ib)xr =ax+bJx, YVat+ibeC, x €V

Es facil ver que esta multiplicacion por escalar define en V una estructura de espacio
vectorial complejo. O

En lo que sigue, VC denota la complexificacién de V, es decir, Ve=vVvecC=
V 4 iV. Si J es una estructura compleja en V, denotamos por JC a su extensién
C-lineal a VC, es decir,
J(C(l‘l + iCEz) =Jx1 +iJxo

Para JC también se cumple que (J®)? = —I. Notar que los autovalores de J* son i
y —i. Denotamos
VA = [z e VT JC =iz}

VO — 2 evVC: gt = iz}
Proposicién 2.1.3. Si J es una estructura compleja en V se tiene:
1. VOO ={g —ijr:x eV}
2. VOD =ty 4 iJr 2z eV}
3. Ve=va0 gy O,

4. La conjugacién compleja en V' define un isomorfismo real entre V1.0 4y 1/ (0:1),
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Demostracion. Para (1), sea x+iy € V(10 Entonces JC(z +iy) = i(z +iy) = —y+ix,
pero por definicién de J©, J€(z+iy) = Jx+iJy, luego igualando ambas expresiones,
resulta y = —Jx. Reciprocamente, todo vector de la forma = — iJx es claramente un
elemento de V10, (2) se prueba similar. Para (3) notemos que todo 2z € V° puede

1
escribirse como z = 5(2 —iJz) + 5(2 +iJz), el primer sumando pertenece a V (1.0)

y el segundo a V(1.

La conjugacion envia a cada elemento x + iy al elemento = — iy en VC. Luego la
conjugacién es un isomorfismo lineal entre V10 y V(0:1), O

Denotamos por V* al dual de V. Notar que (V*)¢ = (VC)* canénicamente. La
descomposicién VC = V(1:0) g 1 (0:1) induce una descomposicién de (V*)© = (VC)*:

(V)" = Vw0 @ Vo

donde
V(l,O) = {1:* S (VC)* : x*(y) =0siye v(O,l)}

Vioa) = {* € (V)" :2*(y) = 0 si y e VIO,

Definicién 2.1.4. Sea J una estructura compleja en V. Un producto interno (real) i
en V se dice hermitiano si satisface h(Jx, Jy) = h(z,y) para todos z,y € V.

Notar que si i es hermitiano, entonces J es ortogonal respecto de h y ademds J
resulta antisimétrico. Reciprocamente, si i es un producto interno en V' con respecto
al cual J es antisimétrico, entonces h resulta hermitiano. Finalmente, notemos que
hJz,z) = —h(z, Jz) y por lo tanto h(z, Jx) = 0, en otra palabras, Rz y RJz son
ortogonales.

Proposicion 2.1.5. Sea J una estructura complejaen V' y sea h un producto interno hermi-
tiano. Entonces existen x1,xa, ...,y € V tal que {x1, x2, ..., xn, Jx1, JT2, ..., JTp } €5 base
ortonormal de V

Demostracién. Sabemos que dim V' = 2n para algtn entero n. Haremos la demostra-
cién por induccién en n. Para n = 1, escojemos x; € V tal que |z;| = 1. Hemos visto
ya que h(z1, Jz1) = 0. Ademads Jx; es unitario pues .J es ortogonal. Deducimos por
lo tanto que {z1, Jx1} es una base ortonormal de V. Sea ahora n > 1y escojamos
xz1 € V de norma 1. Denotamos W = {x;, Jx1} y consideramos su complemento
ortogonal W+, de modo que V = W @& W+. Observar que W+ es invariante por .J
puessiw € W, h(Jw,z1) = —h(w, Jr1) = 0y h(Jw, Jz1) = h(w,r1) = 0. Resulta
entonces que la restriccién de J a W es una estructura compleja y la restriccién de
h resulta claramente hermitiana. Como dim W+ = 2(n — 1), por hipotesis inducti-
va existen 3, ..., z, € W+ tal que {2, ..., ¥y, JT2, ..., Jz,,} es base ortonormal de V.
Luego se tiene la proposicion. ]

Proposicién 2.1.6. Sea J una estructura complejaen'V. Si h es un producto interno, enton-
ces h se extiende a V© como una forma C-bilineal simétrica h® que cumple con las siguientes
propiedades:

1. WSz, @) = h(z,w) para todos z,w € VC.
2. (%, 2) > 0 para todo z # 0.
3. hC(z,w) = O para todo z € V10 yw e VO,
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Reciprocamente toda forma bilineal simétrica en V' que cumple los items anteriores es una
extension de un producto interno hermitiano en V.

Demostracién. Extendemos h a VC de la siguiente forma:
hE(w + iy, 2 + iw) = Az, 2) = h(y,w) + i[h(w, w) + h(y, 2)]

Los items 1,2,3 son faciles de verificar. Ahora supongamos que B : VC x V& — C
es una forma bilineal simétrica que satisface 1,2,3; y definimos h como la restriccién
de B aV x V. La condicién 1 garantiza que h toma valores reales, y la condiciéon
2 garantiza que h es un producto interior en V. Nos queda ver que J es ortogonal
respecto de h. Notemos que B(z,y) — B(Jz, Jy) = Re(B(x — iJz,y —iJy)) =0, lo
cual concluye la demostracion. O

2.2. Variedades casi complejas

Trasladaremos los conceptos y propiedades anteriores a variedades diferencia-
bles reales.

Definicién 2.2.1. Una estructura casi compleja en una variedad diferencible M es
un tensor J : TM — TM tal que J? = —1I, es decir, para cada punto p € M, el
endomorfismo lineal .J, : T,M — T, M satisface J,? = —1I. Al par (M, J) se lo llama
variedad casi compleja.

Sea M es una variedad compleja. Luego M es de manera natural una variedad
diferenciable real si usamos la identificacion C* = R?*" dada por (21,...,2,)
(Z1,...,Zn,Y1,...,Yn), donde z; = x; + iy;. A esta estructura de variedad dife-

renciable la llamamos inducida. A 6%1, e % los identificamos como vectores de

. . . . ) o ) o .
T, M visto como C-espacio vectorial, mientras que Darr 0 Ben Dyro o Dy losiden-

tificamos como vectores de T),M visto como R-espacio vectorial. Las ecuaciones de
Cauchy-Riemann dicen que

;0 _ 0
Ox;  Oy;’

Dado que la multiplicacién por ¢ es intrinseca a 7),M y no depende del sistema coor-
denado (z1,..., 2,), obtenemos entonces que la multiplicacién por i en cada T'M
define una estructura compleja J la cual satisface

9 _9
Ox;
siempre y cuando (z1+1y1, . . ., &y + 1Yy, ) sea un sistema coordenado complejo de M.

Definicién 2.2.2. Una estructura casi compleja J en una variedad diferenciable M
es una estructura compleja si satisface lo siguiente:

1. existe una estructura de variedad compleja en M tal que su estructura de va-
riedad diferenciable real es la inducida por la anterior.

2. J se obtiene a partir de la estructura de variedad compleja en 1. como en el
pérrafo anterior.

En lo que sigue se enunciardn proposiciones en las que se dardn condiciones para
que una variedad casi compleja sea una variedad compleja.
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Proposicion 2.2.3. Una variedad casi compleja tiene dimension par y es orientable.

Demostracién. Dado que para cada p € M, J, es una estructura compleja en 7),M,
este debe tener dimensién par, digamos 2n.

Dado p € M, escojemos campos X7, ..., XP) en M tales que (Xfp))p, (X,
forman una base de T),M visto como C-espacio vectorial. Luego existe un entorno
U®) de p tal que para todo ¢ € UP), el conjunto {(X{p))q, ey (Xflp))q} es una base
de T, M visto como C-espacio vectorial. Por la Proposicién 2.1.2, para todo ¢ € U9,

(X, (XY, (X, (JXP),) es una base de T,M como R-espacio
vectorial.

Podemos restringir U(P) si es necesario de modo que se pude definir funcio-

nes coordenadas (z1,...,Tn, y1,-..,yn) en UP) tales que B%J‘l = (XZ.(p))q y 8“;

(JXZ.(p))q paratodoi=1,...,n.

Puesto que los abiertos U (P), p € M, forman un cubrimiento de M, para probar
que M es orientable basta ver que dados p,p’ € M, la diferencial del cambio de
coordenadas en U®) N U®) tiene determinante positivo. Para ¢ € U ® nu®), 1o
anterior equivale a probar que la matriz de cambio de base entre

‘q:

B, = {(X?))qa (XD, (JXl(p))q, L (TXPY )

n n

Bl = {(XF )y (XY, (TX ), (TXED) )

tiene determinante positivo.
Si P es el cambio de base, entonces

POy = (X )0y PUSX)) = T,
es decir, PJ, = J,P. La matriz de J, en la base B, es
0 —I
I 0

y por lo tanto la matriz de P respecto de la misma base es de la forma:

A B
-B A |’
Por propiedad de determinante de matrices por bloque se tiene que det P = (det A)+
(det B)? > 0. Esto concluye la demostracion. O

En lo que sigue, dados campos X,Y € X(M), denotamos por [X, Y] al corchete
de campos. Recordar que es antisimétrico y satisface la identidad de Jacobi. Ademds
[X,gY] = X(g)Y + g[X,Y] para g € C®(M), X,Y € X(M).

Definicién 2.2.4. Sea J una estructura casi compleja en una variedad diferenciable
M. La torsiéon de J es la aplicacion Ny : X(M) x X(M) — X(M) dada por

Nyj(X,Y) =[JX,JY] - J([JX,Y] + [X,JY]) — [X,Y], VX,Y € X(M).

También es conocido como el Tensor de Nijenhuis. Si IV; = 0 decimos que la estruc-
tura casi compleja J es integrable.

Proposicién 2.2.5. Se verifica lo siguiente:
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1. Ny(X,Y)=—-N;(Y, X).
2. Ny es un tensot, es decir, es R-bilineal y N;j(fX,gY) = fgN;(X,Y).

Demostracién. Es inmediato de la definicién que N; es R-bilineal y que N;(X,Y) =
—N;(Y, X). Luego, para probar que es C*°(M)-bilineal basta ver que N;(X,gY) =
gNj(X,Y) para g € C*°(M). Usando la propiedad [X, ¢Y]| = X(9)Y + g[X,Y] del
corchete de Lie se obtiene que

Nj(X,9Y) = gN;(X,Y) = (JX)()JY = J(JX)(N)Y) = J(X(/)TY) = X(f)Y
= (JX)(NHIY = (JX)(H))IY = X(f)J*Y - X(f)Y

— X(f)Y - X(f)Y =0.

O
Dado un sistema coordenado (U, (z1, ..., Tn, Tn+1,- - -, T2,)) de la variedad M, si
escribimos
0 X0
J— = h 221
8.%‘@ Z JZ 8a;h ( )
h=1
y
o 0 2n )
Ny(=—,=—)=) N! 222
J(&Ej’&zk) lz: kg, ( )
no es dificil de verificar que
=Y JrOnTi — JRonT; — Jhop TR + Jhokd ), (2.2.3)
h=1
donde 0, = i
aTh

El siguiente teorema muestra que la condicién N; = 0 es necesaria y suficiente
para que una estructura casi compleja J en una variedad sea una estructura com-
pleja. El hecho de que esta condicién es necesaria es fécil y vamos a incluir una
demostracion para el mismo. La reciproca es mucho mas compleja y es el conteni-
do del Teorema de Newlander y Nirenberg, una prueba de este teorema estd en el
apéndice de [KobNomlI].

Teorema 2.2.6. Una estructura casi compleja J en una variedad diferenciable M es compleja
si y solo si es integrable, es decir Nj = 0.

Demostracién. S6lo demostraremos que en una variedad compleja NV; = 0. Recordar
que para cada p € M, T,,M tiene estructura de espacio vectorial complejo. Conside-
remos un sistema de coordenado (z1, ..., 2,) de M como variedad compleja. Escri-
biendo z; = z; + iy; obtenemos un sistema coordenado (z1,...,Zn,Y1,...,Yyn) de M
como variedad diferenciable y

o 9
8.7}1'_8%‘
0 0

6yi N _6@-
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Resulta entonces que los coeficientes Jz-h en la expresion (2.2.1) son funciones cons-
tantes, y por lo tanto mirando la expresion de Nj; en (2.2.3) obtenemos que Nj; = 0.
Luego N; = 0. ]

Sea J una estructura casi compleja en una variedad diferenciable M. Luego cada
espacio tangente 7T}, M es un espacio vectorial real con estructura compleja, por lo
tanto su complexificacién, de ahora en més denotada por T, M, tiene la descompo-
sicion y las propiedades descritas en la Proposiciéon 2.1.3. Llamamos a cada elemento
en 7, M un vector tangente complejo. Un tal vector es de tipo (1,0) si es un autovec-
tor de J, de autovalor i, y es de tipo (0,1) si es autovector de J, de autovalor —i. De
la Proposicién 2.1.3 resulta:

Lema 2.2.7. Un vector tangente complejo z € T,MC es de tipo (1,0) (resp. de tipo (0,1))
siysolosi z =x — iJx (resp. z = x + iJx) para algiin vector tangente real x.

También se puede considerar un fibrado T'; sobre M de modo que la fibra en
cada punto p € M es T,M®. A una seccién de este fibrado la llamamos campo
complejo. Todo campo complejo Z puede escribirse en la forma Z = X + iY con
X,Y € X(M). El corchete de campos complejos Z; = X1 +1iY; y Zy = Xy +iYs es

[Z1, Zo] = ([ X1, X2] — [Y1, Ya]) + i([X1, Ya] + [X2, Y1]).

Diremos que un campo complejo Z; es de tipo (1,0) (resp. de tipo (0,1)) si (Z;), es un
vector tangente complejo de tipo (1,0) (resp. de tipo (0,1)). Resulta entonces que los
campos complejos de tipo (1,0) son de la forma Z = X — iJ X, para X € X(M) y los
de tipo (0,1) son de la forma Z = X +iJX, para algin X € X(M).

Teorema 2.2.8. Sea M una variedad con estructura casi compleja J. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. El corchete de campos complejos de tipo (1,0) es también de tipo (1,0).
2. El corchete de campos complejos de tipo (0, 1) es también de tipo (0, 1).
3. Ny=0.

Demostracién. Dados dos campos de tipo (1,0), digamos Z = X —iJ Xy W =Y —
1JY, el corchete es

1Z,W] = [X,Y] - [JX, JY] —i([X, JY] + [JX,Y)).

Este es un campo complejo de tipo (1,0) siy s6losi J([X,Y]—[JX,JY]) = [X, JY] +
[/X,Y], o equivalentemente, [X,Y] — [JX,JY]| = —J([X,JY] + [JX,Y]), es decir,
N;(X,Y) = 0. Esto prueba que 1 y 3 son equivalentes. La equivalencia de 2 y 3 es
similar. O

2.3. Variedades casi hermitianas

Definicién 2.3.1. Una métrica hermitiana en una variedad casi compleja (M, J) es
una métrica riemanniana g tal que

g(JX,JY) = g(X,Y), VX,Y € X(M).

En tal caso decimos que (M, J, g) es un variedad casi hermitiana. Si J es ademads una
estructura compleja en M, decimos que (M, J, g) es una variedad hermitiana.
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Notar que ¢(JX,Y) = g(JJX,JY) = —¢(X,JY) o sea J es un tensor tipo (1,1)
antisimétrico respecto la métrica. La 2-forma fundamental o forma de Kahler de
una variedad casi hermitiana (M, J, g) se define como

w(X,Y) =g(JX,Y), V X,Y € X(M)
Notar que w es invariante por .J. En efecto, w(J X, JY) = g(J?X, JY) = —g(X, JY) =
g(JX,Y) = w(X,Y).
Conexiones

Vamos a repasar algunos conceptos relacionados con conexiones. Una conexién
en una variedad diferenciable M es un mapa bilineal

X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y)— VxY,

tal que VixY = fVxY y Vx(fY) = X(f)Y + fVxY. Se dice que la conexién es
libre de torsion si

VxY — VyX =[X,Y], VX,Y € X(M).

Dado un tensor J de tipo (1,1) en M y un campo X € X(M), definimos V x.J como
el tensor de tipo (1,1) dado por

(VxJ)Y =VxJY —JVxY, Y € X(M).
Notar que VxJ es realmente un tensor pues

(VxJ)(fY) = Vx(J(fY)) = IVx(fY) = Vx([JY) = J(X(/)Y + fVxY) (23.1)
— X()JY + [VxJY — X(f)JY — fIVxY = f(Vx)Y. (2.32)

Como consecuencia de esto resulta que la aplicacién (X,Y) — (VxJ)Y es un tensor
de tipo (1,2). A VxJ se lo llama derivada covariante de .J respecto de X (y de la
conexion).

De manera similar, dada una 2-forma K en M, la derivada covariante respecto
de un campo X € X(M) (y respecto de la conexion afin) es la aplicaciéon Vx K :
X(M) x X(M) — R definida como

VxK(Y.2) = X(K(Y,2)) - K(VxY,Z) - K(Y,VxZ).

No es dificil ver que V x K es antisimétrica y C°°(M)-bilineal, es decir, Vx K es una
2-forma.

Dada una variedad riemanniana (M, g), existe una tinica conexién afin V que es
libre de torsion y satisface Vxg = 0 para todo X € X(M), es decir,

X(9(YV,2)) =9(VxY,Z) + g(Y,Vx Z).

A esta conexion se la conoce como la conexién de Levi-Civita. Adema4s esta conexion
satisface la llamada ”férmula de Koszul” V X, Y, Z € X(M):

29(VxY,2) = X(9(Y, 2)) + Y (9(%, X)) — Z(9(X,Y)) + 9([X, Y], Z2)  (23.3)
—9([Y, 2], X) + 9([Z, X],Y)
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Lema 2.3.2. S5i V es una conexion libre de torsion en una variedad casi compleja (M, J),
VX,Y € X(M) se tiene:

N(X,Y) = —J(VxJ)Y + J(Vy)X — (Vyy )X + (VxJ)Y.
Demostracion. Notar que J(VxJ)Y = JVxJY + VxY. Por lo tanto,

NX,)Y)=[JX,JY] - JJX, Y] - JX,JY] - [X,Y]
=VixJY = VyyJX —J(V;xY = VyJX)—-J(VxJY —V;vyX)-VxY +Vy X
=—(VxY +JVxJY)+ JVyJX + Vy X + (JVjy X =V iy JX)+
+ (VyxJY — JV; xY)
=—-J(Vx)Y +J(Vy )X — (Vyy J)X + (VyxJ)Y.

O]

Resumimos en la siguiente proposicion identidades importantes para una varie-
dad casi hermitiana.

Proposicion 2.3.3. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana, sea w la forma fundamental
y sea V la conexion de Levi-Civita. Entonces se satisface lo siguiente.

1. Vxw(Y,Z) = g(VxJ)Y, Z), para todos X,Y, Z € X(M).
2. (VxJ) es antisimétrico para todo X € X(M).

3. J(VxJ)JY = (VxJ)Y, o equivalentemente, (VxJ)J = —(JVx.J), para todos
X,Y € x(M).

Demostracién. En el primer punto:

Vxw(Y, Z) = X(w(Y, Z)) —w(Y,VxZ) — w(VxY, Z)
=X(9(JY,2)) —g(JY,VxZ) — g(JVxY, Z)
9(VxJY,Z) + g(JY,VxZ) = g(JY,VxZ) — g(JVXY,Z)
9(VxJY,Z) — g(JVxY,Z)
9(Vx )Y, Z).

Para el punto 2,

9(Vx )Y, Z) = g(VxJY,Z) = g(JVxY,Z) = g(VxJY,Z) + g(VxY,JZ)
=X(9(JY,2)) —g(JY,VxZ) + X(9(Y,JZ)) — g(Y,Vx ] Z)
=X(9(JY,2)) +g(Y,IVxZ) - X(9(JY, Z)) — g(Y,VxJZ)
=g9(Y,JVxZ —VxJZ) = —g(Y,(VxJ)Z).

Para el punto 3,

g(J(VxD)JIY,Z) = —g(VxJ)JY,JZ) = —g(VxJ*Y,JZ) + g(JVxJY, JZ)
= g(VxY,JZ) — g(VxJY,J*Z) = —g(JVxY,Z) + g(VxJY, Z)
= g(VxJ)Y, Z).
O

Lema 2.3.4. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana y sea N = N el tensor de Nijen-
huis. Entonces para todos X, Y, Z € X (M) se verifica lo siguiente.



2.3. Variedades casi hermitianas 17

1. N(X,JX)=0
2. N(X,)Y)+ NY,X)=0
3. NX,) YY)+ N(JX,JY)=0
4. g(N(X,JY),JZ)—g(N(X,Y),JZ)=0
Demostracién. Para 1. usando el Lema 2.3.2 y la Proposicién 2.3.3, 3, se tiene

N(X,JX) = —J(VxJ)JX + J(Vyx )X — (Vyex J)X + (VyxJ)JX
= —(Vx))X + J(VyxJ)X + (VxJ)X — J(VxJ)X = 0.

La segunda afirmacién es inmediato de la férmula para N(X,Y) dadaen el Lema
2.3.2. En 3. usamos nuevamente el Lema 2.3.2 y la Proposicién 2.3.3,3, para escribir

N(JX,JY)=—=J(Vyx)JY + J(VivJ)JX — (VyyJ)JX + (Vj2xJ)JY
= —(ijj)y + (VJyJ)X — J(Vyj)X + J(ij)Y = —N(X, Y).

En la tltima afirmacién, del Lema 2.3.2 y el item 3. de la Proposicion 2.3.3 resulta

J(IN(X,JY)) = J(=J(VxJ)JY + J(Vyy )X + (Vy )X + (VyxJ)JY)
= —J(Vx )Y + J(Vyy )X + (Vy )X — J(V xJ)Y)
= —J(VxJ)Y = (Vv )X + J(Vy )X + (VxJ)Y.

Luego, usando el segundo punto de la Proposicién 2.3.3, obtenemos finalmente

gN(X,JY),JZ))=g(—(Vx )Y + J(Vyy )X + (Vy )X — J(VixJ)Y,Z)
(N(X,Y),JZ).

Derivada exterior

Recordemos que la derivada exterior de una 2-forma w en una variedad M es la
3-forma dw definida como

dw(X,Y, Z) = X(w(Y, 2)) + Y (w(Z, X)) + Z(w(X,Y)) (2.3.4)
—w([X,Y],2) - w([Y, 2], X) — w([Z,X],Y).

Proposicion 2.3.5. Sea (M, g, J) como antes y w la 2-forma de Kihler. Entonces
dw(X,Y,Z) =Vxw(Y,Z)+ Vyw(Z,X) 4+ Vzw(X,Y).
Demostracién. Por un lado obtenemos

dw(X,Y,Z) = X(9(JY, 2)) + Y (9(JZ, X)) + Z(9(J X, Y))+
+9(X,Y],JZ) + ¢([Y, 2], T X) + ¢([Z, X], TY)
= X(g(IY,2)) +9(VxY,JZ) - g(Vy X, T Z).

ciclica
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Por otro lado, el término de la derecha resulta

> Vxw(Y.Z2)= ) X(g(JY,2)) +g(VxY.JZ) ~ g(VyX,]Z).

ciclica ciclica
La igualdad de los dos miembros resulta clara. O

Proposicion 2.3.6. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana, sea w la 2-forma de Kihler
y sea V la conexion de Levi-Civita. Entonces para todos X,Y, Z € X(M) se verifica:

29 (VxJ)Y, Z) = —dw(X, JY, JZ) + dw(X,Y, Z) + g(N(Y, Z), JX).
Demostracion. De la definicién w y de su derivada exterior obtenemos

dw(X,Y, Z) = X(9(JY, 2)) + Y(9(J Z, X)) + Z(9(J X, Y))+
+9((X,Y],JZ) + g([Y, 2], JX) + ¢([2, X], JY)

dw(X,JY,JZ) = -X(g(Y,JZ)) — JY (9(J*Z, X))+ JZ(g(JX,JY))—
—9([X,JY], Z) + g([JY, ] Z], JX) — g([J Z, X] )
=-X(g(Y,J2))+ JY(9(Z,X)) + JZ(g(J X, JY))—
—9([X,JY],Z)+ g([JY,JZ],JX) — g([JZ, X],Y).

Usando la férmula de Koszul (2.3.3) obtenemos

20 (Vx )Y, Z) =2[g(VxJY,Z) — g(JVxY,Z)] = 2[g(VxJY,Z) + g(VxY,JZ)]
= X(9(JY.2)) + JY (9(X, Z)) — Z(9(JY, X))
+9([X, JY], Z2) — g([JY, Z], X) + 9([Z, X], JY)
X(9(Y,J2))+Y(9(JZ,X)) — JZ(g(Y, X))
+9([X,Y],JZ) - g([Y JZ],X) +9([J 2, X],Y)
=dw(X,Y,Z) —dw(X,JY,JZ) — g([Y, Z], ] X)—
g([JY, 2], X) + g([JY,JZ), JX) — g([Y, T Z], X)
=dw(X,Y,Z) —dw(X,JY,JZ) + g(N(Y, Z), JX).

O]

Proposicion 2.3.7. Sea (M, J,g) una variedad casi hermitiana, ¥V su conexion de Levi-
Civita y N el tensor de Nijenhuis. Entonces Ny = 0siysolosi (VxJ)Y = J(VxJ)Y,
VX,Y € X(M).

Demostracién. Por el Lema 2.3.2, si (V;xJ)Y = J(VxJ)Y, entonces N(X,Y) =
0. Esto prueba una implicacién. Para probar la reciproca llamamos A(X,Y,Z) =
9g(Vyx )Y — J(VxJ)Y,Z).Si N = 0, del Lema 2.3.2 se sigue que A(X,Y,Z) =
A(Y, X, Z), es decir, A es simetrica en las dos primeras variables. Veremos ahora que
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A es antisimétrica en las dos tltimas variables usando las propiedades de la Propo-
sicién 2.3.3:

A(Xa Y, Z) = g((VJXJ)Yv Z) _g(J(VXJ)Y> Z)
=—g(Y,(VyxJ)Z) — g(Y,(VxJ)JZ)
=—g(Y,(VyxJ)Z) + g(Y,J(VxJ)Z)
= _A(X,Z,Y).
Concluimos que A(X,Y, Z) = A(YY, X, Z) = -A(Y, Z,X) = -A(Z)Y,X) = A(Z, X,Y) =

AX,Z2)Y) = —-A(X,Y, Z), es decir, A(X,Y, Z) = 0 para todos X,Y, Z € X(M). Por
lo tanto, (V xJ)Y = J(VxJ)Y, como queriamos demostrar. O

2.4. Variedades Kihler

Teorema 2.4.1. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana, V la conexién Levi-Civita y
N el tensor de Nijenhuis. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. VJ =0, es decir VxJ = JVx para todo X € X(M).
2. Vw=0,esdecir X(w(Y,Z)) =w(VxY,Z) +w(Y,VxZ).
3. dw=0yN;=0.

Demostracion. De la Proposicion 2.3.3 se sigue que Vxw(Y, Z) = g((VxJ)Y, Z), por
lo tanto las primeras dos afirmaciones son equivalentes.

El Lema 2.3.2 implica que si VJ = 0 entonces N = 0, y luego la Proposicién 2.3.5
muestra que si Vw = 0 entonces dw = 0. Reciprocamente si dw = 0y N = 0, por la
Proposicién 2.3.6 se obtiene que V.J = 0. O

Definicién 2.4.2. Una variedad casi hermitiana (), J, g) es Kahler si cualquiera de
las afirmaciones de la Proposicién 2.4.1 se verifican.

Si VJ = 0 decimos que J es paralela respecto de la conexién Levi-Civita.

Fijemos una variedad riemanniana (M, g) con conexién de Levi-Civita V. Re-
cordaremos los conceptos de tensor de curvatura, curvatura de Ricci y curvatura
escalar. Mds adelante caracterizaremos su comportamiento en variedades Kahler.

Definicién 2.4.3. El tensor curvatura de curvatura en (M, g) es el tensor de tipo (1, 3)
dado por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -VixyZ, X,Y,Z € X(M). (2.4.1)
También denotamos R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W).

Es bien conocido que para p € M, el vector (R(X,Y)Z), depende solo de los
valores de X, Y y Z en p. Por ello, dados vectores z, y, z € T),M, tiene sentido definir
R(x,y)z como (R(X,Y)Z), donde X,Y, Z € X(M) satisfacen X, = z,Y, =yy Z, =
z. De manera similar podemos definir R(z,y, z, w) para vectores z,y, z, w € T,M.

Enunciamos las siguientes propiedades. Para una demostraciéon detallada cita-
mos a [Mor07] y a [Lee97].

Proposicion 24.4. 1. R(X,Y,Z, W)= —-R(Y, X, Z,W).
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2. R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W, Z).

3. R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y).

4. R(X,Y,Z,W)+ R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) = 0.

5. (VxR)(Y, Z,W,T) + (VyR)(Z, X,W,T) + (VzR)(X,Y,W,T) = 0.

Las primeras dos ecuaciones nos dicen que es antisimétrico respecto de las dos
primeras variables y las dos tltimas. La tercera cambia el orden de las dos primeras
y dos tltimas. La cuarta y la quinta se conocen como primera y segunda identidad
de Bianchi.

Definicién 2.4.5. El tensor de Ricci Rc es un tensor de tipo (0, 2) tal que para cada
p € M, (Rc), es un mapa bilineal simétrico tal que

(Re(z,9))p = Y 9(R(xs, 2)y, 1) (2:4.2)
i=1

con {z;} base ortonormal en 7),M.
El operador de Ricci Ric es un mapa lineal simétrico tal que Vp € M

(Re)p(z,y) = g(Ricz,y) Vo, y € T,M.
La curvatura escalar es el mapa S : M — R tal que
S(p) = Tr(Ric),. (2.4.3)

Proposicion 2.4.6. En una variedad de Kihler (M, J, g), se tienen las siquientes identida-
des:

» R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z,
s R(X,Y,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W) = R(JX,JY,Z,W),
= Re(JX,JY) = Re(X,Y),

vdlidas para todos X, Y, Z,W € X(M).

Demostracién. Por definiciéon de variedad de Kéhler, /JVx = VxJ para todo X €
X(M), luego el primer item es claro. Usando este mismo item obtenemos

R(X,Y,JZ,JW) = g(R(X,Y)JZ, JW) = g(JR(X,Y)Z,JW) = g(R(X,Y)Z,W)
=R(X,Y,Z,W),

lo cual prueba la primera igualdad del segundo item. De esta identidad y del item 3
de la Proposicion 2.4.4, se deduce

R(JX,JY,Z,W)=R(Z,W,JX,JY)=R(Z,W,X,Y) = R(X,Y,Z,W).
Para la tltima identidad observemos que de las identidades anteriores se obtiene
R(Z,JX,JY,Z) = R(J?Z,JX,JY,J*Z)) = R(JZ,X,Y, ] Z).

Si{ei,...,ea,} es una base ortonormal de T),M, también lo es { Jey, ..., Jea, }, y por
lo tanto la identidad es una consecuencia de la igualdad anterior y (2.4.2). O
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Proposicion 2.4.7. El tensor de Ricci en una variedad Kihler (M, g, J) satisface
1
Re(z,y) = B Tr(R(z, Jy) o J), Yo,y € T,M, p € M. (2.4.4)

Demostracién. Fijamos una base ortonormal {ey, ..., e2,} para T,M. Usamos en el
siguiente razonamiento la identidad (2.4.2), las identidades de la Proposicién 2.4.4 y
de la Proposicién 2.4.6, y el hecho de que {Jey, ..., Je,, } es también ortonormal:

2n 2n
Re(z,y) = Y R(ej v,y,¢:) = > Rlei,z, Jy, Je;)
i=1 =1

2n 2n
= - Z R(:E? Jya €, Jel) - Z R(‘]ya €i, T, Je’L)
i=1 i=1

2n 2n
= - Z R(JJ, Jya J@Z', JQei) - Z R(J2y7 Jez'a z, Jez)
i=1 i=1

2n 2n
= Z R(z, Jy, Je;, e;) + Z R(y, Je;, x, Je;)
i=1 i=1

2n 2n
= Z R(l’, Jy7 Jeia ei) - Z R(Jei7 Yy, x, Je’L)

i=1 =1

2n
= Z R(:IZ, Jya Jeia ei) - RC(y, x)
=1

= Tr(R(z, Jy) o J) — Re(z, y).

2.5. Variedades nearly Kihler

Definicién 2.5.1. Una variedad nearly Kahler es una variedad casi hermitiana (MM, J, g)
tal que
(Vx)X =0, VX € X(M). (2.5.1)

Una definicién equivalente estd dada en el siguiente lema

Lema 2.5.2. Una variedad casi hermitiana (M, J, g) es nearly Kihler siy solo si
(VxJ)Y +(VyJ)X =0, VX,Y € X(M). (25.2)
Demostracién. Si (M, J, g) es nearly Kédhler entonces

0=(Vxyyv )X +Y)=(VxJ)X + (VyJ)Y + (VxJ)Y + (VyJ)X
= (VxJ)Y +(VyJ)X.

La reciproca es inmediata. O

Notar que si (M, J, g) es variedad Kiahler, entonces es una variedad nearly Kéh-
ler. Decimos que (M, J, g) es una variedad estrictamente nearly Kéahler si es nearly
Kéhler y si VxJ # 0 para algin X € X(M). El estudio de variedades estrictamen-
te nearly Kéhler sigue teniendo incégnitas y preguntas sin resolver. Son pocos los
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ejemplos que se conocen de variedades estrictamente nearly Kéhler, pero si exis-
ten criterios que permiten caracterizarlas. Demostraremos y enunciaremos teoremas
importantes sobre esto.

Lema 2.5.3. Si (M, J, g) es nearly Kiihler, entonces se satisface
(VixJ)Y = —J(VxJ)Y, VX,Y € X(M). (2.5.3)

Demostracién. Usando la Proposiciéon 2.3.3 y la definiciones de variedad nearly Kédh-
ler obtenemos:

(VyxJ)Y = —=(VyJ)JX = J(VyJ)X = —-J(VxJ)Y.

Proposicion 2.5.4. Si (M, J, g) es nearly Kihler, entonces
N(X,Y) =4J(VyJ)X, VX,Y € X(M). (2.5.4)

Demostracion. Usaremos la Proposicién 2.3.3, 2. Del Lema 2.3.2 y de la definiciéon de
variedad nearly Kéhler resulta:

N(X,Y) = —J(VxJ)Y + J(Vy )X — (Vv )X + (VxJ)Y
= J(Vy )X + J(Vy )X + (VxJ)JY — (VyJ)JX
= J(Vy )X + J(Vy )X — J(VxJ)Y + J(VyJ)X
= J(Vy )X + J(Vy )X + J(Vy )X + J(VyJ)X.

Como consecuencia resulta el siguiente corolario:

Corolario 2.5.5. Si (M, J, g) es una variedad nearly Kihler y ademds J es integrable, en-
tonces (M, J, g) es Kihler.

Teorema 2.5.6. Si (M, J, g) es nearly Kihler de dimension cuatro, entonces es Kihler.

Demostracién. Fijemos p € M. El objetivo es probar que para cualesquiera X,Y €
X(M) tenemos que (VxJ),Y, =0, es decir, (VxJY), = J,(VxY),.

Dado que J, es una estructura compleja en T,M y g, es un producto interno
hermitiano respecto de J,, por el Lema 2.1.5 existe una base ortonormal de 7,M de
la forma {e1, ez, Jper, Jpea}.

Fijemos campos X, X3 en M tales que (X1), = e1, (X2), = e2. Podemos elegir
los campos X1, X de modo que {(X1),, (X2)4} €s un conjunto ortonormal y tal que
{(X1)g, (X2)g, (JX1)q, (JX2)4} €s una base de T; M para todo punto ¢ en un entorno
U de p.

Para probar que (VxJ), = 0, basta probar que (Vx,J), =0y que (V;x,J), =0,
parai = 1,2. Esto es pues VxJ es C*°(M)-lineal en X. Por el Lema 2.5.3, en realidad
basta probar que (Vx,J), = (Vx,J), = 0. Dada la simetria, es suficiente ver que
(Vx,J)p =0.

Notemos ahora que (Vx, J)Y es C*°(M)-linealenY pues (Vx,J)Y = —(Vy J) X},
por ser la variedad nearly Kahler. Luego para probar que (Vx,Y), = 0 para todo
Y € X(M), es suficiente hacerlo con Y = X3, X, J X1, J Xo.

Sabemos que (Vx,J) X1 =0y ademas (Vx,J)J X1 = —J(Vx,J) X1 = 0. De ma-
nera similar, (Vx, J)J X = —J(Vx,J)Xs. Luego, sélo resta ver que ((Vx, J)X2), =
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0. Para ello mostraremos que ¢,(Vx,J)X2,Y) = 0para Y = X1, Xo, J X1, JX». Usa-
remos el hecho de que VxJ es antisimétrico y que anticonmuta con J (Proposicién
2.3.3).

9(Vx, J) X2, X1) = —g(X2, (Vx, J) X1) = 0.
9(Vx,J) X2, X2) = —g(X2, (Vx, )X2):> 9((Vx,J) X2, X2) = 0.
9(Vx,J) X2, JX1) = —g(Xo, (Vx, J)JX1) =
9((Vx, )Xz,JXz)Z —9(J(Vx,J) X2, X2) = (VXJ)JX27X2)
—9((Vx,J) X2, JX2) = g((Vx,J) X2, JX2) =
Esto completa la demostracion. O

Definicién 2.5.7. Una métrica riemanniana g en una variedad M es una métrica de
Einstein si su tensor de Ricci Rc es de la forma Rc = Ag para alguna funcién A €
C°°(M). En tal caso decimos que (MM, g) es una variedad de Einstein. Si dim M > 3
resulta que \ es necesariamente constante.

Teorema 2.5.8 ([Gray76]). Si (M, g, J) es una variedad nearly Kihler estricta de dimension
seis, entonces (M, g) es un variedad de Einstein.

2.6. Las dieciséis clases de variedades casi hermitianas

En 1980 los mateméticos Alfred Gray y Luis Hervella publican el trabajo [GH80]
en el cual sistematizan de forma general las variedades casi hermitianas identifican-
do las variedades Kihler, nearly Kdhler, almost Kéhler, quasi Kahler, entre otras ya
conocidas, como parte de un espacio W. Bajo la representacién del grupo unitario
U(n) en W, se conocen cuatro subespacios invariantes e irreducibles de tal forma
que W se escribe como suma directa de estas componentes. De esta manera resultan
16 subespacios invariantes y cada subespacio corresponde a una clase de variedad
casi hermitiana.

Dedicaremos en esta seccion a enunciar y demostrar algunas partes de este re-
sultado sobresaliente en la Geometria riemanniana. Mas adelante daremos la inter-
pretacion de estos resultados a un caso particular: las variedades bandera, haciendo
referencia a [Cass03]. Esto nos servird para identificar las estructuras J asociadas a
tensores H Killing-Yano, los cuales son el objeto principal de estudio en esta tesis.

2.6.1. Tensores de tipo (0, 3) particulares

Sea (M, g,J) una variedad casi hermitiana. Sea V la conexién de Levi-Civita y
sea w la forma de Kéhler. La aplicacién (X, Y, Z) — Vxw(Y, Z) es un tensor de tipo
(0, 3) que satisface:

1. Vx(Z,Y) = -Vxw(Y, 2).
2. Vxw(JY,JZ) = -Vxw(Y, Z).

Notar que el item 1. es inmediato y el item 2. resulta del item 3. la Proposicién 2.3.3.
Estudiaremos los tensores de tipo (0, 3) que satisfacen las condiciones mencionadas.
Analizamos primeros la situacién en un punto. Sea V' un espacio vectorial real
de dimensién par, digamos 2n, sea J una estructura compleja en V, y sea (-,-) un
producto interno hermitiano, es decir, tal que (Jz, Jy) = (z,y) para todos z,y € V.
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Consideremos el espacio V* ® V* ® V¥, el cual se identifica con el espacio de
funciones multilineales V' x V' x V' — R. El espacio a considerar es

W={aceV'V*@V": alz,y,2) = —a(z, z,y) = —a(z, Jy, Jz), Yx,y,z €V}
2.6.1)
Sea {ej, ..., €2, } una base ortonormal de V' (respecto de (-, -)). Se define para cada
a € W la siguiente funcional lineal:

2n
a(z) = Za(ei, ei,z), VzeV (2.6.2)
i=1

Esta funcional es independiente de la base ortonormal elegida. En efecto, sea «. :
V x V — R la funcién bilineal dada por o, (z,y) = a(z,y,z),yseaT, : V. — V el
tnico operador lineal tal que o, (z,y) = (T;,y). Entonces a(z) = Tr(T7).

Fijemos nuevamente una base ortonormal {e1, ..., e2,} en V. Se define una forma
bilineal en W de la siguiente forma:

2n

(a,B) = Z O‘(eivejaek)ﬂ(eivejvek) (2.6.3)

1,5,k=1

No es dificil ver que este es un producto interno que no depende de la base ortonor-
mal elegida.
Definimos ahora cuatro subespacios de W

Wy ={aeW: alz,z,y) =0, Vz,y € V}.
Wo={aeW: a(z,y,z) +a(y,z,z) +a(z,z,y) =0, Vo,y € V}.
Ws={aeW:alr,y,z) —a(Jx,Jy,z) =a(z) =0, Va,y,z € V}.

Wi={a €W :a(e.p.2) = —gos (@0)a() - (. 2)aly)-
e, Jy)a(Jz) + (&, Ja(Jy)), Va,y,z €V},
Consideremos ahora el grupo
U(WV)={T € GL(V): TJ = JT, (Tz,Ty) = (x,y), Vz,y € V}.

Si fijamos una base ortonormal de la forma {ej, ea, ..., ep, Jei, ..., Je,} y escribimos
a los elementos de U (V') en término de sus matrices en la base, entonces U (V) se
identifica con el grupo unitario U(n). En efecto, J se escribe como

0 —I
=]
y los elementos de U (V') son las matrices ortogonales de la forma

R

y a una tal matriz se le asocia la matriz C' € U(n) tal que U,s = A5 + iBys.
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Consideramos ahora la accién inducida de U(V) en V* @ V* ® V*, es decir, para
T e U(V)y aW definimos T - o« como

(T- )@y, 2) == T 2, Ty, T '2).
Notemos que W es invariante por la accién de U (V). En efecto, si a € W, entonces

(T-a)(@,2,y) =T 2, T2, T y) = —a(T 2, T 'y, T '2) = (T - o) (z,y, 2),

(T-a)(z,Jy,Jz) = a(T e, T 1y, T J2) = (T 2, JT Yy, JT12)
= _a(Til‘/L} T71y7 Tﬁlz) = _(T : (1)(337 Y, Z)'

Teorema 2.6.1. [GHS0, Theorem 2.1] Los subespacios W; son ortogonales entre si e inva-
riantes bajo la representacion inducida de U (V). Mds aiin

W=WieWydWsd W,y (2.6.4)

y la accion de U(V') en W; es irreducible. Para n = 2, se tiene que W3 = Wy = 0, y por lo
tanto W = Wy & Wy.

No demostraremos todo el teorema, los detalles estan en [GHS80], solo mostra-
remos que los subespacios W; son U (n)-invariantes para i = 1,...,4 y que cuando
dimV =4, W3 = W; =0.

Lema 2.6.2. La representacién de U(V') en W es ortogonal y deja invariantes a las subespa-
cios W1, Wy, W3, Wy.

Demostracion. Sean o, 3 € W yseaT € U(V). Entonces para una base ortonormal
{e1,...,e2,} de V tenemos

2n
(T-a,T-8)= > T e, T e;, T er)B(T ei, T lej, T 'er) = (o, B),
i, k=1
donde la dltima igualdad es porque {T ey, ..., T les,} es también una base orto-

normal de V.

La invarianza de W; y W» por la accién de U(V') es evidente. La invarianza de
W3y Wy sale del hecho de que cualquier ' € U(V) conmuta con J y del hecho
de que T - a = @T~!, que mostraremos a continuacién: Dada una base ortonormal
{e1,...,ea,} de V tenemos

2n 2n
T a(z)= Z(T ca)(eg e, z) = Za(Tﬁlei,Tflei,Tflz) =a(T '),
i=1 i=1
donde la dltima igualdad resulta del hecho de que {T‘lel, .. ,T‘legn} es también
ortonormal. 0

Enunciaremos algunas propiedades que se dan en Wy y Ws.
Lema 2.6.3. Para todo o € W y para todos x,y € V se tiene:
1. a(z,y,y) = 0.

2. a(z,y,Jy) = 0.
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Demostracién. El primer item sale de la definiciéon de . Para el segundo, a(z, y, Jy) =
—afz, Jy, J*y) = a(z, Jy,y) = —a(z,y, Jy), y entonces a(x,y, Jy) = 0. O

Lema 2.6.4. Para todo o € Wy y para todos x,y € V se tiene:
1. a(z,y,2) = —a(y,z,2).
2. az,y,x) =0.
3. a(x,Jx,z) =0.

Demostracién. La primera sale de considerar la igualdad a(x + y,x + y,2) = 0y de
a(z,z,2) = a(y,y,z) = 0. La segunda es inmediata de la definicién de W; y de W.
El Gltimo item «o(z, Jx, 2) = —a(z, J?z, J2) = a(z,z,Jz) = 0. O

Suponemos ahora que la dimensién de V' es igual a 4. Siendo (-, -) un producto
interior hermitiano respecto de J, es posible encontrar una base ortonormal B =
{e1, f1, e, fo} tal que f; = Je;. La matriz de J en esta base resulta

0 -1 0 0
1 0 0 O
/= 0 0 0 -1
0 0 1 O

Proposicién 2.6.5. Sin = 2, entonces Wi = 0

Demostracion. Dado o € W; debemos probar que o(z,y, z) = 0 para todos z,y, z €
V.Por1.del Lema 2.6.3y 2. del Lema 2.6.4,

Oé(%yay) = a(x,x,y) - Oé(l’,y,.’l?) =0

Es decir, si dos vectores son iguales « es cero en esta situacién. Luego resta ver que
a(z,y, z) = 0 siempre que z, y, z sean vectores distintos en el conjunto {e1, e, f1, f2}.
Notar que necesariamente deben estar e; y fi o bien e y f2 entre los elementos
x,y, 2. Por el item 2 del Lema 2.6.3, se tiene a(z,e1, fi) = 0y a(x, ez, f2) = 0;y
por la antisimétria de o respecto a la segunda y tercera componente a(z, fi,e1) =
a(z, fa,e2) = 0.

Usando el item 3 del Lema 2.6.4 af(ey, f1,2) = a(fi,e1,2) = 0y al(es, f2,z) =
a(fa,e2,z) = 0, por lo tanto a(ey, z, f1) = a(fi,x,e1) = alez, z, f2) = afr,x,e2) =
0.

Por lo tanto a(x, y, z) = 0 para todos z,y,z € V. O

Para el siguiente lema, fijamos una base ortonormal de V, {e1,...,en, f1,..., fn}
con f; = Je;.

Lema 2.6.6. Para todo o € W3 y para todos x,y,z € V se verifican:
1. a(z,y, Jy) = 0.
2. a(x,Jx,z) + a(Jr,x,2) = 0.
3. ale, e, 2)—alfi, fi,z)=0,i=1,...,n.
4. 37 alei e, z) = Y0 alfi, fi, z) = 0.
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Demostracion. Para 1., con z = Jy se tiene
0=oa(z,y,2) —a(Jz,Jy,2) = a(z,y,2) — a(Jz, 2, 2) = a(x,y, 2)
Para 2., con y = Jz se tiene
0=oa(z,y,2) —a(Jz,Jy,z) = a(x,y, 2) + ay, z, 2).

El item 3 es inmediato de la definicién de W3 pues Je; = f;. Para el item 4 usamos 3.
y el hecho de que @(z) = 0. Resulta asi que

n

0=a(z) = Za(ei,ei,z) + Za(fi, fiyz) = QZa(ei,ei7z).
i=1 i=1

i=1
O

Volvemos al caso en que V' es de dimensién 4 y consideramos la base ortonormal
{61, J1, ez, f2} con f; = Je;.

Proposicién 2.6.7. Sin = 2, entonces W3 = 0.

Demostracién. Sea o € W3. Por el Lema 2.6.3, a(x, z,z) = a(x,y,y) = 0 para todos
xz,y € V. Veamos ahora que a(z,z,2) = 0siz € {ey,eq, fi1, f2} y 2 € V. Dado que
a(z,z,z) = a(Jzx, Jz,z) = 0, basta suponer que = € {e;,es}, y por simetria basta
considerar el caso z = e;.

Sabemos que a(eg, e1,e1) = 0,y por 4. del Lema 2.6.6 tenemos que «(eq, €1, €2) =
—a(ez, e2,e2) = 0. Por 3. del Lema 2.6.6 se tiene que «(ey, e1, f1) = a(fi, fi,f1) =0
y por 3.y 4. del mismo lema, a(ey, e1, f2) = —a(ez, ez, f2) = —a(f2, f2, f2) = 0.

Hasta ahora hemos demostrado que a(z,y,z) = 0 para z,y,z € {e1, f1,e2, f2}
enlos casos x =y = 2,z = y, ey = z. También se deduce para el caso = = z pues
a(z,y,r) = —a(z,x,y), de la definicién de .

Resta ver que a(z,y,z) = 0 siempre que z,y, z son elementos distintos en el
conjunto {ey, fi, ez, f2}. Notar que o bien e; y f; estdn entre los x,y, z, o bien ez y f2
estan entre los elementos z, y, z.

De 1. del Lema 2.6.6 se sigue que a(z,e1, f1) = a(x, ez, f2) = a(z, fi,e1) =
a(z, f2,e2) = 0. Tambier tenemos que a(e1, f1,2) = —aler, J fi,Jz) = aler,e1, Jz)
que ya vimos que es cero. De manera similar a(ez, f2,2) = 0. Usando 2. del Lema
2.6.6 se tiene que «(f1,e1,2) = a(f2, e2,2z) = 0. Finalmente usamos que a(z,y, z) =
—a(z, z,y) para concluir que o(e1,y, f1) = a(f1,y,e1) = ale2,y, f2) = a(f2,y,e2) =
0. Esto completa la prueba. O

2.6.2. La clasificacion de variedades casi hermitianas

Trasladaremos el andlisis que hicimos a nivel de espacios vectoriales al estudio
de una variedad casi hermitiana.

Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana. Sea V la conexién de Levi-Civita, y
sea w la 2-forma de Kdhler. Definimos

a(X,Y,Z) = Vxw(Y, Z)

Hemos visto ya que « es un tensor de tipo (0, 3) y por lo que el valor de a(X, Y, Z)
en un punto p s6lo depende de los valores de X, Y y Z en el punto. De esta manera,
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para cada p € M se tiene una funcion trilineal
ap : T,M x TyM x T,M — R.

tal que a,(z,y,2) = (Vxw(Y,Z)), donde X,Y,Z son campos tales que X, = z,
Y, =y y Z, = z. Hemos visto en la introduccién de la seccién anterior que o, es un
elemento del espacio W asociado a T, M que hemos estudiado en la seccién anterior.
De ahora en més a este espacio lo denotamos por W,.

La coderivada de w, denotada por dw es la 1-forma tal que

2n
(0w(Z))p = Z%(ei, €i, Zp) (2.6.5)
i=1

donde {ey, ..., ez, } es una base ortonormal de 7,, M. Notar que para cada Z € X(M),
la aplicacion (X,Y) — Vxw(Y, Z) es C°°(M)-bilineal y por lo tanto existe un tinico
tensor 77 de tipo (1,1) tal que Vxw(Y, Z) = g(TzX,Y’). Resulta entonces que

dw(Z) =Tr(Ty).
Notemos que
(0w(2))p = @ (Zp)-

Denotamos por O a la 1-forma de Lee, que se define de la siguiente forma
-1
En cada espacio tangente 7),M tenemos una descomposicién del espacio W,

Wy = (Wl)p @ (W2)p ©® (WS)p @ (W4)p

respecto a la accién del grupo unitario U(n), que lo hemos identificado con el grupo
de operadores ortogonales T' : T,M — T,M que conmutan con .J,. Como hemos
dicho antes, a;, es un elemento de W), para cadap € W.

Definicién 2.6.8. Dado (ey, ez, e3,e4) € {0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1}, denotamos
por ey Wy + eaWs + esWs + e4 Wiy a la clase de todas las variedades casi hermitianas
(M, J,g) tales que o, = (Vw),, pertenece a e1(W))1 + e2(Wp)2 + e3(Wp)3 + ea(Wp)4
para todop € M.
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Notacion

{0} = K = Clase de variedades Kéhler (Kdhler manifolds).
W, = NK = Clase de variedades aproximadamente Kéhler (nearly Kiahler manifolds) .
W, = AK = Clase de variedades casi Kéhler ( almost Kdhler manifolds).
Ws = H N SK = Clase de variedades hermitianas semi-Kéahler
(Hermitian semi Kahler manifolds).
Wy = Clase de variedades casi hermitianas que contiene a las variedades localmente
conforme Kéhler (A class which contains locally conformal Kdhler manifolds).
Wi @ Wy = QK = Clase de variedades quasi Kédhler (quasi Kdhler manifolds).
Ws ® W, = H = Clase de variedades Hermitianas (Hermitian manifolds).
W, @ W, = Clase de variedades casi hermitianas que contienen a variedades
casi Kdhler localmente conformes
(A class which contains locally conformal almost Kdhler manifolds).
W1 & Wy @ W3 = SK = Clase de variedades semi-Kéhler (semi Kdhler manifolds).
Wi @ Ws @& Wy =Gy
Wa @ W3 @ Wy = Go
W = Clase de variedades casi hermitianas (almost Hermitian manifolds).

Las clases G; y G2 fueron estudiadas en [HV76].
Enunciamos otro teorema importante del trabajo de Gray y Hervella, que permite
identificar en forma explicita las dieciséis clases para una variedad casi hermitiana.

Teorema 2.6.9. [GHS80, Theorem 2.3] Las relaciones que definen cada una de las dieciséis en
clases en el caso dim M > 6 estin dadas en el cuadro 2.1:

Clase Condiciones

K Vw=0

W, =NK Vw(X, X, Y)=0VX,Y € X(M) (0 3Vw = dw)

Wy = AK dw =0

Wz =SKNH N=06w=0

Wiy Vw(X,Y,Z) = —Q(Tl_l) (X, Y)ow(Z) — (X, Z)6w(Y)
—(X,JY)Yow(JZ)+ < X,JZ > éw(JY)),V X, Y € X(M)

W1 & Wy = QK Vu(X,Y,Z)+Vw(JX,JY,Z) =0

W3 Wy =H N=00Vw(X,Y,Z) - Vw(JX,JY,Z)=0

Wi @ Wi Vw(X,X,Y) = Vw(JX,JX,Y)=0w=0

Wa @ Wy dw=wAO0Sxyz{Vw(X,Y,Z) — Hw(X,Y)w(JZ)} =0

Wi ® Wy Vw(X,X,Y) = _ﬁ (I X[P6w(Y) — (X, Y )éw(y)—
—(JX,Y)dw(JX))

Wa & Ws Sxyz{Vw(X,Y,Z) + Vw(JX,JY,Z)} = 6w =0

W1 & We & W3 = SK ow =20

Wi & Wo & Wy Vw(X,Y,Z)+ Vw(JX,JY,Z) = =L [(X,Y)0w(Z)
—(X, Z)ow(Y) — (X, JY)ow(JZ) + (X, JZ)ow(JY)]

W1 @ W3 @& Wy =Gy Vw(X,X,Y) - Vw(JX,JX,Y)=00< N(X,Y),X >=0

Wa @ Ws & Wy =Gy SX7Y72VM(X, Y, Z)-Vw(JX,JY,Z) = 0o0Sxyz < N(X,Y),JZ >=0

CUADRO 2.1: Variedades casi hermitianas de dimension > 6
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Teorema 2.6.10. [GHS0, Theorem 2.4] Las relaciones que definen las cada clase en el caso
dim M = 4 estdn dadas en el cuadro 2.2.

Clase Condiciones
K Vw=0

Wy, = AK dw =0
Wi=H N=0

CUADRO 2.2: Variedades casi hermitianas de dimension 4
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Capitulo 3

Estructuras paralelas y estructuras
Killing-Yano. Caracterizacion
general

Sea H un tensor tipo (1, 1) en una variedad riemanniana (M, g), el cual es anti-
simétrico respecto de la métrica g. Estudiamos las propiedades que posee el tensor
H y su comportamiento en la complexificaciéon. En el caso en que H es invertible
asociaremos al mismo una estructura casi compleja J.

3.1. Endomorfismos antisimétricos en un espacio vectorial

Sea V' un espacio vectorial real con producto interno (-, -) ysea H : V. — V un
endomorfismo inversible y antisimétrico respecto del producto interno. Siendo H
antisimétrico e inversible, existe una base ortonormal B = {ey, f1,...,en, fn} de V tal
que

[0 —a1 0O O 0 0 ]
ag 0 0 O 0 0
0 0 0 —a 0 0
0 0 a O .. .. 0 0
[H]B: : : : : : : con a1,a2,...7an #0 (31.1)
0 0 0 0 0 —ap
L 0 0 0 0 a, 0 |
Podemos suponer que a; > 0 para todo i. Notemos que los reales a1, ..., a, pueden

repetirse.

Consideramos ahora V¢ = V@ C = V @iV, la complexificacién de V, y sea HC :
V€ — VCla extension de H a un mapa C-lineal, es decir, HC(z +iy) = H(z)+iH (y)
para todos z,y € V. Notar que loas autovalores de

Distinguimos dos conjuntos, una correspondiente al conjunto de autovalores sin
repeticion de un operador lineal y otro en donde se lista todos los autovalores con
repeticion. Al primer conjunto se lo conoce como espectro y al segundo como mul-
ticonjunto de autovalores. En simbolos, si A es un operador lineal, S(A) denotara el
espectro y M (A) el multiconjunto de autovalores.

Notemos que [H?]3 = diag [—a}, —a}, —a3, —d3, ..., —a
son los elementos de la base B.

2

n’

—a%] y los autovectores
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De esta forma los siguientes conjuntos representan el espectro y el multiconjunto
de autovalores de H?:

S(Hg) = (_a%_a%’ i _a?z)> M(HQ) = (—CL%, _a%7_a%> —a%, sy —CLQ, _a%)

Rescribiendo de acuerdo a la notacién, H? = diag[M (H?)]. Observar que a dife-
rencia de H?2, H no es diagonalizable perosiloes HC y S(H®) = (+ayi, *asi, ..., a,i)

Proposicién 3.1.1. V ai € S(H®), se verifican:
1. V@0 .= {7 cVC:. HYZ) = aiZ} = spanc{er —ifx :ar =a}
2. V09 .= 17 e VC: HYZ) = —aiZ} = spanc{ey + ify : ap = a}
3. VE = Baiese) (VY & VO,
4. La conjugacion en V< define un isomorfismo R-lineal entre V(0:) yy //(@.0),

Demostracién. La descomposicién en 3. es clara pues es la descomposicién de V'
en autoespacios de H C. Es facil verificar que si ap = a entonces H Cley —ify) =
ai(er —ifr)y Hc(ek +ify) = —ai(ex +if). Dado que {e;, — ifk}zzl U{er + ifk};clzl
es una base de VC, entonces obtenemos 1. y 2.

Para 4., dado aji € S(H®)y Z = e; — if; € V(@9 entonces Hc(Z) = H(ej) +
iH(f;) = a;fj — aje; = —aji(e; + if;). La conjugacién envia elementos de V(*0) a
V(0:4) 'm4s atin es una transformacion R-lineal inversible.

O

Corolario 3.1.2. Si #S(H®) = 2n, es decir a;i # ayi ¥V j # k entonces :
1. Va0 .= {7 e VC . HC(Z) = ayiZ} = spanc{ex, — ify}.
2. VOa) .= {7 e V€. HY(Z) = —ayiZ} = spanc{es + ifi}.
3. dime V(@0 = dime V%) =1,

4. VC = V(a0 g y(0a) g g (an0) gy (0.an),

3.2. Tensores tipo (1, 1) paralelos y Killing Yano

Extenderemos los conceptos de la seccién anterior a una (M, g) variedad rieman-
niana. Sea H un tensor antisimétrico de tipo (1,1), esdecir H : TM — TM es C*y
para cada punto p de M, H, es un endomorfismo antisimétrico en 7), /. Asociamos
a H la 2-forma:

w(X,Y) = g(HX,Y), VX,Y € X(M). (3.2.1)

Si H es invertible podemos definir la siguiente 2-forma:
WX, Y)=g(H'X,Y), VX, Y € X(M). (3.2.2)
Denotamos siempre por V a la conexién de Levi- Civita,
Lema 3.2.1. Sea (M, g, H) como antes. Entonces se verifica para todos X,Y, Z € X(M).
1. Vxw(Y,Z) =g(VxH)Y, Z).

2. Vx H es antisimétrico.
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Demostracién. La prueba es la misma que la de los items 1. y 2. de la Proposiciéon
2.3.3 dado que alli no hemos usado el hecho de que J? = —1. O

El tensor de Nijenhuis N asociado a H se define como:
N(X,Y)=[HX,HY] - H(HX,Y] +[X,HY)) + H*[X,Y]. (3.2.3)

Este es realmente un tensor, en el sentido que N (uX,\Y) = pAN(X,Y) para p, A €
C°°(M). Para mostrar esto, dado que N es claramente antisimétrico, podemos supo-
ner que i = 1. Luego

N(X,\Y) = AN(X,Y) = (HX)(\Y) — H(HX)(\Y + X(\)HY) + H3A(X(\)Y)
= (HX)(\Y) — (HX)(\)HY — X(\H?Y + HX(X(\)Y) = 0.
Definicién 3.2.2. Decimos que H es integrable si NV = 0.

Lema 3.2.3. Sea (M, g, H) como antes. Para cualquier conexion libre de torsion se verifica:
NX,Y)=(VuxH)Y —H(VxH)Y — (VugyH)X + H(VyH)X. (3.2.4)
Demostracién. La demostracion es similar a la del Lema 2.3.2. O

Proposicion 3.2.4. Sea (M, g, H) como antes. Entonces
dw(X,Y,Z) = Vxw(Y, Z) + Vyw(Z,X) + Vzw(X,Y).
Demostracién. La proposicion sigue de cambiar J por H en la Proposiciéon 2.3.5. [

Definicién 3.2.5. Decimos que H es un tensor paralelo respecto de V (conexién
de Levi Civita) si VH = 0, es decir si para todo par de campos X,Y € X(M),
(VxH)Y = 0. Equivalentemente, Vx H = HV x para todo X € X(M).

Proposicion 3.2.6. Para todo H invertible antisimétricoyV X,Y € X(M) se verifican:

1. (VxH Y)Y = -H YVxH)(H'Y).

2. 2g(VxH)Y,Z) =du(X,HY,HZ) + dw(X,Y, Z) — g(Nu(Y, Z), H ' X).

3. dwW(HX,HY,HZ) = (Vuxw)(Y,Z)+ (Vayw)(Z,X) + (Vuzw)(X,Y).
Demostracién. Para la primera identidad

(VxH YWY =VxH'YY —H 'VxY =H 'HVxH 'Y - H'VxY
= -H Y (-HVxH 'Y +VxY)=-H Y(VxH)H™'Y.
Para el punto 2. desarrollamos

dw(X,Y,Z) = Xg(HY, Z) + Yg(HZ,X) + Zg(HX,Y)
+9([X, Y], HZ) + g([Y, Z], HX) + g([Z, X], HY),
du(X,HY,HZ) = Xg(Y,HZ) + HY g(Z,X) — HZg(X,Y)
+9([X,HY), Z) + g([HY,HZ), H' X) + g([HZ, X],Y),
g(Nu(Y,2), H'X) = g([HY, HZ), H ' X) + g([HY, Z], X)+
+9(Y,HZ], X) + g([Y, Z], HX).



Capitulo 3. Estructuras paralelas y estructuras Killing-Yano. Caracterizacion

34
general

Luego sumando las dos primeras identidades y restando la tercera se tiene

dw(X,Y,Z) +du(X,HY,HZ) — g(N(Y, Z), H ' X)

= Xg(HY,Z)+Yg(HZ,X)+ Zg(HX,Y) + g([X, Y], HZ) + g([Y, Z), HX)
+9([Z, X],HY ) + Xg(Y,HZ) + (HY )g(Z, X) — (HZ)g(X,Y) + g([X, HY], Z)
+y([HY,HZ),H'X) + g([HZ,X],Y) - g([HY,HZ], H ' X)

—g([HY, Z],X) — g([Y,HZ], X) — g([Y, Z], HX)

= Xg(HY,Z) + (HY)g(Z,X) + Zg(HX,Y) + g([X, HY], Z)

—g([HY, Z), X))+ g([Z,X],HY) + Xg(Y,HZ) + Yg(HZ,X)

—(HZ)9(X,Y) +g([X,Y],HZ) — g([Y, HZ], X) + g([HZ, X],Y)
=29(VxHY,Z)+29(VxY,Z) =29((VxH)Y, Z)

El daltimo item sale usando el primero y la Proposicién 3.2.4. O

El siguiente corolario es consecuencia de la proposiciéon anterior, muestra las
equivalencias en la definicién de paralelo cuando H es invertible.

Corolario 3.2.7. Sea H un endomorfismo antisimétrico invertible. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes

1. VH =0
3. Vw =20

Demostracién. La equivalencia de 1.y 3. es consecuencia del Lema 3.2.1. Asumamos
1.y 3. Por lema 3.2.3 se tiene Ny = 0; de la Proposicién 3.2.4 se sigue que dw = 0;
y del item 3 de la Proposicién 3.2.6, obtenemos que du = 0. Luego se verifica 2.
Reciprocamente, asumiendo 2., del item 2 de la Proposicién 3.2.6, obtenemos que
VH =0, es decir, se verifica 1. O

Dado un tensor (1,1) invertible H en (M, g), observar que como (Hil)T = (HT),
entonces H es antisimétrico si y solo si H ! es también antisimétrico. Usando la Pro-
posicién 3.2.6,1, se deduce:

Corolario 3.2.8. Si H es un tensor inversible en (M, g), entonces H es antisimétrico y
paralelo siy solo si H~! es también antisimétrico y paralelo.

Definicién 3.2.9. Decimos que un tensor (1,1) antisimétrico H en una variedad rie-
maniana (M, g) es un tensor de Killing-Yano (KY) si se satisface la condicién:

(VxH)X =0, VX € X(M).
Decimos que una 2-forma K es una 2-forma de Killing-Yano si
VxK(X,Z)=0, VX, Z € X(M).

Del Lema 3.2.1 resulta que un tensor (1,1) antisimétrico H en (M, g) es de Killing-
Yano si y sélo si la 2-forma asociada w(X,Y) = g(HX,Y) es de Killing-Yano.

Definicién 3.2.10. Decimos que una variedad riemanniana (M, g) admite una es-
tructura paralela (resp. de Killing-Yano) si existe un tensor de tipo (1, 1) antisimé-
trico y paralelo ( de Killing-Yano).
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Lema 3.2.11. Sea H un tensor (1,1) antisimétrico en una variedad riemaniana (M, g). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H es de Killing-Yano.
2. (VxH)Y = —(VyH) X, VX, Y € X(M).
3. Vxw(Y,Z)+ Vyw(X,Z) =0, VXY € X(M).
4. dw(X,Y,Z) =3 (Vxw) (Y, 2)
Demostracién. Asumamos 1. y probemos 2.

0= (Vxsy H) (X +Y) = Vxoy H(X +Y) = HVxsy X +Y) = Vyxay (HX + HY)—
—H(VxX +VxY +VyX +VyY)
=VxHX +VxHY +VyHX +VyHY — HVxX — HVxY — HVyX — HVyY
= (VxH)X +(VyH)Y + (VxH)Y + (VyH)X
= (VxH)Y + (VyH)X

Por el Lema 3.2.1, resulta que 2. y 3. son equivalentes. Veamos ahora que 2. implica
4. Como w es KY, por la Proposicién 3.2.4, el Lema 3.2.1 y la antisimetria de Vx H
obtenemos que:

dw (XY, Z) = (Vxw) (Y, Z) + (Vyw) (£, X) + (Vzw) (X,Y)

=g9(VxH)Y,Z)+g9(VYyH)Z,X) + g((VzH)X,Y)
=9(VxH)Y,Z) - 9(Z,(VyH)X) — g(X,(VzH)Y)
=g9(VxH)Y,Z)+g(VxH)Y,Z) + g(X,(VyH)Z)
=g9(VxH)Y,Z)+g((VxH)Y,Z) — g((VyH)X, Z)
=9(VxH)Y,Z) + g(VxH)Y, Z) + g((Vx H)Y, )
=39(VxH)Y,Z) = 3(Vxw)(Y, Z)

Finalmente veamos que 4. implica 1. De laigualdad dw(X,Y, Z) = 3 (Vxw) (Y, Z),
poniendo X =Y resulta:

0=dw(X,X,Z)=3(Vxw)(X,2),

por lo cual w es de Killing-Yano, o equivalentemente, H es de Killing-Yano. O

3.3. Curvatura de Ricci

Recordar la definicién del tensor de curvatura R(X,Y)Z dada en la Definicién
2.43.

Proposicion 3.3.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana y sea H un tensor de tipo (1,1)
invertible, antisimétrico y paralelo. Entonces para todos X, Y, Z,W € X(M) se verifican:

1. R(X,Y)HZ = HR(X,Y).
2. R(X,Y,HZ,HW) = —g(H2R(X,Y)Z,W).

3. RIX,Y,HZ, H'\W)=R(HX,H'Y,Z,W) = R(X,Y,H ' Z, HW)
=RH'X,HY,Z, W) =—-R(X,Y,Z,W).
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Demostracién. El item 1. sale de la definicion de R(X,Y)Z y el hecho de que H es
paralelo y por lo tanto conmuta con Vx para todo X € X(/). El punto 2. es una
consecuencia 1. y de la antisimetria de H. Para el dltimo punto, usamos los items
anteriores y la Proposicion 2.4.4:

R(X,)Y,HZ,H'W) = g(R(X,Y)HZ, H'W) = g(HR(X,Y)Z, H W)
= _g(R(Xa Y)Za W) = _R(Xv Yva Za W)
RHX,H'Y,ZW)=R(Z,W,HX,H'Y)= —-R(Z,W,X,Y) = —R(X,Y, Z,W).

Las ultimas dos salen de lo anterior aplicado a H~! en vez de H. Para ello usamos
el Corolario 3.2.8 que dice que H ! es también paralelo. O

Proposicion 3.3.2. El tensor de Ricci en una variedad riemanniana (M, g) con H tensor
tipo (1, 1) invertible, antisimétrico y paralelo satisface para todos X,Y € X(M) la siguiente
ecuacion:

Ric(X,Y) = Tr(R(X, HY) o H™ ') + Ric(H ' X, HY) (3.3.1)

Demostracion. Fijemos p € M y una base ortonormal {ey, ...., e2, } para T,,M. Usando
la Proposicién 3.3.1 y las propiedades en la Proposicién 2.4.4, obtenemos

Ric(Xp,Yy) = Y Rlei, Xp, Yy, i) = — Y Rlei, Xp, HpYp, Hy ler)

=Y R(Xp, HyYp, e, H 'ei) + > R(HpYy, €1, Xp, Hy ey)
—_ Z R(Xp, HyYy, H, Vei ei) — Z R(H,Yy, €5, Hy' X, ;)
== R(X,. HyY, H, ei ei) + Y Rles, HyYp, Hy ' X, €7)
= — Tr(R(Xp, Yp) 0 H, ") + Ric(H, ' X, H,Y)).

O]

3.4. Tensores H tipo (1,1) en la complexificacién de cada es-
pacio tangente

Sea (M, g) una variedad riemanniana. Consideramos la complexificaciéon del fi-
brado tangente 7'M, denotada por T M. Este resulta un fibrado tal que para cada
p € M, (T®M), = T, M®. Las secciones de este fibrado, llamados campos complejos,
son de la forma X +iY, donde X,Y € X(M). Al conjunto de campos complejos lo
denotamos XC(M).

Sea H : TM — T'M un tensor antisimétrico. Luego para cada punto p € M, Hy, :
T,M — T,M es un endomorfismo antisimétrico. Denotemos por Hf a la extension
lineal de H,, a la complexificacién 7, M* de T,,M, es decir,

H;C(m +iy) = Hp(z) + iHy(y), z,y € T,M.

Obtenemos asf un endomorfismo H® : TM® — TMC.
De igual forma extendemos la mefrica, a un tensor complejo (0,2):

X +iY, Z+iW) = g(X,Z) — g(Y, W) +i[g(X, W) + g(Y, Z)].
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Finalmente extendemos la conexién de Levi-Civita en la complexificacionV X, Y, Z, W €
X(M) definimos:

VS iy (Z+iW) =VxZ — VyW +i[VxW + Vy Z]

Decimos que H® es paralelo si conmuta con V% para todo Z € X¢(M). Equivalen-
temente, si denotamos

(VZHO)Z' = VZ7(H(Z")) - H(V3Z'),
entonces HC es paralelo si y s6lo si (v§(+inC)(W +1iZ) = 0.
Proposicién 3.4.1. H es paralelo si y solo si H es paralelo

Demostracion. La siguiente identidad es facil de verificar.
(Vex1ivHS(Z +iW)) = (VxH)Z — (VNyH)W +i[(VxH)W + (VyH)Z]. (3.4.1)

De esta expresion se sigue inmediatamente que si H es paralelo, entonces H°C.
Para la reciproca, basta tomar Y = W = 0 en la expresién anterior. ]

Decimos que H® es de Killing-Yano (o que es KY) si (Vv H®))(X +iY) = 0
para todos X,Y € X(M).

Proposicién 3.4.2. H es KY siy solosi HC es KY

Demostracién. Poniendo X +1iY = Z + iV en la expresion 3.4.1 resulta:
(VEx oy HS(X +14Y)) = (VxH)X — (VyH)Y +i[(VxH)Y + (VyH)X] = 0.

Resulta inmediato de esta expresion y del Lema 3.2.11 que si H es KY, también lo es
HC. La recfproca sale de la expresion anterior tomando Y = 0. O

3.5. Estructura casi compleja asociada

Sea (M, g) una variedad riemanniana y sea H : TM — TM un tensor antisi-
métrico (respecto de g) e invertible. El objetivo es asociar a H una estructura casi
compleja J. Comenzaremos primero a nivel de espacios vectoriales.

Consideremos un espacio con producto interno (V, (-, -)) y fijjemos un automor-
fismo lineal antisimétrico H : V' — V. Asociada a la terna (V/ (-, -), H) tenemos una
2-forma w € A?V* dada por w(z,y) = (Hz,y), para todos z,y € V.

Dado que H es invertible, w es no degenerada. En otras palabras, (V,w) es un par
simpléctico.

Decimos que una estructura compleja J en V' es compatible con w si la forma
bilineal (x,y) — w(x, Jy) es un producto interno.

La siguiente proposicién asocia a cada terna (V, g, H) una estructura compleja .J
compatible con w.

Proposicion 3.5.1. Toda terna (V,(-,-), H) como antes tiene una estructura compleja J
compatible con la 2-forma w.

Demostracién. Sea B = {ey, fi, ..., en, fn} base ortonormal para la cual H se escribe
como en 3.1.1 con a; > 0 paratodoi € {1,...,n}.

En la base anterior, H H' es una matriz diagonal diag M(HH'),con M(HH?T) =

(a2,a2,...,a2,a2) ( Ver notacion en seccién 3.1).

sy Uns Un
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En la misma base definimos A := VHHT = diag\/M(HHT),con \/M(HHT) =
(a1,a1,...,an,ay). Es facil ver que es simétrica, definida positiva e inversible.

Sea J := A'H, entonces H = AJ y esta es la descomposicién polar de H.
Notemos que en la base anterior J resulta ser la siguiente transformacion:

0 =10 O .0 0
1 0 0 0 .0 0
0 0 0 -1 .0 0
0o 01 0 .. ..0 O
=1 . - Do (3.5.1)
0o 0 0 0 .. .. 0 -1
0 0 0 0 .. .. 1 0 |

Claramente J es antisimétrica y ortogonal respecto de la base dada. Mdas atin es una
estructura compleja.
Afirmamos que J y H conmutan, en efecto

JH = A'HH = (WHHT)"'\HH = VHHT ' (~-HHT)
= VHHT =VHHTJJ = HJ.

Probaremos ahora que w es compatible con J. Esto es equivalente a probar que
(x,y) — (-,-) = w(x,Jy) es un producto interno. Chequearemos primero la sime-
tria

<x7y>H = w(x,Jy) = <H‘T’Jy> = _<‘]H‘T7y> = —<HJ.73,y>
= <J‘T7Hy> = (/J(y, JCC) = <y,$>[—[

En segundo lugar verificaremos que es definido positivo
(x,x)g =w(z,Jx) = (Hx,Jz) = —(JHx,z) = (VHH 2, 2) > 0.
O

Observacion 3.5.2. Notar que este nuevo producto (-,-)g = w(-,J-) que define la
compatibilidad de J con w es diferente de (-, -). Ademds J es antisimétrico y ortogo-
nal respecto de este nuevo producto interno. En efecto,
(Jo,y)n = w(Jz, Jy) = (HJz, Jy) = (JHz, Jy)
= (Hz,y) = ~w(z, J?y) = —(z, Jy)u,
<=]$, Jy>H = —<I‘, J2y>H = <I‘, y>H

Por lo tanto J es también estructura compleja compatible respecto de la nueva mé-
trica.
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Capitulo 4

Estructuras KY invariantes en
Grupos de Lie de dimensidn cuatro

En este capitulo estudiamos tensores de Killing Yano invariantes a izquierda en
grupos de Lie de dimensién cuatro con métricas invariantes a izquierda. En primer
lugar veremos que estos tensores son necesariamente paralelos. La existencia y des-
cripcién de estos tensores pueden estudiarse al nivel del dlgebra de Lie. Las 4lgebras
de Lie de dimensién cuatro con producto interno que admiten un tensor paralelo
inversible son necesariamente solubles. Describiremos estas dlgebras, y para cada
una de ellas analizaremos todos los posibles productos internos y tensores paralelos
inversibles que se pueden construir (salvo equivalencia). Luego usaremos estos re-
sultados para encontrar ejemplos de 2-formas Killing-Yano conforme en algebras de
dimensién cinco.

4.1. Meétricas y tensores invariantes a izquierda: Considera-
ciones generales

Para un grupo de Lie G y a € G, denotamos siempre por L, : G — G ala
multiplicacién a izquierda, el cual es un difeomorfismo. Un campo X € X(G) se
dice invariante a izquierda si

dL,X oL, 1 =X, Va € G,

es decir
dLe X, = Xup, Ya,p € G.

Los campos invariantes a izquierda forman una subdlgebra de X(G) y se la llama el
dlgebra de Lie de G. Como espacio vectorial es isomorfo a 7. G, donde e es la identidad
de G. En efecto, dado x € T.G, existe un tinico campo invariante a izquierda X tal
que X, = z. El valor de X en un punto a cualquiera viene dado por

X, =dLysz, a €.

Usando esta identificacion de TG con el dlgebra de Lie de GG, podemos definir un
corchete de Lie en T.G. A T.G con este corchete lo denotamos por g. Luego g es un
algebra de Lie can6nicamente isomorfa al algebra de Lie de campos invariantes a
izquierda de G.

Sea {z1,...,2,} es una base de g = 7T.G, y para cada i, sea X; el campo inva-
riante a izquierda tal que (X;). = z;. Entonces { X1, ..., X,,} es una base del C*°(G)-
modulo X(G). En efecto, dado a € G, como cada L, es un difeomorfismo, resulta
que {(X1)as ..., (Xn)a} = {dLgz1,...,dLysxy,} es una base de T;,G.
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Definicién 4.1.1. Una métrica riemanniana g en un grupo de Lie G se dice invariante
a izquierda si para cada p € G, gap(dLqz,dLyy) = gp(x,y) para todo z,y € TG, es
decir, si L, es una isometriaVa € G.

Una métrica invariante a izquierda g en G define en particular un producto in-
terno g. = (-,-) en el dlgebra de Lie g = T.G. Reciprocamente, dado un producto
interno (-, -) en g = T.G, existe una tinica métrica riemanniana invariante a izquier-
da g en G tal que g. = (-, ). La misma, en un punto a € G, viene dada por

ga(ﬂzy) = <dLa—1x7 dLa—1y>’ T,y € TeG-
En otras palabras,

Proposicién 4.1.2. Existe una correspondencia uno a uno entre métricas riemannianas in-
variantes a izquierda en un grupo de Lie G y productos internos en g = T,G.

Sean X, Y, Z campos invariantes a izquierda en un grupo de Lie G y sea g una
métrica invariante a izquierda. Entonces para cada a € G tenemos ¢,(Y,Z) :=
9a(Ya, Za) = ga(dLyYe,dLoZ.) = ge(Ye, Ze). Por lo tanto la funciéon a — g,(Y, Z) es
constante y en particular X (g(Y, Z)) = 0. Luego, si V es la conexién de Levi-Civita,
para XY, Z invariantes a izquierda resulta

9g(VxY, Z)+g(Y,VxZ) =0 (4.1.1)
y la férmula de Koszul 2.3.3 para estos campos se reduce a
29(VxY, Z) = g([X, Y], 2) - g([Y, 2], X) + 9([Z, X],Y). (412)
Con estos hechos, es facil de probar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.3. En el marco anterior, si X y Y son campos invariantes a izquierda,
entonces también loes VxY.

En particular podemos definir una funcién bilineal (z,y) — V,y en g = T.G
del siguiente modo: Dados z,y € g, sean X,Y los respectivos campos invariantes a
izquierda asociados, es decir, tales que X, = x y Y. = y. Entonces definimos V,y
como (VxY).. Laidentidad (4.1.1) se traduce en que la aplicacién V, : g — g que a
un y le asocia V,y, es antisimétrica respecto del producto interno (, ) = ge.

En vista de lo anterior y de la férmula (4.1.2), podemos definir lo siguiente.

Definicién 4.1.4. Sea g un algebra de Lie real, y sea (-, -) un producto interno (real).
La conexién de Levi-Civita asociada a (-, -) es la aplicacién bilineal V : g x g — g,
cuyo valor en (z,y) denotamos V,y, definida por la siguiente identidad de Koszul:

2<v$y7 Z) = <[$,y],2> - <[y,2],1’> + <[Z7$]7y>a r,Y,2 €9

Proposicién 4.1.5. Sea V la conexién de Levi-Civita de un dlgebra de Lie g con producto
interno (-, -). Entonces V satisface

1. [z,y] = Vay — Vya.
2. (Vay,z) = —(y,Vy2).

Demostracion. Sale inmediatamente de la definicién de V. O
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Sea G un grupo de Lie, g una métrica invariante a izquierda, y sea V la conexién
de Levi-Civita. Por lo visto anteriormente, V induce un mapa bilineal en g = 7.G.
Con la definicién anterior resulta que esta aplicacién bilineal es la conexién de Levi-
Civita del dlgebra de Lie g asociada al producto interno ge.

Definicién 4.1.6. Un tensor H de tipo (1,1) en un grupo de Lie G se dice invariante
aizquierda si HdL, = dL,H paratodo a € G. Una 2-forma w en G se dice invariante
a izquierda si wqp(dLex, dLay) = wy(x,y) para todo z,y € T,,G.

Dado un tensor H : TG — TG invariante a izquierda, en particular tenemos
un endomorfismo de espacios vectoriales H, : g(= 1T.G) — g, y reciprocamente,
dado un endomorfismo de espacios vectoriales Hy : g — g, existe un tinico tensor
H : TG — TG invariante a izquierda tal que H. = Hy. En efecto, para cada a € G,
H, : T,G — T,G esta definido como H, := (dL,).Ho(dL,)"!,. De manera similar,
las 2-formas invariantes a izquierda en G se corresponden con bilineales alternantes
gxg—g.

Si G posee ademas una métrica invariante a izquierda g, un tensor H invarian-
te a izquierda es antisimétrico respecto a ¢ si y s6lo si H. es antisimétrico respecto
del producto interno g.. En tal caso la 2-forma w(X,Y) = g(HX,Y) es invariante a
izquierda. Ademas H es inversible si y solo si H, es inversible. La siguiente propo-
sicién es también inmediata usando los mismos argumentos que venimos usando
para pasar del grupo al dlgebra.

Proposicién 4.1.7. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g = T.G, sea g una métrica
invariante a izquierda en G y sea V la conexion de Levi-Civita. Denotemos (-,-) 1= ge Y
denotemos también por V a la conexién de Levi-Civita del dlgebra de Lie g respecto de (-, -).
Sea H : TG — TG un tensor antisimétrico invariante a izquierda.

1. H es paralelo si y sélo si H.V, = V H, para todo z € g.
2. H es de Killing-Yano si y sélo si H.V yx = VH.x para todo x € g.
En vista a la proposicién anterior, hacemos la siguiente definicién.

Definicion 4.1.8. Sea g un algebra de Lie real, (-, -) un producto en g, y denotemos
por V ala conexién de Levi-Civita. Sea H : g — g un endomorfismo antisimétrico.

1. Decimos que H es paralelo (respecto del producto interno) si V, H = HV,
para todo x € g.

2. Decimos que H es de Killing-Yano si V,Hx = HV z. Esto es equivalente a la
condiciéon

VoHy + V,Hz = H(V,y + V,z). (4.1.3)

La proposicién anterior se traduce como sigue: en un grupo de Lie G con métrica
invariante a izquierda g, un tensor H : TG — T'G antisimétrico invariante a izquier-
da es paralelo (resp. de Killing-Yano) si y s6lo si H. : g — g es paralelo (resp. de
Killing-Yano) respecto del producto interno ge.

De esta forma, todo el estudio de tensores paralelos ¢ Killing Yano invariantes a
izquierda se puede estudiar a nivel del algebra de Lie g = T.G, y esto es la forma en
que se trabajara en las siguientes secciones.
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4.2. Tensores de Killing-Yano no inversibles en dlgebras de
Lie de dimensién cuatro

Teorema 4.2.1. Sea g un dlgebra de Lie real de dimensién cuatro, sea (-,-) un producto
interno, y sea H : g — g un endomorfismo lineal no nulo. Si H es no inversible de Killing-
Yano, entonces H es paralelo.

Demostracion. Por ser H antisimétrico, existe una base ortonormal {eg, e1, €2, e3} de
g tal que H se representa con la matriz

,con x # 0. (4.2.1)

I
co oo
co oo
8 oo o

0

El objetivo es probar que las matrices de V., Ve,, Ve,, Ve, escritas respecto de la
base {ep, €1, €2, 3} conmutan con la matriz de H. Por la Proposicion 4.1.5 sabemos
que estas matrices son antisimétricas.

Por empezar notemos que

Ker(H) = Span{eg,e1}, Im(H) = Span{es,es},

y estos son subespacios ortogonales complementarios de g. Ademéds, si v € Ker(H),
entonces V,v € Ker(H) pues por ser H de Killing-Yano se tiene HV,v = V,Hv =
V,0 = 0. De aqui se sigue que V. e, V¢, e1 € Span{eg, e1}. Por la antisimetria de
Ve, y de V¢, obtenemos

Voo = aer, Ve e1 = beg

para ciertos reales a, b.
Usamos ahora la condicién de Killing-Yano (4.1.3) aplicada a los vectores de la
base {60, €1,€9, 63}1

H(Veiej + Vejei) = VeiHej + VejHei, 0<i<j3 <3

Desarrollando cada una de ellas y usando que He; = Hey = 0, Heg = xeq y
Hey = —xe3, obtenemos

H(Veer + Ve, eo) = (4.2.2)
H(Veyez + Veye0) = 2Ve €3 (4.2.3)
H(Veyes + Vegeo) = —2Vegen (4.2.4)
H(Ve €2+ Ve,e1) = xveleg (4.2.5)
H(Vee3+ Veser) = —xVe, 9 (4.2.6)
H(V3263 + V6362) = (V€3€3 VeQ 62). (4.2.7)

De las relaciones anteriores y del hecho de que = # 0 se sigue que

Veoe1 + Ve, €0 € Span{ep, e1}
Veoe?n veoe27 ve1 €3, v61€27 V6363 - v62€2 S Span{627 63}-
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Resulta entonces que

g(v(i()el?e?) - _g(v60627€1) - 07 g(v6061563) - _g(ve()eS)el) - 0
g(vele()? 62) = _g(v€1627 60) - 07 g(v81607 63) = _g(vele?n 60) =0.
Hemos concluido que V¢ eq, Vee1, Ve, €0, Ve, €1 € Span{eg, e}, y como V¢ y Ve,

son antisimétricos, resulta que sus matrices en la base ortonormal {eg, €1, e2, €3} tie-
nen la forma

0 —a 0 O 0 b6 0 O
a 0 0 -b 0 0 O

Ve, = 0 0 0 —c cona,c e R, V. = 0 0 0 —d conb,de R .
0 0 ¢ O 0 0 d 0

De las expresiones anteriores obtenemos V ez, Ve, €3, Ve, €2y Ve, €3, y reempla-
zando estos en 4.2.3,5.7.2,4.2.5 y 4.2.6 resulta que

H(Veze()) = H(V€3€0) = H(V6261) = H(Ve3€1) = 0,

es decir, V,eq, Veseo, Ve,e1, Veser € Ker(H) = Span{eg, e1}. Dado que V., y Ve,
son antisimétricos, sus matrices en la base {eg, €1, €2, e3} tienen la forma

0 —e 0 O 0 —h 0 0
e 0 O h 0 0 O .
Ve, = 0 0 0 —f cone, feR, Vg = 0 0 0 — conh,i € R
0o 0 f O 0O 0 ¢ O
Dado a que las matrices de V,, V¢, , Ve,, Ve, que hemos obtenido conmutan con la
matriz de H, entonces la demostracién del teorema estd completa. O

4.3. Tensores paralelos inversibles en algebras de Lie de di-
mension cuatro

Sea g un algebra de Lie de dimensién cuatro con producto interno (-, -). Sea H :
g — g un endomorfismo antisimétrico. De la definicién se sigue que si H es paralelo,
entonces es de Killing-Yano (esto es valido en cualquier dimensién). En la seccién
anterior hemos probado la reciproca en el caso en que H es no inversible. El caso
inversible se conoce recientemente:

Teorema 4.3.1. ([ABM16] y [AD18]) Si g es un dlgebra de Lie real de dimensién cuatro
con producto interno, y H : g — g es un endomorfismo lineal inversible de Killing-Yano,
entonces H es paralelo.

En la primera fuente citada se prueba un resultado mucho més general que abar-
ca a los tensores Killing-Yano en variedades riemannianas de dimensién cuatro. En
ese trabajo se afirma que toda variedad de dimensién cuatro que admite una 2-forma
Killing-Yano conforme no degenerada de norma constante es paralela. Las 2-formas
Killing-Yano son un caso particular de las 2-formas Killing-Yano conformes. Esto lo
veremos con mds detalle en las préximas secciones de este capitulo. En la segunda
cita se demuestra que toda 2-forma Killing Yano conforme invariante y no degene-
rada en grupos de Lie es paralela.

En esta seccion describiremos cudles son las dlgebras de Lie de dimensién cuatro
que admiten un endomorfismo lineal inversible paralelo respecto a algtin producto
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interno. Mds atin para una tal dlgebra, describiremos cuales son todos los posibles
endomorfismos inversibles paralelos.
La siguiente proposicién da una primera restriccion sobre la estructura de g.

Proposicién 4.3.2. Sea g un dlgebra de Lie de dimension cuatro. Si existe automorfismo
lineal antisimétrico H : g — g respecto a un producto interno (-, -) que es paralelo, entonces
g es soluble.

Demostracion. La 2-forma w(z,y) = g(Hz,y) es no degenerada pues H es inversi-
ble. Ademads del Corolario 3.2.7 se tiene que w es cerrada. Luego w es una 2-forma
simpléctica. Aplicando [Chu74, Theorem 9], resulta que g es soluble. O

La siguiente proposiciéon da una descripcién de las dlgebras de Lie solubles de
dimensién cuatro. Recordemos que un édlgebra de Lie g se dice unimodular si los
operadores ad, tienen traza cero para todo = € g.

Proposicion 4.3.3. Si g es un dlgebra de Lie soluble real de dimensién cuatro, entonces g
posee un ideal de dimension 3 que es un dlgebra de Lie unimodular.

Demostracion. Sea x : g — R el mapa x(z) = Tr(ad,). Este es claramente un homo-
morfismo de dlgebras de Lie y por lo tanto Ker x = {z € g : Tr(ad,) = 0} es unideal.
Notar que [g, g] C Ker x y de aqui se sigue que Ker x es unimodular.

Si g no es unimodular entonces x # 0, por lo que dim Ker x = 3, y por lo tanto
Ker x es el ideal buscado.

Supongamos ahora que g es unimodular. Dado que g es soluble, su conmutador
[g, g] es un ideal nilpotente (y por lo tanto unimodular) con dimg < 3. Cualquier
subespacio v de dimension tres que contenga a [g, g] es un ideal, y como g es unimo-
dular y [g, g] C v, se sigue que b también lo es. O

De esta manera, si g es un dlgebra de Lie real soluble de dimensién cuatro con
producto interno (-, -), entonces siempre es posible encontrar una base ortonormal
{eo,e1,e2,e3} tal que Span{e;, ez, e3} es un dlgebra de Lie soluble unimodular de
dimensioén tres y

g = Reg X Span{ey, ez, e3}.

Pasamos a describir ahora las algebras de Lie reales solubles unimodulares de di-
mension tres. Antes introducimos la notacién que usaremos para identificar algunas
dlgebras de Lie reales sobresalientes.

= aff(R) : [e1, e2] = ea, el dlgebra de Lie no abelianana de dimensién dos.
» b3 : [e1, e2] = e3, el dlgebra de Heisenberg de dimension tres.

m v3) : [e, e2] = ea, [e1, e3] = Aes.

n té,)\ : [e1, e2] = Aea — e3, [e1, €3] = €2 + Aes.

Observacién 4.3.4. Notar que t3 _; es ¢(1, 1), el dlgebra de Lie del grupo de movi-
mientos rigidos del plano de Minkowski. Ademas t39 = R x aff(R) y 3 5 es ¢(2), el
algebra de Lie del grupo de movimientos rigidos del espacio euclideo de dimensién
2.

Teorema 4.3.5 (Milnor [Mil76]). Sea g un dlgebra de Lie real soluble unimodular de di-
mension 3, y sea (-, -) un producto interno. Entonces existe una base ortonormal {e;, e2, e3}
de g tal que

[e1,ea] = Aes, [e2,e3] =0, [es,e1] = pes
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donde A, jv son reales tales tales que A > 0y tal que X > 0 si 1 < 0. La clase de isomorfismo
del dlgebra estd determinada por los signos de A, i de acuerdo al siguiente cuadro:

A H dlgebra de Lie
>0 >0 e(2) =14,
>0 <0 2(1, 1) =131
>0 =0 bs

=0 =0 R?

Consideremos ahora las dlgebras de Lie solubles de dimensién cuatro. Existen
varios articulos que tratan sobre el tema. Aqui utilizaremos la clasificacién y nota-
cién propuesta en [ABDOO05].

Teorema 4.3.6 ([ABDOO05]). Sea g un dlgebra de Lie soluble real de dimension cuatro.
Entonces g es isomorfo a una de las siguientes dlgebras de Lie: R, aff(R) x aff(R), R x b,
Rxvg, Rxrgy [\l < LR xtyy, A > 0,0 una de las siguientes dlgebras de Lie cuyos
corchetes se dan en una base eq, e1, €2, 3.

ny : [eo, e1] = eq, [eq, e2] = es;
aff(C) : [eo, e2] = ea, [eo,e3] = e3, [e1,e2] = e3, [e1,e3] = —ea,
vy : [eg,e1] = e1, [eo, e2] = e1 + ea, [eo, e3] = ea + e3;
ty ) [eo, e1] = eq, [eo, e2] = Nea, [ep, e3] = ez + Aes;
ty 0t [eo, e1] = e1, [eo, e2] = pea, [eg, e3] = Aes,

/ .
T4

[
04 : [eo, €1
045 : [en, e1] = Aex, [eo, e2] = (1 — N)ea, [eo,e3] = e3, [e1,ea] =e3, A > 0;
U ]
[eo, e1]

ba :

Enunciamos ahora el teorema principal de este capitulo que describe los tensores
inversibles paralelos en las dlgebras de Lie de dimensién cuatro y las dlgebras de Lie
que admiten tales tensores.

Teorema 4.3.7. Sea g un dlgebra de Lie real no abeliana de dimension cuatro. Fijemos un
producto interno (-, -). Si g admite un endomorfismo antisimétrico inversible y paralelo H :
g — g, entonces g es isomorfa a una de las siguientes dlgebras de Lie solubles: R x t3,
R x tgp, tﬁl%o, 047%, 042, 0217/\, A >0, aff(R) x aff(R).

Muds aiin, dada g y (-, -) como antes, existe una base ortonormal {eg, e1, e2, e3} tal que
v := Span{ey, ez, e3} es un ideal de g y tal que se da una de las siguientes situaciones:

1. g R x 30,0 =R3yenlabase {ey,e1,ea,e3}:

000 00 a0
adeg b= [ 0 0 O |, H=| o o~ o |
00 A c 0 0 0

donde A >0y c,d > 0.
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LR Xt 0= R3 y en la base {eq, e1, ea, €3}

00 0 e 0 0 0
adeo ‘n: 0 0 —t 5 H =
0t 0 0 0 0 —f
0 0 f 0
dondet,a, f > 0.
g tQ’M’O, v =R3 yenlabase {eg, e1,e2,e3}
0 —a 0 O
uw 0 0
adey o= 0 0 —t |, g=|* 0 00
0+ 0 0o 0 0 —f
0 0 f 0
donde t,a, f >0,y u # 0.
. g = 0,1 Y0 = b3 Setiene [e1,ea] = tegcont > 0, [e1,e3] = [ez,e3] = 0, y las
2
matrices de ade, |, y H en la base {eg, e1, €2, e3} son
00 0 -c .
s 0 0
_ 2
g=1Y % = Ul =10 L 0
0 ¢ O 0 0 (2) ;
c 0 0 O
donde ¢ > 0.
. g = 02y b = b3 Se tiene [e1, ez] = tezcont > 0, [er,e3] = [ez,e3] = 0,y las
matrices de ade, |, y H en la base {eg, e1, €2, e3} son
¢ 00 0 0 0
_ — t
H=10 o o —a| > b= 8 : _0£
0 0 a O 2
donde a > 0.
. g =0, Yo = b Setiene [er,eq] = tegcont > 0, [e1,e3] = [ez,e3] = 0, y las
matrices de ade, |, y H en la base {eg, e1, €2, e3} son
00 0 -—c
t
t b O
2 _
adey lo= |=b L o, H=|00 ¢ 0
0 (2] . 0 ¢ O 0
’ c 0 0 O
donde ¢ > 0y |bi| > 0. El valor de \ estd determinado como X\ = ﬁ

. g =~ Rx 8(2) = thg70,y0 = 2(2) Se tiene [61, 62] = tes, [62, 63] =0, [63, 61] = tey,

cont > 0, y las matrices de ad., |, y H en la base {eg, e1, €2, e3} son

0 0 0 0 —a 0 O

a 0 0 O

adeo |g: 0 O —b3 s = 0 0 0 —f
0 by 0 00 4 0
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donde a, f > 0.

8. g= lef(R) xaff(R) yo = 6(1, 1). Se tiene [61, 62] =0, [62, 63] = teq, [63, 61] = —teq,
con t > 0, y las matrices de ade, |» y H en la base {ep, e1, ez, e3} son

a a a a
. o oy TROTRS RRS
adey b= | a2 a1 0 |, H= §6+§f —°
0 e f 0

donde ay > 0, e > f > 0,y se verifica t* + a3 = a}.

La demostracién serd dada en diferentes etapas y nos ocupara el resto de la sec-
cion.
De la Proposicion 4.3.3, obtenemos una descomposiciéon

g= Reo 'Xadeo D,

donde v es un 4lgebra de Lie real soluble unimodular de dimensién tres y e es un
vector no nulo ortogonal a v. Por el Teorema 4.3.5 sabemos que v es isomorfa a R?,
hs, e(1,1) 0e(2).

En lo que sigue, dado un vector x € g, denotamos por Z su proyeccién ortogonal
a v. Denotemos por V a la conexién de Levi-Civita del 4lgebra de Lie v con el pro-
ducto interno de (-, -) restringido. Afirmamos que V,y = V,y para todo z,y € v. En
efecto, de la definicién de la conexién de Levi-Civita resulta

(Voy,2) = (Vay,2), z,y,2 €0,
y nuestra afirmacion se sigue de esto.

Lema 4.3.8. ([Mil76, Section 5]) En las condiciones anteriores, se verifican las siquientes
igualdades

1. v6060 = 0,
2. Veou = Au,Vu € v,

3. Vyeo = —Su, Vu € v,

4. Vv = Vv + (Su,v)eg = Vyu + (Su,v)eg, Vu,v €,

donde Sy A son las partes simétricas y antisimétricas de ad., |, respectivamente.

ade, v —ade, |UT g ade, o +ade, |nT
2 T 2

A=

yade, |y denota el operador traspuesto de ad, |o.

Notar que por ser H paralelo, 0 = HV . eo = V,Hep, por lo que Hey € Ker V.
Ademds Heg y ep son ortogonales pues H es antisimétrica. Luego {eg, Hep} es un
conjunto linealmente independiente y ortogonal en el subespacio vectorial Ker V.
La dimensién de este subespacio puede ser 2 6 4 pues V, es antisimétrico. Analiza-
remos estas posibilidades para cada clase de isomorfismo del dlgebra v:
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Caso: v = R?, g = Reg Xaqe, R?
a. dimKerV,, =4
Del item 2 del Lema 4.3.8, se sigue que A = 0y por lo tanto ade, |o= ade, |o" . Luego

existe una base ortonormal {v, v, v3} de v tal que la matriz de ad,, |, en esta base
es diagonal, es decir,

A0 0
ade, o= 0 A2 0 |. (4.3.1)
0 0 A

Podemos suponer que |A1| < [A2] < |A3]. Existen diferentes posibilidades en cuanto
a los valores que pueden tomar Aq, A2, A3. Siguiendo la demostracién del Teorema
4.3.6 en [ABDOO05], obtenemos:

» Si A\ = A2 = \3 = 0, entonces g = R*.
» SiA; =0y A3 # 0, entonces g = v3 \ x R, donde X = :\\?

» Si AMA2)3 # 0, entonces g = vy, ) para ciertos reales i, A tales que —1 < p <
A< 1.

El primer caso es el dlgebra de Lie abeliana, la cual no estamos considerando. Por
esa razén suponemos A3 # 0. Usaremos el Lema 4.3.8. Notar que

M 0 0
S=]0 X 0|, A=0.
0 0 X

Tengamos en cuenta que como el ideal v es abeliano, la conexién de Levi Civita es
siempre cero en v, es decir V,,v; = 0V ,j. Resulta entonces que la expresiones
matriciales de V,,, V,,, V,, respecto de la base {eg, v1, v2, v3} son

0 -\ 0 0 0 0 X 0 0 00 X
a0 000 1o 0 0 0 10 00 0
Va=1to o0 ool V2Tl %o 00| VT 0 00 0
0 0 00 0 0 0 0 —X 0 0 0

Dado que H es antisimétrico, su matriz respecto de la base ortonormal {eq, v1, v2, v3}

tiene la forma
0 —a —-b -—c
a 0 —d —e
H = bod 0 —f | (4.3.2)

c e f O

La condicién de paralelismo sobre H equivale a que las matrices de V,, y de H
conmuten para todo ¢ = 1, 2, 3. Esto se traduce en que:

Aec=A1d = Xoa = Xof = Aad = doc = Xob = Aze = A\3f = Aza = \3b = 0.
Puesto que A3 # 0, las ecuaciones anteriores se reducen a:

)\162)\1(1:)\2612)\26262]0:&:():0.
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De esta forma

00 0 —c

0 0 —d 0
H= 04 0 0 |’

c 0 0 O

y siendo H inversible, se tiene que ¢ # 0y d # 0. De las ecuaciones anteriores se
tiene que Ay = 0y A\; = 0. Concluimos asi que el dlgebra g es isomorfaa g = t3 x R.
Escribimos finalmente el resultado:

00 0 00 0o
adeg b= 0 0 0 |, H=| o o 7 ¢
00 As c 0 0 0

Cambiando ey por —e si es necesario podemos suponer A3 > 0. Cambiando ey por
—eg y e3 por —e3 podemos suponer también que ¢, d > 0.

b. dimKer V., =2

Llamaremos W = Ker V., y W+ a su complemento ortogonal. Para este caso {eo, %}

constituye una base ortonormal de Ker V. Notar que H preserva W y W+ pues H
es antisimétrica y conmuta con V.
Sea u € W+ un vector unitario. Luego {u, ﬁ} es una base ortonormal de W+

y por lo tanto {eg, Hgiig”, u, IIgZII } es una base ortonormal de g. Es facil ver que la

matriz de H en la base dada es

0 — ||Heol| 0 0
| IHel 0 0o
H= 0 0 0 |Hy| (4.3.3)
0 0 || Hull 0
Para una mayor claridad denotamos:
Heg Hu
Wo = €0, W1 = 7747 ;0 W2 =1U, W3 = 777 -
[[Heoll [ Hull
De modo que Ker(V,,,) = Span{wo, w; }. Ademads escribimos
al b1 C1
adwo ‘n: a9 bg Co (434)
as bg C3
Por lo tanto:
2a1 bi+as 1+ asg 0 %(bl — CLQ) %(01 — a3)
S = % as + by 2bg co+bs |, A= %(ag—bl) 0 %(Cg—bg)
az+c1 by+co  2c3 s(as—c1) (b3 —c2) 0

Como wy € Ker(Vyy,), del item 2 del Lema 4.3.8, deducimos que Aw; = V,,w; = 0.
Esto implica que as = b1 y a3 = c¢;. En particular

1 1
vaUJQ = sz = 5(()3 — Cg)wg, vwowg = 5(62 — bg)wg.
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Luego la Matriz de V,,, en la base {wg, w1, w2, w3} es

00 0 0
00 0 0

Vo = 1o g 0 3(co — b3)
0 0 3(bg—c2) 0

y esta matriz claramente conmuta con la matriz de H.
Planteamos ahora la condicién V,,, Hwy = HV,,, wo. Usamos el Lema 4.3.8 para
escribir la matriz (antisimétrica) de V,,,. Obtenemos

Vi wp = —Swy = —ajwy — %(GQ + b1)wa — %(as + c1)ws = —a; — aswr — azws,
Vo, w1 = (Swy, w1 )wy = ajwo,

Vo, wo = (Swy, we)wy = b _g a2w0 = aiwo,

Vo, w3 = (Swy, ws)wy = a ;agwo = agwp.

La matriz de V,,, resulta

0 ay ag as

~|-a1 0 0 0

Vo —az 0 0 O
—a3 0 0 O

Es fécil verificar que para que esta matriz conmute con la matriz de H debe suceder
que a2 = a3 = 0. Entonces, hasta ahora hemos obtenido

a2:b1:a3261:0.

Planteamos ahora la condicién V., H = HV,,. Nuevamente usamos el Lema 4.3.8
usando las restricciones que hemos obtenido hasta ahora. Usaremos también la iden-
tidad V,y — Vo = [z, 9], la cual es cero si z,y € v. Se tiene

bs +
wao = —SU)Q = —bgwg — 3 2

ws,
Vw2w1 = vw1w2 =0,
Vu,wa = (Swa, wa)wy = bawy,

Vw3 = {(Swa, ws)wy = @ ;— bgwo.
Luego la matriz de V,,, es
0 0 b Bi=
Vel o000
~bste g0 0

No es dificil ver que esta matriz conmuta con la matriz de H precisamente cuando

bo = bg +co = 0.
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Luego V,, = 0. Finalmente consideramos la condicién HV,,, = V,,, H. Usando el
Lema 4.3.8 y la relacion V,y — Vo = [z, y] obtenemos

Vuswo = —Swz = —czws,
Vw3w1 = lewg = 0,
Vwgw2 = vwgw?) = Oa

Viuswz = (Sws, wz)wo = czwo
y por lo tanto la matriz de V,,, es

3
Vs =

o O O
o O O O
o O O O

—C

0

0

C3 0

No es dificil ver que esta matriz conmuta con H siy sélo si cg = 0. Luego V,,, = 0.
Resumiendo, las matrices de ad,, |, y de H en la base ortonormal {wp, w1, w2, w3}
tienen la forma

0 —a 0 O
w 0 0
a 0 0 O
adw, b= 0 0 —t |, H= 0 0 0 —f
0 ¢t O 0 0 f 0

donde a y f son reales positivos. Notemos que ¢ # 0 pues si fuera nulo, tendriamos
A = 0y por el Lema 4.3.8 se tendria que V,,, = 0, pero estamos suponiendo que
Ker V,,, tiene dimensién 2. Intercambiando {wy, w1} por {—wp, —w, } si es necesario
podemos suponer que t > 0.

Siguiendo la demostracién del Teorema 4.3.6 dada en [ABDOO05], obtenemos la
siguiente conclusion:

» Si =0, entonces g es isomorfoa R x t4 .
3,0

= Siu # 0, se puede suponer que es positivo y en tal caso g es isomorfoat) , .

Caso: v = b3, g = Reg Xaq,, b3

Por el Teorema 4.3.5, existe una base ortonormal de v y un ntimero real positivo
t tal que
le1, e2] = tes, [e2,e3] =0, ez, e1] =0 .

Denotemos por V a la conexion de Levi-Civita de v. Un simple calculo usando la for-
mula de Koszul muestra que la representaciéon matricial de V.,, V,, V., estd dada

por

B 00 0 B o o £ 0 L o0
Ve,=10 0 =%|, Veu=[0 0 0|, Veu=1|-5 0 0 (4.3.5)
0% 0 -5 00 0 0 0.
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De acuerdo a [ABDOO05, Lemma 1.2], la matriz de la derivacién ade, |, en la base
{e1, e2, e3} tiene la forma

al b1 0
adey [v= [a2 b2 0 (4.3.6)
as bg a + bg

Analicemos las posibilidades segtn el valor de dim Ker V., que puede ser 2, 6 4
pues e ya es un elemento del kernel por el Lema 4.3.8.

a. dimKerV,, =4

Del item 2 del Lema 4.3.8, (usando la notacién del mismo) se tiene que A = 0y
por lo tanto ad,, |o= ade, |o". Luego la matriz de ad,, |, en la base ortonormal
{e1,e2,e3} es simétrica y concluimos asi que ag = b3 = 0y que D = ade, [{c, .} €5
una matriz simétrica. Denotamos por A; y Az los autovalores de D y sea {v1, v2} una
base ortonormal de autovectores de la matriz D tal que Dv; = \v;.

Escribimos a v1 y v2 como combinaciones lineales de ey, e:

vl = x1€1 + agy1, V2 = x2e1 + Y2€2

Cambiando v; por —v; si es necesario, podemos suponer que a;1bs — azb;, el determi-
nante de la matriz (ortogonal) de cambio de base, es igual a 1. Definamos también
vo = €9 y v3 = e3. Entonces los corchetes de Lie en la nueva base {vg, v, v2, v3}
resultan:

[UI,UQ] = (x1y2 — xzyl)tvg = tvg

[v1,v3] = [v2,v3] =0

y ademds la matriz de ad,, es

A0 0
ad Vo ’n: 0 )\2 0 y (437)
0 0 MM+ X

De acuerdo a la demostracién del Teorema 4.3.6 dada en [ABDOO05] se tienen las
siguientes alternativas respecto a la estructura de g.

1. AM1=X=0=g=RXxbs.

2. )\1:—)\27&0:>g%04.

3. A+ X2 #0= 9204, =0y, donde A = A

A continuacién escribiremos las matrices de V,, V,,, V,, V,, respecto de la ba-
se {vp, v1,v2,v3} usando el Lema 4.3.8. También haremos uso de la férmula V,y —
Vyx = [z,y].

Por hipétesis tenemos que V,,, = 0. Luego

vvlvo = [1}1,1}0} - Vvovl = —advo V1 = —)\11)1.
Vo, v1 = (Vi v1,v1)01 + (Vy,v1, 02)v2 + (Vy, 01, v3)v3 + (ady, v1, v1)00.

Primero notemos que (V,,v1,v1) = 0. Luego usando la férmula de Koszul obtene-
mos

2(Vy,v1,v2) = ([v1, v1],v2) — ([v1,v2],v1) + {[ve,v1],v1) = 0.
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De manera similar
2(Vy,v1,v3) = ([v1,v1],v3) — ([v1,v3], v1) + ([v3, v1],v1) = 0.

Resulta asi que V,,v1 = Ajvg. Por la antisimetria de V,, obtenemos que V,,v2 y
V4, v3 sOlo tienen componentes en Span{vg, v3}. Luego

Vv = (Vi v2,v2)02 + (Vo 02, v3)03,
vv11}3 = <VUI’U3,’U2>U2 + <VU1’U3,’U3>’03.

Usando la férmula de Koszul obtenemos que

2(V,v2,v2) = ([v1,v2], v2) — ([v2, v, v1) + ([v2, v1], v2) =0,
=t

2(Vy,v2,v3) = ([v1, v2], v3) — ([v2, v3], v1) + ([vs, v1], v2)

Obtenemos finalmente que la matriz de V,, es

0 X O O
|l -x 0 0 0
Vr = 0 0 0 —%
0 0 5 0
Calculamos ahora las matriz de V,,. Se tiene
VU2’U(] = [02700] + VUOUZ = — aduo Vg = —)\21}2,
t t
VU2U1 = [’U2,’U1] + v’U1UQ = —tvg + 5@3 = —5713.

Por la antisimetria de V,, y dados los calculos anteriores, obtenemos que
VU2 = Aavg + (Vy,v2, v3)v3.
Usando la férmula de Koszul se verifica rdpidamente que
2(Vy,v2,v3) = 0.

Luego la matriz de V,, es

0 0 X O

|l 0o o o &
Ve=1_% 0 0 0
0 - 0 0

Finalmente
VU31)0 = — advo v3 + Vvovg = —()\1 + )\2)7)3,

Visv1 = [v3,01] + Vi, 03 = — -2,

2

t
Vs V2 = [U3, V2] + VU3 = UL
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Dado que V,, es antisimétrico, resulta que su matriz es

0 0 0 A+
0 0o <& 0
Ve = 2
3 0 -5 0 0
—(Ai+X2) 0 0 0

La matriz de H en la base {vg, v1,v2,v3} tiene la forma dada en 4.3.2. La condicién
de que H sea paralelo se traduce en las ecuaciones V,,H = HV,,, i = 1,2, 3. Desa-
rrollando estas igualdades resulta que

1) ¢t =dx, (5) dA\s = c}, 9) e (M +Xo) = bi,
(2) —eA = b, (6) —ab =—\of, (10) —ak = f (M + N2),
(3) b\ = —e, 7) ft=aX, (11) a (A1 + o) = —f3,
@) c\i =di, (8) chy =dt, (12) ek =b(A\1 + M)

En el caso 1. en que A\ = Ay = 0, es decir g = R x b3, de las ecuaciones anteriores
deducimos que H = 0 pues t > 0. Luego no existe H paralelo inversible.

En el caso 2.y 3., es decir donde por lo menos uno de los valores A\, A2 es distinto
de cero, comparando (1) y (5), (4) y (8), (3) y (12), (2) y (9), (6) y (10), y finalmente (7)
y (11), obtenemos las siguientes igualdades.

(13) d(A1 — A2) =0, (15) b(2A1 + A2) =0, (17) f(A1+2X2) =0,
(14) C()\l — )\2) =0, (16) 6(2)\1 + )\2) =0, (18) a(/\1 + 2)\2) =0.

En el caso 2. en que Ay = —X2 # 0, reemplazando \p por —A; en (13) a (18),
obtenemos
d)\l = C/\1 = b)\l = 6)\1 = f)\l = a/\1 =0

de donde concluimos quea =b=c=d=e¢ = f = 0y por lo tanto H = 0, y por lo
tanto no existe tensores paralelos en este caso.

Consideremos ahora el caso 3, es decir, el caso donde A1 + Ao # 0. Para ello
vamos a considerar las distintas posibilidades sobre los valores que pueden tomar
A1 — A2, 201+ A2, A1+2)\9. Es facil ver que si dos de ellos son iguales a cero, entonces
A1 = X2 = 0, lo cual contradice que A\; + A2 # 0. Luego, por lo menos dos de
ellos tiene que ser distintos de cero. Supongamos que los tres son distintos de cero.
Usando las ecuaciones de (13) a (18) concluimos que H = 0, lo cual contradice que
H sea inversible. Restan solo considerar tres casos:

2 A — A2 =0,2X\ + X # 0y A + 2)\ # 0. O equivalentemente, A\ = \a # 0.
Notar que en este caso g ~ 0, 1.

Las ecuaciones de (15) a (18) implican que b = e = a = f = 0. Luego existe H
inversible si y s6lo si cd # 0.

2d
dt
A=Ay = % Igualando resulta d* = ¢2. Se abren dos casos

Por (1) y (5) resulta que A\ = Ay = —; mientras que de (4) y (8) resulta que
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e Sic=d, entonces \; = \y = % Notar que

00 0 —c .
0 0 —c 5?0
H=\|0 . o ol adwh=[0 50
c 0 0 0 0 0t

Notar que cambiando {vz,v3} por {—vs, —v3} si es necesario podemos
suponer que c es positivo.

* Sic= —d, entonces \; = Ay = —£.
0 0 0 —c .
0 0 ¢ 0 2 Ot 0
H=1g —c o o 8dwlh= 8 . 0
¢c 0 0 0 t

Notar que podemos pasar del segundo al primer caso cambiando vy por —vy.

= A — X2 # 0,20 + A2 # 0y A + 2X\2 = 0. Notar que de aqui se deduce que
AL # 0y Ay #0.
De las ecuaciones (13)-(16) resulta que ¢ = d = e = b = 0. Para que H resulte
inversible debemos tener que af # 0. De (6) y (7) se deduce que a? = f2. Se
abren dos casos

® Sia = f, de (10) y (11) obtenemos que Ay + Ay = —%, yasidp = Ly

A1 = —t. Por lo tanto ﬁ = f}} = 2. Luego g = 04 2. Notar que
2 o 8 0 —~t 0 0
_ — t
H=1o o o —af' 2wh= 8 2 _01
0 0 a O 2

Notar que cambiando {va,v3} por {—ve, —v3} si es necesario podemos
suponer a > 0.

¢ Sia = —f,de(10)y (11) obtenemos que A\ + X2 = % y por lo tanto Ay = —%

y A1 = t. Luego ﬁ = t/% = 2. Luego también g = 9,4 2. Notar que

2 _oa 8 8 £ 00

_ — _1
H=10 0o o a’ad%'t’—g 022
0 0 —a O 2

Notar que podemos pasar del segundo al primer caso cambiando vy por —vy.

= A — A2 # 0,20 + A2 =0y A + 2X2 # 0. Notar que necesariamente A\ # 0y
A2 # 0.
De (13), (14), (17) y (18) deducimos que d = ¢ = a = f = 0. Dado que H es
inversible necesariamente be # 0. Luego de (2) y (3) deducimos que €? = b?.
De aqui se abren dos casos:
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* Sie=b,de(9)y (12) deducimos que A\; + A2 = L. Luego Ay = —Ly Xy = ¢.
A1 —t/2 _

Luego NN T 12 —1y por lo tanto g = 04 _1 = 04,2. Notar que
00 —=b O +
00 0 —b 3 00
H = , ady, b=]10 ¢t O
b 0 0 O 0 o0 ¢t
06 0 O 2

Notar que haciendo cambiando {vs,v3} por {—wvz, —v3} si es necesario
podemos suponer b > 0. Mds atin, notar que si intercambiamos vy y v2 y
cambiamos v3 por —v3 volvemos al caso en que A\; — Ay # 0, 21 + Aoy # 0
y A1 + 2X2 = 0 que ya hemos tratado anteriormente.

* Sie=—b,de(9)y (12) deducimos que A\; + Ay = —& y por lo tanto A\; = £

y A2 = —t. Luego /\1)3:/\2 = —1 ynuevamente g = 04 1 = 042. Notar que
0 0 -b O ¢
00 0 b 2 00
H = 5 advo ’n: O _t O
b 0 0 0 0 0 —t
0 -b 0 0. 2

Notar que siempre se puede pasar del segundo al primer caso.
b. dimKerV,, =2

Notar que en este caso Ker V., = Span{eg, Hep}. En efecto ¢y € Ker V, por el Lema
4.3.8, y por lo tanto Hey € Ker V., pues H conmuta con V., y entonces preserva el
kernel. Suponemos H se escribe de la siguiente forma para la base {eg, e1, e2, €3} con
span{ei, ea, ea} ~ h3.

0 —a —-b -—c
a 0 —-d -—e
H=1y 4 o —f
c e f 0

Usamos las expresiones 4.3.6 y 4.3.5 junto con el Lema 4.3.8 para obtener las expre-
siones de V¢, V¢, , Ve,, Ve, enlabase {ep, €1, €2, e3}. Resulta que

0 0 0 0] 0 a 2 %7

A L Vo= | w00 O
0 @t o & e (R
o % % 0] g 0 5 0]

Ver = —()22 0 0 0] Veg = —bzd 1 0 0
b L 0 0] —ath g0 0

Lema4.39. a=b=e=f =a3=0b3=0.
Demostracién. Notar que HV,ep = 0. Dado que HV,, = V., H tenemos

aa bb
0= <V€OH60763> — _<v60€3,H€0> = 73 + 73,
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es decir,
aaz + bbs =0 (4.3.8)

En el célculo anterior y en el que sigue usamos las expresiones matriciales de H y de
Ve,. Desarrollamos ahora la igualdad (HV e, e2) = (Ve,Hey, €2).

asb
<Hve361762> == —<V6361,H62> = %’

ab
<V63H61,€2> = —(Ve362,H€1> = 73

Concluimos asi que
ba3 - abg =0 (439)

Juntando 4.3.8 y 4.3.9 obtenemos que

a b as

AIAED
El determinante de la matriz de este sistema es —a? — b2. Si es igual a cero, entonces
a = b = 0y por lo tanto de la expresion matricial de H obtenemos Heg = ces.
Pero entonces, e3 estd en el kernel de V., y de la expresiéon de V., obtenemos que
a3 = by = 0. Si el determinante fuese distinto de cero, entonces necesariamente
a3 = b3 = 0y de la expresién matricial de V., obtenemos V.,e3 = 0, es decir,
es € Ker(Ve,) = Span{eg, Heg}. Dado que tanto e3 como Hej son perpendiculares
a eq, concluimos que Heg es mdltiplo de e3. Pero entonces a = b = 0, lo cual es un
absurdo. Luego concluimos que a = b = a3z = b3 = 0.

S6lo resta probar que e = f = 0. Para ello desarrollamos primero la igualdad

(HVse1,e3) = (Ve Heq, e3):

as — b
<HV6061,€3> = —<V6061,H63> = f 2 9 !

(Ve Her,e3) = —(Veses, Her) = —(0,Hep) =0

Dado que as — b1 # 0, pues V,, # 0, deducimos que f = 0. Desarrollamos ahora la
igualdad (HV ez, e3) = (Ve Hea, e3):

b —
(HVpe2,e3) = —(Veye2, Hesg) =€ ! 5 e

<V60H€2,63> = —<H627V60€3> = —<H€2,0> =0.

Otra vez, por ser by — az # 0 deducimos que e = 0. Esto completa la demostracién
del Lema. 0

Hasta ahora tenemos que las matrices de H y de V,, ¢ = 0,1,2,3 en la base
{60, €1,€9, 63} son

00 0 —c
00 —d 0
H= 0d 0 O
c 0 0 O
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0 0 0 0 0 a1 %2 0
0 0 bze o —ag 0 0 0
v30 - 0 a25b1 (2) 0 vel = _a2—2&—b1 0 0 _% ’
0 0 0 0 0 0 5 0]
0 2oy o0 0 0 0 @fbe]
—adb g0 1 0 0o L 0
— 2 2 — 2
Ver —by 0 0 0| Ves 0o -Lf o0 o0
0 -t 0 0 —ath 9 0 0 |

Es facil ahora desarrollar las ecuaciones HV., — V., H = 0. Escribimos las ecuaciones
que resultan a continuacién:

(1) d(ag +b1) =0, (3) ca; — 3dt =0, () claz +b1) =0,
(2) —day + 3ct =0, (@) dby — et =0, (6) cby — 3dt = 0.
Notar que cd # 0. Por ello, (1) y (5) se transforman en a; = —b;. De acuerdo

a (2), y (3) las condiciones (4) y (6) pueden reemplazarse por a; = bs. Luego las
condiciones se reducen a

1 1
a]; = bg, as = —bl, cal = idt, da1 = ict.

Notar que a; es necesariamente distinto de cero. Las tltimas dos ecuaciones se tra-
ducen fdcilmente a ¢ = d® y a1 = 35t + 1t, donde el signo es el signo de <. Consi-
deremos los dos casos de la ecuacién ¢? = d*:

s Casoc=d.Luegoa; = %t, las matrices de ad,, y de H en labase {eg, e1, 2, €3}

son
00 0 —c
t
L b 0
2 00 — 0
adey [v=|-b1 & 0|, H= 0 e 0 0
0 0t c 0 0 0

Notar que pasando de {ez2,e3} a {—e2,e3} si es necesario podemos suponer

que ¢ > 0.
s Casoc = —d.Luegoa; = —%t, las matrices de ad,, y de H enlabase {eg, e1, e2, €3}
son
0 0 0 —c
¢
- by O
2 0O 0 ¢ O
adeg [o= | =01 —3 0| H=1, " 4
0 0 -t c 0 0 0

Notar que podemos pasar de un caso a otro cambiando {e1, e2} por {—ej, —ea}. Lue-
go siempre podemos suponer que estamos en el primer caso. El valor de b; es un
real distinto de cero pues dijimos ya que 0 # b; — as = 2b;. El valor de c es tam-
bién un real distinto de cero. De acuerdo a la demostracién del Teorema 4.3.6 dada
en [ABDOO5] el dlgebra de Lie subyacente es isomorfa a 9} , donde A = ﬁ y este
puede ser cualquier real positivo.
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Caso: v = ¢(2), g = Reg Xade, ¢(2)
De acuerdo al Teorema 4.3.5 existe una base ortonormal {e1, e2, e3} de v tal que
[61,62] = )\363, [62,63] = 0, [63,61] = )\262 con )\2 >0 y )\3 >0 .

Denotamos por V a la conexién de Levi-Civita de v con la métrica restringida. No es
dificil ver, usando la férmula de Koszul que las matrices de V,, i = 1,2, 3, son

[0 0 0 0 0 ——Astde
Eva A3+A2 < 2
Ve, = |0 0 -5, Ve, = 0 0 0 ,
_0 >\3-5>\2 0 | —)\32-1-)\2 0 0
0 B )\QEAS 0]
Ve, = | 252 0 0
| 0 0 0]

Denotemos a las matrices de ad, y de H en la base dada por

0 —a —-b -—c

@ b a 0 —-d -e
ade [p=| a2 b2 ¢ |, b da o0 —f
az by c3 c e f 0

No es dificil ver, usando la identidad de Jacobi, que en realidad la matriz anterior
tiene la forma

0 0 0
adeO ’n: as b2 —%

as bg bQ

En la notaciéon del Lema 4.3.8 se tiene

0 5 5 0o =% -5
S — as by ba(A3—A2) A= az 0 _ b3(Aa+)3)
- 2 2)3 ) - 2 2A3
az  ba(Az—A2) b az  b3(A2+A3) 0
2 223 2 2 223
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Usando el lema recién mencionado, las expresiones matriciales de V., y lasde Sy A
obtenemos las siguientes representaciones matriciales de V¢, V¢, , Ve,, Ve,:

0 O 0 0
00 -y %
V=19 @ b 0 — (Mo +A3) |
L0 B 55t A) 0
00y oy
0 O 0 0
v61: _a72 0 0 _)\2—5)\3 )
| -4 0 e 0
[ 0 L by B(As— ) |
_%2 0 0 >\32>\2
Ve, = —bg 0 0 0 ’
i —ng33(/\3 Ap) —RzA2 0 0 |
[ 0 3 2,\3()\3—)\2) by |
_ a3 0 A3—Ag 0
v€3: 7(773()\27)\ _ A3—Ag 6 0
223 \ '3 2) 2
i —by 0 0 0 |

Proponemos H como en la ecuacién 4.3.2 H conmuta con V,, V¢,, Ve,, V¢, Plan-
teando las ecuaciones HV,, = V., H uno obtiene que

@
)
®)

(4)
(5)
(6)
7)
(8)
9)
(10)
(11)
(12)

(13)

bas + cag = 0,

%—Cbs()\z—l-)\g)
G = bb3()\2+>\3)
€b3 fas
g (A4 A3) = 152,
fag dbg

= A2 + A
5 2)\3( 2+ A3),
day _ eay
2 27
daz  eas
St =0
aay _ e(X2 +A3)
2 2
agg  dQAz+XA3) _
2 2 -
faz _c(ha+A3)
2 2
faz _ b(A2+A3)
2 2
caz _ bag
2 27

A3 — A A3 — A

dby + eby = 2 _ o= Xo)

fQs =)

5 -
a(A3 — A\2)

2

agd
14 —,
(14) 5

ase
:i+fb2,

(15) 5

bag  f(A2 — A3)

(16) bya = = T
_ abg(>\3 — )\2)
23 ’

bbs(A\3 — Aa)
223

~ ) _
2

a()\g — Ag)
2

ca9

17) =

d(A2 — A3)
2 7

A2)

(18) Cb2 =

b(As dbs( s —

2)3
daz

(19) - + eby,

(20) = fby —

23

caz | f(d2 — A3)

> T2

chs(A3 — Aa)
2X3

ab3(A3— o)
23

(1) 2

:0,
2

(22) = boa,

B e(A3 — A2)

(23) 5

= bbo,

bas

(24) —
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Comparando (3) y (9), y luego (5) y (11) deducimos

d(A2 + A3)

5 , lo cual implica bbs = dAs.

(25) S (Aa+A3) =

(26) et Ag) @()\2 + A3), lo cual implica dbs = —bAs.

2 23
b —d] [b2]
o )]0

Como A3 # 0, deducimos que el determinante del sistema, es decir b2 + d?, es igual
a cero. Deducimos asi que b = d = 0.

De la misma forma, comparando (2) y (8) y luego (4) y (10), razonando como
antes se obtiene ¢ = e = 0. Como ya hemos obtenido que b = d = 0, para que H sea
invertible debemos tener que a f # 0.

Con lo obtenido anteriormente, de (2) y (3) deducimos ahora que as = a3 = 0.
Luego de (15) obtenemos A3 = Ay, y esto junto con (15) implica que by = 0. De esta
forma

Es dedir,

00 0 " o 0 o
adeg o= 0 0 b3 |, H=|, 0 —f
0 b 0 0 0 f 0

Cambiando ey por —e si es necesario podemos suponer que a, f tienen el mismo
signo. Luego cambiando {e;,e2} por {—e;1, —ez} si es necesario podemos suponer
a, f > 0.

Descubramos ahora la clase de isomorfismo del dlgebra de Lie. Cambiando e
por ey’ =ep — %61 se tiene que

ad66 e1 = ad 6662 = ad66 e3 =10

El élgebra obtenida es isomorfa a R x ¢(2). Esta misma dlgebra ya fue obtenida al
evaluar el caso b = R3.

Caso: v = ¢(1,1), g = Reg Xade, ¢(1,1)
Por el Teorema 4.3.5 existe una base ortonormal {e1, e2, e3} de v tal que
le1,e2) =0, [e2,e3] = Aer, [e3,e1] = —Agea , con Ag, Ag > 0.

Denotamos por V a la conexion de Levi-Civita de v con la métrica restringida. No es
dificil ver, usando la férmula de Koszul, que las matrices de V,, i = 1,2, 3, son

0 0 0 0 0 7)‘1'5)‘2 0 )\2;)\1
ﬁel =10 0 % , ve2 — 0 0 0 , veB — A1 5}\2 0
0 —di=he 0 —M=de 0 0 0

2 2

Denotemos a las matrices de ad, y de H en la base dada por

0 —a —b —c

a b a 0 —d —e

ade [p= | a2 b2 ¢ |, H= b od 0 —f
as bg C3 c e f 0

0
0
0
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No es dificil ver, usando la identidad de Jacobi, que en realidad la matriz de ad, tiene
la forma

A
al “f\—; 1
adey o= | a2 a1 ¢
0 0 0
En la notaciéon del Lema 4.3.8 se tiene
az(A2+XA1) ¢ _az(Me=X1) o
(Aal/\ : 2o 2 (/\0 ) s 2
— az2(A2+A1 ca A= az2(A2—A1 c2
S 2 a1 2 | 220 0 2
= c _a _c
2 2 0 2 2 0

Usando estas matrices, las matrices de V,, y el Lema 4.3.8, se obtiene facilmente

[0 0 0 0 0 q 2t
0 0 _a2(Qe=M) _ 0 02
Veg = 222 2 Ve, = o
0 az(/\%\—)\l) 0 c2 ? 7&2()\21)\‘%/\2) 0 0 A1
0 e —c (2) o 0 =M=
L 2 2 2 2
r 0 az(/\21>\-;->\2) a1 %2 0 %1 c2 0
_as(AitA9) 0 0 Atde -4 0 % 0
Ver = —2a/\12 0 0 (2) Ve = -3 = 2>\2 0 0
7%2 —)\12 A2 0 0 0 0 0 0

Al plantear las ecuaciones HV,, = V. H,i = 0,1,2,3, obtenemos las siguientes
ecuaciones

(1) g = bele=t)) (14) AP — e 4 g,
cco _ aaz(A2—A c daz(A14+)
(2) G = =g, (15) Loz = deauida),
beg — _aa a ea
(3) 3 3 7 (16) (>\1;-)\2) fai + 2(2\)1\:‘/\2)’
(4) % = %, bas(A14+Az) f(/\1+>\2)
17) aay = ™ + ,

(18) %2 = c2liutle),

_ be A1+A
(7) dey + eaz()\g—)q) _ 0/ (19) caq 2 -+ ( 1 2),

2 22
®) daz(g\ijz\z) e =g, (20) % = —M,
©) D) _ g, 4 I, () =,
(10) eay + L2 = A2, (22) -5 =12,
(11) bay = 2e2frtie) 4 cuth), (23) g = %5,
(12) % = cay + AP), (24) g 4 [z — o,
(13) b5 = =2y, (25) o = i),

]

O+ O

A2
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d(M + A
La ecuacioén (3) dice que %2 = —% y de (12) se obtiene ca; = %! — (1;2)
Reemplazamos estas expresiones en (19) y como resultado obtenemos ac; = d(A; +

A2). Pero esto junto con (12) implica

cayp = 0.

No puede ser a; # 0 pues de lo contrario de (11) y (16) se deduce que

az(A1+X2) (A1+22)

22 2 Rl

(A1+A2) _az()\1+)\2)] |:€:| :
2

22

distinto de cero. Luego a = e = 0. Usando (12) obtenemos d% = 0lo cual implica
d = 0, lo cual contradice la hip6tesis de que H es inversible. Entonces a1 # 0y por
lo tanto ¢ = 0.

De (24) y (25) obtenemos f(A — A2) =0y e(A — A2) = 0. Si fuese (A — A2) #0,
tendriamos e = f = 0, y dado que ¢ = 0 llegariamos a que H es no inversible. Por
lo tanto debemos tener necesariamente A\; = Ay. Por esto y porque ¢ = 0, de (7) y
(13) obtenemos be; = dey = 0. Si fuese ¢; # 0, tendrfamos b = d = 0, y luego por (9)
tendriamos f = 0, lo cual contradice que H sea inversible. Entonces, entonces ¢; = 0.
Luego de (12) deducimos d = 0. Finalmente, de (3) y (18) se tiene bcy = aca = 0. Si
fuese ¢y # 0 tendriamos b = a = 0, y dado que ¢ = 0, llegarfamos a que H es no
inversible. Luego concluimos también que c3 = 0. En resumen, hasta ahora hemos
obtenido

Notar que el determinante de este sistema es —( , el cual es

C:O, )\12/\2, 01:0, dZO, CQZO, al#O.
Luego de este reemplazo las condiciones se reescriben

bas + fA\1 —aa1 =0, fay +eas —ar; =0,
aas +eXy —bay =0, —bA\ +eaj + fas =0.

Escribimos a estas ecuaciones como un sistema de ecuaciones lineales homogéneo
con incégnitas a, b, e, f. La matriz del sistema es

—al a9 0 )\1
—)\1 0 as ajg
as —al )\1 0
0 —A1 a1 as

M =

Como H es inversible, no pudesera = b =e = f = 0, y por lo tanto el determinante
()\12 + a22 — a12)2
al)\l
obtenemos \;% + a2 = a;2. Usando esta igualdad, resulta facil ver que el sistema

anterior se resuelve como

de la matriz M debe ser igual a cero. Dado que det M = entonces

a=Le+f, b=Se+ .

s
BE
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Obtenemos asi las siguientes expresiones para ad., |, y para H:

Qa a a Qa
ap az 0 as ’ a1 —ﬁeo— A _)‘%60_ a0
ade, o= a2 a1 0|, H= é—%e + g By
0 e f 0

Advertimos aqui que a; es siempre distinto de cero y se lo puede tomar positivo
cambiando ey por —eq si es necesario. Notar que cambiando {e;, ez} por {—e;, —e3}
en las matrices anteriores, as se cambia por —as y f por — f. Luego podemos suponer
que ey f tienen el mismo signo. Finalmente, cambiando {ey, ez} por {—e;, —ea} si
es necesario, podemos suponer que e, f > 0.

Ademads Ay = )1 y el valor de ay est4 restringido por la condicién A? + a3 = a?.
Finalmente, el valor del determinante de H es

a2
det H = (e* — fQ)QA—;
1
y como debe ser distinto de cero pues H es invertible, debemos tener ¢ # f2. Final-
mente, afirmamos que se pude asumir que e > f. En efecto, si se intercambian e; y
e2, se pude observar que las matrices de ade, y ade, son las mismas y H se mantiene
igual salvo un intercambio de ey f.
Analizamos ahora la clase de isomorfismo del dlgebra de Lie obtenida. Para ello
hacemos el siguiente cambio de base:

e
vo = eg — (a1 + az)vy + (a1 + az)va, vy 261—1—62—;, vy =e1+ e, vV3=e€1 — ey
Observamos que
[01,02} = V9, [’1)1,1)3] = —703, [1}2,'03] =0
y ademas
0 0 O
ady, b= 0 0 O
0 0 2&1

De la demostracién del Teorema 4.3.6 dada en [ABDOO5], se obtiene que g ~ aff(R) x
aff(R).

4.4. Distincién de estructuras paralelas en algebras de Lie de
dimensién cuatro

En la seccién anterior, describimos todas las dlgebras de Lie de dimensién cuatro
que admiten un producto interno y un endomorfismo antisimétrico inversible y pa-
ralelo. Fijada tal algebra y un producto interno, hemos exhibido una base ortonormal
del 4lgebra y todos los endomorfismos antisimétricos paralelos escritos en esa base,
tal como se muestra en el Teorema 4.3.7. Resta analizar si todos estos casos exhibidos
son no equivalentes entre si en un sentido que precisaremos a continuacion.

En este seccion encontramos todas las clases de equivalencias respecto de la cla-
sificacion obtenida en la seccién anterior.
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Invariantes de algebras de Lie con producto interno

En lo que sigue consideraremos triples (g, H, (-, -)) donde g es un algebra de Lie,
(-,-) es un producto interno, y H : g — g es un endomorfismo lineal antisimétrico y
paralelo respecto del producto interno.

Definicién 4.4.1. Decimos que dos triples como antes (g1, H1, (-, -)1) ¥ (g2, H2, (-, -)2)
son equivalentes si existe un isomorfismo isométrico de dlgebras de Lie ¢ : g1 — go
tal que ¢ H = Ha¢.

En el Teorema 4.3.7 se exhiben triples (g, H, (-, -)) tal que cualquier otro triple
(¢/,H',(-,-)") es isomorfo a uno de los del Teorema. Resta saber si en los triples ex-
hibidos no hay dos que son equivalentes entre si. En los siguientes lemas veremos
condiciones necesarias para que dos triples sean equivalentes. Sus demostraciones
son sencillas usando elementos bésicos del dlgebra lineal.

Lema 4.4.2. Sea ¢ : Vi — Va un isomorfismo de espacios vectoriales, y sean Ty y T»
endomorfismos en Vi y Va respectivamente tales que ¢11 = Th¢. Entonces Ty y T5 tienen
los mismos polinomios caracteristicos. En particular, Ty y T» tienen las mismas trazas y los
mismos determinantes.

Corolario 4.4.3. En las condiciones del lema anterior, los polinomios caracteristicos de T]"
y T3 coinciden para todo n € N.

Lema 4.4.4. Sea ¢ : g1 — g2 un isomorfismo de dlgebras de Lie y sean T y T endomorfis-
mos lineales en Vi y Va respectivamente tales que ¢T = Tr¢.

1. SiTi([g1,01]) C [g1,91] entonces To([g2, 92]) C [92, 92]- Ademds Ti (g, 4.1 Y T2|(gs,92]
tienen los mismos polinomios caracteristico. En particular tienen la misma traza y el
mismo determinante.

2. Vale la misma afirmacion anterior reemplazando conmutador por centro.

Definicion 4.4.5. Sea (g, (-,-)) un algebra de Lie con producto interno. Definimos la
ad-norma de g, y la denotamos ||g||, de la siguiente manera:

[gll := max ;=1 || ady ||

donde ||z|| denota la norma del vector x € gy || ad, || es la norma del operador ad,,
es decir, || ad, || = max = || ad. y]|.

Lema 4.4.6. S5i ¢ : (g1, (-,-)1) — (92, (-, -)2) es un isomorfismo isométrico de dlgebras de
Lie con producto interno, entonces || g1 || = ||g2||-

Observacion 4.4.7. También se pueden definir otros invariantes, tales como ||g|| 4,9 ¥
9ll5(g)- Por ejemplo, el primero se define como el méximo de || ady ||(q,9) = max{||[z, ]| :
y € [g,9], |ly]| = 1}, donde x recorre los vectores de g de norma uno. El segundo se
define de manera similar. El lema anterior también vale para estos invariantes.

A continuacién redefinimos las nociones de tensores de curvatura que introduci-
mos en el capitulo de preliminares, pero aqui lo hacemos en el contexto algebraico.
Dada un élgebra de Lie g con producto interno (-, -), definimos el tensor curvatura
Rm y la curvatura de Ricci R para todo z,y € g como sigue:

Rm('rvy)z = vayz - V?JVEZ - V[%Z/}Z
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Re(z,y) = Z(Rm(ei, x)y, e;) para {e; } base ortonormal
i=1

El operador de Ricci, denotado por Ric, es el que satisface

Re(z,y) = (Ric(z), y).
Los siguientes lemas son conocidos en la geométria riemanniana y faciles de probar.

Lema 4.4.8. Dadas dlgebras de Lie con producto internos (g1, (-,-)1) y (g2, (-, -)2), denota-
1mos por v! y V2 las respectivas conexiones de Levi-Civita. Si ¢ : g1 — go es un isomorfismo
isométrico de dlgebras de Lie, entonces ¢p(Viy) = Vé(m)d)(y) para todos z,y € g.

Lema 4.4.9. Dados dos dlgebras de Lie con producto internos (g1, (-,-)1) v (g2, (-, -)2), de-
notemos por RY, y por R, respectivamente al tensor de curvatura y al operador de Ricci
asociado a (g;, (, )i, @ = 1,2. 51 ¢ : g1 — g2 es isomorfismo isométrico de dlgebras de Lie,
se cumplen las siguientes propiedades:

. R0 (62, 0y)dz = R, (2, y)z

2. (Ry, (6, 9y) ¢z, pw)2 = (Ry, (x, )2, w).
3. R2(¢z, dy) = Rle(z,y)

4. (Ric? ¢z, ¢y)2 = (Ricl z, y);

5

~

. ¢Ric! = Ric? ¢

Corolario 4.4.10. En las condiciones del lema anterior, los polinomios caracteristicos de
Ric! y Ric? coinciden.

Para resolver nuestro problema de distinguir ternas paralelas usaremos los cri-
terios enunciados anteriormente. Dadas dos estructuras paralelas (g1, H1,(-,-)1) ¥
(g2, H2, (-, -)2) que son equivalentes, hemos visto en los lemas anteriores que mu-
chos operadores asociados a estas ternas poseen igual polinomio caracteristico. Por
ejemplo los polinomios caracteristicos de H; y H> deben coincidir, por lo tanto po-
seen los mismos autovalores. En particular H; y Hz deben tener la misma traza y
el mismo determinante. De manera similar, los autovalores, la trazas y el determi-
nante del operador de Ricci asociado a la primera terna deben coincidir con los del
operador de la segunda terna.

Diferenciacién de las estructuras paralelas del Teorema 4.3.7

A continuacién distinguiremos las estructuras paralelas descritas en el Teorema
4.3.7. Es suficiente hacerlo caso por caso desde 1. hasta 8. (en la notacién del Teore-
ma) de acuerdo a la clase de isomorfismo del dlgebra, con excepcién de los casos 2.
y 7. que tienen la misma algebra. Se probard que toda estructura paralela en 7. es
equivalente a una que se describe en 2.

Usaremos la notacién dada en el Teorema 4.3.7

1. g2 Rep Xaqd,, R = R? x aff(R)

Afirmamos que todas las estructuras paralelas que se dan en 1. del Teorema
4.3.7, parametrizadas por ternas de reales positivos (), ¢, d), son no equivalen-
tes entre si. En efecto, notemos que el centro de g esta generado por {e1, ez}
Notemos también que H? es la matriz diag[—c?, —d?, —d?, —c?] por lo que su
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restriccion al centro es diag[—d?, —d?]. Por el Lema 4.4.4 obtenemos que —d>
es un invariante, por lo tanto d es un invariante pues asumimos que d > 0.
Veamos ahora que c es también un invariante. En efecto, el determinante de H
es c2d? y este es un invariante por el Lema 4.4.2. Dado que d es un invariante y
¢ > 0, se tiene que c es un invariante. Finalmente veamos que A es un invarian-
te. En efecto, resulta inmediato que A es igual a la norma de g (ver Definicién
4.45)y por el Lema 4.4.6, A resulta invariante.

2. g=Rx1y

Afirmamos que todas las estructuras paralelas expuestas en 2. del Teorema
4.3.7, parametrizadas por ternas de reales positivos t, a, f, son no equivalentes
entre si. En efecto, el conmutador de g esta generado por {e2, €3} y es preserva-
do por H. El determinante de la restriccién de H al conmutador es f2 y es un
invariante por el Lema 4.4.4. Como asumimos que f > 0, entonces f es tam-
bién un invariante. Por otro lado el determinante de H, que es igual a a’f?, es
también un invariante por el Lema 4.4.2. Como f 2 es un invariante, entonces a2
es también un invariante, como asi también lo es a pues asumimos que a > 0.
Finalmente, es facil ver que ¢ (al ser positivo) es igual a la norma de g, y por el
Lema 4.4.6.
3. g = Reo D(adeo RB = tﬁhﬂyo
Afirmamos que todas las estructuras paralelas en 3. del Teorema 4.3.7, para-
metrizadas por ¢,a, f > 0y o € R, son no equivalentes entre si. En efecto, al
igual que en el item anterior se puede probar que a y f son invariantes. Para
probar que ¢ es invariante notamos que a = Span{eg, e3} es el tnico subespa-
cio de dimensién 2 contenido en [g, g] que es invariante por H y ademads es
un ideal. Es claro que || ad; |||, para ||z|| = 1, es como méximo ¢. Concluimos
que t es un invariante. Veamos finalmente que x es un invariante. Notar que
H tiene exactamente dos subespacios invariantes, Span{eg, €1} y Span{es, e3},
siendo el dltimo el tinico contenido en el conmutador. Dado que un isomorfis-
mo ¢, entre la estructura correspondiente a (u, A, a, f) y la correspondiente a
(4, X, a, f) debe preservar estos subespacios, vemos que la matriz de ¢ en la
base {eg, €1, €2, €3} debe ser una matriz ortogonal de la forma

zgo 0 0 O
{0 = 0 0
=10 0 u v
0 0 w =z
donde xp,z1 € {£1}y [5) Z] es ortogonal. Esta matriz 2 x 2 y ortogonal debe
conmutar con [ ! _Of ] y esta condicién se traduceaque u = 2z y v = —w. A
i) —

su vez la matriz [ 0

0 } debe conmutar con {0
0 x1 a

xo = w1 = 1. Notar que

a] y esto se traduce a que

o([eo, e1]) = ¢(ue1) = zoper
[p(e0), p(e1)] = [oeo, zoe1] = p'er
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- g

de donde se sigue que ' = px(. Finalmente, observamos que

o([eo, e2]) = d(tes) = t(—weg + ues)

[#(e0), P(e2)] = [zoeo, ues + wes] = zoutes — xowtes
o([eo, e3]) = ¢(—tea) = —t(uesy + wes)

[d(eq), p(es)] = [xoeop, —wes + ues] = —zowtes — txgues.

De esto deducimos que zow = w, xou = u, w = row y u = zou. De estas
igualdades deducimos que z = 1. Por lo tanto p = p'.

1

(U

’2
Afirmamos que las estructuras paralelas dadas en 4. del Teorema 4.3.7, para-
metrizadas por ¢,t > 0, son no equivalentes entre si. En efecto, ci y —ci son
autovalores de H, los cuales son invariantes. Concluimos que c es un invarian-
te pues se lo asume positivo. Finalmente, no es dificil ver, usando que la norma
de una matriz diagonal es el médximo de la normas de sus autovalores, que la
norma de g es igual a . Concluimos por el Lema 4.4.6 que ¢ es un invariante.

- 9= R Xaq,, b3 =042

Afirmamos que todas las estructuras paralelas expuestas en 5. del Teorema
4.3.7, parametrizadas por a,t > 0, son no equivalentes. En efecto, ai y —ai son
los autovalores de H. Luego a es un invariante pues se lo supone positivo.
Finalmente, al igual que el item anterior, es facil ver que ¢ es igual a la norma
de g, la cual es un invariante por el Lema 4.4.6.

~ ~ ~/
. 8= Reo Kadeo f)g = 047/\

En el punto 6. del Teorema 4.3.7 se muestra una familia de algebras parame-
trizadas por A > 0 de modo que dos édlgebras con distintos pardmetros son no
isomorfas, y para cada A se dan estructuras paralelas en la correspondiente &l-
gebra, parametrizadas por reales t, ¢ > 0y por un real b; que satisface [b;| = 5.
Veremos que todas estas estructuras paralelas son no equivalentes entre si.

En primer lugar, ¢! es igual al determinante de H, el cual por el Lema 4.4.2 es
un invariante. Luego c es un invariante. El centro del conmutador de g, deno-
tado por a, estd generado por e3, y no es dificil ver que ||g||q = t. Luego t es
un invariante. Resta probar que si b; y b} son reales distintos de cero tales que
existe un isomorfismo entre la estructura parametrizada por (b1, ¢, ¢) y (b},t,¢),
entonces b; = b}. En efecto, si hubiese una equivalencia ¢ entre estas estruc-
turas, la misma deberia preservar [g, g] = Span{e;, ez, €3}, el centro de [g, g,
es decir Res. También deberia preservar los subespacios invariantes de H, que
son Span{eg, e3} y Span{e, e2}. De todo esto se concluye que la matriz de ¢ en
la base {ey, e1, e2, €3} deberia ser una matriz ortogonal de la forma

oo O 0 0

. 0 Tr11 T12 0

0= 0 xo1 w2 O
0 0 0 33

Observar la matriz 2 x 2 central, esta debe conmutar con la restriccion de H
al subespacio Span{e;, ez}, y esto se traduce a que z11 = 22 y 21 = —Z12.
De manera similar, la restriccion de H a Span{eq, e3} deberia conmutar con
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[m(())o xo ] Esto implica que gy = 33 = 1. Veamos que zy = 1. En efecto,
33
é([eo, e3]) = ¢(tes) = txzpes, mientras que [p(eo), ¢(es)] = [xoeo, Toes] = tes, y

por lo tanto zg = 1.

Se tiene

t t
o(leo, e1]) = ¢(§€1 —bieg) = 5(361161 + z21€2) — bi(—x21€1 + x11€2)

t t
= (53311 + bixar)er + (53621 —biz11)es.

t t
[#(e0), P(e1)] = [xoeo, T11€1 + x21€2] = 360$U11(§€1 — blea) + zowar (bhrer + 562)

t t
= ($0$11§ + xowa1byy Jer + (—xow11b) + ToT21 5)62

De las expresiones anteriores y usando que z = 1, se concluye que b} = b;.

7. g =R xe(2)

Afirmamos que las estructuras listadas en 7. del Teorema 4.3.7 ya fueron ob-
tenidas en el punto 2. En efecto, fijemos una tal estructura con parametros
(bs,t,a, f), donde t,a, f > 0y bs es un ntiimero real cualquiera. Definimos

y luego definimos = como % No es dificil ver que la matriz B _a:y} es or-

togonal. Ademds, definiendo e, = xeg + ye1 y ¢} = —yep + xe;, obtenemos
que Span{e}, e, e3} es un ideal abeliano y la matriz de ad,; respecto de la base
{€},e2,e3} es

00 0
ad%:()(t)—%
04 0

Finalmente, la matriz de H se mantiene igual que antes de haber hecho el
cambio de variable. Concluimos que la estructura correspondiente a los para-
metros (b3, ¢, a, ) es equivalente a la estructura descrita en 2. con pardmetros

(V% + 1,0, f).

8. g = aff(R) x aff(R)
Afirmamos que las estructuras paralelas exhibidas en 8. del Teorema 4.3.7, pa-
rametrizadas por (t, a1, as,€, f) tales que t > 0, a% =t> + ag, e> f >0,son
todas no equivalentes entre si. Empecemos mostrando que t, a; y a3 son inva-
riantes de la estructura. No es dificil calcular el operador de Ricci del dlgebra
con la métrica dada. El resultado es

—2(a?+a3) 0 0 2a2\
0 —2a? 0 0
0 0 —2a2 0

2ast 0 0 —2t2

Ric =
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Por el Corolario 4.4.10, sabemos que la traza y el determinante de Ric son inva-
riantes de la estructura paralela. La traza estd dada por —2(a? + a3 +2a3 +12) =

—2(2a2 —t2+2a3 +t?) = —8a?. Dado que estamos asumiendo que a; > 0, obte-
nemos que a; es un invariante. Por otro lado det Ric = 16a7(ai +a3)(a? —a3) =

16a$(a}—a3). Dado que ya sabemos que af es un invariante, deducimos de aqui

que |az| es un invariante. Finalmente, de la condicién ¢? + a3 = a? y dado que
se asume t > 0, obtenemos que t es un invariante.

Planteamos ahora la existencia de una equivalencia ¢ entre la estructura para-
lela asociada a los pardmetros (¢, a1, asz, €, f) y la estructura asociada a los pa-
rametros (¢, a1, ab, ¢, f'). Se denota por {eo, e1, e2,e3} la base ortonormal aso-
ciada a ambas estructuras. Dado que Span{e;, ez} es siempre el conmutador,
¢ debe preservarlo pues es isomorfismo de algebras de Lie, y dado que ¢ es
también isometria, obtenemos que la matriz de ¢ debe tener la forma

o O O e
o 8 O©

0
Y
w
0

QL O O o

donde [Z Z y ["z ;ﬂ son matrices ortogonales. Planteamos [¢(e1), ¢(e3)] =
o([e1, e3]) y [d(e2), ples)]” = ¢([ea, e3]).

[p(e1), p(e3)] = [xer + zea, beg + deg) = xbler, o) + xd[eq, e3]'+
+ zbles, €]’ + zd[ez, €3]’
= xb(—aje; — ases) + xdtes + zb(—ahe; — ajes) + zdte
= (—a1xb — ahzb + tzd)ey + (—abxb + txd — ajzb)es
o([e1,e3]) = P(tea) = t(yer + wez) = tyer + twes

de donde se obtiene

—a1xzb — ayzb + tzd = ty —abxb + ted — ay2b = tw (44.1)

[(e2), p(e3)]’ = [yer + wea, beg + des]’ = ybler, o) + yder, es] + wbles, €)'+
+ wdlez, e3]’
= yb(—aje; — ahes) + ydtes + wb(—ahe; — ajes) + wdte;
= (—a1yb — abwb + twd)ey + (—abyb + tyd — agwb)es
o(le2, e3]) = P(ter) = t(xer + zea) = twey + tzey

de donde se obtiene
—ayyb — abwb + twd = t, —abyb + tyd — agwb = tz (4.4.2)

Dado que [i 5)] es ortogonal, se tienen dos posibilidades: + = —w, y = 2 6

T=w, Y= —=2.
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Asumamos el primer caso. Reemplazando w por —x y z por y en (4.4.1) y en
(4.4.2) obtenemos las relaciones

—ay2b + abxb — twd = tz = abwb — tzd + a1 zb

—a1xb — abyb + tzd = tz = —ahzb + tzd + aixb.

De estas igualdades deducimos que a;2b = a12b = 0y por lo tanto b = 0 dado
que por lo menos uno de los dos z y z son distintos de cero. Luego d # 0 y de
las igualdades de arriba, reemplazando b por 0, obtenemos que —txd = tx y
tzd = tz. Deducimos entonces que si z # O entoncesz =0y d =1,ysiz =0
entonces x # 0y luego d = —1.

Asumamos ahora el segundo caso, es decir, + = w, y = —z. Reemplazando w
porzy z por —y en (4.4.1) y en (4.4.2) obtenemos

a1xh + ahzb — tzd = tz = ayzb — tzd — ayzb
—abwb + txd — ay2b = tx = ayzb — abwb + tad.

de donde se deduce que a12b = a;zb = 0. Luego b = 0 y mirando las igualda-
des de arriba se obtiene que si z # 0 entonces z = 0y d = —1, mientras que si
z=0entoncesz #0yd=1.

En cualquier caso se obtiene b = 0 y por lo tanto ¢ debe ser también igual a
cero.

En resumen, podemos afirmar que la matriz de ¢ tiene una de las siguientes
cuatro formas

a 0 0 O a 0 0 O
0 0 ez O 0z 0 O
0 2z 0 O[]0 0 ex O}’
0 0 0 e 0 0 0 e

donde € € {1, —1}. Determinamos el valor de a y de af, en cada caso verificando
la condicién [¢(eo), d(e1)]" = ([eo, e1]).

Los valores de ¢([eg,e1]) = ¢d(are1 + agea) = ar¢(er) + asg(ez) en cada caso
son respectivamente

aizesg + €aszel, aijxrex + eaqxes.

Por otro lado, los valores de [¢(eq), #(e1)] = aleo, ¢(e1)]” en cada caso son res-
pectivamente

az(ahey + ares), ax(aje; + ahes).

Comparando las respectivas expresiones, obtenemos siempre a = 1y ay = €as.

Vamos ahora a descartar el primer caso para ¢ € {—1,1}. Notemos que en tal
caso tenemos

(H'peq,e3) = (H'zeq, e3) = zf’
(pHey, e3) = ee
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lo cual implica z f' = ee y por lo tanto e = f’ puese, f' > 0ye, z € {1,—1}. Por
otro lado

(H'pes, e3) = (ezH'eq, e3) = eze’

<¢H€27 €3> = 6f
lo cual implica eze’ = ef, es decir ¢/ = f puese, f' > 0y e,z € {1,—1}. Pero
entonces e = f < ¢/ = f,lo cual es absurdo pues e > f.

Consideramos ahora el segundo caso. Se tiene

(H'pes, e3) = (H'exes, e3) = ex f’
(pHeg, e3) = ef.
Se deduce que f = f' pues ¢,z € {1,—1}. Se deduce también que = = 1.
Finalmente, ya que sabemos que = = 1, calculamos
(H'¢per,e3) = (H'ey,e3) = ¢
=€

(pHey, e3) e

y de aqui deducimos que e = ¢’ pues ambos son positivos, y también deduci-
mos que € = 1. Concluimos asi que ¢ es la identidad, a}, = ag, ¢’ = ey ' = f.

4.5. Extensiones Centrales de un algebra de Lie. Ejemplos de
2-formas CKY

Los resultados obtenidos los trasladaremos a la construccién de 2-formas Killing-
Yano Conformes (CKY) en algebras de Lie de dimensién cinco.

4.5.1. 2-formas Killing-Yano Conformes

Definicién 4.5.1. Sea (M, g) una variedad riemaniana de dimensién n y w una 2-
forma. Decimos que w es una 2-forma Killing Yano Conforme (CKY)siV X,Y, Z €
X (M) se satisface la siguiente ecuacién:

(Vxw) (Y, Z) = %L(X)dw(X, Y, Z) - X* A Sw(X,Y,Z) (4.5.1)

n—1

Donde X* es la 1-forma dual a X, ¢ es la codiferencial (ver 2.6.5) e ¢ el producto
interno. Cuando w es cocerrada, es decir éw = 0, entonces w es una 2-forma Killing
Yano.

De acuerdo [Sem03], una 2-forma w es CKY si y solo si existe una 1-forma 6 en
M tal que VXY, Z € X(M):

Mads atin esta 1-forma esta dada por la siguiente ecuacién

1
n—1

0=— ow.

Un ejemplo de variedades que admiten 2-formas CKY son las variedades sasa-
kianas demostrado en [Sem03]. En grupos de Lie con métrica invariante a izquierda
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en [ABD15] y en [BDS12] se encuentran ejemplos de 2- formas Killing Yano Confor-
mes invariantes a izquierda.

4.5.2. Extensiones centrales

Definicién 4.5.2. Sea h) un algebra de Lie real, y sea o € (/\ g)* una 2-forma cerrada
invariante a izquierda (ver Definicién 4.1.6). Sea £ un vector cualquiera que genera
un dlgebra de Lie trivial de dimensién uno. Fijamos un nuevo corchete [-, -], de tal
forma que:

[h’ﬂa =0
[z,y]o = [z,y] + o(2,y){V o,y €D

Esta nueva dlgebra de Lie construida se llama extensién central de h por la 2-forma
o y la denotamos h @, RE.

En el contexto que venimos trabajando, G' grupo de Lie con métrica invariante a
izquierda g, y g el algebra de Lie , se enuncia el siguiente teorema que nos permitird
construir ejemplos de 2-formas CKY invariantes, la demostracion esta en [AD18].

Teorema 4.5.3 ([AD18]). Sea H un tensor KY invariante e invertible en un dlgebra de
Lie (0, [, -], {-,-)) tal que la 2-forma pu(x,y) = (H 'z,y) es cerrada. Si se construye g :=
b @, RE con el corchete [-, -], dado por:

[b?g]ﬂ =0

[337y]u = [.T,y] - 2H(x7y) VJI,y € h

y el producto interno obtenido por la extension de b tal que (h,£) = 0, ||€]| > 0, entonces el
endomorfismo T de g dado por T'|y = H y TE = 0 es un tensor CKY en g.

Sabiendo que por 4.3 un tensor KY invertible en un 4lgebra de Lie de dimension
cuatro es un tensor paralelo, entonces dyi. = 0. Realizando la extensioén propuesta en
el teorema anterior encontramos nuevos ejemplos de 2-formas CKY en édlgebras de
Lie de dimensién 5. Ademas encontramos que son Sasakianas.

Definicién 4.5.4. Sea (M, g) variedad riemanniana de dimensién 2n + 1. Decimos
que M posee una estructura métrica de casi contacto si existen un campo vectorial
no nulo &, una 1-forma a y un tensor ® de tipo (1,1) tal que a(¢) = 1, 2 = I +£(®a
y9(2X,®Y) =g(X,Y) — a(X)a(Y), VXY € X(M).

Se denota a (P, «, &, g) a la estructura métrica de casi contacto en M.

Una estructura Sasakiana es una estructura métrica de casi contacto (P, a, &, g)
tal que Ny = —da ® £ y da = 2w. Donde N es el tensor de Nijenhuis en .

En lo que sigue usaremos la clasificacion de las dlgebras de Lie sasakianas con
centro no trivial en dimensién cinco.

Teorema 4.5.5 ([AFV09]). Sea g dlgebra de Lie con centro no trivial de dimensién cinco. Si
g admite una estructura Sasakiana invariante a izquierda, entonces g es isomorfa a una de
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las siguientes dlgebras de Lie:

g1 = bs : [e1, e2] = —es, [e3,e4] = —e5,
g2 = aff(R) x b3 : [e1,e2] = ez — e5,[e3, e4] = —e5,
g3 =R (h3 x R) : [e1, e3] = €2, [e1, e2] = —es, [e1, ea] = —e5, [e2, €3] = —e5,
g4 = lef(R) X lef(R) xR: [61,62] = e9 — €5, [63,64] =e4 — €5,
1
95 =R x (R h3) : [er, e2] = e3 — e5, [e3, ea] = —e3 +e5, [e1,ea] = —5 e,
1
[62764] = 75625
g6 = R X ng:fer, ea] = e3, [e3, eq] = —e3, [e1, e4] = —2e1 — €5, [ea, 4] = e,
[e2, €3] = —es,

5 d )

g7 : [er,ea] = —e5 + €3, [er, eq] = —5f T e [e2,€4] = —e1 — 22
[63, 64] = —dez + des con § > 0,

gg : [61,64] = —€1 — é5, [62,63] = —€s5, [62,64] = 563, [63,64] = —562,C0n d > 0.

Corolario 4.5.6. Las extensiones centrales de dlgebras de Lie de dimension cuatro con tensor
invariante H, antisimétrico, invertible y paralelo, resultan ser dlgebras de Lie Sasakianas con
centro no trivial.

Demostracién. Para la prueba de este corolario extendemos cada élgebra de Lie obte-
nida en el Teorema 4.3.7, y luego vemos a qué élgebra del listado del Teorema 4.5.5
es isomorfa. Solo haremos la extension de aff(R) x aff(R), y veremos a que dlgebra
es isomorfa. Para el resto se procede de la misma forma.

En primer lugar necesitamos la inversa de H, pues con ella se define ;.. Compu-
tando se obtiene:

0 _ tf et 0
a1(e2—f2) ai(e?—f?)
tf 0 0 aretasf
gl = a1(e?—f?) ai(e?—f?)
= | _ et 0 0 _agetaif
a1(e?—f?) wetasf  agetarf a1(e2—f?)
1 2 2 1
0 Ta@-1 wleE—rn 0
Realizamos la extension central, afiadiendo el vector ey:
It et

leo, e1], = arer + azep — 2 leo, €], = azer + ares + 2a1

(11(62 — f2)€47 (62 — f2) €4,

e, es],, = te +2a16+a2fe a26+a1fe
1, €3]p = €2 4, — 564
ai(e? — f2) ai(e? — f2)
Mostraremos el isomorfismo para esta nueva dlgebra. Haremos dos cambios de
base, primero llamamos:

[62, 63]M = t€1 -2

1
V] = e1 + ez — jes, v = €1 + ez, U3 = €1 — €3,
vy = ey, vo = eg — (a1 + az)vi + (a1 + az)va.

Los corchetes para esta nueva base son:

[v1,v2] = v + %M, [v1,v3] = —v3 + %Wﬂ [v2,v3] =0
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[’Uo,’l}l] = 0, [00,1}2} = 0, [’U(),’Ug] = 2@11]3 — %(ﬂ + (a1 + a2)2)v4

Note que como a% =12+ a%, se deduce que a; —az # 0y a1 +az # 0. Mas atin ambos
poseen igual signo.
Cambiando nuevamente la base,

Vo Vo
{vo,vi,v2,v3, €4} = § =, v1 + —, V2,03, 04

2a1 2a1
[0 ] = . _ 9 laitaz) [20 gy 4 2] =0, [ ] =0
2a1’ vU3] = U3 ait(e—f) U4, 2a1’ U1 2a11 7 D 2a1’ V2] =

o1+ 22, us] =0, [v1+ 52, v9] = v + 2By, g, v5] =0

Renombrando a

) e— ) e+ 2
0 f3=7fU3,f1=v1+f0,f2=— / v, fa = —wv4}
— a9 at

2a1 ’ ai + az 2a1 ai

{fo=

Se obtiene que,

1, fo] = fo— fa, [fo, [3] = f3 — fa.

Luego esta extension central resulta ser isomorfa a aff(R) x aff(R) x R. O

La siguiente lista contiene las extensiones de cada élgebra de Lie de dimensiéon
cuatro con tensor paralelo indicando a que élgebra sasakiana es isomorfa y el tensor
T CKY.

. (R2 X uff(R)) ®uRes ~ go: [eg, €3], = Aeg + 2¢ ey, [e1,ea], = 2d ey,

conc,d, A >0
0 0 0 =-—c
0 0 —d O
T ’{60»61762,63}: 0 d 0 , Tey =
c 0 O 0

» (Rxe(2) @, Res ~g3: [eo, e1]y = 2a tey, [eo,e2], = tes,

lea, e3], = 2f ey, leo, e3]y = —tea cona, f,t >0
0O —a 0 O
a 0 0 O

T |{eo,e1,62,eg}: O 0 O —f s T€4 = 0
0 0 f 0

/ ~ . — -1 —
= t4,%0 @u R€4 ~gs: [60,61]u = per + 2a €4, [60762];1 = tes,

[eo, €3], = —tea, [e2, €3], =2f teqcona, f,t >0y u#0

0 —a 0 O
a 0 0 O

T |{60,€1,€27€3}: 0 0 0 —f|° Tey =0.
0O o0 f O

= 047% D, Rey ~ g5 - [60761]u = %61, [60762]u = %62,
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[60, eg]u = teg + 26_164, [61, eg]u = teg + 26_164 conc,t >0

00 0 -—c
0 0 — O
T ’{60761762763}: 0 ¢ 0 0 s Tey = 0.
c 0 0 O
~ . _ —1 o 1 - E
m 042 @, Reqg ~ge: [eo,e1]y = —ter +2a7 ey, [eo, e2], = 5e€2, [e0, €3]y = —5e3,

le1,e2], = tes, [e2,e3], =2a"lescont,a >0

0 —a 0 O
a 0 0 O

T ’{60,61,62,63}: 0 0 O —a 5 T€4 = 0
0 0 a O

m 'y By Rey = g7 [eg, 1], = Ler — biea, [eo, €], = bier + Leo
leo, e3], = tes + 2c ey, [e1, es], = tes + 2ctegcont,e >0y |by| >0,

0 —c
T€4 =0.

T ’{60781,62763}:

0 o0 |’

o O O o

oo OO
4
o

= (aff(R) x aff(R)) ©y Req = g4 :

ft et
€0, €1l = a1e1+ages —2——=——=—€4, |€g, €3], = ase1t+ajes+2———<ey,
e e1] 1€1+aze2 al(eQ_fz)z;[o 2)u 2e1+aiez+ a1(62—f2)4

e+ az) az/ e [e2, €3], = ter — g 2T AT +aif e
(Ll(€2 o f2) 47 27 3 1 1 a1(62 o f2) 47
2

cona; >0,e> f >0,y se verifica t* + a3 = a?.

[el,eg]u =teg + 2

_a,_aifp _ai,_ a2
0 NET N e TN 0
as ar _
T |{€o,€1782,63}: é}e N é\% 8 8 ¢ , Teqs = 0.
MET XN ~f
0 e f 0

Observacién 4.5.7. Note que para g = R*, todo endomorfismo H antisimétrico res-
pecto de una base ortogonal es paralelo. Mds atin si H{ es inversible existe una base
ortonormal ‘B tal que

0 -1 0 0
1 0 0 0
[H] = 0 0 0 —1
0 0 1 0

Realizando la extension central con la 2-forma p tal como en el Teorema 4.5.3 se ob-
tiene un dlgebra de Lie de dimensién cinco isomorfa al dlgebra de Lie g; del Teorema
4.5.5. Esto completa la lista enumerada de todas las algebras de Lie sasakianas con
centro no trivial.
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4.6. Estructuras casi complejas asociadas a estructuras para-
lelas invariantes en dlgebras de Lie de dimensién cuatro

Estudiamos las propiedades intrinsecas de una estructura casi compleja asociada
alaterna (g, H, (-,-)) condimg = 4 y H endomorfismo en g inversible, antisimétrico
y paralelo. El andlisis se hace en forma general para un dlgebra de Lie arbitraria que
cumpla con estas caracteristicas. Encontramos que las estructuras complejas asocia-
das le dan una estructura Kéhler invariante a cualquier dlgebra que satisfaga las
condiciones de paralelismo.

4.6.1. Propiedades de una estructura compleja asociada

Sea g algebra de Lie de dimensién cuatro, con (-, -) producto interno en g.

Supongamos que existe una base ortonormal denotada por B = {ei, f1,e2, fo}
tal que el endomorfismo antisimétrico H y su inversa se escriben de las siguiente
manera:

0 —a 0 0 0 a!' 0 0
~|la 0 0 O e | 0
[H]p = 0 0 0 —b | [H ' ]p = 0 0 o ! | conab>0.
0 0 b 0 0 0 —-b ! o0
(4.6.1)

En funcién del endomorfismo H escribimos la 2-forma w y el tensor de Nijenhuis
asociadoa H V z,y € g. Asociada a H~! escribimos la 2-forma p1en g :

w=ae' A fl+be* Af?, N(x,y)=[Hz,Hy] — H([Hz,y] + [z, Hy]) + H*[z,y]
p=—ate! Aft—b7te? A f2

Por la seccion 3.5, la estructura casi compleja asociada en la base B:

0 -1 0 O
1 0 0 O
7= 0 0 0 -1
0 0 1 0

Asociamos a ella la 2-forma de Kéhler y el tensor de Nijenhuis los cuales deno-
tamos w; y N respectivamente, tal que V z,y € g:

wi(z,y) = g(Jz,y), Ny(z,y)=[Jz, Jy] = J([Jz,y] + [z, Jy]) — [z, 9] .

A continuacién veremos que propiedades J hereda de H y contestaremos a la si-
guiente pregunta ;Si H es paralelo, es J paralelo?. Enunciaremos los siguientes le-
mas y proposiciones que nos dan una respuesta afirmativa a la pregunta.

Lema 4.6.1. Sea la estructura (g, H, (-, -)) con H un endomorfismo inversible y antisimé-
trico y w la 2-forma asociada a H. Si dw = dp = 0 entonces la 2-forma wy es cerrada.

Demostracién. Escribimos a H tal como la ecuacién 4.6.1 para alguna base ortonor-
mal y las derivadas exteriores de w y .

dw = ad(e* A 1)+ bd(e* A f2), du = —a"td(et A f1) —b7ld(e® A f2).

(e!
LA

Si dw = dp = 0 entonces en la primera ecuacion se tiene d(e* A f2) =

—aqg
b
Reemplazando esta identidad en la segunda ecuacién obtenemos —a~'d(e

A Fh.
(e" A fh) -
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b=H(=$)d(er A f1) =0y asi (a® — b?)d(e! A f1) = 0. Existen dos posibilidades en los
valoresaybde H:a=b06a # b.

En el primer caso H = aJ y entonces dw = adw; = 0. En el segundo caso como
a? — b? # 0, resulta d(e! A f1) = 0y luego d(e? A f?) = 0; por lo tanto dwy = 0. [

Lema 4.6.2. Sea la estructura (g, H, (-, -)) con H un endomorfismo inversible antisimétrico
y paralelo que se escribe como 4.6.1 para alguna base ortonormal. Si a = b entonces VJ = 0.

Demostracion. En este caso H = aJ, si VH = 0 entonces aVJ = 0, como a # 0, J es
paralela. O

Lema 4.6.3. Sidw =0y du = 0y a # blos subespacios generados por {e1, f1} y {ez2, f2}
son subdlgebras de Lie.

Demostracién. Para la prueba de usaremos la ecuaciones Maurer Cartan (ver [AF02,

Teorema 2]). Por conveniencia en subindices para este caso supongamos que tene-

mos una base ortonormal {x1, z2, 3,24}, para la cual H se escribe como antes.
Describimos los corchetes usando las constantes de estructura del dlgebra de Lie

g.

[CL‘l, 1‘2] = 011235'1 + 0122332 + C%2$3 + Cilzl‘zl

[1‘1, $3] = Cll3x1 + 0%33}2 + C§3$3 + Cil3.1'4

(21, 24] = Clyz1 + C¥zo + C3i3 + Clyzy

(29, 23] = Cagz1 4+ Cazxo + Coaxz + Cozy

[29,24] = Cayx1 + Cayy + C3ywz + Coyay

[x3,24] = Ciyxy + Caywg + Oy + Ciyy.
Tomando a z', 22, 2%, 2% 1a base dual de g, podemos calcular dx!, dx?, dz® y da?
usando las ecuaciones de Maurer Cartan: dz’ = — i<k C’; w20 A zF. Luego,
dat = —Clyxt Aa? — Claxt A2 — Clyat Aot — Claa® A a® — CLa? A at — Chyad A ot
da? = —Chat Ao — Chat Ao — O3t Nt — Cha? Ao — O%ya At — C2a3 A ot
dae® = —Chal Ao — Chat Ao — O3yt Aot — Ca? A a® — O3 A i 323 A z?
dzt = —Clyat Na? — Clyxt A2 — Ofyat A at — Cha® Ao — Cya® A at — Cfyad A ot

Si w y u son cerradas obtenemos que d(x! A 2?) = d(z® A 2*) = 0. Esto implica
que dz' A 2? = z'da? y da® A 2t = 23da?. Luego obtenemos Ci, = C3 = 0y
C3, = C}, = 0y esto hace que {1, 72} y {3, 74} sean subélgebras. O

Proposicion 4.6.4. Sea la estructura (g, H, (-,-)) con H un endomorfismo inversible anti-
simétrico. Si N = 0 entonces Ny = 0, con J la estructura casi compleja asociada a H.

Demostracién. Siendo H antisimétrico e inversible, entonces H se escribe para alguna
base ortonormal de la forma dada en la ecuacién 4.6.1.

Sia=0b,como N = aNyentonces N = 0siysolosi N;=0.

Asumamos que a # b.
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Observar que NJ(@l, fl) = NJ(@Q, fg) =0. Resta ver Nj(el, 62), N](el, fg), NJ(fl, 62)
y Ny(f1, f2). Si N = 0, entonces obtenemos las siguientes ecuaciones:

N(e1,e2) = ablf1, fo] — aH|[f1,es] — bH][ex, fo]) + H?[e1,e2] = 0 (4.6.2)

Ne1, f2) = —ablf1,e2] — aH[f1, fo] + bH][e1, e2] + H?[e1, fo] =0 (4.6.3)

N(f1,e2) = —abley, fo] + aHl[eq, e2) — bHf1, f2] + H*[f1,e2] =0 (4.6.4)

N(f1, fo) = abler, e2] + aHlex, fo] + bH|[f1,ea] + H?[f1, f2] = 0. (4.6.5)
Agrupamos 4.6.2 y 4.6.5

{ ablf1, fo] — aH[f1,ea] — bH]ex, fo]) + H?[e1, €] = 0
ab[elveQ] +(lH[€1,f2] + b[flve2] + H2[f13f2] =0

Reemplazamos H por AJ con A = VHHT, (ver 3.5) y ordenamos:

ab[fy, fo] — aAJ[f1,e2] — bAJ[e1, fo] + (AJ)?[e1, e0] =
ables, e2] + aAJley, fo] + bAJ[f1, es] + (AJ)*[f1, fo] =

Como (AJ)? = — A2, tenemos:

ab[f1, fa] — A*[e1, e2] = AJ(al[f1, €2] + blex, fa])
A%(f1, f2] — able1, 2] = AJ(aler, fo] + bl f1, ea])

Sumamos miembro a miembro

(A% + abl) ([f1, fo] = [ex, e2]) = (a + b)AT([f1, e2] + [ex, fo])

Notar que A% + abl = (a + b)A, entonces al dividir por a + b en ambos miembros,

A([f1, f2] = [er, e2]) = AJ([f1, e2] + [e1, f2])

Siendo A inversible, ([f1, fo] — [e1,e2]) — J([f1,e2] — Jle1, f2]) = 0. Por lo tanto
Nj(e1,e2) =0,y como Ny(fi1, f2) = —N(e1,e2), tenemos Ny(f1, f2) = 0. De manera
analoga agrupando las ecuaciones 4.6.3 y 4.6.4, obtenemos N (e, f2) = Nj(f1,e2) =
0.

O

El corolario que contintia es consecuencia de la proposicién anterior y Lema 4.6.1.

Corolario 4.6.5. Sea la estructura (g, H, (-,-)) con H endomorfismo inversible, antisimeé-
trico. Si H es paralelo, entonces (g, J, (-,-)) es una estructura Kihler con J la estructura
compleja asociada a H.

Demostracién. Recordemos que (g, J, (-, -)) es Kdhler si VJ = 0 o equivalentemente
dw J = 0 y N J = 0.
Suponemos H como en ecuacion 4.6.1 en la base ortonormal {e1, f1, e2, f2}, con J
su estructura casi compleja asociada. Si a = b entonces por Lema 4.6.2 J es paralelo.
Sia # b, por el Lema 4.6.1 y la proposicién 4.6.4 se tiene N; = 0y dwy = 0. Luego
J es paralela. O

Observacién 4.6.6. Con el resultado del Corolario 4.6.5, podemos decir que la lista
de algebras de Lie obtenidas en el Teorema 4.3.7 admiten una estructura Kéahler.
Estas dlgebras coinciden con los resultados en [Ov14], en donde se clasifican todos
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los pares (J,w), con J es una estructura compleja, y w una estructura simpléctica
compatible (es decir w(Jz, Jy) = w(z,y), V z,y € g). Estas estructuras inducen una
pseudométrica g tal que g(z,y) = w(Jz,y), V x,y € g para la cual VJ = 0.

Corolario 4.6.7. Sea la estructura (g, H, (-, -)) con H endomorfismo inversible y antisimé-
trico. Si se supone que H es paralelo y que g es una dlgebra de Lie nilpotente, entonces g es
abeliana.

Demostracién. Dado el producto interno (-, -), es posible extender a una métrica inva-
riante a izquierda g en el grupo de Lie G tal que Lie(G) = g. Por el corolario anterior
(g,, (-,-)) es una estructura Kahler con J la estructura casi compleja asociada a H. .J
también se extiende a un tensor tipo (1, 1) invariante a izquierda en G. De tal forma
que (G, g, J) es Kahler. Pero por [Han57], si G es nilpotente y admite una estructura
Kiahler invariante a izquierda entonces G es abeliano. Luego g ~ R*. O

Corolario 4.6.8. Sea (g, g, H) una estructura KY, con H un endomorfismo antisimétrico.
Si H es inversible entonces la estructura casi compleja J asociada a H es paralela.

Demostracién. Por [AD18] toda 2-forma KY no degenerada es paralela y por corola-
rio 4.6.5 el resultado se tiene. O

4.6.2. Generalizacién de algunos teoremas

Consideramos en esta parte las estructuras (g, H, (-,-)) con dim g = 2n, (-, -) pro-
ducto interno y H endomorfismo inversible y antisimétrico que admite una base
ortonormal B = {ey, fi,...,en, fn} tal que H se escribe como en la ecuacién 3.1.1.
Tal como en la seccion 3.1, [H?|z = diag [—a?, —a?, —a3, —d3, ..., —a2, —a?Z] y los au-
tovectores son los elementos de la base B. Los siguientes conjuntos representan el
espectro y el multiconjunto de autovalores de H?:

S(HQ) = (—a%, —a%,...,—ai), M(H2) = (—a%, —a%, —a%,—a%, R —ai).

Lema 4.6.9. Si N = 0 entonces Nj(e;, fi) = 0Vi = 1,...,n. Ademds si a; # aj, Vi # j
entonces los autoespacios asociados de H? son subdlgebras de Lie y g es suma directa de
subdlgebras de Lie.

Demostracién. Sea J la estructura casi compleja asociada tal como la ecuacién 3.5.1.
Note que Ny(e;, fi) = (J? + De;, fi]l = 0,Vi=1,..,n.

Ademds como H es integrable entonces N (e;, fi) = 0 para todo i = 1, ..., n, esto
implica que :

[Hei, Hf;) = H([Hes, fi] + leq, Hfi]) + H[es, fi] =0
—ai[fi,eil — H(laif, fi] + [ei, —aieq]) + H[eq, f;] = 0
(H2 + a?I)[ei, fz] =0
Observar que H? = diag(—a?, —a3, —a3, —a3, ..., —a2,—a2) y Span{e;, f;} generan

los autoespacios de autovalor —a? Vi = 1,...,n. Entonces [e;, f;] es un autovector de
autovalor —a? de H?. Luego [e;, f;] pertenece a Span{e;, fi}. Por lo tanto Span{e;, fi}
forman una subélgebra de Lie para cada ¢ = 1, .., n. Denotamos a estas subélgebras
como g;. Luegog =go g1 @ ... © gn.

O

Teorema 4.6.10. Sea la estructura (g, g, H) tal que §S(H?) < 2. Si dw = du = 0 entonces
dwy=0
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Demostracién. Sean a,blos dos valores que se repiten en /. Ordenamos la base de tal
forma de separar bloques antisimétricos distintos con B’ = B,UB, = {e1, f1, ..., €, fi }U

{et+1, ft+1, -, n-fn} tal que

H, O
o= 1 0] 6o
Con

[0 —a 0 0 7 0 —b 0 0 ]

a 0 .0 O b 0 0 O

[Ha]‘B1 = ) [Hb]%z = : : e :

0O 0 .. 0 —-a 0O 0 .. 0 —-b
| 0 0 ... a 0 | | 0 0 ... b 0 |

La 2-forma w y la 2-forma p: se escriben:

w=ale! AL AP+ el AF) Fb(eTEA L L et A
p=—atEe AN A b A T e A Y

Se procede de igual forma que la demostracién del Lema 4.6.1.
O

Teorema 4.6.11. Sea la estructura (g, g, H) tal que §S(H?) < 2. Si N = 0 entonces
Nj =0, J es la estructura casi compleja asociada.

Demostracion. H se define como la ecuacién 4.6.6, donde a,b > 0 . Consideraremos
dos casos, el primero a = b, entonces N = alN;, luego N = 0siy solosi Ny = 0.
Veremos ahora el caso en que a # b, llamamos a g, = Span{ey, fi,...,e, ft} Y
gy = Span{eti1, fi+1, ..., én, fn} . Notar que cada subespacio estd compuesto por los
autovectores de H? asociados al autovalor —a?, —b2 respectivamente.
Observe que siempre se tiene que Nj(e;, f;) = 0 paratodoi = 1,...,n. Y ademas:
Vi, je{l,..t}

N(ei, fj) = aNj(ei, fj), Nei,ej) = aNy(ei,e5), N(fi, f5) = aNs(fi, f;)
Vi,je{t+1,..,n}
Nei, f;) = aNj(ei, f;), Nlei,e;) = aNj(ei,e5), N(fi. f3) = aNy(fi, [;)-
Luego

Nlga X8a =04 Nylga X 96 =0
Nlgy x gp =0« Nylgs x g =0

Quedan evaluar: NJ(GZ',ej),N](fi,fj),NJ(ei,fj),NJ(fi,ej) con i € {1, ...,t} y ] S
{t+1,..,n}.
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Con las ecuaciones que resultan de ver N(e;,e;) = N(fi, fj) = Nlei, fj) =
N(fi,e;) = 0, obtenemos

ablfi, fi] — aH[fi, e;] — bH[es, fi]) + H?Jei, 5] =
able;, ej] + aHle;, fi] + bH|fi, ej] + H?[f;, fj

ablej, fi| — aH|[fi, f;] + bH|e;, fj]

—able, ;] + aHlei, e5] — bH|[f;, fi] + H?[fi, e;

Siguiendo el mismo procedimiento que para dimensién cuatro, agrupamos las
dos primeras y las dos tltimas. Reemplazando H = AJ en cada ecuacién y luego
identificando A%+abl = (a + b)A, se tiene N (e;, f;) = N(fi,e;) = Oparai € {1,...,t}
yje{t+1,..,n} O

Proposicién 4.6.12. Sea la estructura (g, H, (-,-)) tal que H? posee sélo dos autovalores
distintos —a?, —b2. Si ademds los espacios de autovectores g, y gy, de H? con respecto a los
autovalores —a® y —b* son subdlgebras tales que [g,, g») = 0 entonces N = 0 si y solo si
Nj =0, en donde J es la estructura casi compleja asociada a H.

Demostracién. Planteamos H tal como los casos anteriores en una base ortonormal
{er, fis e, frseet1, fir1, s €ns fu}, donde g, = Span{e;, fi}i_, y g» = Span{e;, fi}1_;, -

Para la prueba de la implicacion directa uso el Teorema 4.6.11. En la implicacién
reciproca, para vectores x y y que corresponden a subdlgebras g, y g, respectiva-
mente se tiene facilmente que N(z,y) = 0, usando la hipétesis de que [gq, gs] = 0.
Queda ver si N = 0 en cada una de las subélgebras g, ygs.

Observar que N(ei, f]) = CLNJ(QZ‘, fj), N(ei, ej) = aNJ(eZ-, ej), N(fl, ej) = aNJ(fi, ej)
y N(fj.ei) = aNy(fj,e) Vi, j € {1,...,t}. Luego si N; = 0 se tiene que N = 0 en g,.
De igual manera se prueba que H es integrable en gy,

O

De forma andloga, al caso en dimension cuatro, de las proposiciones anteriores
se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 4.6.13. Sea la estructura (g, H, (-,-)) tal que a; = ada; =bVi € {1,...,n} con
a, bambas constantes positivas. Si (g, H, (-, -)) es estructura paralela entonces (g, J, -, )) es
estructura Kihler, J la estructura casi compleja asociada.

Corolario 4.6.14. Las mismas condiciones que el Corolario 4.6.13 y ademds g nilpotente. Si
(9, H, (-, -)) es estructura paralela entonces g es abeliano.
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Capitulo 5

Estructuras Killing-Yano en
Espacios Homogéneos

En este capitulo repasamos algunas definiciones y propiedades de espacios ho-
mogéneos. Nos enfocamos en espacios homogéneos con métricas y conexiones G-
invariantes y estudiamos tensores G-invariantes de tipo (1, 1). Presentamos la ecua-
cion Killing-Yano para este caso. Mds especificamente, estudiamos el comportamien-
to de la ecuacién Killing-Yano en variedades bandera generalizadas y damos ejem-
plos concretos en variedades bandera maximales.

5.1. Espacios Homogéneos

Preliminares basicos sobre representaciones

Sea G un grupo de Lie y V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un
cuerpo F que puede ser C 6 R. Una representacién (7, V') es un homomorfismo de
grupos de Lie 7 : G — GL(V). Si W es un subespacio de V, decimos que W es 7-
invariante si 7(g)(W) C W para todo g € G.

Una representacion (7, V') tiene siempre al menos dos subespacios invariantes, a
decir {0} y V. A estos se los llama subespacios triviales. Decimos que la representa-
cién es irreducible si los tinicos subespacios invariantes son los triviales.

Notar que toda representacién (7, V') define una accién ® : G x V' — V tal que
®(g,v) = m(g)v. De esta forma V resulta un G-médulo.

Dos representaciones 7 : G — GL(V)y p : G — GL(W) se dicen equivalentes
si existe un isomorfismo de espacios vectoriales & : V' — W tal que o o 7(g) =
p(g)oaVgeQqG.

Analogamente, si g es un algebra de Lie, un homomorfismo de algebras de Lie  :
g — gl(V) se denomina representacién del dlgebra de Lie g. Todas las definiciones
anteriores se trasladan de manera anédloga en este contexto.

Sim: G — GL(V) es una representacion de un grupo de Lie, y si g = T.G es
el dlgebra de Lie de G, entonces el homomorfismo derivado dr. : g — gl(V') es un
homomorfismo de algebras de Lie, es decir, se obtiene una representacién de gen V.

Proposicién 5.1.1 (Lema de Schur). Sea G un grupo de Lie y sean (7,V) y (p, V') dos
representaciones irreducibles de G. Si ¢ : V. — V' es un mapa lineal tal que p(g)¢p =
¢ (g) vV g € G, entonces ¢ es isomorfismo lineal 6 ¢ = 0.

Demostracién. Ver [Kna, Proposition 4.8] O

Corolario 5.1.2. Sea (m,V') una representacion irreducible de un grupo de Lie G en un
espacio vectorial complejo V. Si T : V' — V es un mapa lineal tal que w(g)T = Tn(g)V g €
G, entonces T' es un miiltiplo de la identidad.
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Demostracion. Ver [Kna, Corolario 4.9] O

Una representacion natural asociada a un grupo de Lie es la representacion ad-
junta. Dado un grupo de Lie G y un elemento a € G, siempre vamos a denotar por
1, a la conjugacion por a, es decir, I, es el automorfismo de grupos de Lie

I,:G— G talquel, =L,0o R,

siendo L, y R, las traslaciones a izquierda y derecha respectivamente. Sea g el alge-
bra de Lie de GG, que en este caso la identificamos con 7. G, donde e es la identidad
de G. Luego se tiene un automorfismo de dlgebras de Lie (dI,,)e : g — g. Se define la
representacion adjunta como el homomorfismo de grupos Ad : G — GL(g) tal que
Ad(a) = (dIy)e.

Lema 5.1.3. Ad es un homomorfismo de grupos de Lie.
Demostracion. Ver [Dot87, Corolario 4.2]. O

A la derivada de Ad se la denota por ad : g — gl(g), y se la llama la representa-
cién adjunta del dlgebra de Lie g. Esta no es otro que la representaciéon adjunta usual
de 4lgebras de Lie.

Proposicién 5.1.4. Sea m : H — G un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces el si-
Quiente diagrama es conmutativo.

s
—_—

H G
expT Texp
h—"~g
donde b y g denotan las dlgebras de Lie de H y G respectivamente.

Demostracion. Ver [War83, Teorema 3.32]. O

Proposicion 5.1.5. Sea (H,w) subgrupo de Lie de G y v € g. Si x € dn(h) entonces
exp(tx) € m(H) V t.
Reciprocamente si exp(tx) € w(H) para todo t en intervalo I, entonces x € dn(bh).

Demostracién. Ver [War83, Proposicién 3.33] ]

Proposicion 5.1.6. Sea G es un grupo de Lie, 7 : G — GL(V') una representacion, (dr). :
g — gl(V) la representacion derivada y W un subespacio de V. Si W es m-invariante
entonces es (dr).-invariante. La reciproca es verdadera si G es conexo.

Demostracién. Ver [Dot87, Proposicion 4.4] O
Como consecuencia, para la representacién adjunta tenemos:

Corolario 5.1.7. Sea G grupo de Lie conexo y m subespacio de g. Entonces m es Ad-
invariante si y solo si es ad-invariante.
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Espacios homogéneos

Definicién 5.1.8. Una variedad diferenciable M se dice variedad homogénea si ad-
mite una accién de un grupo de Lie, la cual transitiva y C*°.

Sea G un grupo de Lie y sea K un subgrupo cerrado de G. Consideramos el
espacio G/ K de coclases a izquierda de K con la topologia cociente, y sea 7 : G —
G/ K la proyeccién canonica.

El siguiente teorema hace que G/K admita una estructura de variedad diferen-
ciable.

Teorema 5.1.9. Con las consideraciones anteriores, el espacio G/ K posee una iinica estruc-
tura de variedad diferenciable C* tal que:

1. mes C*®

2. Existen secciones locales C*° de G /K en G, es decir si gK € G /K existe un entorno
WdegK yelmapao : W — G es C™ tal que mo o = Id.

Demostracion. Ver [War83, Teorema 3.58] 6 [Dot87, Teorema 6.4]. O

Definicién 5.1.10. El espacio G/K con las condiciones del teorema anterior, lo lla-
mamos espacio homogéneo.

Dado un grupo de Lie Gy K un subgrupo cerrado de G, existe una accién natural
por izquierda de G en el espacio homogéneo G/ K:

7:GxG/K = G/K, 7(g9,aK) = gaK = 7(g9)aK

Es facil ver que 7 es una accién transitiva. Ademads 7(g) son difeomorfismos de G/ K
que verifican:
T(a)om=mo L, (5.1.1)

Sea M una variedad homogénea. Luego existe un grupo de Lie G y una accién
transitiva C* 7 tal que paratodop € M y g € G, n(g,p) € M. Denotamos 7,(p) =
n(g,p). Decimos que la accion es efectiva si e € G es el tinico elemento de G para el
cual 7, es la identidad en M.

Dado p € M, al subgrupo G), := {g € G : n(g,p) = p} se lo conoce como grupo
de isotropia de p. Este es un subgrupo cerrado de G.

Teorema 5.1.11. Sea M variedad homogénea y sea K = G). Entonces el mapa 3 : G/K —
M con 5(gK) = n(g, p) es un difeomorfismo.

Demostracion. Ver [War83, Teorema 3.62]. O

De esta forma podemos escribir a cualquier variedad homogénea M como M =
G/ K,y esta es la presentacion de M como espacio homogéneo.

Ejemplo de espacios homogéneos: Variedades bandera

Un ejemplo de espacios homogéneos son los grupos de Lie G, con la accién
G x G — G dada por las traslaciones a izquierda de G. Otro ejemplo sobre el que
trabajaremos mas adelante son las variedades bandera full (6 maximales) y las va-
riedades bandera generalizadas.



86 Capitulo 5. Estructuras Killing-Yano en Espacios Homogéneos

Definicién 5.1.12. Una bandera full en C" es una coleccién creciente de subespacios
complejos
o=VycWVic..cV, (5.1.2)

tal quedimV; = ¢V i = 1,...,n. Al conjunto de todas las banderas full se lo denota
F,,.

Consideremos en C" el producto interno canénico. El grupo SU(n) acttia en F),
de la siguiente forma:

(A, (VhbcViC...CcVp))— (AVp C AVp C ... C AV,)

Esta accion es transitiva, en efecto fijemos la bandera py = (V{ c V{ C ... ¢ V}9)),
donde V;? = Span{ey, ...,€;}, y e1, . . ., e; son i los vectores de la base canénica de C".
Seap = (Vp C Vi C ... CV,,) otra bandera cualquiera.

Elegimos v, € Vj con |v;| = 1. Por induccién en k podemos ir definiendo vectores
va, ..., vy tales que {v1, ..., v} es base ortonormal en Vj. En particular, {v1,...,v,} es
una base ortonormal de V;, = C". Luego escribiendo a cada vector v; = ) a;je; y
llamando A = (a;j), se ve que A € SU(n) y ademds Apy = p. Por lo tanto la accién
es transitiva.

El grupo de isotropia asociado a py, es decir, SU(n),, = {A € SU(n) : Apo = po},
es precisamente el grupo de las matrices diagonales en SU(n), es decir, S(U(1) x ... x
U(1)),y el cual es un toro maximal de SU (n). Luego, F,, = SU(n)/S(U(1)x...xU(1))
y por lo tanto podemos pensar a F,, como un espacio homogéneo. Llamamos a F,,
variedad bandera maximal (o full). En forma general, definimos:

Definicién 5.1.13. Una variedad bandera full es un espacio homogéneo G /7" con G
grupo de Lie semisimple, compacto y 7" toro maximal de G.

Definicién 5.1.14. Sea n un entero positivo, y sean n1, ..., n, enteros positivos tales
que n1 + ... + ns = n. Una bandera parcial de tipo (n,...,ns) es una coleccién
creciente de subespacios complejos de C"

o=V%cwvc..cv,=Cr (5.1.3)

talquedimV; =n1 +...4+n;, Vi=1,..s

Denotamos por F(n1, ..., ns) al conjunto de todas las banderas parciales de tipo
(n1,...,ns). Notemos que las banderas full son las banderas de tipo (1,1,...,1).

Al igual que en el caso full, SU(n) actda transitivamente en F(n4, ..., n;). En este
caso el grupo de isotropia asociado a la bandera canénica py, es decir los elementos
de SU(n) que dejan fijoapy = (V c V3 C ... ¢ V) con V! = Span{ey,...,en, }
({e1,...,en} sonlos vectores de la base canénica), es el grupo S(U(nq) x ... x U(ns))
de matrices de la forma

A 0 ... 0
0 A ... O
€ SU(n)
0 0 0
0 0 ... A

donde A; € U(n;) y [];_;det A; = 1. Este grupo es el centralizador de un toro.
Asi F(ny,...,ns) = SU(n)/S(U(n1) x ... x U(ng)), y entonces podemos pensar a
F(ni,...,ns) como un espacio homogéneo. Para este caso, F(n1,...,ns) se denomi-
na variedad bandera compleja.

En forma general, se define:
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Definicién 5.1.15. Una variedad bandera generalizada es un espacio homogéneo de
la forma G/C(S), con G grupo de Lie semisimple compacto, y C(S) el centralizador
de algtin toro en G' no necesariamente maximal.

La representacién Isotrépica

Sea M = G/K espacio homogéneo. Sea 7 : G — G//K el mapa cociente y sea 7
la accién de G en M. Denotemos con gy ¢ a las dlgebras de Lie de G'y K respectiva-
mente. Identificamos siempre de manera natural £ con una subélgebra de g.

Notar que dr. : g = Tex(G/K) es una transformacion lineal sobreyectiva cuyo
kernel es exactamente €. De este modo, dm. induce una identificacién

g/t = Tk (G/K). (5.1.4)

Si m es un subespacio complementario de ¢ en g, la restriccion de (dr). induce un
isomorfismo de espacios vectoriales

(dr)e :m 2T,k (G/K) (5.1.5)

Sea z € T.G = g identificamos con X al campo invariante a izquierda tal que
X(e) = z. El grupo monoparamétrico de difeomorfismos asociado a X esta dado
por 7(exptX) € Diff(G/K), y a partir del mismo se define un campo vectorial X *
en G/K de la siguiente forma:

d d
Xte= —| moRy(exp(tX)) = —| exp(tX)aK,Va€ G (5.1.6)
@ dt|, dt|,

Lema 5.1.16. Dado = € T.G = g, X, = (dn)(z). En particular, X7 = 0 si y solo si
et

Para la siguiente definicién, notemos que para todo k € K, 7(k) deja fijo el punto
eK € G/K.

Definicién 5.1.17. La representacion K — GL(T.x(G/K)) dada por k — dr (k) |ex
se llama representacion Isotrépica del espacio Homogéneo G/ K.

Lema 5.1.18. Paratodo k € K, Ad(k)t = ¢

Demostracién. En efecto, como K es un subgrupo de G, para todo k € K, I(K) =
K. O

Como consecuencia, para todo k£ € K, el automorfismo Ad(k) induce un auto-
morfismo g/t — g/¢, que por abuso de notacién lo seguimos denotando por Ad(k).
Se obtiene asi una representacion:

Ad: K — GL(g/®). (5.1.7)
Lemab5.1.19. Vke K, x € g
dT(k‘)|eKX6+K = (Ad(k‘)w):K

Demostracién. Notar que 7Ly = wlj (donde I, = LyRj-1). Usando el Lema 5.1.16,
podemos escribir

dr(k)lex X = (dr(k))ex (dm)e(w) = d(7(k)7)e(x) = d(m Ly )e(x).
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Por oro lado,
(Ad(k)x)lx = (dm)e(dli)e(z) = (dmlk)e(X) = (drLg)e(2).
Luego ambas igualdades coinciden, por lo tanto se tiene el enunciado. ]

Definicién 5.1.20. : Un espacio homogéneo G/K es reductivo si existe un comple-
mento m de £ en g tal que g = £ & m con Ad(K)m C m.

Observacion 5.1.21. Notar que un espacio homogéneo G/ K con K compacto es re-
ductivo, pues es posible tomar un producto interno Ad(K)-invariante tal que m y ¢
sean ortogonales (ver [KobNomll, pag. 199]). Mds generalmente, es suficiente pedir
que la clausura Ad(K') sea compacta.

Observacion 5.1.22. El Lema 5.1.19 dice que el isomorfismo de espacios vectoriales
g/t = T.x G/ K, es un isomorfismo entre la representacién adjunta de K en g/ (5.1.7)
y la representacion isotrépica de K en T g (G/K). Si ademas, G/K es reductivo y m
es un complemento Ad(K)-invariante de £ en g, entonces m es una subrepresentacion
de la representacion adjunta de K en g, y el isomorfismo lineal m = g/¢ inducido por
la proyeccién al cociente, es ahora un isomorfismo de representaciones de K.

Esto nos permitird ir de una representacion a otra usando las identificaciones
m=g/t=T.(G/K).

5.2. Meétricas G-invariantes en G/ K

Antes de definir métricas invariantes en espacios homogéneos daremos algunas
definiciones y propiedades de importancia para una variedad riemanniana M arbi-
traria.

Definicién 5.2.1. Un campo vectorial X en una variedad riemanniana M, es una
campo de Killing si el grupo monoparamétrico de difeomorfismos asociados a él
son isometrias locales.

Proposicion 5.2.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Para todo X € X(M), son equi-
valentes:

1. X es campo de Killing.
2. Lxg =0, donde L denota la derivada de Lie.

3. ParatodoY,Z € X(M), se cumple que:
9(Vy X, Z)+g(VzX,Y)=0 (5.2.1)
donde V es la conexion Levi-Civita.
Demostracion. Ver [Bess87, Teorema 1.81]. O
Proposicion 5.2.3. Para todos X, Y, Z campos de Killing en (M, g), se verifica:
29(VxY,2) = g([X. Y], Z) + g([Y, Z], X) — 9([Z, X],Y) (52.2)

Definicién 5.2.4. Una métrica riemanniana g en un espacio homogéneo G/K es G-
invariante si para todo a € G, 7(a) es una isometria, es decir:

Gapk (d7(a)pv,dT(a)pru) = gpir (v,u), Vv,u € T,k (G/K)
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Teorema 5.2.5. Un espacio homogéneo G/ K admite una métrica G-invariante si y solo si
Ad(K) C GL(g/%) es compacta. Mds, aiin, la aplicacién g — g.x define una biyeccién entre
las métricas G-invariantes en G/K y los productos internos K-invariantes en T.(G/K),
donde K actiia por la representacion isotropica.

Demostracién. Ver [Laul5, Teorema 3.2.1] o [Dot87, Proposicién 1.5 (i)]. O

Aclaramos que decir que un producto interno en 7.(G/K) es K-invariante sig-
nifica que la accién isotrépica de K en T,.(G/K) se realiza por isometrias.

Observacién 5.2.6. Dado que hay un isomorfismo entre la representaciéon adjun-
ta de K en g/t y la representacion isotrépica de K en T.G, del teorema anterior
se induce una biyeccién entre métricas G-invariantes en G/K y producto internos
Ad(K)-invariantes en g/t (ver 5.1.22). Si ademds G/ K es reductivo y m es un com-
plemento Ad(K)-invariante de ¢ en g, entonces del teorema anterior se induce una
correspondencia biyectiva entre métricas G-invariantes en G/K y productos inter-
nos Ad(K)-invariantes en m. Si (-, -) es el producto interno Ad(K)-invariante en m
que corresponde a una métrica G-invariante g en G/K, entonces para todo z,y € m,

(x,9) = ger ((dm) ez, (d7)ey), (5.2.3)
9ak ((d7(a)) e (dm)ex, (d7(a))ek (dm)ey) = (z,y) (5.2.4)

Observacién 5.2.7. Por la [Dot87, Proposicion 1.3], si G/ K es un espacio homogéneo
que admite una métrica G-invariante, entonces G/ K resulta isométrico a un espacio
homogéneo GG1 /K1 con métrica G;-invariante y la accién de G; en G/ K es efectiva.
Maés adn por la [Dot87, Proposicion 1.5 (ii)], la clausura de Ad(K;) es compacta.
Luego por la Observacion 5.1.21, el espacio homogéneo G /K es reductivo, y G/ K
es isométrico a un espacio homogéneo reductivo con accién efectiva.

Lema 5.2.8. Para cualquier métrica G-invariante en G/K , los campos vectoriales de G | K
inducidos por el dlgebra de Lie g como en 5.1.6 son campos de Killing.

El siguiente lema muestra en particular que el conjunto de campos de la forma
X1 en G/K forman una subalgebra de Lie del dlgebra de Lie de campos vectoriales
en G/K. Muestra también que la aplicaciéon X — X+ es un antthomomorfismo de
algebras de Lie.

Lema 5.2.9. Sean z,y € g, denotemos por X, Y a los campos de Killing en G /K asocia-
dos. Entonces el corchete de campos en G /K entre X+ y Y estd dado por

Xt YT =-[X,Y]" (5.2.5)
Demostracion. Ver ([Bess87,7.21]) O

En lo que sigue de la seccién estudiaremos espacios homogéneos G/K con
métricas G-invariantes g, que por la Observacién 5.2.7 podemos suponer que G/ K
es reductivo y ademads con accién efectiva. Fijamos una descomposicién reductiva
g = £ & my por la Observacion 5.2.6 la métrica g estd en correspondencia con un
producto interno (-, -) Ad(K)-invariante en m.

Teorema 5.2.10. Sea G /K un espacio homogéneo con métrica G-invariante g, con las mis-
mas suposiciones que el pdrrafo precedente. Sean x,y € my sean X, Yt los campos de
Killing en X(G/K) asociados a x e y respectivamente. Entonces

(Vx+Y Nk = (dn)e (—;[:U,y]m + U(x, y)) (5.2.6)
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con U : m x m — m la aplicacion bilineal tal queV z € m:

(2U(z,y), z) = ([z, Z]m, ¥) + ([2, Y]m, T) (5.2.7)
Demostracién. Ver [Bess87, Proposicion 7.28]. O

Lema 5.2.11. Sea G/ K un espacio homogéneo con métrica G-invariante y sea g = € @ m su
descomposicion reductiva. Sea (-, -) el un producto interno Ad(K)-invariante asociado a g,
entonces para todo x € €, ad, | : m — m es antisimétrico. La reciproca vale si K es conexo.

Proposicion 5.2.12. Con las hipétesis del lema anterior. Entonces m = my @ ... & m, con
m; componentes irreducibles Ad( K )-invariantes y ortogonales entre si.

En las condiciones anteriores dado un espacio homogéneo G/ K con métrica G-
invariante, tenemos un producto interno (-,-) Ad(K)-invariante. Sea (-, -) otro pro-
ducto interno en m. A este podemos escribirlo como (-,:) = (Q-,) =: (-,-)g, con
@ : m — m isomorfismo simétrico y definido positivo respecto de (-,-). Es decir,
podemos identificar a cada producto interno (-,-) como un elemento del conjunto
{(,g : Q' = Q,Q > 0}. Nos interesa estudiar productos (-, )¢ que son Ad(K)-
invariantes. El siguiente lema caracterizard a estos productos:

Lema 5.2.13. En la notacion anterior, (z,y), = (Qx,y), con Q > 0, es Ad(K)-invariante
siysolosi[Q,Ad(k)] =0,Vk e K.

Demostracion. Suponemos (z,y) = (z,y), producto interno Ad(K)-invariante. En-
tonces,

(z,y)q = (Ad(k)z, Ad(k)y)q & (@ Ad(k)z, Ad(k)y) = (Qz,y)
< (Ad(k)'QAd(k)z,y) = (Qz,y)

Como Ad(k)~! = Ad(k)T, de lo anterior resulta que (-, )¢ es Ad(K)-invariante si y
sélo si (Ad(k))"*Q Ad(k) = Q paratodo k € K. O

Definicién 5.2.14. Un endomorfismo 7" : m — m se dice Ad(K)-invariante si [T, Ad(k)] =
0 para todo k € K.

Lema 5.2.15. Un endomorfismo Ad(K)-invariante en m conmuta con ad(z) Vo € ¢.

Demostracion. Sea T un endomorfismo Ad(K)-invariante en m. Consideremos = € &,
escribimos ad, = d% ‘0 Ad(exp rx). Luego,

ad(z)H = d%“ OAd(exp(rx))H = dii" OHAd(exp(m:)) = Had(z)

O]

Continuamos en el contexto de un espacio homogenéo G/K con g métrica G-
invariante, el cual es reductivo, donde m denota un complemento Ad(K)-invariante
de ty (-, -) el producto interno Ad(K)-invariante en m asociado a g . Por la Proposi-
cién 5.2.12 podemos descomponer a m como suma de subrepresentaciones irreduci-
bles de K (es decir, Ad(K)-irreducibles)

m=mq P... oms,.
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Podemos suponer que las primeras ¢ componentes no son no equivalentes dos a dos,
y por lo tanto luego de agrupar las componentes equivalentes entre si obtenemos

m=m" ® .. Hm," (5.2.8)

donde n; es el nimero de veces que se repite m;. Las subrepresentaciones m;" se las
llama componentes isotipicas de la representacién.

El caso mas sencillo es cuando la representacion es libre de multiplicidad es de-
cir, es decir cuando n; = 1, V7. Este caso no se da en todos los espacios homogéneos,
estudiaremos mas adelante que para variedades bandera si existe esta descomposi-
cion.

Lema 5.2.16. Sea m = m; @ ... & my la descomposicion de m en componentes irreducibles.
Asumamos que (-, -)q es Ad(K)-invariante. Entonces Q(m;) = m; para todo i y ademds

Mg, 0 .. 0
0 Aslwy ... O

Q= , _ _ cond €RY, Vi=1,...s (5.2.9)
0 0 o NI,

Demostracién. Como (@ es simétrico y definido positivo, entonces podemos descom-
poner a m en suma de los autoespacios de V, digamos m = V,,, @ ... ® V,,, donde
{1, .- ., iy son los distintos autovalores de Q. Como [Ad(a), Q] = 0 para todo a € K,
entonces Ad(a) preserva los autoespacios de (). Luego las componentes irreduci-
bles m;, i = 1,...,s se agrupan en los autoespacios V,,,. Es decir, podemos escri-
bir V,, = >, mj,. Dado que Q\V“j = pjly,, entonces Q lm;, = 1jlm; para todo
1 <4 < nj. Variando j, los m;, dan todas las componentes irreducibles de m y el
lema resulta llamando \; = p;.

U

5.3. Tensores tipo (1,1) G-Invariantes en espacios homogé-
neos

Definicién 5.3.1. Decimos que un tensor de tipo (1,1) H en un espacio homogéneo
G/ K es G-invariante si Hdr(a) = dr(a)H paratodoa € G.

Teorema 5.3.2. Sea G/ K espacio homogéneo. Entonces la aplicacion H — H.k define una
biyeccion entre el conjunto de tensores H de tipo (1,1) en G/K que son G-invariantes y el
conjunto de endomorfismos en T.(G / K) que conmutan con los (d7(k))ex para todo k € K.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracion del Teorema 5.2.5. O

Observacion 5.3.3. Por la Observacién 5.1.22, podemos deducir del teorema anterior
una correspondencia biyectiva entre las tensores (1,1) G-invariantes y los endomor-
fismos g/t — g/t que conmutan con Ad(k) para todo k£ € K. Si ademds G/K es
reductivo y m es un complemento Ad(K)-invariante de ¢, entonces hay una corres-
pondencia uno a uno entre tensores (1,1) G-invariantes y endomorfismos m — m que
conmutan con Ad(k) para todo k € K, es decir, endomorfismos Ad(K)-invariantes.
Si Hp : m — m es el endomorfismo Ad(K)-invariante asociado a un tensor de tipo
(1,1) G-invariante H en G/ K, entonces

(dm)eHo(z) = Hex ((dm)e(x))
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para todo z € m. En resumen, para espacios homogéneos reductivos es suficiente
definir endomorfismos Ad(K)-invariantes en m para determinar tensores tipo (1, 1)
G-invariantes en G/ K. Por el Lema 5.2.15, estos endomorfismos conmutan con ad,
para todo x € &.

En lo que resta de la seccién, vamos a fijar un espacio homogéneo G/K con
métrica G-invariante, y un complemento Ad(K)-invariante m de £ en g tal que g =
t & m. También fijaremos un producto interno (-, -) en m que es Ad(K)-invariante.

Sea Hyp : m — m un endomorfismo Ad(K)-invariante. Extendemos linealmente a

Hj ala complexificaciéon de m, es decir, definimos HE]C :m€ — m® como

H((]C(l’+l.y) =Hx+iHy, Vx,y € m.

Fijemos ahora un operador simétrico, definido positivo y Ad(K)-invariante ) : m —
m, de modo que (-, -) es un nuevo producto interno Ad(K)-invariante (ver el Lema
5.2.13). Extendemos también (-, -) a la complexificacién de m complexificando @:

(@ + iy, z + iw)ge = (Q%(z +iy), 2 + iw) = (Q +iQy, z + iw) = (Qz, 2) — (Qy, w)+
+i((Qz, w) +(Qy, 2)

Notar que (;, -) gc no es un producto interno, solo es una forma bilineal simétrica y
no degenerada.

Lema 5.3.4. Si Hy es antisimétrico respecto de (-, )¢, entonces HS es antisimétrico respecto
de (-, -)oc

Demostracion. Sean x,y, z,w € m,

<H0 (x +1y), 2 +iw)oc = (Hoz + iHoy, 2 + iw) e = (Q(C(Hm +iHy), z +iw)
= (QHox + iQHyy, z + iw)
= (QHoz,z) — (QHoy, w) + i((QHoz, w) + (QHoy, 2))
= (Hox, 2)q — (Hoy, w)q + i((Hoz, w)q + (Hoy, 2)q)
*<w, Hoz)q + (y, How)q — i((z, How)q + (y, Hoz)q)
—(x, Hyoz + iHow) — (y, —How + iHyz)q
—(z, HS (2 + iw) — (y, i(iHyw + Hyz))
—(
—(

v, HE (s + i) — ily, HE (2 + iw))
x + 1y, Ho (z +iw)).

O]

Recordemos de la Proposicién 5.1.6 que las componentes irreducibles de m res-
pecto de la representaciéon adjunta de K son subespacios ad, invariantes para todo
et

Lema 5.3.5. Sea m; una componente irreducible de m y sea Hy : m; — m; un endomorfismo
Ad(K)- invariante, inversible y antisimétrico respecto de algiin producto interno Ad(K)-
invariante. Entonces

0 —a 0 O
a O 0 0
Ho=|0 0 0 0
0 O 0 —a
0 0 a 0
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en alguna base ortonormal B = {e1, f1, ..., en, fn} de m;.

Demostracién. Como Hj es antisimétrico e inversible, existe una base {e1, fi, ..., en, fn}
ortonormal tal que:

0 —a 0 0
ap 0 0 0
Hy=] 0 0 0 0
0 O .. 0 =-—a,
O 0 .. a O

Donde los valores a; € R — {0}, los cuales pueden ser todos diferentes 6 repetirse
en algunos bloques. Supongamos que por lo menos hay dos valores distintos. Sean
{e1, f1, ..., 1, fi} los vectores asociados a los bloques con a;. Llamemos directamente
a = a;. Probaremos que Span{ey, f1, ..., e, fi} es Ad(K)-invariante y con esto llega-
remos a una contradiccion.

En efecto, sean e, + ifi, e1 — ifi,....e; + ifi, e, — if; vectores en m®, los cuales son
autovectores de la complexificacién de H§ con autovalor +ai. Pues, Vj = 1, ..., [:

ng(ej + ij) = Hoej +1Hofj = af; —iae; = —ai(ej + Zf])

Héc(ej — Zf]) = Hoej — iHofj = afj + tae; = ai(ej - ij)
Es asi que Spanc{e; + if; }2.:1 generan al espacio de autovectores de autovalor —as
y Spanc{e; —if; }é‘:l generan al espacio de autovectores de autovalor a:.

Cada Ad(k) con k € K es un operador en m, y también podemos considerar
su complexificacién en m®. Es claro que si Hy y Ad(k) conmutan Vk € K, también
lo hardan H® y Ad(k)C. Entonces los autoespacios de HS quedan invariantes bajo
Ad(k)® Vk € K. Luego Spanc{e1 +ifi,e1 —ifi,....,e;+ifl, e, —if;} es invariante bajo
Ad(k)C Yk € K.

Notar que Span(c{el, fi, s e, fl} = Spanc{el +ifi,er —ifi, .. e +ifi e — ’Lfl}
y que Spanc{er, fi,...., e, fi} N m = Spang{ex, f1,...., e, fi}.

Sea ahora x € Spang{ei, fi,....,e;, fi} C myseak € K. Como z pertenece
a Spanc{ei, fi, ..., e, fi} v este espacio es Ad(k)®-invariante, entonces Ad(k)z =
Ad(k)®(x) pertenece a Spang{e1, f1, ..., e, fi}. Dado que Ad(k)(x) estd en m, enton-
ces concluimos que estd en la interseccién, es decir en Spang{ei, fi, ...., e, fi}. Con-
cluimos que Spang{ey, f1,...., e, fi} es Ad(K)-invariante, lo cual contradice que m;
sea irreducible. Luego a; = a; para todo i. O

Teorema 5.3.6. Sea m = m; @ ... & m, la descomposicion de m en componentes irreducibles
y asumamos que las componentes m; son dos a dos no equivalentes. Sea Hy : m — m
un endomorfismo Ad(K)- invariante, inversible y antisimétrico respecto de algiin producto
interno Ad(K)-invariante. Entonces Ho(m;) = m; para todo i = 1,...,s. Ademds para
cada i existe una base ortonormal B; de w; tal que la matriz de Hy|w, tiene la forma

[0 —v; .. 0 0 ]
Z)j 0 0 0
[Hojlg, = + =+ ..+ (5.3.1)
0 0 .. 0 —u
L 0 0 Uj 0 |

Demostracién. Como Hy es Ad(K )-invariante, es decir Hy Ad(k) = Ad(k)HoVk € K,
entonces Hj es un automorfismo de la representacién adjunta y por lo tanto Hym; =
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m;. Si j fuera distinto de ¢, entonces Hj induciria un isomorfismo de representacio-
nes entre m; y my, lo cual contradice la hipétesis de que m; no es equivalente a m;.
Luego Ho(m;) = m;, Vi = 1,...,s. Para completar la demostracién, basta aplicar el
lema anterior a la restriccién de Hy en cada m,;. O

5.4. Conexiones afines G-invariantes en espacios homogéneos

En esta seccién veremos que existe una correspondencia biunivoca entre co-
nexiones G-invariantes en espacios homogéneos reductivos y funciones conexién
A :m x m — m. Es decir funciones bilineales Ad(K)-invariantes.

En la bibliografia existente y trabajos reconocidos respecto de espacios homo-
géneos se observan dos definiciones de la funcién conexién: una deriva de tomar
campos de Killing X* inducidos por campos invariantes a izquierda en G ([Bess87]
y el Teorema 5.2.6) y la otra deriva de trabajar con una identificacién de campos
invariantes a izquierda en G, con campos en G/ K definidos en un entorno de eX
([Nom54]). En nuestro trabajo usamos la funcién conexién usada en [KobNomlII] y
en [Nomb4].

Definicién 5.4.1. Sea G/K un espacio homogéneo. Una conexién en G/K se dice
G-invariante si para todo g € G se tiene y pK € G/ K se tiene

(vdT(g)XT(g*)dT(g)YT(g_l)ng = d7(9)px (VXY )pK

Al campo d7(g)X7(g~") lo denotaremos siempre por X"(9), de modo que la condi-
cién de G-invarianza para la conexién V queda formulada como

(VxY) W =V, Y79, vgea.

Asumamos ahora que G/ K es un espacio homogéneo reductivo, y sea m un com-
plemento Ad(K)-invariante de ¢ en g.

Definicion 5.4.2. Una funcién bilineal A : m x m — m se dice Ad(K)-invariante si
A(Ad(k)z,Ad(k)y) = A(x,y) para todo =,y € my para todo k& € K. De ahora en
mas, a A(x,y) lo denotaremos A(z)y.

Fijemos de ahora un espacio homogéneo reductivo G/K con un complemento
Ad(K)-invariante m de ¢ en g, de modo que g = m @ £. Sea {z1,...,2z,} una base de
g, donde suponemos que los primeros m elementos pertenecen a m y los restantes a
. Dado que estamos pensando a g como el espacio tangente de GG en la identidad,
a al campo invariante a izquierda asociado a un vector de g lo denotaremos usando
mayuscula. Por ejemplo, el campo invariante a izquierda asociado a = € g se lo
denote X.

Por [Che46] existe un entorno coordenado (U, u1,...,u,) dee € G, tal que U es
el producto topolégico de los siguientes conjuntos

U ={9 €U : um+1(9) = tm+2(9) = ... = un(g) = 0}
Uy ={g9g€U:u(g) =u2g) =...=un(g) =0}
Ver capitulo IV de [Che46] para mds detalles. Observar también que U C K es un

entorno abierto en K de la identidad, y que 7 : U; — m(U;) es un homeomorfismo
diferenciable suryectivo, de modo que 7(U;) un entorno de e en G/ K.
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Para cada x € m definimos un campo X* en cK € 7(U;) de la siguiente manera
:K = dT(C)eKdﬂ'ex- (5.4.1)

Notemos que X}, = (dm)c(z). Se sigue de aqui que {(X{)ex, ..., (X}, )ex} es un
base de T, x (G/K). De esto se deduce que:

Lema 5.4.3. Para todo cK € w(U), el conjunto {(X).x }I"; es una base de T,k (G/K).
Estamos listo para enunciar:

Teorema 5.4.4. Sea G /K espacio homogéneo reductivo con una descomposicion reducti-
va g = m @ €. Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de conexiones G-
invariantes afines en G /K y el conjunto de funciones bilineales Ad(K)- invariantes en m.
La correspondencia es de modo que si A corresponde a V, entonces

dre(A(x)y) = (Vx<Y")er (5.4.2)
Demostracion. Ver ([Nomb54]). O

Los tensores curvatura y la torsién de una conexién G-invariante V en un espacio
reductivo G/ K son también G-invariantes, y por lo tanto estdn determinados por sus
valores en eK (ver [Nomb54]). Por lo tanto, su comportamiento lo podemos estudiar
enm. El siguiente teorema expresa a los tensores curvatura y la torsién de la conexién
en términos de A.

Teorema 5.4.5. Sea G/K un espacio homogéneo reductivo con descomposicion reductiva
g = maL Sea A la funcion bilineal Ad(K)-invariante asociada a una conexién G-invariante
V en G/ K. Identificando m con T (G /K ), la torsion y el tensor curvatura de V evaluados
en el punto eK se expresan con las siguientes identidades:

1. T(xz,y) = A(z)y — A(y)x — [z, y|m,V 2,y €Em
2. R(z,y)z = Mz)(A(y)z) — Ay)(A(z)z) — A[z, ylm)2z — [[z, yle, 2,V 2,9, 2 € m

donde para un vector x € g, xw Y ¢ denotan las componentes de x en m y en € respectiva-
mente.

Demostracion. Ver ([Nomb54]). O

Observacion 5.4.6. Notar que en los teoremas anteriores s6lo se uso como hipétesis
que el espacio homogéneo G/ K sea reductivo, no se trabajo con métricas invariantes.

Teorema 5.4.7 ([Nomb54]). Sea G/ K un espacio homogéneo reductivo con descomposicion
reductiva g = m @ ¢ y sea g una métrica G-invariante en G/K. Entonces la conexion de
Levi-Civita V asociada a la métrica es G-invariante. Ademds si (-, -) es el producto interno
Ad(K)-invariante en m asociado con g y A es la funcion bilineal Ad(K)-invariante asociada
con V, entonces

A@)y = 5l ul + Ue.y), (543

donde U(x,y) : m x m — m es la forma bilineal simétrica tal que para todos z,y, z € m se
cumple que:
<2U($7y)7’z> = <[Z7x]m7y> + <[Z7y]max> (544)
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5.5. Espacios homogéneos con Tensores KY

En toda esta seccion fijaremos G/ K, un espacio homogéneo con métrica G-invariante
g. Por Observacion 5.2.7, G/K es reductivo, por lo tanto existe un complemento
Ad(K)-invariante tal que g = m ¢ £. Denotamos como (-, -) al producto interno en
m Ad(K)-invariante asociado a g. Sea Hy : m — m un endomorfismo antisimé-
trico Ad(K)-invariante, el cual estd en correspondencia con un tensor G-invariante
H:T(G/K)— T(G/K) por el Teorema 5.3.2.
La 2-forma w y su derivada exterior

Consideremos la 2-forma w asociada a H, es decir, w(R, S) = g(HR, S) para todo
par de campos R, S € X(G/K).

Proposicién 5.5.1. En las condiciones anteriores
1. w es G-invariante.
2. dw es G-invariante.

3. Six,y,z € m, entonces

wek ((dm)ex, (dm)ey) = (Hox,y) = wo(z,y)
dwer ((dm)e, (dmy)e, (dm)ez) = ([2,Ylm, Hoz) + ([Y; 2]m, Hoz) + ([2, 2]m, Hoy)

Demostracion. La demostracion resulta de la G-invarianza de la métrica g, del tensor
H y de la conexién. O

Definimos la derivada exterior de una 2-forma wy en m como la 3-forma dwy tal
que para z,y, z € nu

dWO(:’Ua Y, Z) = <[.§C, y}mv HDZ> + <[y7 Z]ma Ho.l‘) + <[Z? x]ma H0y> (551)
De la proposicién anterior concluimos:

Corolario 5.5.2. En las condiciones de la Proposicion 5.5.1, se tiene que la 2-forma w es
cerrada si y solo si wg es cerrada en m, es decir V x,y, z € m:

([, ylm, Hoz) + {[y, z]m, Hox) + ([, Z|m, Hoy) = 0

De manera similar, si Hy : m — m es ademads inversible, el tensor G-invariante
asociado H es inversible y la la 2-forma  tal que u(X,Y) = g(H 'X,Y) queda
totalmente determinada por la forma bilineal pp : m x m — R tal que po(z,y) =
(Hy'x,y), y la derivada exterior de u es G-invariante y su valor en T.(G/K) = m,
estd dado por derivada exterior de i, es decir,

dpio(2,9, 2) = ([, ylms Hy '2) + ([, s Hy '2) + (22w, Hy'y) (55.2)

Corolario 5.5.3. La 2-forma i es cerrada si y solo si i es cerrada en wm, es decir ¥V z,y, z €
m:
([, ylm, Hy '2) + [y, 2lm, Hy '2) + ([, 2]m, Hy 'y) = 0



5.5. Espacios homogéneos con Tensores KY 97

La derivada covariante de

Sea A : m x m — m la funcién bilineal Ad(K)-invariante asociada a la conexién
de Levi-Civita V de la métrica g.

Proposicién 5.5.4. Las condiciones y la notacion son como en el principio de la seccion.
1. Eltensor (X,Y)— S(X,Y) := (VxH)Y es G-invariante.
2. Six,y € m, entonces
Serc ((dm)e; (dm)ey) = (dm)e((A(x)Ho)y),
donde (A(x)Ho)y := Ay Hoy — AyHoz.
Demostracién. Recordando que H conmuta con d7(a) Va € G, se tiene
S(XT@, yT@) 2 ¥ HYT@) — 9y HXTO
=V xr@ (HY)™@ — Vo) (HX)™@
= (VxHY —VyHX)™@ = (§(X,Y))"@,
La prueba de 2. sale de usar la G-invarianza de H, g y la conexiéon Levi-Civita.  [J

Para z,y € m escribimos:
((A(z)Ho)y = A(z)Hoy — HoA(z)(y) (5.5.3)

Corolario 5.5.5. Para que H sea paralelo es necesario y suficiente que Hy sea paralelo,
es decir, (A(x)Ho)y = 0 para todo x,y € m. Para que H sea Killing-Yano es necesario y
suficiente que Hy sea Killing-Yano, es decir, (A(x)Ho)x = 0 para todo x € m.

El tensor de Ninjehuis

Proposicién 5.5.6. Las hipdtesis y la notacién son como en el principio de la seccion.
1. El tensor de Nijenhuis N asociado a H es G-invariante.

2. Para z,y € m se tiene

Nex ((dm)ez, (dr)ey) = (dr)e ([Hox, Hoylm — Ho[Ho, ylm — Holx, Hoylm + Hi [z, ylm) -

Demostracion. Por el Lema 3.2.3, se tiene
N(X,Y)=(VuxH)Y —H(VxH)Y — (VgyH)X + H(VyH)X

En la notacién de la Proposicién 5.5.4, el primer término en la suma de la derecha es
S(HX,Y). Este término es G-invariante pues segtin la Proposicién 5.5.4 el tensor S
es G-invariante y por hipétesis H es G-invariante. Mas precisamente,

SHX™@ y™(@)y = §(HX)™®, y™@) = (S(HX),Y)™@,

Los demaés términos se trabajan de manera similar. Finalmente, argumentando como
en la parte final de la demostracién de la Proposicién 5.5.1, obtenemos la siguiente
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expresion

Nek ((dm)ex, (dm)ey) = (d)e (A(How)Ho)y — Ho((A(z)Ho)y).
—(A(Hoy)Ho)z + Ho((A(y)Ho)x)) -

No es dificil trabajar esta férmula usando la férmula para A dada en el Teorema
5.4.7, y obtener asf la versién final para N x ((d7)cz, (d7)cy) que se enuncia en la
Proposicion. O

Corolario 5.5.7. H es integrable siy solo si el endomorfismo H es integrable, es decir

[Hoz, Hoylm — Ho[Hoz, ylm — Holx, Hoylm + Hi[z,Y]m = 0,V x,y € m.

La ecuacién KY en un espacio homogéneo

En lo que sigue para z,y, 2 € m llamamos:
B(x,y, z) == ((A(x)Ho)y, z) = (A(x)Hoy — HoA(x)(y), 2). (5.5.4)
Destacamos la siguiente expresién para f3:

Lema5.58. Vz,y,z€m

8,9, 2) = ({2, Hovlm,2) + 5 (2 lm, How) + 5 (15 Holm,2)+

+

[N N

1 1
([, ylm, Hoz) + §<[Hoz, T, y) + §<[Hoz7y]m,$>
Demostracién. Usaremos la ecuacion de A en 5.4.3.
(A(z)Ho)y, 2) = (A(x)Hoy — HoA(2)y, 2)

o, Hoplw + Uz, How), 2) + (o, gl + U(,9), Ho)

(lz, Hoglm, 2+ 512 alm, Hop) + 3 (2, Hoylm, )+

(12, ylms Ho2) + 5 ([Ho%, s ) + 5 ([Ho bl ).
O

Observacion 5.5.9. Del Corolario 5.5.5, resulta que H es paralelo siy sélosi 3(x,y, z) =
0 para todo z,y, z € m, es decir, de acuerdo al lema anterior, si

([z, Hylm, 2) + ([2, 2]m, Hy) + ([, HY|m, 2)+
+ <[$,y]m,H2’> + <[H27x]m7y> + <[Hz7y]m7x> =0

Listamos ahora algunas propiedades que satisface j3.

Lema 5.5.10. Sea H endomorfismo inversible, antisimétrico y Ad(K)-invariante en m.
Entonces [3 cumple con las siguientes propiedades:

1. 5(%3/’ Z) = _B(xvz’y)
2. B(z,z,x) =0

3. B(x,y,z) =0paraz,y, z tales que Hy = azy Hz = —ay
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Demostracién. Estas propiedades son inmediatas dado que el tensor (X,Y,Z) —
9((VxH)Y, Z) tiene las propiedades andlogas. O]

Llamamos ahora « a la funcién trilineal tal que Vz,y, 2 € m:

oz(:n,y, Z) = B(mvyy Z) + B(yvl'a Z) (555)

Observacién 5.5.11. Notar que a(z,y,2) = 0 para todo z,y,z € m si y s6lo si
B(z,x,2) = 0 para todo x,z € m. Resulta entonces que H es Killing-Yano si y s6-
losia=0.

Listamos algunas propiedades para .
Lema 5.5.12. Propiedades para o

1. a(z,y,2) =aly,z,2)

2. a(z,y,z) = B(x,y,x)

Demostracion. Para 1. a(z,y,2) = B(x,y,2) + B(y,z,2) = (B(y,z,2) + B(w,y,2) =
a(y,r,2). En 2. a(z,y,z) = B(z,y,z) + By, z,z) = B(z,y, ). O

Tensores Killing-Yano G-invariantes en espacios homogéneos G/ K de dimension
cuatro

Usamos todos los resultados de la seccién para dar una prueba al siguiente re-
sultado.

Teorema 5.5.13. Sea G /K un espacio homogéneo con métrica G-invariante g. Si dim G/ K =
4 entonces todo tensor (1, 1) G-invariante Killing-Yano inversible es paralelo.

Demostracién. Consideremos la descomposicion reductiva de g, es decir, g = m & ¢€.
Por todo lo visto a lo largo de la seccién, el teorema se reduce a lo siguiente. Dado
un producto interno (-,-) Ad(K)-invariante en m y un endomorfismo H, inversi-
ble, antisimétrico respecto de (-,-) y que conmuta con cada Ad(k), si Hy satisface
la condicién «a(z,y,2) = 0 para todo z,y,z € m, entonces 3(z,y,2) = 0 para todo
T,Y,z €m.

Tomamos una base ortonormal 5 de m tal que H se escribe de la siguiente forma:

0 —a 0 O
[Holp = g 8 g—b con a,b#0
0O 0 b O

donde B = {ey, f1, €2, f2}. Nuestro interés es probar que 5(z,y,2) =0,V z,y,z € m.
Por propiedad 1 de 5.5.10 tenemos que 5(z,y,y) = 0V z,y. De la propiedad 5.5.12
se deduce que para todo z,y € m, 3(z,y,x) = 0. Luego S(z,z,y) = 0. Resta evaluar
los casos para z, y, z distintos. Por propiedad 2 de 5.5.10, V = € m:

B(x,e1, f1) = B(x, f1,e1) = B(x, ez, f2) = B(x, f2,e2) = 0.

Usando la ecuacién 5.5.5 en este resultado:

B(elvx7f1) = ﬂ(fl,fl',el) = 6(627x7f2) = B(f27x762) =0.
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Tomando z, y, z del conjunto {e1, f1, €2, f2}, notamos que necesariamente deben es-
tar e; y fi1 6 bien ey y f> entre los elementos z, y, 2. De esta forma caemos en los casos
ya vistos y todos ellos son de valor cero. Por lo tanto 3(z,y,z) = 0 Vz,y,z € m. Es
decir (A(x)Hp)y = 0, Vz,y, € m. Por el Corolario 5.5.5 H resulta paralelo.

O

Observacién 5.5.14. Este resultado ya estd probado para un caso mds general en
[ABM16], en donde toda 2-forma Conforme Killing no degenerada en una variedad
riemaniana M de dimensién cuatro con norma constante resulta paralela. Recordar
que la 2-forma asociada a Hy viene dada por wy(z,y) = (Hoz,y). Siendo la métrica
y el tensor H ambos G-invariantes, se tiene que w es también G-invariante. Por lo
tanto para nuestro caso la norma de la 2-forma w es constante en cada punto p €
M =G/K.

5.6. Tensores KY invariantes en variedades bandera

En esta secciéon daremos en forma general la ecuacion de Killing Yano en una
variedad bandera y presentaremos tres ejemplos de ellas con estructura KY estricta:
SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1)), SU(4)/S(U(1) x U(1) x U(1) x U(1)) y SO(5,R)/T.

5.6.1. Variedades bandera generalizadas. Definicién y propiedades

Existen muchas definiciones equivalentes de variedades bandera, cada una de
ellas enfocada desde puntos de vista distintos. Ya vimos una en la primera parte de
este capitulo, tomaremos de ahora en adelante la definicién desde el punto de vista
de la teorfa de Lie.

Sea g algebra de Lie compleja semisimple, G un grupo de Lie complejo y conexo,
tal que Lie(G) = g. Llamamos § a la subdlgebra de Cartan de g, R a su sistema de
raices y g, a los autoespacios raices, tales que g = h @ Z Ja-

acR
Fijamos ¥ un sistema de raices simples y denotamos por R™ C R al conjunto de

raices positivas. Sea © C X un subconjunto para el cual se definen:
Rg := (0©) = Span,{©} N R, Rg := Span, {©} N R*.

Llamamos conjunto complementario de raices a Ryy = R — (O), y denotamos por
R}, al conjunto de raices complementarias positivas.
Definimos una subalgebra de g generada por © de la siguiente forma:

Po=bD > ga® Y gp (5.6.1)

a€Rt 56R$

La subalgebra pe es una subdlgebra parabdlica, pues contiene a la subalgebra de
Borel b = b @ ) cp+ 8a- Denotamos por Pg al subgrupo de G correspondiente a
la subdlgebra pg el cual estd definido como el normalizador de pg en G. Es decir

P@ = {g eqG: Ad(g)p@ = p@}.

Definicién 5.6.1. Una variedad bandera generalizada asociada a un algebra de Lie
compleja semisimple g y a un subconjunto © del conjunto de raices simples ¥, es el
espacio homogéneo

Fo = G/Po
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donde G es grupo de Lie complejo con algebra de Lie g y Po es el normalizador de
po en G.

Si © = g entonces F = G/B, donde B el normalizador de b en G. Esta bandera
es conocida como bandera maximal (6 full).

Denotamos por (-, -) ala forma de Killing de g. La restricién de la forma de Killing
a b es no degenerada, esto implica que para cada o € R, existe un tinico h, € b tal
que a(*) = (ha, ).

Trabajaremos con una base de Weyl, la cual esta formada por los elementos X, €
go CON o € R que satisfacen con las siguientes propiedades:

- <X047X—a> =1

[h, Xa] = a(h)Xa,Vh € b

[Xom Xfa] = ha

[Xa, Xg] = mqgXaigsia+ € R, caso contrario es nulo.
. ma7ﬂ E R y ma76 = _m_a’_ﬁ

Definimos para todo a € R, los vectores: Ay, = Xy — X_q, 1S, = i(Xo + X_0).

Con estos vectores es posible definir una forma real compacta de g simbolizada
por u tal que:

u= Span{Aa, iSa, ihR}aER+

donde ihg = {ihy : o € R} esla forma real de . Sea U = exp(u) el grupo de Lie
asociado a u, el cual es una forma real compacta de GG. Llamamos K¢ a la intersecciéon
de Uy Po. Es claro que Kg C U, més aun es el centralizador de un toro de G. Como
U es compacto, K¢ es conexo (ver [Kna]). Ademds U también acttia transitivamente
en Fg, por lo tanto Fg = G/Pg = U/Ke.S1 0 = @, F = G/B = U/T, donde
T = U N B es un toro maximal de U.

De esta forma expresamos a toda variedad bandera Fg como el espacio homogé-
neo U/Ke.

Los siguientes lemas corresponden a propiedades de los elementos m g, iha,
Xa, Ao, iS4 con a € R. Los mismos serdn muy usados en calculos posteriores. Sus
demostraciones pueden ser vistas en [SM].

Lema 5.6.2. Sean o, 3,y € R. Si oo+ 4+ v = 0, entonces ma,3 = mgy = My q.

Lema 5.6.3. Si o, 3 € R entonces se cumplen las siquientes iqualdades
[Aq,iS4] = 2ihg, [iha,Ag] = B(ha)iSB, [iha,i55] = —5(ha)iAg
[Aa; Ap] = ma,gAatp = Ma,—pAa—p

(150, 1Sp] = —ma,pAatps = Ma,—pAa—p
[Aa, Z'S,g] = ma75i5a+[3 + mm_ﬂisa_g

(tha, Ag) = (ihqa,1S8) = (Aa,1S8) =0, (Aq, Aa) = (15S4,154) = —2 .

Notar que A_o = —Aq, iSa = iS_q y Xq = A21i%),
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La representacion de isotropia en g

Si tg denota al algebra de Lie de Kg, entonces escribimos £g = u N pe. Esta
interseccion es el conjunto de puntos fijos del mapa conjugacion 2 de g restringido
a pe, tal que Q(X,) = —X_,. Por lo cual,

to = ibr @ Z Span{A,,iS,}.

a€Rg
Su complexificacién resulta:
=00 > g® > g (5.6.2)
RS aeRY

Recordando que el espacio tangente de Fg en eKg se identifica con el comple-
mento ortogonal de £g, observamos que:

TekoFo = mg = Z Span{4,,iS,} = Z s

aER)s a€Rp

donde llamamos a 1, = Span{A,, iS, }. Complexificando se obtiene:

mg= Y Cga (5.6.3)

aERy

De esta forma tenemos una caracterizacion general de los elementos que forman
parte de mg y de m§.

Siendo U compacto y semisimple la forma de Killing (-, -) es definida negativa.
Luego —(:,-) es un producto interno, mas atn es Ad(Kg)-invariante. Por lo tanto
U/Kg es reductivo. Entonces, es posible obtener una descomposicién del espacio
me en componentes irreducibles, trasladaremos toda la teoria desarrollada en las
secciones anteriores para este caso.

Recordar que la representacion de isotropia K — GL(T.x(G/Ke)) se identifica
con Ad : K — GL(mg). Por el Corolario 5.1.7 consideramos la representacién ad :
to — End(mg). Podemos descomponer a mg en ad(te)-submoédulos irreducibles de
me, tal que mg =m; Bmy @ ... Bm,.

A simple vista, no es facil identificar quienes son estas componentes irreducibles.
Por esta razén se observa la representacion de €5 en m§ y se define el siguiente
conjunto:

t:=3(to) Nibr.

Tomando por b y t* a los espacios duales de ihr y t respectivamente, se consi-
dera el siguiente mapa lineal K:

K:(ih)* =t
K(a) := ol

Llamamos t-raices a todo elemento del conjunto C(Rys) = R, y denotamos por

. + L e . . .
R{ = K(R};) a las t-raices positivas. El siguiente teorema explica una correspon-

dencia entre t-raices y ad(¢*)-submodulos irreducibles en m§.
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Proposicion 5.6.4. [APS86] Existe una correspondencia bitinivoca entre t-raices y submo-
dulos 1., ad (¢C)-invariantes e irreducibles y no equivalentes entre si, dada por:

vyER &N = Z Cgs.
BIK(B)=v

En consecuencia:
mg = Z Cn,.
YER:
Notar que las componentes irreducibles estan formadas por espacios raices, es
decir:
1 = {X5:K(8) =7}, Vv € Re

El operador conjugacién intercambia los submédulos 7, y 7—,. Denotando a
(V)% como el conjunto de puntos fijos en un subespacio V' C g bajo la operacién
conjugacion €2, tenemos lo siguiente:

Mo = Z (1 +77—7)Q = Z My

yeERF YERT

Entonces los elementos en cada componente irreducible m, seran:
m., = Span{Ag,iSs : K(B) =}, Vv € R

Para mayor detalle ver [AP86].

5.6.2. Endomorfismos y productos internos Ad(Kg)-invariantes en Fg

En lo que sigue trabajaremos con el espacio homogéneo Fg = U/Kg describien-
do el comportamiento de tensores y métricas U-invariantes. Recordar mg es libre de
multiplicidad, es decir se descompone en componentes irreducibles no equivalentes
entre si (visto en la seccion anterior). Supondremos en lo que resta de la tesis que

mg =m,y, Gm,, ©..my,

donde m,; son las componentes irreducibles tal que m,, = span{Ag,iSz : K(8) =
vt Vi=1,..s.

Sea g una métrica U-invariante en Fg. Por el Teorema 5.2.6 la métrica esta com-
pletamente determinada por un producto interno Ad(Kg)-invariante en mg. Fija-
mos un producto interno Ad(Kg)-invariante en mg y lo escribimos como (-,-)g =
—(Q-,-), donde @ es un mapa lineal de mg en mg, simétrico y definido positivo.
Por el Lema 5.2.13 la Ad(Kg)-invariancia de (-,-)g hace que Ad(k)Q = Q Ad(k)
V k € Ko.Luego por el Lema 5.2.16:

O
0 Ao 1 0

Q= ) e _ ,con Ay, >0Vj=1,..s
0 (WA

Cada componente irreducible m,, tiene como base ortogonal a

%j = {Aﬁjl,iSle, ,Aﬁ]kz,ZS&kl : ,C(ﬁjk‘) = ’yj,Vk = 1, ...,nj},
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y estos son autovectores correspondientes al autovalor A,,.
Lema 5.6.5. Va € Ry, se tiene que A\_, = \,.

Demostracion. Por un lado, usando 5.6.3 se tiene,
<Ao¢7 Aa)Q - _<)\aA0m Aa> = 2/\a
Por otro lado escribimos

<Ao¢; Aa>Q = <_A—ou Aa)Q = <)\—aA—omAa> = )\—a<A—onAo¢>
— A Au, Ag) = 22

Igualando ambos miembros se llega que A_, = A,. ]

Por lo tanto toda métrica U-invariante en Fg esta completamente determinada
por un producto interno <~, .>Q tal que Ya € Ry, Ag y 1S, son autovectores de auto-
valor )\, de Q. Notar también que al considerar la complexificaciéon de () a través de
una extension lineal, se observa claramente que QtX, = AaXa, Vo € Ry, es decir
X, es un autovector de autovalor )\, de Q€.

Siguiendo la notacién empleada en [SMC06] y [SMNO3], caracterizaremos a Q°
en funcién de su conjunto multilineal de autovalores, denotando Q% = {\a}acr,,-
Por otro lado caracterizaremos con abuso de notacién a todo producto (-, -)g Ad(Ke)-
invariante como Q = {\a} ¢ R, tal que:

1. Ao > 0Va € Ryy.
2. da = Aq Va € Ryy.

3. A\a = Ag si los autovectores correspondientes a las raices o y 3 estan en la
misma componente irreducible de me.

Sea H : T(Fg) — T'(Fg), un tensor U-invariante y antisimétrico respecto de g.
Por el Teorema 5.3.2 (y la Observacion 5.3.3) esto es equivalente a un endomorfismo
Hy : mg — mg, antisimétrico y Ad(Kg)-invariante. Haciendo uso del Teorema 5.3.6,
escribimos a Hy en una forma simple:

(H))1 0 .. 0

B 0 (Ho) ... O
Ho = 0 0O .. 0
0 0 ... (Hop)s

donde (Hj); son matrices antisimétricas para j = 1, ..., s. Notar que cada (H); tiene
autovalores imaginarios puros.

Para describir a cada (Hj);, usaremos una base con los elementos que ya se co-
nocen. Recordemos que los elementos de las componentes irreducibles 7, en mg®
_ . (C . . .
son los Xz, con K(Bjx) = ;. Notar que Hj deja invariante a cada componente

irreducible en mg, mas aun por el Lema de Schur Hé]c |77 =1v;l, ,conv; € R.En-
75 i

tonces (Ho)“Xpg,, = iv;Xg,, , es decir los elementos X 1, son autovectores de (Ho)®

L . Ap —i(iSp,) .
de autovalor complejo iv;. Luego escribiendo a X5, = —*——2*, se tiene que
J

HoAp,, = vjiSp, y HoiSg,, = —vjAg,, . De esta forma el bloque (Hy); en la base B;
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Se expresa comao:

0 —vq, 0 0
Vo; 0 0 0
[(Ho)jls; = | - oo : : (5.6.4)
0 0 .. 0 -—wg
0 0 .. vy, 0
Lema 5.6.6. Si H es antisimétrica respecto de (-, -)q entonces v_, = —v, para todo o €

Ry
Demostracién. En primer lugar tenemos:

(HoAw,150)9 = —(0a1Sa, Q1Sa)q = —(VaiSa; AaiSa) = 20qAq.
Por otro lado, usando que iS, = iS_, y A_o = —Aq:

<H0AaaiSa>Q = _<Aa7HO'L'SLa>Q = <QA017 —U,QA,Q>
= <>\aAou _Ufoon) = >\a<_Afaa _'UfaAa>
= -2\ VU_q.

Asiv_, = —vg,. O

Nuevamente siguiendo la notacién en [SMCO06] y [SMNO3], caracterizaremos al
endomorfismo H en funcién de su conjunto multilineal de autovalores imaginarios,
el cual expresamos como {iv, }ncr,, donde los autovectores son los elementos X,
a € Ry de los espacios raices. Por otro lado, H se expresa en forma matricial en
cada componente irreducible m; como la ecuacion 5.6.4 con respecto de la base 5.
Con abuso de notacién describimos a Hy como Hy = {va} ¢ Y, tal que:

1. v_gp = —v, Vo € Ry

2. v, = vg si los autovectores de H correspondientes a las raices o y 3 estdn en
la misma componente irreducible de m§.

5.6.3. El tensor de Nijenhuis en g

Dados z,y € mg, recordemos al tensor de Nijenhuis en Fg:
N(‘r7 y) = [H()CL', HOy]m@ - HO[HO'Ia y]m@ - H()[ﬁ, Hoy]m@ + Hg['xa y]m@

Proposicién 5.6.7. Sean o, 5 € Ry, entonces

N(Ag, Aa) = N(iS4,i84) = N(Aa,iSs) =0
N(Aa, Ap) = capAatp + dapAap
N(A4,iS5) = o piSarp — dasiSap
N(iS4,i88) = —CapAats + dosAa_p-

Con cq 8, do. g definidos tales que:

o o — Vq — Vq y j €ER
ca,ﬂ:{m 5 (Vatg = Va) (Vg — Varg) , si @+ B € Ry 565)

0, SiCk—i—,BgéRM
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(5.6.6)

4. dMap (Va—pg — Va) (Va—pg +vg) si a— B € Ry
“% 7 Yo, sia— B¢ Ru

Demostracion. Como N (z,z) = 0 se tiene N(Aq, Aa) = N(iS4,1S,) = 0. Siendo que
[An, 1Sa]me = 0, se sigue que N (Aq,i5,) = 0,Va € Ryy; para los tres casos restantes,
sia+ B € Ry se tiene:

N(Aa; Ag) = Ma,p (Vats = Va) (Vg — Vatp) Aats + Ma,—g (Va—pg = Va) (Va—p + vp) Aa—p

Ca,B da,s

]\I(Z'SO‘7 ZSg) = Mq,B (Ua+5 — ’Ua) (Uﬁ — ’L}a+5) Aa+ﬁ + ma,—p (*Ua—ﬂ + ’Ua) (’Ua_g + 1}5) Aa_g

Ca,B —da,p

N(Aa,1S8) = Map (—Varp + Va) (—U8 + Vayp) iSatp + Ma,—p (—Va—p + Va) (Va—p +vp) iSa—p.

—Ca,p dQ,B

O]

Definimos también el tensor de Nijenhuis en la complexificacién de mg, ¥V 1, 2,
xr3, T4 € MQ:

NC(zy + izo, 25 + iz4) := N(x1,23) — N(x9,24) + iN(x1,24) + iN(x2,23) (5.6.7)
Es fécil probar que:
Lema 5.6.8. Para todos x1, 12,13, x4 € Mg, entonces
NC (@1 + iz, 23 + ixq) = [HS (21 + o), HC (23 + ixq)] — HS[HS (21 + i22), 23 + i4]—
— HS [z + ixo, HS (23 + ix4)] + (HS)?[21 4 29, T3 + i24].
Lema 5.6.9. V X,,, X3 € mg, con o, f € Ry y oo+ B € Ry se tiene lo siquiente:

N®(Xa, Xg) = ima,5(Vats — va) (s — Vatp) Xats-
Demostracion.
N(Xq, Xg) = [Hy Xa, Hy Xp] = H5 ([Hi X, Xp] + [Xas HEXg]) + (H)?[Xa, Xg] =
= iMa,3(Vats — Va) (U8 = Vatp) Xats
O

Teorema 5.6.10. Sea Hy = {va}, Y, UM endomorfismo inversible Ad(Kg)-invariante y
antisimétrico respecto de una producto Ad(Ke )-invariante Q = {Aa} ¢ Rt Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i. Hy es integrable.

ii. Ya, 8 € Ry tal quea—i—ﬁ € Ryyoa— 5 € Ry, N(AQ,AB) = N(Aa,iSQ) =
N(iSa,i55) =0.

iii. Va,f € Ry talquea+ B € Ry da— B € Ry, cap=00dy5 =0.
iv. Vo,B,v € Ry tal quea+ 5 +~v=0

(vsy + vs, ) (vs, + vs5) = 0. (5.6.8)
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para d1,02,03 € {a, 3,7}
v. HY es integrable.

vi. Vo, B,y € Ry tal que oo + 4 v = 0, los valores de v, vg, v son iguales en valor
absoluto y uno de ellos es distinto en signo.

Demostracién. Por la Proposicion 5.6.7 resulta ¢ < it <= 1. Para i1 = v reem-
plazamos 3 por —3 en 5.6.6, y obtenemos que d, _g = —aqg. Por lo tanto basta
considerar solo una de ellas, llamando v = —(a + ) independientemente del signo
de 3, obtenemos en forma general para todo triple de raices {«, 3,7} en Ry tal que
a+ B+ v =0, se verifica la ecuacién

(vy + va) (v + vy) = 0.

Pero considerando todos los ordenes posibles en el conjunto {«, 3,7}, se tiene iv.
La implicacién iv = iii es inmediata. Por transitividad se obtiene ¢ <= iv. Por el
Lema 5.6.9 y llamando —y = « + (3 se tiene iv <= v. Para la ultima afirmacién,
probaremos que v < vi. En efecto, consideramos las siguientes ecuaciénes posibles
que se deducen de cambiar el orden en la suma de las raices o, 3,7 € R) tal que
a+pB+v=0.

(vy +va)(vg +vy) =0 (5.6.9)
(vg + va)(vy +vg) =0 (5.6.10)
(va +v8)(vy +va) = 0. (5.6.11)
Si vy, = —v, en la primera ecuacion, la tercera ecuacién se cumple por lo tanto re-

emplazando en la segunda ecuacién resulta v% —v2 = 0, por lo tanto tenemos las
siguientes alternativas:

1. vg = vq = —v,

2. —Vq = Vg = Uy

2

Si v, = —wvg, la segunda ecuacion se verifica, de la tercera ecuacion obtenemos v;, —

v2 = 0y las posibilidades son:

3. Vo = —Vg = vy

4. —voy = —vg = V.
En cada posibilidad observar que |v,| = |vg| = |v4| y una de ellas difiere en signo.
Notar que vi implica 7v es inmediato. ]
5.6.4. Las 2-formas wy y o

Si Hj es inversible, expresamos la inversa de Hy

(Ho)y! 0 0
—1
Hy' = 8 (H%)2 - 8 (5.6.12)
0 0 (Ho)3!
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con (H, ())j_l endomorfismos en m; antisimétricos invertibles tales que:

[0 —v;il .. 0 0 ]
v;il 0 .. 0 0
(Ho)'lsi=1| i | (5.6.13)
0 0 0 —vy!
0 0 vl 0|

Para B; = {Ag,,,158,,,---» Agy 1598, + K(Bij) = v,Vj = 1,..., k;} base ortogonal en
m,,.

Recordemos que la 2-forma wy y la 2-forma 9 en mg se definen como: wy(z,y) =
(How,y)q, po(z,y) = (Hy 'z,y).

Proposiciéon 5.6.11. Para o, 3 € Ry

wo(Aa, Ag) = wo(iSa,158) = po(Aa, Ag) = 10(iS4,158) =0
wo(Aa,58), o(Aq,1Sg) # 0siy solosi B = *a.

Demostracion.

wo(Aa, Ag) = (HoAa, Ag)g = —(HoAw, QAg) = —(vaiSa, AgiAg) =0
w0(iSa,iS) = —(HiSw, QiSs) = —(—vaAa, AgiSs) = 0
wo(Aa,iSg) = (HoAg,iS8)q = —(VaiSa, QiSs) = —vaAs(iSa,iSs).

La cual es no nula si y solo si = +a. Andlogamente se analiza para (. O

Teorema 5.6.12. Para o, 3,y € Ryy, la derivada exterior de wq en los vectores A, Ag, A,
1S, 158, 1S, estd dado por:

dwo(Aa, Ag, Ay) = dwo(Aq,1Sp,1S,) =0
oy o ia aa €apsSivy=a+p
dwo(Aq, Ag,1Sy) = dwo(iSa,158,15y) = { e _gsiv=a—f

con
€q,p = 2ma75(—)\a+gva+5 + AaVa + )\gvg).
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Demostracién. Usando ecuacion 5.5.1, y la propiedades enunciadas en 5.6.3, compu-
tamos:

dWO(AOHAﬂv ) [AavAﬁ]meaHOA > <[A,37A’Y]m®7H0Aa>+
+ ([44, Aalme, HoAp)
= [AOHAﬁ] U415y )+ <[A57A“/}mevvaisa>+
+ [ ]m9,1)5255> =0

dwo(Aa, lSﬁ, S )

(

(

(

(

([A a,zSg]m@,HozS> ([dmeiSg,iSy]|, HoAa)+
([i5y, Aa]me, HoiSp)

([Aa,1S8]me, —vyAy) + ([iS5, 1595 ]me, VaiSa)+
(

(

(

(

(

_|_

_l’_

iS5, Aalme, —v8AB) =0
dwo(Aq, Ag,iS,)

]
[AavAﬁ]meaHOZS> <[A,Bvi57]me7H0Aa>+
1Sy, A, HoAg)

]

]

_l’_

[AOHA/D’ me» —UyA > <[A,37isv]m@vvai5a>+
1Sy, Aa)me, V3158).

_l’_

Siy=a+f

dwo(Aa, Ag,1Sy) = —vy(MagAa+ps — Ma,—pAa—p, A7)+
+ va<m5,7i57+g + m@,,yis/g,,y, iSa>—
— v8{Ma,yiSaty + Ma,—~iSa—~,158)
= —2Va+8Ma,gAa+8 + 2Valp, —(a+f)Aa — 208Ma,—(a+5) A8
= 2Ma,p(—VarpAats + Aala +VpAs) = €a,p-

Siy=a-0

dwo(Aa, Ag,1Sy) = vy (Ma,gAats — Ma,—gAa—pg, Ay)+
+ Vo (Mg 1Sy + Mg iS5y, 154)—
— v8{MayiSaty + Ma,—~iSa—~,158)
= —20yMq gAa—8 + 20aMpg A Ao — 20_gMa, 4 Ag
= 2Ma,—BVa—pAa—f — 2MB _(a—B)Vara T VM _(a48),a 8
= 2mq,—3(Va—BAa—B — Vara + U8AB)
= 2mq,—3(Va—BAa—B — Vara — V_gAg) = —€q,—3-

O

Corolario 5.6.13. wy es cerrada si y solosiV o, B,y € Ry tal que v+ 4+ v =0
AUy + AqUa + Agvg = 0. (5.6.14)
Demostracion. Se deduce del Teorema 5.6.12, llamandoa a + 8 = —~. O

Analogamente para la 2-forma i se obtienen propiedades y condiciones simila-
res para que esta sea cerrada. En efecto tenemos:
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Lema 5.6.14. Para todo o, B € Ry,
dpo(Aa, Ag, Ay) = dpig(Aa,1S8,1Sy) =0

dpo(Aa, Ap,iSy) = dpo(iSa,iS5,15,) = { fapsiv=a+p

_foz,—ﬁ Si’)’:a_ﬁ

con
fap = ma,ﬁ(*Aa-kﬂU;_il_ﬁ + )\avgl + A@vgl),

Corolario 5.6.15. 1 es cerrada siy solosiV o, 3,7 € Ry tal quea+ B+~ =0
Aoyt davgt + Agugt =0 (5.6.15)
Proposicién 5.6.16. Si H es integrable entonces dwy = 0 si y solo si dyy = 0

Demostracion. Por el Teorema 5.6.10, V o, 8,7 € Ry, los valores de v,, vg y vy son
iguales en valor absoluto y uno es diferente en un signo. Los valores de v, !, vgl yu,!
también tienen iguales valores absolutos y sus signos son exactamente los mismos a
los de v, , vg y v4. Luego las ecuaciones 5.6.14 y 5.6.15 son equivalentes . O

Las derivadas exteriores para las 2-formas w§ y 1§ vienen dadas por las siguiente
ecuaciones para z1, 22, 23 vectores cualesquiera en mg®.
dw (21,22, 23) = (H[21, 22), Q% 23) — (H{[21, 23], Q% 22) + (H [22, 23], Q%21)
dpg (21, 22, 28) = (Hy ') (21, 22], Q%28) — (Hy ') (21, 23], Q%22) + ((Hy 1) 22, 23], Q%21).

Teorema 5.6.17. La derivada exterior de las 2-formas w§ y 1§ es cero salvo para los vectores
Xa, X, X5 con o, B, € Ry tal que o + 3+ v = 0 en este caso las derivadas exteriores
vienen dadas por las siguientes identidades:

dw§ (Xa, X5, X)) = —ima s (AaVa + Agvs + Ayv,)
A (Xay X3, X) = =imag (Aavz? + Ag03" + A7)
Demostracién. Solo demostramos para el caso de wy, con yig es exactamente el mismo
procedimiento. Sean {c, 3,~} raices en Ry, si a + 5 + v = 0, desarrollamos:
dwg(Xa? Xﬁ? X’Y) = <H6C[XOM XB]» QCX’Y> - <H§:[Xaa X’Y]v QCX/3>+
(Hg [X5, X5, QXa)
= (Mg HE Xasgs My Xy) = (M HS Xoqyy Ag X )+
+ <mﬁ,7Hé)CXB+'y7 AaXa)

= (Ma, 100+ 8Xa+8, AMyXy) — (MayiVatyXaty A\gX3)
+ <m§’,yi’l)/g+7Xﬁ+7, /\aXa>-

+
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Por los Lemas 5.6.2, 5.7.6,

dwi (Xa, X5, Xy) = (Ma,piv— Xy, My Xy) = (Mayiv_gX_5, A3 Xg)+
+ (Mg 1v—aX_a, AaXa)
= —MagAyivy (X, Xy) + Moy Agivg(X g, Xg)—
— My AaiVa(X_a, Xa)
= —Mq, Ay IV, — My o ABIVE — MG A ATV

= —iMmq,a(Ay0y + AgUg + AaVa).

O
Con este resultado los siguientes corolarios son inmediatos.
Corolario 5.6.18. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La 2-forma wy es cerrada.
2. La 2-forma w§ es cerrada.
3.V aopfvyeRytalquea+B+v=0:
AaVa + Agvg + Ayvy = 0. (5.6.16)
De igual manera, son equivalentes:
1. La 2-forma i es cerrada.
2. La 2-forma pi§ es cerrada.
3.V aB,vyeRytalquea++~v=0:
Aoy +Agug ! + Ayt =0 (5.6.17)

5.6.5. Estructuras paralelas en IF

El propésito de esta subseccion es caracterizar de forma tnica a las estructuras
paralelas en variedades bandera maximales F = G/B = U/T con G grupo de Lie
complejo semisimple, B subgrupo de Borel , U una forma real compacta de G y T’
toro maximal en U.

Probaremos que las estructuras paralelas invertibles e invariantes en F = U/T,
con G grupo de Lie complejo simple, son multiplos de una estructura Kahler inva-
riante. Estos resultados obtenidos podran extenderse al caso semisimple, al conside-
rar las componentes simples.

Caso U/T y generalizaciones

Suponemos en toda esta subseccién que G grupo de Lie complejo simple.

Observacién 5.6.19. Recordar que en las variedades bandera maximales © = &,
por lo tanto R); = R y la subdlgebra parabdlica es la subdlgebra de Borel B. Luego
F = U/T con U una forma real compacta de G y 7" un toro maximal en U. Siendo
© = @, denotamos por m al complemento ortogonal de ¢, el dlgebra de Lie de 7. En
este caso, m se descompone de una forma sencilla:

m= Z Spang{A,,iS.} = Z Lo

a€ER aceRt
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donde i, & € R son las componentes irreducibles no equivalentes entre si.

Teorema 5.6.20. Sea F = G /B = U/T con G grupo de Lie complejo simple, B subgrupo de
Borel de G, U una forma real compacta de Gy T un toro maximal de U. Sea Hy = {va }ocr+
un endomorfismo en m inversible, Ad(T')-invariante y antisimétrico respecto de un producto
interno Ad(T')-invariante QQ = { Ao }acr+-

Entonces H es integrable si y solo siV o, 8, v € R tal que o + 3 + v = 0 existe y es
tinicoc € R — {0} tal que Ho |y, ausmu,= ¢J lpaduson, 0N J |poapsop, = 1€as€p: €4}
estructura casi compleja integrable en Span {An, 1S4, Ag, 1S3, A, iS4}, donde e, = +1,
eg==xlyey ==l

Mds aiin para todo variedad bandera maximal con las hipétesis anteriores, Hy = cJ, con
J estructura compleja invariante en F = U/ T.

Demostracion. Es conocida la clasificacion de todas las dlgebras de Lie complejas sim-
ples, esto serd lo fundamental en la prueba.

La descomposiciéon de m y mC en este caso, mC = Zae ROa, M = Zae RHa =
Span{ Ay, iSa tacr+-

Dada cualquier raiz no simple 3 se puede expresar como suma de raices simples,
es decir para un sistema de raices simples ¥ = {ay, ag, ..., a, }, escribimos 5 = «;, +
Qiy + ...+, condy, gz, iy © {1,2,...,n}, ademds las sumas oy, + ...+, son raices
para todo i, < i .

Escribimos

08— (Ocil + a, + .+ aij_1) -y = 0

La condicién de integrabilidad (item vi del Teorema 5.6.10) nos lleva a afirmar que
lvug| = ‘“ail+ai2+...+aij_l | = \vaij |. Por lo tanto conocer el valor absoluto de vg equi-
vale a conocer el valor absoluto de v,, para algtn a; € X.

Haremos la demostracion para SL(n+1), el resto de los casos se analiza de forma

similar, usando siempre la conexidad de los diagramas de Dynkin.

aq Q2 On—1 (e7%

O O : O O

Cada punto es una raiz simple y o; + a1 € R. Como aq + o es raiz, y Hy es
integrable, se tiene que |v,, | = |vq,|, de forma similar a + a3 es raiz lo cual implica
que |vVq,| = |vas|. Sucesivamente se tiene que [vq,,_; | = [V, |. Conlo cual |vy,| = |vq, |
para todo 7, j y ademas |vg| = |vq,| para todo 3 raiz.

Por lo tanto dado cualquier triple de raices {«, 5,v} tal que a + 5 + v = 0, si Hp
es integrable |v,| = |vg| = |v,| y uno de ellos difiere en signo. Luego (Hy)a,5,y =
c(J)a,8,y CON ¢ = 14, constante, y J, g~ €s una estructura casi compleja integrable
en Span {Aq, 1S, Ag, 153, A,,iS,}. Esto sucede para cada triple de raices {a, 3,7}
tal que o + 8 + v = 0. Por lo tanto c es un factor Hy para cada triple, y existe una
estructura casi compleja J, la cual es integrable (porque Hj lo es). Asi Hy = cJ.

La reciproca es inmediata. ]

Recordamos de acuerdo a 3.2.7 y adaptando a lo expuesto anteriormente: si Hy =
{va}4e gt un endomorfismo Ad(Ke)-invariante e inversible en mg y antisimétrico
M

respecto de un producto interno Ad(Kg)-invariante Q = {v,} diremos que la

aERL’
estructura (Ho = {va}, @ = {\a}) ¢ RY, €S paralela si Hy es integrable y dwy = dup =

0.

Teorema 5.6.21. [Caracterizacion de estructuras paralelas invariantes en F]
Con las mismas hipdtesis del teorema anterior. Son equivalentes:
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1. (Ho = {va}, Q = {Aa})pcpr s una estructura paralela
2. Hy es integrable y dwy = 0
3. Va, B,v€ Rtalque a+ 3+~ = 0,51 vy = vg Y vy = —v, entonces Ay = Ao+ Ag.

Demostracién. Para 1 = 2 si H es paralela implica que dw = dp = 0y N = 0.
Pero por la Proposicién 5.6.16 solo es necesario que dw = 0. Reciprocamente si H
es integrable y w cerrada, nuevamente por la Proposicion 5.6.16 se tiene du = 0y
1= 2.

En 2 = 3, si H es integrable entonces |v,| = |vg| = |v,| siempre que a+ S+~ =
0 y uno de ellos es opuesto en signo. Si suponemos v, = vgy vy = —v4. Luego
reemplazando en la ecuacién 5.6.14 se tiene A\, = A\, + Ag. El reciproco es inmediato
pues satisface la condicion de integrabilidad del Teorema 5.6.10 y la ecuacién 5.6.14
. Luego por transitividad se tiene 1 < 3. O

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 5.6.20 y del Teorema 5.6.21.

Corolario 5.6.22. Con las mismas hipétesis del Teorema 5.6.20. Si (Hy = {va }, Q = {Aa})acrt
es una estructura paralela entonces existe un iinico c € R — {0} tal que H = cJ con
(J = {ea}, Q = {Aa})cr+ estructura Kihler, donde e, = £1.

Este corolario nos lleva a afirmar que las estructuras paralelas invariantes en una
variedad bandera maximal F = G/B con G simple, son multiplos de estructuras
Kéhler invariantes.

Otra demostracion del corolario anterior es consecuencia del siguiente resultado
general:

Teorema 5.6.23. Sea G/ K espacio homogéneo, G grupo de Lie simple, compacto, conexo
y K subgrupo de rango maximal. Si H tensor (1,1) antisimétrico inversible respecto de
una métrica g y VH = 0 con V la conexién Levi Civita; entonces H es miiltiplo de una
estructura casi compleja J tal que (.J, g) es Kihler.

La demostracion del Teorema 5.6.23 es consecuencia de los siguientes definicio-
nes y teoremas que mencionaremos a continuacion.

Definicién 5.6.24. El rango de un grupo de Lie conexo y compacto es la dimensién
de su toro maximal

Teorema 5.6.25. [Pet06] Sea (M, g) una variedad riemanniana irreducible con H un tensor
tipo (1, 1) no nulo y antisimétrico respecto de g. Si H es paralelo respecto de la conexion Levi
Civita entonces H induce una estructura Kihler (J, g) tal que J = cH.

El siguiente teorema es un resultado de Hano y Matsushima :

Teorema 5.6.26. [HM57] Si G/ K es un espacio homogéneo con G grupo de Lie compacto,
simple y la caracteristica de Euler de G / K es no nula, es decir x(G/K) # 0, entonces G/ K
es una variedad riemanniana irreducible.

Decir que la caracteristica de Euler de G/ K es no nula es equivalente a decir que
K contiene un subgrupo toral maximal [HS541], 6 que Gy K posean el mismo rango.
Uniendo ambos resultados demostramos el Teorema 5.6.23.

5.6.6. Condicién Killing Yano en una Variedad Bandera

Muchas de las propiedades analizadas anteriormente en mg = T.x(U/Kg) se
reducen a observar el comportamiento en la complexificacion de mg. Usaremos nue-
vamente la complexificaciéon de mg para obtener caracterizaciones generales en las
ecuacion KY.
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La funcién conexién riemanniana en Fg

Dado (-,-)g = —(-Q,-) ((-,-) la forma de Killing) un producto interno Ad(Ke)-
invariante, asociamos a él una funcién conexién riemanniana A : mg X mg — mg,
Ad(Ke)-invariante. Esta funcién conexioén esta en correspondencia con una cone-
xion riemanniana G-invariante.

Recordemos que V z,y € mg

L5, Yo + U, 9)

Alz)y =5

Con U definido tal que,

<2U(a:,y),z>Q = <[Z7$]m(—)7y> + <[Z,y}m@,w>Q‘

Escribiendo [z, y] = [z, yme + [2, Ylt, Y reemplazando obtenemos:

(2U(z,y), 2)q@ = ([2, Z]me» ¥) + ([2: Ylmeo» )
—2(QU(z,y), z) = —([2, T]me, QY) — ([2, Y|me , Q)
2QU(z,y), z) = ([z,2] = [z, 2]ee, QY) + ([2,4] — [2,Y]ee, Q)
2QU(x,y), 2) = ([z, 2], Q) + ([2, 9], Q)

2QU(z,y), z) = (2, [z, Qy]) + (2, [y, Q])

2(QU(z,y), z) = ([z, Qyl, 2) — ([Qz, y], 2).

Luego
U, y) = 5@ (17, Qolne — @7 ]ne)

Integrando ambas expresiones

A@)y = 5 ([ Ylmo + Q7" ([, Qulme — [Q, Y]mo))

l\D\’—‘

Tomaremos la funcién conexién en mg y la complexificaremos, en efecto:

. . 1 . . _ . .
A(xy +ixe)yr +iys = 3 ([:Ul + iz, Y1 + y2lme + (@ 1)(C ([a:l + 429, Qc(yl +iy2)]me —

—[y1 + iy, Q(C(xl + ZxQ)]mc)>

Lema 5.6.27. Vo, 5 € Ry talque o+ B € Ry y Xo, X, Xogp € m% los elementos en la
base de Weyl. Entonces:

Mo,

AS(Xo)Xp = 25
g 2Xa48

(/\aJrﬁ + )‘5 - )‘oc) XaJrﬁ‘ (5.6.18)
Lema 5.6.28. En variedades bandera la complexificacion de las funciones trilineales v y (3
definidas en las ecuaciones 5.5.4 y 5.5.5 respectivamente, satisfacen:

Mg (V5 + vy)
i—
2
1M, B
2

5C(Xa’XBvX7) = )‘7+/\B _)‘a)

OZ(C(Xa’XﬁaXv) == [(vs — va) Ay + (va + V8 + 207)(Ag — Aa)] -
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Demostracion.

BY(Xay X5, Xy) =< (An(Xa)H®) X5, X, >Qc
=< AL(Xo)H X3, Xy >0 — < HEAG(Xa) X5, Xy >0e
=< A5(Xo)H X5, Xy >gc + < AL (Xo)Xp, HE X, > e
=< ivgAG(Xa) X5, Xy >0c +ivy < AS(Xa)Xg, Xy >qc
= i(vg + v7) A5 (Xa) X5, Xy >qc

= i(vg +vy) < % Ay 4+ A8 = Aa) Xarg, Xy >oc
Y
= 7,4(1}[-34—’_ 7}27)7”&,5 ()\»y + Aﬁ - )\(X)

a®(Xa, X5, X)) =< (AS(Xa) HO) X5, Xy >gc + < (AL(X) HO) Xa, X, >0c
= 8%(Xa, X5, X)) + B%( X3, Xa, X)

(vg +vy)ma s (Va + vy)1M8.0

:Zf(/\y—i—)\g—)\a)—l-i 5 (/\7+)\a—)\5)

7
=3 (Ma,g(Ag — Aa) (V8 + vy) + Mo Ay (Vg + Vy) — Mg, (Ve + Vy)Ay+
+Ma,5(Ag — Aa)(Va + vy))

1Mq,3

= (v = va) Ay + (Vo + v + 207) (A — Aa)] -

O]

Por el Lema 3.4.2 la condicién KY en m es equivalente a la condicién KY en m%

con la complexificacién de la funcién conexién. Esto nos permite redefinir las defi-
niciones de estructura paralelas y KY para una variedad bandera Fe.

Definicién 5.6.29. Si Hj es un endomorfismo Ad(Kg)-invariante en mg y antisi-
meétrico respecto de un producto interno (:,-)o Ad(Kg)-invariante, diremos que la
estructura (Hy = {va}, Q@ = {Aa}),e Rt €8 paralela (resp. KY), es decir si € = 0

(resp. a® =0).

Teorema 5.6.30. Sea H\ un endomorfismo en mg Ad(Ke)-invariante y antisimétrico res-
pecto de un producto interno Ad(Ke)-invariante en mg .
Hy es KY si y solo si se verifican las siguientes ecuaciones en ¥V o, By v € Ry tales que
a+pB+vy=0:
(vg — Vo) Ay + (Ag — Aa) (Vo +v8 +20,) =0 (5.6.19)

(Vy = Va)Ag + (Vo + vy 4+ 20g)(Ay — Aa) = 0. (5.6.20)

Demostracion. Por el Lema 3.4.2 basta ver la condicién KY en m§ con la complexifi-

cacién de la funcién conexién. Luego a® = 0 y usando el Lema 5.6.28 al considerar
lasumaa+ 8+v=0conq, By~y € Ry, obtenemos:

(V5 — Va) Ay + (Ve + V5 + 20,)(Ag — Ag) = 0.

Invirtiendo el orden en a4 + 3 = 0, es decir al considerar las siguientes relaciones
a+v+B8=0ypB+v+ a=0,resultan de reemplazar las siguientes expresiones:

(U'y - Ua))‘ﬁ + (Vo + Uy + 2”5)(/\7 — o) =0
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(v7 — Ug))\a + (’Ug + U~y + 21)04)()\7 — /\5) =0.

Notamos que si tomamos dos ecuaciones indistintamente, la restante se deduce de
estas dos. Por esa razén solo nos quedamos con dos de ellas. O

Proposicién 5.6.31. Con las hipdtesis del teorema anterior y suponiendo Hy KY. Entonces,
Hy es integrable si y solo si Hy es paralelo.

Esta proposicion vale en general en cualquier variedad riemaniana (M, g) con un
tensor tipo (1, 1) en el fibrado tangente, inversible y antisimétrico respecto de g. Su
prueba estd en [AD18].

5.7. Ejemplos: Algunas soluciones a la ecuacién KY en Varie-
dades Bandera Maximales

Sea g élgebra de Lie compleja semisimple, ) subdlgebra de Cartan tal que g =
h @& > ,cr 0o donde R es su sistema de raices y g, los espacios raices. En toda esta
seccion consideramos Rg = &, es decir Ry = R. Por lo tanto F = G/B = U/T
con G el grupo de Lie complejo, B subdlgebra de Borel, U una forma real compacta
de G'y T un toro maximal de U. Simbolizamos con m = T.7(U/T') al complemento
ortogonal de t el dlgebra de Lie de T'. En este caso los submédulos ad(h)-invariantes
en m® son los espacios raices. Por lo tanto m se descompone de una forma sencilla:

m= Z Span{A4,,iS,} = Z .

aceR a€Rt

donde (i, @ € RT son las componentes irreducibles no equivalentes entre si.
Sea Hy : m — m un endomorfismo Ad(K)-invariante antisimétrico respecto de
(-,)g,con (-, ) la forma de Killing. En cada ., tenemos:

[Holy, = [ 0 _g“ } (5.7.1)

Ve

Ordenaremos las ecuaciones KY para las raices o, 5 y 7 tal que su suma es cero.
Escribiremos las tres ecuaciones que resultan de considerar lasumade o, 5y v € R,
y las reescribiremos de modo que resulte un sistema de ecuaciones lineales.

(v = Va) Ay + (Va +v3 + 205)(Ag — Aa) = 0
(Vy = Va)Ag + (Vo + vy +208)(Ay — Aa) =0
(vy —v8)Aa + (V8 + vy +204) (A, — Ag) =0

Separando a v, vg y v, se tiene:

ol 4 25 = Aa) 0300 + Ag — Aa) 4 20, (A — Aa) = 0
Ua(*)\ﬂ + )"y — )\a) + 22}5()\,y — )\a) + Ufy()\ﬁ + )\7 — )\a) =0
21)0[()\7 — )\5) + U/j()w — )\5 — o) + UV()\O‘ + A= )\5) =0

Llamando:

a’ ==X+ Ag— Aoy, A% =X —Ag+ A, @®—a®=2(00g— )
A’ =-Xg+ A — Ao, a’—a®=2(\y —Aa), a¥—d’=2(\,—Np)
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Nuevamente reescribiendo las ecuaciones anteriores,
a’vy — a®vg + (@ — a®)v, =0
a’vg + (a7 —a®)vg —a®vy =0
(a7 — @)y + a?vg — aPv, =0 (5.7.2)

De esta forma obtuvimos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con in-
cégnitas v, vs, v, y coeficientes a®, a”,a” que dependen de valores de la métrica.
Como vimos que una de estas ecuaciones se deduce de dos restantes, tomamos so-
lamente dos de ellas.

aPve — a®vg + (a” — a®)v, =0 (5.7.3)
a’vg + (a7 —a®)vg — a®vy =0 (5.7.4)

En base a lo descrito anteriormente, enunciamos el siguiente lema y proposicién.

Lema 5.7.1. Sean «, 3, € R tal que o+ [+~ = 0y sea Hy un endomorfismo antisimétrico
Ad(K)-invariante en m que satisface la ecuacién KY. A lo sumo uno de los pardmetros
{a®,aP,a"} es cero.

Demostracion. Sia® = a” = 0, entonces Ay = Ay + A5y Ag = A, + Aq. Reemplazando

Ao en la segunda ecuacién, obtenemos A\g = A, + Ay + Ag. Luego 2\, = 0, lo cual es
absurdo. De igual manera si elegimos a® = a” =0 0 a” = a7 = 0. O

Proposicion 5.7.2. Sea H, un endomorfismo inversible antisimétrico Ad(K)-invariante
en m que satisface la ecuacién KY y sean {a, 3,7} raices en R tales que su suma es nula.
Entonces:

1. Hy es paralelo en Span{A,, S, Ag, S8, A, 1S} siy solo si existe § € {«, 3,7} tal
que a® = 0.
2. Ao = Ag = A\, sty solosiv, =vg = v,.

Demostracién. Para el primer item, suponemos Hj paralelo en el subespacio genera-
do por los vectores { A, iS5, Ag, 1S3, A, 1S, }. Por el Teorema 5.6.21, algunos de los
coeficientes a®, a”, a” es nulo. Reciprocamente si uno de los coeficientes es cero, por
el lema anterior los dos restantes son no nulos. Por lo tanto si uno es cero, los otros
dos son no nulos. Analizamos las distintas alternativas:

n g% =0

Es claro que a”, a” # 0. Entonces en 5.7.3 y 5.7.4:

aPug + aﬂv7 =0, a"vg +a’vg =0

Luego en la primera ecuacion v, = —v,; y segunda ecuacion vg = —v,. Es
decir vg = vy = —v,.
» d? =0

Como no pueden ser dos coeficientes nulos, a®,a” # 0. Luego en 5.7.3 y 5.7 .4:
—a%vg — a®vy =0, vy + (a7 — a®)vg —a®*vy, =0

Por lo tanto vg = —wv, en la primera ecuacion. Sustituyendo en la segunda
obtenemos v, = v . Y asi v, = vy = —vg
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= a" =0

Al reemplazar en 5.7.3 y 5.7.4, se obtiene:

a’ve — a®vg + (@ — a%)v, =0, —a®vg — a®vy =0

Usando que a® y a” son no nulos, en la segunda ecuacién vz = —v.,. Reempla-
zando en la primera ecuacién se tiene v, = —v,. Entonces vg = v, = —v,.

Notar que en cada caso evaluado se satisface el item 3. del Teorema 5.6.21, luego H
es paralelo en Span{A,,iS,, Ag, 158, A+, 1S, } en todas las opciones evaluadas.

Por dltimo para el segundo item de la proposicién suponemos A\, = A\g = A,.
Entonces a® = —\,, a® = =)\, y a7 = —)\,. Reemplazando en las ecuaciones 5.7.3 y
5.7.4 obtenemos —A\qVq + Aq¥g = 0y —AqUq + AqUy = 0. Asi v, = vg = 5.

Reciprocamente si v, = vg = v, reemplazando en las ecuaciones 5.7.3 y 5.7.4 se
obtiene A\, = \g =\,

O

Observacidén 5.7.3. Notar que el item 1 de la Proposicién 5.7.2 las estructuras para-
lela en p1o @ p18 @ 114 son multiplos de estructuras Kahler. Por ejemplo si la estructura
paralela es (Hy = {va,Va; —Ua}, @ = {Aa; Ag; Aa + Ag}) es claramente mdltiplo de
la estructura Kéhler (Jy = {ea,ca; —€a}, @ = {Aa, A3, A0 + Ag}) con g, = *1. El
segundo item del mismo teorema, la estructura KY en jio, ® pg @ 14 viene dada por
(Ho = {va, Yo, Va}, Q@ = {Aa, Aas Aa }), la cual es un multiplo de una estructura nearly
Kahler (Jy = {ea,carat, @ = {Aa, Aas Aa}) cOn e, = £1.

Teorema 5.7.4. Sea Hy un endomorfismo antisimétrico Ad(K)-invariante en m. Si Hy
es un tensor Killing Yano inversible entonces se tiene una de las siguientes posibilidades
Vo, B, € R tales que su suma es nula:

v (Ho = {va, 08,04}, Q = {Aa, Mg, Ay }) en po @ ppg @ mu., es paralelo.

v (Ho = {va, 8,04}, Q = {Aa, A\g, Ay }) es una estructura KY estricta en o, ® p15® p-

si y solo si:
a®, a®, av #0, a®a? 4+ aPa? — a%a® # 0, (5.7.5)
a®a’ —aPa’ —a%a® #£0 , a%a® —dPa’ +ava® #0. h
Ms aiin si se dan estas condiciones, se tiene que:
ﬁ( a _ 7) £ a%a?
al(a a a%a
= 5.7.6
Ve af(a¥ — a®) + a®a? (57.6)
B( o v) — a%aY
a~(a a a—"a
= . 5.7.7
Uﬂ aﬁ(a'y _ aa) + aaa'yv'Y ( )

Demostracion. Evaluamos coeficientes a®, a?, a”. Si uno de ellos es cero, por la Pro-
posiciéon 5.7.2, Hy resulta paralelo. Luego si H es KY estricto entonces a“, a?,aY #0.
Dividiendo la ecuacién 5.7.3 por a?, obtenemos

a® a® — a

Vo = —30V8 + v
aT gp P a7
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Reemplazando en 5.7.4, se llega a la siguiente expresion:

a’a® + dPa — a%a” a’a® — aPa’ — a®aP
g v+ E
a a

vy =0

Notar que como Hj es inversible, los coeficientes que acompafan a esta tltima
ecuacién son nulos o bién ambos distintos de cero. Si ambos son nulos al igualar
ambas expresiones se llega a que a’a” = 0. Pero como a”, a” son no nulos. Es-
to es una contradiccion. Si Hy es KY estricto entonces a”a® + a’a¥ — a%a® # 0y
ava® — a’a? — a®a® # 0. En consecuencia,

a’(a®+a?) — a®a”
Vsy.
af(a¥ — a®) + a®a? "

g =

Sustituyendo vg en la primera expresién obtenida de v,, resulta la ecuacién 5.7.6 ,
con a?(a® — a") + a®a” # 0, pues Hy es inversible. Reciprocamente si se cumplen las
condiciones 5.7.5, Hy es KY estricto. ]

Lema 5.7.5. Sea Hy endomorfismo antisimétrico Ad(K )-invariante en m. Hy es KY es no
inversible si y solo si v, = 0 para algiin o € R.

Teorema 5.7.6. Sea H endomorfismo antisimétrico Ad(K)-invariante y KY en m = o, &
1 @ pi~y, donde o, 3,y € R tales que o +  + v = 0.

" Ho |paaugou, €s no invertible siy solo si vs = 0 para algiin 6 € {a, 3,7}
w Si Hy es no invertible y a® = 0 para algiin § € {a, 8,~} entonces Hy = 0.

= Si Hy es no inversibles y no nulo en j1, ® pg @ m~, entonces si vs, = 0 con 4, €

{a, B,~} entonces
a%a% — a%a% — a%a% =0

con 62,03 € {o, 8,7} tal que 0,03 # 01 Y v5, = Z%v53.

Demostracion. El primer item, por el Lema 5.7.5. Hy es no inversible si y solo si para
alguna de la raices ¢ € {«, 3,7}, vs = 0.

En el segundo ftem, supongamos v, = 0y a” = 0, entonces las ecuaciones 5.7.3,
5.7.4y 5.7.2 se reducen las siguientes expresiones:

—a®vg —a®vy =0, (a¥—a%)vg—a®vy =0, a’vg=0.

Por el Lema 5.7.1, a®, a” # 0. Entonces, vg = 0 en la tercera ecuaciéon y reempla-
zando en primera ecuacién v, = —vg = 0. Luego Hy = 0. Similarmente si supone-
mos a® = 0 6 a” = 0 obtenemos Hy = 0. De la misma forma si se supone vg = 0
analizando @’ = 0 con § € {a, 3,7} en las ecuaciones 5.7.3,5.7.4 y 5.7.2, se deduce
que Hy = 0. Idem con v, = 0.

Para el daltimo item, suponemos que v, = 0. Como H es KY se satisfacen las
ecuaciones 5.7.3,5.7.4, 5.7.2, reemplazando y reescribiéndolas:

—a®vg + (a’ —a®)w, =0 (5.7.8)
(a” —a%)vg —a“vy =0 (5.7.9)
a’vg — aﬁv7 = 0. (5.7.10)

Como buscamos una solucién no trivial, a®, a”,a” # 0 por el segundo ftem. Por
: 8 :
ecuacion 5.7.10 vg = ¢5v,. Reemplazando en las ecuaciones restantes obtenemos la
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misma expresion en ambas :
(a7a” — a%a” — a®a¥)v, = 0.

Siendo que Hy # 0, vy, # 0, entonces a”a” — a®a® — a®a? = 0.
Andlogamente para el caso vg = 0 se tiene a¥a® + a®a® — a®a? = 0y v, = ‘;—‘;UW.
De la misma forma si v, = 0 resulta a’a® —a%a® + a%a =0 Y Vo = Z—Zvﬁ.
O

5.7.1. Elejemplo de SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1))

SL(3,C)/B = SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1))

Se denota con sl(3) al dlgebra de Lie de las matrices complejas de orden 3 x 3 de
traza cero. Describiremos su descomposicién de Cartan identificando su principales
elementos.

En este caso sl(3) = h @ Z CL;j, donde FE;; denota a la matriz cuadrada con

K3
entrada igual a 1 en el elemer;f’go de la fija ¢ y columna j y cero en el resto de los
elementos. Los elementos de h estdn generados por los h; = Ey; — Eitq 41,1 = 1,2.

Llamamos e; a las funcionales lineales tal que e; : h — C donde ¢;(h) corres-
ponde al i-ésimo elemento de la diagonal en h € b.

Tenemos que [h, E;;] = (e(i) — e(j))Ei;, y llamamos a «;; a la funcional lineal
Qi = €; — €5.

Las funcionales lineales «;; denotaran al conjunto de raices, es decir

R = {ai12, 13, a1, 23, 31, 32 }

Fijamos como raices simples a ¥ = {12, @23}, y su diagrama de Dynkin asociado
es:

062 048

Por lo tanto las raices positivas son RT = {2, @13, aeg}. Observar que a2 +
ag3 + a3 = 0, y esta es la Ginica suma de raices igual a cero, para esta variedad
bandera. En este caso m = fiq,, © flag; D fay; Y dimm = 6.

Caso Inversible

Este caso es completamente adaptable al Teorema 5.7.4 pues solo existen estas
tres raices cuya suma es cero. Para estructuras KY inversibles solo tenemos dos po-
sibilidades en este caso:

= Estructura paralela

Basta suponer que algunos de los coeficientes a*??, a*12, a*1? es nulo y obtene-
mos las soluciones:

23 — —_ —_

1. a®® =0 = Aoy = Aags + Aais = Vags = —Vaz, = —Vars
12 — — —

2. a2 =0 = Aoy = Aaos T Aazi = Vas, = Vaoz = —Vays

a13 —_ P J—
3. a3 =0 = Aoz, = Aags + Mooz = Vars = Vasy = —Vasz, -
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m KY estricto (no Kihler)

Las condiciones para obtener este tipo de estructura son las siguientes:

a® #£0, a®? £ 0, a®! # 0
q®23 (aa:n _ aalz) — a™M2q%31 £ ()
q®23 (aasl _ aa12) +a®12q%31 £ ()

aCYSl (aa23 _ aa12) _|’_ aa12aa23 # 0

Para Aj2 = A23 = A3y, las condiciones 5.7.5 se satisfacen, y por 5.7.2 se tie-
Ne Vg, = Vay; = Vag, - Bste ejemplo es un miltiplo de una estructura nearly
Kéhler invariante. Esta es la estructura conocida y muy estudiada por ser un
ejemplo fuerte de estructura nearly Kahler no Kéhler. Nos interesa conocer si
existe aparte de esta otra solucién KY estricta. En efecto supongamos A.,, =1,
entonces

A" = Aags — Aagg — 1 #F 0= Aags 1+ Aoy
a2 = —1 — /\a23 + )\Oqg #0= /\a23 # )‘am -1 = )‘0423 # {1 + )‘06127)‘0612 - 1}
a®l =1 — )\a23 - )\0412 7& 0= )‘azs 7é 1- )‘0412

Evaluando a®23(a®3! — q®12) — a®12a%3! # (0, obtenemos:

2(Aans — Aas — D1 = Aagy) + (1 = Mgy — Aars ) (1 + Aans — Aagy) # 0

Qs (1 = M) = 201 + Aapn) (1 = Aar) 4+ (1 = Aans) (14 Aans) — Aago (1 — Ay ) —
— Aotz — AapzAags + A5, # 0

23 (1 = Aagy) —2(1 = A2 ) +1— A2,
+ A2, #£0

2003 (1= Aayy) =2+ 202, + 1= A2 —2\q, + A5, #0
A2 4+ 2y (1= Aayy) 302 — 20, —1#0.

23 Q12

- )‘0412 + >\a12)\a23 - >\a12 - )\a12>\a23+

Esto implica que A\oy; # 1 — Aagy 24/ Aagy (Aagy — 1)-

Para a®?*(a®3 — a®1?) 4+ a“12a*3! # 0, computamos:

2(Aans — Aars — D1 = Aary) — (1= Aans — Aars ) (1 + Aags — Aagy) # 0
W s (1 = Aary) = 201 4 Aarn) (1 = Aags) — (1 = Aoy ) (1 4 Mgy )+

+ Aars (1= Aagg) + Aass + AarpAagy — A, #0

25 (1= Aags) =2+ 202, — 1T+ A2 + Aoz — AarsAass + Aaus + AassAass — Aoy, #0

A 20 (1= Aap) + A2+ 20, — 3 #0.

23 12

Por lo tanto A\n,; 7# Aapy — 1 £2/1 — Ay s
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Por dltimo con la condicién a®3! (a*23 — a®12) + a“12q*? # (), tenemos:

2(1 — Aoz — Aars) (Aass — Aars) — (Aass — Aags — 1)(Aans — Aags +1) #0
2/\a23 - 2/\a12 - 2()‘003 + /\a12)()‘0z23 - )‘am) - ()‘Ozzs - )‘a12)2 - )‘Ozza + )‘a12+
+)‘Ot23 _/\a12+17é0

Qs — 2Xapy — 202 F 202 — A2 4200 ans — A2+ 1#0

23 12 @23 x12

—3AZ,, + 2Xans (L4 Aayy) + A2, — 2Xay, +1
- 3)‘3423 + 2)‘0623(1 + )‘0412) + (/\am - 1)2 7'é 0.

LT+ Aoy 220/A2 = Aoy + 1 T4 Ay 22/ A0, (Nayy — 1) + 1
3 3 '
En resumen obtenemos que \,,, es distinto del siguiente conjunto:

Luego A\q,, #

T4 Moy £20/22 0 — Aoy + 1
{1+)‘012:>‘012_1:1_>‘012:t2\/)‘012(>‘a12_1)7 )\012_1:‘:2\/1_Aa127 = 3 = = }

con 0 < Ay,

Para un ejemplo mds concreto, supongamos que A2 = A3 = 1. Por lo anterior,
se tiene que: Az # {2, 3}. Luego Ag3 € (0, 3) U (3,2) U (2, +00). Notar que si Az = 1,
tenemos la métrica nearly Kahler y v19 = vo3 = v3;.

Por lo tanto asignando valores a Aq,, en el conjunto g3 € (0,1) N (1,3) U (3,2)U

3
(2, 4+00), tendremos infinitas soluciones KY estrictas no nearly Kihler. Para este caso
los valores de los coeficientes son a®?? = Aa3—2, a*1? = — a3y a®'® = —\23. Entonces
Vars = Vag; ¥ Vasy = %. En particular si \o3 = 3, tenemos va,, = Vay, ¥ Vass =

— 204, . Resumimos el ejemplo obtenido, usando la notacién de la seccién 5.6.2 en la
base B = {Aa.,, 18015, Aass 19023, Aarss 1515 )

5
Q = {1737 1}a HO = {’U127 _§U127 _U12}-

Meétricas de Einstein

Una pregunta natural para este caso seria ;Hay ejemplos KY estrictos con métri-
cas Einstein?

Aq. . iSa, .
Tomamos la base ortonormal: e;; = \/%, fij = i
ij

mconz <jt=12y
j = 2,3. La clasificacién de métricas Einstein en este caso esta resuelto en [Sak99].
Describimos la métricas Einstein:

A2 = A23 = A3, Az = A2+ A2z, Aoz = Ao+ Aiz, A2 = Az + Az

Por la Proposicién 5.7.2 estas opciones corresponden tensores Hy KY y paralelos.
Esto nos lleva a enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 5.7.7. Para métricas Q = {\}aepr+ Ricci Einstein no existen tensores tipo
(1,1) invariantes KY estrictos no nearly Kihler en SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1)).
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Caso no inversible

Buscamos un endomorfismo no inversible, antisimétrico y no nulo que cumpla
las condiciones KY. Por el Teorema 5.7.6, si v, = 0 entonces obtenemos la condicion
a’a® —a%aP — a%a? = 0.

Reemplazando en las expresiones a®, a”, a?, se tiene:
2008 = Aa = A) Ay = Aa) + Ay = Aa = Ag)(Ay + A3 —Aa) =0
Computando se reduce a la expresion :

3N — 20, (Mg +A) — (Mg —Aa)? =0

Para los valores ., A\g, Ay que cumplan con la ecuacién anterior, existirdn solu-
ciones no triviales para vg y vs.

Buscando una solucién mads clara expresamos la ecuaciéon anterior como una
ecuacién cuadratica en la variable \,. Denotando A = 3, B = —2(M\g+ \,) y C =
—(Ag — Aa)?. Observar que el discriminante de la ecuacién cuadrética es:

B? —4AC = A5+ A2 — Ag), (5.7.11)

Si el discriminante es negativo, no hay soluciones reales para la ecuacion. Como nos
interesan soluciones reales positivas, descartamos este caso. Si el discriminante es
cero, hay una tnica solucién real para )\, pero en este caso, para la ecuacién anterior
del discriminante no existen valores reales de A3 y A3 que hagan a esta ecuacion igual
a cero. No consideramos este caso.

Por ultimo si el discriminante es positivo, existirdn dos valores posibles para la
variable )\, . Por lo tanto nos interesan los casos en que:

A3+ A2 =g, >0 (5.7.12)

Para este caso el valor de A\, viene dado por la férmula cuadrética, con la cual
podemos expresar la soluciéon de la variable A\, en funcién de las variables Ag y A,
sujetas a la condicién 5.7.12:

. (&y+kﬂi2v&%+A%—A@M
a = 3 .

Sise supone ademads \g = 1, el discriminante se reduce a la ecuacién 1 +)\% Ay =
0, la cual es una ecuacién cuadratica en la variable \,, que para cualquier valor de
Ay real, 1+ )\% — Ay > 0 siempre. Para este caso particular :

A_Q+Mﬁzﬂ+&—M

3

Notar que cuando A, = 1, A, = 3. Para este caso particular v = Z—f% =vy=0v#0
Si particularizamos en el ejemplo dado de tal forma que:

a1g = 7Y, a3 = a, azp — 3

El producto interno dado por @ y el endomorfismo Hy en fin,, D flags P fla; SON
Q={1,3,1} y Ho = {v,0, —v}.
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5.7.2. Elejemplode SU(4)/S(U(1) x U(1) x U(1) x U(1))

SL(4,C)/B = SU4)/S(U1) x U(1) x U(1) x U(1))

Siguiendo el ejemplo anterior, h; = E;;—FEit1 411 = 1,2, 3, son los elementos que
generan a b, y E;; los elementos de los espacios raices. Para este caso fijamos como
raices simples a 12, a3, az4. Asi las raices positivas son a2, 23, @34, 13, 24, 0114.

El diagrama de Dynkin en s((4) es :

062 048 04340

Suponiendo © = 0, m = 112 P 123 B 113 B i34 B 124 B pioa B p14 y dimF = 12. Para
plantear las ecuaciones KY, necesitamos saber cuantos triples de raices {«, 5,v} con
a+ B+ v =0, tiene este caso.

Las siguientes sumas de raices dan cero:

ap +ag3 —a13=0, az+az—apy=0
o3+ 34 — s =0, ajp+ay—ag=0

Para cada una de estas relaciones si queremos que Hj sea un tensor KY se debe
cumplir la ecuacién 5.6.19. Al permutar el orden de los sumandos para cada suma de
raices obtenemos tres ecuaciones. Recordar que una de las ecuaciones se deduce de
las dos restantes. En vista de esto, por cada suma de raices tenemos dos ecuaciones.
Denotaremos v;; a los autovalores de H§ asociados a X, .

(v23 — v12)A13 + (V12 + va3 — 2v13) (A23 — A12) =0 (5.7.13)
(—v13 — v12)A2g + (V12 — V13 + 2v23)(A13 — A12) =0 (5.7.14)
(v34 — v13)A14 + (V13 + V34 — 2v14)(A34 — A13) =0 (5.7.15)
(—v14 — v13)A34 + (—v14 + v13 + 2034) (A14 — A13) =0 (5.7.16)
(v34 — v23) A24 + (V34 + (V23 — 2v24)(A34 — A23) = 0 (5.7.17)
(—v24 — v23)A34 + (—v24 + v23 + 2034) (A24 — A23) =0 (5.7.18)
(v2g —v12)A1g + (v24 + v12 — 2v14)(A24 — A12) =0 (5.7.19)
(—v14 — v12)A24 + (—v14 + V12 + 2024) (A14 — A12) =0 (5.7.20)

Suponiendo V12 = V23 — V34 = 0, )\12 = )\23 = )\34 =A y ademas V13 = V24 — W,
A13 = A24 = p se hacen cero las ecuaciones 5.7.13 y 5.7.17. Ademaés 5.7.15 coinci-
de con 5.7.19; y 5.7.14 con 5.7.18 quedando solo cuatro ecuaciones para considerar:
5.7.14,5.7.15,5.7.16 y 5.7.20.

(—w—v)A+ (v —w+2v)(up— N)
(v—w)As+ (W +v —2v14) (N — p) =

(—v14 — WA + (—v14 +w + 20) (A14 — )

(—v14 — v)p + (—v1g + v+ 2w) (A4 — A)

Notar que las suposiciones anteriores se refieren a que las raices «;; de igual
altura respecto a ¥ posean el mismo coeficiente en v;; en Hy y A;; en Q. Si se supone
ademds que v14 = 2v se obtiene: w = 3v, 1 = $Xy A4 = 5\ lo que da una solucién
al sistema anterior.

En resumen tenemos escribiendo de acuerdo a la notacién de la seccién 5.6.2,
Q={NA NN 3N 5A} y Ho = {v,v, 3v,v, 30,20}
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Con este resultado, afirmamos que existe una solucién KY estricta en este caso.
Nos preguntamos si existen mds ejemplos y si se podria conocer todas las métricas
que hacen que admitan un tensor KY, esto sigue siendo una pregunta pendiente en
nuestro trabajo.

5.7.3. El ejemplo de SO(5,R)/T

SO(5,C)/B = SO(5,R)/T, con T toro maximal en SO(5,R)
El algebra de Lie asociada a SO(5,C) es el dlgebra de matrices complejas an-
tisimétricas de orden 5 x 5 denotada por so(5). En este caso se tiene la siguiente

descomposicién so(5) = h & Z go- Los elementos h, hy forman una base de b, tal

aER_
que h; = E9;_12; — Eoj0i—1 parai = 1,2.

Definiendo F;; = E;; — Ej;, se determina:
G;fk = Foj 10k + Fojor + i(Foj10k — Fojok—1), 1 <j# k<2
Gy = Foj12k-1 — Fojor +i(Foj—106 + Fojon—1), 1 < j#k <2
D]j»E =Fj 1 5tiFy5,j=1,2

Los funcionales lineales ¢; : h — C se definen como e;(hy) = —idy;, tales que
1G] = (ej(h) — en() Gy, 1< j# k<2
[, G;k] = —(ej(h) — ek(h))G;k, 1<j<k<2
[, G]_k] = —(ej(h) — ek(h))Gj_k, 1<k<j<2
]

[h, D] = Fe;(h)DT, j =1,2

El conjunto de raices de so(5) esta dado por R = {£e1, Lea, £(e1—e2), £(e1+e2)}.
Tomamos como raices simples a ¥ = {e; — e2,e2} = {aq, a2}, y el diagrama de
Dynkin asociado al sistema de raices es:

O——==0

De acuerdo a nuestra eleccién de raices simples, las raices positivas son {e1, ez, €1 —
e2,e1 + e2}. Recordemos que suponemos en este caso también Ry, = R, o equiva-
lentemente que © = @. Llamaremos a a; = e1 — ez, ap = €3, a3 = €1y oy = €1 + €.
Para este caso tenemos la siguiente descomposicion: m = pio, © flas D faz P fay V
dimm = 8.

Notar que,

el = (61—€2>+€2=a1+a2, el +ex = ((61—62)+62)+62=a1+a2+a2
Luego las relaciones que quedan son:
ay+ay—a3 =0, agtag—as=0

Siendo Hj un endomorfismo KY inversible y antisimétrico y con la propiedad de
ser Ad(K)-invariante, por 5.6.19 para cada una de las relaciones entre raices se tiene
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el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones lineales con variables v, v2, v3, v4:

(M2 — A1 — A3)or + (A3 + Aa — A )vs — 2(Aa — A Jus =
(A3 — A1 — A2)ur + 209 (Ag — A1) 4+ (A1 — Aa — Ag)us =
(=X = A2+ A3)va + (As + A3 — Aa)vs + 2(A2 — Ag)vg =
(A — A3 = A2)va +2(Ag — X2)vg + (A3 — A\g + Ao)vg =

Denotando a:

a® = (A2 = A1 = A3), ™ = (=A3 = Ao+ A1), a® = (A3 — A= Xo),
a®® —a® =2(Ay — A\1),a"® —a™ =2(A\3 — A1)

b7 = (“Aa = Ao+ Ag), b = (=Aa = Az + X2) b = (A = A3 = Aa),
b3 — b2 = 2(A3 — A2), b — b2 = 2(\y — Ao)

Reescribimos las ecuaciones,

a®®v; —a*vg — (a®® — a*)v3 =0 (5.7.21)
a®v; + (a* —a*c)vy +a®tv3 =0 (5.7.22)
b0y — b0205 — (% — b92)yy = 0 (5.7.23)
by + (b9 — b%2)us + %20y = 0 (5.7.24)

Las dos primeras ecuaciones corresponden a la primera relacién de raices, y las dos
dltimas a la segunda relacién entre raices.

Resulta dificil encontrar todas las soluciones de este sistema de ecuaciones linea-
les, pues sus coeficientes dependen de otras variables. Decir que este caso admite
una solucién KY distinta de la trivial implica que el determinante de la matriz aso-
ciada al sistema lineal es nulo. Ese determinante estara expresado en funcién de los
coeficientes a*', a®?, a3, b, b*? y b3,

La solucién de la ecuacién del determinante de la matriz de coeficientes del sis-
tema nos dira cuales son todas las métricas para las cuales se admite un tensor KY
invariante (inversible o no inversible).

En lo siguiente descartaremos algunos casos, para disminuir la complejidad, ana-
lizando en cada triple de raices {a, 5,7} € R tal que a + 5 + v = 0. En este caso
tenemos dos triples posibles {a, a2, —as} y {ag, as, —aas}.

Lema 5.7.8. Sea Hy un endomorfismo inversible antisimétrico y Ad(K)-invariante en m.
Si uno de los triples es paralelo, el segundo lo es también

Demostracién. Sisuponemos que la primera relacién entre las raices o1 + g —a3 =0
posee métrica paralela por lo tanto por el Lema 5.7.2 ¢ = 06 a* =06 a™ =
La segunda relacién tendrd una métrica que hace a Hy KY en esas raices, analizamos
las distintas opciones. Si a*?> = 0 se tiene —v; = vy = wv3, reemplazando 5.7.23,
obtenemos (b** — b*?)(vy — v4) = 0. Notar que como a*? = 0, entonces Ay = A1 + As.
Por lo tanto (b — b*2) # 0 entonces v = v4. Reemplazando en 5.7.24 6** = 0y la
segunda relacion resulta paralela.

De la misma forma si a®* = 0, se tiene v = v3 y por 5.7.22 vy = —v3. Reemplazan-
do en 5.7.24 obtenemos la ecuacién b*2(vz 4 v4) = 0. Si suponemos b** # 0 entonces
b*3v3 = 0 entonces b** = 0 y resulta paralelo. Caso contrario si b*? = 0,entonces
A2 = A3+ A\y. Luego b*3 # 0y en 5.7.23 obtenemos v4 = —v3. Notar que siempre que
suponga a*' = 0 la segunda relacién es paralelo.
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Sia® = 0tenemos A3 = A\;+ A9, reemplazando en 5.7.22, se tiene a*' (v —v3) = 0.
Luego vy = v3. En 5.7.21 a®?(v; — v2) = 0, por lo tanto v; = vy = v3. En 5.7.23, notar
que si a®® = 0 entonces b3 — b*? = 2\; # 0. En consecuencia vo = v4. Finalmente en
5.7.24 b** = 0 y la solucién a la segunda relacién es paralela.

De forma andloga si consideramos la segunda relacién paralela, la primera serd
paralela también.

O

Evaluando si ambos triples son paralelos obtenemos las siguientes posibilidades:
1. —v1 =v2 =v3 =04, A2 = A1 + A3, s = A1 +2)3
2. V1 = —Vg = V3 =Ug, A1 = 29 + Ay, A3 = Ao + A4

V] = V2 =03 =—Ug, A1 =223+ A, Mo =+ A3

3.
4. vy =v9=v3 =04, M =2 9+ A, A3 = A1+ o

El caso a ver es cuando ambos triples son KY no paralelos es decir a®*, a®?, a®?,
b1, b*! y b3 no nulos. En primer lugar probaremos porque este ejemplo no posee
una estructura nearly Kéhler invariante, usando las proposiciones y los teoremas
desarrollados en esta tesis.

Lema 5.7.9. SO(5,R)/T no admite estructura nearly Kihler invariante estricta

Demostracién. Supongamos que el ejemplo mencionado admite una estructura nearly
Kéhler estricta invariante. Recordar que las estructuras nearly Kdhler son un caso
particular de las estructuras KY inversibles, entonces las ecuaciones 5.7.3 y 5.7.4 se
deben satisfacer. Si la estructura es nearly Kahler estricta, entonces pedimos que H
sea una estructura casi compleja no integrable (pues si es integrable seria paralelo
5.6.31). Los triples de raices {1, a2, —as}, {a2, a3, —ay} tales que:

ap+as—ag3=0

ag+ag3—ag =0

Recordar que aqui v, = +1 para todo raiz en R, para que sea estructura casi comple-
ja. En este caso tenemos dos triples de raices. Cada uno de ellos satisface la ecuacién
de Killing Yano. Por el Teorema 5.7.4 cada triple posee una estructura paralela 6 bien
una estructura KY estricta. Si alguno de los triples posee estructura paralela, por
el Lema 5.7.8, el segundo triple es paralelo también. Esto nos daria una estructura
paralela, que en este caso serfa Kahler. Por lo tanto ambos triples deben satisfacer
la solucién KY estricta del Teorema 5.7.4. Pedimos ademads que cada triple no sea
integrable, esto implica que:

Vg = Vay = V—agz) Vay = Vag = V—ay

Pero notar que v,, = V_q; = Va, lo cual es absurdo. El absurdo proviene de suponer
que el ejemplo tiene estructura nearly Kdhler invariante nearly Kahler. O

El resultado anterior ya fue mostrado por Luiz San Martin y Rita de Cassia en
[SMCO6] para variedades bandera generalizadas . Usando las estructuras descritas
en funcién de raices logran demostrar:
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Teorema 5.7.10 ([SMCO6]). La variedad bandera generalizada Fo admite una estructura
nearly Kihler estricta invariante (J, Q) si y solo si hg = 2.

Donde he () es la altura de las raices o« € Ry con respecto a las raices simples en ¥ —©
Yy he = max,cp,, ho(a).

Observacion 5.7.11. Note que en este ejemplo la altura méaxima es 3. Observar que
a4 es la raiz de mayor altura pues, oy = g + (a1 + a2) = a1 + 2as.

Los lemas anteriores nos permiten descartar casos ya conocidos, con el propésito
de encontrar ejemplos de estructuras KY estrictas. En primer lugar suponemos que
los coeficientes a“!, a*?, a®3, b2, b3 y b** son todos no nulos.

En segundo lugar descartamos las posibilidad de que A\; = Ay = A3 6 Ay = A3 =
A4

En forma general escribimos el determinante del sistema de ecuaciénes 5.7.21,
5.7.22,5.7.23,5.7.24.

a®  —a™ —(a* —a®) 0
a®  a* —a*t a“t 0

det | ) g e e e —pee) | | T
0 b pos — po2 b

Computando queda la siguiente ecuacion:
[a® b (b — b7?)(a™? — a™®) + a™2a**b*2b*3| = 0 (5.7.25)

Trataremos de encontrar alguna familia de soluciones a esta ecuacién. Suponga-
mos que A1 = Az y que A3 = )4, entonces escribimos los coeficientes,

a*? = —)\3, a® = —)\3, a3’ = )\3 — 2)\1,
b2 = \p — 2X3, b =—Np, b =)\

Reemplazando en la ecuacién 5.7.25
MA2[4(A3 — A1)2+ MAz(A3 — 201) (203 — A\1)] =0
Luego resulta la siguiente ecuacion:
62 +6M2 — 13M\ M3 = 0.

13X1£5M1

Toméndola como una ecuacién cuadrdtica en la variable A3, obtenemos: A3 = 5

Fijando A\ =¢ > 0, t € R, se obtienen A3 = %t O A3 = %t.
En cualquiera de las opciones obtenemos:

A

_ —)\3 _ 3 i _ 3X1—4)3
U1 = W v3, V2 = ) "y v3, V2 = oY V4,

vy = —lwy.

Para \3 = %, escribimos en la métrica de acuerdo al endomorfismo @ = (¢, t, %t, %t)
respecto de la base ortogonal {A,,,iSa,, Aas, iSass Aaszs 1Sass Aays 1504 }

Obteniendo el siguiente sistema en este caso

—1 1 1
vl = 3U3, U2 = —3V3, U2 =3VU4, V3= —lus

Equivalentemente v; = vy = —Lug, v3 = —vy, 0 bién Hy = {—%’1}3, —%1}3,?}3, —v3}.
Para el segundo valor A\3 = 35, Q = {t,, 3¢, 3t}. Obteniendo los siguientes valores
en este caso
v = 3vs, v = 3vu3, vy = —3v4, V3= —1luy
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Equivalentemente podemos escribir v; = vy = 3vs, v3 = —v4 0 bién Hy =
{3U37 3U3a V3, _U3}'

Resolviendo la ecuacién 5.7.25 con Maple encontramos todas las métricas para
las cuales SO(5,C)/B admite tensores KY estricto. Ellas son:

_)\1)\2—)\1)\3—3)\§+2)\2)\3+)\§ 2 )\ _ )\1)\2—)\1)\3—)\%—2)\2)\34-3)\3

LAg= A1+A2—A3 - M A1—A2+A3

Siendo las soluciones anteriores obtenidas un caso particular de esta solucién gene-
ral.

Nos preguntamos si existe alguna métrica de Einstein para la cual se satisfa-
gan las ecuaciones KY estrictas. El trabajo de [Sak99] clasifica todas las métricas de
Einstein salvo homotecias para este ejemplo, enunciamos sus resultados, los cuales
fueron obtenidos usando base de Grobner:

LAi=24=3 =1 =4 5.0 =1 =M=
2 M =4 A=3 A=1, A\ =2

1 2 3 4 )\_7:&2\/6
3.)\1:2,/\2:1,/\3:3,)\4:4, 2= 5 '
4 N =4 =1 N3=3, Ay =2,

24 + 4/6
15 7

De la clasificacién notamos que las primeras cuatro son métricas de Kéhler, nos
interesa las no Kahler. Analizando el comportamiento de las ecuaciones KY en 5.7.21,
5.7.22,5.7.23 y 5.7.24 llegamos a la siguiente proposicion:

Proposicién 5.7.12. Para SO(5,R)/T no existen métricas de Einstein que hagan que H,
sea un tensor KY estricto.

5.8. Laclasificacién de Gray-Hervella en Variedades Bandera

Estos resultados estdn en el trabajo de tesis de Rita de Cassia (ver [Cass03]), las
dieciséis clases de la clasificacion en [GH80] colapsan a seis clases en variedades
bandera expresadas en términos de sus raices, por equivalencias existentes entre las
clases.

En el siguiente teorema se consideran las estructuras casi complejas invariantes

(J ={ea}, @ = {Aa})aept, cON€a = £1.

Teorema 5.8.1. [Cass03] En una variedad bandera Feg, tenemos las siguientes clases de
variedades casi hermitianas invariantes con las siguientes condiciones mostradas en el cuadro
5.1.

Para ver con detalle cada una de las equivalencias el cuadro anterior ver [Cass03,
Capitulo 4 y 5].

5.8.1. La estructura casi compleja asociada en los ejemplos vistos

Para los ejemplos obtenidos en la seccién anterior, buscaremos su estructura casi
compleja asociada y determinamos a qué clase corresponde.

Asociaremos a las estructuras (Hy = {va}, @ = {Aa})acr+ encontradas en la
seccion anterior el par (J = {ea},Q = {Aa})acr+, donde J es la estructura casi
compleja asociada a Hj con ¢, = %1 para todo a € R*. En la siguiente proposicion
evaluamos el tipo de estructura que (J = {en},Q = {Aa})acr+ puede tener de
acuerdo a las clases del cuadro visto.
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Clase Condiciones
Kihler V {a,8,7} tal que a« + 8 + v = 0,
K=AK =Ws=Wr & W,y Eq = EB = —E4
Yy
Eala +EgAg +e4A, =0
Nearly Kidhler
NE=WieW, V{a,p,v} talquea+ 5 +~v =0,
Ea = EB = —E4
Yy
Eata T €823 +e4Ay =0
6 bien
Ea = EB = &y
Yy
Aa =Ag = Ay

(1,2)-simpléctica

WL We =W & We & Wy V{a,B,v}talquea+ B+~ =0

Sieq =€ =—¢4
entonces eq\o + EgA5 + 4 Ay =0

Integrables
Ws=Ws Wy =Wo W3 =

Wy @ Ws @& Wy V{a,B,v} talque a+ B+ v =0,

Eq = €3 = —&y

Wi ®@Ws =W & W3 D Wy

V{a, 8,7} talquea+ S +v =0,
con e, = 3 = £ se satisface
Ao =Ag = Ay

Wi EWo W3 =W, & Wo P

Ws & Wy ow =20

CUADRO 5.1: Clasificacion de las variedades casi hermitianas en va-
riedades banderas

Teorema 5.8.2. Sea F = U/T y dimF > 6. Sea (Hy = {va}, Q@ = {Aa})acr+ una
estructura KY inversible estricta y que no es miiltiplo de una estructura nearly Kihler . La
estructura casi compleja asociada no pertenece a K ni a N'K.

Demostracion. A cada par (Hy = {va},Q = {Aa})acr+ se le asocia (J = {e,},Q =
{Aa})aer+, estructura casi compleja. Determinamos a qué clase puede pertenecer.
Notar que ambas poseen la misma métrica. Descartamos las estructuras paralelas,
pues estas no son KY estrictas. Si el (J = {e,},Q = {Aa})acr+ €s nearly Kdh-
ler estricto por [SMNO3], la tinica variedad bandera maximal que admite estruc-
tura nearly Kahler estricta es F = SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1)). Por lo tanto por
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cuadro A\j2 = A23 = A3 6 bien una de estos valores es igual a la suma del res-
to. Pero por la Proposiciéon 5.7.2 y la Observacién 5.7.3, la estructura KY (Hy =
{Va15: Vaggs Vars b @ = {Aarss Aasss Aars}) €N fary © Hags © fays , €8 un multiplo de
una estructura nearly Kdhler ¢ Kahler. Lo cual contradice, pues suponemos que
las estructuras son KY estrictas no nearly Kéhler. Si (J = {e,},Q = {Aa})acr+
es Kéhler, siguiendo el cuadro y nuevamente por la Proposiciéon 5.7.2 se tiene que
(Hyp = {va},Q = {Aa})acr+ €s paralela. Lo cual es absurdo. Luego la estructura
(J ={ea},Q = {Aa})acr+ asociada a (Hy = {va}, Q@ = {Aa})acr+ No es Kdhler ni
nearly Kéhler. O]

= SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1))

Para el ejemplo de K'Y estricto no nearly Kéhler visto en la subseccién 5.7.1, si
tomamos v,,, > 0, la estructura casi compleja asociada a Hy = {v12, — %Ulg, —v12}
con métrica @ = {1,3,1} enlabase B = {An,, iSa19s Aasss 18005 Aayss 1545 |

J=A{1,-1,-1}
Llamaremos ¢, a los valores de J en los vectores correspondientes a la raiz
«. En la suma a2 + ag3 + 33 = 0. Para J se tiene €19 = €37 = —e93 lo cual

hace que J sea integrable. Para este ejemplo los pardmetros de la métrica son
Q@ = {1,3,1}, los cuales hacen que (J, Q) € Ws.

» SU4)/S(U(1) xU(1)xU(1)xU(1))
En el ejemplo visto en la subseccion 5.7.2, si tomamos v > 0, la estructura casi
compleja asociada a Hy = {v, v, %v, v, %U, 2v} con métrica @ = {\, \, %)\, A, %)\, 5A}
es:
J={1,1,1,1,1,1}.

Para ver a qué clase pertenece miramos las sumas de raices que dan cero.

o tagz —a13=0, ajzt+ag—ay=0
o3 +o3g — s =0, ajp+a—a=0

En la primera suma tenemos cn,, = €ayy = —E—qay; Y SU métrica es ) =
PR3 S

En la segunda suma de raices se obtiene ¢,, = €4,y = —€—q,, ¥ SU respectiva
meétrica es Q = {%)\, A, DA}

Para la tercera suma de raices, se ve qUE €y = €ayq = —E—aq,, CON SU Métrica
Q={\\E5}

Por GItMO €4,y = €agy = —€—a1, ¥ Q@ = {A, 3\, 50}
Observamos que en todos los casos los triples de raices pertenecen a la clase
Wi, es decir todos son integrables. Por lo tanto (J, Q) € Ws.

» SO(5,R)/T
Recordemos los resultados del ejemplo de la estructura KY estricta en este caso.
Su tensor KY Hy = {—%’Ug, —%7)3, vz, v3} y métrica Q = {t,t, %t, %t}, en la base
{Aay; 1801, Aay, iSass Aass 1Sas, Aaygs 19as }-
Sivg>0,J={-1,-1,1,—1}.
Para las raices a1, az, a3 tal que a1 + g — a3 = 0, tenemos €, = €q, = €—qy =
—1 y su métrica en esas raices es Q = {t,¢, %t}
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Para las raices a, a3, cis tal que g + i3 — g = 0,se ve que 1 = —¢4, = €qy =
£_q, Y SUmétrica en estos vectores es () = {t, %t, %t}

Notar que este ultimo triple es integrable, mientras que el primero no lo es.
Analizando las opciones de la tabla del Teorema 5.8.1, vemos que (J,Q) €
Wi & Ws & Ws.
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