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�Pensar es olvidar diferencias,

es generalizar, abstraer.�

JORGE LUIS BORGES
Funes el memorioso
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Resumen

En este trabajo se estudian acciones de grupos �nitos sobre 2-categorías. Los ejemplos moti-
vadores son las acciones sobre la 2-categoría de representaciones de categorías tensoriales �nitas
y su relación con las extensiones de grupos de categorías tensoriales. Asociada a una acción de un
grupo G sobre una 2-categoría, se construye la 2-categoría de objetos equivariantes. Además, se
introducen las nociones de G-pseudofuntor, transformación G-pseudonatural y G-modi�cación.
El primer resultado del trabajo es el teorema de coherencia para la acción de un grupo sobre una
2-categoría, el cual reduce el tratamiento de acciones generales a acciones estrictas. Se prueba
que, en el caso de G-acciones sobre la 2-categoría de representaciones de una categoría tensorial
C, la 2-categoría de objetos equivariantes es biequivalente a la categoría de módulos sobre una
G-extensión de C. Finalmente, se prueba que el centro de la 2-categoría equivariante es mono-
idalmente equivalente a la equivariantización de un centro relativo, generalizando el resultado de
[15].

Palabras claves. categoría tensorial; categoría módulo; bicategoría; 2-categoría; equivarian-
tización.
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5



6



Abstract

We study actions of �nite groups on 2-categories. The motivating examples are actions on
the 2-category of representations of �nite tensor categories and their relation with the extension
theory of tensor categories by groups. Associated to a group action on a 2-category, we construct
the 2-category of equivariant objects. We also introduce the G-equivariant notions of pseudo-
functor, pseudonatural transformation and modi�cation. Our �rst main result is a coherence
theorem for 2-categories with an action of a group, which allows us to work with strict actions.
We prove that, in the case of a G-action on the 2-category of representation of a tensor category
C, the 2-category of equivariant objects is biequivalent to the module category over an associated
G-extension of C. Finally, we prove that the center of the equivariant 2-category is monoidally
equivalent to the equivariantization of a relative center, generalizing results obtained in [15].

Key words and phrases. tensor category; module category; bicategory; 2-category, equi-
variantization.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. 18D05, 18D10.
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Introducción

El objeto principal de estudio de esta Tesis son las categorías tensoriales �nitas sobre un
cuerpo k algebraicamente cerrado y de característica cero.

Una categoría monoidal es una categoría munida de un producto tensorial y de un objeto
unidad sujetos a ciertos axiomas de asociatividad y unidad. Este concepto engloba a la teoría de
representaciones de grupos, de álgebras de Lie y, más generalmente, de álgebras de Hopf.

Una categoría tensorial �nita sobre un cuerpo k es una categoría monoidal Abeliana k-lineal
tal que la categoría Abeliana subyacente es equivalente a la categoría de representaciones de
dimensión �nita de una k-álgebra de dimensión �nita. Estas categorías codi�can simetrías de
diversas estructuras. Sus aplicaciones llegan a muchas áreas de la matemática y de la física, tales
como, variedades topológicas de dimensión baja, teoría de álgebras de Hopf, teoría racional de
campos, mecánica estadística y computación cuántica, entre otras.

En el estudio de las categorías tensoriales, así como en el de cualquier estructura algebraica,
las representaciones tienen un rol fundamental. La de�nición de módulo o representación de una
categoría tensorial es muy natural. En términos amplios, la noción de categoría módulo es una
categori�cación de la noción de módulo sobre un álgebra. Si C es una categoría tensorial, un
C-módulo es una categoríaM munida de un funtor biexacto C ×M→M, asociativo y unitario
salvo ciertos isomor�smos naturales que veri�can axiomas.

Recientemente ha resurgido el interés en este tema en una serie de publicaciones debidas
a Etingof y Ostrik [33], [34], [11]. La noción de categoría módulo ha probado ser una de las
herramientas fundamentales para avanzar en la clasi�cación y descripción de las categorías ten-
soriales. En [8] ha permitido obtener ciertos resultados de clasi�cación de categorías de fusión de
una cierta dimensión �ja. También, usando este lenguaje, en [30] se han descripto nuevas carac-
terísticas de ciertas álgebras de Hopf semisimples. La noción de representación de una categoría
tensorial es bastante general, y está implícitamente presente en diversas áreas de la matemática
y de la física matemática, tales como, teoría de álgebras de Hopf débiles, teoría de subfactores,
extensiones de álgebras de vértices, álgebras de Hecke a�nes y teoría conforme de campos.

Si C es una categoría tensorial y M1,M2 son representaciones de C, se puede construir la
categoría FunC(M1,M2) de funtores y transformaciones naturales que entrelazan la acción de
C. Además, siM3 es otra representación, la composición de funtores

FunC(M2,M3)× FunC(M1,M2)→ FunC(M1,M3),

es asociativa y unitaria. Los C-módulos, las categorías de funtores de C-módulos y las transforma-
ciones naturales, equipados con dicha composición, forman una nueva estructura que se conoce
como 2-categoría. La 2-categoría de C-módulos se denota por CMod . Se sabe que la estructura
de 2-categoría de CMod no determina la clase de equivalencia de C, pero sí su clase Morita.

El presente trabajo es un comienzo en el estudio de propiedades abstractas de la estructura
de las 2-categorías y cómo pueden aplicarse los resultados a la teoría de categorías tensoriales.
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Hay dos construcciones de categorías tensoriales que nos interesan. Si G es un grupo �nito,
una categoría tensorial D se dice una G-extensión de C si está munida de una G-graduación
D = ⊕g∈GDg, donde D1 = C, Dg son subcategorías Abelianas plenas de D y el producto ten-
sorial satisface que ⊗ : Dg × Dh → Dgh. Otra construcción es la equivariantización. Si G actúa
por autoequivalencias tensoriales en C, es decir, existen equivalencias monoidales Fg : C → C
equipadas de isomor�smos naturales monoidales Fg ◦ Fh

'−→ Fgh que satisfacen ciertos axiomas,
entonces se puede construir una nueva categoría tensorial CG de objetos equivariantes. Una pre-
gunta a formular es si se pueden determinar las representaciones de ⊕g∈GDg y CG en términos
de las representaciones de C y de algunos otros datos. Los resultados conocidos al respecto (ver
[9] y [26]) son los siguientes:

Teorema 0.0.1. Asumamos que un grupo �nito G actúa sobre una categoría tensorial C. Existe
una correspondencia biyectiva entre:

• ciertas representaciones de CG;

• ternas (F,M, {Uf}f∈F ), donde F ⊆ G es un subgrupo, M es una representación de C y
Uf :M→M son equivalencias que satisfacen ciertos axiomas.

`

Teorema 0.0.2. Asumamos que G es un grupo �nito y D = ⊕g∈GDg es una G-extensión de C.
Existe una correspondencia biyectiva entre:

• ciertas representaciones de D;

• ternas (F,M, {Uf}f∈F ), donde F ⊆ G es un subgrupo, M es una representación de C y
Uf : Df �CM→M son equivalencias que satisfacen ciertos axiomas.

`

Ambos resultados de clasi�cación inducen a pensar que existe una relación entre las 2-
categorías CGMod y ⊕g∈GDgMod . El objetivo del presente trabajo es encontrar una construcción
en el mundo de las 2-categorías que le dé un marco a esta relación. Así, se de�ne la noción de
acción de un grupo G sobre una 2-categoría B arbitraria y la 2-categoría equivariante asociada
BG.

Una acción de un grupo G sobre una 2-categoría B consiste en:

• una familia de pseudofuntores Fg : B → B, g ∈ G,

• equivalencia pseudonaturales χg,h : Fg ◦ Fh → Fgh,

• modi�caciones invertibles

ωg,h,f : χgh,f ◦ (χg,h⊗id Ff )⇒ χg,hf ◦ (id Fg⊗χh,f ),

para cada g, h, f ∈ G, tales que satisfacen ciertos axiomas.
Dadas las 2-categorías B y B′ equipadas con acciones de un grupo G, se tiene la noción de

G-pseudofuntor entre ellas. Esto es, un pseudofuntor que entrelaza la acción del grupo. Cuando
dicho funtor es una biequivalencia decimos que B y B′ son G-biequivalentes. Además, se tiene
la noción de transformación G-pseudonatural y la noción de G-modi�cación. Esta colección de
datos forman una nueva 2-categoría, que se denota por 2CatG(B,B′).
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Dada una acción sobre una 2-categoría B, se de�ne la 2-categoría equivariante como

BG = 2CatG(I,B),

donde I es la 2-categoría unidad (la 2-categoría que posee un único objeto y su hom-categoría
es la categoría unidad) con acción trivial de G.

Uno de los resultados principales de esta Tesis es el teorema de coherencia, el cual establece
que toda 2-categoría con una acción de un grupo G es G-biequivalente a otra 2-categoría donde
la acción de G es estricta. Esto es, todo pseudofuntor Fg involucrado en la acción es un 2-funtor,
Fg ◦ Fh = Fgh, y χg,h, ωg,h,f son las identidades.

Un importante ejemplo de acción de un grupo sobre una 2-categoría, y motivador de este
trabajo, proviene de las categorías tensoriales G-graduadas. Se prueba que, si D = ⊕g∈GDg es
una categoría tensorial G-graduada, con D1 = C, entonces existe una acción del grupo G sobre

CMod , la 2-categoría de representaciones de C. Más aún, se tiene la biequivalencia

(CMod op)G ' DMod .

Para cada pseudofuntorH : B → B′ se de�ne la categoría monoidal Z(H) de transformaciones
pseudonaturales η : H → H. El centro de la 2-categoría B se de�ne como Z(B) := Z(Id ), donde
Id : B → B es el pseudofuntor identidad, el cual generaliza el centro de categorías monoidales. Se
demuestra que si H : DMod → CeMod es el pseudofuntor de olvido, donde D = ⊕g∈GCg es una
categoría tensorial G-graduada, entonces Z(H) es monoidalmente equivalente al centro relativo
de D.

Finalmente, el teorema de coherencia permite probar que existe una equivalencia monoidal

Z(BG) ' Z(Φ)G,

donde Φ : BG → B es el pseudofuntor de olvido. Cuando se aplica esta equivalencia a CMod , se
recupera el siguiente resultado de [15]:

Teorema 0.0.3. [15, Thm. 3.5] Si D = ⊕g∈GCg es una categoría tensorial �elmente graduada,
con C = C1. Existe una acción del grupo G sobre el centro relativo ZC(D) y una equivalencia
monoidal

Z(D) ' ZC(D)G.

`

El contenido de esta Tesis está organizado de la siguiente manera:

• En el Capítulo 1 se introducen las nociones básicas de la Teoría de categorías tensoriales
�nitas. Se de�nen categoría, categoría Abeliana k-lineal, categoría monoidal y categoría
tensorial �nita. Se presentan también las representaciones de categorías tensoriales y las
categorías tensoriales graduadas.

Todos los resultados expuestos en este capítulo son necesarios para el desarrollo de los
resultados de la Tesis y se pueden encontrar en [7] y [28].

• En el Capítulo 2 se de�ne la acción de un grupo G sobre una categoría monoidal C y se
describe la correspondiente categoría equivariante. A la categoría C se la llama G-categoría.
Además, se presentan ejemplos de acción y se prueba un teorema de coherencia, el cual
reduce el tratamiento de acciones generales a acciones estrictas.

Los resultados de este capítulo se encuentran en el trabajo [14].
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• En el Capítulo 3 se desarrollan los conceptos básicos de la Teoría de 2-categoría. Se de�ne
la noción de centro de una 2-categoría como una generalización del centro de categorías
monoidales, y se establece una relación entre dicho centro y el centro relativo de categorías
G-graduadas.

Sobre la Teoría de 2-categorías ver [21], [22], [2] y [17].

• En el Capítulo 4 se de�ne la acción de un grupo sobre una 2-categoría y se prueba el teorema
de coherencia para dicha acción. Se construye la correspondiente equivariantización, y se
desarrolla un ejemplo proveniente de las categorías tensoriales graduadas. Finalmente, se
prueba que el centro de la 2-categoría equivariante es monoidalmente equivalente a la
equivariantización de un centro relativo.

Este capítulo contiene los resultados originales de esta Tesis, los cuales se pueden encontrar
en [3]. El trabajo fue publicado en la revista Manuscripta Mathematica.
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Capítulo 1

Categorías tensoriales �nitas

En el presente capítulo se recopilan las de�niciones y los teoremas principales sobre la Teoría
de categorías tensoriales �nitas necesarios para el desarrollo posterior de los resultados de esta
Tesis. Para profundizar más sobre el tema ver [7] y [28].

1.1. Nociones básicas de categorías

La Teoría de categorías es un área de la matemática que trata de abstraer, uni�car y formalizar
diversas estructuras matemáticas en una sola mediante el uso de diagramas de �echas. Fue
introducida en el año 1945 por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en un trabajo [12] sobre
topología algebraica.

A continuación se presenta la de�nición, se listan algunas propiedades y se exhiben numerosos
ejemplos.

De�nición 1.1.1. Una categoría C consiste en:

• una clase de objetos Obj (C);

• para cada par de objetos X,Y ∈ Obj (C), una clase de �echas o mor�smos HomC(X,Y ),

un mor�smo en HomC(X,Y ) se denota por f : X → Y o por X
f−−→ Y ;

• para cada objeto X ∈ Obj (C), un mor�smo distinguido en HomC(X,X) denotado por idX
y llamado la identidad de X;

• para todo X,Y, Z ∈ Obj (C), una aplicación

◦ : HomC(Y,Z)×HomC(X,Y )→ HomC(X,Z),

(f, g) 7→ f ◦ g = fg,

llamada la composición, tal que:

Unitariedad: para todo f ∈ HomC(X,Y ),

id Y ◦ f = f = f ◦ idX ;

Asociatividad: para todo f ∈ HomC(X,Y ), h ∈ HomC(Y, Z), g ∈ HomC(U,X),

h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g.

17



18 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES FINITAS

Figura 1.1: Diagrama en una categoría: X,Y, Z representan objetos de la categoría y f, g repre-
sentan mor�smos de la categoría.

De�nición 1.1.2. Sea C una categoría, X,Y ∈ Obj (C) y f : X → Y un mor�smo en C. Se
dice que f es un isomor�smo si existe un mor�smo en C, g : Y → X, tal que f ◦ g = id Y y
g ◦ f = idX .

Toda estructura matemática se relaciona con su misma especie vía mor�smos. Los mor�smos
que relacionan categorías se llaman funtores.

De�nición 1.1.3. Sean C,D dos categorías, un funtor F : C → D consiste de:

• una aplicación F : Obj (C) → Obj (D), que asigna a cada objeto X de C un objeto F (X)
de D;

• para cada par de objetosX,Y ∈ Obj (C), una función F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y )),
que asigna a cada mor�smo f : X → Y un mor�smo F (f) : F (X)→ F (Y ),

tal que:
F (idX) = id F (X), F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g),

para todo objeto X ∈ Obj (C) y todo par de mor�smos f, g de C que se puedan componer.

El estudio de las categorías, al igual que de cualquier estructura matemática, requiere de
un profundo análisis de sus mor�smos. Para entender a los funtores hace falta introducir a los
mor�smos de funtores, las transformaciones naturales.

De�nición 1.1.4. Sean F,G : C → D funtores, una transformación natural µ : F → G es una
colección de mor�smos {µX : F (X)→ G(X) : X ∈ Obj (C)} tal que para todo X,Y ∈ Obj (C) y
todo mor�smo f : X → Y , el siguiente diagrama conmuta

F (X)

F (f)
��

µX // G(X)

G(f)

��
F (Y )

µY // G(Y ).

Se dice que una transformación natural µ : F → G es un isomor�smo natural si para todo
X ∈ Obj (C) los mor�smos µX : F (X)→ G(X) son isomor�smos. En este caso se dice que F es
equivalente a G y se denota por F ∼ G.

De�nición 1.1.5. Sea C una categoría. Una subcategoría D de C consiste en una subclase Obj (D)
de Obj (C), y para cada X,Y ∈ Obj (D) una subclase HomD(X,Y ) de HomC(X,Y ) tal que:

• si f ∈ HomD(Z, Y ) y g ∈ HomD(X,Z), entonces f ◦ g ∈ HomD(X,Y );

• idX ∈ HomD(X,X), para todo X ∈ Obj (D).
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La subcategoría D se dice plena si para todo X,Y ∈ Obj (D) se tiene que HomD(X,Y ) =
HomC(X,Y ).

De�nición 1.1.6. Sean C, D, E categorías y H : C → D, F : D → E funtores. Se de�ne el
funtor F ◦H : C → E de la siguiente manera: F ◦H(X) = F (H(X)), para todo X ∈ Obj (C). Si
X,Y ∈ Obj (C) y f : X → Y es una �echa en C, entonces (F ◦H)(f) = F (H(f)).

De�nición 1.1.7. Sean C y D dos categorías, F,G,H : C → D tres funtores y µ : F → G, ν :
G→ H dos transformaciones naturales. Se de�ne la composición vertical de las transformaciones
naturales µ, ν como:

ν ◦ µ : F → H

(ν ◦ µ)X = νX ◦ µX , para todo X ∈ Obj (C).

De�nición 1.1.8. Sean C, D, E categorías, F,G : C → D, J,H : D → E funtores y η : F → G, ν :
J → H transformaciones naturales. Se de�ne la composición horizontal de las transformaciones
naturales η, ν como:

ν ◦ η : J ◦ F → H ◦G

(ν ◦ η)X = νG(X) ◦ J(ηX),

para todo X ∈ Obj (C).

Observación 1.1.9. La composición vertical y la horizontal de transformaciones naturales es
una transformación natural.

De�nición 1.1.10. Se dice que dos categorías C y D son equivalentes, y se denota C ' D, si
existen funtores F : C → D, G : D → C tales que F ◦G ∼ IdD, G ◦ F ∼ Id C .

A continuación se presentan algunos ejemplos de categorías y funtores.

Ejemplos de categorías

• La categoría unidad es la categoría que posee un único objeto y una única �echa.

• La categoría Set es la categoría cuyos objetos son los conjuntos y los mor�smos las funciones
de conjuntos. Para cada conjunto X el mor�smo idX es la identidad de X. La composición
de mor�smos es la composición de funciones.

• La categoría Grp es aquella categoría cuyos objetos son los grupos y las �echas los mor�smos
de grupos.

• La categoría Ab es la subcategoría plena de Grp que consiste en grupos Abelianos.

• La categoría Top es aquella cuyos objetos son los espacios topológicos y los mor�smos las
funciones continuas.

• Si k es un cuerpo, denotaremos por Vect k a la categoría cuyos objetos son los espacios
vectoriales y los mor�smos las transformaciones lineales. Se denota por vect k a la subca-
tegoría plena de Vect k cuyos objetos son los espacios vectoriales de dimensión �nita sobre
k.

• Si R es un anillo, se denota por RMod (respectivamente ModR) a la categoría cuyos
objetos son los R-módulos a izquierda (respectivamente a derecha). Los mor�smos son los
mor�smos de R-módulos.
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• Si R es un anillo, se denota por RModR a la categoría cuyos objetos son los R-bimódulos.

• Si A es una k-álgebra, se denota por AMod , respectivamente ModA, a la categoría cuyos
objetos son los espacios vectoriales munidos de una acción lineal que los hace A-módulos a
izquierda, respectivamente a derecha. Las categorías Am,mA son las subcategorías plenas
de AMod , respectivamente ModA, que consisten en aquellos módulos de dimensión �nita
sobre k. Análogamente se de�nen las categorías AModA y AmA.

• Sea A un álgebra asociativa con unidad. La categoría A es aquella categoría con un único
objeto. Los mor�smos son los elementos de A. La composición es el producto de A.

• Si C es una categoría, vamos a denotar por Cop a la categoría cuyos objetos son los
mismos que los objetos de C y tal que para cada X,Y ∈ Obj (C), el espacio de mor�s-
mos HomCop(X,Y ) = HomC(Y,X). Si f ∈ HomCop(X,Y ) y g ∈ HomCop(Y,Z), es decir
f : Y → X y g : Z → Y , entonces la composición en Cop está dada por

g ◦op f = f ◦ g.

La categoría Cop se llama la categoría opuesta de C.

• Si C,D son dos categorías, vamos a denotar por C × D a la categoría cuyos objetos son
pares (X,Y ) donde X ∈ Obj (C), Y ∈ Obj (D). Si (X,Y ), (X ′, Y ′) son dos objetos entonces
HomC×D((X,Y ), (X ′, Y ′)) = (HomC(X,X

′),HomD(Y, Y ′)).

• Sean C y D categorías, se de�ne la categoría Fun(C,D) cuyos objetos son los funtores de
C en D, las �echas las transformaciones naturales y la composición la composición vertical
de transformaciones naturales. Se denota Fun(C, C) = End(C).

• Una categoría C se dice pequeña si Obj (C) es un conjunto, y para todo A,B ∈ Obj (C),
HomC(A,B) también es un conjunto.

• La categoría cat es la categoría cuyos objetos son las categorías pequeñas y los mor�smos
los funtores.

Ejemplos de funtores

• Sea C una categoría y D una subcategoría de C, se tiene el funtor inclusión i : D → C.

• Sea F : Grp → Set el funtor dado por F (G) = G y F (f) = f para todo grupo G y todo
mor�smo f . Al funtor F se lo llama el funtor de olvido, porque se está �olvidando� de la
estructura de grupo.

• Sea k un cuerpo y A una k-álgebra. Otro funtor de olvido es el funtor F : AMod → Vect k,
que se olvida de la estructura de A-módulo.

• Sea C una categoría pequeña y X ∈ Obj (C). Existen funtores

LX , : C → Set, GX : Cop → Set

de�nidos como sigue. Si Y ∈ Obj (C) entonces

LX(Y ) = HomC(X,Y ), GX(Y ) = HomC(Y,X).

Además si f : Y → Z es una función, entonces

LX(f) : HomC(X,Y )→ HomC(X,Z)



1.1. NOCIONES BÁSICAS DE CATEGORÍAS 21

LX(f)(α) = f ◦ α,

para todo α ∈ HomC(X,Y ) y

GX(f) : HomC(Z,X)→ HomC(Y,X)

GX(f)(β) = β ◦ f

para todo β ∈ HomC(Z,X). Se dice que el funtor LX está representado por X. También se
puede considerar el funtor

HomC(−,−) : Cop × C → Set.

Otra característica importante de la teoría de categorías es la posibilidad de trabajar sin las
nociones de elementos y pertenencia:

De�nición 1.1.11. Sea C una categoría, X,Y ∈ Obj (C) y f : X → Y un mor�smo en C.

• El objeto X se dice isomorfo a Y si existe un isomor�smo f : X → Y , en tal caso se denota
X ' Y .

• Se dice que f es un monomor�smo si para todo par de mor�smos g, h : Z → X tales que
f ◦ g = f ◦ h, se tiene que g = h.

• Se dice que f es un epimor�smo si para todo par de mor�smos g, h : Z → X tales que
g ◦ f = h ◦ f , se tiene que g = h.

De�nición 1.1.12. Sea C una categoría e Y un objeto de C.

• Un subobjeto de Y es un objeto X junto con un monomor�smo ι : X → Y . Se denota
X ⊆ Y .

• Un cociente de Y es un objeto Z junto con un epimor�smo p : Y → Z.

• Un subcociente de Y es un cociente de un subobjeto de Y .

De�nición 1.1.13. Un funtor F : C → D se dice �el, respectivamente pleno, si para todo par
de objetos X,Y de C la aplicación

F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y )),

es inyectiva, respectivamente suryectiva. El funtor F se dice denso o esencialmente suryectivo si
para todo objeto Z ∈ D existe un objeto X de C tal que F (X) ' Z.

Teorema 1.1.14. [1, Theorem 1.4] Dos categorías C y D son equivalentes si y sólo si existe un
funtor pleno, �el y denso F : C → D. `

De�nición 1.1.15. Una categorías C se dice esquelética si cada vez que X,Y ∈ Obj (C) son
tales que X w Y , entonces X = Y .

Observación 1.1.16. Toda categoría es equivalente a una categoría esquelética.

A continuación se enuncia y demuestra uno de los lemas más importantes y útiles de la Teoría
de categorías, el Lema de Yoneda.
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Lema 1.1.17 (Yoneda). Sea F : C → Set un funtor, X ∈ C y LX el funtor del ejemplo 1.1. El
conjunto de transformaciones naturales de LX a F (denotado por Nat(LX , F )) está en biyección
con el conjunto F (X) vía la función

φ : Nat(LX , F )→ F (X), φ(ν) = νX(idX).

Demostración. Una transformación natural ν ∈ Nat(LX , F ) es una colección de mor�smos {νY :
Hom(X,Y ) → F (Y ) : Y ∈ C} tal que para todo Z, Y ∈ C y para todo mor�smo f : Z → Y se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

HomC(X,Z)

LX(f)

��

νZ // F (Z)

F (f)

��
HomC(X,Y )

νY // F (Y )

En particular, si se toman Z = X y f : X → Y cualquier función, se tiene que

νY ◦ LX(f) = F (f) ◦ νX ,

y aplicando esta identidad a idX y usando que LX(f)(idX) = f , se obtiene que

νY (f) = F (f) ◦ νX(idX).

Luego, se de�ne ψ : F (X)→ Nat(LX , F ) la función dada por

ψ(x) : LX → F, ψ(x)Y (f) = F (f)(x),

para todo x ∈ F (X), f ∈ HomC(X,Y ), Y ∈ C. Claramente la función ψ es inversa de φ, lo que
prueba el lema. `

1.2. Categorías Abelianas k-lineales

En esta sección se introducen las categorías Abelianas k-lineales y se listan algunos ejemplos.
Se enuncia el Teorema de Jordan-Hölder, para luego de�nir categorías Abelianas k-lineales �nitas.

De ahora en adelante k denota un cuerpo algebraicamente cerrado.

De�nición 1.2.1. Sea C una categoría. Un objeto Z ∈ C se dice objeto cero u objeto nulo si para
todo X ∈ C existen únicos mor�smos φX : X → Z, ψX : Z → X. Es decir, HomC(X,Z) = {φX}
y HomC(Z,X) = {ψX}, para todo X ∈ C.

De�nición 1.2.2. Sea C una categoría con objeto cero. Para todo X,Y ∈ Obj (C) se de�ne el
mor�smo nulo como 0XY : X → Y , 0XY = ψY ◦φX . A los �nes de simpli�car la notación escribimos
0XY = 0.

De�nición 1.2.3. Sea C una categoría con objeto cero, X,Y ∈ Obj (C) y f ∈ HomC(X,Y ).

• Un núcleo de f es un objeto Ker f ∈ Obj (C) y un mor�smo k : Ker f → X tal que

f ◦ k = 0Ker fY . Además es universal con respecto a esta propiedad; es decir si k′ : K ′ → X
es otro mor�smo en C tal que f◦k′ = 0K

′
Y , entonces existe un único mor�smo u : K ′ → Ker f

tal que k ◦ u = k′.
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• Un conúcleo de f es un objeto Coker f y un mor�smo q : Y → Coker f tal que q ◦ f =
0XCoker f y es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, si q′ : Y → Q es otro

mor�smo tal que q′ ◦ f = 0XQ entonces existe un único mor�smo u : Coker f → Q tal que
q′ = u ◦ q.

• Sea f : X → Y un monomor�smo (X ⊆ Y ), se de�ne el objeto cociente Y/X como el
conúcleo de f , es decir Y/X = Coker f .

De�nición 1.2.4. Una categoría C se dice preaditiva si satisface las siguientes condiciones:

• C posee objeto cero;

• para cada par de objetos X,Y de C el conjunto HomC(X,Y ) es un grupo Abeliano;

• la composición de mor�smos es bilineal, es decir, para todo f, f ′ : X → Y , g, g′ : Y → Z
se tiene que

g ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′, (g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f.

De�nición 1.2.5. Sea C una categoría preaditiva y X1, X2 dos objetos de C. Una suma directa

de X1, X2 es una colección (Z, p1, p2, i1, i2) tal que

• Z es un objeto de C;

• pj : Z → Xi, ij : Xj → Z, j = 1, 2 son mor�smos;

• se satisface que

p1 ◦ i1 = idX1 , p2 ◦ i2 = idX2 , i1 ◦ p1 + i2 ◦ p2 = id Z .

Se denota Z = X1 ⊕X2.

De�nición 1.2.6. Una categoría preaditiva se dice aditiva si todo par de objetos posee una
suma directa.

Lema 1.2.7. Sea C una categoría aditiva y X1, X2, Y objetos de C. Existen isomor�smos natu-
rales de grupos Abelianos

HomC(X1 ⊕X2, Y ) ' HomC(X1, Y )⊕HomC(X2, Y ),

HomC(Y,X1 ⊕X2) ' HomC(Y,X1)⊕HomC(Y,X2).

Demostración. De�nimos los mor�smos

φ : HomC(X1 ⊕X2, Y )→ HomC(X1, Y )⊕HomC(X2, Y ),

φ(α) = (α ◦ i1, α ◦ i2).

ψ : HomC(X1, Y )⊕HomC(X2, Y )→ HomC(X1 ⊕X2, Y ),

ψ(f1, f2) = f1 ◦ p1 + f2 ◦ p2.

Es inmediato demostrar que ambas funciones son mor�smos de grupos, uno el inverso del otro y
que además son mor�smos naturales. `

Observación 1.2.8. Sea C una categoría aditiva y X1, X2, Y1, Y2 objetos de C. Existe un iso-
mor�smo natural de grupos Abelianos

η : HomC(X1, Y1)⊕HomC(X2, Y2)→ HomC(X1 ⊕X2, Y1 ⊕ Y2). (1.2.9)

Se denota η(f, g) = f ⊕ g.
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Ejemplos de categorías aditivas

• Dado un anillo R, las categorías RM,MR y RMR son aditivas.

• Si A es un álgebra entonces la suma de A induce una estructura aditiva en la categoría A.

• La categoría Ab es aditiva.

• Si C,D son categorías, donde D es aditiva, entonces la categoría Fun(C,D) es una categoría
aditiva.

• Si C,D son categorías aditivas entonces C × D es aditiva.

De�nición 1.2.10. Sean C,D dos categorías aditivas. Un funtor F : C → D se dice aditivo si
para todo par de mor�smos f, g : X → Y en C se tiene que

F (f + g) = F (f) + F (g).

Observación 1.2.11. Si F : C → D es un funtor aditivo entonces para todo par de objetos X,Y
de C se tiene que F (X ⊕ Y ) ' F (X)⊕ F (Y ).

De�nición 1.2.12. Sean C,D categorías aditivas. Un funtor F : C → D aditivo se dice exacto

a izquierda si para todo mor�smo f : X → Y , Ker (F (f)) = F (Ker f). Se dice que F es exacto
a derecha si para todo mor�smo f : X → Y , Coker (F (f)) = F (Coker f). El funtor F se dice
exacto si es exacto a izquierda y a derecha.

De�nición 1.2.13. Sean C,D dos categorías aditivas y F,G : C → D funtores aditivos. Una
transformación natural µ : F → G se dice aditiva si µX ⊕ µY = µX⊕Y , para todo X,Y ∈ C.

De�nición 1.2.14. Sea C una categoría aditiva.

• Un objeto S ∈ Obj (C) distinto de cero se dice simple si todos sus subobjetos son isomorfos
a 0 o a S.

• Un objeto se dice semisimple si es suma directa de objetos simples.

• La categoría C se dice semisimple si todo objeto de C es semisimple.

De�nición 1.2.15. Una categoría C se dice Abeliana si satisface las siguientes condiciones:

• C es una categoría aditiva;

• todo mor�smo en C posee núcleos y conúcleos;

• todo monomor�smo es un núcleo y todo epimor�smo es un conúcleo.

Las categorías Abelianas surgieron en la década de 1950 de la mano de Alexander Grothen-
dieck como medio para uni�car varias teorías de la cohomología. Un par de años antes habían
sido de�nidas independientemente por David Buchsbaum bajo el nombre de categorías exactas.



1.2. CATEGORÍAS ABELIANAS k-LINEALES 25

Ejemplos de categorías Abelianas

• La categoría Ab de grupos Abelianos es una categoría Abeliana.

• Si R es un anillo, entonces las categorías RM,MR,Rm,mR son Abelianas.

• Si A y D son categorías Abelianas, entonces la categoría de funtores aditivos de D a A
(denotada por Fun(D,A)) es Abeliana.

• Si C,D son categorías Abelianas entonces Cop y C × D son Abelianas.

• Toda categoría semisimple es Abeliana.

Notación 1.2.16. Si C,D son categorías Abelianas, se denota a C × D como C ⊕ D.

De�nición 1.2.17. Sea A una categoría Abeliana. Una subcategoría Abeliana D de A es una
subcategoría de A que es en sí misma una categoría Abeliana y el funtor inclusión i : D → A es
exacto.

De�nición 1.2.18. Una categoría aditiva C se dice k-lineal si HomC(X,Y ) es un k-espacio
vectorial para todo par de objetos X,Y y la composición es k-bilineal.

De�nición 1.2.19. Sean C,D dos categorías aditiva k-lineales. Un funtor F : C → D se dice
k-lineal si es aditivo y para todo mor�smo f : X → Y en C y k ∈ k se tiene que

F (kf) = kF (f).

De�nición 1.2.20. Sean C,D dos categorías aditivas k-lineales y F,G : C → D funtores k-
lineales. Una transformación natural µ : F → G se dice k-lineal si es aditiva.

De�nición 1.2.21. Sea C una categoría.

• Un objeto P ∈ Obj (C) se dice proyectivo si para todo epimor�smo π : M → N de C y para
todo f : P → N existe un mor�smo g : P →M que hace que el diagrama

P
g

~~

f

  
M

π // N

sea conmutativo.

• Un objeto Q ∈ Obj (C) se dice inyectivo si para todo monomor�smo ι : M → N de C y
para todo f : M → Q existe un mor�smo g : N → Q que hace que el diagrama

M
ι //

f

  

N
g

��
Q

sea conmutativo.

De�nición 1.2.22. Sea C una categoría.

• Un mor�smo f : M → N en C se dice esencial si es un epimor�smo y para todo mor�smo
g : L→M tal que f ◦ g es epimor�smo entonces g es epimor�smo.



26 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES FINITAS

• Un cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P → M es
esencial y P es un objeto proyectivo.

De�nición 1.2.23. Sea C una categoría Abeliana y X un objeto de C. Una serie de composición

o serie de Jordan-Hölder de X es una serie de subobjetos

0 = Xn ⊆ Xn−1 ⊆ · · · ⊆ X1 ⊆ X0 = X

tal que los objetos Xi/Xi−1 son simples para todo i = 0, . . . , n− 1. Los objetos simples Xi/Xi−1

se llaman los factores de composición de X y n se dice que es la longitud de la serie.

Teorema 1.2.24 (Jordan-Hölder). Sea C una categoría Abeliana y X un objeto de C. Toda serie
de Jordan-Hölder de X tiene la misma longitud. `

De�nición 1.2.25. Sea C una categoría Abeliana y X un objeto de C. Si X posee una serie de
Jordan-Hölder de longitud n se dice entonces que X es de longitud �nita y n es su longitud.

De�nición 1.2.26. Una categoría Abeliana k-lineal C se dice �nita si satisface las siguientes
condiciones:

• todo objeto de C posee longitud �nita;

• dimk(HomC(X,Y )) <∞, para todo X,Y ∈ C;

• todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo;

• la cantidad de clases de isomor�smos de objetos simples es �nita.

1.3. Categorías monoidales

La teoría de categorías se puede pensar como una �categori�cación� del álgebra ordinaria.
En este sentido, la categoría es una categori�cación de la noción de conjunto, la categoría Abe-
liana es una categori�cación de la noción de grupo Abeliano, y la categoría monoidal es una
categori�cación de la noción de monoide.

A continuación se presenta la de�nición de categoría monoidal, la cual fue introducida en
la década de 1960 en trabajos de Mac Lane y Benabou. Además, se de�ne categoría monoidal
rígida, y por último, se introduce la noción de centro de una categoría monoidal.

De�nición 1.3.1. Una categoría monoidal es una colección C = (C,⊗, a, r, l,1), donde

• C es una categoría, 1 ∈ Obj (C);

• ⊗ : C × C → C es un bifuntor, llamado el producto tensorial o monoidal ;

• {aX,Y,Z : (X⊗Y )⊗Z → X⊗ (Y ⊗Z)}, {rX : X⊗1→ X : X ∈ Obj (C)}, y {lX : 1⊗X →
X : X ∈ Obj (C)} son isomor�smos naturales, llamados isomor�smos de asociatividad y
unidad, respectivamente;

tales que para todo X,Y, Z ∈ Obj (C), los siguientes diagramas conmutan:
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Axioma del pentágono:

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W
aX,Y,Z⊗id

tt

aX⊗Y,Z,W

**
(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W

aX,Y⊗Z,W
��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

aX,Y,Z⊗W
��

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W )
id⊗aY,Z,W // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

Axioma del triángulo:

(X ⊗ 1)⊗W
aX,1,W //

rX⊗id

''

X ⊗ (1⊗W )
id⊗lW

ww
X ⊗W.

De�nición 1.3.2. Una categoría monoidal C se dice estricta si para todo X,Y, Z ∈ Obj (C),

(X ⊗ Y )⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z), 1⊗X = X = X⊗1,

y los isomor�smos de asociatividad y unidad son las identidades.

Ejemplos de categorías monoidales

• La categoría de conjuntos Set es monoidal. El producto tensorial × : Set×Set→ Set es el
producto cartesiano. El objeto unidad 1 = {∗} es el conjunto con un único elemento. Los
mor�smos de asociatividad son los canónicos. Para cualquier conjunto X los isomor�smos
lX : 1×X → X, rX : X × 1→ X están dados por

lX(∗, x) = x, rX(x, ∗) = x,

para todo x ∈ X.

• Toda categoría aditiva es monoidal considerando el producto tensorial dado por la suma
directa y el objeto unidad el objeto cero de la categoría.

• Sea k un cuerpo, la categoría Vect k es monoidal con producto tensorial ⊗ : Vect k ×
Vect k → Vect k dado por el producto tensorial sobre el cuerpo de base ⊗k. El mor�smo
de asociatividad es el canónico, es decir: si X,Y, Z son k-espacios vectoriales, x ∈ X, y ∈
Y, z ∈ Z entonces

aX,Y,Z : (X⊗kY )⊗kZ → X⊗k(Y⊗kZ), aX,Y,Z((x⊗y)⊗z) = x⊗(y⊗z).

El objeto unidad es el cuerpo k, y los isomor�smos V⊗k ' V ' k⊗V son los canónicos.
La categoría vect k es monoidal con la misma estructura de Vect k.

• Sea R un anillo. La categoría de R-bimódulos RModR es monoidal. El producto tensorial
es ⊗R, el objeto unidad es R con las acciones regulares a derecha e izquierda.

• Si C es una categoría, la categoría de endofuntores End(C) es monoidal estricta con producto
tensorial dado por la composición de funtores. El objeto unidad es el funtor identidad,
los mor�smos de asociatividad son las igualdades. La composición de transformaciones
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naturales es la composición vertical y el producto tensorial de transformaciones naturales
es la composición horizontal. Es decir, si F, F ′, G,G′ ∈ End(C) y η : F → G,µ : F ′ → G′

son trasformaciones naturales, entonces η⊗µ : F ◦F ′ → G◦G′ es la transformación natural
dada por

(η⊗µ)X : F (F ′(X))→ G(G′(X)), (η⊗µ)X = G(µX) ◦ ηF ′(X),

para todo X ∈ Obj (C). La subcategoría plena de funtores exactos Ende(C) hereda una
estructura monoidal.

• Sea (C,⊗, a, r, l,1) una categoría monoidal. Se denota por

Crev = (Crev,⊗rev, arev, rrev, lrev,1rev)

a la siguiente categoría monoidal. Como categoría Crev = C. El producto tensorial ⊗rev :
C × C → C, X ⊗rev Y = Y⊗X, para todo X,Y ∈ C. Si X,Y, Z ∈ C entonces

arev
X,Y,Z : Z⊗(Y⊗X)→ (Z⊗Y )⊗X, arev

X,Y,Z = a−1
Z,Y,X ;

rrev
X = lX , lrev

X = rX , 1rev = 1.

• Sea k un cuerpo, A un grupo Abeliano �nito, χ : A × A → k un bicaracter simétrico no
degenerado y τ una raíz cuadrada de 1

|A| . La categoría T Y (A,χ, τ) es por de�nición la
categoría semisimple esquelética cuyos objetos son sumas directas �nitas de elementos de
S := A t {m}. Los mor�smos entre elementos de S están dados por

Hom(s, t) =

{
k id s si s = t,

0 en otro caso.

El producto tensorial de dos elementos de S está dado por:

a⊗ b = ab, a⊗m = m = m⊗ a, m⊗m =
⊕
x∈A

x (a, b ∈ A).

El objeto unidad es 1 ∈ A. Los isomor�smos de unidad a derecha e izquierda son las
identidades. El isomor�smo de asociatividad α está determinado por:

αa,m,b = χ(a, b) idm : m→ m;

αm,a,m :
⊕
x∈A

x→
⊕
y∈A

y, (αm,a,m)x,y = χ(a, x)δx,yid x;

αm,m,m :
⊕
x∈A

m→
⊕
y∈A

m, (αm,m,m)x,y = τ χ(x, y)−1 idm;

para todo a, b ∈ A. El resto de las asociatividades son las identidades. Notar que aquí se
denota por (αm,a,m)x,y a la componente homogénea que sale de x y llega a y. A la categoría
T Y (A,χ, τ) se la conoce como la categoría de Tambara-Yamagami. Ver [39].

• Sea G un grupo, se denota por G a la categoría monoidal cuyos objetos son los elementos
de G, las �echas las identidades y el producto tensorial es el producto de G.

• Si C y D son categorías monoidales, entonces C × D es una categoría monoidal.
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• Sea G un grupo �nito y sea ω ∈ Z3(G,k×) un 3-cociclo normalizado, esto es, para todo
a, b, c, d ∈ G, ω(a, 1, b) = 1 y

ω(a, b, c)ω(a, bc, d)ω(b, c, d) = ω(ab, c, d)ω(a, b, cd).

Se denota por C(G,ω) a la categoría monoidal de espacios vectoriales de dimensión �nita
G-graduados. Es decir, los objetos de C(G,ω) son los k-espacios vectoriales V de dimen-
sión �nita equipados de una G-graduación V =

⊕
g∈G Vg. Los mor�smos son las trans-

formaciones lineales que preservan la graduación. El producto monoidal está dado por: si
V =

⊕
g∈G Vg, y W =

⊕
g∈GWg son objetos en C(G,ω), entonces

V⊗W :=
⊕
g∈G

(V⊗W )g,

donde (V⊗W )g =
⊕

xy=g Vx⊗kWy. El objeto unidad es k concentrado en grado 1, la
identidad del grupo. El mor�smo de asociatividad está dado por el 3-cociclo ω, es decir,
aUVW : (U⊗V )⊗W → U⊗(V⊗W ) es

aUVW ((u⊗v)⊗w) = ω(g, h, f) u⊗(v⊗w),

donde u ∈ Ug, v ∈ Vh, w ∈ Wf , g, h, f ∈ G. Los isomor�smos de unidad a derecha e
izquierda lX : k⊗X → X, rX : X⊗k→ X son

lX(1⊗x) = ω(1, h, h−1) x, rX(x⊗1) = ω(h, 1, 1) x,

para todo x ∈ Xh.

• Sean k un cuerpo y G un grupo. Se denota por Repk(G), o simplemente por Rep(G), a la
categoría monoidal de representaciones de G sobre k. El producto monoidal está dada de
la siguiente manera: si ρV : G→ GL(V ) denota el mapa de la representación V , entonces

ρV⊗W (g) = ρV (g)⊗ ρW (g).

El objeto unidad de la categoría es la representación trivial 1 = k.
Se denota por rep(G) a la categoría de representaciones de dimensión �nita de G.

• Más en general, si H es un álgebra de Hopf (ver Apéndice 5.1), entonces la categoría de H-
módulos o representaciones de H, Rep(H), y la categoría de representaciones de dimensión
�nita, rep(H), son categorías monoidales.

El producto tensorial ⊗ : Rep(H) × Rep(H) → Rep(H) es el producto tensorial sobre
el cuerpo de base ⊗k. Si V,W ∈ Rep(H), la estructura de H-módulo sobre V⊗kW es la
siguiente. Si v ∈ V,w ∈W , h ∈ H, entonces

h · (v⊗w) = h(1) · v⊗h(2) · w.

Los mor�smos de asociatividad son los mismos que en la categoría Vect k, y son de H-
módulos pues: si X,Y, Z son H-módulos, x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z entonces

aX,Y,Z(h · ((x⊗y)⊗z)) = aX,Y,Z(h(1) · (x⊗y)⊗h(2) · z))
= aX,Y,Z((h(1)(1) · x⊗h(1)(2) · y)⊗h(2) · z))
= h(1)(1) · x⊗(h(1)(2) · y⊗h(2) · z)
= h(1) · x⊗(h(2)(1) · y⊗h(2)(2) · z)
= h · aX,Y,Z((x⊗y)⊗z).
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La cuarta igualdad sigue de la coasociatividad del coproducto de H. El objeto unidad es
el cuerpo de base k con acción de H dada por la counidad, es decir, si ε : H → k es la
counidad, h ∈ H,λ ∈ k, entonces h · λ = ε(h)λ. Los isomor�smos l y r son los mismos que
en la categoría Vect k.

De�nición 1.3.3. Dadas dos categorías monoidales C1, C2, un funtor monoidal entre ellas es
una terna F = (F, ζ, φ), donde:

• F : C1 → C2 es un funtor;

• ζX,Y : F (X)⊗F (Y ) → F (X⊗Y ), es una familia de isomor�smos naturales para todo
X,Y ∈ Obj (C1);

• φ : 1→ F (1) es un isomor�smo;

tales que valen las siguientes igualdades:

ζX,Y⊗Z(id F (X)⊗ζY,Z)aF (X),F (Y ),F (Z) = F (aX,Y,Z)ζX⊗Y,Z(ζX,Y⊗id F (Z)),

lF (X) = F (lX)ζ1,X(φ⊗id F (X)),

rF (X) = F (rX)ζX,1(id F (X)⊗φ),

para todo objeto X,Y, Z ∈ C1.

Un funtor monoidal (F, ζ, φ) se dice estricto si:

(i). F (1) = 1;

(ii). F (X)⊗F (Y ) = F (X⊗Y ), para todo X,Y ;

(iii). los isomor�smos ζ, φ son las identidades.

Un funtor monoidal (F, ζ, φ) se dice unitario si:

(i). F (1) = 1;

(ii). el isomor�smo φ es la identidad.

De�nición 1.3.4. Si (F, ζ, φ), (F ′, ζ ′, φ′) son funtores monoidales entre las categorías monoidales
C1, C2, una transformación natural monoidal θ : (F, ζ, φ) → (F ′, ζ ′, φ′) es una transformación
natural θ : F → F ′ tal que para cualquier X,Y ∈ C1 se satisface

θ1φ = φ′, θX⊗Y ζX,Y = ζ ′X,Y (θX⊗θY ).

Un isomor�smo monoidal natural es una transformación monoidal natural que es un isomor-
�smo natural.

Los funtores monoidales (F, ζ, φ) y (F ′, ζ ′, φ′) se dicen monoidalmente equivalentes si existe
θ : (F, ζ, φ)→ (F ′, ζ ′, φ′) isomor�smo monoidal natural.

De�nición 1.3.5. Sean C,D, E categorías monoidales y (F, ζ, φ) : C → D, (F ′, ζ ′, φ′) : D → E
funtores monoidales, entonces la composición de ellos es un funtor monoidal (F ′◦F, ξ, ψ) : C → E
de�nido por:

ξX,Y : (F ′ ◦ F )(X)⊗(F ′ ◦ F )(Y )→ (F ′ ◦ F )(X⊗Y ),

ξX,Y = F ′(ζX,Y )ζ ′F (X),F (Y ),

para todo X,Y ∈ D. Y ψ : 1→ F ′ ◦ F (1) dado por ψ = F ′(φ) ◦ φ′.
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Lema 1.3.6. La composición horizontal y vertical de transformaciones naturales monoidales es
nuevamente una transformación natural monoidal.

Demostración. Cálculo inmediato. `

De�nición 1.3.7. Sean C1 y C2 categorías monoidales. Se de�ne la categoría monoidal estricta
Fun⊗(C1, C2) donde:

• los objetos son funtores monoidales de C1 en C2,

• los mor�smos son transformaciones naturales monoidales y

• el producto monoidal es la composición.

Se denota End⊗(C1) = Fun⊗(C1, C1). Análogamente, se denotan Funu⊗(C1, C2) y Endu⊗(C1) las
categorías de funtores monoidales unitarios.

De�nición 1.3.8. Una equivalencia monoidal entre dos categorías monoidales C1, C2 es un fun-
tor monoidal (F, ζ, φ) : C1 → C2 tal que existe otro funtor monoidal (F ′, ζ ′, φ′) : C2 → C1 e
isomor�smos naturales monoidales θ1 : F ◦ F ′ → Id C2 , θ2 : F ′ ◦ F → Id C1 . Si existe tal funtor se
dice que C1 y C2 son monoidalmente equivalentes.

Proposición 1.3.9. [28] Toda categoría monoidal es monoidalmente equivalente a una categoría
monoidal esquelética. `

1.3.1. Categorías monoidales rígidas

De�nición 1.3.10. Sea (C,⊗, a, r, l,1) una categoría monoidal y X un objeto de C. Un dual a

derecha de X es un objeto X∗ munido de mor�smos

evX : X∗⊗X → 1, coevX : 1→ X⊗X∗,

llamados evaluación y coevaluación, respectivamente, tales que las composiciones

X
l−1
X−−−→ 1⊗X coevX⊗id−−−−−−−−→ (X⊗X∗)⊗X a−−→ X⊗(X∗⊗X) −→

id X⊗evX−−−−−−−−→ X⊗1 rX−−−→ X,

X∗
r−1
X∗−−−→ X∗⊗1 id⊗coevX−−−−−−−→ X∗⊗(X⊗X∗) a−1

−−−→ (X∗⊗X)⊗X∗ −→
evX⊗id−−−−−−−→ 1⊗X∗ lX∗−−−→ X∗

son las identidades. Análogamente, un dual a izquierda de X es un objeto ∗X munido de mor-
�smos

evX : X⊗∗X → 1, coevX : 1→ ∗X⊗X,
tal que las composiciones

X
r−1
X−−−→ X⊗1 id⊗coevX−−−−−−−→ X⊗(∗X⊗X)

a−1

−−−→(X⊗∗X)⊗X −→
evX⊗id−−−−−−→ 1⊗X lX−−→ X,

∗X
l−1
∗X−−−→ 1⊗∗X coevX⊗id−−−−−−−→ (∗X⊗X)⊗∗X a−→ ∗X⊗(X⊗∗X)

id⊗evX−−−−−−→ ∗X⊗1 r∗X−−−→ ∗X

son las identidades.

De�nición 1.3.11. Una categoría monoidal se dice rígida si todo objeto posee duales a derecha
y a izquierda.
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Ejemplos de categorías monoidales rígidas

• La categoría vect k de espacios vectoriales de dimensión �nita es rígida.

Sea V un k-espacio vectorial de dimensión �nita. Entonces ∗V = V ∗ = Homk(V,k) y los
mor�smos de evaluación y coevaluación son:

ev(f⊗v) = f(v), coev(1) =
n∑
i=1

vi⊗vi,

para todo f ∈ V ∗, v ∈ V . Aquí (vi)
n
i=1 es base de V y (vi)ni=1 es su base dual en V ∗.

Si V y W son espacios vectoriales de dimensión �nita y f : V →W es una transformación
lineas, se de�ne f∗ : W ∗ → V ∗ como f∗(p)(v) = p(f(v)), para p ∈W ∗, v ∈ V .

La categoría Vect k no es rígida.

• Si A es una k-álgebra semisimple, la categoría AmA de A-bimódulos de dimensión �nita es
rígida.

• Si C es una categoría Abeliana (k-lineal), la categoría de endofuntores exactos (k-lineales)
es rígida. Los funtores adjuntos son los duales.

• La categoría T Y (A,χ, τ) es rígida. El dual a derecha de un objeto a ∈ A es a∗ = a−1. Los
mor�smos de evaluación y coevaluación son las identidades

id 1 : 1→ a⊗a∗, id 1 : a∗⊗a→ 1.

El dual a derecha de m es m∗ = m. Los mor�smos de evaluación y coevaluación son

ι : 1→ m⊗m∗, evm : m∗⊗m→ 1,

donde ι es la inclusión canónica y evm = τ−1p, donde p : m∗⊗m → 1 es la proyección
canónica.

• La categoría C(G,ω) es una categoría monoidal rígida: si V ∈ C(G,ω), entonces V ∗ =
Homk(V,k) es el espacio vectorial dual con G-graduación (V ∗)g = (Vg−1)∗. La evaluación
y coevaluación están determinadas de la siguiente manera: si h, g ∈ G, f ∈ (Vh)∗, v ∈ Vg
entonces

evV (f⊗v) =

{
0 si h 6= g−1

ω(g, g−1, g)−1 si h = g−1

coevV (1) =
∑
g∈G

∑
i

vgi⊗f
g
i ,

donde (fgi ), (vgi ) son bases duales de Vg.

• Sean k un cuerpo y G un grupo. La categoría rep(G) de representaciones de dimensión
�nita de G es rígida: sea V una representación de dimensión �nita de G, la representación
dual V ∗ es el espacio vectorial dual con G-acción dada por

ρV ∗(g) = ρV (g−1)∗, g ∈ G.
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• Si H es un álgebra de Hopf con antípoda invertible (ver 5.1), entonces la categoría rep(H)
de H-módulos a izquierda de dimensión �nita es rígida. Para cada objeto X ∈ rep(H), el
dual a derecha X∗ es el espacio dual usual de X, con la acción de H dada por:

ρX∗(a) = ρX(S(a))∗, a ∈ H,

y los mor�smos de evaluación y coevaluación usuales de la categoría vect k. El dual a
izquierda ∗X es el espacio dual usual de X, con la acción de H dada por:

ρ∗X(a) = ρX(S−1(a))∗, a ∈ H,

y los mor�smos de evaluación y coevaluación usuales de la categoría vect k.

1.3.2. El centro de categorías monoidales

De�nición 1.3.12. Sea C una categoría monoidal estricta. El centro de C es la categoría Z(C)
que consiste de objetos (V, c−,V ) donde V es un objeto de C y cX,V : X⊗V → V⊗X es una
familia de isomor�smos naturales tales que para todo X,Y ∈ C

cX⊗Y,V = (cX,V⊗id Y )(idX⊗cY,V ). (1.3.13)

Si (V, c−,V ), (W, c−,W ) son objetos de Z(C) un mor�smo f : (V, c−,V ) → (W, c−,W ) es un mor-
�smo f : V →W en C tal que para todo X ∈ C

(f⊗idX)cX,V = cX,W (idX⊗f).

Teorema 1.3.14. Sea (C,⊗, a, r, l,1) una categoría monoidal estricta.

(i). Si C es Abeliana (k-lineal) entonces Z(C) es Abeliana (k-lineal).

(ii). El Z(C) es una categoría monoidal con unidad (1, l− ◦ r−), y si (V, c−,V ), (W, c−,W ) son
objetos de Z(C) el producto tensorial es

(V, c−,V )⊗(W, c−,W ) = (V⊗W, c−,V⊗W ), (1.3.15)

donde cX,V⊗W = (id V⊗cX,W )(cX,V⊗idW ), para todo X ∈ C.

Demostración. Se dará sólo la demostración de la segunda parte.
Veamos que el funtor dado por (1.3.15) está bien de�nido. Debemos demostrar que se satisface

(1.3.13), es decir, que se veri�ca

cX⊗Y,V⊗W = (cX,V⊗W⊗id Y )(idX⊗cY,V⊗W ),

para todo X,Y ∈ C.
Se tiene que cX⊗Y,V⊗W es igual a

= (id V⊗cX⊗Y,W )(cX⊗Y,V⊗idW )

= (id V⊗cX,W⊗id Y )(id V⊗idX⊗cY,W )(cX,V⊗id Y⊗idW )(idX⊗cY,V⊗idW )

= (id V⊗cX,W⊗id Y )(cX,V⊗idW⊗id Y )(idX⊗id V⊗cY,W )(idX⊗cY,V⊗idW )

= (cX,V⊗W⊗id Y )(idX⊗cY,V⊗W ).

La primera y la cuarta igualdad se deben a la de�nición de c−,V⊗W , la segunda igualdad se debe
a (1.3.13), y la tercera se debe a la naturalidad de ⊗. `
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1.4. Categorías tensoriales �nitas

En la presente sección se de�ne categoría tensorial �nita y se dan algunos ejemplos.

De�nición 1.4.1. • Una categoría multitensorial �nita sobre k es una categoría Abeliana,
k-lineal �nita, monoidal rígida tal que todos los funtores y transformaciones naturales
involucrados son k-lineales.

• Una categoría tensorial �nita sobre k es una categoría multitensorial �nita sobre k tal que
el objeto unidad es simple.

• Una categoría multifusión es una categoría multitensorial �nita semisimple. Cuando el
objeto unidad es simple se dice que es una categoría de fusión.

De�nición 1.4.2. Si C,D son categorías (multi)tensoriales �nitas, un funtor tensorial es un
funtor monoidal F : C → D k-lineal.

De�nición 1.4.3. Una subcategoría tensorial �nita de una categoría tensorial �nita C =
(C,⊗, a, r, l,1) es una subcategoría Abeliana, cerrada por el producto monoidal y que contie-
ne al 1.

Ejemplos de categorías tensoriales �nitas

• Sean k un cuerpo y G un grupo, entonces rep(G) es una categoría tensorial �nita. Más
en general, la categoría de representaciones de dimensión �nita de un álgebra de Hopf de
dimensión �nita (ver 5.1) es una categoría tensorial �nita. Ver [7].

• Si G un grupo �nito y ω ∈ Z3(G, k×) un 3-cociclo normalizado, entonces la categoría
C(G,ω) es una categoría tensorial �nita.

1.5. Representaciones de categorías tensoriales �nitas

Siguiendo con la idea de un diccionario entre la Teoría de categorías y el álgebra ordinaria,
la noción de categoría tensorial categori�ca la noción de anillo. De la misma manera, la noción
de representación o categoría módulo categori�ca la noción de módulo sobre un anillo.

En esta sección se de�ne categoría módulo y categoría bimódulo. Además, se introduce la
noción de centro relativo de categorías bimódulo y la noción de producto tensorial balanceado
de categorías módulo.

1.5.1. Categorías módulo y categorías bimódulo

Sea (C,⊗, a, r, l,1) una categoría tensorial �nita sobre k. A partir de ahora todos los funtores
serán k-lineales.

De�nición 1.5.1. Un C-módulo a izquierda, una representación a izquierda de C o una categoría
módulo a izquierda sobre C, es una colecciónM = (M,⊗,m, l) donde

• M es una categoría Abeliana k-lineal;

• ⊗ es un funtor exacto y k-lineal en cada variable ⊗ : C ×M→M;
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• {mX,Y,M : (X ⊗ Y )⊗M → X⊗(Y⊗M) : X,Y ∈ C,M ∈ M}, y {lM : 1⊗M → M : M ∈
M} son isomor�smos naturales tales que para todo X,Y, Z ∈ C y M ∈M

mX,Y,Z⊗M mX⊗Y,Z,M = (idX⊗mY,Z,M ) mX,Y⊗Z,M (aX,Y,Z⊗idM ), (1.5.2)

(idX⊗lM )mX,1,M = rX⊗idM .

Es decir que los siguientes diagramas son conmutativos:

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗M
aX,Y,Z⊗id

tt

mX⊗Y,Z,M

))
(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗M

mX,Y⊗Z,M
��

(X ⊗ Y )⊗(Z⊗M)

mX,Y,Z⊗M
��

X⊗((Y ⊗ Z)⊗M)
id⊗mY,Z,M // X⊗(Y⊗(Z⊗M))

y

(X ⊗ 1)⊗M
mX,1,Y //

rX⊗id

&&

X⊗(1⊗M)
id⊗lM

xx
X⊗M,

para todo X,Y, Z ∈ C y M ∈M.

El funtor ⊗ : C ×M→M se llama la acción de C enM.
Análogamente se de�neM = (M,⊗,m, r) C-módulo a derecha.

De�nición 1.5.3. Sean M y N dos C-módulos a izquierda. Un funtor de C-módulos entre M
y N es un par F = (F, c), donde F :M→ N es un funtor y cX,M : F (X⊗M) → X⊗F (M) es
una familia de isomor�smos naturales tales que

mX,Y,F (M)cX⊗Y,M = (idX⊗cY,M )cX,Y⊗MF (mX,Y,M ), (1.5.4)

lF (M)c1,M = F (lM ),

para todo X,Y ∈ C y para todo M ∈M.

De�nición 1.5.5. Sean (F, c), (G, d) :M→N dos funtores de C-módulos. Una transformación

natural de C-módulos es una transformación natural θ : F → G tal que el siguiente diagrama
conmuta para todo X ∈ C,M ∈M,

F (X⊗M)
θX⊗M−−−−→ G(X⊗M)

cX,M

y ydX,M
X⊗F (M) −−−−−−→

id X⊗θM
X⊗G(M).

Decimos que los funtores (F, c) y (G, d) son equivalentes como funtores de C-módulos, y se
denota (F, c) ' (G, d), si existe un isomor�smo natural θ : F → G que es de C-módulos.

Proposición 1.5.6. Sean (F, c) : M1 → M2 y (G, d) : M2 → M3 funtores de C-módulos.
La composición de ellos es un funtor de C-módulos dado por: (G ◦ F, b) : M1 → M3, donde
bX,M := dX,F (M)G(cX,M ), para todo X ∈ C,M ∈M1.
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Demostración. Hay que probar las siguientes igualdades:

mX,Y,G◦F (M) ◦ dX⊗Y,F (M) ◦G(cX⊗Y,M ) = (1.5.7)

(idX⊗dY,F (M)) ◦ (idX⊗G(cY,M )) ◦ dX,F (Y⊗M) ◦G(cX,Y⊗M ) ◦ (G ◦ F (mX,Y,M )),

lG◦F (M) ◦ d1,F (M) ◦G(c1,M ) = G ◦ F (lM ). (1.5.8)

Por ser d isomor�smo natural se tiene que

(idX⊗G(cY,M )) ◦ dX,F (Y⊗M) = dX,Y⊗F (M) ◦G(idX⊗cY,M ).

Luego, el lado derecho de 1.5.7 es igual a:

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G(idX⊗cY,M ) ◦G(cX,Y⊗M ) ◦ (G ◦ F (mX,Y,M )).

Ahora,

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G(idX⊗cY,M ) ◦G(cX,Y⊗M ) ◦ (G ◦ F (mX,Y,M )) =

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G((idX⊗cY,M ) ◦ cX,Y⊗M ◦ F (mX,Y,M )).

Por ser F funtor de módulos se tiene que

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G((idX⊗cY,M ) ◦ cX,Y⊗M ◦ F (mX,Y,M )) =

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G(mX,Y,F (M) ◦ cX⊗Y,M ) =

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G(mX,Y,F (M)) ◦G(cX⊗Y,M ).

Se usa a continuación el hecho de que G es funtor de módulos, y se obtiene:

(idX⊗dY,F (M)) ◦ dX,Y⊗F (M) ◦G(mX,Y,F (M)) ◦G(cX⊗Y,M ) =

mX,Y,G◦F (M) ◦ dX,Y,F (M) ◦G(cX⊗Y,M ).

Lo que concluye la prueba de la ecuación 1.5.7.
Notar que, por ser F funtor de módulos se tiene que

G(lF (M)) ◦G(c1,M ) = G ◦ F (lM ).

Pero G también es funtor de módulos, entonces

G(lF (M)) ◦G(c1,M ) = lG◦F (M) ◦ d1,F (M) ◦G(c1,M ).

Luego
lG◦F (M) ◦ d1,F (M) ◦G(c1,M ) = G ◦ F (lM ),

que es la ecuación 1.5.8. `

Lema 1.5.9. La composición horizontal y vertical de transformaciones naturales de C-módulos
es nuevamente una transformación natural de C-módulos.

Demostración. Cálculo inmediato. `

De�nición 1.5.10. Los C-módulosM,N se dicen equivalentes si existen funtores (F, c) :M→
N , (G, d) : N →M de C-módulos tales que (F, c) ◦ (G, d) ' Id , (G, d) ◦ (F, c) ' Id .
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De�nición 1.5.11. Una categoría módulo a izquierda M sobre C se dice exacta si para todo
objeto proyectivo P ∈ C y para todo M ∈M, el objeto P⊗M ∈M es proyectivo.

Notación 1.5.12. SeanM y N dos C-módulos, se denota por FunC(M,N ) a la categoría cuyos
objetos son los funtores de C-módulos deM a N y las �echas son las transformaciones naturales
de C-módulos. La composición de la categoría es la dada en la Proposición 1.5.6.

De�nición 1.5.13. Sean C y D categorías tensoriales �nitas. Un (C,D)-bimódulo, o una categoría
bimódulo sobre C y D es una categoríaM tal que :

• M = (M,⊗,m, l) es un C-módulo a izquierda;

• M = (M,⊗, n, r) es un D-módulo a derecha;

• existe una familia de isomor�smos naturales bX,M,Z : (X⊗M)⊗Z → X⊗(M⊗Z) (relación
de asociatividad media), tal que los diagramas:

((X ⊗ Y )⊗M)⊗Z
mX,Y,M⊗idZ

uu

bX⊗Y,M,Z

))
(X⊗(Y⊗M))⊗Z

bX,Y⊗M,Z
��

(X ⊗ Y )⊗(M⊗Z)

mX,Y,M⊗Z
��

X⊗((Y⊗M)⊗Z)
idX⊗bY,M,Z // X⊗(Y⊗(M⊗Z))

y
X⊗(M⊗(W⊗Z))

idX⊗nM,W,Z

uu
X⊗((M⊗W )⊗Z) (X⊗M)⊗(W ⊗ Z)

bX,M,W⊗Z
ii

nX⊗M,W,Z
��

(X⊗(M⊗W ))⊗Z

bX,M⊗W,Z

OO

((X⊗M)⊗W )⊗Z
bX,M,W⊗idZoo

conmutan para todo X,Y ∈ C, Z,W ∈ D y M ∈M.

Un (C, C)-bimódulo se dice C-bimódulo.

De�nición 1.5.14. Un bimódulo se dice exacto si es exacto como módulo a derecha y como
módulo a izquierda.

De�nición 1.5.15. Sean (M,⊗,m, l, b) y (N ,⊗, n, r, b′) dos (C,D)-bimódulos. Un funtor de
bimódulos F :M→ N es un funtor de C-módulos a izquierda (F, s) y de D-módulos a derecha
(F, t) tal que el siguiente diagrama conmuta:

F ((X⊗M)⊗Y )
tX⊗M,Y //

F (bX,M,Y )

��

F (X⊗M)⊗Y

sX,M⊗id Y

��
F (X⊗(M⊗Y ))

sX,M⊗Y
��

(X⊗F (M))⊗Y

bX,F (M),Y

��
X⊗F (M⊗Y )

id X⊗tM,Y // X⊗(F (M)⊗Y )
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De�nición 1.5.16. Sea M un C-módulo a izquierda, entonces Mop denota al C-módulo a
derecha sobre la categoría Abeliana opuesta con acción

Mop × C →Mop, (M,X) 7→ X∗⊗M,

y asociatividad
mop
M,X,Y = mY ∗,X∗,M ,

para todo X,Y ∈ C,M ∈ M. Análogamente para módulos a derecha (usando los duales a
izquierda).

Notación 1.5.17. Si M es un C-bimódulo, se denota por M a la categoría Abeliana opuesta
con las estructuras de C-módulo a izquierda y derecha dadas anteriormente.

1.5.2. El centro relativo de categorías bimódulo

De�nición 1.5.18. Sea C una categoría tensorial �nita yM un C-bimódulo. El centro relativo

deM es la categoría ZC(M) de funtores de C-bimódulos de C aM.

Explícitamente, un objeto de ZC(M) es un par (M,γ), donde M es un objeto deM y

γ = {γX : X⊗M ∼−→M⊗X}X∈C

es una familia de isomor�smos naturales tal que

γX ◦ b−1
X,M,Y ◦ γY = b−1

M,X,Y ◦ γX⊗Y ◦ b
−1
X,Y,M , (1.5.19)

donde bX,M,Y : (X⊗M)⊗Y ∼−→ X⊗(M⊗Y ) es la asociatividad media deM.

Notar que si F : C →M es un funtor de C-bimódulos, entonces se identi�ca a F con el objeto
deM dado por F (1) = M . El isomor�smo γX proviene de

X⊗M ∼= X⊗F (1) ∼= F (X⊗1) ∼= F (1⊗X) ∼= F (1)⊗X ∼= M⊗X.

Observación 1.5.20. La categoría ZC(M) es una categoría Abeliana y posee una estructura
natural de Z(C)-módulo. Notar además que ZC(C) = Z(C).

Sea D = (D,⊗, a, r, l,1) una categoría tensorial �nita y C una subcategoría tensorial �nita
de D. Luego, D es un C-bimódulo y ZC(D) es una categoría monoidal con producto dado por: si
(V, γ) y (V ′, γ′) son objetos de ZC(D), entonces

(V, γ)⊗ (V ′, γ′) = (V ⊗ V ′, γ̃),

donde γ̃X : X⊗(V ⊗ V ′)→ (V ⊗ V ′)⊗X, X ∈ C, es la siguiente composición:

X⊗(V ⊗ V ′)
a−1
X,V,V ′ //

γ̃X
��

(X⊗V )⊗ V ′
γX⊗id V ′ // (V⊗X)⊗ V ′

aV,X,V ′

��
(V ⊗ V ′)⊗X V⊗(V ′⊗X)

a−1
V,V ′,Xoo V⊗(X⊗V ′).

id V ⊗γ′Xoo

El objeto unidad de ZC(D) es (1, id ).
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1.5.3. Producto tensorial balanceado de categorías módulo

Sean C una categoría tensorial �nita, M = (M,⊗,m, r) un C-módulo a derecha y N =
(N ,⊗, n, l) un C-módulo a izquierda.

De�nición 1.5.21. Sean A una categoría Abeliana k-lineal y F : M× N → A un bifuntor
k-lineal en cada variable y exacto a derecha en cada variable. Decimos que F es un funtor

C-balanceado si existe una familia de isomor�smos naturales

bM,X,N : F (M⊗X,N) ∼= F (M,X⊗N),

tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

F (M⊗(X⊗Y ), N)
bM,X⊗Y,N

uu

F (mM,X,Y ,id N )

))
F (M, (X⊗Y )⊗N) F ((M⊗X)⊗Y,N)

bM⊗X,Y,N
��

F (M,X⊗(Y⊗N))

F (idM ,n
−1
X,Y,N )

OO

F (M⊗X,Y⊗N)
bM,X,Y⊗Noo

y

F (M⊗1, N)
bM,1,N //

F (rM ,id N ) ''

F (M,1⊗N)

F (idM ,ln)ww
F (M,N)

para todo M ∈M, N ∈ N , X,Y ∈ C. Se denota al funtor C-balanceado por (F, b).

De�nición 1.5.22. Sean (F, b), (G, p) :M×N → A funtores C-balanceados, una transformación

natural C-balanceada es una transformación natural ν : F → G tal que

νM,X⊗N ◦ bM,X,N = pM,X,N ◦ νM⊗X,N ,

para M ∈M, N ∈ N , X ∈ C.

De�nición 1.5.23. El producto tensorial deM y N es una categoría Abeliana k-linealM�CN
junto con un funtor C-balanceado

�C :M×N →M�C N

tal que para toda categoría Abeliana k-lineal A el funtor �C induce una equivalencia entre la
categoría de funtores C-balanceados deM×N a A y la categoría de funtores k-lineales exactos
a derecha deM�C N a A.

Teorema 1.5.24. [17, Theorem 3.20] SiM y N son categorías �nitas, entonces el producto ten-
sorialM�CN existe y es una categoría Abeliana k-lineal �nita. Más aún, existe una equivalencia
de categorías Abelianas

M�C N w FunC(M,N );

conM el C-módulo dado en 1.5.17. `
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Sea (F, ξ) : C → C una autoequivalencia tensorial. Denotamos porMF al C-módulo a derecha
cuya categoría Abeliana k-lineal subyacente esM y la acción a derecha dada por:

X⊗M = F (X)⊗M, (1.5.25)

con asociatividad
ml
X,Y,M (ξX,Y ⊗ idM),

para X,Y ∈ C, M ∈M. Análogamente se de�ne FN .

Lema 1.5.26. Sean (F, ξ) : C → C una autoequivalencia tensorial, A un álgebra en C (ver [7,
De�nition 7.8.1]) y N un C-módulo a izquierda. Sean (G, ρ) : C → C un funtor y µ : G◦F → id C ,
α : id C → F ◦G isomor�smos naturales.

(i). Existe una equivalencia de C-módulos a izquierda CF �C N ∼= GN .

(ii). Existe una equivalencia de C-módulos a izquierda FCA ∼= CG(A).

Demostración. (i). Sea H : CF ×N → GN el funtor C-balanceado dado por

H(X,N) = G(X)⊗N

con
bX,Y,N : H(X ⊗ F (Y ), N) ∼= H(X,Y⊗N)

de�nido de la siguiente manera

bX,Y,N = nG(X),Y,N ◦ [(idG(X) ⊗ µY )⊗idN ] ◦ (ρX,Y )−1,

para X,Y ∈ C, N ∈ N . Luego existe un funtor aditivo k-lineal exacto a derecha H̃ :
CF �C N → GN tal que H̃(X � N) = G(X)⊗N , para X ∈ C, N ∈ N . La estructura de
funtor de C-módulos a izquierda de H̃ está dada de la siguiente manera: �jamos Y ∈ C,
tomamos los funtores C-balanceados

L : CF ×N → GN ,

L(X,N) = G(Y ⊗X)⊗N.

T : CF ×N → GN ,

T (X,N) = G(Y )⊗(G(X)⊗N).

Tenemos el isomor�smo natural C-balanceado µY : L → T , µY = n(ρ−1⊗idN ). Este iso-
mor�smo natural induce un isomor�smo natural entre los funtores �C(L) ∼=�C(µY ) �C(T ).
Los isomor�smos naturales �C(µY ) nos dan la estructura de C-módulos a izquierda de H̃.

(ii). Sea X ∈ CG(A), con acción λ : X ⊗ G(A) → X. Luego F (X) ∈ CA con acción F (λ) ◦
ξX,G(A) ◦ (id F (X)⊗αA). Entonces el funtor F |CG(A)

: CG(A) → F (CA) está bien de�nido y es

de C-módulos a izquierda con ξ. Análogamente el funtor G|F (CA) : F (CA)→ CG(A) también
está bien de�nido y es de C-módulos a izquierda.

`
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1.6. Categorías tensoriales �nitas G-graduadas

Finalmente, se introducen las categorías tensoriales �nitas G-graduadas.

De�nición 1.6.1. Sea G un grupo �nito y D una categoría tensorial �nita. Una G-graduación
(�el) en D es una descomposición D = ⊕g∈GCg, donde Cg son subcategorías Abelianas plenas de
D tales que

• Cg 6= 0 para todo g ∈ G;

• ⊗ : Cg × Ch → Cgh para todo g, h ∈ G.

La categoría D se dice que es una G-extensión graduada de C = C1.

Observación 1.6.2. En las condiciones de la de�nición anterior:

• C es una subcategoría tensorial �nita de D y cada Cg es un C-bimódulo exacto.

• SiM es un C-módulo a izquierda, X ∈ Cg, M ∈M. El funtor EX,M : Cg →M dado por

EX,M (Y ) = (∗Y⊗X)⊗M,

para cada Y ∈ Cg, es un funtor de C-módulos.

Y el funtor
Φ : Cg �CM→ FunC(Cg,M), Φ(X �M) = EX,M ,

es una equivalencia de C-módulos.

Ejemplos de categorías tensoriales �nitas G-graduadas

• Si G es un grupo �nito y ω ∈ Z3(G, k×) un 3-cociclo normalizado, la categoría C(G,ω) es
una categoría tensorial �nita G-graduada con graduación dada por:

C(G,ω) = ⊕g∈GC(G,ω)g,

donde C(G,ω)g = vect k, para todo g ∈ G.

• La categoría de Tambara-Yamagami T Y (A,χ, τ) es una categoría Z2-graduada con gra-
duación dada por:

T Y (A,χ, τ) = T Y (A,χ, τ)0 ⊕ T Y (A,χ, τ)1,

donde T Y (A,χ, τ)0 es la subcategoría de fusión plena generada por los elementos invertibles
a ∈ A, y T Y (A,χ, τ)1 es la subcategoría Abeliana plena generada por m.
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Capítulo 2

G-Categorías

En este capítulo se presenta la noción de acción de un grupo sobre una categoría monoidal,
se de�ne la correspondiente categoría equivariante y se prueba un teorema de coherencia para
dicha acción. Los resultados de este capítulo corresponden al trabajo [14] de César Galindo.

A lo largo de este capítulo se usará la siguiente de�nición de funtor monoidal equivalente a
la dada en el Capítulo 1:

De�nición 2.0.1. Dadas dos categorías monoidales C1, C2, un funtor monoidal entre ellas es
una terna F = (F, F2, F0), donde:

• F : C1 → C2 es un funtor;

• F2(X,Y ) : F (X⊗Y ) → F (X)⊗F (Y ), es una familia de isomor�smos naturales para todo
X,Y ∈ C1;

• F0 : F (1)→ 1 es un isomor�smo;

tales que se satisfacen los correspondientes axiomas.

2.1. Acción de un grupo sobre una categoría monoidal

En esta sección se de�ne G-categoría monoidal y G-categoría monoidal unitaria. Se prueba
que toda G-categoría monoidal es equivalente a una G-categoría monoidal unitaria.

Recordemos la siguiente categoría monoidal.

De�nición 2.1.1. Sea G un grupo �nito. Se denota por G a la categoría monoidal cuyos objetos
son los elementos del grupo G, las �echas son las identidades y el producto monoidal es el
producto del grupo G.

De�nición 2.1.2. Sea G un grupo �nito. Una G-categoría monoidal es un par (ψ, C), donde C
es una categoría monoidal y ψ : G→ End⊗(C) es un funtor monoidal.

Si (ψ, C) es una G-categoría monoidal, se dice que G actúa sobre C.

Observación 2.1.3. Con la de�nición de funtor monoidal dada en el Capítulo 1, una acción de
G sobre C consiste en:

• autoequivalencias tensoriales (g∗, ξ
g) : C → C, para cada g ∈ G;

43
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• un isomor�smo natural monoidal ζ : Id C → (1)∗;

• isomor�smos naturales monoidales νg,h : g∗ ◦ h∗ → (gh)∗;

tales que para todo X ∈ C, g, h, f ∈ G

(νgh,f )X(νg,h)f∗(X) = (νg,hf )Xg∗((νh,f )X), (2.1.4)

(νg,1)Xg∗(ζX) = id g∗(X) = (ν1,g)Xζg∗(X). (2.1.5)

Notar que ψ(g) = g∗.

De�nición 2.1.6. LasG-categorías monoidales (ψ, C) y (ψ′, C) se dicen fuertemente G-equivalentes
si ψ y ψ′ son funtores monoidalmente equivalentes.

De�nición 2.1.7. Una G-categoría monoidal (ψ, C) se dice unitaria si ψ : G→ Endu⊗(C) y ψ es
un funtor unitario.

Proposición 2.1.8. Toda G-categoría monoidal (ψ, C) es fuertemente G-equivalente a una G-
categoría monoidal unitaria (ψ′′, C).

Demostración. Sean C y D categorías monoidales.

A�rmación 1: sea F ∈ Fun⊗(C,D), existe F ′ ∈ Funu⊗(C,D) tal que F y F ′ son monoidalmente
equivalentes.

A�rmación 2: sea (ρ, ρ2, ρ0) : G → End⊗(C) funtor monoidal, existe (ρ′, ρ′2, ρ
′
0) : G →

Endu⊗(C) funtor monoidal tal que ρ y ρ′ son monoidalmente equivalentes.

Para probar la proposición basta probar las a�rmaciones pues, tenemos ψ : G → End⊗(C)
funtor monoidal. Por A�rmación 2 existe ψ′ : G → Endu⊗(C) funtor monoidal tal que ψ y
ψ′ son monoidalmente equivalentes. Por A�rmación 1 (para C = G y D = Endu⊗(C)) existe
ψ′′ : G → Endu⊗(C) funtor monoidal unitario tal que ψ′ y ψ′′ son monoidalmente equivalentes.
Luego ψ y ψ′′ son monoidalmente equivalentes.

Sea (F, F2, F0) ∈ Fun⊗(C,D), se de�ne el funtor monoidal unitario (F ′, F ′2) ∈ Funu⊗(C,D) de
la siguiente manera:

F ′(X) =


F (X) si X 6= 1C

1D si X = 1C .

Sea f : X → Y una �echa en C

F ′(f) =



F (f) si X 6= 1C , Y 6= 1C

F (f) ◦ F−1
0 si X = 1C , Y 6= 1C

F0 ◦ F (f) si X 6= 1C , Y = 1C

F0 ◦ F (f) ◦ F−1
0 si X = 1C , Y = 1C .
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F ′2(X,Y ) =



F2(X,Y ) si X 6= 1C , Y 6= 1C , X ⊗ Y 6= 1C

F2(X,Y ) ◦ F−1
0 si X 6= 1C , Y 6= 1C , X ⊗ Y = 1C

id F (X) si X 6= 1C , Y = 1C .

id F (Y ) si X = 1C , Y 6= 1C .

id 1D si X = 1C , Y = 1C .

Y el isomor�smo natural monoidal σ : F → F ′:

σ(X) =


id F (X) si X 6= 1C

F0 si X = 1C .

Veamos que σ es transformación natural, es decir si f : X → Y una �echa en C, entonces

F ′(f) ◦ σ(X) = σ(Y ) ◦ F (f). (2.1.9)

Si X 6= 1C , Y 6= 1C , la ecuación 2.1.9 queda

F (f) ◦ id F (X) = id F (Y ) ◦ F (f),

que claramente se satisface. Si f : 1→ Y , con Y 6= 1, la ecuación 2.1.9 queda

F (f) ◦ F−1
0 ◦ F0 = id F (Y ) ◦ F (f),

que es cierta. Si f : X → 1, con X 6= 1, la ecuación 2.1.9 es

F0 ◦ F (f) ◦ id F (X) = F0 ◦ F (f),

la cual vale. Por último, si f : 1→ 1, la ecuación 2.1.9 queda

F0 ◦ F (f) ◦ F−1
0 ◦ F0 = F0 ◦ F (f),

que sí se satisface.
Sea (ρ, ρ2, ρ0) : G → End⊗(C) funtor monoidal. Se de�ne (ρ′, ρ′2, ρ

′
0) : G → Endu⊗(C) de la

siguiente manera: si g ∈ G y ρg ∈ End⊗(C), por A�rmación 1 existe (ρg)
′ ∈ Endu⊗(C) tal que ρg

y (ρg)
′ son monoidalmente equivalentes vía el isomor�smo monoidal σg. Se de�ne

ρ′g = (ρg)
′.

ρ′0(X) =


ρ0(X) si X 6= 1C

id 1C si X = 1C .

ρ′2(g, h)(X) =


ρ2(g, h)(X) si X 6= 1C , ρh(X) 6= 1C

(ρg)0 ◦ ρ2(g, h)(X) si X 6= 1C , ρh(X) = 1C .

id 1C si X = 1C .

Los funtores ρ y ρ′ son monoidalmente equivalentes vía el isomor�smo natural σ : ρ → ρ′,
σ(g) = σg, para g ∈ G. `
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2.2. La categoría equivariante

A continuación se introduce la categoría equivariante. Luego, se prueba que dos acciones
equivalentes sobre una misma categoría inducen equivariantizaciones equivalentes.

De�nición 2.2.1. Sea (ψ, C) una G-categoría. Se de�ne la categoría equivariante o la equiva-

riantización de C como la categoría CG donde:

• un objeto en CG es un par (X,u), con X ∈ Obj (C) y u = {ug : ψ(g)(X)
∼−→ X}g∈G una

familia de isomor�smos en C tal que el siguiente diagrama conmuta para todo g, h ∈ G

ψ(g)(ψ(h)(X))

φ(g,h)(X)−1

��

ψ(g)(uh) // ψ(g)(X)

ug

��
ψ(gh)(X)

ugh // X,

donde φ(g, h) : ψ(gh) → ψ(g) ◦ ψ(h) es el isomor�smo que de�ne la estructura monoidal
de ψ;

• un mor�smo f : (X,u)→ (X ′, u′) en CG es un mor�smo f : X → X ′ en C tal que

u′g ◦ f = ψ(g)(f) ◦ ug,

para todo g ∈ G.

En términos de la Observación 2.1.3, un objeto en CG es un par (X, s), donde X ∈ C es un
objeto de C y los sg : g∗(X)→ X son isomor�smos en C tales que

s1 = idX , sgh ◦ (νg,h)X = sg ◦ g∗(sh), (2.2.2)

para todo g, h ∈ G. Un mor�smo f : (V, s) → (W, t) entre objetos de CG, (V, s) y (W, t), es un
mor�smo f : V →W en C tal que f ◦ sg = tg ◦ g∗(f), para todo g ∈ G.

Proposición 2.2.3. Sean (ψ, C) y (φ, C) G-categorías monoidales fuertemente G-equivalentes,
entonces las correspondientes categorías equivariantes son monoidalmente equivalentes.

Demostración. Sea σ : ψ → φ un isomor�smo natural monoidal.
Llamamos D a la equivariantización de (ψ, C) y E a la equivariantización de (φ, C). Se de�ne

(F, F2, F0) : E → D de la siguiente manera: un objeto de E es un par (X,Lg), con Lg : φg(X)→ X
isomor�smo tal que

Lg ◦ φg(Lh) = Lgh ◦ φ−1
2 . (2.2.4)

Tomamos F ((X,Lg)) = (X,Lg ◦ σg(X)), para ver que está bien de�nido hay que probar:

Lg ◦ σg(X) ◦ ψg(Lh ◦ σh(X)) = Lgh ◦ σgh(X) ◦ ψ−1
2 .

Ahora, como σ es monoidal se tiene que

σg(φh(X)) ◦ ψ(σh(X)) ◦ ψ2 = φ2 ◦ σgh(X).

Luego
Lgh ◦ σgh(X) ◦ ψ−1

2 = Lgh ◦ (φ2)−1 ◦ σg(φh(X)) ◦ ψ(σh(X)).

Por (2.2.4) se sigue que

Lgh ◦ (φ2)−1 ◦ σg(φh(X)) ◦ ψ(σh(X)) = Lg ◦ φg(Lh) ◦ σg(φh(X)) ◦ ψ(σh(X)).
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Por otro lado, como σg es natural se tiene que

φg(Lh) ◦ σg(φh(X)) = σg(X) ◦ ψg(Lh).

Luego
Lg ◦ φg(Lh) ◦ σg(φh(X)) ◦ ψ(σh(X)) = Lg ◦ σg(X) ◦ ψg(Lh) ◦ ψ(σh(X)) =

Lg ◦ σg(X) ◦ ψg(Lh ◦ σh(X)).

Sea f : (X,Lg)→ (Y,L′g) una �echa en E , entonces se cumple que

f ◦ Lg = L′g ◦ φg(f).

Tomamos F (f) = f , para ver que está bien de�nida hay que probar la siguiente igualdad

f ◦ Lg ◦ σg(X) = L′g ◦ σg(y) ◦ ψg(f),

la cual es cierta por ser σg natural.
Notar que el objeto unidad en E es (1, (φg)0). Se de�ne

F0 : (1, (φg)0 ◦ σg(1))→ (1, (ψg)0) = id 1.

La �echa F0 es un mor�smo en D pues σg es monoidal, es decir

(φg)0 ◦ σg(1) = (ψg)0.

Por último se de�ne

F2((X,Lg), (Y,L
′
g)) = idX⊗Y ,

que está bien de�nido por ser σg monoidal, es decir

[σg(X)⊗ σg(Y )] ◦ (ψg)2 = (φg)2 ◦ σg(X ⊗ Y ).

Notar que F es �el, pleno y denso, luego es una equivalencia de categorías monoidales. `

2.3. Ejemplos de acción y equivariantización

Acción sobre C(G,ω)

El siguiente ejemplo de acción y equivariantización se puede ver en [31].

Sean G un grupo �nito y ω ∈ Z3(G, k×) un 3-cociclo. Recordar del capítulo anterior la
categoría monoidal C(G,ω) (ver 1.3).

Para g1, g2, g ∈ G, se de�nen:

• El 2-cociclo Ωg : G×G→ k× dado por

Ω(g1, g2) =
ω(gg1g

−1, gg2g
−1, g)ω(g, g1, g2)

ω(gg1g−1, g, g2)
.

• El mapa γ(g1, g2) : G→ k× dado por

γ(g1, g2)(g) =
ω(g1, g2, g)ω(g1g2gg

−1
2 g−1

1 , g1, g2)

ω(g1, g2gg
−1
2 , g2)

.
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Si g ∈ G y V =
⊕

h∈G Vh ∈ C(G,ω), sea el objeto gV ∈ C(G,ω) tal que gV = V como espacio
vectorial y con G-graduación dada por (gV )h = Vgh, para cada h ∈ G.

Se de�nen las autoequivalencias monoidales (g∗, ξ
g) : C(G,ω)→ C(G,ω) donde:

• g∗ : C(G,ω) → C(G,ω) y g∗(V ) = gV , g∗(f) = f , para V objeto de C(G,ω) y f mor�smo
en C(G,ω);

• ξgU,V : gU ⊗ gV → g(U ⊗ V ), ξgU,V (u⊗ v) = Ωg(h, h
′)−1u⊗ v,

para todo h, h′ ∈ G, y para todos los vectores homogéneos u ∈ Uh, v ∈ Vh′ .
Se de�nen también los isomor�smos naturales monoidales νg,h : g∗ ◦ h∗ → (gh)∗ como:

(νg,h)V : g(hV )→ ghV, (νg,h)V (v) = γ(g, h)(x)v,

para todo vector homogéneo v ∈ Vx, x ∈ G.

Las autoequivalencias monoidales y los isomor�smos naturales monoidales arriba presentados
de�nen una acción de G sobre C(G,ω). Y la categoría equivariante C(G,ω)G es equivalente a la
categoría de representaciones de dimensión �nita del doble de Drinfeld torcido DωG (de�nido en
el Apéndice 5.2). Ver [30, Lemma 6.3].

Acción sobre un álgebra de Hopf

Sean G un grupo �nito y H un álgebra de Hopf de dimensión �nita (ver 5.1). Para cada
g, h ∈ G sean

• g∗ : H → H isomor�smos de álgebras de Hopf,

• θg,h elemento tipo grupo de H,

tales que para todo a ∈ H y para todo g, h, f ∈ G

θg,hh∗(g∗(a)) = (gh)∗(a)θg,h, (2.3.1)

1∗ = idH , θgh,ff∗(θg,h) = θg,hfθh,f ,

θg,1 = 1 = θ1,g. (2.3.2)

Para cada g ∈ G se de�ne

Fg : rep(H)→ rep(H), Fg(M) = M.

La acción de H en Fg(M) está dada por a .m = g∗(a) ·m, para todo a ∈ H,m ∈M. Notar que
Fg es monoidal por ser g∗ mor�smo de álgebras de Hopf. Además, se de�ne para todo g, h ∈ G,
M ∈ rep(H), m ∈M

γg,h : Fg ◦ Fh → Fgh, (γg,h)M (m) = θg,h ·m.

Los mor�smos (γg,h)M , paraM ∈ rep(H), son de H-módulos por la ecuación 2.3.1. Las transfor-
maciones naturales γg,h son monoidales pues los θg,h son elementos tipo grupo de H. Y debido
a que se cumplen las ecuaciones 2.3, se tiene una acción del grupo G sobre la categoría rep(H).

Observación 2.3.3. El espacio vectorial H⊗kkG es un álgebra de Hopf con:

• Producto:
(a⊗g)(b⊗h) = θg,hh∗(a)b⊗gh,

para todo a, b ∈ H, g, h ∈ G.
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• Coproducto:

∆(a⊗ g) = (a(1) ⊗ g)⊗ (a(2) ⊗ g),

para todo a ∈ H, g ∈ G.

• Antípoda:

S(a⊗ g) = S(a)⊗ g−1,

para todo a ∈ H, g ∈ G.

Proposición 2.3.4. Vale la siguiente equivalencia de categorías monoidales

(rep(H))G ' rep(H⊗kkG).

Demostración. Sean Φ : (rep(H))G → rep(H⊗kkG), Ψ : rep(H⊗kkG)→ (rep(H))G los funtores
monoidales de�nidos de la siguiente manera. Para cada (X, s) ∈ (rep(H))G, M ∈ rep(H⊗kkG)
se de�ne

Φ(X, s) = X, Ψ(M) = (M, r).

Donde la acción de H⊗kkG en X está dada por (a⊗g) · x = sg(a · x). Para todo g ∈ G, los
mor�smos rg : M →M se de�nen como rg(m) = (1⊗g) ·m. `

En particular, si se considera la acción trivial de un grupo �nito G sobre la categoría vect k
(esto es Fg = Id y γg,h = id para todo g, h ∈ G), entonces (vect k)G ' rep(G).

2.4. Coherencia para la acción de un grupo sobre una categoría

En esta sección se de�ne la noción de G-categoría estricta y se presenta un resultado de [14],
el cual establece que toda G-categoría es equivalente a una G-categoría estricta.

Como consecuencia de la Proposición 2.1.8, a partir de ahora se supone que todas las G-
categorías monoidales son G-categorías monoidales unitarias.

Explícitamente, una G-categoría monoidal consiste en:

• funtores g∗ : C → C, para cada g ∈ G;

• isomor�smos naturales φ(g, h) : (gh)∗ → g∗ ◦ h∗, para cada par g, h ∈ G;

• isomor�smos naturales ψg(X,Y ) : g∗(X⊗Y )→ g∗(X)⊗g∗(Y ), para todo X,Y ∈ Obj (C);

tales que:

(i). g∗(1) = 1,

(ii). ψg(X,1) = ψg(1, X) = idX ,

(iii). e∗ = Id C ,

(iv). φ(e, g) = φ(g, e) = Id g∗ ,
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para todo g ∈ G y X ∈ Obj (C). Y para todo g, h, k ∈ G y X,Y, Z ∈ Obj (C) los siguientes
diagramas conmutan:

(ghk)∗(X)

φ(g,hk)(X)

��

φ(gh,k)(X) // (gh)∗k∗(X)

φ(g,h)(k∗(X))

��
g∗(hk)∗(X)

g∗(φ(h,k)(X)) // g∗h∗k∗(X)

(2.4.1)

g∗(X⊗Y⊗Z)

ψg(X,Y⊗Z)

��

ψg(X⊗Y,Z) // g∗(X⊗Y )⊗g∗(Z)

ψg(X,Y )⊗id g∗(Z)

��
g∗(X)⊗g∗(Y⊗Z)

id g∗(X)⊗ψg(Y,Z)
// g∗(X)⊗g∗(Y )⊗g∗(Z)

(2.4.2)

g∗(h∗(X)⊗h∗(Y ))

ψg(h∗(X),h∗(Y )) **
g∗h∗(X⊗Y )

g∗(ψh(X,Y ))
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g∗h∗(X)⊗g∗h∗(Y )

(gh)∗(X⊗Y )

φ(g,h)X⊗Y

OO

ψgh(X,Y ) // (gh)∗(X)⊗(gh)∗(Y ).

φ(g,h)X⊗φ(g,h)Y

OO

(2.4.3)

De�nición 2.4.4. Una G-categoría se dice estricta si ψg y φ(g, h) son las identidades para todo
g, h ∈ G.
De�nición 2.4.5. Sean C y D G-categorías monoidales, un G-funtor monoidal de C a D es un
par F = (F, γ) donde:

• F : C → D es un funtor monoidal,

• γ(g) : g∗ ◦ F → F ◦ g∗, g ∈ G es una familia de isomor�smos naturales monoidales tal que
γ(e) = Id F , y para todo X ∈ Obj (C), g, h ∈ G el siguiente diagrama conmuta:

g∗(F (h∗(X)))

γ(g)h∗(X) ((
g∗h∗(F (X))

g∗(γ(h)F (X))

66

F (g∗h∗(X))

(gh)∗(F (X))

φ(g,h)F (X)

OO

γ(gh)X // F ((gh)∗(X)).

F (φ(g,h)X)

OO

(2.4.6)

Se dice que (F, γ) es una equivalencia de G-categorías monoidales si el funtor F es una equi-
valencia de categorías. En tal caso se dice que C y D son G-categorías monoidales G-equivalentes.

Observación 2.4.7. Dos G-categorías monoidales son fuertemente G-equivalentes si y sólo si
son G-equivalentes.

De�nición 2.4.8. Sean (F, ν), (L, γ) : C → D dos G-funtores monoidales, una transformación
natural monoidal ϕ : F → L se dice transformación natural monoidal de G-categorías si para
todo X ∈ Obj (C) y g ∈ G el siguiente diagrama conmuta:

F (g∗(X))
ϕg∗(X) // L(g∗(X))

g∗(F (X))

ν(g)X

OO

g∗(ϕX) // g∗(L(X)).

γ(g)X

OO
(2.4.9)
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Sea G un grupo y C una G-categoría monoidal. Se de�ne la categoría C(G) de la siguiente
manera:

• Un objeto es un par (L, η), con {Lg}g∈G una familia de objetos de C, y

η = {ηg,h : g∗(Lh)→ Lgh}g,h∈G

es una familia de isomor�smos tal que para todo g ∈ G, ηe,g = Id Lg y para todo g, h, k ∈ G
el siguiente diagrama conmuta

(gh)∗(Lk)

φ(g,h)Lk
��

ηgh,k // Lghk

g∗h∗(Lk)
g∗(ηh,k)

// g∗(Lhk).

ηg,hk

OO
(2.4.10)

• Un mor�smo de (L, η) a (T, χ) es una familia de mor�smos

f = {fg : Lg → Tg}g∈G,

tal que para todo g, h ∈ G el siguiente diagrama conmuta

g∗(Lh)

g∗(fh)

��

ηg,h // Lgh

fgh

��
g∗(Th) χg,h

// Tgh.

(2.4.11)

• La composición de f : (L, η)→ (L′, η′) con l : (L′, η′)→ (L′′, η′′) esta dada por

lf = {lgfg}g∈G.

Proposición 2.4.12. [14, Proposition 4.2] La categoría C(G) es una categoría monoidal estricta
con producto tensorial dado por:

• Producto tensorial de objetos: (L, η)⊗(L′, η′) = (LL′, ηη′), donde (LL′) = Lg⊗L′g, y
(ηη′)g,h es la siguiente composición

g∗(Lh⊗L′h)
(ηη′)g,h //

ψg(Lh,L
′
h) ((

Lgh⊗L′gh

g∗(Lh)⊗g∗(L′h).

ηg,h⊗η′g,h

77
(2.4.13)

• Producto tensorial de mor�smos: f⊗l = {fg⊗lg}g∈G.

• Objeto unidad: (1, id 1), donde 1g = 1, para todo g ∈ G. `

Demostración. La buena de�nición del producto tensorial sobre objetos se debe a que el diagrama
2.4.10 conmuta para ηη′, esto es:

(ηη′)gh,k = ηg,hk ◦ g∗((ηη′)h,k)φ(g, h)Lk⊗L′k ,

para todo g, h, k ∈ G. Lo cual es consecuencia del diagrama 2.4.3 y de que ψg es un isomor�smo
natural monoidal.
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Veamos ahora la buena de�nición del producto tensorial sobre mor�smos. Sean f : (L, η)→
(T, χ) y l : (L′, η′)→ (T ′, χ′) mor�smos en C(G). Debemos ver que se satisface lo siguiente

(fgh ⊗ lgh ◦ (ηη′)g,h) = (χχ′)g,h ◦ g∗(fh ⊗ lh). (2.4.14)

Pero la ecuación 2.4.14 es consecuencia de la igualdad

(g∗(fh)⊗ g∗(lh)) ◦ ψg(Lh, L′h) = ψg(Th, T
′
h) ◦ g∗(fh ⊗ lh),

que se satisface por ser ψg transformación natural monoidal.
Finalmente, es inmediato de la de�nición que (1, id 1) es objeto unidad. Y es cálculo directo

probar que el producto tensorial es estrictamente asociativo. `

Teorema 2.4.15. [14, Theorem 4.3] Sea C una G-categoría monoidal.

(i). La categoría monoidal C(G) es una G-categoría monoidal estricta.

(ii). Las categorías C y C(G) son G-equivalentes.

Demostración. (i). Se de�ne la acción sobre objetos: g∗(L, η) = (gL, gη), donde

(gL)h = Lhg, (gη)x,y = ηx,yg,

para todo g, h, x, y ∈ G.
Se de�ne la acción sobre mor�smos: g∗(f)h = fhg, para todo g, h ∈ G.

(ii). El funtor
Ue : C(G)→ C

(L, η) 7→ Le

f 7→ fe,

con isomor�smos naturales

γ(g)(L,η) = ηg,e : g∗(Ue(L, η))→ Ue(g∗(L, η)),

es una equivalencia de G-categorías.
`

Observación 2.4.16. Si (F, γ) : C → D es un G-funtor monoidal, se de�ne el G-funtor
(F, γ)(G) : C(G)→ D(G) de la siguiente manera: si (L, η) ∈ C(G), entonces F (L) = {F (Lg)}g∈G
y F (ηg,h) ◦ γLh : g∗(F (Lh))→ g∗(F (Lh)), para todo g, h ∈ G.



Capítulo 3

2-Categorías

En el presente capítulo se desarrollan los conceptos básicos de la Teoría de 2-categorías
(ver [21] y [22]). Dadas las 2-categorías B y B′, para cada pseudofuntor H : B → B′ se de�ne
la categoría monoidal Z(H) de transformaciones pseudonaturales η : H → H. Cuando H es
el pseudofuntor identidad, Z(H) se denomina el centro de la 2-categoría B, el cual generaliza
el centro de categorías monoidales. Finalmente, se prueba que si H : DMod → CeMod es el
pseudofuntor de olvido, donde D = ⊕g∈GCg es una categoría tensorial G-graduada, entonces
Z(H) es monoidalmente equivalente al centro relativo de D.

3.1. Nociones básicas de 2-categorías

Una categoría consiste en objetos conectados por mor�smos. Sucede que en algunos casos
los mor�smos también pueden ser conectados de alguna forma. Por ejemplo, en la categoría
cuyos objetos son las categorías pequeñas y los mor�smos los funtores, estos últimos pueden ser
conectados por transformaciones naturales. Asimismo, en la categoría de espacios topológicos las
funciones continuas pueden ser conectadas por homotopías. Esta observación motiva la de�nición
de 2-categoría, donde además de objetos y mor�smos se tienen �mor�smos entre mor�smos�.

Las 2-categorías fueron introducidas en el año 1965 en un trabajo sobre categorías enrique-
cidas de Charles Ehresmann [6].

A continuación se da la de�nición de 2-categoría, se exponen algunas propiedades que satis-
facen y se listan ejemplos.

De�nición 3.1.1. Una 2-categoría B consiste en:

• una clase de objetos o 0-celdas Obj (B);

• para cada par de 0-celdas A,B, una categoría B(A,B) (llamada hom-categoría), los objetos
de B(A,B) se llaman 1-celdas y los mor�smos 2-celdas;

• para cada 0-celda A, una 1-celda IA ∈ B(A,A);

• para A,B,C 0-celdas, un funtor

◦A,B,C : B(B,C)× B(A,B)→ B(A,C),

estrictamente asociativo y unitario.

La composición de las categorías B(A,B) se denota como la yuxtaposición, y se llama la
composición vertical de la 2-categoría.

53
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Para simpli�car notación, en algunos momentos se denota al funtor ◦A,B,C sólo por ◦, y se
lo llama la composición horizontal de la 2-categoría.

Figura 3.1: Diagrama en una 2-categoría: los puntos representan las 0-celdas, las �echas simples
las 1-celdas y las �echas dobles las 2-celdas.

Si se quitan las condiciones de que la asociatividad y unitariedad de la composición horizontal
sean estrictas, lo que se obtiene es una bicategoría. Este concepto más general que el de 2-categoría
fue presentado en un trabajo de Jean Bénabou en el año 1967 [2].

Notación 3.1.2. La 2-categoría Bop denota la 2-categoría que se obtiene de la 2-categoría B
invirtiendo las 1-celdas.

Notación 3.1.3. Si A,B son 0-celdas y X,Y ∈ B(A,B) son 1-celdas, una 2-celda α de X a Y
se denota como α : X ⇒ Y .

De�nición 3.1.4. Sean B una 2-categoría, A,B 0-celdas en B y X,Y ∈ B(A,B).

• Se dice que X es equivalente a Y , y se denota X ∼ Y , si existen 2-celdas α : X ⇒ Y, β :
Y ⇒ X, tales que

αβ = id Y , βα = idX .

• Las 0-celdas A, B se dicen equivalentes, y se denota A ∼ B, si existen 1-celdasX ∈ B(A,B),
Y ∈ B(B,A) tales que

X ◦ Y ∼ IB, Y ◦X ∼ IA.

En tal caso, se dice que las 1-celdas X e Y son equivalencias o 1-equivalencias. Si además
vale que

X ◦ Y = IB, Y ◦X = IA,

se dice que X e Y son isomor�smos.

De�nición 3.1.5. Sean B,B′ 2-categorías, un pseudofuntor (F, α, φ) : B → B′ consiste en:

• una asignación F : Obj (B)→ Obj (B′);

• para cada par de 0-celdas A,B un funtor FA,B : B(A,B)→ B′(F (A), F (B));

• para cada terna de 0-celdas A,B,C isomor�smos naturales

B(B,C)× B(A,B)

F×F
��

◦ //

⇑α

B(A,C)

F
��

B′(F (B), F (C))× B′(F (A), F (B))
◦ // B′(F (A), F (C)),
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αA,B,C : ◦F (A),F (B),F (C)(FB,C × FA,B)→ FA,C◦A,B,C ,

φA : IF (A) → FA,A(IA),

tales que
αX◦Y,Z(αX,Y ◦ id F (Z)) = αX,Y ◦Z(id F (X) ◦ αY,Z),

φB ◦ id F (X) = αIB ,X , id F (X) ◦ φA = αX,IA ,

para toda terna de 1-celdas X,Y, Z.

Notar que se suprimieron los subíndices de las transformaciones α, φ. Si X ∈ B(B,C), Y ∈
B(A,B) se denota (αA,B,C)X,Y simplemente por αX,Y , lo mismo para φ. Si X ∈ B(A,B) es una
1-celda o una 2-celda, se denota FA,B(X) sólo por F (X), para simpli�car notación.

Un pseudofuntor se dice unitario si F (IA) = IF (A) para toda 0-celda A y los isomor�smos
φA son las identidades.

Un pseudofuntor se dice 2-funtor si los isomor�smos α son las identidades.

De�nición 3.1.6. Sean B,B′ 2-categorías.

• Un pseudofuntor (F, α, φ) : B → B′ se dice biesencialmente suryectivo si para toda 0-celda
B en B′, existe una 0-celda A en B tal que F (A) ∼ B.

• Un pseudofuntor (F, α, φ) : B → B′ se dice localmente esencialmente suryectivo si para todo
par de 0-celdas A,B en B, el funtor FA,B : B(A,B) → B′(F (A), F (B)) es esencialmente
suryectivo.

• Un pseudofuntor (F, α, φ) : B → B′ se dice localmente �el si para todo par de 0-celdas A,B
en B, el funtor FA,B : B(A,B)→ B′(F (A), F (B)) es �el.

• Un pseudofuntor (F, α, φ) : B → B′ se dice localmente pleno si para todo par de 0-celdas
A,B en B, el funtor FA,B : B(A,B)→ B′(F (A), F (B)) es pleno.

• Un pseudofuntor (F, α, φ) : B → B′ se dice localmente �elmente pleno si para todo par de
0-celdas A,B en B, el funtor FA,B : B(A,B)→ B′(F (A), F (B)) es �el y pleno.

De�nición 3.1.7. Sean B,B′ 2-categorías y (F, α, φ), (G,α′, φ′) : B → B′ pseudofuntores, una
transformación pseudonatural (χ, χ0) : (F, α, φ)→ (G,α′, φ′) consiste en:

• para cada A ∈ Obj (B) una 1-celda χ0
A ∈ B′(F (A), G(A));

• para cada A,B ∈ Obj (B) y cada 1-celda X ∈ B(A,B) un isomor�smo natural

χX : χ0
B ◦ FA,B(X)→ GA,B(X) ◦ χ0

A,

F (A)
F (X) //

χ0
A
��

F (B)

χ0
B
��

G(A)
G(X)

//

⇓χX

G(B),

tal que para toda 0-celda A y toda 1-celda X ∈ B(B,C), Y ∈ B(A,B)

(α′X,Y ◦ id χ0
A

)(idG(X) ◦ χY )(χX ◦ id F (X)) = χX◦Y (id χ0
C
◦ αX,Y ),

χIA(id χ0
A
◦ φA) = φ′A ◦ id χ0

A
.
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Observación 3.1.8. Sea (χ, χ0) : F → G una transformación pseudonatural. Como el mor�smo
χX es natural, se tiene que, para cada par de 1-celdas X,Y ∈ B(A,B) y cualquier 2-celda
ν : X ⇒ Y el siguiente diagrama conmuta:

χ0
B ◦ FA,B(X)

χX−−−−→ GA,B(X) ◦ χ0
A

id
χ0
B
◦F (ν)

y yG(ν)◦id
χ0
A

χ0
B ◦ FA,B(Y ) −−−−→

χY
GA,B(Y ) ◦ χ0

A.

(3.1.9)

De�nición 3.1.10. Sean (χ, χ0), (θ, θ0) : F → G transformaciones pseudonaturales, una modi-

�cación ω : (χ, χ0)→ (θ, θ0) es una colección de 2-celdas ωA : χ0
A ⇒ θ0

A tal que

(idG(X) ◦ ωA)χX = θX(ωB ◦ id F (X)), (3.1.11)

para cada par de 0-celdas A,B y cada 1-celda X ∈ B(A,B). Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

χ0
B ◦ F (X)

ωB◦idF (X)

��

χX // G(X) ◦ χ0
A

idG(X) ◦ωA
��

θ0
B ◦ F (X)

θX // G(X) ◦ θ0
A.

Se denota a la modi�cación por ω : χ⇒ θ.

• Una modi�cación ω se dice invertible si existe otra modi�cación ω tal que ωAωA = id y
ωAωA = id , para todo A ∈ Obj (B).

• Dados los pseudofuntores F,G : B → B, se denota por Pseu-Nat(F,G) a la categoría
cuyos objetos son las transformaciones pseudonaturales de F a G y los mor�smos son las
modi�caciones.

De�nición 3.1.12. Se dice que dos transformaciones pseudonaturales (η, η0), (σ, σ0) son equi-

valentes, y se denota (η, η0) ∼ (σ, σ0), si existe una modi�cación invertible γ : (η, η0)→ (σ, σ0).

Composición de pseudofuntores

Sean Bi, i = 1, 2, 3 tres 2-categorías, (F, α, φ) : B1 → B2, (F ′, α′, φ′) : B2 → B3 pseudofunto-
res. La composición de los pseudofuntores se denota por F ′ ◦F y se de�ne como el pseudofuntor
(F ′ ◦ F, β, ψ) : B1 → B3, donde para cada par de 0-celdas A,B

(F ′ ◦ F )(A) = F ′(F (A)),

(F ′ ◦ F )A,B : B1(A,B)→ B3(F ′(F (A)), F ′(F (B)))

(F ′ ◦ F )A,B = F ′F (A),F (B) ◦ FA,B.

Para cada X ∈ B1(B,C), Y ∈ B1(A,B)

ψA : IF ′(F (A)) → F ′F (A),F (A)(FA,A(IA)), ψA = F ′F (A),F (A)(φA)φ′F (A).

(βA,B,C)X,Y : (F ′ ◦ F )B,C(X) ◦ (F ′ ◦ F )A,B(Y )→ (F ′ ◦ F )A,C(X ◦ Y ),

(βA,B,C)X,Y = F ′F (A),F (C)((αA,B,C)X,Y )(α′F (A),F (B),F (C))F (X),F (Y ).
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Composición horizontal de transformaciones pseudonaturales

Sean Bi, i = 1, 2 dos 2-categorías, Fi : B1 → B2, i = 1, 2, 3 pseudofuntores y (σ, σ0) : F1 → F2,
(θ, θ0) : F2 → F3 transformaciones pseudonaturales. La composición horizontal (τ, τ0) = (θ, θ0)◦
(σ, σ0) : F1 → F3 es la transformación pseudonatural de�nida por

τ0
A = θ0

A ◦ σ0
A, τX = (θX ◦ id σ0

A
)(id θ0

B
◦ σX),

para cada 0-celdas A,B y cada 1-celda X ∈ B1(A,B).

De�nición 3.1.13. Sean F : B → B′ y G : B → B′ pseudofuntores. Se dice que una transfor-
mación pseudonatural (θ, θ0) : F → G es una equivalencia si existe una transformación pseudo-
natural (θ′, θ′0) : G→ F tal que (θ, θ0) ◦ (θ′, θ′0) ∼ idG y (θ′, θ′0) ◦ (θ, θ0) ∼ id F . En tal caso, se
dice que F y G son pseudofuntores equivalentes y se denota F ∼ G.

Composición horizontal de modi�caciones

Sean B y B′ 2-categorías, F1, F2, F3 : B → B′ pseudofuntores, y (σ, σ0), (σ̃, σ̃0) : F1 → F2,
(θ, θ0), (θ̃, θ̃0) : F2 → F3 transformaciones pseudonaturales. Sean también γ : (σ, σ0) → (σ̃, σ̃0)
y γ′ : (θ, θ0)→ (θ̃, θ̃0) modi�caciones. La composición horizontal de las modi�caciones se de�ne
como γ′ ◦ γ : (θ, θ0) ◦ (σ, σ0)→ (θ̃, θ̃0) ◦ (σ̃, σ̃0), donde

(γ′ ◦ γ)A = γ′A ◦ γA,

para toda 0-celda A en B.

Composición vertical de modi�caciones

Sean B y B′ 2-categorías, F1, F2 : B → B′ pseudofuntores y (σ, σ0), (τ, τ0), (θ, θ0) : F1 → F2

transformaciones pseudonaturales. Sean también γ : (σ, σ0) → (τ, τ0) y γ′ : (τ, τ0) → (θ, θ0)
modi�caciones. La composición vertical de las modi�caciones se de�ne como γ′γ : (σ, σ0) →
(θ, θ0),

(γ′γ)A = γ′AγA,

para toda 0-celda A en B.

De�nición 3.1.14. Se dice que las 2-categorías B y B′ son biequivalentes (respectivamente 2-

equivalentes) si existen pseudofuntores (respectivamente 2-funtores) F : B → B′ y G : B′ → B
tales que G ◦ F ∼ Id B, G ◦ F ∼ Id B′ . En tal caso, se dice que F y G son biequivalencias

(respectivamente 2-equivalencias).

Proposición 3.1.15. Sean B y B′ 2-categorías y F : B → B′ un pseudofuntor. Si F es biesen-
cialmente suryectivo, localmente esencialmente suryectivo y localmente �elmente pleno, entonces
F es una biequivalencia.

Demostración. Sigue de 1.1.14. `

Composición de transformaciones pseudonaturales y 2-funtores

Sean B una 2-categoría y F,G,H : B → B 2-funtores. Si θ = (θ, θ0) : H → G es una
transformación pseudonatural, se denotan Fθ : F ◦ H → F ◦ G y θF : H ◦ F → G ◦ F a las
siguientes transformaciones pseudonaturales. Si A,B son 0-celdas y X ∈ B(A,B) es una 1-celda,
entonces

(Fθ)0
A = FH(A),G(A)(θ

0
A), (θF )0

A = θ0
F (A),
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(Fθ)X = FH(A),G(B)(θX), (θ ◦ F )X = θFA,B(X).

Si γ : σ ⇒ θ es una modi�cación, las nuevas modi�caciones Fγ, γF se de�nen de forma análoga.

De�nición 3.1.16. Sea B una 2-categoría. Una sub-2-categoría plena de B es una 2-categoría
B′ tal que Obj (B′) ⊆ Obj (B) y para cada par de 0-celdas A,B ∈ Obj (B′), B′(A,B) = B(A,B).

Proposición 3.1.17. Toda 2-categoría (o bicategoría) es biequivalente a una 2-categoría donde
toda 1-celda que es una equivalencia es también un isomor�smo.

Demostración. Como toda categoría es equivalente a una categoría esquelética, toda bicategoría
B es biequivalente a una bicategoría localmente esquelética B′, esto es, cada hom-categoría es
esquelética. Entonces, en B′ toda 1-celda que es una equivalencia es también un isomor�smo. Por
el Lema de Yoneda para bicategorías [36, p.117 ], la incrustación de Yoneda

B′ → Bicat(B′,Cat) : A 7→ B′op(A,−),

es localmente una equivalencia. Luego, B′ es biequivalente a B′′, la sub-2-categoría plena de
Bicat(B′ op,Cat) determina por el incrustamiento de Yoneda. Como toda equivalencia en B′ es
un isomor�smo, toda equivalencia en B′′ es un isomor�smo, y B es biequivalente a B′′. `

Ejemplos de 2-categorías

• La 2-categoría de categorías Cat : las 0-celdas son las categorías, las 1-celdas los funtores y
las 2-celdas las transformaciones naturales.

• La 2-categoría unidad I es la 2-categoría con un único objeto ?, e I(?, ?) es la categoría
unidad.

• Addk es la 2-categoría cuyas 0-celdas son categorías aditivas k-lineales �nitas, las 1-celdas
son funtores k-lineales y las 2-celdas son transformaciones naturales k-lineales.

• Abk es la 2-categoría cuyas 0-celdas son las categorías Abelianas k-lineales �nitas, las 1-
celdas los funtores k-lineales y las 2-celdas las transformaciones naturales k-lineales.

• Si C es una categoría monoidal estricta, se denota por C a la 2-categoría con un única
0-celda ? y C(?, ?) = C. La composición está dada por el producto tensorial de C.

• Sea C una categoría tensorial �nita, se denota por CMod a la 2-categoría cuyas 0-celdas son
las categorías C-módulo a izquierda, y siM,N son categorías C-módulo, CMod (M,N ) =
FunC(M,N ). De forma análoga se de�ne la 2-categoría Mod C de categorías C-módulo a
derecha y CMod e la 2-categoría de categorías C-módulo a izquierda exactas.

3.2. 2-Categorías monoidales

En esta sección se de�ne 2-categoría monoidal y homomor�smo monoidal débil. Además, se
introduce la modi�cación de comparación, la cual será de gran utilidad en las secciones siguientes.

Sean las 2-categorías B y B′. Se de�ne la 2-categoría 2Cat(B,B′) donde:

• 0-celdas: pseudofuntores de B a B′;

• 1-celdas: transformaciones pseudonaturales;

• 2-celdas: modi�caciones.

Notación 3.2.1. A la 2-categoría 2Cat(B,Addk) se la denota Rep(B) y se la llama la 2-categoría
de representaciones de B.
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Para las 2-categorías B,B′ y B′′ se de�ne el pseudofuntor producto tensorial

⊗ : 2Cat(B′,B′′)× 2Cat(B,B′)→ 2Cat(B,B′′)

de la siguiente manera:

• El producto tensorial de pseudofuntores se de�ne como la composición de pseudofuntores.

• El producto tensorial de transformaciones pseudonaturales se de�ne como

(
B′

(G,λ,φ)
))

↓β

(G′,λ′,φ′)

55 B′′
)
⊗
(
B

(F,µ,ψ)
((

↓α

(F ′,µ′,ψ′)

66 B′
)

=
(
B

GF ((
↓β⊗α

G′F ′
77 B′′

)
,

donde

(β ⊗ α)A = βF ′(A) ◦G(αA)

(β ⊗ α)X = (βF ′(X) ◦ idG(α0
A))(id β0

F ′(B)
◦ λ−1

F ′(X),α0
A

)(idβ0
F ′(B)

◦G(αX))(idβ0
F ′(B)

◦λα0
B ,F (X))

Proposición 3.2.2. El producto tensorial de transformaciones pseudonaturales es una
transformación pseudonatural.

Demostración. Hay que probar las siguientes igualdades:

(λ′)−1
F ′(X),F ′(Y ) ◦ id β0

F ′(A)
◦ idG(α0

A))(G
′((µ′)−1

X,Y ) ◦ id β0
F ′(A)

◦ idG(α0
A))(βF ′(X◦Y ) ◦ idG(α0

A))◦

(id β0
F ′(C)

◦ λ−1
F ′(X◦Y ),α0

A
)(id β0

F ′(C)
◦G(αX◦Y ))(id β0

F ′(C)
◦ λα0

C ,F (X◦Y )) =8

(idG′F ′(X) ◦βF ′(Y ) ◦ idG(α0
A))(idG′F ′(X) ◦ id β0

F ′(B)
◦λ−1

F ′(Y ),α0
A

)(idG′F ′(X) ◦ id β0
F ′(B)

◦G(αY ))◦

(idG′F ′(X) ◦ id β0
F ′(B)

◦λα0
B ,F (Y ))(βF ′(X) ◦ idG(α0

B) ◦ idGF (Y ))(id β0
F ′(C)

◦λ−1
F ′(X),α0

B
◦ idGF (Y ))◦

(id β0
F ′(C)

◦G(αX)◦ idGF (Y ))(id β0
F ′(C)

◦λα0
C ,F (X) ◦ idGF (Y ))(id β0

F ′(C)
◦ idG(α0

C) ◦λ−1
F (X),F (Y ))◦

(id β0
F ′(C)

◦ idG(α0
C) ◦G(µ−1

X,Y )).

(G′(ψ′A) ◦ id β0
F ′(A)

◦ idG(α0
A))(φ

′
F (A) ◦ id β0

F ′(A)
◦ idG(α0

A)) =1

(βF ′(IA) ◦ idG(α0
A))(id β0

F ′(A)
◦ λ−1

F ′(IA),α0
A

)(id β0
F ′(A)

◦G(αIA))◦

(id β0
F ′(A)

◦ λα0
A,F (IA))(id β0

F ′(A)
◦ idG(α0

A) ◦G(ψA))(id β0
F ′(A)

◦ idG(α0
A) ◦ φF (A)).

La igualdad 8es consecuencia de:
Relación 1: α es transformación pseudonatural

(λF ′(X)◦F ′(Y ),α0
A

)(G((µ′)−1
X,Y ) ◦ idG(α0

A))(λ
−1
F ′(X◦Y ),α0

A
)(G(αX◦Y )) =

(λF ′(X),F (Y )◦α0
A

)(idGF ′(X) ◦G(αY ))(λ−1
F ′(X),α0

B◦F (Y )
)◦

(λF ′(X)◦α0
B ,F (Y ))(G(αX) ◦ idGF (Y ))(λ

−1
α0
C◦F (X),F (Y )

)◦
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(λα0
C ,F (X)◦F (Y ))(idG(α0

C)◦G(µ−1
X,Y ))(λ

−1
α0
C ,F (X◦Y )

).

Relación 2: βZ es transformación natural en Z

βF ′(X⊗Y ) = (G′((µ′)−1
X,Y ) ◦ id β0

F ′(A)
)(βF ′(X)◦F ′(Y ))(id β0

F ′(C)
◦G((µ′)−1

X,Y )).

Relación 3: β es transformación pseudonatural

(G′((µ′)−1
X,Y ) ◦ id β0

F ′(A)
)(βF ′(X)◦F ′(Y ))(id β0

F ′(C)
◦G((µ′)−1

X,Y )) =

(G′(µ′X,Y ) ◦ id β0
F ′(A)

)(λF ′(X),F ′(Y ) ◦ id β0
F ′(A)

)(idG′F ′(X) ◦ βF ′(Y ))◦

(βF ′(X) ◦ idGF ′(Y ))(id β0
F ′(C)

◦ λF ′(X),F ′(Y ))(id β0
F ′(C)

◦G((µ′)−1
X,Y )).

Relación 4: los axiomas que satisface λ

Usando las relaciones correspondientes se prueba la igualdad 1. `

• El producto tensorial de modi�caciones ωA : βA → β′A y ω′A : αA → α′A se de�ne como
(ω ⊗ ω′)A := ωF ′(A) ◦G(ω′A).

Si α : F → F ′ y β : H → H ′ son transformaciones pseudonaturales entre los pseudofuntores
F, F ′ ∈ 2Cat(B′,B′′), H,H ′ ∈ 2Cat(B,B′), entonces existe una modi�cación

F ′H
id F ′⊗β

##
FH ⇓cα,β

id H⊗β ##

α⊗id H

;;

F ′H ′

FH ′
α⊗id H′

;;

dada por
(cα,β)A := α−1

βA
: F ′(βA) ◦ αH(A) → αH′(A) ◦ F (βA). (3.2.3)

Esta modi�cación se llama modi�cación de comparación.

Observación 3.2.4. El producto tensorial es estrictamente asociativo para pseudofuntores, pero
no para transformaciones pseudonaturales. Sin embargo, existe una asociatividad a

GFH ⇓aα,β,γ

(α⊗β)⊗γ

""

α⊗(β⊗γ)

>>G′F ′H ′

para transformaciones pseudonaturales α : G → G′, β : F → F ′ y γ : H → H ′, dada por la
siguiente modi�cación

(aα,β,γ)A : αF ′H′(A) ◦G(βH′(A)) ◦GF (γA)→ αF ′H′(A) ◦G(βH′(A) ◦ F (γA))

donde (aα,β,γ)A = idαF ′H′(A)
◦G2(βH′(A), F (γA)). Es fácil ver que a satisface el Axioma del pen-

tágono.

De�nición 3.2.5. Una 2-categoría monoidal es una 2-categoría B equipada de:
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• una 0-celda distinguida 1 ∈ B;

• para cada 0-celda A ∈ B, 2-funtores LA, RA : B → B, tales que LA(B) = RB(A) para cada
par de 0-celdas A,B; y

• para las 0-celdas A,A′, B,B′ ∈ B y las 1-celdas X ∈ B(A,A′), Y ∈ B(B,B′), 2-celdas
invertibles

ξX,Y : (LA′)BB′(Y ) ◦ (RB)AA′(X)⇒ (RB′)AA′(X) ◦ (LA)BB′(Y ),

tales que:

(i). L1 = R1 = Id B : B → B,

(ii). para cada par de 0-celdas A,B,

LA ◦ LB = LLA(B), LA ◦RB = RB ◦ LA, RRB(A) = RB ◦RA,

(iii). para las 0-celdas A,A′, B,B′, C, C ′, y las 1-celdas X ∈ B(A,A′), Y ∈ B(B,B′), Z ∈
B(C,C ′)

ξLA(Y ),Z = LA(ξY,Z), ξRB(X),Z = ξX,LB(Z), ξX,RC(Y ) = RC(ξX,Y ),

(iv). para las 0-celdas A,A′, B,B′ ∈ B y las 1-celdas X ∈ B(A,A′), Y ∈ B(B,B′),

(ξ−1
X,−, R−(X)) : LA → LA′ , (ξ−,Y , L−(Y )) : RB → RB′ ,

son transformaciones pseudonaturales.

Lema 3.2.6. Sea B una 2-categoría monoidal. Para cada 0-celda A y cada 1-celda X ∈ B(1,1)
se tiene que ξIA,Y = idIA = ξY,IA .

Demostración. Inmediata. `

De ahora en adelante se denota LA(B) = A⊗B = RB(A), para cada par de 0-celdas A,B.
Si A,B,C,D son 0-celdas y X,X ′ ∈ B(A,B), Y, Y ′ ∈ B(C,D) son 1-celdas, y α : X ⇒ X ′,
β : Y ⇒ Y ′ son 2-celdas, entonces

X⊗Y ∈ B(A⊗C,B⊗D), X⊗Y = RD(X) ◦ LA(Y ),

α⊗β : X⊗Y → X ′⊗Y ′, α⊗β = RD(α) ◦ LA(β).

Observación 3.2.7. La 2-categoría 2Cat(B,B) es una 2-categoría monoidal.

De�nición 3.2.8. Sean B,B′ 2-categorías monoidales. Un homomor�smo monoidal débil es una
colección

(F , χ, ω, ι, κ, ζ) : B → B′,

donde F : B → B′ es un pseudofuntor equipado con 1-celdas

χ0
A,B ∈ B′(F(A)⊗F(B),F(A⊗B)), ι ∈ B′(1,F(1)),

para cada par de 0-celdas A,B de B, y 2-celdas invertibles

χX,Y : χ0
A′,B′ ◦ (F(X)⊗F(Y ))⇒ F(X⊗Y ) ◦ χ0

A,B,



62 CAPÍTULO 3. 2-CATEGORÍAS

para cada par de 1-celdas X ∈ B(A,A′), Y ∈ B(B,B′), tal que (χ, χ0) es una transformación
pseudonatural. Para todas las 0-celdas A,B,C,D, existen modi�caciones invertibles

ωA,B,C : χA⊗B,C ◦ (χA,B⊗IF(C))⇒ χA,B⊗C ◦ (IF(A)⊗χB,C),

κA : χ1,A ◦ (ι⊗IF(A))⇒ IF(A),

ζA : χA,1 ◦ (IF(A)⊗ι)⇒ IF(A),

tales que (
id χ0

A,C
◦ (idA⊗κC)

)
ωA,1,C = id χ0

A,C
◦ (ζA⊗idC), (3.2.9)

(
id 1 ◦ (idA⊗ωB,C,D)

)(
ωA,B⊗C,D ◦ id 2

)(
id 3 ◦ (ωA,B,C⊗idD)

)
=

=
(
ωA,B,C⊗D ◦ (idA⊗idB⊗id χ0

C,D
)
)(
id 4 ◦ ξ−1

χ0
A,B ,χ

0
C,D

)(
ωA⊗B,C,D ◦ id 5

) (3.2.10)

Aquí idA = id IF(A)
, para cada 0-celda A y

id 1 = id χ0
A,B⊗C⊗D

, id 2 = idA⊗id χ0
B,C
⊗idD, id 3 = id χ0

A⊗B⊗C,D
,

id 4 = id χ0
A⊗B,C⊗D

, id 5 = id χ0
A,B
⊗idC⊗idD.

Observación 3.2.11. Sean B,B′ 2-categorías monoidales. Existe un homomor�smo monoidal
débil trivial Υ : B → B′. Para cada par de 0-celdas A,B, Υ(A) = 1, y ΥA,B : B(A,B)→ B′(1,1)
es el funtor que manda cada 1-celda X ∈ B(A,B) a I1, y para cada 2-celda α : X ⇒ Y ,
Υ(α) = id I1 . En este caso, ω, κ y ζ son las identidades.

3.3. El centro de una 2-categoría

A continuación se de�ne el centro de pseudofuntores y el centro de 2-categorías. Se prueba
que si H : DMod → C1Mod es el pseudofuntor de olvido, donde D = ⊕g∈GCg es una categoría
tensorial G-graduada, entonces el centro de H es monoidalmente equivalente al centro relativo
de D.

De�nición 3.3.1. Sean B,B′ 2-categorías y (H, α) : B → B′ un pseudofuntor unitario. Se
denota por Z(H) = 2Cat(B,B′)(H,H) a la categoría de transformaciones pseudonaturales del
pseudofuntor H. Se de�ne el centro de la 2-categoría B, y se denota Z(B), como

Z(B) = Z(Id B).

Observación 3.3.2. La categoría Z(H) es una categoría monoidal con el producto tensorial
descripto en la sección anterior.

Explícitamente, los objetos en Z(H) son pares (V, σ), donde

V = {VA ∈ B′(H(A),H(A)) 1-celdas, para todo A ∈ B},

σ = {σX : VB ◦ HA,B(X)→ HA,B(X) ◦ VA},

donde, para todo X ∈ B(A,B), σX es un isomor�smo natural tal que

σIA = id VA , (αX,Y ◦ id VA)σX◦Y = (idH(X) ◦ σY )(σX ◦ idH(Y ))(id VB ◦ αX,Y ),

para toda terna de 0-celdas A,B,C ∈ B, y todo par de 1-celdas X ∈ B(C,B), Y ∈ B(A,C).
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Si (V, σ), (W, τ) son dos objetos en Z(H), un mor�smo f : (V, σ) → (W, τ) en Z(H) es una
colección de 2-celdas fA : VA ⇒WA, A ∈ B tal que

(idH(X) ◦ fA)σX = τX(fB ◦ idH(X)),

para toda 1-celda X ∈ B(A,B).

El producto monoidal de Z(H) está dado de la siguiente manera:

Sean (V, σ), (W, τ) dos objetos en Z(H). Entonces (V, σ)⊗(W, τ) = (V⊗W,σ⊗τ), donde para
cada par de 0-celdas A,B ∈ B, y X ∈ B(A,B)

(V⊗W )A = VA ◦WA, (σ⊗τ)X = (σX ◦ idWA
)(id VB ◦ τX).

Si (V, σ), (V ′, σ′), (W, τ), (W ′, τ ′) ∈ Z(H) son objetos, y f : (V, σ)→ (V ′, σ′), f ′ : (W, τ), (W ′, τ ′)
son mor�smos en Z(H), entonces f⊗f ′ : (V, σ)⊗(V ′, σ′)→ (W, τ)⊗(W ′, τ ′) se de�ne como

(f⊗f ′)A = fA ◦ f ′A,

para toda 0-celda A. La unidad (1, ι) ∈ Z(H) es

1A = IA, ιX = idX ,

para todo par de 0-celdas A,B y toda 1-celda X ∈ B(A,B).

Observación 3.3.3. Sea C una categoría monoidal estricta, entonces Z(C) = Z(C). Luego, el
centro de 2-categorías generaliza el centro de categorías monoidales.

El centro relativo de categorías G-graduadas

Sea D = ⊕g∈GCg una categoría tensorial G-graduada, donde C = C1. El funtor inclusión
C ↪→ D induce el pseudofuntor de olvido H : DMod → CMod .

Proposición 3.3.4. Existe una equivalencia monoidal Z(H) w ZC(D).

Demostración. Se de�ne el funtor F : ZC(D)→ Z(H) de la siguiente manera. Para cada (V, γ) ∈
ZC(D), sea F(V, γ) = (W V , τ). Donde, para cada M ∈ DMod , W V

M : M→M es el funtor de
C-módulos dado por

W V
M(M) = V⊗M.

La estructura de funtor de C-módulos de W V
M está dada por

cX,M : W V
M(X⊗M)→ X⊗W V

M(M),

donde cX,M es la siguiente composición:

W V
M(X⊗M) = V⊗(X⊗M)

m−1
V,X,M−−−−−→ (V ⊗X)⊗M

γ−1
X ⊗idM−−−−−−→ (X ⊗ V )⊗M

mX,V,M−−−−−→ X⊗(V⊗M) = X⊗W V
M(M),

para cada X ∈ C,M ∈M. Luego (W V
M, c) es un funtor de C-módulos.
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Ahora se de�ne τ : seanM,N ∈ DMod , y (G, d) :M→N un funtor de D-módulos, entonces

τ(G,d) : W V
N ◦G→ G ◦W V

M,

(τ(G,d))M : V⊗G(M)→ G(V⊗M), (τ(G,d))M = d−1
V,M ,

para cada M ∈M. Así, τ(G,d) es un isomor�smo natural de C-módulos.

Ahora, se de�ne el funtor F en mor�smos. Sean (V, γ), (V ′, γ′) objetos en ZC(D) y f :
(V, γ) → (V ′, γ′) una �echa en ZC(D). Se de�ne F(f) : (W V , τ) → (W V ′ , τ ′), de la siguiente
manera. Para cada D-móduloM,

F(f)M : W V
M →W V ′

M , (F(f)M)M = f⊗idM ,

para todo M ∈M.

A continuación, se de�ne el funtor G : Z(H)→ ZC(D), que será el inverso de F . Cada objeto
X ∈ C induce un funtor de D-módulos JX : D → D, JX(V ) = V ⊗X.

Sea (W, τ) un objeto en Z(H). Para cada D-módulo M, WM : M → M es un funtor
de C-módulos. Lo denotaremos por WM = (WM, c

M). En particular, WD(1) ∈ D. Se tiene un
isomor�smo natural de C-módulos (τD,D)JX : WD◦JX

w−→ JX ◦WD. Luego, se tienen isomor�smos

((τD,D)JX )1 : WD(X)
w−→WD(1)⊗X.

Usando que WD tiene una estructura de C-módulo, existe un isomor�smo natural

cDX,1 : X ⊗WD(1)→WD(X).

Sea γ el isomor�smo natural de�nido por

γX : X⊗WD(1)→WD(1)⊗X, γX = ((τD,D)JX )1 ◦ cX,1.

La transformación natural γ satisface 1.5.19, ya que (τD,D)JX es una transformación natural de
C-módulos. Luego (WD(1), γ) ∈ ZC(D). Entonces, se de�ne G(W, τ) = (WD(1), γ).

Sea f : (W, τ) → (W ′, τ ′) un mor�smo en Z(H), entonces (fD)1 es un mor�smo en ZC(D),
ya que fD es una transformación natural de C-módulos. Sea G(f) = (fD)1. Se sigue que G está
bien de�nida y que F y G son inversos. `

Corolario 3.3.5. Z(CMod ) w Z(C).

Demostración. Se sigue de la proposición anterior tomando D = C y H : CMod → CMod el
pseudofuntor identidad. `



Capítulo 4

Acción de un grupo sobre una
2-categoría

A lo largo de este capítulo se presentan los resultados principales de la Tesis, los cuales
corresponden al trabajo [3].

Se describe explícitamente la de�nición de acción de un grupo sobre una 2-categoría. Da-
das las 2-categorías B,B′ equipadas con acciones de un grupo G, se de�ne la noción de G-
pseudofuntor entre ellas. Cuando un G-pseudofuntor es una biequivalencia se dice que B y B′ son
G-biequivalentes. Además, se de�ne la noción de transformación G-pseudonatural y la noción de
G-modi�cación. Todo ello forma una 2-categoría denotada por 2CatG(B,B′).

La 2-categoría equivariante se de�ne como BG = 2CatG(I,B), donde I es la 2-categoría
unidad con acción trivial de G.

Se prueba un teorema de coherencia, el cual establece que toda 2-categoría con una acción
de un grupo G es G-biequivalente a otra 2-categoría donde la acción de G es estricta.

Se desarrolla un ejemplo proveniente de las categorías tensoriales graduadas. Si D = ⊕g∈GDg
es una categoría tensorial G-graduada, entonces el grupo G actúa sobre la 2-categoría D1Mod
de D1-módulos a izquierda. La correspondiente 2-categoría equivariante (D1Mod op)G es biequi-
valente a DMod .

Finalmente, se prueba que existe una equivalencia monoidal Z(BG) ' Z(Φ)G, donde Φ :
BG → B es el pseudofuntor de olvido. Cuando se aplica esta equivalencia a CMod , se recupera
el resultado de [15].

4.1. Acción de un grupo sobre una 2-categoría

En la presente sección se de�nen: acción de un grupo G sobre una 2-categoría, acción estricta,
G-pseudofuntor, transformaciónG-pseudonatural yG-modi�cación. Al �nal de la sección se listan
los ejemplos.

De�nición 4.1.1. Sea G un grupo. Se denota por G a la 2-categoría que tiene como 0-celdas a
los elementos del grupo G. Y para cada par g, h ∈ G

G(g, h) =

{
la categoría unidad si g = h

∅ si g 6= h.

La 2-categoría G es monoidal.

De�nición 4.1.2. Sean G un grupo y B una 2-categoría. Se de�ne una acción de G sobre B
como un homomor�smo monoidal débil (F , χ, ω, ι, κ, ζ) : G→ 2Cat(B,B).

65
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Explícitamente, una acción de G sobre la 2-categoría B consiste en:

• una familia de pseudofuntores Fg : B → B, g ∈ G;

• equivalencias pseudonaturales (χg,h, χ
0
g,h) : Fg ◦ Fh → Fgh, g, h ∈ G;

• una equivalencia pseudonatural ι : Id B → F1;

• para cada g, h, f ∈ G modi�caciones invertibles

ωg,h,f : χgh,f ◦ (χg,h⊗id Ff )⇒ χg,hf ◦ (id Fg⊗χh,f ),

κg : χ1,g ◦ (ι⊗id Fg)⇒ id Fg , ζg : χg,1 ◦ (id Fg⊗ι)⇒ id Fg ;

tal que para toda 0-celda A

1(χ0
g,f )A

◦ Fg(κf )A(ωg,1,f )A = 1(χ0
g,f )A

◦ (ζg)Ff (A), (4.1.3)

(
id 3 ◦ (Fg(ωh,f,k)A)

)(
ωg,hf,k ◦ id 2

)(
id (χ0

ghf,k)A
◦ (ωg,h,f )Fk(A)

)
=

=
(
(ωg,h,fk)A ◦ id 4)

)(
id 5 ◦ (χg,h)χ0

f,k

)(
(ωgh,f,k)A ◦ id 6

)
,

(4.1.4)

para todo g, h, f, k ∈ G. Donde,

id 2 = 1Fg(χ0
h,f )Fk(A)

, id 3 = 1(χ0
g,hfk)A

, id 4 = 1FgFh(χ0
f,k)A

,

id 5 = 1(χ0
gh,fk)A

, id 6 = 1(χ0
g,h)FfFk(A)

.

En la ecuación (4.1.4) se han omitido los isomor�smos de asociatividad de los pseudofuntores Fg.

En los siguientes diagramas se denota por g al pseudofuntor Fg, la composición de funtores
como la yuxtaposición y al producto tensorial de transformaciones pseudonaturales también como
la yuxtaposición. Diagramáticamente, tenemos modi�caciones

g h f

1g⊗χh,f

��

χg,h⊗1f // gh f

χgh,f

��
g hf χg,hf

// ghf,

⇓ωg,h,f

tales que los siguientes diagramas son iguales para todo g, h, f, k ∈ G,

gh f k
χgh,f⊗1k //

⇓ωg,h,f⊗1k

ghf k

χghf,k

""
g h f k

χg,h⊗1f⊗1k

::

1g⊗1h⊗χf,k $$

1g⊗χh,f⊗1k // g hf k

χg,hf⊗1k

;;

1g⊗χhf,k

##

ghfk⇓ωg,hf,k

g h fk

⇓1g⊗ωh,f,k

1g⊗χh,fk
// g hfk

χg,hfk

<<

(4.1.5)
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=

gh f k

1gh⊗χf,k

##

χgh,f⊗1k // ghf k

χghf,k

""

⇓ωgh,f,k

g h f k

χg,h⊗1f⊗1k

::

1g⊗1h⊗χf,k $$

⇓cχg,h,χf,k gh fk χgh,fk
// ghfk

g h fk

χg,h⊗1fk

;;

1g⊗χh,fk
// g hfk

χg,hfk

<<

⇓ωg,h,fk

En el diagrama anterior se hace uso de la modi�cación de comparación c de�nida en (3.2.3).

Notación 4.1.6. Si un grupo G actúa sobre una 2-categoría B, se dice que B es una G-2-
categoría, o que existe en B una G-acción.

De�nición 4.1.7. Se dice que el grupo G actúa trivialmente sobre B si el homomor�smo mo-
noidal débil (F , χ, ω, ι, κ, ζ) : G → 2Cat(B,B) es el trivial. Es decir, para todo g, h ∈ G, los
pseudofuntores Fg son las identidades, χg,h es la transformación pseudonatural identidad y todas
las modi�caciones son las identidades.

De�nición 4.1.8. Una acción (F , χ, ω, ι, κ, ζ) : G → 2Cat(B,B) se dice unitaria si Fg es un
pseudofuntor unitario, F1 = Id B, ι = id y χg,1 = id Fg = χ1,g, κg = id = ζg para todo g ∈ G.
Una G-acción unitaria se denota simplemente como (F , χ, ω).

De�nición 4.1.9. Una acción (F , χ, ω, ι, κ, ζ) : G → 2Cat(B,B) se dice estricta si cada pseu-
dofuntor Fg es un 2-funtor, Fg ◦ Fh = Fgh, y las transformaciones pseudonaturales χg,h y las
modi�caciones ωg,h,f son las identidades para todo g, h, f ∈ G.

Como en la Proposición 2.1.8, se puede suponer que todas las acciones son unitarias. Sean
B,B′ 2-categorías con acciones unitarias del grupo G:

(F , χ, ω) : G→ 2Cat(B,B), (F̃ , χ̃, ω̃) : G→ 2Cat(B̃, B̃).

De�nición 4.1.10. Un G-pseudofuntor entre B y B̃ es una terna (H, γ,Π), donde

• H : B → B̃ es un pseudofuntor unitario,

• para cada g ∈ G, equivalencias pseudonaturales γg : H ◦ Fg → F̃g ◦ H,

• modi�caciones invertibles Πf,g, ∀f, g ∈ G

f̃Hg
1
f̃
⊗γg

// f̃ g̃H
χ̃f,g⊗1H

""

Hf g

γf⊗1g
<<

1H⊗χf,g
))

f̃gH

Hfg
γfg

66⇓Πf,g
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tales que para todo f, g, h ∈ G

γ1 = idH, Πg,1 = id γg = Π1,g, (4.1.11)

f̃ g̃Hh
1
f̃

1g̃γh

))
⇓1
f̃
⊗Πg,hf̃Hgh

1
f̃
γg1h

44

1
f̃Hχg,h

$$

f̃ g̃h̃H
1
f̃
χ̃g,h1H

zz
χ̃f,g1

h̃H
$$

Hfgh cγf ,χg,h

γf1g h
::

1Hfχg,h
$$

f̃Hgh
1
f̃
γgh

// f̃ g̃hH

˜χf,gh1H
$$

f̃gh̃H

χ̃fg,h1H
zz

Hf gh
γf1gh

::

χf,gh **

f̃ghH

ω̃f,g,h⇐

Hfgh
γfgh

44⇓Πf,gh

(4.1.12)

=
f̃ g̃Hh

χ̃f,g1Hh

��

1
f̃

1g̃γh

))
f̃Hgh ⇓Πf,g⊗1h

1
f̃
γg1h

44

f̃ g̃h̃H
χ̃f,g1

h̃H
$$

cχ̃f,g,γh

Hfgh
1Hχf,g1h //

γf1gh
::

1Hfχg,h
$$

Hfg h
γfg1h //

1Hχfg,h

��

f̃gHh

⇓Πfg,h

1
f̃g
γh

// f̃gh̃H

χ̃fg,h1H
zz

Hf gh

1H⊗ωf,g,h⇐

1Hχf,gh **

f̃ghH

Hfgh
γfgh

44

en 2Cat(B,B). En el diagrama anterior se hace uso de la modi�cación de comparación c de�nida
en (3.2.3).

De�nición 4.1.13. Sean (H, γ,Π), (H′, γ′,Π′) dos G-pseudofuntores. Una transformación G-
pseudonatural es un par (θ, {θg}g∈G), donde θ : H → H′ es una transformación pseudonatural,
y θg son modi�caciones invertibles

Hg
γg //

θ⊗1g

��

g̃H

1g̃⊗θ

��
H′g

γ′g // g̃H′

⇓θg

tal que para todo g, f ∈ G, la ecuación

Hg f
⇓θg1f

γg1f //

θ1g1f
��

g̃Hf

⇓1g̃θf1g̃θ1f
��

1g̃γf // g̃f̃H
⇓cθ,χ̃g,f1g̃1

f̃
θ
��

χ̃g,f1H // g̃fH
1
g̃f
θ

��

H′g f

1H′χg,f ,,

γ′g1f

// g̃H′f
1g̃γ
′
f // g̃f̃H′

χ̃g,f1H′
// g̃fH′

H′gf
γ′gf

66
⇓Π′g,f
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=

Hg f
θ1g1f

�� 1Hχg,f ,,

γg1f

// g̃Hf
1g̃γf // g̃f̃H′

χ̃g,f1H

// g̃fH
1
g̃f
θ

��

H′g f
⇓c−1
θ,χg,f

1H′χg,f ,,

Hgf
θ1gf

��

γgf

66
⇓Πg,f

g̃fH′
⇓θgf

H′gf
γ′gf

66

se cumple en 2Cat(B,B).

De�nición 4.1.14. Sean (θ, {θg}g∈G), (σ, {σg}g∈G) : (H, γ,Π) → (H̃, γ̃, Π̃) transformaciones
G-pseudonaturales. Una G-modi�cación α : (θ, {θg}g∈G) ⇒ (σ, {σg}g∈G) es una modi�cación
α : θ ⇒ σ tal que

Hg
γg //

α⊗1g⇐σ⊗1g

))

θ⊗1g

uu

g̃H

1g̃θg

��
H′g

γ′g

// g̃H′

⇓θg

=

Hg
γg //

σg⊗1g

�� ⇓σg

g̃H
1g̃⊗α⇐1g̃⊗σ

))

1g̃⊗θ

uuH′g
γ′g

// g̃H′

De�nición 4.1.15. Sean (H1, γ1,Π1), (H2, γ2,Π2), (H3, γ3,Π3)G-pseudofuntores, y (θ, {θg}g∈G) :
(H1, γ1,Π1) → (H2, γ2,Π2), (σ, {σg}g∈G) : (H2, γ2,Π2) → (H3, γ3,Π3) transformaciones G-
pseudonaturales. La composición

(σ, {σg}g∈G) ◦ (θ, {θg}g∈G) = (ρ, {ρg}g∈G)

se de�ne de la siguiente manera. La transformación pseudonatural ρ = σ ◦ θ. Para cada 0-celda
A ∈ B y cada g ∈ G

(ρg)A =
(
(σg)A ◦ id θ0

Fg(A)

)(
id
F̃g(σ0

A)
◦ (θg)A)

)
.

Aquí se está omitiendo la condición de asociatividad del pseudofuntor Fg. La composición de
G-modi�caciones es la composición usual de modi�caciones.

De�nición 4.1.16. 2CatG(B, B̃) es la 2-categoría cuyas 0-celdas son los G-pseudofuntores, las
1-celdas son las transformaciones G-pseudonaturales y las 2-celdas son las G-modi�caciones.

El siguiente resultado es consecuencia de [16, Corollary 8.3].

Proposición 4.1.17. 2CatG(B, B̃) es una 2-categoría. `

De�nición 4.1.18. Se dice que las 2-categorías B y B̃ son G-biequivalentes si existe un G-
pseudofuntor H : B → B̃ que es una biequivalencia.
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Lema 4.1.19 (Transporte de estructura). Sea B una 2-categoría con acción de G dada por
(F , χ, ω). Sean H : B → B′ una biequivalencia y

Lg : B′ → B′, γg : H ◦ Fg → Lg ◦ H

una familia G-indexada de pseudofuntores y equivalencias pseudonaturales, respectivamente.
Entonces, existe en B′ una G-acción (L, χ′, ω′) tal que (H, γ,Π) : B → B′ es una G-biequivalencia.

Demostración. Como γg y χf,g son equivalencias pseudonaturales, se pueden de�nir Πf,g y las
equivalencias pseudonaturales χ′f,g : Lf ◦ Lg → Lfg, f, g ∈ G. El Axioma 4.1.12 determina
unívocamente las modi�caciones ω′f,g,h. El Axioma 4.1.5 sigue de los correspondientes axiomas
de la G-acción dada por (F , χ, ω). El pseudofuntor (H, γ,Π) : B → B′ es una G-biequivalencia
por construcción. `

Corolario 4.1.20. Toda 2-categoría con una G-acción es G-biequivalente a una 2-categoría
donde G actúa por 2-funtores, esto es, todos los Fg son 2-funtores.

Demostración. Por el Teorema de coherencia para pseudofuntores, ver [18, Section 2.3], toda
bicategoría B es biequivalente a una 2-categoría st(B) tal que todo pseudofuntor F : st(B) →
st(B) es pseudonaturalmente equivalente a un 2-funtor. Entonces, por el Lema 4.1.19 se puede
transportar la acción de B a una acción G-biequivalente en st(B) donde G actúa por 2-funtores.

`

Ejemplos de acciones de grupos sobre 2-categorías

• Sean G un grupo y B una 2-categoría. Existe una acción trivial de G sobre B dada por las
identidades.

• Sea C una categoría tensorial �nita estricta y G un grupo que actúa sobre C (ver 2.1.3),
entonces G actúa sobre la 2-categoría C:
Se de�ne Fg : C → C el pseudofuntor

Fg(?) = ?, (Fg)?,? = g∗,

para todo g ∈ G. Para cada g, h ∈ G, X ∈ C

(χ0
g,h)? = 1, χg,h = νg,h.

Como χgh,f◦(χg,h⊗id Ff ) = χg,hf◦(id Fg⊗χh,f ) y (χg,1)XFg(ζX) = id Fg(X) = (χ1,g)XζFg(X),
podemos elegir ωg,h,f , κg y ζg como las identidades.

• Sea G un grupo �nito que actúa sobre una 2-categoría B, entonces Gop actúa sobre la
2-categoría Rep(B) (ver 3.2.1) de la siguiente manera:

Fg : Rep(B)→ Rep(B), ω 7→ ω ◦ Fg, g ∈ G;

Fg((σ, σ0)) = (σ, σ0)⊗ id Fg .

Sea ω ∈ Rep(B), se de�ne ((X0
g,h)ω, ((X

0
g,h)ω)0) : ω ◦ Fh ◦ Fg → ω ◦ Fhg como

((X0
g,h)ω, ((X

0
g,h)ω)0) = id ω ⊗ (χg,h, χ

0
g,h).

Sean ω, ω′ ∈ Rep(B), (σ, σ0) : ω → ω′ una transformación pseudonatural y A objeto de B,
se de�ne

((Xg,h)(σ,σ0))A = (σ(χ0
h,g)A

)−1.

Luego (Xg,h, X
0
g,h) : Fg ◦ Fh → Fhg son equivalencias pseudonaturales. Las modi�caciones

invertibles se de�nen a partir de las modi�caciones invertibles de la acción de G sobre B.
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• Sea C una categoría tensorial �nita y G un grupo que actúa sobre C (ver 2.1.3), con g∗
estricto para todo g ∈ G, entonces G actúa sobre la 2-categoría CMod :

Se de�nen los pseudofuntores Fg : CMod → CMod tales que, para cada C-módulo M,
Fg(M) =M(g−1)∗ . Recordar de 1.5.25 la estructura de C-módulo de Fg(M):

X⊗M = (g−1)∗(X)⊗M,

para cada X ∈ C,M ∈ M. Si M,N son C-módulos y (G, c) ∈ FunC(M,N ), entonces
(Fg)M,N (G, c) = (G, c(g−1)∗(−),−). Sean (χg,h, χ

0
g,h) : Fg ◦ Fh → Fgh las equivalencias

pseudonaturales dadas por

(χ0
g,h)M : Fg(Fh(M))→ Fgh(M), (χ0

g,h)M = (IdM, c
g,h),

donde

cg,hX,M = (νh−1,g−1)X⊗idM ,

para cada X ∈ C, M ∈ M. Notar que los cg,h satisfacen 1.5.4 pues los νg,h son transfor-
maciones naturales monoidales. Sea (G, c) ∈ FunC(M,N ), como c es isomor�smo natural
se tiene que, para g, h ∈ G, X ∈ C y M ∈M,

((νh−1,g−1)X⊗idG(M)) ◦ (c(h−1)∗◦(g−1)∗(X),M ) = (c((gh)−1)∗(X),M ) ◦ (G((νh−1,g−1)X⊗idM ));

luego los isomor�smos naturales χg,h pueden ser las identidades. Como vale 2.1.4, se tiene
que χgh,f◦(χg,h⊗id Ff ) = χg,hf◦(id Fg⊗χh,f ), entonces elegimos ωg,h,f como las identidades.
Se de�ne ι : Id

CMod → F1 de la siguiente manera, paraM∈ CMod ,

ι0M = (idM, ζ⊗idM);

vale 1.5.4 para ζ⊗idM por ser ζ monoidal. Sea (G, c) ∈ FunC(M,N ), como c es isomor�smo
natural se tiene que, para X ∈ C y M ∈M,

(ζX⊗idG(M)) ◦ cX,M = c1∗(X),M ◦G(ζX⊗idM );

luego ι puede tomarse como la identidad. Como para cada g ∈ G se cumple que

χ1,g ◦ (ι⊗id Fg) = id Fg , χg,1 ◦ (id Fg⊗ι) = id Fg ;

se toman κg y ζ ′g también como las identidades.

4.2. Coherencia para la acción de un grupo sobre una 2-categoría

El objetivo de esta sección es probar el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1 (Coherencia para la acción de un grupo sobre una 2-categoría). Sea G un grupo.
Toda 2-categoría con acción de G es G-biequivalente a una 2-categoría con acción estricta de G.

Sea B una 2-categoría equipada con una acción unitaria de G, (F , χ, ω) : G → 2Cat(B,B).
Por Corolario 4.1.20 podemos suponer que Fg es un 2-funtor, para todo g ∈ G. Primero, se
construirá una 2-categoría B[G] con acción estricta de G.
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Los objetos de B[G] son ternas (A, θ, α), donde A = {Ag}g es una familia de objetos G-
indexados, θ = {θg,h : Fg(Ah) → Agh}g,h∈G es una familia G × G-indexada de 1-celdas que son
equivalencias y

FgFh(Af )

Fg(θh,f )

��

(χ0
g,h)Af // Fgh(Af )

θgh,f

��
Fg(Ahf )

θg,hf
// Aghf ,

⇓αg,h,f

es una familia G×G×G-indexada de 2-celdas que son isomor�smos, tales que

θ1,g = IAg , α1,h,f = id, αg,1,f = id

para todo g, h, f, k, y la ecuación

gh f Ak
χ0
gh,f //

⇓ωg,h,f

ghf Ak

θghf,k

##
g h f Ak

χ0
g,h⊗1f

99

1g⊗1h⊗θf,k
$$

1g⊗χ0
h,f // g hf Ak

χ0
g,hf

::

1g⊗θhf,k

$$

Aghfk⇓αg,hf,k

g h Afk

⇓1g⊗αh,f,k

1g⊗θh,fk
// g Ahfk

θg,hfk

;;

(4.2.2)
=

gh f Ak

1gh⊗θf,k

$$

χ0
gh,f // ghf Ak

θghf,k

##

⇓αgh,f,k

g h f Ak

χ0
g,h⊗1f

99

1g⊗1h⊗θf,k
$$

⇓(χg,h)θf,k gh Afk
θgh,fk

// Aghfk

g h Afk

χ0
g,h

::

1g⊗θh,fk
// g Ahfk

θg,hfk

;;

⇓αg,h,fk

se cumple en B(Fg(Fh(Ff (Ak)), Aghfk). Si (A, θ, α) es una 0-celda, la 1-celda identidad I(A,θ,α)

se de�ne de la siguiente manera: I(A,θ,α) = (IAg , l), donde lg,h = id θg,h , para cada g, h ∈ G.
Si (A, θ, α) y (B, ρ, β) son objetos en B[G], una 1-celda es un par (X, l), donde X = {Xg :

Ag → Bg} es una familia G-indexada de 1-celdas y

Fg(Ah)

θg,h

��

Fg(Xh) // Fg(Bh)

ρg,h

��
Agh Xgh

// Bgh,

⇓lg,h
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es una familia G×G-indexada de 2-celdas que son isomor�smos, tales que para todo f, g, h ∈ G,
l1,g = idXg y la ecuación

f g(Ah)

f(θg,h)

��

f g(Xh) // f g(Bh)

fρg,h)

��

χ0
f,g // fg(Bh)

ρfg,h

��
f(Agh)

θf,gh
((

f(Xgh)

// f(Bgh)

⇓lf,gh

⇓f(lg,h)

ρf,gh
// Bfgh

⇓βf,g,h

Afgh

Xfgh

66

(4.2.3)

=
f g(Ah)

f(θg,h)

�� χ0
f,g ((

f g(Xh) // f g(Bh)

⇓(χf,g)Xh

χ0
f,g // fg(Bh)

ρfg,h

��f(Agh)

θf,gh
((

⇓αf,g,h fg(Ah)

fg(Xh)

66

θfg,h

��

⇓lfg,h

Afgh

Xfgh

66

se cumple en B(Ff (Fg(Ah)), Bfgh). Si (X, l), (Y, s) son 1-celdas, una 2-celda m : (X, l)⇒ (Y, s)
es una familia G-indexada de 2-celdas m = {mg : Xg ⇒ Yg} tal que para todo g, f ∈ G, la
ecuación

Fg(Ah)

θg,h

��

Fg(Xh)

%%
Fg(Bh)

ρg,h

��

⇓lg,h

Agh

Xgh
$$

Ygh

99
Bgh⇓mgh

(4.2.4)

=

Fg(Ah) ⇓Fg(mh)

θg,h

��

Fg(Xh)

%%

Fg(Yh)
99
Fg(Bh)

ρg,h

��
Agh

Ygh

99
Bgh⇓sg,h
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se cumple en B(Fg(Ah), Bgh).
La composición vertical en cada categoría B[G]((A, θ, α), (B, ρ, β)) se de�ne de la siguiente

manera: sean (X, l), (Y, s),(Z, t) : (A, θ, α) → (B, ρ, β) 1-celdas en B[G], y m : (X, l) ⇒ (Y, s) y
n : (Y, s)⇒ (Z, t) 2-celdas en B[G], entonces

nm : (X, l)⇒ (Z, t),

nmg = ngmg, g ∈ G.

De�namos ahora la composición horizontal

◦ : B[G]((A, θ, α), (B, ρ, β))× B[G]((C, κ, γ), (A, θ, α))→ B[G]((C, κ, γ), (B, ρ, β)).

Si (A, θ, α) y (B, ρ, β) son 0-celdas, y

(X, l) ∈ B[G]((A, θ, α), (B, ρ, β)), (Y, s) ∈ B[G]((C, κ, γ), (A, θ, α))

son 1-celdas, se de�ne
(X, l) ◦ (Y, s) = (Z, t),

donde Zg = Xg ◦ Yg, y tg,h =
(
1Xgh ◦ sg,h

)(
lg,h ◦ 1Fg(Yh)

)
, para cada g, h ∈ G. La composición

horizontal de 2-celdas en B[G] es la composición horizontal de 2-celdas en B.

Lema 4.2.5. B[G] es una 2-categoría con una acción estricta de G.

Demostración. La prueba de que B[G] es una 2-categoría sigue por cálculos directos. De�namos
la acción estricta de G en la 2-categoría B[G]. Para cada g ∈ G se de�nen los 2-funtores Lg :
B[G]→ B[G] como sigue. Si (A, θ, α) es una 0-celda, g, x ∈ G, entonces

Lg(A)x = Axg, Lg(θ)x,y = θx,yg, Lg(α)x,y,z = αx,y,zg.

Si (X, l) : (A, θ, α)→ (B, ρ, β) es una 1-celda,

Lg(X)x = Xxg, Lg(l)x,y = lxyg.

Si m : (X, l) ⇒ (Y, s) es una 2-celda, entonces Lg(m)x = mxg, para cada x ∈ G. Como los Lg
son 2-funtores tales que Lg ◦ Lh = Lgh para todo g, h ∈ G y Le = IdB[G], L de�nen una acción
estricta de G sobre B[G]. `

Existe un pseudofuntor H : B → B[G] dado por: si A es una 0-celda en B, entonces

H(A) = ({Fg(A)}, (χ0
g,h)A, ωg,h,f )f,g,h∈G,

siX : A→ B es una 1-celda, entoncesH(X) = (Fg(X), (χg,h)X); y para cada 2-celdam : X ⇒ Y ,
H(m)g = Fg(m), donde f, g, h ∈ G. El hecho de que los ω sean modi�caciones implica que H(X)
es una 1-celda en B[G].

La siguiente proposición implica inmediatamente el Teorema 4.2.1.

Proposición 4.2.6. H : B → B[G] es una G-biequivalencia.

Demostración. Si (A, θ, α) es un objeto en B[G], entonces la 1-equivalencia θg,e : H(Ae)g → Ag
y las 2-celdas

FgH(Ae)h

Fg(θh,e)

��

χ0
g,h // H(Ae)gh

θgh,e

��
Fg(Ah)

θ0
g,h

// Aghf ,

⇓αg,h,e
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de�nen una 1-equivalencia de H(A1) a A, esto es, H es biesencialmente suryectivo.
Sean A y B objetos en B, y (X, l) : H(A)→ H(B) una 1-celda en B[G]. La 2-celda invertible

lg,1 : H(X1)g ⇒ Xg de�ne una 2-celda invertible de H(X1) a X. Entonces H es localmente
esencialmente suryectivo.

Si X,Y,∈ B(A,B) y f, f ′ : X → Y tales que H(f) = H(f ′). Entonces, H(f)1 = H(f ′)1,
pero como se está considerando una acción unitaria, f = H(f)1 = H(f ′)1 = f ′, esto es, H
es localmente �el. Supongamos que w : H(X) ⇒ H(Y ) es una 2-celda en B[G], la condición
(4.2.4) implica que wg = Fg(m1), entonces w = H(w1). Como H es biesencialmente suryectivo,
localmente esencialmente suryectivo y localmente �elmente pleno, entonces por 3.1.15 H es una
biequivalencia.

Para ver que H tiene una estructura de G-pseudofuntor notar que

(H ◦ Fg)x = Fx ◦ Fg, (Lg ◦ H)x = Fxg,

para cada x, g ∈ G. Entonces, usando la transformación pseudonatural χx,g : Fx ◦ Fg → Fxg, se
de�ne la transformación pseudonatural

γg : H ◦ Fg → Lg ◦ H,

como sigue. Para cada 0-celda A ∈ Obj (B) se debe de�nir una 1-equivalencia γ0
A : H ◦ Fg(A)→

Lg ◦ H(A) en B[G]. Sea γ0
A = (X, l), donde, para cada x, f, h ∈ G

Xx = (χ0
x,g)A, lf,h = (ω−1

f,h,g)A.

El Axioma (4.1.5) implica que los lf,h satisfacen la condición (4.2.3). Luego, γ0
A es una 1-celda en

B[G]. Para completar la de�nición de la equivalencia pseudonatural γg, se deben de�nir 2-celdas
en B[G]

(γg)X : γ0
B ◦ HFg(X)⇒ LgH(X) ◦ γ0

A,

para cada 1-celda X ∈ B(A,B). Sea
(
(γg)X

)
x

= (χx,g)X , para cada x ∈ G. El hecho de que
los ω sean modi�caciones, implica que las 2-celdas

(
(γg)X

)
x
satisfacen (4.2.4). Para de�nir las

modi�caciones

LfHFg
1Lf⊗γg // LfLgH

id

$$
HFf Fg

γf⊗1Fg
99

1H⊗χf,g
**

LfgH

HFfg
γfg

44⇓Πf,g

se observa que

[(1Lf⊗γg) ◦ (γf ⊗ 1Fg)]x = χxf,g ◦ (χx,f ⊗ 1Fg), x, f, g ∈ G,

y
[(1H ⊗ χf,g) ◦ (γfg)]x = χx,fg ◦ (1Fx ⊗ χf,g), x, f, g ∈ G.

Luego, se de�ne (Πf,g)x = ωx,f,g para todo x, g, f ∈ G.
Como los ωx,f,g son modi�caciones, los Πg,h son modi�caciones para cada g, h ∈ G. La

condición del diagrama (4.1.12) es exactamente el diagrama (4.1.5). `
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4.3. La 2-categoría equivariante

A continuación se de�ne la 2-categoría equivariante.

Sea G un grupo e I la 2-categoría unidad con acción trivial de G, y sea B una 2-categoría
con acción de G.

De�nición 4.3.1. La 2-categoría equivariante es BG = 2CatG(I,B). A las 0-celdas, 1-celdas y
2-celdas en BG se las llama 0-celdas, 1-celdas y 2-celdas equivariantes, respectivamente.

Proposición 4.3.2. Si B y B̃ son G-biequivalentes, entonces las 2-categorías BG, B̃G son bie-
quivalentes.

Demostración. Inmediato. `

Lema 4.3.3. Existe un 2-funtor de olvido Φ : BG → B.

Demostración. Si (H,Π, γ) es una 0-celda equivariante en BG, entonces Φ(H,Π, γ) = H(?). Si
(θ, {θg}g∈G) es una 1-celda equivariante, entonces Φ(θ, {θg}g∈G) = θ. En 2-celdas el funtor Φ es
la identidad. `

Desempaquetando la de�nición de equivariantización

Supongamos que existe una acción unitaria de G sobre la 2-categoría B tal que todos los
pseudofuntores Fg son 2-funtores. Esto es posible por el Corolario 4.1.20. La 2-categoría BG
tiene como 0-celdas ternas (A, {Ug}g∈G, {Πg,h}g,h∈G), donde:

• A es una 0-celda en B;

• Ug son 1-celdas invertibles en B(A,Fg(A));

• Πg,h : (χ0
g,h)A ◦Fg(Uh)◦Ug ⇒ Ugh son 2-celdas e isomor�smos en la categoría B(A,Fgh(A))

tales que

U1 = IA, Πg,1 = id Ug = Π1,g,

Πf,gh

(
id (χ0

f,gh)A
◦ Ff (Πg,h) ◦ id Uf

)(
(ωf,g,h)A ◦ id FfFg(Uh)Ff (Ug)Uf

)
=

= Πfg,h

(
id (χ0

fg,h)AFfg(Uh) ◦Πf,g

)(
id (χ0

fg,h)A
◦ (χf,g)Uh ◦ id Ff (Ug)Uf

) (4.3.4)

para todo g, h, f ∈ G. Para recortar notación, la colección (A, {Ug}g∈G, {Πg,h}g,h∈G) se denota
simplemente por (A,U,Π).

Dadas las 0-celdas equivariantes (A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃), una 1-celda equivariante es un par
(θ, {θg}g∈G) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)) donde

• θ ∈ B(A, Ã) es una 1-celda,

• y para cada g ∈ G, θg : Fg(θ) ◦ Ug ⇒ Ũg ◦ θ, son 2-celdas invertibles tales que θ1 = id θ, y
tal que para cada g, f ∈ G
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(
Π̃g,f ◦ id θ

)(
id

(χ0
g,f )AFg(Ũf )

◦ θg
)(
id (χ0

g,f )A
◦ Fg(θf ) ◦ id Ug

)
=

= θgf
(
id Fgf (θ) ◦Πg,f

)(
(χg,f )θ ◦ id Fg(Uf )Ug

)
.

(4.3.5)

Si (θ, {θg}g∈G), (σ, {σg}g∈G) : (A,U, µ)→ (Ã, Ũ , µ̃) son 1-celdas equivariantes, una 2-celda equi-

variante α : (θ, {θg}g∈G)⇒ (σ, {σg}g∈G) es una 2-celda α : θ ⇒ σ tal que para todo g ∈ G

(id
Ũg
◦ α)θg = σg(Fg(α) ◦ id Ug). (4.3.6)

Sean (A,U, µ), (Ã, Ũ , µ̃), (A′, U ′, µ′) 0-celdas equivariantes, y

(θ, θg) : (A′, U ′, µ′)→ (Ã, Ũ , µ̃), (σ, σg) : (A,U, µ)→ (A′, U ′, µ′)

1-celdas equivariantes, entonces la composición (θ, θg) ◦ (σ, σg) : (A,U, µ) → (Ã, Ũ , µ̃) se de�ne
como (θ, θg) ◦ (σ, σg) = (θ ◦ σ, (θ ◦ σ)g), donde para cada g ∈ G

(θ ◦ σ)g = (θg ◦ id σ)(id Fg(θ) ◦ σg). (4.3.7)

4.4. Acciones provenientes de categorías tensoriales graduadas

El objetivo de la presente sección es desarrollar un ejemplo proveniente de las categorías
tensoriales graduadas.

Supongamos que G es un grupo �nito, C una categoría tensorial �nita y D = ⊕g∈GDg una
extensión G-graduada de C (D1 = C). Supongamos además que D es una categoría monoidal
estricta.

Teorema 4.4.1. Existe una acción de G sobre la 2-categoría CMod op. Más aún, se tienen las
2-equivalencias

(CMod op)G ' DMod , (CMod op
e )G ' DMod e.

Demostración. Primero de�namos la acción de G sobre 2-categoría B = CMod op. Para cada
g ∈ G se de�ne el 2-funtor Fg : B → B como sigue. Para cada C-módulo a izquierda M, sea
Fg(M) = FunC(Dg,M). Notar que, por el Teorema 1.5.24, Fg(M) = Dg �CM. Si M,N son
C-módulos a izquierda, y R :M→N es un funtor de C-módulos, entonces

Fg(R) : FunC(Dg,M)→ FunC(Dg,N ), Fg(R)(H) = R ◦H.

Ahora, se de�ne la equivalencia pseudonatural χg,h : Fg ◦ Fh → Fgh, para cada g, h ∈ G. Para
un C-módulo a izquierdaM

(χ0
g,h)M : FunC(Dgh,M)→ FunC(Dg,FunC(Dh,M)),

(χ0
g,h)M(H)(X)(Y ) = H(X⊗Y ),

para cada H ∈ FunC(Dgh,M), X ∈ Cg, Y ∈ Ch. Se sigue que (χ0
g,h)M es un funtor de C-módulos

bien de�nido. Para cada funtor de C-módulos R :M→ N se tiene que Fg(Fh(R)) ◦ (χ0
g,h)M =

(χ0
g,h)N ◦ Fgh(R), por lo tanto, podemos de�nir

(χg,h)R : Fg(Fh(R)) ◦ (χ0
g,h)M → (χ0

g,h)N ◦ Fgh(R)

como las identidades. Como χgh,f ◦ (χg,h⊗id Ff ) = χg,hf ◦ (id Fg⊗χh,f ), para cada f, g, h ∈ G,
entonces podemos elegir ωg,h,f como las identidades.
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Se de�ne ahora la biequivalencia Φ : BG → DMod . Supongamos que (M, U,Π) es una 0-celda
equivariante. Esto quiere decir que se tienen funtores de C-módulos

Ug : FunC(Dg,M)→M,

junto con isomor�smos naturales de C-módulos

Πg,h : Ug ◦ Fg(Uh) ◦ (χ0
g,h)M → Ugh,

que satisfacen los axiomas requeridos.

A�rmación 4.4.2. Sean g, h ∈ G. Si X ∈ Cg, Y ∈ Ch, entonces, existe una familia de isomor�s-
mos naturales de C-módulos

βX,Y,M : Fg(Uh)
(
(χ0
g,h)M(EX⊗Y,M )

)
→ EX,Uh(GY,M ),

donde EX,M : Cg →M está dado por

EX,M (Y ) = (∗Y⊗X)⊗M

(ver 1.6.2).

Prueba de la a�rmación. Si Z ∈ Cg, entonces

EX,Uh(EY,M )(Z) = (∗Z⊗X)⊗Uh(EY,M ),

Fg(Uh)
(
(χ0
g,h)M(EX⊗Y,M )

)
(Z) = Uh(EX⊗Y,M (Z⊗−)).

Notar que existen isomor�smos naturales de módulos

EX,M (Z⊗−) ' ∗Z⊗EX,M , X⊗EY,M ' EX⊗Y,M .

Juntando estos dos isomor�smos obtenemos que

EX⊗Y,M (Z⊗−) ' (∗Z⊗X)⊗EY,M .

Usando estos isomor�smos y que Uh es un funtor de C-módulos, se tiene que

Uh(EX⊗Y,M (Z⊗−)) ' (∗Z⊗X)⊗Uh(EY,M ),

que es el isomor�smo deseado. `

Se de�ne Φ(M, U,Π) = M como categoría Abeliana. Debemos darle a la categoría M una
estructura de D-módulo. Si X ∈ Cg, M ∈M sea

X⊗M = Ug(EX,M ).

Hay que de�nir los isomor�smos de asociatividad

mX,Y,M : (X⊗Y )⊗M → X⊗(Y⊗M).

Supongamos que X ∈ Cg, Y ∈ Ch, M ∈M. Entonces

(X⊗Y )⊗M = Ugh(EX⊗Y,M ), X⊗(Y⊗M) = Ug(EX,Uh(EY,M )).

Así, se de�ne
mX,Y,M = Ug(βX,Y,M )(Πg,h)−1

EX⊗Y,M
.

El Axioma (1.5.2) es equivalente, en este caso, al Axioma (4.3.4). Es claro que Φ es una biequi-
valencia, y restringido a la categoría de módulos exactos (CMod op

e ) nos da la segunda biequiva-
lencia. `
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Sea G un grupo �nito que actúa sobre una categoría tensorial �nita C (ver 2.1.3). Podemos
construir la siguiente categoría G-graduada:

C[G] = ⊕g∈GCg,

donde Cg = C, para todo g ∈ G. Si X ∈ C es un objeto, el objeto en Cg se denota [X, g]. El
producto tensorial está dado por:

[X, g]⊗ [Y, h] = [X ⊗ g∗(Y ), gh], X, Y ∈ C, g, h ∈ G.

Para una descripción detallada de C[G] ver [38].

Corolario 4.4.3. Existen las 2-equivalencias

(CMod op)G ' CGMod , (CMod op
e )G ' CGMod e.

Demostración. Por [38, Thm. 4.1], existen las 2-equivalencias

C[G]Mod ' CGMod , C[G]Mod e ' CGMod e.

Ahora, aplicando el teorema 4.4.1 se obtiene que

(CMod op)G ' C[G]Mod , (CMod op
e )G ' C[G]Mod e.

Luego, el resultado es inmediato. `

4.5. El centro de la 2-categoría equivariante

En esta sección se probará el siguiente resultado. Sea G un grupo �nito que actúa sobre una
2-categoría B. Recordar el 2-funtor de olvido Φ : BG → B descripto en el Lema 4.3.3.

Teorema 4.5.1. El grupo G actúa sobre Z(Φ) por autoequivalencias monoidales, y existe una
equivalencia monoidal

Z(BG) ' Z(Φ)G.

Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.5.2. [15, Thm. 3.5] Sea D = ⊕g∈GCg una categoría tensorial �elmente graduada,
con C = C1. Existe una acción del grupo G sobre el centro relativo ZC(D) y una equivalencia
monoidal

Z(D) ' ZC(D)G.

Demostración. Sea H : DMod → CMod el pseudofuntor de olvido. Entonces

Z(D) ' Z(DMod ) ' Z(
(
CMod op

)G
) ' Z(H)G ' ZC(D)G

La primera equivalencia sigue del Corolario 3.3.5, la segunda del Teorema 4.4.1, y la última de
la Proposición 3.3.4. `

Para el resto de la sección usaremos la notación introducida en la Sección 4.3. Se asumirá
que la acción es unitaria y estricta, ver De�niciones 4.1.8, 4.1.9. Por Proposición 3.1.17, se puede
asumir que toda 1-celda invertible es un isomor�smo. En particular, si (A,U,Π) es una 0-celda
equivariante, para cada g ∈ G, la 1-celda Ug es invertible. Luego, se puede elegir una 1-celda U∗g
tal que

Ug ◦ U∗g = IFg(A), U∗g ◦ Ug = IA.

Si X,Y son 1-celdas, se denota a veces X ◦ Y = XY , para simpli�car notación.
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La acción de un grupo sobre Z(Φ)

Para cada g ∈ G, se de�nen las autoequivalencias tensoriales Lg : Z(Φ) → Z(Φ) tales que
éstas de�nen una acción de G sobre Z(Φ). Primero, describamos explícitamente los objetos de
Z(Φ). Un objeto (X,σ) ∈ Z(Φ) consiste en

X = {X(A,U,Π) ∈ B(A,A) una 1-celda, (A,U,Π) ∈ Obj (BG)},

σ = {σ(θ,θg) : X
(Ã,Ũ ,Π̃)

◦ θ ⇒ θ ◦X(A,U,Π) 2-celdas que son isomor�smos enBG},

donde (θ, θg) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)) es una 1-celda equivariante. Los isomor�smos σ(θ,θg)

satisfacen (3.3). Si (X,σ), (Y, τ) ∈ Z(Φ), un mor�smo f : (X,σ) → (Y, τ) es una colección de
2-celdas en B(A,A)

f(A,U,Π) : X(A,U,Π) ⇒ Y(A,U,Π),

tal que para toda 1-celda equivariante (θ, θg) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃))(
id θ ◦ f(A,U,Π)

)
σ(θ,θg) = τ(θ,θg)

(
f

(Ã,Ũ ,Π̃)
◦ id θ

)
.

Lema 4.5.3. Sean g, h ∈ G y (A,U,Π) una 0-celda equivariante. Existen 2-celdas que son
isomor�smos

εg,h,(A,U,Π) : U∗g ◦ Fg(U∗h)⇒ U∗gh

tales que
εg,h,(A,U,Π) ◦Πg,h = id IA , Πg,h ◦ εg,h,(A,U,Π) = id IFgh(A)

, (4.5.4)

εgh,f,(A,U,Π)

(
εg,h,(A,U,Π) ◦ id Fgh(U∗f )

)
= εg,hf,(A,U,Π)

(
id U∗g ◦ Fg(εh,f,(A,U,Π))

)
, (4.5.5)

para cada g, h, f ∈ G.

Demostración. Sea εg,h,(A,U,Π) = id U∗g ◦Fg(U∗h) ◦Π−1
g,h ◦ id U∗gh . La ecuación (4.5.5) sigue de (4.3.4).

`

Para cada g ∈ G, se de�nen los funtores Lg : Z(Φ) → Z(Φ), Lg(X,σ) = (Xg, σg). Donde,
para toda 0-celda equivariante (A,U,Π)

Xg
(A,U,Π) = U∗g ◦ Fg(X(A,U,Π)) ◦ Ug.

Observación 4.5.6. Si (A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃) son 0-celdas equivariantes, se denota X = X(A,U,Π),

X̃ = X
(Ã,Ũ ,Π̃)

. También, se usará la notación εg,h = εg,h,(A,U,Π) y ε̃g,h = ε
g,h,(Ã,Ũ ,Π̃)

cuando no
genere confusión.

Si (θ, θg) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)) es una 1-celda equivariante, entonces

σg(θ,θg) =
(
1
Ũ∗g
◦ θg ◦ 1U∗gFg(X)Ug

)(
1
Ũ∗g
◦ Fg(σ(θ,θg)) ◦ 1Ug

)(
1
ŨgFg(X̃)

◦ θ−1
g

)
.

Si f : (X,σ)→ (Y, τ) es un mor�smo en Z(Φ), entonces

Lg(f)(A,U,Π) = id U∗g ◦ Fg(f(A,U,Π)) ◦ id Ug .

La prueba del siguiente resultado sigue inmediatamente.

Proposición 4.5.7. Los funtores Lg : Z(Φ)→ Z(Φ) son funtores monoidales bien de�nidos. `
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Ahora, para cada g, h ∈ G, se de�nen los isomor�smos naturales monoidales νg,h : Lg ◦Lh →
Lgh de la siguiente manera. Sea (X,σ) ∈ Z(H), debemos de�nir una �echa

(νg,h)(X,σ) : Lg ◦ Lh(X,σ)→ Lgh(X,σ).

Para cada 0-celda equivariante (A,U,Π) se de�ne el mapa(
(νg,h)(X,σ)

)
(A,U,Π)

: U∗gFg(U
∗
h)Fgh(X(A,U,µ))Fg(Uh)Ug → UghFgh(X(A,U,µ))U

∗
gh,(

(νg,h)(X,σ)

)
(A,U,µ)

= εg,h ◦ id Fgh(X(A,U,µ)) ◦Πg,h.

Proposición 4.5.8. Para cada g, h, f ∈ G, se cumplen las siguientes a�rmaciones.

(i) νg,h : Lg ◦ Lh → Lgh son isomor�smos naturales bien de�nidos en Z(Φ).

(ii) νg,h : Lg ◦ Lh → Lgh son transformaciones naturales monoidales.

(iii) Para cada g, h, f ∈ G y cada (X,σ) ∈ Z(Φ), se satisface la siguiente ecuación

(νgh,f )(X,σ)(νg,h)Lf (X,σ) = (νg,hf )(X,σ)Lg((νh,f )(X,σ)). (4.5.9)

Demostración. (i). Se debe veri�car que (νg,h)(X,σ) son mor�smos en la categoría Z(Φ), esto es,
la ecuación(

id θ ◦
(
(νg,h)(X,σ)

)
(A,U,µ)

)
((σh)g)(θ,θg) = σgh(θ,θg)

((
(νg,h)(X,σ)

)
(Ã,Ũ ,Π̃)

◦ id θ
)

(4.5.10)

se satisface para toda 1-celda equivariante (θ, θg) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)). El lado izquierdo
de (4.5.10) es igual a

=
(
id θ ◦ εg,h ◦ id Fgh(X) ◦Πg,h

)(
id
Ũ∗g
◦ θg ◦ id U∗gFg(U∗h)Fgh(X)Fg(Uh)Ug

)
(
id
Ũ∗g
◦ Fg(σh(θ,θg)) ◦ id Ug

)(
id
Ũ∗g
◦ θg ◦ id U∗gFg(U∗h)Fgh(X)Fg(Uh)Ug

)
=
(
id θ ◦ εg,h ◦ id Fgh(X) ◦Πg,h

)(
id ◦ θg ◦ id

)(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ Fg(θh) ◦ id
)

(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ Fgh(σ(θ,θg)) ◦ id Fg(Uh)Ug

)(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ Fg(θ−1
h ) ◦ id Ug

)
(
id
Ũ∗g
◦ θg ◦ id U∗gFg(U∗h)Fgh(X)Fg(Uh)Ug

)
=
(
id ◦ εg,h ◦ id

)(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ (id
Fg(Ũh)

◦ θg)(Fg(θh) ◦ id Ug) ◦ id U∗gFg(U∗h)Fgh(X)Ugh

)
(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ Fgh(σ(θ,θg)) ◦ id Ugh
)

(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)Fgh(X̃)

◦ (id Fgh(θ) ◦Πg,h)(Fg(θ
−1
h ) ◦ id Ug)(id Fgh(Ũh)

◦ θ−1
g )
)

=
(
id ◦ εg,h ◦ id

)(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ (id
Fg(Ũh)

◦ θg)(Fg(θh) ◦ id Ug) ◦ id
)

(
id
Ũ∗gFg(Ũ∗h)

◦ Fgh(σ(θ,θg)) ◦ id Ugh
)(
id ◦ θ−1

gh (Π̃g,h ◦ id θ)
)

La segunda ecuación sigue de la de�nición de σh(θ,θg), la cuarta igualdad sigue de (4.3.5). El
lado derecho de (4.5.10) es igual a

=
(
id
Ũ∗gh
◦ θgh ◦ id U∗ghFgh(X)Ugh

)(
id
Ũ∗gh
◦ Fgh(σ(θ,θg)) ◦ id Ugh

)
(
id
Ũ∗ghFgh(X̃)

◦ θ−1
gh

)(
ε̃g,h ◦ id Fgh(X̃)

◦ Π̃g,h ◦ id θ
)

=
(
ε̃g,h ◦ θgh ◦ id U∗ghFgh(X)Ugh

)(
id U∗gFg(U∗h) ◦ Fgh(σ(θ,θg)) ◦ id Ugh

)
(
id
U∗gFg(U∗h)Fgh(X̃)

◦ θ−1
gh (Π̃g,h ◦ id θ)

)
.

Se sigue de la Ecuación (4.5.4) que ambos lados son iguales.
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(ii). Sean (X,σ), (Y, τ) objetos en Z(Φ). Como los funtores Lg son estrictos, quiere decir que
Lg((X,σ)⊗(Y, τ)) = Lg(X,σ)⊗Lg(Y, τ), se debe probar que

(νg,h)(X,σ)⊗(Y,τ) = (νg,h)(X,σ)⊗(νg,h)(X,σ). (4.5.11)

Sea (A,U,Π) una 0-celda equivariante. El lado izquierdo de (4.5.11) evaluado en (A,U,Π) es
igual a

εg,h ◦ id Fgh(X(A,U,Π)) ◦Πg,h ◦ εg,h ◦ id Fgh(Y(A,U,Π)) ◦Πg,h.

El lado derecho de (4.5.11) evaluado en (A,U,Π) es igual a

εg,h ◦ id Fgh(X(A,U,Π)◦Y(A,U,Π)) ◦Πg,h.

Se sigue de (4.5.4) que ambos lados son iguales.

(iii). Sea (A,U,Π) una 0-celda equivariante. Los lados izquierdo y derecho de (4.5.9) evaluados
en (A,U,Π) son iguales a

=
(
εgh,f ◦ id Fghf (X) ◦Πgh,f

)(
εg,h ◦ id Fgh(U∗fXUf ) ◦Πg,h

)
= εgh,f (εg,h ◦ id Fgh(U∗f )) ◦ id Fghf (X) ◦Πgh,f (id Fgh(Uf ) ◦Πg,h).

El lado derecho de (4.5.9) evaluado en (A,U,Π) es igual a

=
(
εg,hf ◦ id Fgh(X) ◦Πg,hf

)(
id U∗g ◦ Fg(εh,f ) ◦ id Fghf (X) ◦ Fg(Πh,f ) ◦ id Ug

)
= εg,hf (id U∗g ◦ Fg(εh,f )) ◦ id Fghf (X) ◦Πg,hf (Fg(Πh,f ) ◦ id Ug).

Ahora, que las dos expresiones son iguales sigue de (4.5.5) y (4.3.4). `

Prueba del Teorema 4.5.1

Primero describamos un objeto en la equivariantización de la categoría Z(Φ). Un objeto
en Z(Φ)G es una colección ((X,σ), s) donde (X,σ) ∈ Z(Φ), y sg : Lg(X,σ) → (X,σ) es un
mor�smo en la categoría, para cada g ∈ G. Esto quiere decir que X(A,U,Π) ∈ B(A,A) es una
1-celda, para toda 0-celda equivariante (A,U,Π); y para toda 1-celda equivariante (τ, τg) ∈
BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)) existe un isomor�smo σ(τ,τg) : X

(Ã,Ũ ,Π̃)
◦ τ → τ ◦ X(A,U,Π) tal que la

ecuación (3.3) se satisface. También, para cada g ∈ G y toda 0-celda equivariante (A,U,Π)
existen mor�smos

(sg)(A,U,Π) : U∗gFg(X(A,U,Π))Ug → X(A,U,Π),

tales que (
id τ ◦ (sg)(A,U,Π)

)
σg

(τ,τ1)
= σ(τ,τ1)

(
(sg)(Ã,Ũ ,Π̃)

◦ id τ
)
, (4.5.12)

(sgh)(A,U,Π)(νg,h)(A,U,Π) = (sg)(A,U,Π)Lg((sh)(A,U,Π)), (4.5.13)

para toda 0-celda equivariante (A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃), toda 1-celda equivariante

(τ, τg) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)),

y todo g, h ∈ G. La ecuación (4.5.12) sigue de que sg : Lg(V, σ) → (V, σ) es un mor�smo en la
categoría Z(Φ), y la ecuación (4.5.13) sigue de (2.2.2).
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Se de�ne el funtor Ψ : Z(Φ)G → Z(BG) como sigue. Sea ((X,σ), s) ∈ Z(Φ)G, entonces
Ψ((X,σ), s) = (V, σ̃). Para cada 0-celda equivariante (A,U,Π), V(A,U,Π) debe ser una 1-celda

equivariante en la categoría BG((A,U,Π), (A,U,Π)). Se de�ne V(A,U,Π) = (X(A,U,Π), θ
(A,U,Π)
g ),

donde

θ(A,U,Π)
g : Fg(X(A,U,Π)) ◦ Ug ⇒ Ug ◦X(A,U,Π),

θ(A,U,Π)
g = id Ug ◦ (sg)(A,U,Π).

(4.5.14)

Si (τ, τg) ∈ BG((A,U,Π), (Ã, Ũ , Π̃)) es una 1-celda equivariante, entonces

σ̃(τ,τg) : (X
(Ã,Ũ ,Π̃)

, θ(Ã,Ũ ,Π̃)
g ) ◦ (τ, τg)⇒ (τ, τg) ◦ (X(A,U,Π), θ

(A,U,Π)
g ),

σ̃(τ,τg) = σ(τ,τg).

A�rmación 4.5.15. Las siguientes a�rmaciones se cumplen.

(i) V(A,U,Π) = (X(A,U,Π), θ
(A,U,Π)
g ) ∈ BG, para cada 0-celda equivariante (A,U,Π).

(ii) El objeto (V, σ̃) pertenece a la categoría Z(BG). En particular, el funtor Ψ está bien
de�nido.

(iii) El funtor Ψ : Z(Φ)G → Z(BG) es una equivalencia de categorías, y tiene una estructura
monoidal.

Prueba de la A�rmación. (i). Se debe veri�car que el mapa θ(A,U,Π)
g satisface (4.3.5). En este

caso, se tiene que probar que para todo g, h ∈ G(
Πg,h ◦ idX(A,U,Π)

)(
id Fg(Uh) ◦ θ(A,U,Π)

g

)(
Fg(θ

(A,U,Π)
h ) ◦ id Ug

)
es igual a

θ
(A,U,Π)
gh

(
id Fgh(X(A,U,Π)) ◦Πg,h

)
.

Usando la de�nición de θ(A,U,Π)
g , se obtiene que la primer expresión es igual a(

Πg,h ◦ idX(A,U,Π)

)(
id Fg(Uh)Ug ◦ (sg)(A,U,Π)

)(
id Fg(Uh) ◦ Fg((sh)(A,U,Π)) ◦ id Ug

)
=
(
Πg,h ◦ idX(A,U,Π)

)(
id Fg(Uh)Ug ◦ (sg)(A,U,Π)(id U∗g ◦Fg((sh)(A,U,Π))) ◦ id Ug

)
=
(
Πg,h ◦ idX(A,U,Π)

)(
id Fg(Uh)Ug ◦ (sgh)(A,U,Π)(νg,h)(A,U,Π)

)
=
(
id Ugh ◦ (sgh)(A,U,Π)

)(
Πg,h ◦ (νg,h)(A,U,Π)

)
= θ

(A,U,Π)
gh

(
id Fgh(X(A,U,Π)) ◦Πg,h

)
.

La segunda igualdad sigue de (4.5.13), y la última de (4.5.4).

(ii). Como σ̃(τ,τg) = σ(τ,τg) para toda 1-celda equivariante (τ, τg), entonces σ̃ satisface (3.3).
Se debe veri�car sólo que σ̃(τ,τg) es una 2-celda equivariante, esto es, se satisface (4.3.6). Para

simpli�car la notación, escribimos θ(A,U,Π)
g = θg, θ

(Ã,Ũ ,Π̃) = θ̃g. En este caso particular, usando la
composición de 1-celdas equivariantes dada en (4.3.7), tenemos que probar que(

1
Ũg
◦ σ(τ,τg)

)(
θ̃g ◦ 1τ

)(
1
Fg(X̃)

◦ τg
)

=
(
τg ◦ 1X

)(
1Fg(τ) ◦ θg

)(
Fg(σ(τ,τg)) ◦ 1Ug

)
. (4.5.16)

El lado izquierdo de la ecuación (4.5.16) es igual a

=
(
1
Ũg
◦ σ(τ,τg)

)(
1
Ũg
◦ (sg)(A,U,Π)

)(
1
Fg(X̃)

◦ τg
)

=
(
1
Ũg
◦ (1τ ◦ (sg)(A,U,Π))σ

g
(τ,τg)

)(
1
Fg(X̃)

◦ τg
)

=
(
1
Ũg
◦ (sg)(A,U,Π)

)(
τg ◦ 1U∗gFg(X)Ug

)(
Fg(σ(τ,τg)) ◦ 1Ug

)
=
(
τg ◦ 1X

)(
1Fg(τ) ◦ θg

)(
Fg(σ(τ,τg)) ◦ 1Ug

)
.
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La primera igualdad sigue de la de�nición de θ(A,U,Π)
g dada en (4.5.14), la segunda igualdad sigue

de (4.5.12), y la tercera de la de�nición de σg(τ,τg).

(iii). El hecho de que Ψ es una equivalencia sigue fácil. Un cálculo directo muestra que

Ψ
(
((X,σ), s)⊗((Y, τ), t)

)
= Ψ((X,σ), s)⊗Ψ((Y, τ), t),

para todo par de objetos ((X,σ), s), ((Y, τ), t) ∈ Z(Φ)G. `



Capítulo 5

Apéndice

El objetivo de este apéndice es hacer a la Tesis lo más autocontenida posible. Se dan de�ni-
ciones de algunas estructuras matemáticas que se mencionan en los diferentes capítulos y que se
consideran importantes.

5.1. Álgebras de Hopf

A continuación se introducen las álgebras de Hopf.

Sea k un cuerpo.

De�nición 5.1.1. Una k-álgebra (con unidad) es un k-espacio vectorial A junto con un par de
funciones k-lineales, la multiplicación m : A ⊗ A → A y la unidad u : k → A, tales que los
siguientes diagramas conmutan:

Asociatividad:

A⊗A⊗A

id⊗m
��

m⊗id // A⊗A
m

��
A⊗A m

// A,

Unidad:
A⊗A

m

��

k⊗A

u⊗id
::

'
$$

A⊗k

id⊗u
dd

'
zz

A.

De�nición 5.1.2. Una k-coálgebra (con counidad) es un k-espacio vectorial C junto con un par
de funciones k-lineales, la comultiplicación ∆ : C → C ⊗ C y la counidad ε : C → k, tales que
los siguientes diagramas conmutan:

Coasociatividad:
C

∆
��

∆ // C⊗C

∆⊗id
��

C⊗C
id⊗∆

// C⊗C⊗C,
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Counidad:
C

∆

��

'

zz

'

$$
k⊗C C⊗k

C⊗C.
ε⊗id

dd

id⊗ε

::

Notación 5.1.3 (Notación sigma de Sweedler). Si c es un elemento de una coálgebra (C,∆, ε),
se denota a ∆(c) =

∑
i ai⊗bi ∈ C⊗C por

∆(c) = c(1)⊗c(2).

De�nición 5.1.4. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dos coálgebras. Una función lineal f : C → D
es un mor�smo de coálgebras si ∆D ◦ f = (f⊗f)∆C y εC = εD ◦ f.
De�nición 5.1.5. Una biálgebra es un k-espacio vectorial B tal que (B,m, u) es un álgebra,
(B,∆, ε) es una coálgebra y se satisfacen las siguientes condiciones:

• ∆ y ε son mor�smos de álgebras.

• m y u son mor�smos de coálgebras.

De�nición 5.1.6. Sean A y B biálgebras. Un mor�smo de biálgebras f : A→ B es una función
lineal tal que f es mor�smo de álgebras y de coálgebras.

De�nición 5.1.7. Un álgebra de Hopf sobre k es una biálgebra H junto con una función lineal,
la antípoda S : H → H, tal que

m(S⊗id )∆ = uε = m(id⊗S)∆.

De�nición 5.1.8. Sean H y K álgebras de Hopf. Un mor�smo de álgebras de Hopf f : H → K
es un mor�smo de biálgebras.

De�nición 5.1.9. Sean H un álgebra de Hopf y x ∈ H distinto de cero. Se dice que x es un
elemento tipo grupo de H si

∆(x) = x⊗ x.
Observación 5.1.10. Si H es un álgebra de Hopf de dimensión �nita, entonces la antípoda es
biyectiva.

Ejemplos de álgebras de Hopf

• Sea G un grupo, el álgebra de grupo kG es un álgebra de Hopf con:

∆(g) = g⊗g,

ε(g) = 1,

S(g) = g−1,

para g ∈ G.

• Sea g un álgebra de Lie, el álgebra envolvente universal H = U(g) es un álgebra de Hopf
con:

ε(x) = 0,

∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1,

S(x) = −x,
para x ∈ g.
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5.2. Doble de Drinfeld torcido DωG

En este sección del apéndice se de�ne el doble de Drinfeld torcido de un grupo.

Sea G un grupo �nito y sea ω ∈ Z3(G,C×) un 3-cociclo normalizado, esto es, para todo
a, b, c, d ∈ G, ω(a, 1, b) = 1 y

ω(a, b, c)ω(a, bc, d)ω(b, c, d) = ω(ab, c, d)ω(a, b, cd),

donde 1 es la identidad del grupo G.

De�nición 5.2.1. El doble de Drinfeld torcido DωG se de�ne como el álgebra sobre C con base

{< g←− x >: g, x ∈ G},

y con producto dado por

<
h←− y > · < g←− x >:= δy,gxg−1

ω(h, g, x)ω(hgx(hg)−1, h, g)

ω(h, gxg−1, g)
<

hg←− x > .

DωG es un álgebra asociativa con elemento unidad:

1DωG =
∑
x∈G

<
e←− x > .
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