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Resumen

En este Trabajo Especial se presentan modelos de potencial finito que pueden ser uti-
lizados para describir particulas atrapadas en puntos cuanticos en dos y tres dimensiones.
El estudio de los modelos se realiza a partir de diferentes métodos, todos numéricos, y
que se aplican luego de resolver el problema de autovalores y autovectores mediante un
método aproximado: el Método de Ryleigh Ritz.

En el caso de Dos Dimensiones se destacan los estados resonantes y los métodos
utilizados para poder detectarlos. Mientras que en tres dimensiones sélo se realiza un
estudio muy breve de un sistema, con un potencial que posee ysélo simetria azimutal, se
propone una forma de controlar el espectro de energias, a partir de someter el sistema a
la presencia de un campo magnético constante, sin la pérdida de estados resonantes.
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Capitulo 1

Introduccion

El espin 1/2 de un electrén atrapado en un quantum dot (o punto cudntico) es uno
de los sistemas fisicos mas promisorios como candidato para almacenar informacién [1]
en una computadora cudntica. Esto, junto con otras aplicaciones, ha llevado a que dichos
sistemas sean estudiados en gran detalle, en particular el espectro y las propiedades de
transporte [2, 3].

Para realizar computos cuanticos en principio es necesario disponer de un conjunto
de operaciones unitarias que determinen un conjunto universal de compuertas cudnticas,
al menos en el modelo de computacion que utiliza este tipo de operaciones. Hay otros
modelos de computacién cuantica que no dependen de este tipo de operaciones como,
por ejemplo, la computacién cuantica adiabatica. Un conjunto universal de compuertas
cuanticas esta formado por operaciones de uno y dos qubits, por ello se pone gran énfasis
en el estudio de quantum dots con uno o dos electrones atrapados en su interior. También
se estudian intensamente los quantum dots dobles (DQD) [4].

Cuando se modela quantum dots hay que tener en cuenta que estos se encuentran
divididos en dos grandes grupos, los quantum dots verticales y los laterales. El espectro
de los quantum dots verticales con varios electrones puede ser entendido en base al modelo
de interaccién constante [3]. Gracias a dicho modelo se ha logrado sistematizar el espectro
de bajas energias de un quantum dot en forma similar al espectro de bajas energias de un
atomo multielectronico. Cuando se aplica un campo magnético externo se observan una
serie de transiciones entre estados singlete y estados triplete, en particular en el estado
fundamental. La transicién entre un estado singlete y un estado triplete, en el estado
fundamental de un quantum dot con dos electrones, es de gran interés para aplicaciones
de informacién cuédntica y ha sido estudiada extensivamente tanto en forma tedrica [5],
como experimental [6].

Un dado quantum dot puede ser modelado de distintas formas dependiendo de cual
es la aplicacion de interés. Hay casos, por ejemplo, en que la decoherencia debida a la
interaccién del spin electrénico con los nucleares (del material constituyente del quantum
dot) no es relevante. Si no se tiene en cuenta la decoherencia, el Hamiltoniano de los
electrones atrapados puede ser escrito en forma bastante sencilla. Ambos tipos de quantum
dots sueles ser modelados usando un potencial de confinamiento para los electrones, junto
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con la interacciéon Coulombiana entre los mismos, ademés de la interaccién con campos
externos. El potencial de confinamiento utilizado en un modelo cambia de acuerdo a
la dimensionalidad del problema y al tipo de quantum dot. Uno de los potenciales de
confinamiento mas utilizado para explicar el espectro de bajas energias, consiste en un
oscilador armémico anisotrépico bidimensional
L5 9 2 2
Vi(z,y) = gulwzz” + wyy”),

donde g es la masa del electrén, y w,, son las frecuencias asociadas. El potencial de
confinamiento armoénico es muy adecuado para el tratamiento analitico del problema pero
presenta una serie de inconvenientes, en particular el potencial armoénico solo posee estados
ligados. Algunas de las propiedades de transporte dependen de que el quantum dot posea
resonancias y que los electrones no esten siempre confinados.

Para eliminar algunos de los problemas asociados a un potencial de confinamiento
armonico, cuando se modela las propiedades de un quantum dot, se han utilizado pozos

de potencial finitos,

V(r) = { A (1.1)
donde Vj es la profundidad de un pozo cuadrado de radio R. Entonces, el Hamiltoniano
de un quantum dot con dos electrones esta dado por

1
2m*

1

R
€|I'1 —I'2|

1

H=-— V,in — %VEQ + V(Tl) + V(TQ) + (12)
donde m* es la masa efectiva, € es la constante dieléctrica y r; es el operador posicion del
electrén. El modelo dado por (1.1) y (1.2) describe un quantum dot hecho con un nano-
cristal semiconductor de gap pequeno, de radio R, rodeado de un semiconductor de gap
ancho (o un dieléctrico). El modelo ha sido utilizado para estudiar el espectro de bajas
energias [7], la aparicién de resonancias en quantum dots [8] (autovalores discretos em-
bebidos en el continuo), y el entrelazamiento del estado fundamental y de las resonancias
cerca del punto de ionizacion [9].

Las resonancias, o estados autoionizantes, de un sistema de varias particulas pueden
caracterizarse de (al menos) dos formas, como autovalores del Hamiltoniano luego de una
dilatacion compleja o como estados metaestables con un tiempo de vida medio [10]. La
dilatacién compleja produce que el Hamiltoniano deje de ser Hermitiano. El espectro dis-
creto del Hamiltoniano no-Hermitiano coincide con el espectro discreto del Hamiltoniano
sin dilatar, mientras que la resonancia queda aislada del continuo y el autovalor correspon-
diente tiene parte real e imaginaria. La parte imaginaria esta relacionada con el tiempo
de vida medio del estado de resonancia.

El calculo de la entropia de von Neumann para estados localizados en quantum dots
arroja como resultado que es posible obtener la parte real del autovalor de la resonancia,
usando sélo expansiones en funciones localizadas y reales [9]. Ademés parece posible asig-
nar un significado preciso a la entropia de von Neumann para autoestados aproximados
cuya energia se encuentra entre el umbral de ionizacién y el cero del potencial.
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Cuando se quiere utilizar un quantum dot para almacenar informacién cuéntica es
necesario poder codificar la informacién entre dos estados bien diferenciados, los cuales
suelen ser estados singlete y triplete. En ausencia de campo externo el estado funda-
mental de los quantum dots considerados es no degenerado (singlete). Cuando un campo
magnético externo es aplicado se produce una transicion entre el estado singlete y un
estado triplete, ver por ejemplo, la referencia [13].

La transicién singlete-triplete ha sido estudiada para distintas geometrias y potencia-
les de confinamiento. Es sabido que las transiciones de fase cuanticas pueden estudiarse
utilizando el entrelazamiento del estado fundamental, tanto en modelos de muchos cuer-
pos [14] como en modelos atémicos [15]. Sin embargo, en modelos atémicos la unica
transicién estudiada hasta el momento, utilizando cantidades propias de la informacién
cudntica, corresponde al punto de ionizacién del estado fundamental [15] y de algunos
estados excitados [16]. Dichos sistemas atémicos sélo poseen estados de cuadrado inte-
grable por debajo del umbral de ionizacion. En el caso de la transicién singlete-triplete el
sistema tiene estado de cuadrado integrable a ambos lados del campo critico.

Para que la presentacion del Trabajo sea auto contenida, se incluye en el Capitulo 2 un
resumen con los métodos y conceptos que seran utilizados a lo largo del mismo: estados
ligados, resonantes y no localizados, resonancias, método variacional de Rayleigh—Ritz,
densidad de estados, rotacién (o dilatacion) compleja, etc. Para facilitar la lectura se han
dejado para los Apéndices los desarrollos algebraicos extensos y el calculo de todos los
elementos de matriz necesarios para la implementaciéon de los cdlculos numéricos.

En este Trabajo se estudiara la influencia de un campo magnético externo constante y
uniforme sobre el espectro de un quantum dot y una particula. Debido a la presencia del
campo el problema tiene simetria axial, alrededor de la direccién en la cual se encuentra
el campo magnético. Sin perdida de generalidad usaremos a lo largo del trabajo que el
campo puede escribirse como B= Bk donde k es el versor en la direccién z. La simetria
axial sugiere comenzar a estudiar el problema en dos dimensiones, es decir, considerar una
particula sin spin en un potencial bi-dimensional. Dicho potencial confina a la particula
en el plano perpendicular al campo.

El problema de una particula libre en un campo magnético uniforme y constante
ha sido estudiado ampliamente y da lugar a los niveles de Landau. Estos niveles han
sido utilizados para estudiar el problema del confinamiento de particulas en potenciales
armonicos bi-dimensionales [17] y son analizados en algtin detalle en el Capitulo 3.

El problema de un potencial de confinamiento finito bi-dimensional sera analizado
en detalle en el Capitulo 4. La metodologia de trabajo sera en gran parte numérica.
Para obtener el espectro del problema se utilizard el método de Rayleigh y Ritz. El
método emplea una base completa de autofunciones para expandir el espacio de Hilbert
involucrado en nuestro problema. La base puede o no ser ortogonal, dependiendo de la
conveniencia del caso. Para llevar el problema al plano numérico se trunca la base de
expansion a un tamano finito N y se obtiene los elementos de matriz del Hamiltoniano
para tamano N. A partir de los autovalores y autovectores de la matriz se obtienen las
aproximaciones para la energia y la funcién de onda de Hamiltoniano. A continuacién se
analiza la estabilidad de las energias, valores medios, etc., para distintos tamanos de base
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N, para comprobar la convergencia. El método ha sido amplia y exitosamente usado en la
resolucién de muchos problemas cuédnticos [15, 16]. A partir de los tamanos finitos se puede
hacer también extrapolaciones N — oo, para intentar obtener el comportamiento con la
base completa. Este mismo procedimiento puede realizarse con matrices no Hermitianas,
utilizando algoritmos de diagonalizacién adecuados, para encontrar las resonancias [18,
19]. Las matrices no Hermitianas son producto de la dilatacién analitica del Hamiltoniano.

En el Capitulo 5 se repetiré el estudio realizado en el Capitulo 4, pero para potenciales
de confinamiento en tres dimensiones. Se analizaran las similitudes y diferencias con el
caso bi-dimensional.

Finalmente en el Capitulo 6 se discute los resultados obtenidos y las conclusiones del
Trabajo.



Capitulo 2

Conceptos Teoricos

2.1. Estados ligados,resonantes y no localizados

El tratamiento de los estados ligados de un sistema depende de si el problema es clasico
o cuantico. Una forma muy rapida de mostrar esto se basa en que la probabilidad de una
particula de atravesar una barrera de potencial en un problema cuantico es no nula.

Esté claro que en un problema clésico consideramos estados ligados y no ligados y
esa clasificacion es independiente del tiempo del sistema. Un estado ligado en mecani-
ca cuantica esta intrinsicamente relacionado con la nociéon de tiempo, debido a que las
particulas que componen el sistema deben permanecer localizas siempre. Este estado debe
poder descomponerse como una combinacién de estados ligados, los cuales se correspon-
den con configuraciones que permanecen localizadas un tiempo infinito y que mantienen
la energia constante. De esta forma un estado localizado, en este contexto, es un conjunto
de estados ligados.

Existen estados que permanecen confinados un tiempo finito después del cual se des-
localizan. El tiempo de localizacién es basicamente el tiempo que tarda la particula en
atravesar la barrera de potencial que la mantenia confinada. Estos estados intermedios,
que permanecen localizados por un tiempo finito, son las resonancias y son el objeto de
estudio en este Trabajo. La dependencia temporal los convierte en sistemas complejos de
analizar. En la siguiente seccién nos encargamos de definirlos y caracterizarlos. Por ahora
continuemos con las propiedades de los sistemas cuanticos.

Es importante resaltar que los sistemas cuanticos pueden no soportar estados liga-
dos, es decir que a pesar de presentar un potencial que clasicamente localice particulas,
cuanticamente no lo haga. Entonces en mecédnica cuantica los potenciales deben ser “mas
atractivos” que en el caso clasico para que el sistema soporte estados ligados. Estas ca-
racteristicas son puestas de manifiesto en este trabajo ya que, en varias oportunidades,
se va a analizar para que profundidad del pozo de potencial de un sistema se empiezan a
detectar estados ligados.
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2.2. Resonancias

Los estados resonantes fueron introducidos por el fisico ruso George Gamow en 1928
al describir el decaimiento a.. Algunos anos después, en 1939, Siegert hizo uso de dichos
estados para expandir las funciones resonantes de dispersién a potenciales de rango finito.
Es por esta razéon que a los estados resonantes también se los suele llamar estados de
Gamow o estados de Siegert. El potencial que describe el decaimiento o de un nicleo
radiactivo estd bien ilustrado en la Figura 2.1, donde r es la distancia entre la particula o y
el nicleo, y en donde Ej y F representan las energias ligada y resonante, respectivamente.

Otro ejemplo muy usado para generar una idea conceptual acerca de las resonancias se
encuentra en el drea de teoria de la dispersién. Un problema tipico consiste en un proyectil
que incide en un blanco. Desde el punto de vista cuantico los ejemplos de proyectil y blanco
pueden ser: particulas elementales (como electrones y neutrones), dtomos, moléculas, etc.
Siguiendo con el ejemplo, el tipo de colisién que nos interesa es la colision elastica, la cual
tiene como caracteristica la conservacion de la energia durante todo el proceso. Ahora,
dentro de los tipos de colisiones elasticas, llamaremos resonancias al sistema proyectil-
blanco que presenta en conjunto un estado de vida media detectable y que ademas tiene
la suficiente energia como para poder convertirse en dos sistemas individuales nuevamente.
Los tiempos de vida de los estados resonantes pueden variar de unos pocos segundos a

N

Figura 2.1: La figura muestra el modelo de un potencial efectivo que modela el proceso
de decaimiento «.

millones de afios (por ejemplo, el tiempo de decaimiento del isétopo de Thorium **®U es
de 4,5-10° afios), y estéan directamente relacionados con el tipo de potencial que modela el
problema, por ejemplo: el tiempo caracteristico de decaimiento del niicleo esta relacionado
con el tiempo que demora la particula o en atravezar la barrera de potencial. La ley de
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Geiger-Nuttall, luego corroborada por Gamow, expresa que la vida media de un estado
resonante es inversamente proporcional al cuadrado de su energia cinética, de esta forma
a medida que la energia de resonancia se acerca a la del umbral aumenta su vida media.

Esté claro que el tipo de resonancia asociado, por ejemplo, al decamiento « tiene
origen puramente cuantico y por lo tanto desaparece cuando se la lleva al limite clésico
h — 0. Este tipo de resonancias son llamadas resonancias de forma. Existen otro tipo de
resonancias denominadas resonancias de Feschbach que, a diferencia de las resonancias de
forma, pueden ser obtenidas a partir de cédlculos clasicos, es decir, siguen manifestandose
aunque h = 0 El principio béasico de las resonancias de Feschbach es que dos particulas, o
mas, que colisionan con un cierto valor de energia pueden asociarse resonantemente para
formar un estado ligado.

Prosiguiendo con el tema principal, y ya habiendo brindado una idea basica a cerca
del concepto de resonancia, desde un punto de vista mas formal: jque son las resonan-
cias? Llamaremos resonancias a ciertos estados cuanticos de un sistema que, aunque no
son estados ligados, se mantienen localizados en una region del espacio un tiempo fini-
to después del cual el sistema puede describirse como dos o mas sistemas por separado.
Otra forma de caracterizar a las resonancias es a partir de su relacién con los polos de la
matriz dispersiéon. Nos detengamos brevemente en esta parte. Dado un potencial v(r) de
corto alcance, H = Ho + Av(r) por ejemplo, el cual vamos a suponer, por simplicidad,que
tiende asintéticamente a cero cuando su coordenada r tiende a infinito, por lo tanto en
esta zona, su estado esta descripto por [20]:

P(r — 00) = A(k)e™*" 4+ B(k)eT™* ~ e 4 §(k)eT™ (2.1)

La matriz S se define como el cociente entre la amplitud de la onda plana saliente y la
onda entrante. Esta matriz tiene polos en dos casos.

1. Cuando B(k) tiene polos. Los cuales son llamados “falsos” porque no estan asociados
al fenémeno de resonancia y no dependen del potencial (para mds informacién ver la
referencia [20]).

2. Cuando A(k), la amplitud de onda entrante, se anula. Si estos polos se encuentran
en el eje positvo imaginario de k, significa que estan asociados con estados ligados. Pero
si los polos se encuentran el cuarto cuadrante del plano k, es decir Re(k)>0 y Im(k)<O0,
dichos polos son una manifestaciéon de la presencia de resonancias. Por ltimo, y sélo en
caracter de completitud, vamos a mencionar que pueden existir polos en la parte negativa
del eje imaginario, los cuales correponden a estados antiligados o virtuales.

La presencia de las resonancias en el cuarto cuadrante de la matriz de dispersion
obedece al hecho de que sus energias son complejas. Lo cual es bastante razonable, debido
a sus caracteriticas dinamicas, ellas deben deslocalizarse después de un tiempo. Entonces
estos estados cumplen:

r

res TESs .
H¢ = Eres¢ > Eeo = B, — 257
Empero, los autovalores de un operador hermitiano, como el hamiltoniano, son reales.
Dicho de otra manera: uno usualmente espera que el hamiltoniano sea hermitiano. La

(2.2)
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hermiticidad en el caso unidimensional se traduce basicamente en cumplir:

/_ " f@)H gl = / " f@)H g(a)da (2.3)

para todo par de funciones en el dominio de aplicacién. Ahora si se realiza una integracion
por partes uno puede ver que la ecuacion anterior se satisface si:

o) |52~ s |2

[e.9] oo

—0. (2.4)

—00 —0o0

Consecuentemente, las propiedades de un operador hermitiano dependen de las condi-
ciones de contorno de f(z) and g(z), por ejemplo si f(z) y g(z) estdn en el espacio de
Hilbert, entoces f(£oo) =0, g(£oo) = 0. En el caso mas general la ecuaciéon (2.4) se
satisface si f(z) y g(x) estdn acotadas. Pero cuando estas funciones divergen exponen-
cialmente como ¢"** entonces el operador # 1o es hermitiano y por lo tanto puede tener
autovalores complejos. Este hecho es el responsable de que las resonancias sean elementos
complejos de analizar ya que la mayoria de los métodos para determinar el espectro y las
autoenergias del Hamiltoniano se basan en la hermiticidad de este operador.

De ahora en mas nos dedicaremos a dar un breve resumen de las principales técnicas
de obtencion del espectro de un Hamiltoniano y en particular la forma de reconocer los
estados resonantes.

2.3. Meétodos aproximados

El estudio de los sistemas fisicos conservativos en Mecanica Cudntica esta basado en ob-
tener la solucién del problema de autovalores y autovectores de la ecuacién de Schrodinger.
Sin embargo, solo en una pequena cantidad de problemas es posible resolver la ecuacién
en forma exacta, con lo cual es indispensable recurrir a métodos alternativos, numeéricos,
a partir de los cuales seremos capaces de obtener una solucién analitica aproximada del
problema de autovalores de la ecuacién.

2.3.1. Método Perturbativo

En esta seccién vamos a brindar un breve resumen a cerca del método perturbativo
de un Hamiltoniano independiente del tiempo. La idea béasica de este método consiste en
dividir en dos partes al Hamiltoniano, una cuya solucién es conocida y otra que sera consi-
derada como perturbacion. Entonces se trata de relacionar los autovectores y autovalores
del Hamiltoniano de interés con los autovalores y autovectores del Hamiltoniano del cuél
estos ultimos son conocidos.

Los métodos perturbativos son aplicados cuando el Hamiltoniano H, del sistema que
desea ser estudiado, puede escribirse de la siguiente manera:

H=H"+H' (2.5)
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donde los autovalores y autovectores de H® son conocidos (en este trabajo en particular
vamos a considerar solamente el caso en el que las autofunciones de Hy no son degeneradas)
y donde H' es mucho mas pequeiio que H°. Entonces el problema que queremos resolver
es:

HY, =FE,V,, (2.6)
mientras que el problema que el problema del que conocemos la solucién es:
H", = B, (2.7)

Para obtener una relacién entre las autofunciones del sistema perturbado y las del
sistema sin perturbar vamos a hacer mds explicito que significa que H' sea mucho més
chico que H®. Supondremos que H' es proporcional a un pardmetro real A < 1, es decir:

H' = \H". (2.8)

Esta claro que H depende de A, con lo cual ¥,, y F,, dependen de A y es posible desarro-
llarlos en serie de Taylor en potencias de A:

ov, 0, A2

U, =W, (=0 +—=+ |h=0 +—55 |lr=0 =7 + - 2.
oFE, OFE, A2

En = En |/\:O + I\ |)\:(] + a)\Q |)\:(] 5 + ... (210)

Ahora si denominamos:
B o, 1 *) _ oFE, 1

gk — - o2 2.11
" ONe |l T ONF k! (2.11)
obtenemos:
T, = UON - OWON 4 o@N2 (2.12)
E,=E9 + EOX+ E@N\ 4 . (2.13)

Con lo cual, la funciéon de onda estara formada por la funcién de onda sin pertur-
bar, mas unas correciones, al igual que la energia. Reemplazando en la ecuacién (2.6),
agrupando las potencias de A y luego de hacer uso de sus propiedades [27] resulta que la
correccién a primer orden en el caso no degenerado es:

EY = (U, | H' | ¥)) (2.14)
mientras que la correcién a primer orden de la funciéon de onda es:
0 1| o
g = %: 5O 50 gl (2.15)

Finalmente las energias y autofunciones corregidas a primer orden son:
E,~E9 + EWD, (2.16)
U, ~ 0O 4 gl (2.17)
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2.3.2. Meétodo variacional de Rayleigh-Ritz

Este Método tiene por objetivo estimar los autovalores de ecuaciones diferenciales
ordinarias a partir de argumentos variacionales. Consiste en considerar una combinacion
lineal de N funciones linealmente independientes (ortogonales):

N
U=> cy (2.18)
=0

en donde los coeficientes ¢; van a ser determinados de tal manera que la aproximacion a los
autovalores reales sea éptima y en donde las funciones no son necesariamente ortonormales
entre si, con lo cual:

(Wi | %’) = Sij (2.19)
En el contexto de la Mecanica Cuantica lo que se quiere es encontrar cotas para las
autoenergias correspondientes a un Hamiltoniano, H, el valor esperado de la energia es:

(VIH|P)

Q= T (2.20)

donde:

(U | O) = Zcm | Z ci;) Z > cicisiy, (2.21)

=0

i}
[e=]
.

La matriz S con elementos s; ; es llamada matriz de solapamiento, la cual se convierte
en la matriz identidad si los elementos de la base son ortonormales.

Para obtener estimaciones 6ptimas de las autoenegias, los coeficientes ¢; deben calcu-
larse a partir de la minimizacion de @). El resultado de esta minimizacién, la cual hace
uso de la hermiticidad del Hamiltoniano, se reduce a resolver el problema de autovalores
generalizado del sistema:

> ((Hij—siQ)ciy) =0 para i=12, . N. (2.23)

Entonces tenemos un conjunto de N ecuaciones con N incégnitas, las cuales forman un
sistema de ecuaciones lineales homogéneo, por ende, para que la solucion sea distinta de
la trivial, el determinante de los coeficientes de las N variables debe ser nulo:

| Hi,j — SiJQ |: 0 (224)

El desarrollo del determinante nos proporciona una ecuacién algebraica de grado N en la
incégnita @, la cual tendrd légicamente N raices (las cuales seran reales por la hermiticidad
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de la matriz a la que hace referencia la ecuacion (2.24)) que podemos ordenar en forma
creciente:

Q<@ <2< .. <Qna (2.25)

y si enumeramos los estados del sistema en orden de energias crecientes:
Ec<FE<E<.<E, ;<. (2.26)
podemos afirmar lo siguiente:
Ey < Qo = min(autovalor), (2.27)

su correspondiente funcién de onda es la representada por el autovector (normalizado) del
minimo autovalor. Basicamente, este método consiste en resolver la ecuacion de Schoringer
en un subespacio generado por el conjunto base. Es por esta razén que si el conjunto de
autofunciones tiene las simetrias adecuadas es posible, ademas que:

Ey<Q, B < Qs By < Qps (2.28)

y en donde cada uno de los correspondientes autovectores del método son aproximaciones
a las autofunciones del sistema.

Resonancias en el espectro variacional de Rayleigh-Ritz

Existen muchos métodos computacionales capaces de detectar y analizar una resonan-
cia. En su mayoria los métodos hacen uso de la hermiticidad del Hamiltoniano. Entoces se
asume que sus autofunciones son normalizables y acotadas y que sus energias son reales.Ya
vimos que los Hamiltonianos fisicos son hermitianos cuando actian sobre el dominio de
funciones acotadas (no necesariamente de cuadrado integrable), o bien cuando se usa una
“caja de normalizacién”. Ademas sabemos que las autofunciones del Hamiltoniano aso-
ciado a una resonancia no pertenecen al espacio de Hilbert. De esta manera nos damos
cuenta que al suponer que las autofunciones son acotadas estamos restringiendo nues-
tro dominio al espacio de Hilbert. Inmediatamente nos preguntamos: en ese dominio, ;jse
manifiesta el fendmeno de resonancia?

Existen muchos trabajos basados en la busqueda de resonancias asociados a métodos
aproximados entre los que se pueden destacar [23] y [25] en los cudles al implementar
el método variacional de Rayleigh-Ritz se observa que en el Hamiltoniano de un sistema
con resonancias de forma, en el espectro continuo se tiene un espectro variacional muy
particular que muestra cruces prohibidos o avoided crossings, indicando la presencia de di-
chas resonancias. Es bastante natural esperar que el espectro presente un comportamiento
muy diferente en la zona en donde se encuentran las resonancias ya que literalmente se
estd confinando el sistema a una caja, determinada por algin parametro. Por razones de
simetria [23] los autovalores no pueden intersectarse, es por esta razén que cuando dos
energias parecen cruzarse, cuando estan muy cercanas se esquivan.
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Energy faul

” 2
Radius (au)

Figura 2.2: En esta figura se observa un grafico tipico de estabilizacién. Este es el
espectro que encontro Cerderbaum en su trabajo, ver [23]. Las energias se representan
en funcién del radio de la caja. Para F = 3.42 a.u. se reconoce una serie de cruces
prohibidos en las energias los cuales representan una resonancia.

Estos mismos cruces prohibidos pueden utilizarse para cuantificar la parte real como
la parte imaginaria de la energia de la resonancia. El método que permite computarlas es
el método de estabilizacién.

Para poder introducir la idea de estabilizaciéon vamos a tomar como ejemplo el mismo
sistema que se propone en [24]. Tenemos un potencial de una particula que tiene una
resonancia. El potencial consiste en un pozo con profundidad a (por debajo del cero de
energia) en el origen y una barrera de alto b ubicada a una distancia Ry del origen:

h2V?
21

H=— —ae " +be P, (2.29)

Con el objetivo de estudiar el sistema se hace uso de N autofunciones de onda plana,
correspondientes a una caja esférica de radio R:

1 nmr
= ] — < .
Ba(r) = o sin ( - ) v <R, (2.30)

y para r > R se pide que la funcién se anule.

Acto seguido se grafica la energia de las NV funciones versus el tamano de la caja R.
Un gréfico tipico con un potencial levemente distinto se puede observar en la figura 2.2 (el
cual fué extraido de [23]). En él se puede observar que las energias se adensan en el cero
de energia porque es un punto de acumulacion para R — oo. La energia correspondiente
a cada estado es decreciente con R, pero no monétonamente. Existe una regién de energia
estable, la cual cambia muy lentamente con R. Ese valor es la energia de la resonancia.
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La estabilizacion ocurre debido a que la resonancia, es un estado mas localizado que las
ondas planas, digamos Ry. Si R > Ry la resonancia practicamente no es afectada por la
presencia de la caja y su energia es estable cuando R varia.

Cederbaum y Maier [23] propusieron obtener la energia de resonancia a partir del
espectro de estabilizacién que muestra los cruces prohibidos. Obtuvieron que:

E, = M’ (2.31)
2
1
I = 57rp(En)(AEn)2, (2.32)

donde AE, = E,,1 — E,
El esquema planteado en este trabajo no es el mismo en el que Cederbaum trabajo, el
procedimiento, sin embargo es aplicable [24], lo que se hace es definir:

Mgy = mAin(AEn), (2.33)

entonces la energia de resonancia va a estar dada por (2.31) y (2.32) para estos valores
especicificos de A,,.

La ecuacién (2.32) se deduce facilmente de la Regla de Oro de Fermi, donde los niveles
interactuantes son E, y E, 1. Uno de ellos representa el estado del continuo mientras que
el otro es un estado metaestable que se deslocaliza en un tiempo 7 = % El valor de AE
es que el mismo que el de la interacion entre dos niveles debido a un Hamiltoniano de
interaccién. La densidad de estados p(E) corresponde al sistema sin resonancias, es decir,

lo que se hace es aproximar por la densidad del continuo. En este trabajo se utlizéo como

densidad:
2

En+2 - Enfl
con este valor de la densidad, sélo resta decir que el valor de la energia de resonancias

serd tomado como un valor estimativo, ya que esta aproximacién es bastante grosera. Para
poder obtener resultados mas fiables es imprensindible utilizar otro método.

p(En) = (2.34)

2.3.3. Densidad de Estados en un entorno de una resonancia

En el calculo de la densidad de estados en el entorno de una resonancia, la densidad
p tiene la contribucion de dos regiones: la localizada que comprende a las resonancias y a
los estados ligados, y la extendida que comprende a los estados del continuo, dadas por:

p(E) = p%(E) + p"(B), (2.35)

donde P y @ hacen referencia a espacios abiertos, open P,y cerrados, closed (), o regiones
extendida y localizada, respectivamente [25]. pP(E) es una funcién suave de la energia F,
y p?(E) se obtiene a partir del anélisis de la densidad en los alrededores de un polo de
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la matriz de dispersion [10]. En las cercanias de una resonancia la densidad de estados
presenta un pico Lorentziano, que puede ser expresado como:

1 /2

P(E) = T(E— B +12/4

(2.36)

A continuacién vamos a explicar que existe una relacién entre la ecuacion (2.36) y los
resultados obtenidos a partir del método numérico. Con este objetivo vamos a encontrar
otra expresién para p%?(E).

La densidad des estados en una caja de tamano R se puede escribir como:

=Y (B - B). (2.37)

Ahora, como vamos a hacer uso del método de estabilizacion, sabemos que si R > (@
entonces p%(E) no cambia mucho al variar R. Segiin [28] la densidad de la ecuacién (2.37)
se puede aproximar por:

R+A/2
(Pr(E)) ~ ALR /R a pr(E)dR. (2.38)

Como suponemos que existe una sola singularidad en esta region y que en ella la derivada
de la funcién no se anula, podemos utilizar:

df | 7!

9 , (2.39)
A | p(a)=y

e 805 @) =

para obtener una expresion para el lado derecho de la ecuacién (2.37), con lo cual:

(2.40)

g=E ’

(Pr(E ARZ‘ dR’

en donde las Ej(-R) son las energias que intersectan a la energia E en el intervalo AR
centrado en R. En un sentido mas general, si tenemos un parametro en la base del método
numérico y la energia asociada a una resonancia se mantiene estable ante la variacion
de este parametro, podemos considerar que este pardametro es equivalente a R, ya que
modifica de alguna forma el alcance de las funciones [25]. Sea « el pardmetro general,
ahora se realiza la siguiente aproximacién [25]:

2(E) = (pa(E)). (2.41)
De esta manera:
OB\
(pa(B)) = |5 —| (2.42)
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lo cual, traducido al método de estabilizacién es:

(ait1) (ai1) |71
Ej B _Ej '

Qi1 — QG

p(E) = (2.43)

Entonces, despues de calcular la densidad de estados resonantes con la ecuacién (2.43)
mediante el método de estabilizacién, nosotros podemos ajustar los parametros de la
lorenziana de la ecuacién (2.36), la cual presentamos a continuacién pero con parametros
mas generales [25]:

A

T (E-E)+ (5

[Nl

p(E(al)) =Y+

y (2.44)

donde g es la linea base, A es el area total bajo la curva de la linea base, F, es el centro
del pico y I' denota el ancho del pico medido desde la mitad de su altura. De esta manera
se puede obtener el valor de la parte real(E,) e imaginaria ( 5 ) de la energfa de la
resonancia. Existe un problema con el método y es que otorga varios valores posibles para
las energfas, en [25] lo resolvieron eligiendo los valores de energia que mejor ajustaban la
lorentziana, es decir para el valor mas pequeiio de y2.

2.3.4. Rotacion Compleja

Los métodos anteriormente utilizados fueron ideados para aproximar funciones que
pertenecen al espacio de Hilbert y con las cuales se puede obtener el espectro discreto de
un Hamiltoniano. Es por esta razén que resulta natural investigar la forma a partir de
la cual se puede modificar la ecuacién (2.2) de manera que las autofunciones resultantes
pertecezcan al espacio deseado. Esto es justamente el principio béasico de la rotacion
compleja o escaleo complejo. Este método se encuentra perfectamente desarrollado en
[10] y en este Trabajo simplemente se van a tratar las ideas bésicas que lo describen.

La forma de modificar la ecuacién es a partir de una transformacién de similaridad:

SN N I A
(SHS™1)(S¢™*) = (E — z'§> (S¢™*) (2.45)
y lo que esencialmente busca es:
S¢™ — 0 cuando T — co. (2.46)

Con lo cual S @"® pertenece al espacio de Hilbert mientras que ¢"*° no lo esta. Las trans-
formaciones de similaridad no son tnicas y dependen de la necesidad del problema es
posible que se deba implementar una transformacién diferente para un potencial diferente
para que cumpla con la ecuacién (2.46), ver referencias [10] and [26].

El operador mas usado de similaridad es el siguiente:

S = e, (2.47)
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cuyo efecto sobre una funcién analitica f(r) es:

A~

Sf(r) = f(re"). (2.48)

luego de aplicar esta transformacién se prolonga el parametro v al plano complejo, es
decir, v — i6, en donde § > 0y 6 € R.

En resumen, la rotaciéon compleja nos provee de un nuevo problema de autovalores, el
cual puede escribirse como

H(0)y(0) = Egip(6). (2.49)

Los autovalores correspondientes a estados ligados del Hamiltoniano sin rotar también son
autovalores de H () independientemente del valor de 6. Las resonancias corresponden a
autovalores complejos de H(6) que son independientes de 6 y con Re(FE) > 0. El espectro
continuo del problema sin rotar pasa a formar un “continuo rotado”, es decir que si se
grafica la parte imaginaria de los autovalores wvs la parte real, el continuo rotado forma
un angulo de 26 con el eje real, ver Figura 2.3. Cabe destacar que la ecuacién (2.45)

ImEE‘JJl
umbral
T ’ = Re(E)
L 29 i
estados " .
ligados resonancias

continuo
rotado

Figura 2.3: Autovalores posibles del Hamiltoniano H (). Los estados ligados son autova-
lores aislados del Hamiltoniano al igual que las resonancias, solo que para las resonancias
la Im(E) # 0. El umbral se refiere al comienzo del espectro continuo, el cual es rotado
en un angulo 20 con respecto al eje real. La posicion de las resonancias, al igual que la
posicion de los estados ligados es independiente de 6.

no es unitaria y modifica el Hamiltoniano, sin embargo estas modificaciones favorecen el
objetivo del escaleo complejo. Para ilustrar la accién del método consideremos la forma
asint6tica de la funcién de una resonancia [10] :

¢T65(T’ N OO) _ B(kn)eﬂkn\e:(:p(figon)r
= B(ky)e ™ et 5 o0, (2.50)
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donde:
201)2 T2\ 7
a, = (1) E?+ -2 ) cos(pn), (2.51)
h 2
b, = a, tan(E,), (2.52)
fom (2.53)
, = arctan )
4 2F,
Si le aplicamos la transformacion de similaridad obtenemos:
S(bres(r N OO) _ B(kn>ei|kn\exp(i(97<pn))r
= B(ky)emre P, (2.54)
en donde
ay, = ap(cosf — tan ¢, sinh), (2.55)
Bn = ay(sinf — tan ¢, cos ). (2.56)

Se puede ver inmediatamente de la ecuacién (2.54) que si se elige un 6 > 6. el factor
exponencial de 3, se vuelve positvo y la funcion de resonancia escaleada se convierte en
una funcién de cuadrado integrable. En particular en este ejemplo el valor de 6, esta dado
por [22]:

0. = p, (2.57)

y su valor es cero. Entonces el escaleo complejo tiene la ventaja de asociar el fenémeno
de resonancia con una parte del espectro discreto del Hamiltoniano escaleado. Desde el
punto de vista de Moiseyev en [10] el escaleo complejo debe ser visto como un fenémeno de
“compresion”de la informacién acerca de la evolucién de un estado resonante del infinito
a una pequena parte del espacio bien definida.

Ademas cabe remarcar que los autovalores complejos del Hamiltoniano escaleado que
estan asociados al fendmeno de resonancia son independientes del angulo # como lo mos-
traba la ecuacién (2.45).

Resumiendo un poco lo que vimos hasta aqui podemos decir que los estados ligados
y los estados resonantes estan asociados a la parte discreta del Hamiltoniano escaleado y
no se ven modificados por la eleccién del angulo 6 (sin embargo exite un limite para este
angulo, el cual va a ser discutido mas tarde). El continuo, por el contrario depende del
valor del dngulo rotacional #. De acuerdo con el teorema de Balslev-Combes los estados
correspondientes al continuo son rotados un angulo 26 con respecto al eje positivo de los
reales, como se observa en la figura (2.3).

Es facil comprobar este teorema para potenciales de corto alcance, veamos brevemente
cémo seria:
hk?

om’

qzﬁd“p(’r N OO) _ A(k)e—ikr + B(I{Z)G—HkT, E = (258)

Al escalear el Hamiltoniano la ecuacién (2.58) se convierte en:

Sgbd“p(r N OO) _ A(k,)e—z‘k;ei@r + B(k‘)e—’—ikeier. (259)
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De la ecucién (2.59) se puede ver para los valores reales de k , es decir, para los valores
reales de la energfa, ¢(@*) diverge cuando ' — oo y # < m, ya que la parte real del
exponente se vuelve positiva:

R(—ike'6) = ksin() > 0. (2.60)
Las ecuaciones no divergen solamente si k£ toma valores complejos:
k= lkle™®, (2.61)
la cual reemplazado en la energia de la ecuacién (2.58) resulta:
E() = |Ble™**, (2.62)

de esta ecuacion se puede justificar la rotacion en 26 del continuo con respecto al eje real.

Hasta ahora hemos explicado como es la teoia analitica del método de rotacion com-
pleja. A continuacién vamos a ver como se lo modifica para aplicarlos a problemas cuya
solucion es desconocida.

Rotacién Compleja en el espectro de Rayleigh-Ritz

La forma mas usual de emplear la Rotacion Compleja es modificando el Método de
Rayleigh Ritz para aplicarlo al Hamiltoniano escaleado. Estas modificaciones consisten
esencialmente en permitir el trabajo con algebra compleja. Una vez resuelto el problema
el andlisis que se va a realizar sera equivalente al que se hacia en el caso analitico. Se puede
obtener un gréafico con el umbral del continuo rotado un angulo que es aproximadamente
260 y que los estados ligados y resonantes no se modifican para diferentes valores del angulo,
con lo cual tenemos una excelente forma de detecciéon de resonancias.

Con respecto a los valores que puede tomar 6, recordemos que tedricamente no podia
ser mayor que 7. Sin embargo los problemas numéricos empiezan para valores del angulo
mucho menores, como se comprobara en este Trabajo. Por otra parte el teorema de Balsev-
Combes [22] asegura que los estados ligados conservan su energia real luego de aplicar la
transformaciéon de similaridad, siempre y cuando el angulo 6 sea menor que un 6,,,, que
depende del potencial. La dependencia de la energia de resonancia con el valor de 6 es
también notable es por ello que es importante analizar las trayectorias del parametro 6,
cuyo tratamiento se resume a continuacién.

Trayectorias del parametro 0

Moiseyev y colaboradores [29] propusieron una solucién estacionaria en donde ‘fi—g =0

cuando ¢ = 6,,, entonces esta asociada a una derivada nula en el grafico de trayectorias
de 6. En esta seccion explicaremos sucintamente en que se basa la prueba.

En la vecindad de un punto estacionario de energia compleja (F) se puede expandir
en potencias de (1 — Mopt) [30] (expansion de Puiseux). Para los primeros dos términos
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estados ligados
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Figura 2.4: Espectro aproximado que se obtiene utilizando el método de Rayleigh—Ritz.
Los autovalores correspondientes a los estados ligados y a las resonancias se encuentran
“aislados” del continuo rotado. El continuo se separa en varios conjuntos de puntos que

forman un angulo 20 con el eje real. Los distintos conjuntos obedecen a que el sistema

puede presentar varios umbrales. Las resonancias se identifican con los autovalores cuya

posicion cambia suavemente con el angulo de rotacion, mientras que el continuo siempre
forma un angulo 20 con el eje real.

tenemos:
E = Ey+a(n—nep)" + ... (2.63)
n = ¥ =ae", (2.64)
. . (0)
Nopt = ewopt = opteugl2 )
(2.65)
en donde:
0 = Op+ib, Oop =0 +i0\", (2.66)
a = 6791’ Qopt = e,gﬁo)

Y

(2.67)
y en donde g es un nimero positivo racional. Para un 7 lo suficientemente cerca de 7,
a lo largo de la trayectoria de #, podemos suponer que:

_ iR
n= CYopte )

(2.68)

27
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Figura 2.5: Si en la solucion numérica del problema de autovalores de H(0) se utiliza
un angulo de rotacion muy “pequefo”, el método no logra separar las resonancias del
continuo, obteniendose un conjunto de autovalores muy disperso.

y por lo tanto podemos escribir:
N — Nopt = Z-noptxa (269)

0 . . .
para x = 0 — 9%). Acto seguido, consideremos el caso en que x > 0 (es decir, nos
acercamos al punto de derivada nula por arriba), de esta manera tenemos:

Ey=FEy+ a(inopt)u | z IIu +e (270)
mientras que para x < 0 (aproximando por debajo del punto con derivada nula):
r=—|x|=|x]|e" (2.71)

entonces: '
E_ = Ey+ a(inep)" | x |* ™ + ... (2.72)

Uno puede ver que existe un punto con derivada entre dos ramas £, y F_ en un
punto estacionario: § = 6,, con un pico de angulo mu. Dependiendo del valor de p
podemos encontranos con diferentes casos. Una curva suave (dngulo ) se observara como
un punto estacionario cuando p es un entero impar. Un ejemplo de este tipo se puede
ver en la figura 2.6, donde se observa que la trayectoria 6r se ralentiza cerca del punto
estacionario aunque no hay punto con derivada nula. Hay que recordar, sin embargo,
que las trayectorias de 6 para n no 6ptimo también son suaves. Un pico con angulo
nulo sera observado como un punto estacionario cuando p sea un entero par. Este caso
estd representado esquemadticamente en la figura 2.6 , este es el caso més comin [10]. Por
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la) fe)
g}

(b

E(8)

Figura 2.6: Posibles trayectorias de un autovalor aproximado asociado a una resonancia
cuando se varia el angulo 6. El valor mds preciso se considera aquel que “estabiliza” la
trayectoria.

tultimo ocurre un caso interesante cuando 4 = =+ > 1, donde n y m son coprimos, entonces
hay un pico que no tiene angulo nulo ni 7. Una fraccién de 7 es la intersecciéon de por
lo menos m autovalores de la matriz compleja del Hamiltoniano en el punto estacionario

9 — Qopt .
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Capitulo 3

Particula en un campo magnético

En este capitulo desarrollaremos el problema de una particula cargada en un campo
magnético constante. La razén por la cual es importante tratar este tema esta basada en
que el tema principal del trabajo consiste en el andlisis de quantum dots de una particula
con un potencial finito sometidos a campos magnéticos. Debido a que este problema no
es exactamente soluble, se hara uso de métodos numéricos. En particular el método de
Rayleigh-Ritz serd constantemente utilizado. Este método tiene como principal protago-
nista la base que va a ser elegida para aproximar los autovalores y autovectores (como
vimos en el capitulo anterior). La eleccién de la base determina los resultados del anélisis
de un sistema, es por ello que su eleccion no es trivial. Por otra parte no existe una teoria
que asegure una base 6ptima, tanto computacionalmente como de mejor estimacion de los
resultados (a mismo tamano de base) . Mds bien uno sabe que las funciones propuestas
que mejor se ajustan al problema seran aquellas en las que se reflejen las simetrias del
problema. Con esto en mente, es natural proponer como funciones de prueba a las auto-
funciones correspondientes al problema de una particula cargada sometida a la presencia
de un campo magnético constante, ya que la presencia de un pozo de potencial finito no
deberia modificar en gran medida el problema cuando se trabaja a campos magnéticos
fuertes.

3.1. Niveles de Landau

En un campo magnético externo asociado a un potencial vector ff, el Hamiltoniano
no relativista H correspondiente a una particula cargada, en ausencia de fuerzas externas
es:

. 1 e -\ 2
H:—<*+ —A) , (3.1)
21 &
donde p , e y p son la masa, carga y momento lineal de la particula y en donde c es la
velocidad de la luz. La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es invariante
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ante transformaciones de contraste':
A7) — A7) + Ve, (3.2)
mientras que las autofunciones adquieren una fase dependiente de la funcién de gauge
() = T P(7). (33)

Entonces, es posible elegir el gauge que sea mas conveniente dependiendo de las carac-
teristicas del problema. En este trabajo el gauge con el que se trabajé es el simétrico:

sl

A= -T28 (3.4

donde B es el campo magnético.

Restringiendo mas el caso, vamos a considerar que el campo magnetlco es constante,
uniforme, y se aplica en la direccién perpendicular al plano, es decir B = Bk y que la
particula estd restringida a moverse en el plano.

Siguiendo con el problema, tenemos que:

A(r) = ( yi + j), (3:5)
Con lo cual el Hamiltoniano (3.1) se convierte en:

- »v?  w,

2
c

Hwe o 2
H=— —L,+—=¢ , 3.6
5t Lot et ) (36)
donde B
e
c — y 3.7
We= 2 (3.7)

donde w,. es la frecuencia de Larmor asociada a la intensidad de campo B y L, es el
momento angular en la direccién z.

La forma de ecuacién (3.6) nos indica que nos conviene cambiar de sistema de coor-
denadas. Entonces reescribamos el Hamiltoniano en coordenadas cilindricas:

- (o> 10 1 02 w pw?
7 Ly (AR A A I Y L |
241 (8r2+7“8r+7’28<,02>+2 + 8 " (3.8)

de esta manera la ecuacién que debemos resolver es:

FLQ 62 1 a ]_ @2 Q}C /’ng 9 -
{_ﬂ (a— tror *%) gl } U(rg) = BU(ny).  (39)

con r? = % + y2.

IElegimos esta palabra para la traduccién de gauge.
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Como el problema estd restringido al plano es evidente que el Hamiltoniano conmuta
con el momento angular en el eje z y por lo tanto existe una base comin de autofunciones,
es decir, sabemos que:

L, ®(p) = mhd(p), (3.10)

de esta manera, realizando separacion de variables:
U(r, ) = ()d(r), (3.11)
tenemos que ® () tiene por solucién a las autofunciones del momento angular en el eje z:
D(p) = ™, (3.12)
y simplemente nos queda por resolver la siguiente ecuacion radial:

h(0* 10 hm?  uw? ,  hmw,
-z e — =F . 1
[ (87“2 r 87’) * 2ur? * s * 2 vir) vir) (3.13)

24

Si definimos:

We
— X 3.14
c:} 5 (3.14)

E = E—whm, (3.15)
y reemplazando en en la ecuacién (3.13), obtenemos:

h(0* 10 hm? 2

24

la cual es la ecuacién radial del oscilador bidimensional. La solucién para dicha ecuacion
es por todos conocida (aunque por completitud existe un breve resumen en el Apéndice

B):
gy ANV (p\ N E ey f pir
N(r)((N+|m|)!<h) ri™e” 2 Ly ) (3.17)

con una energia:

E= 2N+ |m|+m+1)hw, (3.18)

ademas los E'ﬁ” son los polinomios asociados de Laguerre de orden N, el cual también es
el grado del polinomio.

En este caso hemos conservado el moédulo de m en lugar de sélo m para resaltar
lo siguiente. Fisicamente N son los indices de los niveles de Landau y m es el ntimero
cuantico del momento angular proyectado en el eje z. Se puede ver que sin el confinamiento
potencial las energias de los estados con m negativos no dependen de m, pero con la
presencia del potencial las energiias se incrementan con m. Estas discrepancias son las
principales diferencias entre el comportamiento de particulas confinadas y libres.
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Es importante resaltar que las autofunciones del sistema son ortonormales, aunque al
considerar solamente la solucién radial no lo parezca. La solucion completa del problema

es la siguiente:
2N pw Iml+1 2 oo e (pwr?\ 1
(m () ) e ‘N(T e (319)

<‘1"7]f‘ | \II|J:In|> = Ok,m0r,N (3.20)

La equivalencia entre un problema con campo magnético uniforme en la direccién z
y un oscilador arménico en el plano ortogonal serda de gran importancia en el andlisis
posterior de nuestros resultados. Si consideramos una particula confinada a dos dimen-
siones (al plano perpendicular al campo), el campo magnético confina a la particula, sin
importar si ademas ésta se encuentra en un pozo de potencial. En tres dimensiones el
problema cambia fundamentalmente. Si el sistema esta conformado por una particula en
un pozo con el campo magnético aplicado, éste no confina mas a la particula si ésta puede
“escapar” en la direccion del campo.

Wi, o)

por lo tanto:



Capitulo 4

Quantum Dot en dos dimensiones

4.1. Introducciéon

En los Capitulos anteriores presentamos las herrramientas necesarias para poder ana-
lizar sistemas cuya soluciéon exacta no es conocida. En particular resaltamos la existencia
de estados que se encuentran confinados un tiempo finito después del cual se deslocalizan
y describimos métodos para poder analizarlos, cuestion altamente no trivial justamente
por esa dependencia temporal.

El objetivo de este Capitulo es estudiar sistemas particulares de una particula restrin-
gida a moverse en el plano cuya solucién exacta no es conocida. Para ello nos valdremos del
método de Rayleigh-Ritz asi como el de Rotacién Compleja. Como no es posible comparar
la solucién aproximada con la exacta, haremos uso de dos conjuntos de funciones de prue-
ba, cuya eleccion sera discutida en la siguiente seccion las cuales tendran un parametro
libre y un comportamiento asintético muy distinto.

En este trabajo nos vamos a restringir al analisis de las ondas S (m = 0). Sin embargo
en los Apéndices C y D se dejan expresados los calculos obtenidos para la mayoria de los
sistemas en el caso general (m # 0).

El orden de los sistemas a analizar esta pensado de manera de que empiece con un pro-
blema simple y posteriormente se agregan términos extra al potencial, todos dependientes
del parametro radial.

Vamos a empezar analizando un sistema en el cual el potencial consiste en un pozo
de potencial. En este sistema nos interesa saber a partir de qué valor de la profundidad
del pozo el sistema empieza a presentar estados ligados; qué sucede si se somete a la
particula del sistema a la acciéon de un campo magnético constante perpendicular al plano
de movimiento de la particula.

Posteriormente se va a agregar al potencial un término exponencial que va modelar
una barrera, en donde la profundidad del pozo y la altura de la barrera se ajustaran
de manera que se puedan observar resonancias de forma. Son estos los estados en los
que estamos interesados. Vamos a comparar los distintos métodos de andlisis de estados
resonantes presentados el Capitulo 2. Discutiremos brevemente que sucede con la eleccién
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de pardametros 6ptimos para la descripcion de estos estados. Este tema es muy interesante
porque existe un criterio de eleccién de parametros éptimos de la base para estados ligados
mientras que para los estados resonantes aun no queda claro un criterio similar.

Seguidamente se aplica campo magnético al sistema, de manera andloga al caso de un
pozo de potencial. En esta oportunidad se va a estudiar para qué valores del campo el
método de Rotacién Compleja, adaptado a métodos numéricos tras una modificacién al
método de Rayleigh Ritz, se comporta como en el caso el caso tedrico en donde los autova-
lores del espectro discreto no cambian con el valor del angulo asociado a la transformacion
de similaridad.

Por ultimo, pero no menos importante, queremos en este punto remarcar como es que
se resolvié el problema numeérico para cada uno de los sistemas que se describié antes.
Con respecto al calculo de los elementos de matriz se utilizé el programa Maple 13, en el
apéndice G se muestran ejemplos de cédigos utilizados en cada sistema. Mientras que la
obtencion de los autovalores reales se obtuvieron con las subrutinas tred2 y tqli en Fortran
90 con doble precisién. Cuando quisimos utilizar la rotacién compleja, debimos modificar
la forma de obtencién de los autovalores, entonces se usé la subrutina cg extraida de
Fispack! y modificada para poder utilizarla con doble precision.

4.2. Eleccion de las bases

Las funciones de prueba no incluirdn la dependencia angular, porque son una base
para la ecuacion radial del Hamiltoniano, debido a que , salvo el término del gradiente, el
Hamiltoniano no presenta ninguna otra contribucién de la coordenada angular. Como ya
se explicd al principio vamos a utilizar dos bases para, a partir de métodos aproximados,
poder estimar las energias del sistema. Las bases elegidas, como se hizo referencia en el
Capitulo 2 , si bien no existe un criterio claro de eleccién, deben reflejar las simetrias del
problema. Por otra parte se desean optimizar los tiempos computaciones, esto se traduce
inmediatamente en tratar de encontrar elementos de matriz en forma exacta con lo cual
el trabajo numérico aproximado se reduce al calculo de autovalores. Basados en estos
criterios se procedié a la eleccion de dos conjuntos de autofunciones.

4.2.1. Base 1 : Niveles de Landau

La primera base esta formada béasicamente por las autofunciones del problema de una
particula cargada sometida a la acciéon de un campo magnético constante, o la solucion
al problema de los Niveles de Landau:

m 2N! WA Iml1 2 il wer? o (pwor?
ml(py = <—(N+|m‘)! (%) ) plml =57 £N<—“h ) (4.1)

I'EISPACK es una biblioteca de software para el cdlculo numérico de valores y vectores propios de
matrices, escrito en FORTRAN. Contiene subrutinas para el calculo de los valores propios de las nueve
clases de matrices.
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Desde nuesto punto de vista, a campos altos, esta deberia ser una excelente propuesta de
base de autofunciones ya que no deberian variar demasiado con respecto a las soluciones
reales ya que la contribucion de los términos adicionales del potencial son pequenos com-
parados al término de potencial asociado al campo. Es claro que en presencia de campo
esta base refleja las simetrias del problema, mientras que si estd ausente aun refleja la
simetria azimutal. El factor gaussiano es de fundamental importancia pues practicamente
determina el ancho de la funciéon de onda y tiene el comportamiento asintético de las
autofunciones del oscilador armoénico que seré el dominante para radios suficientemente
grandes.

La tnica desviacion con respecto a la solucion del problema de los niveles de Landau
consiste en que la frecuencia se va a considerar un parametro libre. Esta consideracion
no es nada trivial. En primer lugar porque como vimos en el Capitulo 2, la frecuencia es
directamente proporcional al campo magnético, con lo cual el uso de estas autofunciones
a campo nulo no tendrian sentido. En segundo lugar porque vamos a poder elegir el
pardmetro que mejor aproxime la energia del estado fundamental del sistema.

Con respecto al tamano de base elegido se puede decir que se empez6 a trabajar con
30 funciones de prueba, a partir del cual los espectros encontrados empezaban a adquirir
estabilidad. Sin embargo los defectos se empezaban a notar al analizar por ejemplo el
parametro 6ptimo de un determinado sistema. Entonces se traté de encontrar un equilibrio
entre el tamano de base elegido, los tiempos computacionales de célculo y los beneficios
en cuanto a la mejora de precisién en los autovalores obtenidos. Es por esta razon que en
todo este capitulo se trabajo6 con un tamano de base de 70 autofunciones, el cual desde
nuestro punto de vista es el que mejor se ajustaba a la necesidades antes planteadas.

4.2.2. Base 2 : Funciones con decaimiento exponencial

La segunda base es una modificacion de la primera:
r
[ Gulnr)) = B’ exp () Lo (or) (4.2)

en donde [ y t son factores a determinar, £ es el polinomio asociado de Laguerre de
grado n y t es el parametro que determina los coeficientes del polinomio. El factor g se
calcula al requerir que las autofunciones sean normalizadas y el parametro ¢ se ajusta al
requerir que la base sea ortonormal. La principal diferencia entre la base uno con respecto
a la dos radica en el decaimiento exponencial simple en lugar de uno gaussiano. Este hecho
tan simple trae aparejado un concepto fisico importante: las funciones de prueba tienen el
comportamiento tipico de los estados ligados en pozos de potencial con soporte compacto,
mientras que las primeras son de soporte extendido. Otro rasgo que diferencia las bases es
que en este caso el coeficiente t es fijo y muchos de los calculos necesarios para obtener
los elementos de matriz del método de Raylegh Ritz son mas féciles de calcular por las
propiedades de la base. Ademas el requerimiento computacional es mucho menor que en
el primer caso.
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Con respecto al tamano de base, al igual que en el caso anterior se hizo un anélisis con
respecto a un nimero de funciones que componen la base. Desde nuestro punto de vista
la mejor eleccion correspondié a una base con 50 autofunciones. Este niimero es menor
que el anterior porque fué notable como aumentar la cantidad de funciones no mejoraba
la estimacién de energias en la zona en la cual estamos interesados en analizar.

Por simplicidad los resultados numéricos se obtienen en unidades en las cuales h =
e = p = 1. Los resultados analiticos dependen explicitamente de h,e y i

4.3. Particula en un pozo de potencial

En cada uno de los problemas que se van a exponer a lo largo de este capitulo se
realizé un examen exhaustivo correspondiente a la eleccion de parametros del sistema y
los de las bases. Sin embargo este andlisis se va a presentar en forma completa solamente
en este sistema. La razén es simplemente que en los demas problemas se va a hacer énfasis
en los razgos sobresalientes, como el efecto del campo y la presencia de estados resonantes.

Quedando aclarado este asunto empecemos con el estudio del sistema.

El problema que analizaremos esté descrito por el Hamiltoniano:

272
"H:—h v +ae (4.3)
20

en donde los parametros a y a van a ser especificados en breve.
Cémo ya se explico al principio vamos a utilizar dos bases para, a partir de métodos
aproximados, poder estimar las energias del sistema.

4.3.1. Base 1

Sélo daremos ejemplos con ondas S para estudiar la estabilidad del estado fundamental
solamente, por esta razén la base 1 se reduce a:

1 2 2
(0) . MW 2 _,uwr ) [ HwWT
Yy (r) = (2_7i ) rexp< o >£N ( - ) : (4.4)

Los elementos de matriz para el Hamiltoniano (4.3) en esta base pueden encontrarse en
el apéndice C.

Ahora observemos cémo se comporta el sistema cuando variamos la profundidad del
pozo: En la figura (4.1) el valor de la resonancia fué elegido como w = 1.5, y la seleccién
fué arbitraria porque lo que nos interesa, en este grafico, es analizarlo cualitativamente
mas que encontrar la mejor aproximacion de la energia fundamental, de todas formas se
vera posteriormente que la eleccién de este parametro no modifica singnificativamente el
grafico con respecto a la eleccién de cualquiera de los otros parametros que se observan en
dicha figura. Lo importante de esta figura es notar que aunque exita un pozo de potencial,
este no es lo suficientemente atractivo como para que el sistema soporte estados ligados
y que el primer valor a partir del cual esto es posible es para a = 0. 56.
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Figura 4.1: Espectro de energias obtenido con el Método de Rayleigh Ritz en funcidn

de la profundidad del pozo y paradmetro o = % , en donde base de funciones usadas son
las de Base 1. En rojo se muestra la energia nula. En esta figura se pone de manifiesto

la profundidad a partir de la cual el sistema empieza a tener estados ligados.

Para elegir un conjunto de parametros que muestren una cantidad considerable de
estados ligados necesitamos ampliar el rango de profundidades.

A partir del andlisis de la figura (4.2) elegimos como valor fijo de la profundidad
a = —20. Esta eleccién estd motivada simplemente al deseo de analizar un sistema con
mas de un estado ligado. Con esta eleccion de profundidad el sistema va a presentar tres
estados ligados.

A continuacién vamos a proceder con la determinacion del mejor valor para el parame-
tro libre de esta base, es decir, vamos a determinar el parametro 6ptimo.

Recordemos que el Método de Rayleigh Ritz asegura que el menor autovalor aproxi-
mado siempre va a ser una cota superior para la energia exacta del estado fundamental.
Entonces el mejor pardmetro va a ser aquel que tenga la menor energia para el estado
fundamental.

Vemos en el recuadro derecho de la figura (4.3) que la enegia del estado fundamental es
muy estable con respecto a los parametros de la base entonces se podria tomar cualquiera
de los pardametros como éptimo y se obtendria un error en la cuarta cifra decimal. Uno
espera en general que este comportamiento se repita para todos los sistemas con los que
nos encontremos. Sin embargo es importante hacer este analisis porque exiten rangos en los
que el comportamiento es muy distinto a este y podriamos estar obteniendo conclusiones
equivocadas por encontrarnos en una zona en la que el parametro elegido no es confiable.
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Figura 4.2: Espectro de energias versus profundidad del pozo obtenido a partir del
método de Rayleigh Ritz. Se utilizé la base 1 con frecuenciaw =1.5 y a = % Con este
grafico se trata de elegir un valor de profundidad para la cual exista mds de un estado
ligado. Un a = 20 tienen tres estados ligados.

4.3.2. Base 2

Luego de determinar los parametros [ y t con los criterios que se expusieron en la
introduccién de este capitulo, los elementos de la base 1 son de la forma:

| ¢n (7)) = (4.5)

En el Apéndice D se pueden ver los elementos de matriz resultantes. En donde el potencial
puede ser expresado en términos de una funciéon hipergeométrica y por esta razon los

calculos realizados con Maple son muchos mas rapidos que los que se realizan con la base
1.

La eleccién del parametro éptimo es andloga a la de la base 1, se observa el espectro
de enegias en funcién del pardmetro libre de la base. En la figura (4.4) se observa que
las energias de los estados ligados son muy estables con respecto a la variacion de 7. La
ampliacion del grafico anterior en la zona del estado fundamental da cuenta de que tan
estable es esta energia (ver figura (4.4)).
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Figura 4.3: La figura muestra los valores de la energia en funcion del parametro libre (w)
de la base 1, obtenidos con el método de Rayleigh Ritz para un sistema con profundidad
de pozo a = —20. En el recuadro de la derecha se encuentra ampliada la zona que
contiene el estado fundamental. Se trata de encontrar el mejor pardmetro para la base
1. Es notable la estabilidad de esta energia para distintos valores de w.

Sistema en presencia de un campo magnético

A continuacién le vamos a agregar un término al potencial, el cual equivale a someter

el sistema a un campo magnético. Entonces el Hamiltoniano es:
272 2 2,.2
h*V hm HWiT

H:_2u+2u+ 2

+ wohm + ae™” (4.6)

Nuevamente como sélo analizamos las ondas S, el tnico término adicional es el tercero
(para ver méas detalles ver el Apéndice C y Apéndice D para los elementos de las bases 1
y 2 respectivamente).

La presencia del campo magnético deberia aumentar la energia del sistema. Entonces
es de esperarse que un grafico en donde la energia dependa del campo magnético se
observe que para algn valor del campo la particula pueda tener energias positivas lo cual
no quiere decir que la particula ionice ya que, como sabemos, el Hamiltoniano del campo
magnético puede ser mapeado al del oscilador arménico, y por lo tanto su accién es la de
confinamiento.

Observemos que efectivamente se cumple lo que pensabamos en la Figura (4.5). Como
vimos en el Capitulo 2, la frecuencia asociada al campo es proporcional al mismo, méas
precisamente: wg = 26—56. Entonces ese grafico es en esencia el espectro de energias en
funcion del campo magnético.

Para poner de manifiesto las diferentes propiedades de las bases se muestran en la
figura 4.5 los espectros de energias de las base 1 y 2 superpuestos. A simple vista parece
ser que la primer base de autofunciones propuesta (la cual se ve en la figura (4.5) en color
negro) es una mejor aproximacion para los estados ligados con respecto a la segunda base.
Este comportamiento, es de esperarse porque a campos altos las autofunciones de la base
1, la asociada a los Niveles de Landau, aproximan muy bien al comportamiento de las
autofunciones del Hamiltoniano de este problema porque poseen un decaimiento lento.
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Figura 4.4: Espectro de energias en funcion del parametro libre de la base 2 obtenido
a partir del método de Rayleigh Ritz. Con este método se intenta elegir el pardmetro
que mejor acota al estado fundamental. El recuadro de la derecha muestra la enegia del
estado fundamental en funcion del parametro libre de la base 2, es una ampliacion del
recuadro de la izquierda. Notar que el cambio de energia es practicamente invariante
ante el cambio en el pardmetro de la base.

Mientras que las funciones de la base 2 , al tener un decaimiento exponencial tendrian
que brindar una mejor cota para las energias cuando el campo es chico. Este tultimo
comportamiento no se puede apreciar a simple vista en la figura (4.5). Es por esta razén
que se amplia la zona para campos muy chicos en la figura (4.6), en particular se observa
la energia del estado fundamental. En la figura (4.7) se realiza el mismo procedimiento que
en el del caso anterior pero para campos altos porque en la figura (4.5) no se diferencian
las energias asociadas a las bases 1 y 2 que son las cotas para la energia fundamental.

4.4. Particula en un potencial con pozo y barrera

El sistema que vamos a presentar a continuacion es mucho mas complejo que el anterior
porque estamos interesados en analizar unos estados muy particulares: las resonancias de
forma, las cuales poseen una dependencia temporal que se manifiesta en sus energias
complejas.

Empecemos presentando el Hamiltoniano que vamos a analizar.

h*V?

H=— +be T+ ae, (4.7)

en donde a es la profundidad del pozo (razén por la cual es menor que cero), y b es la
altura de la barrera. Como sabemos, los estados resonantes se van a encontrar por encima
del umbral de ligadura y por debajo de la altura de la barrera. Entonces si conservamos
fija la profundidad del pozo y elevamos la altura de la barrera deberiamos ver que los
estados ligados empiezan a aumentar su energia, ingresan al continuo y presentan un
comportamiento diferente al resto de la region.
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Figura 4.5: Espectros de energias en funcién de la frecuencia asociada al campo(wy =
% ) obtenidas a partir del método de Rayleigh Ritz para un pozo con una profundidad
de a = —20. En linea continua se puede apreciar el espectro obtenido a partir de la base
1 (con w = 1.5), mientras que en linea entre cortada se encuentra el correspondiente a
la base 2 (n=1.1).

Recordemos que la presencia de una resonancia se manifiesta en el espectro de energias
obtenido con el método de Rayleigh Ritz en la zona del continuo como una serie de cruces
prohibidos [23] (ver Capitulo 2). Estos cruces prohibidos se evidencian en la figura (4.8)
la cual fue obtenida con la base 1. En esta figura el estado ligado aumenta su energia a
medida que aumenta la altura de barrera, hasta que llega al punto de acumulacién (el
cero de energia) que da cuenta del inicio del espectro continuo. Es entonces que cuando
se empiezan a presentar cruces prohibidos, algunos tan cercanos que parece que los auto-
valores se cortan (lo cual , como sabemos, no puede suceder). Entonces para un sistema
cona= -5, = % y a =1 (son los valores a partir de los cuales se obtuvo la figura (4.8)
deberian tener estados resonantes para alturas de barrera mayores que 2.6. Tendriamos
que ver cuanto varia este valor critico dependiendo de la base.

La figura (4.9) refleja cémo para alturas pequenas de la barrera, el método puede llegar
o no a detectar el estado resonante dependiendo de la eleccion de las bases. Porque lo que
sucede es que cuando usamos la base 1 empieza a mostrarse evidencia de resonancias con
una barrera de latura b = 2. 75, pero cuando usamos la base 2 se puede ver que recién se
observan cruces prohibidos para b = 2. 76. Tambien es importante destacar cémo la base
2 presenta una mayor cantidad de energias cerca del umbral lo cual permitiria tener una
ventaja respecto de otras bases en la deteccion de una resonancia si el valor de la altura
de la barrera es lo suficientemente chico.
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Figura 4.6: Energias que acotan el estado fundamental correspondiente a dos bases
distintas en funcién de una frecuencia proporcional al campo magnético obtenidas a
partir del método de Rayleigh Ritz para un pozo con una profundidad de a = —20. La
autoenergia en linea continua se corresponde con la base 1, la linea entre cortada, a la
base 2. Notar que ampliamos la figura (4.5) en la zona en que los campos son pequefios,
y en se puede ver que en esta region la base 2 es la mejor cota para la energia del estado
fundamental.

De forma simlilar a la anterior se puede fijar el valor de la barrera y variar la profun-
didad del pozo. Entonces, con una barrera lo suficientemente alta, deberiamos empezar a
ver cruces prohibidos para valores de profundidad del pozo pequenos y a medida que au-
menta la profundidad ver como pasan a formar parte del discreto y convertirse en estados
ligados. Es esto lo que sucede en la figura (4.10).

En la figura (4.11) se muestra cémo nuevamente la base 2 posee una mayor acumulacion
de estados cerca del umbral y que los cruces prohibidos comienzan, en este caso, para
profundidades de pozo menores.

Observando las figuras (4.10) y (4.11) vemos que si queremos caracterizar un sistema
con dos resonancias, podemos elegir una profundidad del pozo a = —20 y recordemos que
los otros parametros del potencial eran: b =10, a =1y = %

Ahora lo que queremos hacer es usar los distintos métodos que describimos en el
Capitulo 1 para detectar las resonancias y estimar sus energias.

4.4.1. Método de estabilizacion

Empecemos con los métodos mas simples, los cuales nos ayudaran a detectar las re-
sonancias y estimar, en forma muy burda, las energias de las resonancias. Estos métodos
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Figura 4.7: Autovalores mas bajos de energia obtenidos a partir del método para Ray-
leigh Ritz (base 1, en linea continua, y la base 2, en linea entre cortada), versus variacion
del campo magnético. En esta zona los campos son relativamente altos y la mejor cota
para la energia del estado fundamental es el de la base 1.

son los que describe Cederbaum en [23]. Posteriormente vamos a compararlos con los
resultados obtenidos con otros métodos. Si un estado resonante existe en este sistema y
empleamos una base de funciones, el fenémeno fisico que hay por detras de la resonancia
se vera reflejado en un gréafico en el que se realice una estabilizacién o variacion muy
lenta de los funciones de la base. Es entonces en donde se ve la ventaja de haber dejado
parametros libres en las bases. Porque van a ser estos los valores que van a variar. Noso-
tros esperamos que el cambio lento de parametros en las autofunciones no haga que los
valores de las energias cambien demasiado porque en una buena base los valores de las
energias de los estados ligados no dependen de las elecciones de sus parametros libres.

Cederbaum propuso obtener la energia de una resonancia a partir de un grafico del
espectro de energias en funcion de la variacion de los pardmetros de la base, en el cual
se deben mostrar cruces prohibidos. En la figura (4.12) se puede observar el método de
estabilizacién, el cual funciona porque la resonancia es un estado mas localizado que
las ondas planas. Con ese grafico es posible estimar por ejemplo los valores de energia
correspondientes a esa resonancia. Los valores estimados para tres sistemas distintos se
ven plasmados en la Tabla (4.1) y se obtuvieron empleando las ecuaciones (2.31) y (2.32)
para el valor de minimo de A (2.33).

Repitamos el procedimiento a partir de observar la figura (4.13). Para obtener la parte
real de la energia de resonancia a partir de la energia del estado fundamental y la del primer
estado exitado, primero tenemos que encontrar el \,, = miny(AFE, ), una vez determinado
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Figura 4.8: Espectro de energias en funcion de la altura de la barrera obtenido con el
método de Rayilegh Ritz a partir de la funciones de la base 1 con frecuencia w = 0.5, los
valores elegidos para el potencial son a = =5, § = % y a = 1. El estado ligado parece
continuar en la zona del continuo, sin embargo se observa que la energia no corta los
otros estados sino que los esquiva.

Cederbaum D.E. Rotacién compleja
E. 0.09212 0.10007 0.0921
' 2.6360x107° 1.633x107° 9.9x 107°

Cuadro 4.1

se debe usar la ecuacién (2.31) para ese valor de \A,,. Para obtener la parte imaginaria
de la energia de resonancia necesitamos por lo menos tres energias consecutivas, pero el
procedimiento es andlogo pero utilizando la férmula (2.32).

Una segunda forma de obtener los valores de las energias de estados resonantes es-
taba basado en la presencia de un pico lorentziano en las cercanias de una resonancia.
Mientras que para el problema numérico teniamos la ecuacién (2.43). Recordemos las dos

ecuaciones:
1

E(}%‘ﬂ) _ E(‘Oéifl)
E(O‘L) — J J 4.8
p(E;™) P (4.8)
y
. A L
E@) —y 4 A 2 7 4.9
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Figura 4.9: Espectros de energias en funcién de la altura de la barrera obtenido con
el método de Rayleigh Ritz con la base 1 (en negro) y la base 2 (en rojo),los valores
elegidos para el potencial son a = —5, § = % y o = 1. El espectro de la base 1 es
exactamente el mismo que en el de la figura anterior. La base 2 tiene pardmetro de base
n = 0.5. El valor de a partir del cual la base 2 empieza a presentar cruces evitados es
b = 2.76, mientras que para la base 1 esb = 2.75.

Entonces las partes real e imaginaria de la energia de resonancia podian obtenerse haciendo
un ajuste no lineal con la funcién de la ecuacién (4.9).

En las figuras (4.14) y (4.15) se puede ver el método de la densidad de estados im-
plementado. El sistema analizado posee parametros de potencial a = =8 , b =5, a = 1,
b= %, mientras que el parametro libre de la base 1 es w = 1. 5. Se obtuvieron las figuras
(4.14),(4.15), y (4.16) a partir de emplear la ecuacién (4.8), se procedié al correspondiente
ajuste no lineal y se obtuvieron los valores para las partes real e imaginaria de la energia
de resonancia. La figura (4.14) es mon6tonamente creciente porque sélo evita una energia,
la asociada al primer estado excitado (ver figura (4.12)). En cambio la figura (4.15) mues-
tra un grafico tipico de densidad de estados. Por tltimo el gréfico de la figura (4.16) se
obtuvo con el tercer autovalor mas bajo y no puede ser utilizado para estimar el valor
de las energias de resonancia porque la base no es lo suficientemente estable como para
poder obtener un pico lorentziano, este comportamiento empeora para valores més chicos
del parametro de la base 1.

Existe un problema con los dos métodos antes mencionados y es que se obtienen varios
valores de energia para el mismo estado resonante. En el segundo caso lo que se hace es
elegir el valor para el cual el ajuste no lineal de la lorenziana es el mejor, es decir el valor
para el cual x? es el minimo [25]. Sin embargo, desde nuestro punto de vista este criterio
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Figura 4.10: Espectro de energia en funcién de profundidad del pozo obtenido con el
método de Rayilegh Ritz con la base 1. Con parametro de base w = 1,5. Los valores
elegidos para el potencial son b =10, § = % y a = 1.Para aproximadamente o = —14.6
el estado ligado se introduce en el continuo, y para a = —23 sucede lo mismo con
segundo menor autovalor.

no queda del todo claro porque el valor de x? cambia mucho dependiendo de la regién
que se seleccione para ajustar ya que evidentemente no se utiliza la densidad de energias
para todos los valores de energia, sino la zona en la que se presenta el pico lorenziano.

4.4.2. Rotacién Compleja

Otro método que vimos en el Capitulo 2 es el de Rotacion Compleja, el cual consite en
aplicar una transformacion de similaridad adecuada al Hamiltoniano, dependiente de un
angulo #. De manera que las autofunciones resultantes pertenezcan al espacio de Hilbert.
Este método mantenia invariante los estados discretos del espectro de energia, es decir,
mantenia invariantes los estados ligados y los resonantes ante la variacién de 6 (bajo cier-
tas condiciones explicadas en ese Capitulo) mientras que el espectro continuo dependia
del angulo. Este método aplicado al caso nimerico consistia en aplicar la transformacion
de similaridad al Hamiltoniano y luego hacer uso del método de Raylegh Ritz. La tni-
ca modificacién en este ultimo método consistia en que los programas realizados deben
permitir trabajar con algebra compleja.

Para el Hamiltoniano con el que estamos trabajando la transformacion de similaridad

Sf(r)=f(re?), (4.10)
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Figura 4.11: Espectros de energias en funcién de la profundidad del pozo obtenido con
el método de Rayilegh Ritz con la base 1 (en negro) y la base 2 (en rojo),los valores
elegidos para el potencial son b = 10, g = % y a = 1. El espectro de la base 1 es
exactamente el mismo que en el de la figura anterior. La base 2 es de tamafio N = 50,
y pardmetro de base n = 1.1.El valor de a partir del cual la base 2 empieza a presentar
cruces avitados es a = —14.86 y a = —23.58,para la energia del estado fundamental y
el primer estado excitado respectivamente.

basta para lograr )
S¢;* — 0 cuando r — oo. (4.11)

Recordando que el Hamiltoniano que estamos analizando es:

hQ 2
H=— v + b 4 ae®”, (4.12)
24

observamos que el primer término es homogéneo de grado -2. En el caso general, si un Po-
tencial es homogéneo de grado v entonces el Hamiltoniano se convierte en Vp = €™V (r).
Entonces ese término simplemente es multiplicado por €%?. De esta manera los elemen-
tos de matriz para este término no necesitan ser calculados, basta con multiplicar los
elementos de matriz obtenidos en la secciéon anterior, por el factor que ya mencionamos.

Por otra parte los términos dos y tres, que son basicamente funciones idénticas con
distintos parametros, tienen que ser modificados y por lo tanto los elementos de matriz
deben calcularse nuevamente. Los términos escaleados se encuentran expresados en el
Apéndice E.

Nos queda una discusién pendiente y es la referente al parametro que vamos a usar.
Recordemos que las bases poseen parametros libres, una pregunta importante es: jexiste
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Figura 4.12: Enegias versus pardmetros de la base 1 para un sistema en el cual la pro-
fundidad esa = -8, b=5, a=1y g = % Este es un diagrama tipico de estabilizacion.
Se puede ver que para E ~ 0,09 la energia cambia muy lentamente con el pardmetro
de la base.

un parametro 6ptimo en el contexto de una resonancia? Lo cierto es que en este tema no
existen atn un criterio para poder establecer un parametro éptimo para el anélisis de una
resonancia, principalmente porque la teoria desarrollada hasta ahora solamente asegura
resultados, bajo ciertas condiciones, para los estados ligados. En este capitulo las energias
mayores que cero aproximan al continuo de ondas planas modificadas por el potencial,
pero es lo tinico que puede decirse al respecto, es decir, no hay criterios en esta zona y
por lo tanto no hay criterios de parametros 6ptimos en las bases que intentan describir
los estados resonantes.

En esta seccion ademas de querer obtener el espectro de energias del Hamiltoniano re-
escaleado queremos analizar, para este caso en particular, como se modifican los resultados
si se tienen tres valores distintos para el parametro de la base 1.

El sistema que vamos a elegir para analizar va a ser el que tiene parametros del
potencial: a = —20, b =10, a = 1y = % Empezamos observando la Figura (4.10)
esta figura muestra que un sistema con profundidad a = —20 tiene por lo menos un
estado resonante y un estado ligado, es justo lo que buscamos porque queremos analizar el
comportamiento del Escaleo Complejo para tres tipos de estados que podemos encontrar:
ligados, resonantes y libres.

Eligiendo arbitrariamente el parametro de la base 1 w = 1.5 se realiz6 un grafico para
distintos valores del angulo 6 (ver figura (4.17)

Es notable como el estado ligado (el punto a la izquierda de la figura) se mantiene
invariante ante los distintos valores del angulo . Pero lo importante es que para otro valor
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Figura 4.13: En negro se puede ver el espectro de energias para las dos energias mds
bajas (es bdsicamente una ampliacion de la Figura (4.12)) mientras varia el parametro
libre de la base 1. Los pardmetros utilizados fueron a = —8,b = 5 y w = 1.5. Para
determinar la parte real de la energia de resonancia usando estas dos energias graficamos
AFE; (que se observa en verde),obteniendo )\fi,) ~ 1.31 y graficamos también EW en
rojo.

parametro el comportamiento es sumamente distinto, como por ejemplo para w = 0.1 que
se muestra en la figura (4.17)

Queda claro que se con este método se pueden detectar dos estados resonantes pe-
ro para el parametro de base w = 0.1 no se puede establecer el valor de la energia de
resonancia con mucha claridad. Esto se debe a que las resonancias no son tan indepen-
dientes del angulo como lo son en la teoria y en todo caso dependen muy fuertemente
del parametro de base que se elija y en forma mas general del tipo de base que se elija.
Por esta razonm si se desea mucha precision es importante graficar las trayectorias de las
mismas para distintos valores del angulo. En la figura (4.18) se puede ver cémo varian las
trayectorias dependiendo del pardmetro que se use. La idea de estos gréaficos es encontrar
con mas precision el valor de las energias de resonancia. En los primeros dos recuadros
se observa que a medida que se aumenta el valor del dngulo las trayectorias comienzan a
estabilizarse, sin embargo no se justifica la cantidad el esfuerzo computacional realizado
para aumentar la cantidad de autovalores y asi mejorar presicion. Lo que si es mas factible
es buscar otro parametro de base en el que claramente las trayectorias se estabilicen y
lleguen a un punto cispide, como se lo denomina en el Capitulo 2, esto sucede en el ttlimo
recuadro. En donde el punto ciuspide se puede identificar como el punto que tiene el valor
méas grande con respecto al eje real.
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Figura 4.14: Densidad de estados versus energia obtenida a partir de la energia del

estado fundamental del sistema con pardmetros del potencial a = —8,b =5, w = 1.5,

a=1yp= % la cual se obtuvo a su vez del espectro de energias del método de

Rayleigh Ritz. En rojo se observa el fieto realizado suponiendo que es una lorenziana.

4.5. Particula con campo y barrera sometida a la ac-
cion de un campo magnético constante

Ahora el Hamiltoniano que vamos a tratar es:

h*V? N h2m? N pwir?

H =
20 2ur

+ wohm + be ™" + ae™, (4.13)

El efecto del campo magnetico en el Hamiltoniano esencialmente es confinar a la particu-
la. Entonces El espectro de enrgias deberia ser completamente discreto y por tanto los
indicios de estados resonantes que encontrabamos en los espectros de energia de la seccion
anterior deberfan desaparecer. Sin embargo como los métodos que estuvimos utilizando
para detectar las resonancias son todos numéricos, existen valores de campo para los cua-
les la simetria del problema muestra cruces prohibidos, estos valores del campo son por
supuesto pequenos.

El método de estabilizacién indicaba la presencia de una posible resonancia cuando
se presentaban cruces prohibidos en una zona en la cual la base fuese muy estable. Por
esta razén se variaba muy lentamente los pardmetros de la base. La figuara (4.19) es un
claro ejemplo de este método. En negro se observa el potencial de la secciéon anterior y
se observan indicios de una resonancia. Cuando se le aplican campos muy chicos, por
ejemplo para wy = 0.1 (en rojo) ain se puede ver un cruce evitado, pero sabemos que
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Figura 4.15: Densidad de estados versus energia obtenida a partir de la energia
correspondiente al primer estado exitado del sistema con parametros del potencial
a=-8b=5,a=1yp= % . La cual se obtuvo a su vez del espectro de energias
del método de Rayleigh Ritz utilizando la base 1 con un parametro w = 1.5. En rojo se
observa el ajuste realizado suponiendo que es una lorenziana.

todos los estados son ligados. Lo que sucede es que un campo magnético se traduce en
el potencial de un oscilador arménico muy ancho. Entonces estariamos hablando de dos
potenciales con longitudes caracteristicas muy distintas. Entonces el método simplemente
casi no nota la presencia del campo. Ahora cuando se aumenta un poco mas el valor del
campo magnético (ver figura (4.19) linea verde) el campo aumenta el valor de la energia
de los estados y ya no se observan cruces prohibidos.

Otro método utilizado en la secciéon anterior fué el de rotacién compleja el cual mos-
traba como los estados discretos eran independientes tedricamente, y casi independientes
en el método numérico, del angulo de rotacion 6.

Claramente la presencia del campo magnético en este caso deberia eliminar la parte
imaginaria de las energias de los estados del Hamiltoniano escaleado.

Observando la figura (4.20) vemos c6mo se hace notar la presencia del campo magnéti-
co para campos relativamente altos (wgp = 1,en naranja y wy = 0.5 en azul) aunque los
resultados no son del todo precisos en el sentido de que existen valores de energia a partir
de los cuales empiezan a presentar oscilaciones, las cuales se deben esencialmente a los
defectos de la base en aproximar estos valores de energia.

En conclusion, esta seccion nos deja como ensenanza que los métodos mostrados en el
Capitulo 2 son solamente indicadores de resonancias pero que de ninguna forma aseguran
por si solos la presencia de un estado resonante. Es imprecindible siempre analizar la fisica
del sistema y no dejarse llevar por los resultados de métodos numéricos, los cuales son
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Figura 4.16: Densidad de estados versus energia obtenida para a partir de la energia
correspondiente al segundo estado exitado del sistema con pardametros del potencial
a=-8b=5,a=1yp= % . La cual se obtuvo a su vez del espectro de energias
del método de Rayleigh Ritz utilizando la base 1 con un parametro w = 1.5. En rojo se
observa el fiteo realizado suponiendo que es una lorenziana.

siempre excelentes herramientas que consolidan el analisis de un sistema fisico cuando son
usados e interpretados correctamente y teniendo el cuenta sus limitaciones.
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Figura 4.17: Espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh Ritz para el
Hamiltoniano reescaleado. La figura muestra los calculos con un potencial de pardmetros
a=-20,b=10,a=1y B = % Los dngulos utilizados para la rotacion compleja van
desde 6 = 0 hasta § = 0.6 (medido en radianes) con una frecuencia de 6 = 0.02. En
la figura superior se muestra espectro con pardmetro de base w = 1.5 mientras que en
inferior tiene w = 0.1
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Figura 4.18: Trayectorias de 6 para las resonancias obtenidas con el método de Rayleigh
Ritz para la rotacion compleja. Las figuras se realizaron para la resonancia con menor
valor de energia real y con distintos valores del parametro de la base. La primera es para
w=0.1, la segunda paraw =0.8 y la ultima para w = 1.5. La base de funciones es la
base 1 y los pardmetros del potencial son: a = —20,b=10,a=1y 3 = %
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Figura 4.19: La figura muestra los espectros de energias en funcién del parametro de
la base 1, w, para dos valores distintos del campo y para el caso en el que esta ausente.
En negro y lineas continuas se observa el espectro de un sistema sin campo magnético,
notar que exiten indicios de una resonancia. En rojo se observa el espectro para una
campo magnético con una frecuencia asociada wyg = 0.01, en este caso la longitud
caracteristica del campo es tal que el método casi no lo registra. En verde tenemos
wo = 0.03 y ya es clara la presencia del campo. El sistema analizado tiene parametros
de potencial a = —20, b=10, a=1y g = %
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Figura 4.20: Espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh Ritz para el Ha-
miltoniano escaleado para diferentes valores del campo. En negro se observa el espectro
en ausencia de campo magnético, que muestra la presencia de dos estados resonantes,
como vimos en la seccion anterior, en rojo y casi superpuesto con el espectro anterior
se encuentra un espectro con wy = 0.01. Mientras que en azul se tiene un campo de
wo = 0.5 y en amarillo wg = 1.0 y se ven claramente los estados ligados debido al
campo.




Capitulo 5

Quantum dots en tres dimensiones

5.1. Introduccion

En este Capitulo vamos a presentar el sistema de una particula cargada con potencial
de simetria azimutal y sometida a la presencia de un campo magnético constante. Defina-
mos un sistema de corrdenadas cuyo eje z coincida con la direccion del campo magnético.
Lo particular del sistema es que no presenta simetria esférica como la mayoria de los
problemas tratados por la comunidad cientifica.

La presencia del campo magnético otorga al sistema una direccion privilegiada. Es
importante también notar que el potencial utilizado tiene parametros en el plano que
pueden llegar a ser distintos de los asociados al eje z, entonces aunque la particula no se
encuentre en presencia del campo magnético el sistema sigue sin tener simetria azimutal.

En este trabajo el sistema antes mecionado sélo se investiga en forma parcial. El estudio
se centrard en los efectos de la falta de simetria del potencial y en las consecuencias de la
amplicaciéon de campo magnético en el sistema. Se planea seguir caracterizando el sistema
en trabajos futuros.

5.2. Particula en un pozo cilindrico de potencial

El sistemas que inteamos analizar esta descrito por el siguiente Hamiltoniano:

H=H,+H. (5.1)
con r2?
H, = — T tae® +be P (5.2)
20
' V2
He= - a4 e (5:3)
en donde o2 Lo )
) m
_ o 19 m 4
Vi or? - ror 12 (5:4)
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2
v

0z?
y se uso el hecho de que el Hamiltoniano conmuta con el momento magnético angular en
el eje z entonces en la coordenada angular se utilizé que

(5.5)

L.(p) = mhd (). (5.6)

Y, por tltimo, a y a, van a ser los parametros que determinen la profundidad del pozo
en el plano y el eje z respectivamente y b y b, seran las alturas de las barrera en el plano
y en el eje z.

La falta de simetria esférica en este problema nos impone una condicién en la eleccion
de la base que se va a utilizar. Es por esta razén que se elegié como un conjunto de
funciones asociadas a la coordenada radial diferente a la de la coordenada en el eje z.

En la coordenada radial se propuso un conjunto de funciones de prueba idéntico al
utilizado en el Capitulo 4 para la base 1. Son las autofunciones de los niveles de Landau:

1 2 2
(0) . U 2 _,U,(,UT ) [ HwWT
Yy (r) = (2_71 ) rexp( o >£N ( - ) : (5.7)

Para la coordenada z se propone un conjunto de bases similares a la base 2 del Capitu-
lo 4, en donde cada elemto de base sera:

| 6u(n2)) = \/2§ exp(n] | /2) L0 (n] =), (5.5)

ya que la integral que vincula esta coordenada es distinta al caso antes de dos dimensiones,
el supraindice del polinomio de Laguerre es cero. Recodemos que 7 era el pardmetro libre
de la base.

5.2.1. Meétodo de Rayleigh Ritz

A continuacién vamos a utilizar el Método de Rayleigh Ritz para analizar un sistema
con parametros elegidos en forma arbitraria.

Para ello primero vamos a aclarar como es que se llevo adelante el problema numérico.
Para el cédlculo de los elementos de matriz se procedié al uso del programa Maple 13
con los codigos que se muestran el apéndice G, mientras que el calculo de autovalores se
realizé en Fortran 90 con cuadruple presicion.

Con respecto al tamano de la base se empez6 con 30 funciones de prueba para el
eje z y 30 para las del plano, sin embargo se noté que los espectros resultantes eran
demasiado inestables y basados en el comportamiento de las dos bases en dos dimensiones
se decidi6 trabajar en todo este capitulo con una base de 30 funciones de prueba para
el eje z y 70 para el plano. Entonces estariamos hablando de diagonalizar matrices con
dimensiones (2100 x 2100).

En primer lugar queremos determinar la profundidad del pozo del plano. Entonces
fijamos arbitrariamente los restantes parametros del potencial en: b =5, a, = —5, b, =
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-a (parametro de profundidad del pozo del plano)

Figura 5.1: Espectro de energias en funcion la profundidad del pozo del plano obtenido
a partir del método de Rayleigh Ritz. Los parametros del potencial son b = 5, a, =
-5, b,=5,a=1yfg= % El comportamiento parece razonable: mientras aumenta la
profundidad del pozo los estados comienzan a ligarse.

5 a =1y f = %, mientras vario la profundidad del pozo del plano. El resultado se
muestra en la figura (5.1). A pesar de que el comportamiento sea bastante razonable, es
decir, que por ejemplo el aumento de la profundidad del pozo en el plano implique el
aumeto de estados ligados, no significa que podamos decir mucho mas con respecto al
sistema. Ademas se pueden observar cruces prohibidos que darian indicios de la presencia
de resonancias. Sin embargo en estudios posteriores nos dimos cuenta que muchos de estos
comportamientos solo obedecian a la falta de simetria del sistema, no se podia asegurar
la existencia de resonancias con los métodos expuestos en el Capitulo 2.

Entonces se empezo con sistema més simple, uno en el cudl los parametros del potencial
en el plano son nulos y el pardmetro de la barrera del eje z es b, = 5 mientras se variaba
la profundidad del pozo en dicho eje. Posteriormente se agregdé un pozo de potencial en
el plano con muy poco de profundidad para analizar el efecto del pozo en el plano. Estos
resultados se pueden ver en la figura (5.2). Es muy claro como el espectro sin pozo en el
plano (en negro) explica muy bien el comportamiento del espectro en violeta (con pozo
en el plano a = —0. 01, comportamiento que antes no era tan claro.

Para poder caracterizar mejor el sistema necesitamos tener una zona en la cual no
existan demasiados cruces prohibidos y en donde tampoco existan demasiados estados
ligados. Con este objetivo, someter la particula a un campo magnético constante parece
una buena idea.
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Figura 5.2: Espectros de energias en funcién la profundidad del pozo del asociado al
eje z obtenido a partir del método de Rayleigh Ritz.Los pardmetros del potencial para
el espectro en negrosona =0, b=0, b, =5, a=1y [ = % mientras que para
el espectro en violeta los parametros son los mismos que en el caso anterior salvo la

profundidad del pozo en el plano que ya no es nula sino a = —0.01.

5.2.2. Particula en un pozo cilindrico de potencial sometida a
un campo magnético constante

Estaba claro en los célculos realizados en este caso son andlogos a los realizados en
el Capitulo 4 para la base 1 cuando se le agregaba campo ya que, como mencionamos
con anterioridad, la direccion del campo magnético coincide con la direccion del eje z de
nuestro sistema.

Pero a diferencia del caso anterior la presencia del campo no implica que no puedan
existir resonancias ya que existe un eje (el eje z) en el cudl el campo no puede confinar a
la particula, por lo tanto las resonancias son estados posibles.

Para analizar el efecto del campo magnético en el sistema tomamos los parametros del
ultimo sistema analizado en la seccion anterior: a = —0.01, b, =5, a =1y g = % Se
hizo variar la profundidad del pozo en el plano z, para ello se implementé el método de
Rayleigh Ritz. Los resultados se ven plasmados en la figura (5.3).

Es claro cémo el campo magético tiene el efecto deseado, incrementa el valor de las
energias y reduce considerablemente la cantidad de cruces prohibidos. De esta manera la
implementacién del campo magnético para poder empezar a analizar un sistema es una
herramienta de fundamental importancia desde nuestro punto de vsita.

Concluyendo con este analisis nos parece importante destacar que la cantidad de fun-
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ciones de prueba como la precision del codigo Fortran para la obtencion de autovalores
fueron insuficientes como para poder obtener resultados numéricamente mas precisos. Sin
embargo se planea mejorar estos problemas en trabajos futuros.



04

Energia

Quantum dots en tres dimensiones

2 4 6 8
-a,(profundidad del pozo en €l gje 2)

10

Figura 5.3: Espectros de energias en funcién la profundidad del pozo asociado al eje
z obtenido a partir del método de Rayleigh Ritz. En el recuadro superior se observa un
sistema con parametros del potencial a = —0.01, b=0, b, =5, a=1y [ = % sin
campo magnético, mientras que en el recuadro inferior se muestra el efecto de aplicar
un campo magnético con frecuencia asociada wy = 3 al sistema anterior (recordar que

eB

w0:2u.



Capitulo 6

Discusion y Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos analizado diferentes sistemas en dos dimensiones
distintas. El objetivo principal del trabajo consistio en repasar los métodos aproximados
propuestos para analizar diferentes sistemas cuya solucion exacta no es conocida, poniendo
especial énfasis en los métodos que se utilizan para estados que tienen comportamientos
que dependen del tiempo: las resonancias.

Con respecto a los problemas analizados en dos dimensiones podemos concluir:

e que ninguno de los métodos utilizados para detectar resonancias aseguran la presen-
cia de las mismas. Siempre es imprescindible analizar el problema y discutir que compor-
tamientos no pueden ser posibles. Por ejemplo no podian existir resonancias en el sistema
presentado cuando se le aplicaba campo magnético.

e Hay que tener mucho cuidado con respecto a los parametros caracteristcos de los
sistemas. Como nos dimos cuenta el pardmetro asociado al potencial era muy parecido al
de un oscilador armoénico el cual es muy distinto al asociado a la parte del potencial que
contenian el pozo y la barrera exponenciales.

e Si las longitudes caracteristicas coinciden, los métodos aproximados expuestos en el
capitulo 2 son excelentes herramientas de analisis de los sistemas.

El problema de tres dimensiones sélo fué analizado cualitativamente en este trabajo.
La falta de simetria del problema hace que querer aplicar el método de Rayleigh Ritz
sea complicado porque hace que los elementos de matriz sean menos estables, entonces
es necesario ampliar la presicion utilizada y la cantidad de funciones de prueba o buscar
métodos alternativos que no tengan que ver con la implemetacion del método de Rayleigh
Ritz. Adema&s un sistema de estas caractericas es de por si complicado de analizar, es por
ello importante elegir los parametros correctos para poder empezar a tener una intuicion
del efecto de la modificacién de cada uno de ellos.

Se destaca que se continuard con el andlisis del sistema en tres dimensiones como se
adelanto en el ultimo capitulo. En donde se trataran de implementar las soluciones antes
propuestas para poder extraer informacién mas cuantitativa del sistema.
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Apéndice A

Densidad de Estados cerca de una
Resonancia

En el Capitulo 1 vimos que las resonancias estan asociadas a los polos de la matriz de
dispersién, més especificamente a los polos que se encuentran en el cuarto cuadrante de
la matriz de dispersion, es decir en el cuadrante con (Re(k,); Im(k,)) en donde hacemos
referencia a la plano complejo del vector de onda k.

En este apendice se va a explicar muy brevemente como es que la densidad de estados
en torno a una resonancia presenta un pico Lorentziano.

En el entorno de un polo k, de un polo, la matriz de dispersiéon toma la forma:

1
S(k . Al
(k) x = (A1)
Si suponemos que esta es la tnica dependencia en k entonces su derivada logaritmica es :
Jln S(k) 1
= — ) A2
ok k—k, (4.2)

Vamos a suponer ademas que los polos de esta matriz se encuentran en una region acota-
da, la cual puede ser cerrada por un semicirculo en el cuarto cuadrante, como lo muestra
la figura (A.1). Podemos encontrar la integral en el plano complejo de la derivada lo-
garitmica de la matriz dispersion, sobre el contorno del semicirculo, usando el Teorema

de los Residuos, es decir:
1 Oln S(k)
N=—¢ ———=dk A3

2mi j{; ok ’ (A.3)
en donde N es la cantidad de polos que posee la matriz de dispersién en el cuarto cuadran-
te. Como supusimos que todos los polos se encuentran en una region acotada del cuarto
cuadrante se puede hacer tender el radio R de la semicircunferencia a infinito, el resul-
tado es que en este contorno la contribuciéon de esta parte de la integral es nula. Ahora
prosigamos con el contorno C' que se encuentra sobre el eje de los reales. Su contribucion
a la integral puede escribirse como:

ON 1 0S(k)

i ok (A4)
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Im(k)

Figura A.1: Este es el contorno de integracion en el plano complejo k que se va a utilizar
para encontrar el valor de la integral de la derivada logaritmica de la matriz dispersion.

Por otra parte sabemos que la densidad de estados esta definida como;

dN
= A5
o lo que es lo mismo:
ON 0Ok
k) = ——
p 0S(k)
= —— " A.
2mih?k Ok (4.6)
en donde usamos el hecho de que:
(hk)?
E— Eimpra = ——. A.
o = 5 (AT)

Escribiendo explicitamente la integral de la derivada de la matriz dispersion con respecto
al vector de onda de la ecuacién (A.2), y tomando su parte real obtenemos:

_ K ki
2rh? k [(k — kg)? + k2]’

Re(p) (A.8)
en donde explicitamos la parte real e imaginaria del vector de onda: k = kr +tk;. Se debe
notar que la densidad de estados presenta un pico Lorentziano como habiamos mencionado
antes.

La forma funcional de una Lorenziana cuyo pico centrado en un punto k = kg tiene
una altura dada por:

Re(pmax(k = kR)) = 27_1_;2 [lekI]' (AQ)
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Ademas por definicion sabemos que la energia asociada al vector de onda es de la forma:

B, = Egl) + Rg") — Embral = (ESZ)Q, con lo cual el pico de la densidad de estados es:
Re(pras (ki) = —— (A.10)
€\ Pmaz\KR)) = — . .
27rE§n)

Por 1ltimo sabemos que en una Lorentziana se cumple que el ancho total, I',,, a la mitad

de su altura es igual a:
1
r,=————-. A1l
m Re(pmaz) ( )
A partir de esta relacion es posible vincular la parte imaginaria de la energia y el ancho
de la Lorentziana, con lo cual:

r,=—2E". (A.12)

Este resultado es el que dice que el ancho de los picos en la densidad de estados es
directamente proporcional a la parte imaginaria de la energia. Como la parte imaginaria
de la energia esta a su vez ligada al tiempo de vida media, el ancho en los picos es una
medida directa del tiempo de vida de una resonancia.



70

Densidad de Estados cerca de una Resonancia



Apéndice B

Soluciones del Oscilador Armonico
Bidimensional

Vimos que se puede mapear el problema de una particula cargada sometida a un campo
magnético externo constante al problema del oscilador arménico bidimensional. En este
apéndice explicaremos brevemente como se resuelve analiticamente este problema.

La ecuacién que tenemos que resolver es la siguiente:

h(0* 10 Fim?2 2
{‘@ (a_ T E) + Gt * %] () = Bu(r) (B.1)

Buscamos la solucién asintotica de la ecuacién cuando esta tiende a infinito y cuando
tiende a cero, ellas resultan ser:

h (0> 10 hm?

2 ] P(r) =0, (B.2)

2412
la cual es la conocida ecuacion de Euler.

Su solucién es:
Y(r — 0) = Ar~ ™) 4 gpm, (B.3)

donde A y B son determinados por las condiciones del problema. Como la solucién fisica
no diverje en cero, elegimos A = 0 Por otra parte:

h (02 10 pw?
cuya solucién basada, nuevamente en que r — oo es:
2 2
W(r — o0) = Cexp (_,u;)g ) + Dexp (’u;;; ), (B.5)

para C' vy D ha ser definidos por el problema. Dado que la solucién fisica impone decai-
miento cuando r — oo, D tiene que ser nulo. Habiendo obtenido las soluciones asintoticas,
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procedemos a encontrar la solucién general, para ello proponemos:

60) = exp (L) 4,0, (3.6

la cual debe tener como condicién que no puede crecer méas rapido que la gausiana para
que converja cuando r tiende a infinito. Reemplazando la solucién propuesta en (B.2),
obtenemos:

h {(’“)29,”(7“) .\ (2m—|— 1 Quwr) Agum ()

} +(m+1—¢€)gn(r)=0, (B.7)

2w or? r h or
donde
e— % (B.)
Realizando un cambio de variable:
y = (’%") r, (B.9)
se llega a:
822’559) + <2my+ Lo 2y> agg—y(y) +2(c—m—1)galy) =0.  (B.10)
Finalmente con un ultimo cambio de variable:
z =y (B.11)
tenemos: 52g(z) Dgn(z) 1
T3 +(m+1—x)T—|—§(€—m—1)gm(:v):0. (B.12)

Sin embargo si se propone una solucién en serie de potencias para g,,(z) se observa que
la solucion crece méas rapido que la gausiana que teniamos como limite asintético, ya que
esto no puede suceder, la solucion consiste en que para cada numero entero la serie se
corte, o dicho de otra forma, que las soluciones sean polinomios. Por ende necesito que:

1
5(6—771—1):]\7 NeZ, (B.13)

entonces:
e=2N+m+1, (B.14)

lo que implica que:

E = (n + %) hwe, (B.15)



73

con n = N + m. Reemplazando (B.14) en (B.12):

9%g(x)
0x?

+(m+1—x)a’g—g£x)+]\/gm(:c) =0, (B.16)

X

la cual es la ecuacion de los polinimios asociados de Laguerre. Por esta razon la solucion
de la ecuacion (B.1) es:

IN! AN 2
w0 = (orza (5)) e Fe (). wa

En donde se ha incluido el factor de normalizacion.




74

Soluciones del Oscilador Armdnico Bidimensional



Apéndice C

Elementos de matriz de la Base 1

C.1. Hamiltoniano con un Pozo de Potencial

Calculemos los elementos de matriz del Hamiltoniano :
H = -5 + ae®, (C.1)

con los elementos de la base asociados a los Niveles de Landau:

ml, N 2N! pw mi+1 > i — 2 jm] pwr?

Como nos interesan las autofunciones de los estados ligados vamos a quedarnos con
las autofunciones con m > 0.

No calcularemos explicitamente los elementos de matriz del término de la energia
cinética, en su lugar vamos a aprovechar que conocemos la solucién a la ecuacion de los
Niveles de Landau. Veamos entonces como seria.

Recordando que esta base de autofunciones cumple:

Hw) | (W) = EfM (@) [ (W), (C.3)
donde: , - -
o Dy h*m pwr
H = 2,u+ or + 5 + whm (C4)
y —
EM™ = (2n + 2m + 1)hw, (C.5)

podemos decir que:

272 2
(B2) = = (0] 50 [0) = B, = ol = S | o). ()
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El término restante se calculd con la ayuda de las propiedades de los polinomios de
Laguerre extraidas de [31] y [32] resulté:

= () (e mevi)

(n—1+m)! (n+1+m)!
— (n =+ m>W(55,n_1 - Tés’n—‘rl . (C?)
Mientras el término de potencial:
)) = (e lae™ [ 4{™), (C.8)
se obtienen realizando dos cambios de variable en la integral. La primera:
2 h
r="" S q=a (—) , (C.9)
h fw
mientras que la segunda es:
T (C.10)

finalmente usando la solucién a la integral [31]:

/Ooot”lexp—ﬂtz—ytdt: (28) 7T (1) exp <72> <\/L_) (C.11)

donde:
[Re(5) >0, Re(v)>0], (C.12)

y en donde D_,(z) es una funcién parabdlica cilindrica. Con lo cual:

—1)ptr 2= (mpr)

ot e

(W™ Jae | ™y = ((n+m)!(s +m)nls!)? ZZ =

p=0 r=0
xI'(2m + 2p + 2r + 2) —~2 D —~ (C.13)
m r ex o(mapir . .
P p 3 2(mA-ptr+1) NG

C.1.1. Sistema en presencia de un campo magnético

Para incluir el efecto del campo magnético, solo hace falta calcular el elemento de
matriz asociado a la frecuencia de Larmor w?, es decir el término dado por

C = “;”“ 2 (C.14)

con lo que
(WM O™y = g (), (C.15)

este elemento de matriz ha sido calculado prev1amente (C.7).



Apéndice D

Elementos de matriz de la Base 2

D.1. Hamiltoniano con un Pozo de Potencial

Necesitamos calcular los elementos de matriz del potencial y de la energia cinética.
Teniendo en cuenta que V' = aexp [—(ar)], y llamando V,,s al elemento de matriz entre
las funciones ¢,, v ¢s,

(V)on = (05 |V &n), (D.1)
tenemos que
n+ts
B a ['(s+n+2) (%)
V)on = (n+1)(s+1) sin! (1 n %>5+”+2 (D2)
xF|—s,—n;—s—n—1, <1—Z—Z)] (D.3)

donde F' es la funcién hipergeométrica.
El elemento de matriz de la energia cinética puede descomponerse como la suma de
varios términos

=" ! (Ty + 2T + 2T + 4Ty) (D.4)
S /int (s +1) o TR :
donde
Ty = 0ps, (D.5)
n s—1
1)! 1)! 1)!
=33y IV VIR D D)
=0 =0 (n—r)!(r+Dlrl(s —p—1)(p + 2)'p!
n—1 s
1)!(s + 1)! 1!
T3: (_1>r+p (n+ )(S—l— )(T+p+ ) (D?)

(n—r—=D!r+2)rl(s—p)(p+1)p!’

%
I

o
i

=)
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(n+Dl(s+1)I(r +p+1)!
(n—r—=r+2)rl(s—p—1lp+2)p!’

T, = (—1)"+®

p

(D.8)

i
Il

o
Il

o

D.1.1. Sistema en presencia de un campo magnético

Para incluir el efecto del campo magnético, de nuevo tenemos que calcular el elemento
de matriz asociado a la frecuencia de Larmor, es decir a

2
=502, (D.9)
con lo que obtenemos
2
(), = —
2n2y/(n+1)(s+1)
i D!(s +1)! !
ZZ(_DW (n+Dl(s+1)I(r+p+3) . (D.10)

r=0 p=0 (n—r)!(r+1Dlrl(s —p)l(p+ 1)!p!



Apéndice E

Elementos de matriz del pozo
cilindrico

Teniendo en cuenta la dimensionalidad del problema, usaremos las funciones

b(nz) = @ /220 (=), (B.1)

como nuestra base para la componente z es similar a la base 2, 7 es el parametro variacional
no-lineal.

Hay que calcular los elementos de matriz del Hamiltoniano que depende sélo de z, es
decir

H, =T +Vs+ Vg, (E.2)
donde 2
T = = E.3
K7 o 022 (E:3)
es la componente de la energia cinética en z,
Vy = ae " (E.4)
y
VB = be_ﬁ‘z|, (E5)

son las barreras exponenciales que conforman el potencial que confina a la particula en la
direccién z.

Debido a las simetrias de las funciones de prueba (E.1), el elemento de matriz de la
energia cinética puede reescribirse en cuatro términos, similares a los encontrados en el
Apéndice D. Tenemos entonces que,

ﬁ2 2
(Th ) s = SZ (Ty + 2T + 2T + 4Ty) (E.6)

donde
T = s, (E.7)
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n ] I(s)! |
oSSy G -
st (n—r)lrlrli(s—p—1l(p+1)p!
n—1 s | | |
T3 — (_1)r+p (n)(5)<r + p)' ’ (EQ)
== (n—r—"1lr+1)rl(s—p)pp!
Y 1s—1
— I(s)!(r + p)!
T, = —1)rte (n) . E.10
DB I e} e
En forma similar, también se puede obtener los elementos de matriz de las barreras
exponenciales,
~ T(s+n+1) ants [ _ n?
(Va)ns = an I (T oy _—s, —n;—s —n, (1 — (E.11)
' Motntl) g :
s+n+ s ' n
(VB)ns = bn Sl 1+ By F|—s,—n;—s—n, (1 — E (E.12)

donde, de nuevo, F' es la funcién hipergeométrica.




Apéndice F

Elementos de matriz necesarios para
la rotacion compleja

Los términos no-homogéneos que es necesario calcular correponden a la barrera expo-

nencial de la forma
Vo= ae . (F.1)

Cuando se realiza la rotacién compleja, tenemos que

Vi — ae " (F.2)

Los elementos de matriz de la barrera de potencial (F.2), obtenidos usando las funcio-
nes de prueba de la Base 1 (niveles de Landau), resultan

—1)ptr 2= (mtptr)

o+ e

(e ) = (s DS

p=0 r=0
«

~2 ~
«T(2m + 2p + 2r + 2 CND i [ ) F3
@204 204 2)exp () Poatnapersn) (55 (F3)

&:a(f) e (F.4)
Hw

Si consideramos ahora la Base 2, obtenemos que

donde

B a [(s+n+2) (afy )”JFS
e e BT o (£.5)

donde, de nuevo, F' es la funcién hipergeométrica.
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Elementos de matriz necesarios para la rotacion compleja



Apéndice G

Codigos Maple para el calculo de los
elementos de matriz

Cédigo para el caculo de los elementos de matriz del potencial de la Basel, en el caso de
dos dimensiones

restart;

Digits:=200:

v:=array(1..4900):

alpha:=1%omegal~(-1/2):

omegal:=3.5:

V:=((-1)"(p+tr) / ((n-p) '*(p!*r!) "2x(s-1) 1)) *2" (-p-r) *GAMMA (2*p+2*r+2) *
(exp((alpha)~2/8)*CylinderD (-2*p-2*r-2, alpha/2"(1/2))):
for n from 0 to 69 do;

for s from 0 to 69 do;
Vi:=n!*s!*sum(sum(V,r=0..s),p=0..n):

Vil:=evalf(V1l):

print (V1l);

v[s+1+70%*n] :=V1l:

end do;

end do;

print (v);

Cédigo para el calculo del valor de expectaciéon de C', ecuacién C.15

restart;

Digits:=100:

v:=array(1..8100):

for n from O to 89 do;

for s from O to 89 do;

Y4ns:=(-1) " (r+p) *((n+1) ' *(s+1) ! * (r+p+3) 1)/
((n-1) % (1+r) 1 *r!*(s—p) ! *(1+p) '*p!):
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Y4nse:=(1/((n+1)*(s+1))~(1/2))*sum(sum(Y4ns,r=0..n) ,p=0..s);
Y4nsel :=evalf (Y4nse) :

print (Y4nsel);

v[s+1+90*n] :=Y4nsel:

end do;

end do;

print(v);

Calculo de potencial correspondiente a la Base 2, en dos dimensiones

restart;
Digits:=100:

z:=array(1..4900):

y:=array(1l..4900):

alpha:=1.0:
beta:=0.5:
eta:=1.1:

for n from 0 to 69 do;
for s from 0 to 69 do;

I3:=eta”2*GAMMA (s+n+2)*alpha” (n+s) *hypergeom(
[-s,-n], [-s—n-1],1-(eta/alpha) "2)/(((n+1)*(s+1)) ~0.5*n!*s!x
(eta+alpha) " (n+s+2)):

I4:=eta”2*GAMMA (s+n+2) *beta” (n+s) *hypergeom(
[-s,-n], [-s—n-1],1-(eta/beta) "2)/(((n+1)*(s+1))"0.5*n!*s!*
(etat+beta) " (n+s+2)):

I31:=evalf(I3):
I41:=evalf(I4):
print (I31);

print (I41);
z[s+1+70*n] :=I31:
y [s+1+70%n] :=I41:
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end do;

end do;
print(z);

print (y);

Célculo de los elementos de matriz de la energia cinética de la Base 2 para dos dimensiones
Restart;

Digits:=100:

u:=array(1..8100):

v:=array(1..8100):
w:=array(1..8100):

for n from O to 89 do;

for s from O to 89 do;
T2:=(-1) " (r+p) * (r+p+1) ! / ((s—1-p) ! * (2+p) ! *p!*(n-1) !* (1+1) I*r!):

T3:=(-1) " (r+p) * (r+p+1) !/ ((s-p) ! * (1+p) I*xp!*(n-1-1) ! % (2+1) ! *r!):
T4:=(-1) " (r+p) * (r+p+1) !/ ((s-1-p) ! % (2+p) ! *p!* (n-1-1) I * (2+r) I*r!):

if (n=0) then

T3e:=0;
T3el:=evalf(T3e):
u[s+1+90*n] : =T3el:

else

T3e:=((n+1) '*(s+1) !/ ((n+1)*(s+1)) " (1/2)) *sum(sum(T3,p=0..s) ,r=0..n-1);
T3el:=evalf(T3e):

u[s+1+90*n] :=T3el:
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end if;

if (s=0) then
T2e:=0;

T2el:=evalf (T2e):

v [s+1+90*n] :=T2el:
else
T2e:=((nt+1) !'*(s+1) !/ ((n+1)*(s+1)) " (1/2) ) *sum(sum(T2,p=0..s-1) ,r=0. .n);

T2el:=evalf (T2e):

v [s+1+90*n] :=T2el:
end if;

if (s=0) then
T4e:=0;
Tdel:=evalf (T4e):
w[s+1+90*n] :=T4el:

elif (n=0) then
T4e:=0;

Tdel :=evalf(T4e):

w[s+1+90*n] :=T4el:

else
Tde:=((n+1) '*(s+1) !/ ((n+1)*(s+1)) " (1/2) ) *sum(sum(T4,p=0..s-1) ,r=0..n-1);

T4el :=evalf (T4e):
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w[s+1+90%*n] :=T4el:

end if;

end do;
end do;
print (u);

print(v);
print (w) ;

Calculo de los elementos para el pozo “cilindrico”, componente z. En primer lugar para
)
la energia CiIlétiC&;

Restart;
Digits:=100:
u:=array(1..2500):
v:=array(1l..2500):
w:=array(1..2500):
for n from 0 to 49 do;
for s from O to 49 do;
T2:=(-1) " (r+p) *(r+p) ! / ((s=1-p) ! * (1+p) I*p!*(n-r) I *(xr!)"2):
T3:=(-1) " (r+p) *(r+p) !/ ((s-p) ' *(p!) "2% (n-1-1) ! x (1+r) I*r!):
T4d:=(-1) " (r+p)*(r+p) ! / ((s=1-p) ! * (1+p) !*p!*(n-1-1) ' ¥ (1+r) I *r!):
if (n=0) then
T3e:=0;
T3el:=evalf (T3e):
ul[s+1+50*n] :=T3el:
else
T3e:=n!*s!*sum(sum(T3,p=0..s),r=0..n-1);
T3el:=evalf (T3e):
ul[s+1+50*n] :=T3el:
end if;
if (s=0) then
T2e:=0;
T2el:=evalf (T2e):
v[s+1+50*n] :=T2el:
else
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T2e:=n!*s!*sum(sum(T2,p=0..s-1),r=0..n);
T2el:=evalf (T2e):
v[s+1+50*n] :=T2el:

end if;
if (s=0) then

Tde:=0;

T4el :=evalf (T4e):

w[s+1+50*n] : =Tdel:
elif (n=0) then

Td4e:=0;

T4el :=evalf (T4e):

w[s+1+50*n] :=T4el:

else

T4e:=n!*s!*sum(sum(T4,p=0..s-1) ,r=0..n-1);
T4el:=evalf (T4e):
wls+1+50%*n] :=T4el:

end if;

end do;
end do;
print(u);
print(v);
print(w);

y en segundo lugar para los elementos correspondientes al término potencial

restart;

Digits:=100:

z:=array(1..2500):

y:=array(1..2500):

alpha:=1.0:

beta:=0.5:

eta:=10.0:

for n from 0 to 49 do;

for s from O to 49 do;

VA:=eta*GAMMA (s+n+1)*alpha” (n+s)*hypergeom(

[-s,-n], [-s-n],1-(eta/alpha)~2)/(n!*s!*(etatalpha) ~(n+s+1)):
VB:=eta*GAMMA (s+n+1) *beta” (n+s) *hypergeom(

[-s,-n], [-s-n],1-(eta/beta) "2)/(n!*s!*(etatbeta) " (n+s+1)):
VA1l:=evalf (VA):

VB1:=evalf (VB):

print (VA1) ;

print (VB1);
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z[s+1+50*n] :=VA1:
y [s+1+50%*n] :=VB1:
end do;

end do;

print(z);
print(y);

Calculo de los elementos de matriz para la rotacién compleja en dos dimensiones (Base
1)

restart;

Digits:=100:

u:=array(1..4900):

v:=array(1..4900):

w:=array(1..4900):

x:=array(1..4900):

tetha:=0.00:

omegal:=0.8:
alpha:=1*omegal~ (-1/2) *exp(tethaxI):
beta:=0.5%omegal0~ (-1/2) *exp(tethax*I):

VA:=((-1) " (p+r)/ ((n-p) ! *(p!*r!) "2%(s-1) !) ) *2" (-p-1) *GAMMA (2*p+2*r+2) *
(exp((alpha
)~2/8)*CylinderD (-2*p-2*r-2, alpha/27(1/2))):

VB:=((-1) " (p+r)/((n-p) ! *(p'*r!) "2 (s-1) 1)) *2" (-p-1) *GAMMA (2*p+2*r+2) *
(exp((beta)

~2/8)*CylinderD (-2*p-2*r-2, beta/27(1/2))):

for n from 0 to 69 do;

for s from 0 to 69 do;
VAl:=n!*s!*sum(sum(VA,r=0..s),
VB1:=n!*s!*sum(sum(VB,r=0..s)
VA1l :=evalf (VA1) :

VB1l:=evalf (VB1):

print (VA1l1);

print (VB11);
ul[s+1+70*n] :=Re (VA11):
v[s+1+70*n] :=Re (VB11) :
wls+1+70*n] :=Im(VA1l):
x[s+1+70*n] :=Im(VB11) :

end do;

end do;

=0..n):
0..n):
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Célculo de los elementos de matriz para la rotacién compleja en dos dimensiones (Base
2)

restart;

Digits:=100:

z:=array(1..4900):

y:=array(1l..4900):

for n from 0 to 69 do;

for s from O to 69 do;

alpha:=1.0:

beta:=0.5:

eta:=1.1:

tetha:=0.1;

C3:=eta”2*GAMMA (s+n+2) * (alpha*exp (tetha*I)) "~ (n+s) *hypergeom(
[-s,-n], [-s-n-1],
1-(eta/(alpha*exp(tetha*I)))~2)/(((n+1)*(n+2)*(s+1)*(s+2)) ~0.5*n!*s!*
(eta+alphaxexp(tetha*I))~ (n+s+2)):

C4:=eta”2*GAMMA (s+n+2) * (betaxexp (tethaxI)) "~ (n+s) *hypergeom(

[-s,-n], [-s-n-1],
1-(eta/(betaxexp(tetha*xI)))~2)/(((n+1)*(n+2)*(s+1)*(s+2))~0.5*n!*s!*
(etat+betaxexp(tethaxI)) ~ (nt+s+2)):

C31:=evalf(C3):
C41:=evalf (C4):
print(C31);

print (C41);
z[s+1+70*n] :=C31:
y [s+1+70%n] :=C41:
end do;

end do;

print(z);
print(y);
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