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RESUMEN

En este trabajo se introducen los grupos de Coxeter para un estudio combinatorio
de los mismos a través del Orden de Bruhat. A continuacion se establecen defini-
ciones y resultados basicos de la Teoria de Kazhdan-Lusztig en el dlgebra de Hecke
de un grupo de Coxeter, todos basados en el desarrollo del capitulo previo, también
desde un punto de vista combinatorio. Posteriormente se desarrolla un estudio de
los Bimédulos de Soergel y el Teorema de Categorificacién de Soergel, el resultado
méas importante del trabajo, que establece las bases del estudio de las algebras de
Hecke a través de la Categoria de Bimdédulos de Soergel y que, segin se menciona
en el Capitulo 4, constituye una herramienta de gran importancia para dar una de-
mostracion algebraica de la Conjetura de Kazhdan-Lusztig.

ABSTRACT

In this article we introduce Coxeter groups for a combinatorial studying of them
through Bruhat Order. After that, we establish some basic definitions and results
about Kazhdan-Lusztig’s theory in the Hecke algebra of a Coxeter group, all of
them based in the development of the preliminaries of the previous chapter, also
from a combinatorial point of view. Finally, we conclude with the analysis of Soergel
Bimodules and Soergel’s Categorification Theorem, the most important result in this
article, which establishes the fundamentals of the study of the Hecke Algebra via
Soergel’s Category that in Chapter 4 is mentioned to be a tool of great importance
for giving an algebraic proof of the Kazhdan-Lusztig Conjecture.
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Introduccion

Este trabajo presenta una introduccion a los bimédulos de Soergel. Estos obje-
tos fueron presentados en los '90 con el objetivo de resolver diferentes problemas
abiertos desde comienzos de los '80 sobre la teoria de representaciones de grupos
algebraicos semisimples, y que involucran a los polinomios de Kazhdan-Lusztig; ver
el capitulo 4, donde discutiremos cémo impactan los bimoédulos de Soergel en la
resolucion de estas conjeturas. En esta direcciéon primero estudiaremos resultados
preliminares sobre grupos de Coxeter y algebras de Hecke.

El trabajo esta estructurado en cuatro capitulos que son dependientes entre si.

El primer capitulo introduce a los Grupos de Coxeter y al Orden de Bruhat,
siguiendo la exposicién de los Capitulos 1-4 de [2]. En el mismo se desarrollan re-
sultados basicos del estudio de los mismos, siendo los mas destacables la Propiedad
de la Subpalabra y la Propiedad de la Eliminacién. Ademas se establece el ejemplo
de los grupos diedrales que son ttiles en el desarrollo posterior del trabajo.

En el segundo capitulo, basado en los Capitulos 7-9 de [§], se establece la de-
finicién, en un contexto general, de algebra de Hecke de un grupo de Coxeter, y
se procura obtener una descripcion simple de la misma, a través del Teorema de
Kazhdan-Lusztig, que establece la existencia de una base, denominada Base de
Kazhdan-Lusztig, que satisface ciertas condiciones deseables en términos del orden
de Bruhat del grupo de Coxeter subyacente y de la propiedad de invertibilidad de
los elementos de la base de la definicién del algebra. Se utiliza este desarrollo pa-
ra ejemplificar en el caso de los grupos diedrales que la descripcién de la Base de
Kazhdan-Lusztig es sencilla, formulando un resultado que es importante en el tra-
bajo.

En el tercer capitulo se estudian los Bimédulos de Soergel. Se establecen al co-
mienzo algunas definiciones preliminares sobre Categorias, Graduaciones y Funtores
Derivados. La mayor parte del desarrollo estd basado en [12] y [I5]. Se definen los
bimoédulos de Bott-Samelson, y se demuestra el Teorema de Categorificacién de Soer-
gel, con una prueba basada en el caso diedral, desarrollado en los capitulos previos.
Este Teorema afirma que hay un morfismo £ del algebra de Hecke de un grupo de
Coxeter en el grupo de Grothendieck split de una categoria cuyos objetos se denomi-
nan Bimédulos de Soergel. Se continda con la construccion de un morfismo inverso
para £, y se enuncian teoremas que describen a los objetos indescomponibles de



esta categoria. Finalmente, se ejemplifica todo lo desarrollado, para el caso en que
W = S3, obteniendo una descripcion completa de la Base de Kazhdan-Lusztig v de
los objetos de la categoria de Soergel.

Para concluir, el cuarto capitulo expone algunas motivaciones para el estudio
de la teoria desarrollada en el trabajo, siendo los principales focos la Conjetura de
Kazhdan-Lusztig y la Conjetura de Soergel, que segin trabajos recientes han si-
do vinculadas entre si y demostradas usando herramientas que estdan basadas en el
desarrollo del Capitulo 3 de este trabajo.

A lo largo del trabajo usamos la simbologia N para denotar el conjunto de ente-
ros positivos {1,2,3,...}.

Ademds, denotamos con un simbolo ~ a la remocién de un término en un pro-
ducto, por ejemplo s15283 = $153.

La igualdad por definicién se denota con el simbolo =, y la composicion de fun-
ciones a menudo se denota con la yuxtaposicion de las mismas.

Usamos la simbologia S,, para denotar al grupo de permutaciones de n elementos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Grupos de Coxeter

A lo largo de este capitulo vamos a establecer definiciones bésicas y derivar los
resultados elementales mas importantes de la teoria de los Grupos de Coxeter.

Definicién 1.1.1 Sea S un conjunto. Consideremos una matriz m : S x S —
{1,2,...,00} que satisface para todo par de elementos ¢, s € S que:

m(s,t) = m(t,s);

m(s,t) =1 < s=t.

El grupo W presentado por un conjunto de generadores s € S y relaciones (st)™(*?)

(siempre que m(s,t) < o), se dice un grupo de Cozxeter, y el par (W, S) se dice un
sistema de Cozeter.

Una manera habitual de representar los grupos de Coxeter es mediante los dia-
gramas o grafos de Coxeter que se construyen de la siguiente manera: el conjunto
de nodos del grafo estd dado por S, sus aristas son no dirigidas, y estan dadas por
los pares {s,t} tales que m(s,t) = 3. A las aristas con m(s,t) > 4 se las etiqueta
con el valor m(s,t).

EJEMPLO 1.1.2: Consideramos la matriz m dada por:

1 3 o 2 4
31 5 36
m=]o 5 1 3 2
2 3 3 1 2
4 6 2 21
Su diagrama de Coxeter asociado esta dado por:
S5
4 6
S1 S9 Sa
o0
s3

11



Definicién 1.1.3 Sea (W, S) un sistema de Coxeter. Cada elemento w € W se puede
escribir como un producto de generadores: w = $18y...S, S; € S. Si k es minimal
entre todas estas posibles expresiones, se dice que k es la longitud de w y escribimos
l(w) = k, ademds decimos que w = 15y . .. S es una ezpresion reducida para w.

Si consideramos la aplicacion € : S — {£1} dada por s — —1 para todo s € S,
la misma se extiende de manera tnica a un homomorfismo ¢ : W — {£1} tal que
g(s) = —1 para todo s € S.

A continuacién damos algunas observaciones elementales de las dos definiciones
recién presentadas.

Proposicién 1.1.4 Para todos los u,w € W se tiene que:
(a) e(w) = (=1)").
(b) L(uw) = £(u) + £(w) (méd 2).
(c) L(sw)

(d) Lw ) = l(w).

(e) La aplicacion W x W — Ny dada por (u,w) — L(uw™") es una métrica en

w.

14
l(w) £ 1 para todo s € S.

Definicién 1.1.5 Si (W, S) es un sistema de Coxeter, se define como su conjunto
de reflexiones al conjunto T'< W dado por:

T={wsw':weW,se S} (1.1)

A los elementos u € T se los llama refleriones y a los elementos s € S < T se los
llama reflexiones simples.

1.1.1. Una representacion de permutaciones

A continuacién vamos a establecer una propiedad combinatoria fundamental de
los grupos de Coxeter, conocida como la Propiedad del Intercambio. Para esto, vamos
a comenzar con algunas definiciones y resultados sencillos.

En lo posterior, escribiremos s;...S§;...s, para denotar que el elemento s; fue
removido de la expresion s ... s;. Por ejemplo 515585 = $183.

Dada una palabra s ...s; (es decir, consideramos a este objeto como una k-
upla de elementos de S, y no precisamente como un elemento de W), definimos para
1<i<k:

ti = S§182...85;-15;S;—1...52S51.

Y también definimos: R
T(Sl PN Sk) = (tl, ce ,tk).

Luego, en W se tiene la identidad:
tZ‘SlSQ oS = (81 e Si—l)si(sl e Si_l)_1(8182 e Sk)

12



~

=51...5...5.

Esto es, el efecto de multiplicar a izquierda por t; € T elimina la ocurrencia de s;
en si...Sk. Y, por otro lado, un sencillo argumento inductivo prueba que:

S$182...8; = titifl o .Zfl
Lema 1.1.6 Siw = s152... 55 es una expresion reducida, entonces t; # t; para todo
1# 7.
Demostracion. Sit; = t; para algin ¢ < j, entonces ¢;t; = e y en particular w =
tit;s1...SE. Sirazonamos como antes, al multiplicar s; ... sy a izquierda por ¢; y t;,

se obtiene la expresién sy...5;...35;...5; que resulta ser una expresién para w que
contradice que sj ... s sea reducida. O

Sea s1...8, una palabra en S y sea t € T. Se definen n(ssy...5s;;t) como la
cantidad de veces que t aparece en la k-upla T'(s; ... si).
Ademas, para s € S y t € T se define:

-1, s=t
"(S’t)_{l, s#t
Observar que, de las definiciones, es inmediato que:

k
(_1)n(51...sk;t) = H??(S“ Si1...81ts1 ... Sifl). (12)

=1

Sea S(R) el grupo de todas las permutaciones del conjunto R = T x {1, —1}.
Podemos definir para cada s € S una aplicaciéon 7, : R — R como sigue:

7(t,€) = (sts,en(s: 1))
Notar que efectivamente 7, es una permutacién (es biyectiva), pues:
72 (t,€) = m(sts, en(sit)) = (sstss,en(s; (s sts)) = (¢,2).

Teorema 1.1.7 La aplicacion S — S(R) dada por s — s se extiende de manera
unica a un monomorfismo m : W — S(R). Denotaremos m, = m(w). Ademds, se
verifica que mi(t,e) = (t,—¢) para todo t € T.

Demostracion. Vamos a proceder en varios pasos. En primer lugar, por la ob-

2

servacién anterior tenemos que 7w = idgz. Tomemos ahora s,s’ € S tales que

m(s,s’) = p < oo. Afirmamos que
(msmy )P = idpg .
Para probar esto, definamos para cada i = 1,...,2p:

. s, i impar,
8; = .
! s, i par.

13



Sea s = 5153 ... Sg,. Consideramos f(s) = (t1,ta,...,ta), donde para cada i es

t: = 8189...8;...928, = (s's)" 14,
7 122 7 2°1

Como (ss')P = e, resulta que t,,; = t; para cada 1 <1 < p. Esto implica que n(s;t)
es un numero par para cada t € T. Llamemos (¢',&') = (mymy)P(t, €). Tenemos que:

(t'€') = Moy, Togy_y - - T, (L, €).

Luego, t' = sg,...51t81...59, = t, pues §153...5, = (s's)? = e. Y, por otro lado,
como observamos en [L.2t

2p
8, =& 1_[ 77(81, Si_1...81t81 ... Sz’—l) = 8(—1)n(5;t) =¢&,
i=1

pues n(s;t) es un nimero par. Esto prueba nuestra afirmacion.
Esto demuestra que la aplicacion s — 7, se extiende a un homomorfismo w — 7,
para todo w € W. Ahora, si w = S$;Sp_1 ... S1, tenemos:

Tw(t,€) =7, ... 7, (L, €)

k
= (Sk . 51t81 ... SE, € H’U(S“ Si—1--- Slté’l c. 3i1)>
i=1

= (wtw ™!, g(—1)"Ers2skt)), (1.3)

En particular, esto dice que la paridad de n(syss...sy;t) depende sélo de w y ¢,y
no de la expresiéon elegida para w.

Para ver la inyectividad de este homomorfismo, sea w # e. Elegimos una ex-
presién reducida w = sg...sy, y tomamos T(s182...55) = (t1,t2,...,t). Por el
Lema los t; son todos distintos, y por lo tanto n(s;sz...sk;t;) = 1. Por lo
tanto m,(t;,¢) = (wt;w™!, —¢) de donde, en particular, m,, # idg y el homomorfismo
efectivamente es inyectivo.

Ahora, para concluir con la demostracion, procedemos por induccién en el largo
de una expresion simétrica para los t € T'. Sea:

L =5182...8,...5281.
El caso p = 1 esta claro por definicién. Luego, por induccion:

Tspsposy (51 - Sp o 81,6) = Mg Moy spsn (52 - Sp .. 52,6M(51551 ... 8p...51))
= T (S2...Sp. .. 82, —€n(s1;82...5p...52))
= (51...8p...51,—en*(51;82...5,...52))
= (t,—¢),

que es lo que queriamos. O
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Como se observo en el transcurso de la demostracion, si tomamos w € W y una
expresion w = Sg...sy, la paridad de n(s;ss...sg;t) depende solamente de w y t.
Luego, para cada w e W y t € T podemos definir sin ambigiiedad:

n(w,t) - (_1)n(3152‘..sk;t).
En particular, utilizando esta notacién, la ecuacién ((1.3)) se puede escribir como:
Tult,2) = (whw L, en(w';1)).

Teorema 1.1.8 (Propiedad del Intercambio) Supongamos que w = s183 ... Sk, y sea
teT. Sil(tw) < l(w), entonces tw = s1...5; ... para algin 1 <i < k.

Demostracion. Vamos a probar la equivalencia entre estas dos condiciones:
(a) L(tw) < l(w).

(b) n(w;t) = 1.

Primero asumimos que n(w;t) = —1, y elegimos una expresién reducida w =
sy ...sh. Como n(s)...s);t) es impar, deducimos que t = s} ...s...s] para algin
1 <7 < d. Entonces:

(tw) = 0(s, ... 5. sh) <d=l(w).
Ahora, si asumimos que /(tw) < ¢(w), resulta que:

((tw) " t(tw), en(tw; t)) = Twy-1 (L, €)
= -1 (1, €)
= Ty-1(t, —¢)
= (w™tw, —en(w; )

= (w Htw, —¢).

En particular, esto dice que n(tw;t) = —1, de donde resulta, por la implicacién (b)
= (a) probada anteriormente, que ¢(ttw) < £(tw).

Ahora bien para concluir con la demostracion del Teorema, notemos que si
{(tw) < £(w), entonces como n(w;t) = (—1)"1-5%1)  deducimos que n(s; ... sg;t)
es impar y en particular ¢t = sy ...s;...s; para algin 7. Esto es: tw = s1...5;...51,
como queriamos. O

Corolario 1.1.9 5% w = s153... 8, es una expresion reducida yt € T, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) L(tw) < L(w).
(b) tw=s81...5...8 para algin 1 < i < k.

(c) t =81S2...5;...8281 para algin 1 < i < k.

15



Demostracion. La equivalencia (b) <= (c) es inmediata. Ademdas la Propiedad
del Intercambio prueba que (a) = (b) y la reciproca es trivial. ]

Otra consecuencia importante de la Propiedad del Intercambio es la siguiente.

Corolario 1.1.10 (Propiedad de la Eliminacién) Si w = s182...5; y l(w) < k,
entonces w = §1...5;...5;...5; para ciertos 1 <1 < j <k.

Demostracion. Si elegimos ¢ maximal de manera que $;S;41...S8; no es reducida,
entonces £(8;S;41-..8k) < £(Sit1--.8k), y por la Propiedad del Intercambio, resulta
que:

SiSi+1-.-Sg = 5i+1---§\j---5k

para algin ¢ < 7 < k. Multiplicando a ambos lados por s;ss...s; 1 se tiene el
resultado deseado. O

A continuacién un lema elemental que sera usado més adelante.

Lema 1.1.11 Sea w € W y s,t € S. Si l(swt) = l(w) y l(sw) = (wt) entonces
w = swt.

Demostracion. Consideramos una expresion reducida w = sp...s,. Tenemos dos
casos:

(a) £(sw) > f(w). En este caso por la condicién ((swt) = {(w) < {(sw), podemos
aplicar la Propiedad del Intercambio, de donde se ve que sw = w't donde w' =
$81...5;...5. 0 bien w' = w. La primera posibilidad conduce a un absurdo,
pues seria w = ssw = sw't = $;...5;...5¢ de donde {(wt) < {(w), pero
era ((wt) = l(sw) > ((w). En particular, resulta que v’ = w, y por lo tanto
sw = wt, que dice que swt = w.

(b) l(sw) < l(w) = {(ssw). Notar que las hipétesis del Lema se pueden aplicar
con sw en lugar de w, de donde usamos el inciso (a) para sw y obtenemos
sw = s(sw)t = wt y por tanto swt = w.

]

1.2. Orden de Bruhat

Una propiedad crucial de los grupos de Coxeter, desde un punto de vista combi-
natorio, es que existe en ellos una estructura de orden parcial que es especialmente
util para describir la teoria de los mismos.

Entre los posibles érdenes parciales en un grupo de Coxeter W, el orden de
Bruhat, que definiremos a continuacién, extiende al orden dado por las longitudes
de los elementos.

A lo largo de este capitulo se estableceran resultados importantes que luego
permitiran describir de manera precisa numerosas propiedades del dlgebra de Hecke
de un grupo de Coxeter y, en particular, dar una base de la misma, la llamada base
de Kazhdan-Lusztig.
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Definicién 1.2.1 Sea (W, S) un sistema de Coxeter. Para u,w € W escribimos:
(a) u S wsiuw=teTyl(u)<lw).
(b) u — w si se cumple u L w para algtin ¢ € T.
(¢) u < w si existen u; € W tales que:

U=Uy —>Uy > "> U—1 — U= W.

Es inmediato comprobar que la relacion < en W es un orden parcial. Este orden
parcial en W se denomina el orden de Bruhat.

Lema 1.2.2 Sean u,w € W distintos, y sea w = s15z...5, una expresion reducida.
Supongamos que alguna expresion reducida de u es una subpalabra de siss...sq,.
Entonces existe ve W tal que:

Iou<w.
1. {(v) = l(u) + 1.
1. Alguna expresion reducida de v es una subpalabra de s; ... s,.

Demostracion. Entre todas las subpalabras de s;s; ... s, que son expresiones redu-
cidas para u, digamos:
U=S81...8 ... ---Sqy

elegimos una con i minimo. Consideramos:
L= 848Sq-1-.-Siy ---Sq—15¢-

Se tiene que ut = S1...8; ... Si_, - - Siy - - - 8¢, de modo que (ut) < ¢(u)+1. Veamos
que, de hecho, ut > u, por lo que bastara tomar v = ut para completar la prueba.
Supongamos que ut < u. Entonces, por la Propiedad del Intercambio, es o bien:

t=5454-1...5p...5-18¢, DPara algin p > iy,
o bien

t=58g...5, -8y Sr...5,...8, ...54, Dparaciertor <iy,r # i;.

En el primer caso, observar que:

w = wt?

= (5152...80)(Sq---Sip---5¢)(Sq---Sp...5g)

~

=S81...84,---Sp... 5S¢,
y esto contradice que ¢(w) = ¢. De manera analoga, en el segundo caso resulta que:

u = ut?

= (1.8 Sip . Sg)(Sq--Sip o SpSip o Sq)(Sq. S0y o Sq)

=81...84;---Sp ... S, .- Sg,

lo cual, a su vez, contradice la minimalidad de . O

17



Podemos caracterizar el Orden de Bruhat en términos de expresiones reducidas
como sigue:

Teorema 1.2.3 (Propiedad de la Subpalabra) Sea w = s1s3...5, una expresion
reducida. Entonces u < w si y solo si existe una expresion reducida u = s;,8;, - .. S;,
1<y <... <4, <q.

. t t t
Demostracion. (=) Supongamos que © = 9 — =, — ... 3 z,, = w. Enton-
0 m

CeS Ty = Wy, = S1...5;...8, para cierto 4, por la Propiedad del Intercambio.
De manera similar, 2,2 = Tm_1tm_1 = S1...5...5;...5, v asi siguiendo para
Tym-3,Tm_4, ... Finalmente, se obtiene una expresion para u que es una subpala-
bra de s;s5...s,. Por la Propiedad de la Eliminacion, esta contiene una subpalabra
reducida que es la expresion deseada para wu.

(<) Supongamos que u admite una expresiéon reducida que es subexpresién de
$1...84. Procedemos por induccién en ¢(w) —(u). Si {(w) = ¢(u), debe ser w = u 'y
por tanto u < w trivialmente. Para el paso inductivo, notemos que por el Lema [1.2.2]
existe v € W tal que u < v y tal que una expresion reducida de v es subexpresion de
S1...8q, y ademéds {(v) = £(u) + 1. Por induccién es v < w y por transitivad u < v,
como queriamos. O

L<w™t. O

Corolario 1.2.4 u < w st y solo st u™
Corolario 1.2.5 Para u,v € w son equivalentes:
(a) u<w.

(b) Toda expresion reducida para w tiene una subpalabra que es una expresion re-
ducida para .

(c) Existe una expresion reducida para w que tiene una subpalabra que es una ex-
presion reducida para u.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema que (a) = (b) y ademés (¢) = (a). O

El siguiente Lema sera de utilidad en reiteradas aplicaciones en las secciones de
los capitulos posteriores.

Lema 1.2.6 Sean s € S y w € W tales que sw < w. St x € W cumple x < w
entonces:

(a) Sisx <z, entonces sx < sw.
(b) Sisx > x, entonces sx < w yx < sw.
En cualquier caso, st < w.

Demostracion. Veamos que la condicién de que sw < w implica que existe una ex-
presion reducida para w = s; ... s, tal que s; = s. Por la Propiedad del Intercambio,

hay una expresién reducida w = s ... s, tal que sw = s} ...s,...s] para cierto i, y

/

resulta w = ss)...s s!. que es una expresion reducida de w que empieza con s.
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Ahora bien, la condicién de que x < w implica, por la Propiedad de la Sub-
palabra, que = es una subexpresiéon de w = s;...s,. En particular, resulta que o
bien x es una subexpresién de sw, o bien sx es una subexpresién de sw. Es decir
xr < sw o st < sw. Si suponemos el inciso (a), tenemos de cualquier manera que
sz < sw. Si suponemos (b), tenemos de cualquier manera que x < swj; en particular
x es una subexpresion de sw y por tanto x = s5...5;...s, para algin j, y entonces
ST = $1825; ... S, es una subexpresién de w, y por tanto sz < w. m

Definicién 1.2.7 Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) se dice dirigido si para
todo par de elementos a,b € A existe un elemento ¢ € A tal que a,b < c.

Proposiciéon 1.2.8 El sistema de Coxeter (W, S) con el orden de Bruhat es dirigido.

Demostracion. Tomamos u, w € W y vamos a hallar v € W tal que u, w < v. Proce-
demos por induccién en £(u) 4+ ¢(w). El caso en que ¢(u) + ¢(w) = 0 es trivialmente
cierto. Elegimos s € S tal que su < u. Para el paso inductivo podemos asumir que
((u) > 0, sin pérdida de generalidad. Por induccién, como £(su)+0(w) < £(u)+L4(w),
existe x € W tal que su < x y w < x.

Notar que los elementos sx y x se pueden comparar con el orden de Bruhat, y
son distintos. Hay dos casos:

» Si sz < z, usando el Lema (en este caso, haciendo w = z, * = su),
resulta que u < x, se concluye.

= Si sz > x, usando el Lema [1.2.6] (b) (en este caso con w = sz y x = su),
resulta que v < sz, y como también es w < x < sz, se concluye. O

1.2.1. El caso finito

Si W es finito, la Proposicién [I.2.§] se resume simplemente en que W tiene un
elemento maximo. Este elemento, que podemos denotar wy, es el inico que tiene la
longitud méxima entre los elementos de W. En efecto, si £(wy) = ¢(w]) = k, donde
k es la mayor longitud posible para un elemento de W, como wy es maximo en W,
resulta wj, < wp, y por la Propiedad de la Subpalabra es w{, = wy.

Proposicién 1.2.9 Sea wy el elemento maximo de un grupo de Coxeter finito W.

Entonces:

(a) w3 =e.

(b) L(wwy) = €(wy) — €(w) para todo we W.
(c) (wn) = |T|.

Demostracion.

(a) Dado que £(wy) = £(wy") y hay un tinico elemento de longitud méxima, resulta
que wy = wy ' y por tanto w2 = e.
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(b) Notar que £(wwyg) = £(wy) — £(w), pues por la desigualdad triangular £(w™') +
l(wwy) = L(wyp). Para la desigualdad contraria, hacemos induccion en ¢(wg) —
l(w). Si l(wy) — ¢(w) = 0 entonces w = wy. Ahora, para el paso inductivo, si
tomamos w < wy y elegimos s € S tal que w < sw, entonces

U{wwy) < L(swwp) + 1 < U wp) — U(sw) + 1 = L(wy) — L(w),
donde la segunda desigualdad resulta de la hipotesis inductiva.

(¢) Consideramos una expresién reducida wy = s ... sk. Si tomamos t € T, resulta
que £(twg) < £(wyp). Luego, por el Corolario t=5sy...5;...5 para algin
1 <@ < k. Se concluye facilmente que |T'| = k. O

Establecemos para concluir un resultado sobre los grupos diedrales que sera de
utilidad posteriormente. Si tenemos un subconjunto A € W y un elemento w € W,
escribiremos wA para denotar el conjunto {wa : a € A} € W.

Proposicién 1.2.10 Sea W un grupo diedral con generadores s,t tales que (st)™ =
e. Six#e, yA={yeW: :y <z}, se cumple que A = sA o bien que A — sA =
{x,rx} dondereT yr # s.

Demostracion. Comencemos notando que el diagrama de Hasse de un grupo de
Coxeter diedral finito es de la forma

En particular, como x # e, analizamos dos casos segin una expresion reducida
para x comience con s o con t. Si llamamos k = ¢(z) tenemos que A = {z} U {w €
W l(w) <k-—1)}.

= Si x comienza con s veamos que sA = A, pues si w € Ay w # x, entonces
l(sw) < l(w) + 1 < k. Si fuera ¢(sw) = k, s6lo podria ser sw = x o equivalen-
temente w = sz de donde resulta que w € sA. Si fuera ¢(sw) < k —1, entonces
swe Ay por lo tanto w € sA. Se sigue que A < sA.
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Reciprocamente, si w € sA, entonces w = sv para v € A. Si v = z, es evidente
que {(w) = ¢(sv) < k y entonces w € A. Si fuera v # z, entonces ((w) =
l(sv) < L(v)+1 < k, de donde como w comienza con s y tiene longitud menor
o igual a k se sigue que w € A y por tanto sA < A.

Si x comienza con t, podemos asumir que = # wy (de otro modo podemos
pensar en el caso anterior). Notemos que sA estd formado por todos los ele-
mentos de longitud menor o igual a £+ 1 que comienzan con s y por todos los
elementos de longitud menor o igual a k£ — 2 que comienzan con t. En particu-
lar, tenemos que en sA estan todos los elementos de longitud menor o igual a
k — 2, de donde A — sA sé6lo contiene elementos de longitudes k£ y k£ — 1 que
comienzan con t. Esto es:

A—sA={xtst...}
—

k—1

donde tst... = rx para
——
k—1
r=(tst...)(tst.. ) teT.
e e
k—1 k

y es evidente, ademas, que r # s. O
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Capitulo 2

Algebras de Hecke

2.1. Algebras genéricas

Sea (W, S) un sistema de Coxeter. Consideramos un anillo conmutativo con iden-
tidad A. Vamos a introducir una manera general de construir algebras asociativas
sobre A que tengan una A-base libre parametrizada por los elementos de W, y una
multiplicacion que refleje de algin modo la multiplicacién en W.

Teorema 2.1.1 Sea A un anillo conmutativo con identidad y (W, S) un sistema de
Cozxeter. Consideramos dos familias de parametros {as}tses y {bs}ses en A, de modo
que ay = a; Yy by = by siempre que t y s sean conjugados en W. Sea £ un A-mddulo
libre sobre el conjunto W, con base {T,}wew . Entonces existe una inica estructura
de A-dlgebra asociativa en & tal que Ty actia como la identidad, y tal que para cada
seS yweW se cumple:

TsTyw = Tsy si (sw) > L(w), (2.1)
T. T, = a,Ty + b Ty si (sw) < l(w).

El dlgebra descripta por el teorema se denota E4(as, bs) y se denomina un dlgebra
genérica. Antes de proceder con la prueba senalamos dos ejemplos importantes de
algebras genéricas:

EJjeEmpLO 2.1.2: El élgebra de grupo A[W] es un ejemplo inmediato de un élgebra
genérica. Para cada s € S tomamos a; = 0 y by = 1. En efecto, por la condicién del
teorema, tenemos que vale T,T,, = T}, para todo s€ S y todo we W.

EJEMPLO 2.1.3: El dlgebra N que se obtiene para a, = b, = 0 se denomina el dlgebra
de nil Hecke del sistema de Coxeter (W, S5).

Un hecho importante es que las segunda de las dos condiciones sobre el producto
en E4(as, bs) se puede cambiar por otra equivalente:

T? = a,T, + b, Ty (2.3)

En efecto, es inmediato que esta condicién se deduce trivialmente de dado
que s> =1, seS.
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Reciprocamente, si &€ = E4(as, bs) admite una estructura de A-dlgebra con T}
actuando como la identidad y cumple , entonces para cada s € Sy w e W tales
que {(sw) < {(w), resulta que {(s(sw)) > {(sw), y por lo tanto por (2.1 tenemos
que TT,, = T,,. Ahora, usando la nueva condicién, resulta que:

T.T, = T*T,,
= (asTs + bsT1) T
= a1 oy + b Tow
= a,T,, + b Ty,

que es justamente la condicion ([2.2)).

Observemos también que la unicidad de una estructura como la del Teorema
es sencilla de verificar. En efecto, iterando la condicién (2.1), tenemos que 7, =
Ty, -... T, siempre que w = s1 - - - S, sea una expresion reducida para w. De hecho
€ es un algebra generada por {Ts}ses U {11}. Més ain, se puede determinar iterando
las condiciones y del Teorema una tabla de multiplicacion completa para
los elementos de la base {Ty,}wew -

Para probar la existencia procedemos como sigue: consideramos End &, el alge-
bra de endomorfismos de A-moédulos de £. Si £ tiene una estructura de algebra,
los operadores de multiplicacion a izquierda correspondientes a elementos de £ con-
formaran una copia del algebra £ dentro de End €. El objetivo serd ubicar esta
algebra dentro de End &, y para satisfacer las condiciones y los operado-
res de multiplicacién a izquierda As, correspondientes a cada T (s € S) tendrdn que
satisfacer:

Ms(Ty) = T si l(sw) > l(w), (2.4)
As(Tw) = asTy + bsTy si l(sw) < L(w). (2.5)

De manera similar, deberd haber operadores de multiplicacién a derecha, p; (t € S)
que se comporten de manera que:

pt(Tw) = Tt si f(wt) > l(w), (2.6)
pt(Tw) = ai Ty + 0Tt si l(wt) < l(w). (2.7)

Ahora se procede como sigue: definimos los endomorfismos A\s y p; para los t,s € S,
extendiendo por linealidad segin su accién en la base de £.

A continuacién vamos a probar que los operadores s y p; conmutan para todo
s,t € S. En particular si miramos la aplicacion que envia la subdlgebra de End &£
generada por todos los A, a través de la aplicacién A — A(T}), el hecho de que A, y
pr conmuten garantiza que esta transformacion es biyectiva, lo cual permite que se
pueda mirar a £ con la estructura de dlgebra deseada.

Proposicién 2.1.4 Si s,t € S, entonces As y p; conmutan.

Demostracion. Fijemos un w € W y comparemos los efectos de los operadores \;p;
y piAs sobre T,,. Observemos que multiplicar por s o t cambia las longitudes de los
elementos en 1. En particular tenemos seis casos para analizar:
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(a) l(w) < L(wt) = L(sw) < £(swt). En este caso, la descripcién de los operadores
As v pr dada anteriormente prueba que Aspi(Ty) = Tswr = piAs(Tw)-

(b) l(swt) < (wt) = L(sw) < {(w). Por calculo directo:

Aspt(Tw) = As(a Ty + b Towr)
= a\s(Ty) + beAs(Tur)
= ay(asTy + bsTsw) + bi(asTwt + bsTwst)
= aasTy + abs Ty + bias Ty + bibs s

Un cédlculo completamente anédlogo revela que p;As(7,) da el mismo resultado.

(c) l(wt) = L(sw) < l(swt) = (w). Usamos el Lema |1.1.11] para obtener que
sw = wt, de donde s y t son conjugados en W, de donde as = a; y by = b;. Para
concluir sélo es necesario hacer el céalculo:

/\spt(Tw) = atasTw + atbsTsw + thswt’

pt)\s (Tw) = a'sa'tTw + asthsw + bsTswta

y se concluye la igualdad.

(d) L(wt) < l(w) = L(swt) < £(sw). En este caso se obtiene directamente:

/\spt(Tw) = asth + bsTswt = pt)\s(Tw)~

(e) l(w) = l(swt) < l(wt) = {(sw). Otra vez usamos el Lema [1.1.11| para obtener
sw = wt y por tanto también as = a; y by = by. Como A\gpy(Ty) = asTows + bsTsun
V pids(Tw) = 4Ty + by Tsu, se concluye. O

Ahora vamos a concluir con la prueba de la existencia de la estructura de algebra
deseada. Sea L la subdlgebra de End € (con 1) generada por los endomorfismos A,
s € S. Ahora consideramos una aplicacién ¢ : L — & dada por ¢(\) = A(T}), esto
es, p aplica 1 — T} y Ay — T, para todo s € S. Es evidente que ¢ es un morfismo de
A-médulos y, mas aun, es sobreyectivo, pues todos los elementos T, de la base de
& estan en la imagen: en efecto, si w = s; ... s, es una expresion reducida, entonces
Tw=@Xs; ... As,)-

Para ver que ¢ es inyectiva, supongamos que ¢(\) = 0, o sea, A(7}) = 0. Vamos
a probar por induccién en ¢(w) que A(T,,) = 0 para todo w € W, y por tanto A = 0.

Si (w) > 0, hallamos un ¢ € S tal que ¢(wt) < ¢(w). Usando la Proposicién
[2.1.4] el endomorfismo p; conmuta con L y, en particular, con \. Por tanto,

MTw) = A(T(wt)t) = Mpe(Tw)) = pr(MTwr)) = 0,

lo cual completa el paso inductivo.

Ahora que sabemos que ¢ es un isomorfismo de A-mddulos, se sigue que L
admite una A-base libre consistiendo de todos los A\, = Ag, ... A, w € W, donde
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w = $1...5,. es reducida y el endomorfismo A, es independiente de tal eleccién.
Mas atn, la estructura de algebra en £ se puede transferir a £. Soélo resta verificar
que esta estructura satisface las condiciones (2.1)) y (2.2) o, equivalentemente, las

condiciones (2.1 y (2.3).

» Sifl(sw) > {(w). Debemos comprobar que AsA\, = Ag,. Si tomamos una expre-
sién reducida w = s7 ... s, es evidente que ss; ... s, es una expresion reducida
para sw. Ahora bien, se concluye: AsAy, = AAg, ... A5, = A

T

» Ahora debemos verificar que A2 = a,\, + byA;. Verificamos que el resultado
de evaluar cada lado en un elemento T,, coincide en ambos casos. Para esto
tenemos a su vez dos casos.

e Sil(sw) > {(w), tenemos:
NA(Tw) = As(Tow) = asTew + bsToy = (ashs + bsA1)(T).
e Si/(sw) < {(w), tenemos:

MNA(Ty) = Ms(asTw + bsTow) = ashs(T) + bsTu Ty = (ashs + bsA1)(To).

2.2. Algebras de Hecke e Inversos

Definicién 2.2.1 Sea A = Z[q,q '] el anillo de polinomios de Laurent sobre Z
con variable ¢. Para el sistema de Coxeter (W, S) consideramos la asignacién de
parametros as = ¢ — 1 y by = q. El dlgebra genérica que se obtiene del Teorema de
la seccion anterior, se denomina dlgebra de Hecke de W y la denotaremos H.

Es claro que las condiciones (2.1) y (2.3) de la seccién anterior quieren decir que:
TTy = Ts sil(sw) > l(w),

T? = (¢ — )T} + ¢T3

Un hecho importante del algebra H es la existencia de inversos para los elementos
T.. En efecto, las relaciones dadas implican que para todo s € S es:

I =q'Ti—(1-q¢ )T (2.8)

Ademas, como T, = Ty, - ... T, siempre que w = s;---S, sea una expresion
reducida, todos los elementos T,, son invertibles en H. Sin embargo, a medida que
{(w) crece, es cada vez mas dificil computar T,;' como una combinacién lineal de
los elementos de la base {T,}wew del dlgebra H. Con el objetivo de simplificar este
trabajo es que se va a introducir la familia de los R-polinomios.

La idea sera mostrar que el inverso de un elemento 7),-1 se puede escribir como
combinacion lineal de aquellos = tales que x < w en el orden de Bruhat en V.

Para evitar un uso excesivo de paréntesis, vamos a escribir

ew = (—1)®), (2.9)

26



Gw = ¢"). (2.10)

Cuando tratemos con un polinomio unicamente en la variable ¢ omitiremos es-
cribir F'(q) y escribiremos simplemente F'.

Teorema 2.2.2 Para todo w € W se tiene que:

(Tw—l)_l = ewq;1 2 Esz,w(Q)Txa

r<w
donde cada R, ,, € Z|q] es un polinomio de grado {(w) — {(z) y donde Ry .,(q) = 1.

Demostracién. Si w = 1, el enunciado es trivial. Gracias a la férmula para T,
tenemos para w = s€ S, que Ry, =¢—1y Rss = 1, de modo que se verifica que
el enunciado se cumple por induccién en £(w).

En el transcurso de la prueba obtendremos un algoritmo para calcular los R-
polinomios. Por simplicidad, definiremos R, , = 0 para x £ w.

Asumimos f(w) > 0, y escribimos w = sv para s € Sy v € W tales que
((v) < l(w). En particular €, = —€, ¥ ¢» = ¢,q. Usando la hipétesis inductiva,
tenemos:

(T 1) " = (T, T,) "
=T, (Tv—l)_l

s

=q¢ (T —(¢—1)Th) <5qu1 Z 5yRy,va>

y<v

- 5wq;1 [(q - 1) Z 6yRy,va B Z EyRy,stTy] :

y<v y<v

La segunda suma involucra dos tipos de términos. Si sy > y tenemos que 1,7}, =
Tsy. Pero si sy < y, tenemos 1,7, = (¢ — 1)1, + ¢T,, donde el primero de estos
términos se cancela con la primera suma. Esto permite reescribir todo como una
suma de tres tipos de términos:

siy<v,y<sv, (¢—1e,Ry.T,,
sty <o,y <sv, —e,R,Tyy,
siy < v,y > sv, —qey Ry Ty

En cada caso, tenemos que y < w y por el Lema [1.2.6] sy < w. Notar también que
cada r < w ocurre como y < v 0 como sy con y < v. Luego, resta verificar que el
coeficiente de T, satisface las condiciones del enunciado.

Consideramos x < w con x > sx. Entonces T, ocurre en el segundo de nuestros
casos, con = sy para y < v, y obtenemos como coeficiente —e, R, = €, Rz s, de
grado {(sw)—{(sz) = {(w)—¥{(x). En el caso extremo en que x = w, notar que y = v
y R,, = 1 por induccién. Luego, el polinomio R, ., = R s tiene las propiedades
deseadas.

Ahora consideramos el caso en que x < w con x < sx. Hay dos posibilidades:
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(a) En el caso en que sr < v, T, ocurre en los términos del primer y tercer tipo,
con r =y < v en el primero, y x = sy, y = st < v en el otro. El coeficiente en
definitiva es:

(q - 1)€mRm,v - qgsstm,v-

Notar que
deg qRsyp = L(v) — l(sz) + 1 = l(w) — l(x) — 1,

mientras que

deg(q — 1)Ryp = L(v) —l(z) + 1 = l(w) — £(x).

En definitiva, el coeficiente de T}, tiene grado ¢(w) — ¢(x), y podemos definir:

Rm,w = (q - 1)Rx,sw + qu:p,sw-

(b) En el caso en que sx € v, T, ocurre solamente en un término del segundo
tipo, con coeficiente igual a £,(¢ — 1)R,,. Usando la convencién R, = 0,
R, ., se puede definir precisamente como en el caso (a), lo cual completa el paso
inductivo. O

Vamos a explicitar el algoritmo para computar los polinomios R, ., segin la
demostracion del Teorema de la seccién anterior. La idea es proceder por induccion
en {(w), empezando por el hecho de que R,,,, = 1 para todo w € W, mientras que
R, = 0 a menos que z < w. Para el paso inductivo, necesitamos computar R, ,,,
asumiendo que los polinomios R, , son conocidos para ¢(z) < {(w).

Fijemos s € S tal que sw < w. Las dos configuraciones con las que debemos
tratar, de acuerdo con el Lema son:

» z <wy sr <z, lo cual fuerza que sz < sw. Aqui se tiene que Ry = Ry sw,
que ya se conoce, dado que sw < w.

"z <wyx < sz, locual fuerza que sx < wy x < sw. Aqui se tiene que R, ,, =
(¢ = )Ry s + qRszsw, y ambos polinomios del lado derecho son conocidos
(observar que el primer producto tiene grado (w) — ¢(x) y el segundo es de
grado menor).

También existe la version simétrica a derecha de la primera de estas dos confi-
guraciones.

Lema 2.2.3 Siz <w, vs <z y ws < w entonces Ry = Rysws- ]

2.2.1. El caso finito

Si W es un grupo finito, entonces los R-polinomios exhiben una propiedad de
simetria adicional que aprovecharemos en el futuro. Consideramos el elemento wy
mas largo en W. Sabemos que el mismo satisface que {(wow) = ¢(wg) — ¢(w) para
todos los we W.
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Proposicién 2.2.4 51 W es finito, entonces Ry = Ruygwwoe Para todo v < w.

Demostracion. Procedemos por induccién en ¢(w), a partir del hecho de que R;; =
Ryowe = 1. Si L(w) > 0, existe s € S tal que ws < w. Como antes, hay dos casos
que considerar:

» Sixs < x, entonces wyr < wors. Por el Lema y la hipdtesis inductiva:

R:L",w = Rxs,ws = ngws,woxs = Rwow,wox-

» Six < xs, por el Lema tenemos que:
R:p,w = (q - 1)Rx,ws + qus,ws-
Por induccion, esto es lo mismo que

(q - 1)Rwows,wom + quows,wozs

y usando otra vez el Lema [1.2.6| podemos reemplazar el primer término por
(q—1) Rugw.wozs ¥, PO tanto, aplicando una dltima vez el Lema se obtiene
finalmente R,y oz, COMO queriamos.

]

2.3. Una involuciéon del Algebra de Hecke

Ya hemos visto cémo invertir los elementos 7, de la base de H. Ahora vamos a
introducir una involucion v : H — H, esto es, un automorfismo que cumple tor = id.

Para definir esta involucién, consideramos primero la involucién ¢ de A = Z[q, ¢~ ']
dada por ¢ — ¢!, y definimos ahora ¢«(T},) = (T,,-1) . Combinando estas dos asig-
naciones y extendiendo aditivamente, se obtiene una aplicacién ¢ : H — H.

Usando el hecho de que T, ' = ¢~ 'T,—(1—¢~')T1, es sencillo verificar que (2(T}) =
T,. En particular, para probar que ¢?> = id, bastara probar que ¢ es efectivamente un
automorfismo de anillos de H (pues los T generan a ‘H como A-dlgebra).

Lema 2.3.1 Sise S ywe W, entonces (TsT,,) = t(Ts)e(Ty).
Demostracion. Hay dos casos para verificar.
» Si{(sw) > ¢(w), computamos directamente:

UT,Ty) = t(Taw) = (Top-1s) ' = (Tyar Ty) ' =TT (Tpr) ' = o(T))e(To).

s

I — ps. Ahora:

» Si l(sw) < L(w), consideramos v = (sw)~!, de modo que w™
UTTy) = l(qTow + (¢ — 1)Tw) = ¢ ' T, + (¢ = D)(T)
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Como Ty-1 = T, = T, Ty, tenemos que (T,—1)~! = T, 1T, 1. M4s ain, usando
que T = ¢ YT, — (¢ — 1)T}), obtenemos:

TTy) =q T, —q H(qg—1)g (Ts— (¢ — 1)T)T,"
= q‘lT Y=g - )T T 4+ ¢ %(q— 1T,
=q (¢ 1) —(q—1)¢ *T,T, "

Por otro lado, tenemos que:

UTH(Ty) =T, Y(Ty—) ' =T,°T, "

S

Pero nuevamente, usando que T = ¢~ (T, — (¢ — 1)T}), resulta que

T72 = ¢ 2((q— DT + ¢T0) — 272 (q — DT, + ¢ 2(¢* — 2¢ + 1)T1.

s

Multiplicando por T ! a ambos lados, del lado derecho se obtiene el mismo
resultado de antes, de modo que «(TsT,,) = t(T5)(T},). O

Corolario 2.3.2 ¢ es un automorfismo de H.

Demostracion. Consideramos w’ y w. Procedemos por induccién en ¢(w') para pro-
bar que (T, T,) = (T )i(T,). Notar que si £(w’) = 1, entonces w’ € S, y por tanto
la conclusion es vélida por el Lema [2.3.1]

Para el paso inductivo, asumimos ¢(w’) > 1, y hallamos s € S tal que £(w's) <
((w'). Entonces (T Ty) = t(TwsTsTyw) = t(Tws)t(TsT,,) por induccién, y por el Le-
ma anterior, esto es t(Tyys)t(Ts)(Ty) lo cual, nuevamente por la hipdtesis inductiva,
asu vez es L(TysT)u(Ty) = (Tw)i(Ty)- O

A continuacién vamos a enumerar algunas propiedades ttiles de los R-polinomios.
Para evitar el abuso de paréntesis, escribiremos R, ,(q) = Ry.(q7").

Proposicién 2.3.3 Para todos los x,w e W se cumplen:
(a) Ryw = €2wGaly Row-

(0) (Tu-1)"" = X 47 Re T

(¢) Ypeycw ExCylteyRyw = 00w (la delta de Kronecker).
Demostracion.

(a) Vamos a proceder por induccién una vez mas. Elegimos s € S tal que sw < w.
Nuevamente, hay dos casos:

» Supongamos que z < w y sz < z, de modo que R, ,, = R 5. Por induc-
cion,

Rsz,sw 55$55wq:sa:qsw Rsx sw (_5z)(_5w)q$q_lq;lqu,w = 5$€wq.tq;1R:v,w'
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» Supongamos que ¢ < w y < sz. Tenemos que R, = (¢ — 1) Ry 50 +
qRsz s Aplicando ¢ resulta:

Eaz,w = _qil(q - 1)§x,sw + qilex,sw-
Por hipétesis inductiva, me = exsswqxqs_wlme, mientras que Esx7sw =
551£5wstqg1$Rsx,sw' Usando que Gsx = 4zq Y Qsw = Q’wq_l y reemplazando
en la formula anterior, se obtiene la conclusién deseada.

(b) Se deduce del Teorema y de (a).

(¢) Por la férmula obtenida en (b) tenemos que (T,-1)"" = Dy<w y 'R, T, Apli-
cando ¢ a ambos lados, resulta:

Tw= ) aRyu(T-) "

ysw

Ahora, usando la férmula para Ty’_ﬁ del Teorema |2.2.2| se obtiene que:

Ty =) qyRyueyty’ Y caBay T

y<w r<y

El coeficiente de T} del lado izquierdo es 1 si w = x y de otro modo es 0. Del

lado derecho este coeficiente es precisamente ) <y<w ExEy iy y Ry 1 O

2.4. Polinomios de Kazhdan-Lusztig

Nuestro objetivo ahora serd hallar una nueva base {Cy}wew del A-médulo H,
pero que consista de elementos que quedan fijos por la involucion ¢. Observar que:

17 = T~ (1= )T = 70— (- DT,

con lo cual:

Si introducimos el simbolo q%, tenemos para cada s € S que los elementos de la
forma Cy = ¢~ 2 (T, — qT}) quedan fijos por la accién de ¢.

Formalmente, vamos a reemplazar nuestro anillo A = Z[q,q '] por el anillo
extendido Z[q%,q_%] de polinomios de Laurent en la indeterminada g2. De este
modo, nuestro anillo A es un subanillo del anillo extendido. Esto no tiene ningun
efecto en nuestros cédlculos formales previos en H. Por el resto de este capitulo A va
a denotar al anillo extendido.

La idea ahora es buscar, para cada w € W, un elemento C,, € H que sea com-
binacién lineal de los T, para los x < w, y cuyos coeficientes sean polinomios tan

sencillos como sea posible. El siguiente resultado nos provee estos elementos.
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Teorema 2.4.1 (Kazhdan-Lusztig) Para cada w € W eziste un unico elemento
Cyw € H que tiene las propiedades siguientes:

(a) 1(Cy) = Cy.

1 _
(0) Cuw = €wi Dyey €.y PywTy, donde Py, =1y Py..(q) € Z|q] es un polinomio
de grado menor o igual a 3(0(w) —l(x) —1) siz < w.

Demostracion. Vamos a comenzar probando, para cada w € W, la unicidad del
elemento:

Cyp = Z a(x, w) Py Ty,

r<w

donde a(x,w) = swexqéq; 1 asumiendo que C,, tiene las propiedades (a) y (b).
Esto equivale a probar que los polinomios P, ,, se pueden elegir a lo sumo de una
tnica manera. Para un w fijo, procedemos por induccién en £(w) — ¢(z), empezando
con P,, = 1, de donde se puede asumir que todos los F,,, estdn univocamente
determinados para z < y < w. Veremos que esto determina al polinomio P, .
Partimos de la hipdtesis:

Cy = Z a(y, )Py, Ty

ysw

Aplicamos ¢ a ambos lados para obtener, usando el Teorema [2.2.2}

1 —
5w5mq1%Q;1Px,sz = Cw = L(Cw)

r<w

1
— Z EwEyGuw > QyPyuw(Ty—1)""

y<w

_1 1
= Z 5u)gzL/(]w2Qypy,w€yqy Z Ewa,yTx

ysw T<Y

— g’ Y N 6Py Ry T

ysw XY

Ahora fijando z < w, igualando el coeficiente de T, a ambos lados, resulta que

1 1
2 —1D _ 2
EwEaludy Puw = Ewdw Z xRy Py

r<Yysw

1
Cancelando ¢, y €, a ambos lados, y multiplicando por ¢z nos dice que:

Finalmente restando el término con y = = de la suma de la derecha, y usando que
R, . =1, resulta:

1 obp _Shdp _ b S g op
quqx z,w Gw " gz T,w T qu " Qz Z, Y- Yy,w-



Asumiendo que todos los P,,, con z < y < w son ya conocidos, dado que z < w,
el inciso (b) implica que del lado izquierdo el primer término es un polinomio en g2
sin término constante, mientras que el segundo es un polinomio en q_% sin término
constante. Esto produce que la eleccién para P, , sea Unica, como afirmabamos.

Ahora vamos a probar la existencia de los elementos C,,, lo cual es mas com-
plicado. Vamos a proceder por induccién en ¢(w). Para el paso inductivo, tomamos
s € S tal que £(sw) < f(w), y llamamos v = sw. De este modo, el elemento C, ya es
conocido. Notar que:

a(x,w) = —q%a(m,v).

Ahora definimos:

Cop = C.Cy = > p(z,0)C:

zZ<v
sz<z

donde p(z,v) denota al coeficiente principal del polinomio P, ,, y escribimos z < v
cuando el elemento P, , tiene grado 5(¢(v)—¢(z)—1) (obviamente z < vy €, = —¢,).

Es claro que el elemento C,, es t-invariante, pues es suma y producto de elementos
t-invariantes. Esto exhibe que C,, es una A-combinacion lineal de elementos T}, con
r < w. Ahora miramos los coeficientes de los T}, para cada xr < w, empezando por
r = w. Notar que:

Cyp=CiCy = > p(z,v)C,

z<v
sz<z

= (q_%TS = q%Tl) Z a(z,v)P, T, — Z w(z,v)C.,.
2K z=<v
Sz<z

_ 1
El coeficiente de T,, = T,T, en el primer producto es q’%a(v, V)P, = q’%qﬁ gl =

N

qw?. Esto coincide en la férmula del enunciado para C,,, tomando el término de la
suma con x = w (donde P, ,, = 1).
A continuacién fijamos x < w. Analizamos dos casos:

» Siz < sz, por el Lema tenemos que z < vy sz < w. Por un lado, resulta
que T,Ty, = qT, + (¢ — 1)T,,. Ademds, si suponemos que sz < v, entonces
q_%T LC, involucra al término T, con coeficiente:

_1 — 1 S p—
q QQ(I(SZE,U)PSLU = q25v(_5x)q5qsmlpsm,v

1 1 1
— 3 2.~ —1 -1
- q2€w€waC] qu q Ps:r:,v

= q_la(x, w)?sxm.

Por otro lado, —q%TlCU involucra a 7T}, con el coeficiente:

—q%a(x, V)P = a(r,w)P,,.
Combinando estos dos célculos, resulta que el coeficiente de T, en CC, es:

¢ ra(r, w)Pyyy + alx, w) Py,

33



= Si sz < x, entonces tenemos que sxr < v, y obviamente sxr < w. Ademds se
. P _1 .
tiene T,T,, = T,. Para el término ¢ 2T,C,, el coeficiente de T, es:

q_%(l(SI’?’U)PS%U = a(waw)Psx,v

donde en el ultimo paso hicimos simplificaciones directas de la definicion de
a(sz,v).

Como también se tiene que TsT, = ¢Ty, + (¢ — 1)T, si suponemos que = < v,
entonces T, aparece en TyC, también con coeficiente:

(g — 1)q_%a(x,v)ﬁgw = (¢ = Da(z,w)Py,.

’ 1 . .
Ademas, —qzT,C, involucra a T, con coeficiente:

1
—q2a(z,v)Pyp = a(x,w) Py ,.
Juntando todo esto, resulta que el coeficiente de T), en C,C,, es:

a(r, W) Py + ¢ ta(x, w) Py,

Por otro lado, el coeficiente de T}, en — Z w(z,v)C,, usando la hipdtesis inductiva

z<v
Sz<z

sobre los C',, es siempre de la forma:

_1 —
2

— 1
—Eu(z, v)a(x, 2) P, , = z]u(z,v)qz2 qua(z, w)P, .,

donde se usé que para z < v = sw es £,&, = 1.
En definitiva, tomando ¢ = 0 cuando = < sx y ¢ = 1 cuando sz < x, podemos
combinar todos los calculos para expresar C,, como en el enunciado, donde

1 11
Px,w = q 76Psx,v + qCPm,v - Z ,LL(Z,U)QZ 2q51Pw,z7 (211)

z<v
sz<z

y P,. =0 cuando = « 2.

Ahora, basta verificar que el grado del polinomio P, ,, definido como antes estd
acotado por 5 ({(w)—{(z)—1). Esto es inmediato, salvo para el caso en que sz < z, de
donde ¢ = 1, y el término del medio, ¢P,,, puede tener grado 1+ 3(¢(v) —{(x)—1) =
2(0(w) — £(z)). Sin embargo, en este caso tenemos que z < v, y como sz < z, hay
un término para z = x en la sumatoria, que es precisamente igual al coeficiente
principal de ¢P,, (pues P,, = 1). Esto produce que se cancelen justamente estos
términos cuyos grados se exceden, de modo que efectivamente el grado de P, ,, esta

acotado como en el enunciado. OJ

Un corolario sencillo del Teorema, que permite hallar una formulacién equivalente
pero mas simple es la siguiente:

Corolario 2.4.2 Para cada w € W existe un tnico elemento C,, € H que tiene las
propiedades siguientes:
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(a) U(C,) = C.

(b) Cly = qu® 2 ey PewTe, donde Py, = 1 y Py o(q) € Z[q] es un polinomio de
grado menor o igual a 2(0(w) — {(z) — 1) siz < w.

Demostracion. Consideramos otra involucién o : H — H como sigue. En A hacemos
o =, mientras que o(T,,) = €,q;'T,,. Es trivial ver que 0? = id, y para ver que o
es un homomorfismo de anillos se puede hacer una prueba completamente analoga
a la vista para ¢.

Observar ahora que to = ot. Este hecho permite probar que C! = ¢,0(C,) de
donde es inmediato concluir el corolario. O

Ahora que poseemos una nueva base {C,},enw de H, vamos a estudiar cémo
actia un elemento Ty en esta base.

Proposicién 2.4.3 Sea s€ S ywe W.

(a) Sisw < w, entonces:

(b) Siw < sw, entonces:

Tst = ch + q%Csw + C]% Z ,U(Z,’LU)CZ

z2<v
sz<z

Demostracion. La prueba de (b) es una consecuencia inmediata de la definicién
de C, como en la demostracién del Teorema. Para probar (a), como sw < w, es
f(w) = 1. Si (w) =1, tenemos w = s, y por lo tanto podemos verificar que:
T,C, = Tuqg~* (T, — qTh)
= ¢ 7372 — 2T,
1 1

=q 2((¢ = DT + qTr) — q27

= ¢ T, — T+ ¢* T — T,

= 2T, + ¢ T}

= —C..

Ahora, procediendo por induccién en ¢(w), llamando v = sw, y notando que sv > v,
de (b) se tiene que:

T,C, = qCy + q2Cyy + ¢7 Zu(z, v)Cs,
de donde, despejando C,, resulta:
Cy = q_%TSC’U - q%(]v — Zu(z, v)C,.
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Pero para los z involucrados en la suma se satisface que sz < z < w, la hipdtesis
inductiva dice que T;C, = —C,. Por ello:
T,Cy = ¢ 2T2C, — ¢ T,C, — 3, (2, 0)TLC.
= ¢ 2((q— V)T + q11)Cy — ¢*T.C, + Y u(2,0)Cs
= 2 T,Cy — ¢ 2 T,Cy + q2Cy — 2 T.C, + Y (2, 0)Cs
= q2C, —q 2T.C, + Y. pulz,0)C.
- —C,,

donde la ultima igualdad se desprende de la identidad anterior. O]

Corolario 2.4.4 Sea x < w. Si s € S es tal que sw < w y sx > x, entonces
wa = Psx,w-

Demostracion. Por el Lema [1.2.6] resulta sz < w. Usando el Teorema de Kazhdan-
Lusztig,

1 —
Cw = 5wq1% Z quzjlpyway‘

y<w

Por un lado tenemos del lado derecho de la férmula que aparece T,, con coeficiente

1
5wqﬁgsxqgﬁlpsx7w. Por otro lado, como el inciso (a) de la Proposicién afirma que:

_ _ 5 15
Cw - _Tscw = —&wqw Z 8yqy py,wTsTya

y<w

y T,T, = Ty, por ser sx > x, y el coeficiente de Ty, para y = x del lado derecho es
1 —
—Ew(dExqy " Praw. Paray = sz, como T,T, = TyTy, = ((¢—1)Ts: +¢T3) el coeficiente

1 _
para Ty, que aporta es —€,q3€s:qem Pszw(q — 1). Igualando todo, resulta:

1 1 1
2 -1 2 —1 2 -1
qu%gsmqsx Psm,w = _ng1%5zqa; Pw,w - 5wQ1%£sxqsx Psw,w(q - 1)

1
Simplificando ¢,¢s v usando que €4, = —¢&,, esto dice:
-1 _ 1P 15
qsgg Ps;r,w - qx Pa:,w - qsx Psa:,w(q - 1)7
y esto a su vez, cancelando el lado izquierdo,
_ 1P 1.5
O - qm Pac,w - an: qPSQ?,wa

que, como sabemos que ¢; ' = ¢g,'q por ser sz > x, dice finalmente que Py, = Py,
y se sigue que P, ,, = Pj; ., como querfamos ver. O

Concluimos este capitulo con un resultado que sera relevante en secciones pos-
teriores.
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Proposicién 2.4.5 Supongamos que W es un grupo diedral (finito o infinito), con
S = {s,t}. Se cumple que P,,, = 1 para todo v < w. En particular, se tiene que

L =g Y T

A T))

Demostracidn. Procedemos por induccién en £(w) y usamos la ecuacién (2.11]). En
el caso diedral el orden de Bruhat como en la pagina [20| es muy sencillo: u < v siy
sélo si f(u) < £(v). En particular, si w € W es distinto de 1, s, ¢, hay precisamente
dos elementos de longitud ¢(w) — 1 en W, dados por expresiones de esa longitud
empezando en s o t, respectivamente. En la tltima suma de la ecuacién (2.11)),
tenemos que a lo sumo ocurre una de estas expresiones. Por induccién, ningiin otro
término ocurre, pues z < v sélo si £(v) — £(z) = 1. En particular, la férmula se
resume a P,,, = 1+ ¢ — q. La conclusién final es consecuencia de la férmula del

Corolario 2.4.2] O

37



38



Capitulo 3

La Categoria de Bimoddulos de
Soergel

3.1. Preliminares

3.1.1. Categorias

Definicién 3.1.1 Una categoria C se dice pequena si se cample que ob(C) y Hom(C)
son conjuntos.

EJEMPLO 3.1.2: La categoria Set no es una categoria pequena, pues la colecciéon de
todos los conjuntos no es un conjunto.

Definicién 3.1.3 Una Ab-categoria o una categoria preaditiva es una categoria C en
la que todos los conjuntos Hom(A, B) son grupos abelianos aditivos, y la composicién
de flechas es bilineal con respecto a esta adicién.

EJEMPLO 3.1.4: La categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo F fijo es una ca-
tegoria preaditiva, pues si consideramos dos espacios V, W, se tiene que Hom(V, W)
es un espacio vectorial, y por tanto un grupo abeliano y, por otra parte, para todas
las transformaciones lineales 77, Ty, T3 € Hom(V, W) se cumplen

(Tl +T2)OT3 :7—110773‘1‘7“’207737
Tlo(T2+T3) :T10T2+T10T3.
Analogamente, si R es un anillo dado, la categoria R-mdd también es preaditiva.

Definicién 3.1.5 Decimos que en una categoria C hay un biproducto si para cada
coleccién finita de objetos Ay, ..., A, existe un objeto P y una coleccién de morfis-
oS 7y, ..., My, L1,...,L, tal que P es un producto de los A; con proyecciones 7; y
simultaneamente es un coproducto de los A; con inclusiones ¢;.

EJEMPLO 3.1.6: En la categoria de grupos abelianos hay biproductos y estdn dados
precisamente por la suma directa de grupos abelianos.
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Definicién 3.1.7 Una categoria aditiva es una categoria preaditiva en la que existe
un objeto 0 y para cada par de objetos existe un biproducto.

Definicién 3.1.8 Sea A una categoria aditiva pequenia con biproducto @. Se define
el grupo de Grothendieck split de A, y se lo denota (A), como el grupo abeliano libre
sobre los objetos de A médulo la relacion M = M'+ M” siempre que M =~ M'@ M".
Cada objeto A € A define un elemento (A) € (A).

EJEMPLO 3.1.9: Si A es la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre
un cuerpo F, se tiene que (A) = 7Z.

3.1.2. Graduacion

Definicién 3.1.10 En un anillo R una graduacién es una familia { R, },ez de subgru-
pos del grupo aditivo de R tal que R = @, Ry, v Ry R © Ryt para cualesquiera
m,n € Z. En tal caso decimos que R es un anillo Z-graduado o simplemente gra-

duado.

Definicién 3.1.11 Sea R un anillo graduado. Con la notaciéon de la definiciéon an-
terior, un R-mddulo graduado M es un R-mdédulo junto con una familia {M,,} ez
de subgrupos de M tal que M = @, ., M, y R.M,,, = M, para cualesquiera
m,n € Z. Un elemento x € M se dice homogéneo si x € M, para algin n € Z y, en
tal caso, decimos que x tiene grado n.

Si () es un objeto graduado nos referiremos simplemente como @),, a la n-ésima
componente homogénea, es decir al conjunto de elementos de grado n en Q).

Proposicién 3.1.12 Sea R un anillo conmutativo graduado y sean M = @), ., M,
y N =@,; Nn dos R-modulos graduados. Consideramos para cada n € Z:

(M ®z N),, = C—B M; ®z N;.

i+j=n

Esta familia induce una graduacion en M &z N, la cual a su vez se hereda al cociente

M ®@gr N.

Definicién 3.1.13 Sea () un objeto graduado. Para un entero n, el desplazamiento
de grado n de @ es el objeto graduado

Qn) = (‘B Qn);:

€L

de modo que Q(n); = Qnas-

3.1.3. Funtores derivados

Definicién 3.1.14 Un funtor F' : A — B covariante aditivo se dice exacto a izquier-
da si transforma una sucesion exacta 0 — M’ — M — M" en una sucesién exacta

0 — F(M') — F(M) — F(M").
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Recordemos que dado un objeto M en una categoria, una resolucién inyectiva es
una sucesion exacta de la forma:

0>M-—->1°>T" 12 .

donde, en este caso, cada objeto I"™ es inyectivo. Por simplicidad abreviamos esta
sucesién exacta como 0 — M — Iy,.
Si llamamos I al complejo:

0->1°>T1" 512 .

y si consideramos un funtor covariante aditivo exacto a izquierda F', se define el
funtor deriwado R"F' por:
R'F(M) = H"(F(I)),

o, dicho en otras palabras, la homologia n-ésima del complejo
0— F(I°) - F(I') - F(I*) — ...

Se puede demostrar que la definicién es buena: no depende de la resolucién inyectiva
de M elegida al comienzo.

Definiciéon 3.1.15 Sea R un anillo y sea A la categoria de R-mdédulos. Si A €
A es un R-médulo fijo, el funtor M — Hom(A, M) es exacto a izquierda. Esto
permite considerar sus funtores derivados. Los mismos se denotan Ext"(A, M) para
M variable.

OBSERVACION: Se puede comprobar que Ext'(A, M) estd en biyeccién con las clases
de isomorfismo de las sucesiones exactas

0-A—-F—->M—D0.

3.2. Funciones regulares

En esta seccién consideraremos sistemas de Coxeter (W, S) para los cuales S sea
un conjunto de generadores finito. Recordar que p: G — GL(V') es una representa-
cién de G fiel si p es inyectiva. Ademas, para un elemento g € G, denotaremos:

VI={veV:p(g)(v) = v},
que resulta ser un subespacio vectorial de V.

Definicién 3.2.1 Una representacion de reflexiones fiel de un sistema de Coxeter
(W, S) es una representacion W < GL(V'), donde V' es un R-espacio vectorial de
dimensién finita, que tiene las siguientes propiedades:

(a) La representacion es fiel.
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(b) Para cada x € W se tiene que dim(V/V*) = 1 si y s6lo si x € T. Es decir,
exactamente las reflexiones de W tienen un punto fijo de codimension 1 en V.

OBSERVACION: Dada una representacién de reflexiones fiel de un sistema de Coxeter,
los elementos de T' son precisamente los elementos de W que actiian como reflexiones
en V. Es decir, aquellos que descomponen a V' en un autoespacio de dimensién 1
con autovalor —1 y un hiperplano de vectores invariantes. Més aun, las reflexiones
de W se pueden identificar por su autoespacio de autovalor —1 y sus hiperplanos de
reflexién. Es decir, para ¢t,r € T se tiene que:

Vi=V" — t=r

Teorema 3.2.2 Sea (S, W) un sistema de Cozeter. Sea V' un espacio vectorial de di-
mension finita, {es}ses SV vectores linealmente independientes y {eY }ses elementos
linealmente independientes en V* tales que:

e ey) = —2c0s <m<7; t>) |

Si 'V es tal que su dimension es minima, entonces la formula p(s)(v) =v— (v,eY) es
define una representacion de reflexiones fiel p : W — GL(V') del grupo de Cozeter
W.

Demostracion. [15, Proposition 2.1] O

Definicién 3.2.3 Sea V' un R-espacio vectorial de dimensién n. Una funcién f :
V' — R se dice reqular si f estéa dada por un polinomio p € R[z1, ..., x,] con respecto
a una (y por tanto cualquier) base de V. Esto es, para una base {v1,...,v,} de V:

flavy + ...+ ayv,) = play, ..., an),

para todos aq,...,a, € R. El algebra de las funciones regulares de V' se denotara
R(V).

Sea V el espacio subyacente en una representacion fiel de reflexiones de vectores
de un grupo de Coxeter W. Consideramos R = R(V') el dlgebra de funciones regula-
res. Equipamos a R con una Z-graduacién R = @, ., R, tal que R, = V*y R, =0
para todo n impar. La razon de esta eleccion quedara mas clara posteriormente.

Consideramos la categoria de todos los R-bimédulos Z-graduados que son finita-
mente generados a izquierda y derecha. Podemos definir para cada s € S un elemento
B, de esta categoria, como sigue:

B, = R®gs R(1),
donde R? denota al subanillo de R fijado por la accién de s. Esto es:
R*={feR: f(s-v)= f(v) para todo v e V}.
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Ademas, para cada par de elementos M, N de nuestra categoria, denotamos su
producto tensorial sobre R mediante yuxtaposicion, esto es: MN = M Qg N.

Consideramos una expresiéon s = 5152...5,. Vamos a usar la notaciéon b, para
denotar al elemento en el dlgebra de Hecke dado por:

bs = (Ts, +1)-...- (T, +1).
Por otro lado, definimos el R-bimédulo Z-graduado B, como sigue:
Bé = leBSQ e Bsn jad R®R51 R@RSz R® e ®Rsn R

A estos R-bimdédulos By los llamamos bimddulos de Bott-Samelson.

3.3. EIl Teorema de Categorificacion de Soergel

En lo que resta del trabajo, al escribir nuestros polinomios en la indeterminada
g, usaremos la convencién ¢ = v~2.

Si V' es una representacion de reflexiones de vectores fiel de un sistema de Coxeter
(W, S), podemos considerar la categoria R = Ry de R-bimddulos Z-graduados
que son finitamente generados a izquierda y derecha. Si dotamos a su grupo de

Grothendieck split (R) del producto dado por
((A),(B)) — (A®r B)
es inmediato notar que (R) es un anillo.

OBSERVACION: Si k es un cuerpo y A es una k-dlgebra conmutativa, graduada y
finitamente generada A, con Ay = k, el Teorema de Krull-Schmidt es vélido en la
categoria de A-modulos graduados finitamente generados. Una prueba de esto se
puede hallar en [14, Seccién 5.4]. Esto en particular dice que las clases de isomor-
fismo de objetos indescomponibles forman una base del anillo de Grothendieck. En
particular (M) = (N) siy s6lo si M = N.

Lema 3.3.1 El dlgebra de Hecke H estd generada por v y los elementos Ts + 1,
se Su{l}.

Demostracion. Es suficiente verificar que cada elemento T, estd en el algebra gene-
rada por los elementos del enunciado. A su vez, como cada elemento T, se puede
escribir como producto de elementos de la forma T} para t € S, bastara verificar que
para cada t € S se puede escribir a T; de la forma deseada. En efecto, usando la
relacion cuadratica del algebra de Hecke se verifica:

=T+ )L+ —v*(T+1) = (Ty +1) +v 2 O

Nuestro objetivo sera estudiar el siguiente resultado, conocido como el Teorema
de Categorificacién de Soergel.
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Teorema 3.3.2 Sea V una representacion fiel de reflexiones de vectores de un sis-
tema de Cozeter (W, S). Sea H el dlgebra de Hecke y sea R el dlgebra de funciones
requlares en V. Entonces existe un inico homomorfismo € : H — (R) que satisface
que E(v) = (R(1)) y E(Ts + 1) = (R®gs R) para todo s € S.

Demostracion. La unicidad es inmediata, como consecuencia del Lema [3.3.1], pues
vy los Ts + 1 generan el algebra H.

La existencia del homomorfismo es consecuencia del caso de los grupos diedra-
les que se analizard posteriormente, pues H se puede describir por relaciones que
involucran cada vez a lo sumo dos generadores. O]

Definicién 3.3.3 La categoria B de bimddulos de Soergel es la subcategoria de R
que consta de los objetos B € R tales que (B) estd en la imagen del morfismo .

Teorema 3.3.4 Un bimodulo B € R pertenece a la categoria de bimodulos de Soergel
B si y sdlo si existen dos objetos C, D € R, tales que cada uno de ellos es una suma
directa finita de objetos de la forma Bg(n), que cumplen que:

BoC>~D.

Demostracion. Como (Bg(n)) = E(v"Ty), los Bs(n) pertenecen a la categoria de
bimoédulos de Soergel B. Esto muestra la suficiencia de la condicion.
Reciprocamente, usamos el Lema . Tenemos que los E(v"bs) = (B;) generan
a la imagen de &. Luego, B € B implica que (B) se puede escribir como suma de
elementos de la forma (B;) y opuestos. Es decir (B) = (D) — (C') donde (C) y (D)
son sumas de objetos de la forma (By). En particular, usando la observacién previa
al Teorema [3.3.2] resulta que (B@® C) = (D), de donde se obtiene B&® C = D, con
C'y D sumas directas finitas de objetos de la forma B,(n). O

Consideramos una representacion V' de dimension finita de un grupo W, y para
cada x € W consideramos el gréfico (reverso):

Gr(z) = {(z\,\): AeV}cV x V.
Ahora, para cada subconjunto finito A € W, consideramos el conjunto:
Gr(A) = ) Gr(x).
€A

Escribiremos R para denotar al algebra de funciones regulares en V', y abreviare-
mos ® = ®g. Si identificamos R x R con el dlgebra de funciones regulares en V' x V/
con la regla (f ® g)(A\, u) = f(N)g(u), el dlgebra de funciones regulares en Gr(A)
como cociente de R ® R tiene una estructura canénica de R-bimédulo graduado. A
este bimddulo lo denotaremos R(A) o R(Gr(A)).

Para simplificar la notacién, denotaremos
R, = R({z}), (3.1)

ysi A= {x1,...,2,} escribiremos R(xy,...,2,) = R(A),ysi A={yeW :y <z}
entonces R(< x) = R(A). También, para cada elemento w € W denotaremos wA =
{wa:ae A}.
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3.3.1. El caso diedral

Lema 3.3.5 Sea V' una representacion de dimension finita de W. Sea A < W un
subconjunto finito y sea s € W tal que sA = A. Entonces:

(a) Eziste un isomorfismo de bimddulos graduados:

R®p R(A) = R(A) @ R(A)(-2).

(b) Si R(A)* < R(A) denota a los invariantes bajo la accion de s x id, se induce
un 1somorfismo:

R®gs R(A)" = R(A).

Demostracion. Supongamos que U es una representacion de dimension finita de W.
Cada reflexién ¢t : U — U define una involucién ¢ : R(U) — R(U), pues t* = e,
de modo que si elegimos un funcional g € U* como ecuacién de la reflexion por el
hiperplano U*, podemos considerar el operador o/ : R(U) - R(U) dado por:

£ St
2
En efecto, este operador esta bien definido, pues % € R(U), ya que si elegimos una

base {u1,...,u,} de U de modo que t(u;) = w; parai =1,...,n—1y t(u,) = —uy,,
para f € R(U) existe un polinomio p tal que f(ajuy + ...+ ayu,) = play,...,a,)
para cualesquiera ay, ..., a, € R. Luego, como tf € R(U) estd dada por (tf)(aju; +
cooapty) = plag, ..., a, 1, —ay). Si elegimos el funcional 8 de modo que (u;) =0
parai=1,...,n—1y f(u,) = 1, resulta que § € R(U) esta dada por f(aju; +...+
anuy,) = a,, y en particular, basta verificar que para cualesquiera niimeros reales se
tiene que:

—1 A1y .., Qp) —play,...,ap—1, —0n
<f25f> (a1U1+...+anun):p( - ) 292(&: . )

es un polinomio en ay,...,a,, pues notar que en general para un polinomio p se
tiene que a — b | p(a) — p(b).
Esto prueba que existe un isomorfismo de R*-bimddulos R(U) = R(U)'@®@FR(U)".

En efecto, podemos escribir

_ [t f-tf
f= 5 + 8- 25

Ahora bien, si X € U es el conjunto de ceros de una funcién regular que es
estable por la accién de ¢, entonces ¢t induce una involucién en R(X) y podemos
descomponer R(X) = R(X)*@R(X)~ donde R(X)* y R(X)~ son las componentes
de la descomposicion en suma directa en las cuales la involucién actia como la
identidad y como su opuesta respectivamente. Si ninguna componente irreducible
de X estd contenida en U!, el operador é‘f se anula en el ntcleo de la suryeccion
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R(U) — R(X), y por tanto induce una aplicacién ¢ : R(X) — R(X). Notar que
6? y la multiplicacién por /5 son morfismos inversos, pues para f € R(X) es:

St f=tff+
28 2 2

B [
Esto prueba que R(X)t = R(X)™(2) como R'-bimédulos graduados.

Ahora bien, si elegimos U =V x V| y t = s x id para nuestra reflexion s € W,
podemos aplicar lo anterior con X = Gr(A) y obtener una descomposicién R(A) =
R(A)*@®R(A)™ y un isomorfismo R(A)" ~ R(A)(2) dado por la multiplicacién con
a®1 = [, para a € V* una ecuacion del hiperplano de reflexién de s. Razonando
como antes, y usando que R = R®* ® aR?®, estos dos isomorfismos juntos prueban la
parte (b) del Lema, y usando a su vez esto y la descomposicion R(A) = R(A)™ @
R(A)~ se sigue la parte (a). O

OBSERVACION: Si y, 2 € W son arbitrarios, y (u,v) € Gr(y) n Gr(z), resulta que
u=yv = zv, y en particular v = y~lzv € VvT'2 Esto es, hay un isomorfismo:

1

Gr(y) nGr(z) = VY 2,
Ademas, se tiene que:
(Gr(y) + Gr(2)) N (V x {0}) = im(y="" — id) x {0},

pues si (u,v) es un elemento del conjunto del lado izquierdo, debe ser (u,v) =
(yA1, A1) + (2A2, A2) v al mismo tiempo debe ser A\; + Ay = 0 (pues v = 0), de donde
en definitiva u = y\; — z\;. Pero notar que:

(yz ! —id)(z\1) = yA1 — 2.

Proposicién 3.3.6 Sea (W, S) un sistema de Cozeter con |S| = 2 y sea V una
representacion de reflexiones fiel de W. Sean s € S yx e W y sea A = {ye W :
y < x}. Entonces se tiene un isomorfismo de R-bimddulos graduados:

R®p R(A) = R(A U sA)® R(A ~ sA)(—2).

Demostracion (esbozo): El caso en que A = sA se analiz6 en el Lema anterior. En
el caso en que A = {e}, el enunciado simplemente afirma que hay un isomorfismo
R(< s) =@ R®gs R, lo cual es consecuencia de considerar la proyeccién al cociente
R® R — R(< s).

Vamos a analizar el caso en que A # {e} y A # sA. Se tiene que A = {ye W :
y <z}, donde z # e y sz > x. Como W es un grupo diedral, la Proposicién
dice que A — sA = {z,rz} para alguna reflexién r € T' distinta de s.

Por hipétesis, los (—1)-autoespacios de reflexiones de W son distintos dos a dos,
y cada par de ellos genera un subespacio 2-dimensional U < V.

Se puede ver que existe una forma 5 € V* x V* que se anula en Gr(x) + Gr(rz)
pero no en U x {0}.
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Vamos a considerar los submédulos generados por las coclases 5y 1 de Sy 1 en
R(A) sobre R°® R, y los vamos a llamar M y N respectivamente.

Afirmacion 1: M = R(A n sA)*(—2) como R*-mod-R graduados.

Para demostrar esto, notemos que para cualesquiera tres elementos distintos
x,y,z € W cuyas longitudes no tengan todas la misma paridad, se tiene siempre
que:

Gr(z) + Gr(y) + Gr(z) 2 U x {0}.

En efecto, podemos asumir sin pérdida de generalidad que z = ey x,y € T. Por
la observacion anterior se tiene que

(Gr(z) + Gr(e)) n (U x {0}) = V™" x {0},
(Gr(y) 4+ Gr(e)) n (U x {0}) = V¥ x {0}.

Como asumimos que V era una representacion de reflexiones de vectores fiel,
tenemos que V7% # V=Y y por lo tanto se sigue la inclusion.
Para y ¢ {z,rx} se tiene entonces que

Gr(y) + Gr(z) + Gr(rz) 2 U x {0}.

En particular, nuestra funcién 5 no se anula en Gr(y) para y € A n sA. Por
tanto, un elemento de R(A) anula a 3 si y sélo si se anula en Gr(A4 n sA). Se sigue
que la multiplicacién por 8 induce un isomorfismo R(A n sA)(—2) = R(A)B.

Sin embargo, la imagen de R* ® R en R(A n sA) estd compuesta precisamente
de los elementos s x id invariantes, y por lo tanto nuestro isomorfismo se restringe
a un isomorfismo R(A N sA)"(—2) = M, como querfamos.

Afirmacion 2: N = R(A U sA)" como R*-mod-R graduados.

El R* x R-submddulo generado por 1 en R(A U sA) es precisamente R(AusA)™,
y por tanto la restriccién sobre Gr(A) nos da un monomorfismo

R(A U sA)T — R(A),
lo cual prueba nuestra afirmacién.

Afirmacion 3: R(A) = M @ N.

Veamos primero que R(A) = M+ N. Para esto, si « € V* denota una ecuacién del
plano de reflexién V?*, tenemos que R = R*@® aR®, y por tanto R® R esta generado
como R°® R-moédulo por los elementos 1®1 y a®1. Se sigue entonces que también
estd generado por 1 x 1 y un elemento € V* x V* que no es un s x id-invariante.
En efecto, # no puede ser un s x id-invariante, pues de otro modo se anularia en
Gr(sx) y por lo tanto, por la inclusién de la demostracién de la Afirmacién 1, se
anularfa también en todo U x {0}. Esto prueba que R(A) = M + N.
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Veamos ahora que M n N = {0}. Para y € A n sA, la restriccién en Gr(y, sy) =
Gr(y) v Gr(sy) de cualquier elemento de N es invariante bajo s x id. En particular,
es suficiente probar que la restriccién de un elemento de M en Gr(y, sy) sélo puede
ser invariante por la accién de s x id si se anula en Gr(y, sy). Para esto, a su vez, es
suficiente ver que la restriccién de 5 a Gr(y, sy) no es invariante por s x id, o que la
restriccién de 8 a Gr(y) + Gr(sy) no es invariante bajo s x id. Sin embargo, notar que
los elementos s x id invariantes en Gr(y) + Gr(sy) deben anularse en el subespacio
V=*x{0} y Gr(z)+Gr(rz) intersecta a U x {0} s6lo en el subespacio V=" x {0} y r # s.

Para concluir con esta prueba usamos estas tres afirmaciones:

R®g R(A) = R®p (M ® N)
~ R®gs (R(AnsA)"(-2)® R(A U sA))
~ RQgrs R(ANnsA)"(-2)® RQgs R(A U sA)"
~ R(AnsA)(—2)® R(A v sA),

donde el primer isomorfismo es consecuencia de la tercera afirmacion, el segundo
isomorfismo es consecuencia de la primera y la segunda, y el dltimo es consecuencia
del Lema anterior, ya que A nsA y A U sA satisfacen las hipotesis. O

Recordemos de la Proposicion que para un grupo diedral tenemos la igual-
dad C! = ! @Y

y<z ~ Y

Teorema 3.3.7 Sea (W, S) un sistema de Cozeter con |S| = 2, y sea V una re-
presentacion de reflexiones de vectores fiel. Entonces el homomorfismo de grupos

E:H — (R) dado por v"Cl — (R(< x)) (n+£(x)) es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Por el Lema basta demostrar que para todas las reflexiones
simples s y todos los x € W se cumple que:

£ ((TS +1) )] Ty> = &(T, + 1)E (Z Ty> .

y<z y<z

En efecto, los términos de la forma Zy <, Iy forman una base del algebra H y los
elementos T + 1 (junto con v) generan a H como algebra.

Si llamamos A = {y € W : y < z}, entonces en virtud del Lema [1.2.10] se tiene
que Au sAy An sA son ambos conjuntos de la forma {y € W : y < z} para
cierto elemento z € W. Ahora bien, usando las identidades de multiplicacién de la
definicion del algebra de Hecke, tenemos:

(To+1)>.T,= > T,+v™> > T,

yeA yeAUsSA yeAnsA

Si reemplazamos esto en la identidad a probar, todo se resume a demostrar el
isomorfismo de bimdédulos graduados:

R®r R®r R(A) = (R(A U sA) @ R(A n sA)) (-2),

que es precisamente una consecuencia inmediata de la Proposicion anterior. O

48



3.3.2. Un inverso del morfismo &

A partir de ahora vamos a trabajar siempre con una representacion de reflexiones
de vectores fiel fija. Vamos a dar explicitamente un inverso a izquierda para el
morfismo £ : H — (R).

Comenzamos con algo de notacién. Para B, B’ € R escribiremos:
Hom(B, B") = Homggr(B, B') € R.

Se entiende que la accién a izquierda (respectivamente a derecha) en R de nuestro
espacio Hom viene dada por la accién a izquierda (respectivamente a derecha) en B
o0, equivalentemente, en B’. En férmulas:

(rf)(b) = f(rb) = r(f (b)),
(fr)(b) = f(br) = (f(0))r,
para todos r € R, be By f e Hom(B, B').

Definicién 3.3.8 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita que es Z-graduado,
con V=0, _,V,. Llamaremos dimension graduada de V al polinomio de Laurent:

dimV = > (dim V,)v " € Z[v,v"'].

nez

neZ

Definicién 3.3.9 Sea M un R-médulo Z-graduado. Llamaremos rango graduado de
M al polinomio de Laurent:

tkM = dim(M/MR,) € Z[v,v™'],
donde R. denota a los elementos de R de grado positivo.

Observemos que dim(V' (1)) = v(dim V') y que rk(M(1)) = v(rk(M)). Notar que
nuestro concepto de rango graduado solo esta bien definido para médulos libres, por
lo que sélo sera utilizado en tales casos.

Vamos a denotar por rkM a la imagen de rkM bajo la sustitucién v — v~ 1.

OBSERVACION: Sea X es una variedad afin sobre R y sea A un algebra de funciones
regulares sobre R. Utilizaremos la equivalencia entre A-médulos y haces cuasi cohe-
rentes, segun [6, Corollary 2.2.5]. Si M es un A-médulo y M es el haz cuasi coherente
sobre X correspondiente, entonces el soporte de M, que denotaremos sop M es el
conjunto de puntos x € X para los cuales M, # 0.

Definicién 3.3.10 Para un R-bimédulo B y cualquier subconjunto A € W se define
el subbimédulo:
I'aB ={be B:sopbc Gr(A)}

formado por todos los elementos con soporte en Gr(A). Ademds denotaremos:
I'siB = Tpew@)=i B,

y definiremos la categoria Fa € R como la subcategoria plena de todos los bimédulos
graduados B € R tales que B tiene soporte en un conjunto de la forma Gr(A) para
algiin conjunto finito A € W, y para cada i el cociente I's; B/T's;,1 B es isomorfo a
una suma directa de bimédulos graduados de la forma R,(v) con {(z) =iy v € Z.
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Enunciamos a continuacién un lema, cuya prueba omitiremos. El mismo es con-
secuencia de una aplicacién del Teorema de Krull-Schmidt en la categoria R.

Lema 3.3.11 EI funtor I'7 = (B + I';B/T's;11B) es aditivo. Ademds los sumandos
directos de objetos de Fa son objetos de Fa, y las sumas directas de objetos de Fa
también son objetos de Fa.

Demostracion. [12, Lemme 1.22]. O

Para simplificar la notacion, introducimos los bimdédulos graduados:
A, = R (—((x)).

Para trabajar en el algebra de Hecke usaremos la notacion T L= 0T, Ademas,
si B € Fa, denotaremos (B : A,(v)) a la multiplicidad de un sumando directo A, (v)
en una (y por tanto cualquiera) descomposicién de I's;B/T's; 1B para i = {(x).

Finalmente, introducimos la abreviacién ;M = R(1) ®rs M.
A continuacién, daremos un resultado técnico que nos sera util mas adelante.

Lema 3.3.12 Sea W wun espacio vectorial de dimension finita y sean U,V < W
subespacios. Entonces Ext}%(w)(R(U), R(V)) es no nulo sdlo si VU =V o bien Vn

U tiene codimension 1 en V. En caso de suceder esto ultimo Ext}%(w)(R(U), R(V))
es un R(U n V)-mddulo libre de rango 1, generado por la clase de una sucesion
exacta arbitraria de la forma:

0 — R(V)(=2) % R(U V) — R(U) — 0
donde o € W* cumple que |y =0 y aly # 0.

Demostracion. Si F'y G son moédulos libres de rango finito sobre las algebras A y
By si M y N son médulos arbitrarios sobre A y B respectivamente, se tiene que:

Hom(F, M) ® Homp(G, N) = Homagp(F ® G, M ® N).

Si Ay B son noetherianas y M’ (respectivamente N') es finitamente generado
sobre A (respectivamente B), podemos hallar resoluciones F* — M’ — 0 (respec-
tivamente G* — N’ — 0) donde los F" (respectivamente G’) son médulos libres
finitamente generados sobre A (respectivamente B). Entonces F* ® G* es una reso-
lucién libre de rango finito de M’ ® N’, y por tanto:

Extep(M' @ N', M ® N) = H" (Homagp(F"®@G",M ® N))
~ H"(Hom(F", M) ® Homp(G", N))
P Ext’y(M,M') @ Extl(N',N).

i+j=n

lle

De alli resulta entonces:
Ext;@B(M’@N’, M® N) = Exty(M', M) ® Extp(N', N). (3.2)

Volviendo a la situacién del enunciado a probar, fijemos S = U n V, U’ un
compemento lineal de S en U y V' un complemento lineal de S en V. Tenemos
W = SeU'@V'@W' para cierto W'. También tenemos las siguientes identificaciones:
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= R(W) = R(S)® R{U)@R(V') @ R(W").
« R(U) = R(S)®R(U)QR®R.
« RV)=R(S)®R®R(V')@R.

Juntandolas todas obtenemos:

Exthary (R(U), R(V)) = Exty g (R(S), R(S)) ® Extyn (R(U'), R)®
® EXt;%(V’) (R, R(V/)) ® EXt;%(W/) (R, R)

Luego, si denotamos a la dimensién de W como dimW = s+ u +v + w (de
manera obvia segun la descomposicién que tenfamos en suma directa), y usamos la

ecuacién (3.2]), obtenemos que:

Extyy (R(U), R(V)) = Extgp, (R[z], R[2])®* @ Extgp, (R[z], R)®'®
® EXt];%[x] (Ra R[x])@)v 82 EXt];R[x] (Rv R)®w7

donde denotamos M® = M Qg M ®g ... @z M donde hay i ocurrencias de M.
Ahora, si denotamos Ext' al grupo Ext}%(w)(R(U ), R(V)), como tenemos que

Extgp, (R, R[z]) = Hom(R, R[z]) = {0},
Extgp, (R, R[z]) = R,
para que Ext! sea no nulo es necesario que v < 1. Es fcil ver que:
Ext]%[x] (R[x], R[z]) = Hom(R[z], R[z]) = R[z],
Extgp(R[z], R) = Hom(R[z], R) = R,
Extgp,(R,R) = Hom(R,R) = R.

Finalmente, concluimos que si v = 0, entonces es V nU =V y si v = 1, entonces
Ext'(R(U), R(V)) = R[z]®* = R(9). O

Proposicion 3.3.13 Sea s € S una reflexion simple.
(a) Si B estd en Fa, entonces R@ps B también pertenece a Fa.

(b) Si definimos las aplicaciones ha : Fa — H por la férmula

B (B : Ay())0'T,

T,V

entonces para todo s € S se obtienen los diagramas conmutativos:

fA — H fA — H
lé‘s l(fwv)- l(l) lq»
Fr — H Fr— H
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(¢) La aplicacion ha es una inversa a izquierda de £ : H — (Fa).

Demostracion. Comenzamos fijando s € S. Podemos refinar nuestra filtracién I's;
de B por cierto I's;B donde j € Z + % es tal que para todo ¢ € Z los cocientes
FiB/FH%B (respectivamente F%;%B/F%-B) son sumas directas de R(z)(v) con x >
sz (respectivamente x < sx).

Con estas elecciones, los pardmetros x e y de dos cocientes de I'y;_ %B /Ty 1 B
solo difieren en una reflexién en el caso en que y = sx. De hecho, para una reflexion
arbitraria ¢, siempre tenemos txr > z o txr < x y la condicién sy > y < x > sz
implica que y < sz (en la notacién del Lema [1.2.6] (b), w = z, z = y). Sin embargo,
se puede comprobar que las extensiones en Ext}@R(Rz, Rs;) son cero tras restringir
a R°*®@R. Més aun, si R, s, es el dlgebra de funciones regulares sobre Gr(z) u Gr(sz),
la restriccién R, s, — R, se parte sobre R°*®R, y nos da un isomorfismo Rgs,fslz) =~ R,,
donde el exponente (s, 1) denota al subanillo de elementos estables por la accién de
s x id.

Por el Lema , la restriccion a R°® R de F>i_%B/F>i+%B es isomorfa a una
suma directa de copias de ciertos R,(v) con z > sz y ¢(x) =i, y los mismos ocurren
con multiplicidad (B : R,(v)) + (B : R (v)). Si ahora consideramos el producto
tensorial R ®gs _, y observamos las sucesiones exactas cortas:

0— Rx(—2) — R®pgs Ry — Ry — 0,

obtenemos la parte (a) de la proposicién (asumiendo siempre que = > sz) y, nueva-

mente por [3.3.12] también las férmulas:
(R®ps B: R,(v)) = (B: R.(v+2)) + (B: Rs(v + 2)),
(R®ps B: R, (v)) = (B : R.(v)) + (B : Rsp(v)).

Usando la notacién que introducimos anteriormente, podemos reescribir esto
como sigue:

(0.8 : Ap(v) = (B: Au(v + 1)) + (B : Aw(v)),
(RO ®p- B : Ay(v)) = (B : Au()) + (B : Ay (v — 1)),

Si ahora para un elemento H € H consideramos la descomposicion

H = Z(H VT T,

T,V

entonces obtenemos de manera similar en el algebra de Hecke, comparando coefi-
cientes, las igualdades:

((j".,s + 'U)H : ’UVT:B) (H : UVJFITI) + (H . ij\;sx)’
(Ts +0)H 0" Ty) = (H 0" Ty) + (H 0" T,).

Esto comprueba la afirmacién (b). Para comprobar (c), observemos primero que
podemos considerar a (R) como un H-médulo via el homomorfismo de anillos del
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Teorema [3.3.2] En particular, la parte (a) dice que (Fa) € (R) es un H-submoddulo
y la parte (b) dice que la aplicacién ha : (Fa) — H es un homomorfismo de H-
modulos. Como E(1) = (R,) estd en Fa, la aplicacion & se factoriza sobre (Fa), y
como hp o€ : H — H es un homomorfismo de H-moddulos biyectivo, la composicion
tiene que ser la identidad. O

Counsideramos ahora las filtraciones:
I'<iB = I'zewt(x)<iy B,

y definimos la categoria Fv € R como la subcategoria plena de todos los bimédulos
graduados B € R tales que el soporte estd en Gr(A) para algin subconjunto A <
W finito y los cocientes para todo ¢ son isomorfos a sumas directas de bimddulos
graduados de la forma R,(v) con l(z) =iy v e Z.

Introducimos la notacion V, = R,({(x)). Para la multiplicidad de V,(v) en
una descomposicion en suma directa de 'y B /Fgg(m)_lB usamos la notacién (B :

Va(v)).

OBSERVACION: Las multiplicidades (B : V,(v)) vy (B : A.(v)) provienen de cocien-
tes de filtraciones distintas. Incluso para B € Fa n Fy puede suceder que estos
valores no coincidan.

Tenemos un resultado analogo a la Proposicién [3.3.13] pero para la categoria
Fv. En este caso, una prueba se puede hallar en [I5, Proposition 5.9] y en [12]
Proposition 1.26].

Proposicion 3.3.14 Sea s € S una reflexion simple.
(a) Si B estd en Fy, entonces R ®pgs B también pertenece a Fy.
(b) Si definimos las aplicaciones hy : Fy — H por la formula

B (B V,(v))o 1,

€T,

entonces para todo s € S se obtienen los diagramas conmutativos:

Fy —— H Fo — H
o e o e
Fy —— H Fo — H

(¢) La composicion d o hy es una inversa a izquierda de € : H — (Fy).

OBSERVACION: Las Proposiciones [3.3.13|y|3.3.14}, junto con el Teorema impli-
can que como &€ : H — (R) se factoriza sobre el grupo de Grothendieck split (B) de
la categoria aditiva B, debe ser B € Fa N Fy.
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Para obtener el morfismo inverso de £, también necesitamos el siguiente resul-
tado. Una prueba del mismo se puede encontrar en [I5, Proposition 5.10] y en [12]
Proposition 1.27].

Teorema 3.3.15 Supongamos que M y N satisfacen cualquiera de las condiciones
siquientes:

s MeFnyNeb.
u MEByNG./—"v.

Entonces el espacio Hom(M, N) es libre y graduado como un R-mddulo a derecha,
y ademds:
rk Hom(M, N) = > (M : A (v))(N : V()0

T,V

Corolario 3.3.16 Sea B € B un bimddulo de Soergel. Entonces se tiene que:

ha(B) = ). rkHom(B, R,)T,,

zeW
hy(B) = ). tkHom(R,, B)T,.
zeW

Demostracion. Por el Teorema anterior, tenemos que:

rk Hom(B, R,) = rkHom(B, V,(—{(z)))
= (B : Ay (m) .

Pues notar que, de la definicién, es claro que (V,(p), V(1)) = 1sip =’y
x =1y y es cero en otro caso. Andlogamente, tenemos que:

rk Hom(R,, B) =

—Z(a:)+u

Ho (A (l’( ) B)
(B

rk
R

Recordando las definiciones de ha y hy vistas en las Proposiciones [3.3.13] y
3.3.14] el resultado se concluye. O]

Resumiendo el contenido de la Proposicion [3.3.13| (d) y del Corolario anterior,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.17 La aplicacion € : H — (R) tiene una inversa a izquierda dada
por:
(B) — Y tkHom(B, R,)T,.

zeW
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3.4. Clasificacién de los Bimdédulos de Soergel In-
descomponibles

Para simplificar la notacion en esta seccion, para un bimédulo Be By ye W,
usaremos las abreviaciones:

5B =T-,B/T B,

[ZB = TI+,B/T.,B,
TYB = B/T.,B.

Definicién 3.4.1 Sea W un grupo de Coxeter numerable. Una aplicacion inyectiva
f W — N se dice una enumeracion admisible, si para todo par wq,ws € W tal que
wy < wy, se cumple que f(w;) < f(ws).

En términos méas simples, una enumeracién admisible es simplemente una manera
de ver a los elementos de W ordenados en una sucesion de modo que respeten el
orden de Bruhat.

Lema 3.4.2 Sea B € Fy un bimddulo fijo, y sea yo,y1,Yo,... una enumeracion
admisible de los elementos de W . Denotemos, para cada k = 0, C(k) = {yo, ..., Ur},
y llamemos y = yi. Entonces se tiene un isomorfismo:

FjB = FC(k)B/FC(k—l)B

Ademds, ambos lados son sumas directas de objetos de la forma V,(v) y cada V,(v)
aparece como sumando directo con multiplicidad (B : V,(v)). Un resultado andlogo
vale para Fa.

Demostracion. Si zg, 21, 2o, . .. €s una enumeracion de los elementos de W tal que
0(z;) < l(zj4+1) para cada j = 0, y si llamamos A(j) = {z0,...,2;}, entonces las
I" a¢j)B son un refinamiento de nuestras filtraciones I'c; B. Ademaés, I'4¢;)B/I"a¢;—1)B
es una suma directa de (B : V., (v)) copias de ciertos V().

Por otro lado, entre dos enumeraciones admisibles de W, podemos realizar una
cantidad finita de transposiciones entre términos consecutivos que no sean compara-
bles en el orden de Bruhat. Como dos elementos que no son comparables no pueden
diferir en una reflexién, en cada uno de estos pasos no puede haber un Ext! entre
los correspondientes cocientes. Esto es, la filtracion antes y después de cada uno de
estos pasos conduce al mismo cociente.

El cociente I'cxy B/T' c(1—1) B con yi, = 2; es entonces isomorfo a I' 4y B/T" a¢;—1y B,
y por lo tanto I‘j =I'¢,B/T'-,B es una suma directa de desplazamientos de V,, y
V,(v) aparece (B : V,(v)) veces. O

Proposiciéon 3.4.3 Sea B un bimddulo de Soergel y sea y € W. Entonces I‘jB,
FfB, B yI'yB son R-mddulos a derecha libres y graduados.

Demostracion. En el caso de I's B y I'> B, el resultado es una consecuencia directa
del Lema anterior. El caso de I'yB se analiza en [15, Lemma 6.3]. O
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Para cada reflexién ¢t € T' < W vamos a elegir oy € V* una ecuacién del plano
de reflexion ker ay = V' (observar que esta eleccién es tnica salvo por un escalar), y
vamos a dejarla fija por el resto de esta seccion.

Para los y € W ahora consideramos el elemento p, € R dado por:

Dy = nat.

teT
yt<y

Ademds, para cada t € T, vamos a denotar R a la localizacién de R en todas
las funciones regulares de V' que no se anulan en el hiperplano de reflexién V*.

Lema 3.4.4 Si B es un bimddulo de Soergel, su localizacion B @g Ry en R-mdd-
Ry graduada es isomorfa a un sumando directo en una suma directa finita de copias
de Ry ®r Ry y Ry ®r Ry para y € W que cumplen y < yt.
Teorema 3.4.5 Sea y € W y B un bimddulo de Soergel. Entonces los morfismos
I'yB—T5B yI';B — TI'YB inducen isomorfismos

I'yB = Fyngy,

Fj B =T1YBp,.

Un resultado posterior va a establecer que la categoria B es estable bajo sumas
directas. Sin embargo, por ahora llamaremos add B a la categoria formada por todos
los R-bimédulos graduados que ocurran como sumandos directos de bimddulos de
Soergel.

Enunciamos una generalizacién del Teorema [3.3.15| para la categoria add B:

Lema 3.4.6 Supongamos que M y N satisfacen cualquiera de las condiciones si-
guientes:

» M e FpayNeaddB.
» MeaddB y N e Fy.

Entonces el espacio Hom(M, N) es libre y graduado como un R-mddulo a derecha y
ademds:
rk Hom(M, N) = > (M : Ay (v))(N : Va(u))o" "
T,V
Finalmente, llegamos al resultado central de esta seccién. Una prueba puede
encontrarse en [I5], Satz 6.16].

Teorema 3.4.7

(a) Para todo x € W hay, salvo isomorfismo, un unico bimddulo de Soergel B,
indescomponible con soporte en Gr(< x) y tal que (B, : A, (v)) =1 para v =0
y 0 para v # 0.

(b) La aplicacion (z,v) — B,(v) define una biyeccion:

W x 7 ~ {objetos indescomponibles de B,}

salvo isomorfismo

(c) La categoria B de bimddulos de Soergel es estable bajo sumas directas, esto es,

B = addB.
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3.5. El caso de S;

Pensamos a S3 como el grupo de Coxeter presentado por generadores {s,r} y
relaciones s? = r2 = ey (rs)® = e (que equivale a rsr = srs).

3.5.1. La Base de Kazhdan-Lusztig en S3

Vamos a computar explicitamente la base y los polinomios de Kazhdan-Lusztig
para el caso en que W = S;. Para esto, usaremos el Teorema [2.4.1] en reiteradas
oportunidades. En concreto, vamos a encontrar elementos que queden fijos por la
involucién ¢, y que sean de la forma que establece (b) en .

Notar que S3 consiste de 6 elementos, esto es, S3 = {1, s,r, sr,rs, srs}. Vamos a
hallar expresiones para C, Cy, C,., Cy,., Cs v Cy,.s. Es evidente que debe ser C; = Tj.

Lema 3.5.1 C, = q%(q_lTS —T1) y andlogamente C, = q%(q_lTr —T).

Demostracion. Por la definicién de la involucién ¢ y la ecuacion (2.8) se tiene

Wq? (g7 Ty = Th)) = "2 (T = Th)

Es decir, q% (¢7'T, — T1) queda fijo por la involucién ¢. Notemos que ademds se
tienen las igualdades e =1, ¢ = 1, €, = —1 y ¢s = q. Por otro lado, en el orden de
Bruhat, el tnico elemento menor a s en S3 es el 1. En particular, vale la igualdad:

1
q%(q’lTs —T) = esq2 [erqy 'Th + e5q, ' T

Como la expresién del lado derecho es de la forma del Teorema (b), para
P,s =1y P, 5 =1, por la unicidad del mismo Teorema, resulta que Cs = q% (¢ T, —
T1), como queriamos. ]

Lema 3.5.2 C, = C,C, y andlogamente C,., = C,.C.

Demostracion. Notar que el elemento CC). queda fijo por la involuciéon ¢, pues ¢ es
un homomorfismo y Cy y C,. quedan fijos. Por otro lado, se tiene que:

CSC’I’ = q%(q_lTs - Tl)q% (q_lTr - Tl)
= q(q72Tsr - qilTr - qilTs + Tl)

Notemos que en el orden de Bruhat en S; los elementos menores que sr son
1,s,7. Es inmediato verificar que la ultima expresién obtenida para C,C, es de la
forma del Teorema (b), donde ademés P, s =1, P o =1y P g = 1. O

Lema 3.5.3 C,,, = C,C.C, — C, = C,C,C, — C,.
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Demostracion. Nuevamente, el elemento C,C,.Cs — C queda fijo por la involucién ¢,
pues ¢ es un homomorfismo y C y C, quedan fijos. Ahora bien, utilizando la cuenta
de la demostracion anterior, se tiene que:
CSCTCS = q(q_2Tsr - q_lTr - q_lTs + Tl)q% (C]_lTs - Tl)
= q% (q_3Tsrs - q_2T7‘s - q_2T32 + (]_ITS - q_QTsr + q_lTr + q_lTs - Tl)
3, _ _ _ _
= q2(q 3Tsrs —q 2Trs —q 2(q - 1)Ts —q 1T1+
+ qilTs - q72Tsr + qilTr + qilTs - Tl)
= q% (qigTsrs - qizTrs - qilTs + qisz - qilTl"i‘
+ q_lTs - q_2TST + q_lTT + q_lTs - Tl)

3

= q§ (q_3Tsrs - q_QTrs - q_ZTsr + q_lT'r + (q_l + q_2)Ts - (1 + q_l)Tl)

En particular, sustrayendo Cy = ¢2(¢~'T, — T1) = q2(¢2T, — ¢~'T}) a ambos
lados, resulta:

CSOTOS - Cs = q% (qigTsrs - q72Trs - quTsr + qilTr + qilTs - Tl)

Es inmediato comprobar que la expresion del lado derecho es del tipo del Teorema
2.4.1| (b), y por lo tanto se concluye el Lema. ]

OBSERVACION: Todos los polinomios de Kazhdan-Lusztig en este caso satisfacen
P,., = 1. Esto sucede en virtud de que el grupo S3 es un grupo diedral, y ya
establecimos la validez de la Proposicién [2.4.5

Como consecuencia de los calculos que hicimos, o bien como corolario inmediato

de la Proposicién [2.4.5] resulta que:
L] Ci = Tl-

s O =q (T, +Th).

N|=

u OT/, = qi (TT + Tl)

Cl.=q¢q ' Ty +T,+ T, +T1).
(

q_l Trs + TS + Trr- + Tl)

’
C’f‘ S

3

Co=q2Tys+Trs + T +Ts + T, + 1).

STSs

3.5.2. La categoria B(S;)

Consideremos el anillo R = R[z,y, z]. Existe una accién natural de Sz en R. La
reflexion simple s intercambia x e y. Esto es:

s-f(x,y,z) = f(y,:L’,Z).
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Analogamente, la reflexién simple r intercambia y y z. Luego, si llamamos R® al
subconjunto de R invariante por la accién de s, resulta que R® = R|z + y,zy, z].
Del mismo modo, R" = R|z,y + z,yz]. Por otro lado, se tiene que el subanillo R®"
invariante por la accién de s y r resulta ser:

R =Rz +y+ z,2y + yz + zz, xyz].

Como antes, consideramos la graduacién en R tal que a las indeterminadas x, y, 2
asigna grado 2. Consideramos ahora B; = R®gs R(1) y andlogamente, B, = R ®pr
R(1).

Ahora definimos By, = B;®g B, (la razén de la eleccion de esta notacién quedard
clara en un momento). Del mismo modo B,s = B, ®g Bs.

Finalmente, llamemos By,.s = R ®ps.r R(3).

Introducimos la categoria B(S3) como la categoria de R-bimédulos Z-graduados
que son isomorfos a sumas directas y desplazamientos de objetos del conjunto:

I= {R, Bsa Bra Bsra Br57 Bsrs}-
Teorema 3.5.4 Si M, N € I, entonces MN es isomorfo a una suma directa de
desplazamientos de objetos de 1.

Demostracion. Vamos a ir demostrando caso por caso, a continuacién. O

Comencemos notando, como en la demostracién del Lema [3.3.5, que si p € R,
entonces p — sp es un polinomio miltiplo de y — x. Del mismo modo, p — rp es
multiplo de z — y.

Llamamos as =y — 2 y o, = 2z —y. Si definimos P; : R — R*y ds : R — R’ por:

. Dt sp
Ps(p) = 9 )
. pP—S5p
as(p) = 20.

tenemos una descomposicién:

b= PS(p) + asﬁs(p)a
la cual, a su vez, induce, como antes, un isomorfismo de R*-bimdédulos graduados:
R= R ® R (-2).
Lema 3.5.5 Se tiene el isomorfismo BsBy = Bs(1) ® Bs(—1).
Demostracion. Procedemos usando el isomorfismo anterior.
B;Bs; = (R®gs R(1)) ®r (R ®gs R(1))

~ RQ®pr: RQgs R(2)

~ R ®Rs (RS ) RS(—Q)) ®Rs R(?)

~R ®Rs R? ®Rs R(2) D R@Rs RS(—Q) ®Rs R(Q)

~ RQ®p: R(2) ® R®p: R

= Bs(1)®Bs(_1) [
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OBSERVACION: Este isomorfismo se puede interpretar en el dlgebra de Hecke con la
identidad:

(T, +T0)q 2 (Ts + T)
T2+ 2T, + Th)

(q — VTs + qTh + 2T + TY)
g+ 1)(T, +Th)

=q¢  (Ts+T) + (T, + T1)
=q:C+ 2 C,

=vC! + v 'C!

)_l

Lema 3.5.6 Eziste un isomorfismo BB, = Bg,.(1) @ Bg.(—1).
Demostracion. Usamos el Lema anterior:

B,B,, =~ B;B,B,

(Bs(1) ® Bs(-1)) ®r B

B, ®r B,(1) ® B, ® B.(—1)

=~ By (1) @ By (—1). O

lle 11

le

OBSERVACION: En el dlgebra de Hecke tenemos, usando la Proposicién la
igualdad:

C'C =q 2 (Ty+T)qg (T + T+ T, +T1)
= (T T + T2+ Toy + Ty + T + Ty + T, + T1)
— ¢ (g = DT + qTy + (¢ = )Ty + qTy + 20 + 2T, + T, + T})
=g 2 (g+ V(T + T, + T, + T))
= ¢ (q + 1)qC,

1
= 2CL +q2C,
~1
=vC!l +vCL.

Lema 3.5.7 Eziste un isomorfismo BsBg.s = Bg.s(1) @ Bgrs(—1).

Demostracion. De nuevo, utilizamos el isomorfismo R = R* @ R*(—2).

ByBys = (R®p: R(1)) @r (R ®per R(3))
~ R®p: R®pgsr R(4)
~ R@p (R*® R*(~2)) @rewr R(4)
~ R®ps R° Qrer R(4) ® R ®@ps R* Qpsr R(2)
~ R@per R(4) ® R ®@per R(2)
= Bys(1) @ Bars(—1). O
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OBSERVACION: En el dlgebra de Hecke tenemos, por otra parte:

C'C = (To+Ty) + q 3 (Tops + Tog + Tyy + Tu + T, + )

= (T Tas + Tars + TTag + T2 + Top + Ty + Tyrs + Tys + Top + T + T, + T1)

= ¢ 2((q = VTys + qTys + Tops + (¢ — DTy + qTo+
+(q—DTs+qN + Ty +Ts + Tgs + Tos + Tor + Ts + T, + T1)

=q g+ V) (Tos + Ty + Top + T, + To + T1)

= ¢ %(q +1)q3C,

= ¢ :Cl + 42 CY,,

= v’

e vall
s+ C

STrs”

Un resultado clasico de la teoria de invariantes establece que hay un isomorfismo
de R*"-bimdédulos dado por:

R= @ R (-2((w)). (3.3)

w€S3

(se puede hallar una prueba en [7, Corollary 4.1.11 (a)]). Este isomorfismo implica
el siguiente hecho.

Lema 3.5.8 BsrsBsrs = Bsrs(_B) @® Bsrs(_1)®2 @® Bsrs(l)(_D2 @ Bsrs(S)-

OBSERVACION: En el algebra de Hecke, segtin se puede verificar realizando las mul-
tiplicaciones cuidadosamente (quizds sea conveniente armar una tabla de multipli-
cacién de T, T, para a,b € S3):

Cl O o=q (Taps + Top + Tps + Ty + T, + T1)?

srs srs
=v 20l + 20Ol + 200 4+ v3C .

Srs STrs

Lema 3.5.9 B,B,, = B,,. ® B,.

Demostracion. Vamos a definir cuatro morfismos de R-bimdédulos. El primero es el
morfismo m, : B, — R dado por:

ms: R®gs R(1) > R
P& q—pq.
El segundo es el morfismo m? : R — B, dado por:
m¢: R — R®gs R(1)

loa,®1+1®a,,

donde, recordemos, a, = y — x. Observemos que esta aplicacién es realmente un
morfismo de R-bimédulos, ya que para cada p € R se cumple que m?(1)p = pm2(1).
En efecto:

mi(p = (s ®1+1® ay)p
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=0;Qp+ 1R asp

= a5 ® (Ps(p) + as05(p)) + 1@ as(Ps(p) + a;s0s(p))

= a,Py(p) ® 1 + s05(p) @ a5 + Pu(p) @ s + 05 (p)a? @ 1
= pas; @ 1 + pas

= pmg(1),

donde en el tercer paso usamos que a? = (y — z)* € R*.
El tercer morfismo que necesitaremos es js : BBy — By, dado por:

js : R®ps R®ps R(2) —> R®ps R(1)

PRI h — pds(q) ® h.

Si comprobamos que esta aplicacién esta bien definida, entonces es obvio que es
un morfismo de R-bimdédulos. Para esto, basta notar que para cada elemento r° € R*
se cumplen:

Js(pr*®@q®h) = j(p@riq®h),
Js(p®qr*@h) = js(p®q®r°h).

Esto surge de observar que d; es un morfismo de R*-médulos (a izquierda o
derecha).

Finalmente, nuestro tltimo morfismo es j¢ : By — B;B;, dado por:
jg : R@Rs R(].) - R@Rs R@Rs R(Z)

PR®q¢—>pR1I®Q.

De manera anéloga, podemos definir los morfismos m,., m?, j, y j&.

Para no sobrecargar la notacion, evitaremos escribir los morfismos identidad. Por
ejemplo, si nos referimos al morfismo m,. : BB, B, — B,Bj, estaremos hablando del
morfismo id ®@m, ® id.

Afirmacion 1: Si llamamos e = —m 0 j%o jsom, : BsB,Bs — BsB, B, entonces
e resulta ser idempotente.

Para ello, basta notar que la composicién js o m, om® o j¢ : By — By es —id.
Una consecuencia de la Afirmacion 1 es que:

BsB,Bs; = Im(1 —¢) @ Im(e),

pues si e es idempotente, se verifica que 1 — e es un idempotente ortogonal a e. De
las definiciones de los morfismos, es evidente que m, y js son sobreyectivas y mg y
J& son inyectivas. En particular, esto implica que:

Im(e) = Im(m o j¢) = B,.

Para concluir con la demostracién del Lema, demostraremos el siguiente hecho:
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Afirmacion 2: Im(1 — e) = Bg,s.

Llamemos 1® = 1® 1®1® 1 € R®ps R ®rr R ®gs R, y llamemos (1%) al
R-bimédulo generado por 1%,

Vamos a comprobar primero que Im(1 — e) = (1%). Para esto, notemos que
(1 —¢)(1%) = 1%, de modo que (1¥) < Im(1 — e). Reciprocamente, notemos que ya
sabemos que (1 —¢)(1%) € (1%) y veamos ahora que (1 —e)(1Qx®1® 1) € (1%).

En efecto, por un lado, en BB, B, se tiene:

I®YUR1I®1I=(r+9)R1R®1Q1-1QxR1®1. (3.4)

Pero, por otro, por definicién es:

1 1
(1—@u®x®1®1y=h3x®1®1—5@0&40@1@1—§®1®C%—w®1

Y aplicando la ecuacién (3.4]) en el segundo y en el tercer término del lado derecho
resulta que:

1 1
(1—@u®x®1®1y=§x+y—@®1®1®1+1®1®1®§@+y—2)

Esto prueba que (1 —e)(1®2®1®1) € (1®). Ahora bien, como BB, B, estd gene-
rado por 1® y 1® x ® 1 ® 1, resulta que la imagen de 1 — e estd generada por las
imdgenes bajo 1 — e de dichos elementos y como ambas estdn en (1%) resulta que
Im(1 — e) < (1%), como querfamos.

Finalmente, veamos que (1®) =~ By,,. Para esto, si consideramos:
R@RS,T R(B) - BsBrBs
P®I—>pPRALIR1IR®,

este resulta ser un morfismo de R-bimoddulos graduados. Ademas, esta claro que su
imagen es (1%). Por otro lado, por el isomorfismo ([3.3)) resulta que también se tiene
el isomorfismo de R-bimdédulos graduados:

Bys = R(—=3) @ R(—1)®* ® R(1)®* @ R(3).

Ademés, recordemos que tenfamos el isomorfismo By = R(—1) @ R(1). En par-
ticular, resulta que:

B,B,B, = (R(—1)® R(1)) ®r (R(—=1)® R(1)) ®r (R(—1) ® R(1))
=~ R(-3)®R(-1)%P @ R(1)® ® R(3)

Para concluir, notemos que de la descomposiciéon BsB,Bs; =~ Im(1 — e) @ Im(e)
y del isomorfismo anterior se observa que, en cada componente homogénea, By, e
Im(1—e) tienen la misma dimensién como R-espacios vectoriales de dimension finita.
Como una aplicacién lineal sobreyectiva entre espacios isomorfos es un isomorfismo,
se concluye la demostracion. O
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Capitulo 4

La Conjetura de Kazhdan-Lusztig

4.1. Kazhdan-Lusztig y Soergel

El objetivo de este capitulo final es discutir informalmente algunas motivaciones
para el estudio de los Bimdédulos de Soergel, como una herramienta para probar una
importante conjetura formulada por David Kazhdan y George Lusztig en 1979 en
su articulo [5].

Una formulacion precisa de dicha conjetura es la siguiente:

Conjetura 4.1.1 Los polinomios P, ,, definidos en el Teorema tienen coefi-
cientes no neqativos.

La conjetura originalmente estaba formulada para un grupo de Coxeter arbitra-
rio, sin embargo el primer acercamiento a una prueba fue dada precisamente por
Kazhdan y Lusztig en 1980 al probar la veracidad de esta afirmacién para el caso
en que W es un grupo cristalogréfico, i.e. mg € {2, 3,4, 6, c0}.

En 1981 Beilinson-Berstein en [I] y Bryliski-Kashiwara [3] dieron una prueba
completa de la conjetura usando herramientas de ecuaciones diferenciales algebrai-
cas, teoria de haces perversos y la teoria de pesos de Deligne, con ideas geométricas
bastante sofisticadas que, segiin establece Bernstein, comienzan traduciendo el enun-
ciado de la conjetura a problemas equivalentes en otras areas de la matematica, cada
vez mas lejos del problema original.

La motivacion en poder demostrar la conjetura residia en que los polinomios de
Kazhdan-Lusztig, segin se sabia, jugaban un rol clave en, por citar algunos ejemplos:

» La descripcion de Lusztig de los caracteres de un grupo de Lie finito.

= Las representaciones racionales de grupos algebraicos reductivos en carac-
teristica positiva.

= Formulas para los caracteres de médulos simples para algebras de Lie afines y
grupos cuanticos en las raices de la unidad.
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= La correspondencia geométrica de Langlands.

= Polinomios simétricos, polinomios de Macdonald, coeficientes de Littlewood-
Richardson.

= Combinatoria algebraica.

En otra direccién, en 1999, Patrick Polo publicé el articulo [I3] en el cual estable-
cié que esencialmente todos los polinomios con coeficientes positivos son polinomios
de Kazhdan-Lusztig en algin grupo simétrico. Mas precisamente.

Teorema 4.1.2 (Polo) Si p es un polinomio con término independiente 1 y coefi-
cientes no negativos, entonces existen elementos x,w en un grupo simétrico, tales
que Py, = p.

En 2014, en tanto, Ben Elias y Geordie Williamson dieron otra demostracién
de 4.1.1], en este caso completamente algebraica, elaborando y empleando técnicas
novedosas de Teoria de Hodge, y probando otra conjetura sobre la que hablaremos
a continuacion, en este caso de Wolfgang Soergel.

Siguiendo la terminologia del Capitulo 3, Soergel formulo la siguiente afirmacién
en [15], que él mismo no pudo demostrar.

Conjetura 4.1.3 (Soergel) Para todo x € W existe un Z-mddulo graduado indes-
componible B, tal que E(CY) = (B,).

En el mismo articulo [I5], Soergel demostré que esta conjetura implicaba la
veracidad de [£.1.1]

Como se mencioné anteriormente, Elias-Williamson dieron en [4] una novedosa
prueba de este resultado, que senté una base para el estudio de una nueva area de
la matematica, bautizada como “Teoria algebraica de Hodge” .
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