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Resumen

Las opciones efticas son contratos financieros cuyo valor depende del camino seguido
por el precio del activo subyacente. En este trabajo estudiaremos la Galagciasopciones
exoticas en particular las opciones barrera, lookback yatisas. Asumiremos un compor-
tamiento de los precios de las acciones acorde a un movimient@egrgmmibrowniano. Adeids,
supondremos ciertas lifesis de mercado tales como la ausencia de arbitrage y una tasa libre
de riesgo constante.

En los cafitulos 1 y 2 presentamos algunos conceptos matiens y financieros &sicos
necesarios para la compremsidel problema. En el cé#plo 3 introducimos nociones dalculo
esto@stico dentro de la tetarde 1D y su aplicadn a la formuladn y obtenaddn de la brmula
de Black-Scholes-Merton. En el dago 4, desarrollamos la telar de valuadn de opciones
exbticas, obteniendo las ecuaciones diferenciales correspondientes y sus soluciones.

Palabras clave: Opciones efiticas, movimiento geoétrico browniano, principio de no
arbitrage, teda de 1D, formula de Black-Scholes-Merton.
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Introducci on

En losultimos dlos, se ha incrementado en los mercados financieros la comercéiigaci
una clase de contratos llamaddsrivados financierad.os derivados son contratos cuyo valor
al momento del vencimiento depende del valor del activo subyacésieamente, del precio

de las acciones. Entre losasiimportantes se encuentran los futuros, los forward y las opciones.

Es asque en lodiltimos 50 &os ha emergido una nueva disciplina cifice: La teora de las
finanzas. Sin perder de vista sus aplicaciones a aspedéicticps de comercio y regulaxi, la
teofia de finanzas se ha convertido en una nuealde investigadn dentro de la mateatica.
De hecho, muchos de los desarrollogrieos en finanzas han encontrado inmediata apboaci

en mercados financieros.

Una de las investigaciones ciéfitas nas importantes y sobre la cual se basa este trabajo,
es la desarrollada por Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton. Enisulagublicado
en el &0 1973, The pricing of options and corporate liabilitie8lack y Scholes exponen
una Brmula para valuadn de opciones financieras, conocida actualmente contoriaufa de

Black-Scholes-Merton.

En 1969, al tiempo que F. Black y M. Scholes comenzaban a trabajar en la ébtdeda
formula, Robert Merton introdi@ el clculo estoastico en el estudio de las finanzas. Su aporte
permitid entonces perfeccionar la investigatide Black y Scholes. En particular, asumiendo
ciertas hiptesis en el modelo de mercado, establecieron que es posible manteedgeen la
posicbn sobre la opéin, invirtiendo simulineamente en acciones y en dinerd, fsformula

de valuadbn de opciones Black-Scholes-Merton permite valuar las opciones yaadesolver
7
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un problema de hedging. Cabe destacar que por estos avances eraldadas finanzas, Sc-
holes y Merton merecieron el Premio Nobel de Ecoreen 1997. Fisher Black habfallecido
en 1995.

El objetivo final de nuestro trabajo es aplicar las herramientasatiallo estoéastico para
la valuacon de las opcionesxdticas en particular de las llamadas opciomesrera, lookback
y ashticas Simulaneamente mostrarema@ao es posible obtener un hedge para cada una de
ellas.

En los cajfitulos 1 y 2 presentamos algunos conceptos matieos y financieros dsicos
necesarios para la compremsidel problema. En el céplo 3 introducimos nociones déiculo
esto@stico y la aplicadin de esta teta matenatica a la formulaén y obtenadbn de la brmula
de Black-Scholes-Merton. Finalmente, en elitalp 4, desarrollamos la telarde valuadn de
opciones efiticas.

Se anexa a este trabajo uréadice y una secgh de ejercicios. En estdtima se verifica en
forma directa que las soluciones obtenidas en dtalap4 para el caso de las opciones barrera'y
lookback, satisfacen la correspondiente ecuadie Black-Scholes-Merton. Para el caso de las
opciones asiticas 8lo es posible obtener una ecuatidiferencial, la cual puede ser resuelta

de forma exgkita en el caso particular de un precio strike igual a cero.



Capitulo 1

Conceptos generales de la Teta de
Probabilidad

En este cajulo daremos conceptos generales de probabilidad que riosiadispensables
para desarrollar eladculo estoastico.

Es necesario primero exponer algunos ingredieréisikbs de la te@a de probabilidad, para
luego poder abordar los conceptoasnmportantes en los que se basa la matea financiera.
Entre ellos se encuentrasperanza condicional, martingalaproceso de Markov.

Poraltimo analizaremos la no@n destopping timeen forma discreta y daremos una breve

descripcbn de su forma continua.

1.1. Nociones hsicas

Definicion 1.1.1. Seaf) un conjunto no vao. Seal’ un numero fijo positivo, y supongamos
que para cada € [0,7] hay uno- algebrar (¢) de 2. Supongamos aders que sis < ¢,
entonces cada conjunto eris) esé tambén enf (). Entonces decimos que la colemti (¢)

deo-algebras con€ t < T es undiltracion.

Ejemplo 1.1.2 (discreto). Pensemos en el experimento de tirar la moneda 3 veces y consid-
9
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eremos) = {ccc, ccx, cxe, ...} donde denotamos per= cara yx = cruz. Sea =0, 1, 2, 3.
Entonces,

F(0)={0,Q};

F (1) =40, Q,{ccc, ccx, cxe, cxx}, {xce, xex, xre, xrxt};

F(2) =10,9Q, {ccc, cca}, {cxc, cxx}, {xce, xcx}, {xxe, xxx}, uniones de estos

F(3) = P(Q)

sono- algebras para cada= 0, 1, 2, 3, y satisfacen que(0) C £ (1) C F (2) C F (3).

Definicion 1.1.3. SeaX una variable aleatoria definida en un espacio muestral rio ¥ad.a
o- algebra generada pof, y que denotamos pet( X ), est dada por todas las preagenes de
X.(ie:X:Q—Rv.a.cono(X)={X"1A): A€ B (R))}).

Definicion 1.1.4. SeaX una variable aleatoria definida en un espacio muestral rio ¥aSea
G unao- algebra de). Decimos queX esG-medible sio(X) C G.
Una variable aleatori&X esG-medible siy 6lo si la informacdbn disponible erg; es sufi-

ciente para valuak'.

Ejemplo 1.1.5 (Modelo binomial de 3-petodos). Seaf2 como en el Ejemplo 1.1.2 y consid-

eremosS, S1, Sz, S3 las variables aleatorias definidas sofdrdadas por:
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S3(wr,wa, €) =2+ Sa(wr, w2, ¢)
S3(wy, we, T) = % - So(wy,we, T).
El valor de estas variables se describe efriedl 1.1
Observemos qué; (wq, wa, ws3) = St(wy) Y Se(wr, ws, w3) = So(wr, ws), con lo cual obten-
emos
Si(c) =2-5(0)
Si(@) = § - S(0)

So(wry,¢) =2+ S (wq)
Sz(u)l,ll) = % : S1<W1)

Ss(wi,ws, ¢) = 2+ Sy(wr, ws)

53(0117012,917) = % : 52(001,002)-

Ss(c,c,c) =32
5(c,c,ws) =16

Ss(c,c,x) = S3(c,x,c) = S3(x,c,c) =8

2(671"7“}3) = 52('7:767 Ld5) =4

Ss(e,x,x) = S3(x,c,x) = S3(x,z,¢) =2

Figura 1.1: Modelo binomial de tres pedos



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES DE LA TEORIA DE PROBABILIDAD

En general, a esto lo denotaremos de la siguiente manera:
S(0)=4
Siyi(c) =
Sivi(z) =

<

2.5,
15 coni =0,1,2.

A los factores 2 y% gue hacen que la variabls aumente o disminuya en cada tirada, los
[lamaremodactores up y downmespectivamente.

Antes de calculas (S;), consideremos la siguiente notaciones:
A, = {cce, ccx, cxe, cxxl;
A, =A{xce, xex, xxe, xaxl;
A = {ece, cexl;

Ao = {xce, xexl;

Calculemosr(S,) :

(@ siAN{1,4,16} =0

0 si{1,4,16} C A
5514 = Ay si{l,4,16} N A = {1}

Ae UA, si{l,4,16} N A = {4}

Ace si{1,4,16} N A = {16}

Uniones de estos en otro caso

\

Entoncesr(S:) = F(2) \ ({4} U{A.}). Porlo tantog(S2) C F (2). De esta manera, se
cumple la Definiadn 1.1.4 yS; esf (2)- medible.

Definicion 1.1.6. Un proceso estdasticose define como una coleéai de variables aleatorias

X(t), cont € T, todas definidas sobre un mismo espacio de probabili@aé, r ), dondeT
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es un subconjunto de-oo, +00) y puede ser pensado como el conjunto sobre el cuéd ehr
parametro del tiempo.

Cuando? es un intervalo, decimos qUyeX (¢) };c7 €S un proceso estastico aparametro
continug y si 7 es un subconjunto delmeros enteros decimos que tenemos un proceso es-

tocastico aparametro discreto
Dada una filtrad@n y un proceso estastico podemos relacionarlos de la siguiente manera:

Definicion 1.1.7.Sea) un espacio muestral no viacon una filtradn F (¢),0< ¢ < T', donde
T es un fimero fijo positivo. Sed X (¢) }o<:<r Un proceso est@stico. Decimos que dicho

proceso estadaptadaa la filtracbn £ (t) si, para cada, la variableX (¢) esF (¢)- medible.

Este es el tipo de proceso con el que trabajaremos, debido a que necesitaremos en cada
tiempot utilizar lo la informacbn obtenida hasta ese momento. En gene¥dt,) seia el
precio de algn producto financiero y (¢) la informacbn disponible en tiemporelacionada
al comportamiento de ese precio hasta el momeniaclusive, y del cual no conocemos su

comportamiento a futuro.

1.2. Esperanza condicional

Definicion 1.2.1. Sea({2, P, F ) un espacio de probabilidad. S&auna variable aleatorig -
medible yF , uno- algebratal qué o C f . Laesperanza condicionalb'( X |F () deX af o es

una variable aleatoria que cumple:

a) F o- medible,

b) VA€ Fo, [, E(X|Fo)(w)dP(w) = [, X(w)dP(w).
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Esta nueva variable nos proporcionaastimador para la variableX en la nuevar- algebra
I o. La propiedad a) asegura que este estimador eismis$0 una variable aleatoria basada en
la informacbn def .

La segunda propiedad asegura que esta variable es efectivamente un estimiadoudeto
mas grande se@,, es decir, cuanto &s conjuntos posea, mejor 8@ estimador. Esto se debe a
gue ambas variables tienen el mismo promedio sobre todos los conjuritgs@emo veremos
en los pbximos dos ejemplos, $i, es elo-algebra trivial, este estimador es escasamente el
valor esperado d& . En cambio, si consideramog-@ como todof , obviamente, el estimador

es exactament&'.

Notal.2.2 Consideremos los tiempos discretos 0, 1, 2, ...,N y lafiltracion f ¢ C F; C

F2 C .. C Fy = F deo- algebras definidas alogamente al ejemplo 1.1.2. Se observa que
la variableE (X |F ;) es el valor esperado de calculado desde el tiempo= i. Es decir, es el
valor que se espefiarde la variableX en tiempot = N, utilizando la informadin disponible

ent =i.

Ejemplo 1.2.3.Sear ; = {0, 2}. SeaX una variable aleatoria- medible.E(X|f ) = Y debe

serf (- medible. O sea,
Y t{a}) =0 0 Y '{a})=Q  VaeR,

entonces existé € R tal queY (©2) = by por lo tantoY” es constante. Luegh (X |F,) =
E(X), pues por b):

| X@ipe = [ BxiFa@ape) = [

Q

peroE(X) = [, X(w)dP(w), y por lo tantob = E(X). LuegoY = E(X).
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Ejemplo 1.2.4. Consideremos ahora, C f y X una variable aleatoria, - medible. En-

tonces,

E(X|Fo)(w)=X(w) ae. (1.1)

ComoX esfF ( - medible, tenemos que se cumple la propiedad a) de la DéiinicP.1.

Ademas, al setX una variable aleatorifiy- medible, nos basta la informaci enf , para
valuarla. De esta manera, los promedios sobre todos los conjuntassi® todos los prome-
dios posibles de calcular pakj ad facilmente obtenemos la segunda propiedad en la défimici

de esperanza condicional y queda demostrado (1.1).

En contraste con variablgs- medibles, tenemos la idea de independencia. Es decir, si la
informacibn enF es suficiente para valuar una variallgoor ser est& - medible, uns- algebra

G es independiente d€ cuando la informaén enél no sirve para valuarla.

Definicion 1.2.5 (Independencia)Sea((2, P, F ) un espacio de probabilidad, y seag H sub-
o- algebras de (ie: los conjuntos e y los conjuntos er{ estin tambén enf). Decimos

gue esas dos- algebras somdependientesi
P(ANnB)=P(A)-P(B) YA€ G,VB e H.

SeanX eY dos variables ef2, P, F ). Decimos que esas dos variables aleatoriasirsde
pendientesi laso- algebras que generam(X) y o(Y'), son independientes. Decimos que la

variable aleatoria X es independiente dehlgebrag sio(X) y G son independientes.

Teorema 1.2.6 ( Propiedades de la esperanza condicionafea (), P, F ) un espacio de

probabilidad y seaj unao- algebra tal queg C r .
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1) (Linealidad de la esperanza condicionapeanX eY variables aleatoriag - medibles

e integrables y; y ¢, constantes, entonces
E(ClX —|— 02Y|g) = clE(X|(]) + CQE(Y|g)
1) (Tomando sobre lo que es conocid8) X e Y son variables aleatoriag - medibles e
integrables, yX esg - medible, entonces
E(XY|G) = XE(Y|G).
I11) (Condicionamiento iteradoBi H es unac- algebra tal queH C Gy X es una variable
aleatoriafF - medible e integrable, entonces

E(E(X|9)[H) = E(X|H).

IV) (Independencia)Si X esF - medible, integrable e independiente@eentonces

E(X|G) = E(X).

V) (Desigualdad condicional de Jenserfpi o es una fun@n convexa de la variabley X

esl - medible e integrable, entonces

E(e(X)]9) = p(E(X]F)).

Lema 1.2.7 ( Independencia ).Sea((), P, F ) un espacio de probabilidad, y s&auna o-
algebra tal queg C F . Supongamos que las variabldsg, ..., X songG - medibles y que las
variablesY, ..., Y7, son independientes de Seaf(xy,..., 2k, y1,-..,yr) Una funcén de las

variableszy, ..., g Y1, ..., yr, y definamos

g([L‘l, ,I’K) = E(f(l’l, e, Tf, Y1, 7YL))

Entonces
E(f(Xh ...,XK7Y1, ,YL)|Q) = Q(le ,XK)
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1.3. Martingalas

Definicion 1.3.1. Sea(2, P, F ) un espacio de probabilidad, s€aun nimero fijo positivo, y
seaf (t), 0 <t < T, unafiltracbn de sube- algebras d¢ (ie: F(s) C F(t) C F,V s <t).

Consideremos un proceso esistico adaptadd/(¢), 0 <t < T.

1) Si
E(M(t)|F (s)) = M(s) Vs,ttalqued <s <t <T,
decimos que este proceso es WWM@RTINGALA No tiene tendencia a aumentar o dis-

minuir.

1) Si
E(M(t)|F (s)) > M(s) Vs, ttalqued < s <t <T,
decimos que este proceso es BIABMARTINGALANOo tiene tendencia a disminuir;

puede tener una tendencia a aumentar.

1) Si
E(M®)|F(s)) < M(s) Vs,ttalque0<s<t<T,

decimos que este proceso es SUHPERMARTINGALANo tiene tendencia a aumentar;

puede tener una tendencia a disminuir.

Ejemplo 1.3.2. Consideremoq Sk } k>0 como en el Ejemplo 1.1.5 cofi;;1(c) = S; - uy
Siti1(x) = S;-d, (0 < d < u). Seap la probabilidad de que en una tirada de la moneda, el
resultado sea cara. Calculem®6Sy 1 | F (K)).

ParakK = 0:

E(S1|F(0)) = E(S1) = pSi(c) + ¢Si(x) = puSo + qdSo = (pu + qd)So,

cong=1—np.
En la primera igualdad usamos el Ejemplo 1.2.3, donde calculamos el valor esperado condi-

cional alo - algebra trivialr (0).
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Parak = 1:
Sabemos que (1) = {0,9, A., A, } y recordemos qué’(Ss|F (1)) debe satisfacer las

siguientes igualdades:

t/E@vmwwmwz/smwmw

c A

‘AE@vmmwmw—Asmwmm

PeroE(Sy|F (1)) debe ser constante e y A, por lo tanto
/A E(Sa|F (1)) (w)dP(w) = E(So|F (1)) (w)P(Ae) = pE(So|F (1))(w),  Vw € A..
Por otro lado,

/A So(w)dP(w) = Sy(cc)P(Ag) + Sa(cx)P(As) = uSi(c)p® + dSi(c)pq
= pSi(c)(up + dq).

Entonces,
/ So(w)dP(w) = pSi(w)(up + dq) Yw € A..
Ac

En conclusbn,

E(S|F (1))(w) = (pu+qd)Si(w)  Vw € A
De manera similar, podemos probar que

E(S[F(1))(w) = (pu+qd)S:(w)  Vw € A,

Y en ambos casos tenemos

E(Ss|F (1))(w) = (pu+ qd)S;(w) Yw € Q.

De manera a@oga podemos ver que
E(Sk|F (K)) = (pu+qd)Sk, VK >0

Por lo tanto:
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» Sipu+ qd =1 entonceg Sk, I (K)} x>0 €S una martingala
» Sipu+ qd > 1 entonceg Sk, F (K)} k>0 €s una submartingala

» Sipu+ gd < 1entonceq Sk, F (K)} x>0 €S una supermartingala

1 —d
%conr>0(y0<d<1+r<u)resulta:
u—

put+gd=pu+(1-pd=plu—d)+d=14+r)—d+d=(1+r)>1

Por ejemplo, tomandp =

Estap es siempre positiva debido a la bitpsis de no arbitrageoncepto que desarrollare-
mos en el pbximo captulo.
Entonces{ Sk, F (K)} k>0 €s una submartingakmjo p, dondep se denomin&robabilidad

de riesgo neutral

1.4. Proceso de Markov

Definicion 1.4.1. Sea(2, P, F ) un espacio de probabilidad, s€aun nimero positivo fijo, y
seaf (t) con 0< t < T una filtracbn de subs- algebras d¢ (ie.: F(s) C F(t) C F V s,t
tal que 0< s < t). Consideremos un proceso eststico adaptad®.X (¢) }o<:<r. Supongamos
que para todae,t tal que 0< s <t < T'y para cada funéin f no negativa medible-Borel, hay

otra funcbn medible-Borel; tal que
E(f(X@)IF (s)) = 9(X(s))- (1.2)
Entonces decimos queX (¢) }o<:<r €S unproceso de Markav

En la definicon de arriba, la funéin f puede depender del tiempo y por lo tapttambién
lo haid. Esto no se indicen (1.2) porque se desea enfatizamo funciona la dependencia en
cada punta € (2.

Siindicamos la dependencia en el tiempo escribief{dor) en lugar def (x), obtendramos

E(f(t, X(0)IF(s)) = g(s, X(s)).
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Ejemplo 1.4.2. En el marco del Ejemplo 1.3.2, consideremos un modelo binomiaV de
pefiodos ¢ = F (N) = P(Q)).

Fijemos un tiempdy y definamosX = Sg—; yG = F(K). EntoncesX = u Siwg1 = ¢
y X =dSlwgy = .

Dado queX depended&lo de la tiradg K + 1), X es independiente dg Definamosy” =
Sk, entoncesy” esG- medible.

Seaf una funcion no negativa medible-Borel y 3€a;, y) = f(xy). Entonces,

9(y) = E(M(X,y)) = E(f(Xy)) =p- fluy) +q- f(dy).

El lema de independencia asegura que:

BUSwanlr () = B (52 $ic) IF (K)) = E(WX.Y)[6) = g(Y) = pf(uSic - dSic).

Esto muestra quéSy, ..., Sx } es un proceso de Markov, cgly) = p - f(uy) + ¢ - f(dy).

1.5. Stopping times

Definicion 1.5.1. En un modelo binomial dév-pefiodos, unstopping timees una variable
aleatoriar que toma valores, 1,..., N 6 oo y satisface la siguiente condici:

SiT(w1,wa, .oy Wny Wit 1, .o, Wy ) = N, €NtONCES

T(W1, Way ooy Wiy Wy ey W) =10 Yy, o, Wy (1.3)

La condicbn (1.3) en la definidéin de stopping times establece que sboma el valorn,
entonces se detiene en el tiempoEs decir,m se basa en la informam disponible hasta el
tiempon.

Podemos pensar al stopping time como una regla de ejercicio; por ejemalalccde-
cidimos ejercer un contrato financiero yatwlo no, o tamign, ciando decidimos parar una

estrategia financiera y @ndo no. De esta manera, nosotros basamos nuestradetgsejercer
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en un tiempaoe, en la informadn que tenemos hasta el tiempg no en el resultado de futuras

tiradas de la moneda.

Ejemplo 1.5.2. Consideremos la regla de ejerciciada por la siguiente variable aleatoria

T(cc) =00, T(cx)=2, 7(xc)=1, 7(xx)=1.

Esta variable se describe en la figura 1.2.

no ejercer
T(cc) = 00

ejercer

T(cx) =2

ejercer
T(xc) = 1(zx) =1

Figura 1.2: regla de ejercicio

La variabler definida en? = {cc, cz, zc, zx} toma valores en el conjunt®, 1,2, 00} y

satisface que(z,w;) = 1, Vwy. Por lo tantos es un stopping time ség la Definicbn 1.5.1.

Cada vez que tenemos un proceso estco y un stopping time, podemos definir un pro-

ceso detenido stopped process

Definicion 1.5.3.Sear un stopping time como en 1.5.1y s@, },,cnugo} UN proceso est@sti-
co. El proceso detenid¢o stopped process) definido pores el proceso estastico{Y,,-},

donden A 7 = min{7,n} y Yorr(w) = Yorrw)(w), Vw € Q.

Ejemplo 1.5.4. Volvamos al Ejemplo 1.1.5 y consideremos el procgsg S:, S»} descontado,

conr = i; ie: M, = (%)” S,, el cual es una martingala sobre la probabilidad de riesgo neutral
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p=q4= % En cada nodo, el valor es el promedio de los valores en los dos nodos posteriores.

Esto se describe en la figura 1.3.

Ms(c, c) = 10.24
1(0) =6.40
My(c,x) = My(z,c) =2.56

1(z) =1.60

My(z,z) = 0.64

Figura 1.3: ProcesgS,, },—o.12 descontado

En la figura 1.4, mostramos el proceso detenfdd, ..} dado por el stopping time del
Ejemplo 1.5.2.

M. (c,c) =10.24

1ar(c) = 6.40

MQ/\T(C, fL’) =2.56

Figura 1.4: ProceséM,, },,—o 12 detenido en el stopping time
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Observemos en la figura 1.4 que al igual que en la figura 1.3, el valor en cada nodo es el
promedio de los valores en los dos nodos siguientes. Es decir que se mantiene la propiedad de

martingala. Esto nos lleva al siguiente teorema:

Teorema 1.5.5 (Optional Sampling 1).Una martingala detenida (martingale stopped) en un
stopping time es una martingala. Una supermartingala deterbdaupmartingala) en un stop-

ping time es una supermartingala §ubmartingala, respectivamente).

Demostraddn. Consideremod’,,» > 0 una martingala. Veamos primero qégY; (1) |

F(m)) = Y am.

Para esto, consideramos

A ={w | 7(w) = k}.

Entonces,

A(m—+1) E L, Yen(m+1) E Ia, Yrnr + E L4, YrA(me1)

k=m-+1

—th ok + Z Ta, Y1 = ZﬂAkYk+L><m+l>Ym+1
k=m+1

Con esta expreSn paraY;,,,, calculamos ahora la esperanza condiciafigy (41 |



24 CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES DE LA TEORIA DE PROBABILIDAD

E(Yinmt) | F(m)) = ZE(HAkYk | F(m)) + E(Lr>(ns1)Ymer | Fi(m))
k=0

= 3 L E(Ye | F(m) + Ly EYVonpr | F(m)
k=0

= LY+ Ixgnin)Ym
k=0

m—1

= L4Yi + 14, Y + LogninYm
k=0

m—1

= Y+ LomYim
k=0

TAM

Donde en la segunda igualdad usamos el hechdQué, >, (w) = 1} = {w : Lo, (w) =
1} € F(m). Entonces{w : I,>,,(w) = 1} € F (m). De la misma manergw : L5, (w) =
0} ={w: Lcpn(w) = 1}¢ € F (m). Luego la indicadord, -, esf (m) medible, y por lo tanto
lo esl.>+1)- Por lo tanto, sale afuera del valor esperado.

Supongamos cierto ahora que, para cierte 2, se cumple que
E(Yope | F(m)) = Yonm,  paran+1<k<n-—1

Usamos qué’, »,, se puede escribir como

n—1
Y:r/\n = Z ]IA]CYT/\TL + Z ]IARYT/\n
k=0

k>n
n—1
=D LY+ ) LY,
k=0 k>n

Ahora, usamos la propiedad de condicionamiento iterado, y procedemos inductivamente:
E(Yrpn) | F(m)) = E(E(Yran | F(n—1)) [ F(m))
= E(Ynu-1) | F(m)

= fram,



1.5. STOPPING TIMES 25

Para una submartingala o supermartingala, la pruebaasgan

Notal.5.6 Sabemos que una submartingala tiene una tendencia a subir. En partickijagssi

una submartingala, entoncé$X,,) < £(X,) cuandon < n.
Demostraddn. : Sea 1< m < n, entonces
E(X,F(n—1)) > X,_1.

Luego
E(E(Xa|F (n=1))[F(0)) = E(X,1|F (0)),

Ademas, por la propiedad 1) del Teorema 1.2.6 (Condicionamiento iterado):
E(Xn|F(0)) = E(E(Xu|F (n—1))[F(0)).
Entonces,
E(X,[F(0)) > B(Xo 1|7 (0) > .. > B(Xp|F(0) > E(X,u|F (0)).
0

Esta desigualdad sigue ocurriendo si reemplazam@®r = A n, donder es un stopping

time.

Teorema 1.5.7 (Optional Sampling Il). Sea{ X,, }o<,<n una submartingala y sea un stop-
ping time. Entonces

. Si{X, }o<n<n €S una supermartingala, entonces
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Si{X,}o<n<n €S Una martingala, entonces

Demostraddn. Ver [2] O

Una forma de intentar capturar la misma idea de stopping time en tiempo continuo es pedir

gue para cada> 0 (no aleatorio), el conjunto
{r=t}={w € Q, 7(w) =t}

esé enf (t). Sin embargo, nosotros estaremos interesados en conjuntos de la forma
{w € Q; T1 < 7(w) < T3}, y eso no se puede obtener tomando uniones numerables de
conjuntos de la forméw € Q, 7(w) = t}. Por lo tanto, damos la Definimn 1.5.8 imponiendo

una condiaddbn un poco fuerte:

Definicion 1.5.8. Un stopping timer es una variable aleatoria que toma valores ey
satisface

{r <t} eF(t) Vt>0.

En la Definicbn 1.5.8 de arriba, un stopping timetiene la propiedad que la dedsi de
parar (pensado como regla de ejercicio) en el tiemmtebe estar basada en la inforngauci

disponible en tiempe.

Finalizando, todo lo desarrollado previamente para el caso discreto puede ser formalizado

para el caso continuo (ver [1]).



Capitulo 2

Forward, futuros y opciones

En los mercados financieros de la actualidad, se comercializa una gran variedad de produc-
tos. Entre ellos podemos mencionar: acciones, bonos, indices, derivados, etc. Enitdte cap
comenzaremos desarrollando las ideas principales en las que se basan las finanzas, para luego
poder describir los tres tipos de derivadoasnimportantes: forward, futuros y opciones. Es-
tasUltimas son las que &s nos interesan, pues el objetivo de nuestro trabajo se centra en las

opciones efiticas. Ellas sén descriptas al finalizar este tiato.

2.1. Productos Financieros
Un individuo 6 una instituddbn (empresa, compaa, etc.) puede invertir:

= Sin riesgo: Depositar en un banco a tasa de @sterPor ejemplo: tasa de int&es com-

puesta en forma continua.

= Con riesgo: Invertir en mercados financieros como por ejemplo: Mercado de acciones,

monedas, bonos, derivados, etc.

Describamos lo referido a una invdrsisin riesga
27
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En una operaéin financiera simple, un individuo llamagoestamistantrega a otro llama-
do prestatariouna cierta cantidad de dinero, denominadpital, a cambio de quéstelltimo
lo devuelva al cabo de un cieiempocon un recarg@® interés
Esta operadin es libre de riesgo debido a que ese recargo es acordado de antemano por

ambas partes.

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que un banco ofrece una tasa demti 5% anual.

Si un individuo desea depositar un capital de $1000 en dicho bahgodi retirar la suma
de $1050 al finalizar el pevdo de un &o. EsteGltimo valor se denominaionto, y de esta
manera, el intérs producido por la operawi es de $50.

Esta operadin signifi® un pestamo para el banco. Del mismo modo, es posible que un
individuo pida prestado al banco una determinada suma de dinero qué debeevuelta con

un inteés (no necesariamente del 5% anual).

Tipos de interés: SeaC' el capital disponible en el tiempo= 0. Denominamo€’(t) al
monto producido po€' en el tiempoat y (C(t) — C) al intetes producido po€' en el mismo

tiempo.
= |nterés compuesto discretBe recibe intérs sobre el intés, ie:
C(t)=C(1+r)".

siendor = tasa de intdrs. Esta se define como el irésproducido por la unidad de capital

en la unidad de tiempo.

Se denomina discreto pues losipelos sobre los que se aplicag@simedidos enfes,

meses, s, etc. ( ver nota abajo)

Retomando el ejemplo (1.1.2), el monto obtenido por el individuo al finalizaharea

>
1050 = 1000 { 1 + — | .
( * 100)
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Si en cambiogl quisiera retirar ese dinero al cabo de seis meses, oendr

1

5\ 2

1024,7 =1 14+ —
024,7 000(—1—100)

= Interés compuesto continué diferencia del discreto, el continuo se aplica en cada in-
stante de tiempo. Este se obtiene coimutk del discreto.

Sear unatasa nominal correspondiente a una unidad de tiempo determinadantero
positivo y - una tasa proporcionaka es deciryn veces su unidad de tiempo es la unidad

de tiempo de-.

El interés producido pof- en la unidad de tiempo depor un capital’’ es

1+ =)™

m

Tomando imite cuandon — oo obtenemos

lim C(1+ —)™ = Ce',
m

m—00

y en general tenemos

C(t) = Ce, t>0.
r se dice“tasa nomindl por que no es la tasa que se aplica en &fica.

Existen otras formas de calcular intereses, pero en este trdbajoas concentraremos en

esas dos.

Nota2.1.2 La tasa de inté&s esh relacionada con la unidad de tiempo y la unidad de capital.
Por lo tanto, al calcular intereses es importante expresar los capitales financieros en la unidad

de capital y de tiempo correspondiente a la tasa.
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Valor PresenteSi en tiempa: un capitalC' es disponible y la tasa de inésres-, el valor

presente dé' se define por:

VP(tC)=

C
(1 ) Descuento Compuesto
"

VP(t,C)=C.e " Descuento Compuesto Continuo.

Consideremos ahora los productos financiemsriesgo
Se dice que estos productos tienen riesgo porque el valor a futuro de ellos no puede prede-
cirse. Es decir, en su valor intervienen muchos factores de los que desconocemosacaial ser

comportamiento.

1. Acciones Titulos que emite una empresa, cotfia etc. y cuyos poseedores, llamados
accionistagpasan a ser propietarios de una parte de la empresa.

Las ganancias se pueden obtener :

- Debido a que el valor de las acciones aumenta.

- Por los dividendos(dividends)

2. Commodities Materias primas o productos materiales: oro, plata, cobre, aluminio,

petibleo, maderas, granos, ganado, etc.

3. Monedas Un inversionista decidir sobre la moneda de unipanotivado por la estabili-

dad erél.

4. Bonos Son instrumentos financieros en los que se estipula que el emisor adeuda al tene-
dor una determinada cantidad por la que le pag#ertos intereses, adé@sdel principal,
en determinadas fechas preacordadas. Esta clase de bonos suelen ser emitidos por grandes
empresas y por los gobiernos, como medio de emitir detubdbga que les permita finan-
ciarse a corto y largo plazo. EBrimino bonos se suele utilizar para reflejar una émisi

de deuda a corto plazo y a largo plazo el de obligaci
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5. Indices “Portfolio” hipotéetico de acciones. Un portfolio es un conjunto de activos fi-
nancieros que tiene un inversionigtanstitucbn. Losindices miden el comportamiento
de un conjunto de acciones como una suma ponderada. Se comercializan con contratos.

Dicho portfolio esh disdiado para representar todo el mergautw ejemplo:

. Standard and Poor 500 (S&P500) - USA ( 400 industriales, 20 de transporte, 40 de

servicios jublicos y 40 financieras)

. Dow Jones and Company Inc (DJCI) - USA

0 parte del mercad@or ejemplo:

. JP Morgan’s Emergin Market Bond Index (EMBI)

Nota2.1.3 A menudo diremos long en el activd, que significa poseerlo $short en el activo
” 0 “ selling short que quiere decir vender algo que no se posee, es decir vender algo que se

pidid prestado. Este pstamo debe ser devuelto en activo y no en dinero.

Los instrumentos financieros réainombrados se denominactivos lasicos Existen pro-
ductos con riesgo que se basan o dependen de estos activos y sedéaivados

Derivados Son instrumentos financieros cuyo valor depende o deriva del valor de uno o
mas subyacentes. Los subyacentes son alguno de los adsicsh

Entre los n&s importantes se encuentran los futuros, los forward y las opciones.

Existen dos tipos de mercados en los que se pueden comercializar dichos derivados:

Mercado Formal: Un “mercado formél es un mercado regulado por el estado donde los

individuos comercializan contratos estandarizados. Estos mercados han existido desde un
largo tiempo. El Chicago Board of Trade (CBOT) se estableri 1848 y el Chicago
Mercantile Exchange (CME), en 19109.
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Tradicionalmente los comerciantes de derivados se conocian en el piso del mercado, usa-
ban gritos y un conjunto complicado déias de manos para indicar el comercio que ellos
querian llevar a cabo. Hace und®oa decred este sistema por ebercado electinica

Este involucra negociantes que ingresan las transacciones deseadas a un teclado y una

computadora se usa para concretar la tranéacci

Over the Counter market: No todo el comercio se realiza en mercados formalesvé&it the

counter markees una importante alternativa a ellos. Las transacciondssaqthechas
telefonicamente ota internet, y usualmente, son entre dos instituciones financieras o en-
tre una institudn financiera y uno de sus clientes. Las instituciones financieras a menudo
actlan como haciendo de mercado. Esto significa que ellas siempre disponen un bid price
(un precio al cual ean dispuestas a comprar) y un offer price (un precio al quanest

dispuestas a vender).

El comercio en el over the counter market es generalmente mucho mayor que el comercio

en el mercado formal.

Una ventaja del over the counter market es que éosinos del contrato no deben ser
especificados por el mercado formal. Una desventaja es que hay umpemsgo de

gue el contrato no sea respetado.

2.2. Forward

Un contrato forwardes un derivado particularmente simple. Es un contrato para vender o

comprar un activo en un cierto tiempo futuro denominéidmpo de madurezpor un cierto

precio denominaddelivery price( precio delivery).

Ejemplo 2.2.1. Una corporad@n se compromete a compr&f millon a $1.44/ £, dos meses

desp@s de la firma del contrato.
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Un contrato forward es comercializado en el over-the-counter market, usualmente entre dos

instituciones financieras o entre una instiéurcfinanciera y uno de sus clientes.

Posicbn Long Es la posiagdbn que asume la parte que va@nprarel activo subyacente.
Posicbn Short Es la posidbn que asume la parte que vaenderel activo subyacente.
Utilizaremos las siguientes notaciones:
. K = Precio delivery
. T = Tiempo de mad@z
. r = Tasa de intdrs libre de riesgo

. S(t) = Precio del activo subyacente en el tientpo

Precio forward y precio delivery

Es importante distinguir entre el precio forward y el precio deliveryprgétio forwardes
el precio del mercado que debeser convenido hopara entregar el activo en un tiempo de
madugéz especificado.

Consideremog (t) = precio forward, entonce§0) = K.

Valores del forward

Un contrato forward no tiene valor inicial, ie: $i(t) = valor del forward en, entonces
F(0)=0.

Se denomingayoff al valor del forward e = T'.

Tambén se puede considerar el payoff @eda posicon. El payoff de una posion long en

un contrato forward en una unidad de un activo es
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Esto se debe a que el poseedor del contrat @sligado a comprar un activo que valérl)
por K.
Similarmente, el payoff de una posiai short en un contrato forward en una unidad de un
activo es
F(T)=K-5(T).

Figura 2.1: payoff de una posasi long
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Figura 2.2: payoff de una posam short

Estos payoff pueden ser positivos 0 negativos. Debido a que un forward tiene costo cero al

entrar al contrato, el payoff es tarébila ganancié perdida total del negocio.

2.3. Futuros

Como un contrato forward, urontrato futuro es un acuerdo entre dos partes para comprar

o vender un activo en un cierto tiempo en el futuro por un cierto precio. A diferencia del contrato
forward, los contratos futuros son normalmente comercializados en un mercado formal. Como
las dos partes del contrato no necesariamente se conocergmesrlprovee un mecanismo que

da a las partes una garentle que el contrato serespetado.

La especificadn del contrato futura

= Activo: Se debe especificar la calidad del activo. Cuando este es un commodity, puede
haber bastante variaxi en la calidad de lo que éstlisponible en el mercado. Por lo
tanto, cuando el activo es especificado, es importante que se estipule la clase o clases del

commodity que son aceptables.
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Tamaho del contrato El tamdio del contrato especifica en el mismo la cantidad del activo

que tiene que entregarse .

Lugar de entregaEl lugar donde sérhecha la entrega es especificado. Esto es particular-

mente importante para commodities que involucran significantes costos de tranéportaci

Mes de entregaUn contrato futuro eétrelacionado con su mes de entrega. Se especifica
el peiiodo preciso durante el mes en que puede ser hecha la entrega. Para muchos con-
tratos futuros, el péodo de entrega es el mes entero. El mes de entregadeacontrato

en contrato y es elegido por el mercado conociendo las necesidades de los participantes.

Limites en el Movimiento diario del precioPara muchos contratos, dhite de
movimientos en el precio diario ésespecificado. Si el precio se mueve por debajo de
una cantidad igual alrite del precio diario, el contrato se dice queadshit down Si

este se mueve sobre @hite se dice que estimit up. Un limit movees un movimiento

en cada direcéin igual al Imite del precio diario. El prapsito del Imite del precio diario

es prevenir movimientos de precios grandes ocurridos debido a la esp@cdacesi-

va. Sin embargo, losrhites pueden resultar una barrera artificial al comercio cuando el

precio del commodity subyacente crece o decrapalamente.

Limites de PosicionesEl limite de posidn es el imero naximo de contratos que un
negociante puede poseer. El posjto del Imite es prevenir especuladores que ejerzan

excesiva influencia en el mercado.

Cotizacbn: Los precios de los contratos futuros se dan por unidades del subyacente.

Ejemplo 2.3.1. cvos / bushel = granos; $/ barril = peleo; $/onza = oro.
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El Clearinghouse(Caja compensadora): Es la instithicique garantiza la integridad del mer-

cado de futuros. El clearinghouse es un adjunto del mercado de futurdsaycacho un inter-

mediario en las transacciones de futuros.

La mayofa de los contratos futuros no llegan a la entrega. Esto se debe a que muchos comer-
ciantes o inversionistas eligen cerrar sus posiciones antes tElpee entrega especificado en
el contrato. Esto se realiza a traves @&sing out Closing out significa entrar en un contrato

futuro de iguales caracfsticas en una posian contraria a la original.

Marking to market

Si dos inversores toman contacto enfréisectamente y acuerdan comercializar un activo
en el futuro por un cierto precio, hay obviamente riesgo. Uno de los inversores puede lamentar el
pacto e intentar volverse as. Otra posibilidad que puede ocurrir es que el inversor simplemente
no tenga los recursos financieros para enfrentar el acuerdo.

Se debe organizar el comercio de manera tal que se eviten dichos inconvenientes. Aqui es

donde entran los argenes:

= Cuenta margenPara poder entrar en un contrato futuro, se requiere que el inversor de-

posite fondos en uneuenta margen

= Margen inicial: Es la cantidad que se debe depositar en el momento de entrar en el con-
trato. Generalmente es el 108! 5 % del valor que figura en el contrato. Lo depositan

ambas partes.

= Marking to Market: Al final de cada th, la cuenta margen es ajustada para reflejar las
ganancias o @rdidas del inversor. Estagutica se refiere aharking to marketde la

cuenta.

= Margen de mantenimientoEs lo minimo que puede haber en la cuenta margen. (Alrede-

dor del 75 % del margen inicial)
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= Margin call: Si el balance de la cuenta margen cae bajo el margen de mantenimiento,
el inversor recibain margin cally se espera que la cuenta margen alcance el nivel del

margen inicial el ppximo da.

= Margen de variacbn : Los fondos extras depositados en el margin call se denomi-
nan margen de variadn. Si el inversor no provee el margen de variagiel broker

cierra la posidn vendiendo el contrato.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la operd@ei de nargenes para una pogai long en dos con-
tratos futuros por oro. Supongamos que el inversor entra en dichos contratos el 5 de junio para

comprar en diciembre 200 oz. Cada contrato es por 100 0z y se cotizan @$400

El margen inicial es $2000 por contrato (tomando el 5831000 en total, y el margen de

mantenimiento es $1500 por contré&&3000 en total.

Dia Precio futuro Ganancia Ganancia | Balance cuenta| margin call
diaria (pérdida) | acumulada margen
(%) ($) ($) (%) (%)
400.00
5 junio 397.00 (600) (600) 3400
6 junio 396.10 (180) (780) 3220
9 junio 398.20 420 (360) 3640
10 junio 397.10 (220) (580) 3420
11junio|  396.70 (80) (660) 3340
12junio|  395.40 (260) (920) 3080
13 junio 393.30 (420) (1340) 2660 1340
16 junio 393.60 60 (1280) 4060
17 junio|  391.80 (360) (1640) 3700
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2.4. Actores del mercado y Principio de No Arbitrage

Existen tres tipos de actores del mercado: Hedgers, Especuladores y Arbitragers.

Hedgers: Actlan protegiendose del riesgo. Ellos usan forwards, futuros y opciones para reducir

el riesgo que enfrentan debido al movimiento futuro en un mercado variable.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos una conifia US que est exportando bienes a UK ( United
Kingdom ) y el 16 de Agosto sabe que recibi#r30 millones tres meses degsu La comphia

se puede proteger del riesgo de la tasa de cambio entrando en un contrato forward para vender
£30 el 16 de Noviembre , a U$D1.44 De esta manera, la conipa se asegura recibir el 16

de noviembre, U$D43,200,000.

EspeculadoresApuestan al comportamiento de una variable. Mientras que los Hedgers bus-
can evitar una exposiah a movimientos adversos en el precio de un activo, los especuladores

desean tomar una positi en el mercado. Ellos apuestan a que el preg@ia subir o bajar.

Arbitrageurs Tratan de obtener ganancia libre de riesgoentrando en  mas mercados.

Ejemplo 2.4.2. Consideremos una aéei que se comercializa tanto en el mercado de NY como

en el mercado de Londres. Supongamos que el precio de fnaesiU$D152 en NY w100

en Londres a la vez que la tasa de cambio es $1.33h arbitrageur puede simultaneamente
comprar 100 acciones en NY y venderlas en Londres obteniendo una ganancia libre de riesgo
de 100 x [ (U$D1.55 x 100) - U$D152 | = U$D300.

Principio de No Arbitrage

Sabemos que yportfolio es un conjunto de activos financieros que tiene un inversionista o

institucion.
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Decimos que un portfolio (carteragplica a otro si ambos tienen el mismo valor en un
tiempo futuroT'.

El principio de No Arbitrage establece que si un portfolio replica a otro, entonces tienen el
mismo valorv ¢t < T'. De lo contrario:

Portf A > Portf B ent = tg; y

Portf A=PortfBent =T.

Ent = t,, quien posee A lo vende y compra B, entonces obtiene ganancia.

Por lo tanto,
PRINCIPIO DE NO ARBITRAGE : EN EL MERCADO NO DEBE HABER

OPORTUNIDADES DE ARBITRAGE.

2.5. Precios forward y Precios futuros

En esta secon calcularemos el precio forward para un subyacente sin ingresos. Para ello,

necesitamos conciderar las siguerntgsotesis del Mercado
= No hay costos de transa0aqi.
= Las tasas de intés libres de riesgo para prestar y recib&giamos son las mismas.
= No hay oportunidad de arbitrage

Llamemos:

S(t) = Precio del subyacente en tiempo
F(t) = valor del forward(long)

r = tasa libre de riesgo

T = tiempo de madurez

f(t) = precio forward; ie: precio delivery establecidotgmara madugz T’
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K = f(0) = precio delivery del contrato er= 0.

Consideremos dos portfolios en t

Portfolio A = Un contrato forward long con maduréz+ f(t)e~"*~* en el banco.

Portfolio B = Un subyacente

EnT:
Recibo el subyacente , retiffft)e """ = f(t) y luego pagof(t), entonces
Portfolio A = Un subyacente.

Portfolio B = Un subyacente.

Luego Valor(Portf A) = Valor(Portf B) para todb < T'. Pero el valor del portfolio A en
t=F(t)+ f(t)e" "= y el valor del portfolio B ent = S(t).

Entonces,

F(t) = S(t) — f(t)e T Valor del forward long .

Para cualquiet, f(t) es el precio delivery que hace qé#&t) = 0. Entoncesf(¢) debe ser
tal qued = S(t) — f(t)e " "=, Por lo tanto,

ft) = S(t)er@=1 Precio del forward.

De manera similar, se puede obtener el precio forward para :
= Subyacente con ingreso conocido
= Subyacente con rendimiento conocido

= Subyacente con costo de almacenamiento (Commodities)
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Se puede probar que el precio forward y el precio futuro coinciden|[ver apendice 3A, [3]].

Por lo tanto, lo hecho anteriormente édigo tambén para futuros.

2.6. Opciones

Unaopcion es un contrato que da derecho a comprar o vender algo a un cierto precio en un
tiempo futuro.
El precio establecido en el contrato se denorpireio de ejercicio o precio strik@ strike);

y el tiempo establecido se ditempo de ejerciciy lo denotaremos par.

Las opciones se comercializan tanto en un mercado formal como en el over the counter
market. Actualmente, se da activamente el comercio de opciones en acciones, indices, monedas

extranjeras y contratos futuros.

Opcion Call: Es aquella que da derecho al tenedor a congirambyacente al precio strike
en el tiempd!".
Opcibn Put: Es aquella que da derecho al tenedor a veabieubyacente al precio strike en

el tiempoT.

Existe otro tipo de clasificagn de dichas opciones:

= Opciones Americanas: Son aquellas que pueden ser ejercidas en el ti€lhmpyoen

cualquier tiempo anterior&.

= Opciones EuropeasSon aquellas que pueden ser ejercidds en el tiempdl'.

De acuerdo con el tipo de ogei (call o put) y con la posibn en la misma hay cuatro

posibilidades:
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1 Posicibn long en una op6in call: Es la posiadbn del poseedor de una call.
2 Posicibn short en una opoin call: Es la posiddbn del vendedor de una call.
3 Posicbn long en una opdin put Es la posiabn del poseedor de una put.

4 Posicibn short en una opbn put Es la posiadbn del vendedor de una put.

No sblo existen opciones sobre activaasitos sino tambin sobre futuros.
Como en los contratos futuros, en las opciones se especifican los detalles del contrato. Entre

ellos se encuentran:

= Fecha de expiradn: Uno de los items usados para describir una@peis el mes en el

cual ocurre la fecha de expiraai.

Ejemplo 2.6.1. Una January Call comercializada sobre IBM es una@pciall sobre

IBM con una fecha de expiram en enero.

= Precio strike: Para cada tipo de ofm, es decir, para cada opnien un mismo subya-

cente se ofrecen varios strikes y ese precio es del orden del precio del activo.

Ejemplo 2.6.2. Cuando el precio de la aési es $12 podemos ver opciones comercial-

izadas con precios strikes de $10, $12.50 y $15.

= Tamafio : Se debe especificar el tafiadel contrato dependiendo del activo subyacente.
En el caso de las acciones, un contrato es por 100 acciones. Pardides, un contrato

es para comprar o vender 100 vecesdice al precio strike especificado.

= Limites de posidn y limites de ejercicia Algunos mercados especifican limite de
posicbn. Este define el imero néximo de opciones que un inversor puede tener en un
lado del mercado (long call y short put son consideradas gae esi mismo lado del
mercado, de la misma manera short call y long put)lifBite de ejercicioes igual a

la posicbn limite. Este define el imero néximo de contratos que un individuo puede
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ejercer (o grupo de individuos actuando juntos) en cualquiéogede 5 dias de negocio

consecutivos.

Cotizacbn: El precio cotizado es el precio de una dptpara comprar o vender una auti
Un contrato, por lo tanto cuesta 100 veces el precio mostrado. En una call, a mayenor

prima. En una put, a maydt mayor prima.

La corporacibn Option Clearing: La corporadcdn Option Clearing (OCC) realiza muchas

de las mismas funciones para el mercado de opciones como el clearinghouse realiza para el
mercado de futuros. Esta corpoi@tigarantiza que los que venden opciones cumplan con sus
obligaciones sobre log€tminos de los contratos y guarden un registro de todas las posiciones
long y short.

El mercado de opciones astegulado de diferentes maner&y su OCC tienen reglas
gue gobiernan el comportamiento del comercio. Adspesin las autoridades regulatorias es-

tatales.

Notar que mientras no existe costo para entrar en un forward o un futuro, hay un costo para
adquirir una opdn. Dicho monto se denominaima.

Quien vende una opan se llamawriter. El tenedor de la opon es quien ejerce cordicha
opcion. Si la ejerce, el writer tendia obligacon.

Para comprar una ofm hay que pagarla en efectivo. Panarite ” una opcbn se requiere
mantener fondos en una cuenta margen. El femuiel margen requerido depende de las circun-
stancias.

Vendiendo opciones NakedUnaopcion nakedes una opdn que no est combinada con
una posiadn de cobertura en el subyacente, por ejemplo: vender unaropail y no estar long
en el subyacente. En este caso, l@agenes son bastante altos. EI margen inicial para vender
una opcbn naked se obtiene de ciertos porcentajes del valor de la venta y de las acciones.

Vendiendo Covered Calls: Vender opcione€overed callinvolucra vender opciones call
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cuando se posee ya las acciones, osea estando long en las acciones. Las opciones covered call
estin mas lejos del riesgo que las opciones naked, debido a que lo peor que puede ocurrir es

gue el inversor necesite vender acciones que ya posee a menos de su valor en el mercado.

Consideremos las siguientes definiciones:
= Payoff: Valor de la opddn al momento de expiraim.

= Beneficio: Payoff - Costo inicial. Observar que este costo puede ser negativo 0 positivo

dependiendo si la posimi es short 0 long en la ofi, respectivamente.

= Valor intrinseco: Payoff que se recibia si el subyacente tuviera el valor actual en el
momento de ejercicio. Es una fuboidet, 0 <t < T.
Ent = 0, el contrato tiene un valor que es la prima.
Ent > 0, el valor de la opdin es igual al valor intnseco nas el valor temporal (time
value).
Ejemplo 2.6.3. Tomemos una opon call con strike = $285(0) = $30 y prima = $3.
Entonces,

Ent = 0: Valor intinseco = mx(30 - 28, 0) =2y Prima =3 = 2 + 1. Por lo tanto, time

value = 1.

Ent = T Valor intrinseco = Valor de la opén. Por lo tanto, time value = 0.

Dependiendo de su valor iimiseco, la opdn se dice que et

x in the money. Opcidbn con valor intmseco> 0.
x at the money El precio de la acéin es poximo al srikeK’

« out of the money. Para una call, si el precio de la aoies menor que el precio

strike. Para una put, si el precio de la &ces mayor que el precio strike.
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OPCIONES VANILLA : Las opciones vanillas son aquellas en las que el payoff depende
del valor del subyacens®lo en el tiempo T.

Para dichas opciones podemos describir sus respectivas funciones de payofageusi-

cion.
Posicbn Payoff
1 méx{S(T) — K, 0}
2 —max{S(T) — K,0} =min{ K — S(T),0}
3 max{K — S(T),0}
4 —méx{K — S(T),0} =min{S(T) — K,0}

Diagramas de payoff y beneficio:

max{S(T) — K} 4

. “Beneficio

I S(T)

Figura 2.3: payoff de una posari long en una opon call
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\ S(T)
~ _Beneficio

Figura 2.4: payoff de una posi short en una opan call

Beneficio

Figura 2.5: payoff de una posai long en una opoin put
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—max{K| - S(T)} co T

Figura 2.6: payoff de una pos@m short en una opan put

OPCIONES EXOTICAS: Hasta aqunos hemos explayadabicamente en las opciones
vanilla, las cuales tienen propiedadesaadar bien definidas y se comercializan activamente.
Uno de los aspectos notables del Over-the-counter market @syeka de productos no ésidar

(o exdticos) que erel se comercializan.

Definicion 2.6.4.Las opciones exicas son aquellas cuyo payoff depende del cam@tactivo

subyacente; noddo de su valor final.

El objetivo de este trabajo es calcular el valor de opcionésaas en un modelo de tiempo
continuo. Pero antes, damos un pditpuejemplo de @mo hacer esto para opciones vanillas en

t =0y tiempo discreto.

Ejemplo 2.6.5. Consideremos el siguientgbol binomial que modela el precio del activo en

un paso.

50:10, Sl(C):Q'SOIQO, Sl(x):—-50:5

Sear = 1 latasa libre de riesgo y asumamos ladtgsis de no arbitrage.

PN
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Sl (C) =20

Sl(ZL’) =5

Figura 2.7:Arbol binomial para el precio del activo

Tomemos una open call con strike/ = 17 y con fecha de ejercicio en- 1.

Calculemos cal debera ser el valor de la opon ent = 0, es decir el valor de la prima

Ent =1 el valor de la opén es

méx(20 — 17,0)=3 o  méx(5— 17,0) = 0.

Armamos el siguiente portfolio:
Aaccionest 1 posicbn short en una opan call Europea.
Ent =1, el valor de nuestro portfolio es
20-A -3 0] 5-A.
Como deseamos que nuestro portfolio sea libre de riesgo, entonces
20-A—-3=5-A.

De esta manera obtenemos

ol =
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O sea que nuestro portfolio libre de riesgo debe estar formado por 5 opciones (short) por

cada ac@n.

Ent = 1, el valor de nuestro portfolio es $1.

La tasa de retorno del portfolio debe ser la misma que la tasa libre de riesgo. De esta manera,
el portfolio ent = 0 debe valer

1=

1 4
1+7r 5
Pero nuestro portfolio en= 0 vale

4
3

A-10—c=2—c.

Por lo tanto,
5 1 1 4
— C = = —.
1+7r 5
De esta forma concluimos que
1 4 21
c=5— 1=5-—-==
1+7r ) )

Observadn: Llamemos: y d a los factoresup” y “down’ que modelan el precio del activo
(ie:u =2,d = % en el ejemplo) tal qué < d < 1 + r < u conr la tasa libre de riesgo y
procedamos como en el ejemplo:

Si denominamos

fu =méx(Sy - u — K,0)
fa=méx(Sy-d — K,0),

entonces ahora nuestro portfolioes 1 queda
AS()U — fu 0] ASOd — fd-

De esta manera, si igualamos ambos valores para eliminar el riesgo en nuestro portfolio,

obtenemos
fu - fd
A= ——
S()’LL — Sod
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Ent = 0 el valor de nuestro portfolio debe ser

1 1
Ty (Ao = fu) = 7 (850 = Ja)

por ser libre de riesgo.

Pero ent = 0 nuestro portfolio vale
ASy —c.
Entonces
c=ASy — ﬁ(AS@U — fu)s

por la higtesis del no arbitrage.
Reescribiendo esto, obtenemos

1 (f"(1+i)d_d+fd <1_ (1+r)—d))

C:1+7‘ U u—d

1 — - . .
(Z& es la“ probabilidad de riesgo-neutraimencionada

Pero observemos quie= y

en el cafitulo 1, ejemplol.3.2.

De esta manera,

c= 1—_'_7,(fu15 + fa(1 = p)).

Si asignamos la probabilidadal evento que el precio de la aéniaumente, entonces

1 - .
c= mE(payoff de la opdn) (2.2)

Ademas, se puede ver a traves de una sencilla generdlizamie (2.1) sigue ocurriendo si
tomamosV pasos hasta llegar a la expiracien lugar de uno solo. A estittimo lo exponemos

a traés de ladrmula de valuaéin de riesgo neutral que se presenta ené@tipro teorema:

Teorema 2.6.6.Consideremos un modelo binomial de val@ecile activos dév-periodos con

0 < d< 1+r < uycon medida de probabilidad de riesgo neutfal SeaVy una variable
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aleatoriafF (N)- medible. SV es el payoff de un derivado en tiempyo entonces el valor del

mismo ent = 0 est dado por
1 ~
Vo= —<FE(WN);
0= [y P

y en general, para cada tiempg 0 < n < N, el precio del derivado en tiempoesé dado

2.2)

por laférmula de valuacbn de riesgo neutral

1

V= ————
(147)N=n

E(Vx|F (n)). (2.3)

Observemos que estarmula abarca no solo a las opciones vanilla sino tamhilas op-
ciones epticas.

Cuando retomemos este problema en tiempo continuo, veremos que (2.2) se sigue cumplien-
do.

En el pbximo captulo se desarrollér la ecua@n diferencial estdastica Black-Scholes-
Merton, de la cual se desprende la valdacile opciones vanilla y éticas en un modelo de
tiempo continuo. El punto a trabajar y que de hecho es el objetivo de nuestro trabajo, es la

descripcbn y valuacbn de las opciones ékicasbarrera, lookback y agticas



Capitulo 3

Calculo esto@stico y la ecuacbn de

Black-Scholes -Merton

En esta parte del trabajo definiremos movimiento browniano e integrd diekarrollando
sus propiedades. Del movimiento browniano se desprende el movimientoe@eonibrown-
iano que es utilizado para modelar el precio del activo en tiempo continuo. Por otra parte, las
integrales de & son usadas para modelar el valor de un portfolio que resulta de negociar activos
en el tiempo continuo.

Un concepto importante que taréhbidesarrollaremos es la varidecicuadatica. Veremos
gue tanto el movimiento browniano como las integrales dl¢i¢inen variadn cuadatica dis-
tinta de cero. Esto hace ahlculo estoastico diferente delaculo ordinario y es la fuente
del termino volatilidad en la ecuam de Black-Scholes-Merton que tarabisea presentada a
continuacon.

La ecuadbn de Black-Scholes-Merton es desarrollada para poder valuar todo tipo de deriva-
dos en tiempo continuo. En particular, es la eciagjue utilizaremos para valuar lagciones

barrera, lookback y asiticasque forman el objetivo de nuestro trabajo.

Concluimos con ladrmula de valuaén de riesgo neutral para el modelo de tiempo contin-

uo.
53
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3.1. Movimiento browniano

Para crear un movimiento browniano, comenzaremos con una caminata aleatetiecaim
Para construirla, tiraremos repetidamente una monedap(taoprobabilidad de cara(y con
g = 1 — p la probabilidad de cruz), ambas igual %) y denotaremos los resultados sucesivos

porw = wiwsws... ES decirw es la sucedin infinita de tiradas y,, es el resultado de la@sima

tirada.
Sea
1, siw;j=c;
X, = _
—1, siw;=x.
y definamos

k
My=0;  My=)» X;, k=12, .
j=1

El procesal/,, k =0,1,2,... es uneaminata aleatoria sirdtrica. Con cada tirada, esta sube

0 baja una unidad y cada una de las 2 posibilidades es igualmente probable.

2L

Figura 3.1: 5 pasos de una caminata aleatoria
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Para aproximar un movimiento browniano, aceleraremos el tiempo y reduciremosi@tama
del paso escalando una caminata aleatori&tsioa. Mas precisamente, fijamos un entero pos-

itivo n y definimos lacaminata aleatoria sirgtrica escalada

1

a condicon de quent tambin sea un entero. $it no es entero, definimadd’ ™ (t) por la
interpolacon lineal entre los valores en los puntoasicercanos y « a la izquierda y derecha
det para los cualess y nu son enteros.

Un camino de¥’ (1% es trazado en la siguiente figura

Figura 3.2: Un camino dg/ 1%

Obtendremos un movimiento browniano ernlite cuanda: — oco. Para eso consideremos

el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1.( Limite central ) : Fijemog > 0. Cuandon — oo, la distribucidon de la
caminata aleatoria escaladd/ " (t) evaluada en tiempg converge a la distribuéin normal

con media cero y varianza
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Demostraddbn. Uno puede identificar distribuciones identificando sus funciones generatriz de

momento. Para la densidad normal

A
e 2t

Ver

fx) =

con media 0 y varianzg la funcion generatriz de momento es

o) = [ e playis

o0

$2

1 /°° ur — Q_td
== (& X
V2mt J_
%th 1 /oo (@ —2;”)2d
= (& T
V21t J
1 2
—u"t
. (x — ut)?
porque\/2_te 2t es una densidad normal con mediay varianzat, por lo tanto la
s
integral es 1.

Sit es tal quent es un entero, entonces la fudiigeneratriz de momento pafa™ () es

ou(u) = E (euW(”) (t))

u

_Mn
:E e\/ﬁ '

Como las dos variables aleatorias son independienté#jri@a igualdad puede ser escrita

como



3.1. MOVIMIENTO BROWNIANO 57

Uy . U —u u —u\ ™
=4 1 = 1 1 7= 1 =
HE eV :H 56\/%4—56\/5 = —e\/ﬁ—irie n
7j=1 7j=1
Necesitamos mostrar que cuande- oo,

nt

i -
On(u) = %e\/ﬁ + %e\/ﬁ

L,

: : u't .
converge a la funéin generatriz de momenig(u) = e2 . Para hacer esto, es suficiente

considerar el logaritmo dg, (u) y mostrar que
u —U
1 7= 1 /=
In ¢, (u) = ntln 56\/% + 56\/5
1 2
converge an ¢(u) = U t.

. . . . 1
Para estedalculo final hacemos el cambio de variablee — de modo que
n

vn

1 1
In (ﬁeux + 5€ ux)
lim In ¢, (u) =t lim

n—o00 z—0 ,’EQ

Para poder utilizar la regla de L&$pital necesitamos calcular:

5 . ) Your _ U —ux 9
—In(=e" 47U ) = 21 21 Yy —z? =2
2
Por lo tanto,
Your _ U —ux . Your _ U —ux
Ifm In ¢, (u) = t lim —2 2 = — lim 2 2 ,

n— o0 r—0 9 leum I le_ux 2 z—0 X
2 2
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1 1 _
donde hemos usado el hecho djiwe, ., <§e“x + 3¢ W) = 1.

Se ve Acilmente que podemos aplicar la regla deddgital al

u u o _
Your _ % —ux

Jim 2 2
x—0 x

Entonces, como la derivada del numerador es

0 [u (T u? u? _
(_eux__e ux)z_eux+_ uzx

oz \2 2 2 9 ¢

y la del denominador ega—(x) = 1, obtenemos
Zz

t 2 2 1
Al In @n(u) = 3 i (UEW +ge w) = 5ut

como deseamos. O

Este resultado nos sirve para demostrar que el modelo binomial de @alwhcactivos es
una versbn en tiempo discreto del modelo movimiento gé&trico browniano, el cual es la base
para la bmula de Black-Scholes-Merton.

Construimos un modelo para el precio del activo (como hicimos en el ejemplo 1.1.5) en el
intervalo de tiempo de 0 @&eligiendo un entera y construyendo un modelo binomial para el
precio del activo que toma pasos por unidad de tiempo.

Elegimosn y t tal quent sea entero, luego escogemos el factorpip= 1 + Viﬁ y el factor
downu, =1 — \/Lﬁ dondes es una constante positiva.

Denotemos pofi,,; al numero de caras ¥,,; al nlmero de cruces en las primeragiradas

de la moneda. Entonces,

Hnt + Tnt = nt,;

H,; — T,; = M,; (Caminata aleatoria sietrica)
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y el precio del activo en el tiempoes:

5u(t) = S(Outl i = S(0)(1+ ) I (1L — e b

/n

Teorema 3.1.2.Cuandon — oo, la distribucibn deS,,(¢) converge a la distribuéin de

S(t) = S(0)eap{oW (#) — %a%},

dondelV (t) es una variable aleatoria normal con esperanza 0 y varianza

La distribucbn deS(t) es llamaddog-normal y S(t) es un caso particular de un movimien-

to geongtrico browniano, concepto que daremos luego de definir movimiento browniano:

Definicion 3.1.3.Sea((2, P, f ) un espacio de probabilidad. Supongamos que existe un proceso
esto@stico{ W (t) };>o que satisfacé’(0) = 0 y que para cada € 2, W(¢) es una fundn
continua. Entonce§lV () }+>0, €s unmovimiento brownianei para todd = t, < t; < t5... <

t,, los incrementos
W(ty) = W(t1) — Wi(to), W(ta) — W(t1), ..o, W(tm) — W(tim—1)

son independientes y cada uno de esos increments mstmalmente distribuidos con
EW(tipa) = W(t:)) =0,
Var(W(tiz) — W(t)) = tix — ti.

Ademas del movimiento browniano en si mismo, necesitaremos alguna Gotpara la

cantidad de informabn disponible en cada tiempo.

Definicion 3.1.4. Sea (2, P, F ) un espacio de probabilidad en el cual&stefinido un
movimiento browniand/¥(¢), ¢ > 0. Unafiltracion para el movimiento browniano es una
coleccbn dec- algebrag- (¢), t > 0 que satisfacen:

i)Informacion acumulada Para 0< s < t, todo conjunto et (s) est tambén enf (¢). En
otras palabras, existe al menos tanta inforaciisponible en el tiempo posteripr(t) como

existe en el tiempo anterigr(s).
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ii)Adaptabilidad Para cada > 0, el movimiento browniandV (t) en tiempot es f (t)-
medible. En otras palabras,la inform@tidisponible en el tiempobes suficiente para evaluar el
movimiento browniandV (¢) en ese tiempo.

iif)independencia de incrementos futurofara 0< ¢ < u, el incrementoV (u) — W ()
es independiente de(t). En otras palabras, cualquier incremento del movimiento browniano

desp@s del tiempd es independiente de la informéanidisponible en el tiempb

Teorema 3.1.5.El movimiento browniano es una martingala.

Demostraddbn. Sean) < s < t dados. Entonces

EW @) (s)) = E(W(?)

W(s)) + W(s)|F(s))
(sDIF(s)) + E(W(s)F (s))
(sDIF(s)) + W(s) = W(s).

=
T
=

La segunda igualdad éstlada por la linealidad de la esperanza condiciondlltiraa igualdad

sale porgue el movimiento browniano fét)- medible. O

Definicion 3.1.6. Seaf(t) una funcon definida paré < ¢ < T La variacbn cuadatica def

sobre el tiempd” es

n—1

[, 1(T) = dm Y [f(t) — f(t)]

[[x]|—0

donder = {to,tl, 7tn}: O=tg<t1 <..<t,=T Yy || m ||: méxj:07._7n_1(tj+1 — tj>

El movimiento browniano tiene la caradtgica que su variadh cuadatica es distinta de
cero. Esto hace aktculo estoastico diferente delaculo ordinario, como veremosas ade-

lante.
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Teorema 3.1.7.Seal¥/ (t) un movimiento browniano. Entoncg¥, W|(T) = T, VT >0 a.e.

(ie: esta afirmaddn se cumple para todos los caminos salvo un conjunto de medida nula.)

Demostraddn. Sear = {to,t1,...,t,} una partiobn de [0,7]. Definimos la variacion
cuadrtica muestratorrespondiente a esta parbigipor:

n—1

Q=) (W(tjsr) = W(t;)*.

j=0
La variacbn cuadatica muestralQ,., es una variable aleatoria (ie: depende del camino del
movimiento browniano a lo largo del cual es calculada.) Debemos mostrap.quaenverge a
T cuando|| = ||[— 0. Mostraremos que tiene valor esperddg su varianza converge a cero.
Entonces, converge a su valor esperéagdoualquiera sea el camino a lo largo del cual estamos
haciendo el alculd'.
La variacbn cuadatica muestral es una suma de variables aleatorias independientes. Por lo

tanto su media y varianza son la suma de las medias y varianzas de esas variables aleatorias.
E(W(tin) = W(t;))?) = Var(W(tj) = W(t;))) =t —t,

lo cual implica

H
i
L

n—

E(Qr) =) E(W(tjy1) =W ()% = > (tiy1 —t;)

J

I
o
.
I
o
I
~

como deseamos. Por otra parte,
Var((W(tjz1) — W(t;))?) = E((W (tja) = W(t))? = (tjr — t5))°)

= E((W(tj11) = W(t;)") = 2(tj11 — t;) E(W (1) — W(t;))?)

+ (tj41 — 1;)°

ILa convergencia que vamos a probar es en realidad convergencia en mediicaigambzn llamada con-
vergencial?. Cuando esta convergencia tiene lugar, existe una sub8oce$ largo de la cual la convergencia
es a.e. (i.e., la convergencia tiene lugar para todos los caminos excepto para un conjunto de caminos que tiene

probabilidad cero).
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El momento de orden 4 de una variable aleatoria normal con media cero es tres veces su

varianza al cuadrado. Por lo tanto,

E((W (tjr1) = W(t;)*") = 3(tj41 — t5)°,

Var((W(tj) = W(t;))?) = 3t — t5) — 2(tjq — ;)% + (tj1 — t5)°

= 2(tj — 1)

n—1
= 2tjn —t;)°
§=0
n—1
<D 207l ( —ty)
=0
=2 x| T

En particular)im o Var(Q.) = 0, y concluimos quéim o @, = E(Q,) =1. [

Si tomamos un intervall, 7], se ve &cilmente que el movimiento browniano acumula
T, — T unidades de variagh cuadatica sobre dicho intervalo.

Como esto se cumple para todo intervalo de tiempo, concluimos que:

El movimiento browniano acumula vari@ei cuadratica a ra@n de 1 por unidad

de tiempo
A este hecho lo denotamos de la siguiente manera:

AW (£)dW (t) = dt (3.1)
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Notar quedt estt multiplicado por un 1 sobreentendido. Esto no debe interpretarse como se
haria en el @lculo ordinario. Para entender mejor la idea, hagamos el siguiealisian

Por la“ Ley de los Grandes iNneros’,

lim

n—oo

n—1 ) . )2 . _ )2
(W (tj1) — W(t))) :E((W(tﬁl) W(t;)) J=1 con =21
s tiv1 — 1 ti+1 — 1 n

W(tj+1)=W(t;))

debido a que las variables aleatorigs; = ( son independientes eddticamente

ti+1—t;
distribuidas.

La Gltima igualdad sale de que((W (t;.1) — W (t;))?) = t;+1 — t;, como vimos en el Teo-
rema 3.1.7. EntonceE;.:é(W(th) — W (t;))? converge &'. Nuevamente, lo que queremos
significar con (3.1), es que en un intervfloT’] el movimiento browniano acumuf@ unidades
de variaodbn cuadatica.

De la misma forma, denotamos por

AW (t)dt = 0 (3.2)
al hecho que 1
lim D (W(tja) = W)t — t;) = 0;
y por B
dtdt = 0 (3.3)
al hecho que 1

lim (tj+1 - ij)2 = O,
j=

conm = {to, t, ..., t, } una particbn de[0, 7.

[e=]

Vimos que un movimiento browniari®’(¢) es una martingala con caminos continuos cuya
variacbn cuadatica egW, W](t) = t. Resulta que esas condiciones caracterizan al movimiento

browniano en el sentido del siguiente teorema:
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Teorema 3.1.8.(Lévy, una dimenéin) SealM (¢), t > 0 una martingala adaptada a una fil-
tracion F (t), t > 0. Supongamos qui (0) = 0, M (¢) tiene caminos continuos[y/, M|(t) =

t, vt > 0. Entonces\/(t) es un movimiento browniano.

Para modelar el precio de las acciones en nuestro trabajo no nos basta el movimiento brow-

niano en smismo, es necesario introducir otro modelaspreciso pero que lo involucra:

Definicion 3.1.9. Seann y o constantes positivas. S8a(t), ¢ > 0 un movimiento browniano.

Un movimiento geo@trico brownianoes un proceso estastico de la forma

S(t) = S(0)exp{aW () + (a — %UQ)t}.

Este es el modelo de precios del activo usado eortatila de valuaéin de opciones Black-

Scholes-Merton.

Para finalizar esta seéxi, desarrollaremos una igualdad que se desprende de reflejar los
caminos del movimiento browniano y se denomigaaldad de reflexin. Esta servia para
obtener una densidad conjunta que no& sler gran utilidad al calcular valores esperados in-

volucrados en la valua@n de opciones éticas.

Sean un numero real Y{W (¢) };>o un movimiento browniano. Definimos &tst passage
timea niveln por:

T, =min{s > 0: W(s) = n}

Fijamos ahora un nivel positiva. y un tiempo positivaé. Deseamos contar” los caminos
del movimiento browniano que alcanzan el niveén o antes del tiempd(ie: aquellos caminos
para los cuales,, al nivel m es menor o igual 4. Hay dos tipos de tales caminos: aquellos

gue alcanzan el niveh antes que pero en tiempae estn al mismo nivetv bajom, y aquellos
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gue exceden el niveh ent. Hay tambén caminos del movimiento browniano queaesexac-

tamente al niveln ent, pero la probabilidad de estos es 0. Por eso ignoraremos esa posibilidad.
Como muestra la figura 3.3, para cada camino que alcanza ehniveles del tiempopero

esh en un nivelv bajom ent, hay un“ camino reflejadd que esh al nivel2m — w al tiempo

t. Este camino reflejado é@stonstituido intercambiando los movimientos hacia arriba y hacia

abajo del movimiento browniano desde el tiempoen adelante. Por supuesto, la probabilidad

gue un camino del movimiento browniano finalice exactamente eexactamente ebm — w

es cero. Para tener probabilidad distinta de cero, consideramos los caminos que alcanzan el nivel

m antes que el tiempy estn al nivel dew o0 debajo del ent, y consideramos sus reflexiones,

las cuales ean al nivel2m — w 0 sobreél en tiempa. Esto nos lleva a lggualdad de reflexin
P{r, <t,W(t) <w} = P{W™E(t) > 2m — w}, w<m,m >0,

donde

R () — 2m —-W(t) sit>r, ae;

Wi(t), sit<r, ae.

Figura 3.3: Un camino del movimiento browniano y su refiexi
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Definimos elmaximo al da para un movimiento browniano como

M (t) = max W(s) (3.4)

0<s<t

Para un amero positivan, tenemosV/ (t) > m siy lo sit,,, < t. ESto nos permite reescribir

la igualdad de refledin como
P{M(t) > m,W(t) <w} = P{IW™E(t) > 2m — w}, w<m,m > 0.

Teorema 3.1.10.Parat > 0, la densidad conjunta deV/ (¢), W (t)) es

202m —w) _ em-—w)?
vy, w(m,w) = ge % w < m,m > 0.

t\ 27t

Demostraaddn. Ver [1] O

3.2. Integral de It0

FijamosT un nimero positivo. El primer objetivo de esta ségtes encontrarle sentido a

/ TA(t)dW(t), (3.5)

dondelV (t),t > 0, es un movimiento browniang,(t), ¢ > 0 una filtracon para este movimien-
to browniano yA(t) es un proceso estastico adaptadoa(t). La radn para hacer esto es que
A(t) sei@ la posicbn que tomaremos en un activo en el tiempp esto generalmente depende
del camino del precio del activo hasta el tienmtpo

Primero definiremos la integral délpara integrandos simplés(t) y luego extenderemos

esto a integrandos no simples como imite de la integral de integrandos simples.

Describimos este procedimiento:

Sear = {ty,t1, ..., t,} una partiodbn def[0, T], ie: 0 =ty < t; < ... < t, =T.
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Asumimos queA(t) es constante ehen cada subinterval@;, t;.,). Tal procesa\(t) es

un proceso simple.

Debido a que no existe informaxci ent = 0, el valor deA(0) debe ser el mismo para todos
los caminos, y por lo tanto el primer tramo 4€t), para 0< ¢ < t;, no depende realmente de
Ww.

Construyamos la integral:
= ConsideremosV (¢) como el precio por acen de un activo en tiempo
= Pensemos &, 14, ...,t,_1 como los trading date=n el activo.

= Tomemos a\(ty), A(t1), ..., A(t,—1) como la posi@dn (nimero de acciones) tomada en

el activo en cada trading date y que mantendremos hastéehqr trading date.

La ganancia del negocio en cada tiempst dada por:

I(t) = A(to)[W(t) = W(to)] = A(OW(t),  0<t<t,

I(t) = A0)W (t1) + A(t) [W(t) — W(t1)], ty <t <t

I(t) = AW (1) + A(t) W (t2) = W(t)] + A(t) [W(E) = W(t)],  ta <t <ts,

y ad siguiendo. En general, i <t < t;,1, entonces

E

I(t) = ) AW (E541) = W]+ At) V() = W (t)] (3.6)

J

Il
=)

El procesal (t) en (3.6) es lantegral de 1t del proceso simplé\(¢), un hecho que escribimos

como
I(t) = /0 A(w)dWV (u).

En particular, podemos tomar=t,, = T, y (3.6) provee una definioh para la integral dedt
(3.5).

Teorema 3.2.1.: La integral de 1D definida por (3.6) es una martingala.
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Demostraddbn. Sean 0< s < ¢t < T dados. Asumiremos quey t estin en diferentes subinter-
valos de la partid@n 7 (ie: existen puntos de la partigi ¢, y ¢, tal quet; < tx, s € [ti, ti41) Y
t € [ty, k1) ). Sisy t estin en el mismo subintervalo, la siguiente prueba se simplifica.

La ecuaddn (3.6) puede ser reescrita como
I(t) = ‘ A(L)[W (1) = W(E)] + AW (i) — W ()]

k—1
30 AW (1) — Wt + AW () - W] (37)

j=l+1
Debemos mostrar quB[I(t)|F (s)] = I(s).
Tomamos la esperanza condicional de cada uno de los céatnonbs en el lado derecho
de (3.7). Cada variable aleatoria en la primer s@i@}) A(t;)[W(tjs1) — W(t;)] esF (s)-
medible debido a que éltimo tiempo que aparece en esta sumg gg; < s. Por lo tanto,

-1 -1

ED AW (t1) = WEDIIF ()] = D AWG) W (t41) — W(t;)] (3.8)

=0 =0

Para el segund@tmino en el lado derecho de (3.7¥acamos fuera lo que es conociddeo-

rema 1.2.6ii)) y usamos la propiedad de martingal&lde) para escribir

EIAG)[W (tigr) = W@)IIF (s)] = A(G)(E[W (L) [F (s)] = W)
= A(t)[W(s) = W(t)] (3.9)

Sumando (3.8) y (3.9) obtenembss).

Resta mostrar que la esperanza condicional del tercer y céamnb en el lado derecho
de (3.7) son cero. Entonces tendreni$(¢)|F (s)] = I(s).

Los sumandos en el terc@rmino son de la forma (¢;)[W (¢,+1) — W (¢;)], dondet; >
ti+1 > S.

Esto nos permite usar el siguiente truco de condicionalidad iterada, el cadlasstdo en

las propiedades iii) (condicionalidad iterada) y ii) (sacar afuera lo que es conocido) del Teorema
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1.2.6:

EA() W (i) = W(G)IF (s)] = E[E[AG) W (1) — W(E)]IF E)IIF (s)]
= E[A()[EW (t)|F (&5)] = W(E)IIF (s)]
= E[A(t)[W(t;) = W(E)]IF (s)]
=0.

En el final hemos usado el hecho qué&t) es una martingala. Debido a que la esperanza
condicional de cada uno de los sumandos en el tezomiino del lado derecho de (3.7) es cero,
la esperanza condicional de todo&inino es cero

k—1

BLS. AW (1) = W] (5)] = 0.

Jj=l+1
El cuarto €rmino en el lado derecho de (3.7) es tratado igual que los sumandos del tercer

termino, con lo que resulta

E[A)W (@) = WnIIF (s)] = E[E[AWG) W) = WEIIF E)IIF (s)]
= E[A)EW(O]F ()] = W(E)I|F (s)]
= E[A(LR)[W () = W ()] ()]

=0.

Esto concluye la prueba. O

Debido a quel(t) es una martingala &0) = 0, tenemosFE (I (t)) = 0Vt > 0. De esto
sale quelar(I(t)) = E(I%*(t)), una cantidad que podemos evaluar porolarfula dada en el

proximo teorema.

Teorema 3.2.2.(Isometia de 10): La integral de 16 definida por (3.6) satisface

E(I(t)) = E( /0 t A?(u)du) (3.10)
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Otra consecuencia importante es la siguiente:

Teorema 3.2.3.La variacion cuadatica acumulada hasta el tiemgopor la integral de 16
(3.6) es

7L I0(t) = /0 " A%(u)du (3.11)

Observemos que la varidéei cuadatica esh calculada camino a camino, y el resultado
puede depender dsste. En cambio, la varianza éig) es un promedio sobre todos los posibles
caminos. A lo largo de cada camino podemos elegir diferentesitasmie posicioneA(t), por
lo tanto la variadn cuadatica puede ser considerada como una medida de riesgb(()ses

grande,/(t) es grande y a3.

Ahora definiremos la integral dedlpara integrandoA (¢) que se les permite variar contin-
uamente con el tiempo y tand@ni tener saltos.
Asumimos queA(t), t > 0 est adaptado a la filtragn £ (¢), ¢ > 0. TambEn asumimos la

condicbn de cuadrado integrabilidad

B /0 " A20)dt) < oo (3.12)

Como mencionamos anteriormente, definirerfbgsﬁ(t)dW(t) aproximandaA(t) por proce-
sos simples. Esto se consigue de la siguiente manera:

Elegimos una partién 0 =, < t; < ... < t,,, = t, ponemos el proceso simple aproximante
igual aA(t;) en cada;, y luego manteniendo al proceso simple constante sobre el subinter-
valo [t;,t;+1). Entonces, es posible elegir una suorsd, (t) de un proceso simple tal que
cuandon — oo este proceso converja al continuamente varialilg. Por converger queremos
significar

n—oo

lfm E(/T [A(t) — A(t)Pdt) = 0 (3.13)
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Para cada\,(¢), laintegral de k’bfo u)dW (u) ha sido ya definida para0 ¢ < 7. Nosotros

definimos la integral de dtpara el mtegrando continuamente variahlg) por la formula?

t

/t A(w)dW (u) = lim [ A, (uw)dW(u), 0<t<T. (3.14)
0

n—oQ 0

Esta integral hereda las propiedades de la integrabdg®alia procesos simples. Resumimos esto

en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4.SeaTl’ una constante positiva y sem( ) 0 < t < T un proceso estdrstico
adaptado que satisface (3.12). Entondés = fo ) definida por (3.14) tiene las
siguientes propiedades:

i) (Continuidad): Los caminos dd(¢) son continuos como una fubai del imite superior
de integracbnt, .

ii) (Adaptabilidad) Para cadat, I(t) esF(t)- medible.

|||) (Lmeahdad) SiI(t)= [, A = [, T(u)dW (u), entonced (t) £ J(t) =
fo (w))dW (u). Adenas, para cada constante c¢I(t) = fo cA(u)dW (u).

|v) (Martlngala): I(t) es una martingala.

v) (Isometiia de I): E(I%(t)) = E f; A2(u du).

vi) (Variacion cuadiatica): [1, I]( fo A2 (u

Ejemplo 3.2.5. CalculemosfO (t)dW (t).
Para hacer esto, elegimos un entero grangeaproximamos el integranda(t) = W(t)

por el proceso simple

2Para cada, el limite en (3.14) existe porqug, (t) fo W (u) es una sucesh de Cauchy en
Lo(Q, F, P). Esto se debe a la isomigtrde 16 (Teorema 3.2.2 ) el cual produde((I,(t) — I,(t))?) =

t
E([y [An(u) = A (u)Pdu).
Como una consecuencia de (3.13), el lado derecho fignielcero cuanden y n se acercan &
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W(0)=0, si0O<t<Z

W (L), sit<t<Z

W=Dy s DT < <

\ n

entoncesim,, ., E(fOT |A,(t) — W(t)|?dt) = 0. Por definiadn,

/ ' W (t)dW (t) = lim TAn(t)dW(t)

n—oo 0
n—1 . . .
T nr T
— lim S W <]—) {W (M) W (‘7—)} (3.15)
n—oo 4 n n n
j=0
Para simplificar notadn, denotemosl; = W (<L)
Como una forma de adelantarse a la evaluadielUltimo limite nosotros trabajamos sobre

la ecuadbn (3.15) abajo. La segunda igualdad en (3.15) es obtenida haciendo el cambio de

indicek = j + 1 en la primer suma. La tercera igualdad usa el hechdigue 17 (0) = 0. Por

lo tanto,
n—1 n—1
% (WJ—H Z J+1 Z W;Wiji + Z w?
7=0 j
n—1 n—1
:_ZWk ZW]WjHJrQZWf
j:O J=0

7=0 7=0
1 n—1
= 5Wa + > Wi(W = W), (3.16)
j=0

De (3.16), concluimos que

1 1
ZW 1 — W) = §Wf ~3 > (Wi —Wy)*
0
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En la notaddn original, esto es
n—1 T (—|—1>T T 1n1 T T 2
S (S [ () - () = v X[ (55) - ()]
n n 2 n
7=0
(3.17)

Haciendo tender — oo en (3.15) y usando esta ecuatj obtenemos
) 1 1., 1
W VAW (t) = —W (T) — §[W, W(T) = §W (T) — §T (3.18)

El limite superior de integra@n en (3.18) es arbitrario y puede ser reemplazado por cualquier

t > 0. Es decir,

/t W (u)dW (u) = %W%) - %t t>0. (3.19)
0

Ahora constrastamos (3.18) con é@laulo ordinario. Sig es una fundn diferenciable con

g(0) = 0, entonces

/0 g(t)dg(t) = / g(1)g' (D)dt = g2(t) [T= Sg*(T).

Si el ttrmino extra——T no se presentara en (3.18) no téadros una martingala, hecho que

afirma el Teorema 3.2.4.

Finalmente, decimos que

dI(t) = A(t)dW (2) (3.20)

es laforma diferencialde

0 +/OtA(u)dW(u) (3.21)

y que estalltima es laforma integralde (3.20).
Recordemos la ecuai (3.1)dW (t)dW (t) = dt. Interpretamos esto como la afirm@ai
de que el movimiento browniano acumula vargaccuadatica a raan de uno por unidad de

tiempo. Usando la forma diferencial de la integral deyi{3.1) podemos escribir

dI(t)dI(t) = A (t)dW (t)dW (t) = A*(t)dt. (3.22)
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Esta ecuacin dice que la integral dedtl(t) acumula variadin cuadatica a raan deA?(t) por

unidad de tiempo.

Teorema 3.2.6.(Formula de 16-Doeblin para movimiento browniano): S¢&, x) una funcén
para la cual las derivadas parciale§(t, x), f.(t,z) Y f..(t, z) esén definidas y son continuas,

y seal//(t) un movimiento browniano. Entonces para cdda 0,

AW = FOWO)+ [ At Wondes [ e woiaw o+ [ gt wioa
(3.23)

Demostraddn. Ver [1] O
Podemos escribir ladfmula 16-Doeblin en forma diferencial
1
df (1, W (£)) = fult, W(0)dt + fo(t, W)W () + 5 foa (b W(D)dE (3.24)
La formula [6-Doeblin a menudo simplifica elfculo de integrales dedt
Ejemplo 3.2.7. Tomemosf () = 322. Esta brmula dice que
1
FWAHT) = FV(T)) = F(W(0))
T 1 T
— [ ravepawe + g [ rovea
0 0

- / ' W () dW (t) + %T

Ordenando losérminos obtenemos Idfmula (3.18) sin pasar a tras de la aproximaon del

integrando por procesos simples.

Extenderemos labfmula de 16-Doeblin a ciertos procesos esisticos nas generales que

el movimiento browniano, llamados procesos de It

Definicion 3.2.8.: Seall/(t), ¢ > 0 un movimiento browniano y sga(t), ¢ > 0 una filtracon

asociada. Uproceso de ki es un proceso estastico de la forma

X(t) = X(0)+ /OtA(u)dW(u) + /Ot O(u)du, (3.25)
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dondeX (0) no es aleatoria YA(u) y ©(u) son procesos estasticos adaptadds

Lema 3.2.9.La variacion cuadatica del proceso dedt(3.25) es
t
(X, X](t) = / A?(u)du (3.26)
0

Demostraddn. Introducimos la notaéin I(t) = [ A(u)dW (u), R(t) = [, ©(u)du. Ambos
procesos son continuos en &mite superior de integraan ¢.

Para determinar la variam cuadatica de X en [0,¢], elegimos una partion = =
{to,t1,....,t,} de0,¢t] (ie; 0 =ty < t; < ... < t, = t )y escribimos la variaéin cuadatica

muestral

+2 Z tiv1) — 1(t;)][R(tj1) — R(¢5)].

Cuando|| = ||— 0, el primer €rmino en el lado derechE;‘;g [I(t;+1) — I(t;)]?, converge ala
variacbn cuadatica del en|0, |, la cual segn el Teorema 3.2.4 €8, I](t) = fot A?(u)du. El

valor absoluto del segundermino esh acotado superiormente por:

n—1

(L 1) = RIS 1R(s0) = RU0) = o [Rits) = RG) Z [ etwa
= ]
y+1
< i |Rltnr) — R(t) Z / w)ldu

0<k<n—1

~ max Rt — R(b)] / 10(u)|du,

y cuandd| 7 ||— 0, esto tieneimite O- fg |O(u)|du = 0 debido a qué(t) es continua. El valor

3Asumimos queE(fOt A?(u)du) y f(f |©(u)|du son finitos para cada> 0 de modo que las integrales en el

lado derecho de &=t definidas y la integral dedlisea una martingala.
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absoluto del terceetmino es acotado superiormente por
n—1

2 mix |I(ts) = 100 SR () — R <2 mix [I(ter) — 1()] / Ow)ldu,

0<k<n—1 2 0<k<n—1
j=0

y estodltimo tiene Imite O- fot |©(u)|du = 0 cuandg| 7 ||— 0 debido a qud (t) es continua.
Concluimos quéx, X](t) = [1,1](t) = [, A%(u)du. O

Para recordar s facilmente este resultado, escribimos el proceso@&[t) en forma
diferencial
dX(t) = A(t)dW(t) + ©(t)dt.

Entonces
AX (H)dX () = A2(£)dW (£)dW (t) + 2A(H)O (1) dW (t)dt + O(t)dtdt,
y de las ecuaciones (3.1)-(3.3) obtenemos
dX (t)dX (t) = A%(t)dt.

Esto dice que en cada tiemppoel procesaX acumula variadéin cuadatica a raan deA?(t)
por unidad de tiempo, y entonces la varacicuadatica total acumulada en el intervalo de
tiempo[0, t] es[X, X]|(t) = fot A?(u)du. Esta variadn cuadatica es 8lo debido a la variadin
cuadética de la integral dedt/ (t) = f(f A(u)dW (u), pero aunque la integral ordinargt) =

fot ©(u)du no aporte a esta varidei cuadatica no significa necesariamente qég) no sea

aleatoria.
Ademas de la integral dedtya definida, necesitaremos integrales con respecto a procesos
de I©.

Definicion 3.2.10.: SeaX(t), t > 0 un proceso de & como describimos en la definici

(3.2.8), y sed’'(t), t > 0 un proceso adaptado .



3.2. INTEGRAL DE ITO 77

Definimos la integral con respecto al proceso 8¢ It
t t t
/ I(w)dX (u) = / T(w) A(u)dW (1) + / I(w)O(w)du (3.27)
0 0 0
Podemos generalizar larimula de Ito-Doeblin a procesos dé:lt

Teorema 3.2.11(Férmula de 16-Doeblin para un proceso dedlf : SeaX (¢), ¢ > 0 un proceso
de I© como describimos en la defirdai (3.2.8), y sed (¢, z) una funcon para la cual las
derivadas parcialeg; (¢, ), f.(t,x) Yy f..(t, z) esén definidas y son continuas. Entonces, para

cadal >0
FEX) = $0.XO0)+ [ A XOt+ [ 0 XOWXO+ 5 [ Fule XO)A 001
- r0.x0)+ | " X ()it + / "L X))
+ /OT f$(t,X(t))@(t)dt+%/0T fua(t, X (1)) A2 (t)dt. (3.28)
Demostrachn. Ver [1] 0
Esta brmula en forma diferencial queda

(X (0) = fit, X0t + £t X)X (1) + 5 fealt, XOWN (D), (3:29)
y en &rminos delt y dW (¢)
df(t, X (1)) = folt, X (0)dt+falt, X () A(E)AW () + fz(t,X(t))@(t)dH—% Funlt, X(£))A2(8)dt

(3.30)

Tambén podemos obtener undrinula para el caso de dos procesos detimo vemos en

el siguiente teorema:

4Asumimos queE(f(f 2 (u)A%(u)du) y fot IT"(u)©(u)|du son finitos para cada> 0 de modo que las inte-
grales en el lado derecho de (3.27éestlefinidas
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Teorema 3.2.12.(Formula de 16-Doeblin 2-dimensional)): Seé(t, z, y) una funcéon cuyas
derivadas parciales, f., fy, foes foy, fyz Y fyy €S8N definidas y son continuas. Seaiit) e

Y (t) procesos de &. La formula I1tH-Doeblin 2-dimensional en forma diferencial es
df (¢, X (1), Y (t)) = felt, X (1), Y (1))dt + fu(t, X(2), Y'(£))dX (t) + f, (¢, X(2), Y (£))dY (1) +
+ %fm(t, X(t),Y(t)dX (t)dX(t) + faou(t, X (1), Y (£))dX(t)dY ()

+ % Lo, X(8), Y ()Y (£)dY (£) (3.31)

Un caso muydtil que se desprende de lé@riula I©6-Doeblin 2-dimensional es la

regla de 16, que se refiere al producto de dos procesos y la cual exponemos a cobtinuaci

Corolario 3.2.13. (Regla producto de &): SeanX (¢) e Y (¢) dos procesos dedt Entonces
dX@)Y(t) = X(@)dY (t) + Y (t)dX (t) +dX (t)dY ().

Demostraddn. Tomamosf (¢, z,y) = xy, entonces; =0, f, =y, f, ==, f2e =0, foy, =1,y

fyy = 0. Poniendo esto en (3.31), queda demostrado. H

Para completar esta segoidel @lculo estoastico daremos la siguiente defiini

Definicion 3.2.14.Una ecuadin diferencial estatstica es una ecuaci de la forma
dX (u) = B(u, X (w))du + v (u, X (u))dW (u). (3.32)

Aqui B(u, z) ¥ v(u, x) son funciones dadas, llamadas el dyittiffusion, respectivamente.

En adicbn a esta ecuawn, una_condidn inicial de la formaX(¢t) = x, dondet > 0

y x € R, es especificada. El problema es entonces encontrar un procesaststok (7'),

definido pardl’ > t, tal que,

X(t) =z,

X(T) :X(t)—i—/t 5(u,X(u))du—|—/t (u, X (u))dW (u).
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Una consecuencia importante de dicha defimar que nos sé@rde gran utilidad se refiere

a los procesos de Markov y se presenta en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.15.Soluciones de ecuaciones diferenciales e€sticas son procesos de Markov.

3.3. Ecuacon de Black-Scholes-Merton y la drmula de val-

uacion de riesgo neutral

Como mencionamos anteriormente, en esta éadaberivaremos la ecuasi diferencial es-
tocastica Black-Scholes-Merton y desarrollaremoslaiula de valuaén de riesgo neutral en
tiempo continuo.

De la ecuadin Black-Scholes-Merton(B-S-M) y determinadas condiciones de contorno se
puede obtener el valor de todo tipo de derivados en un activo modelado por un movimiento
georetrico browniano, por ejemplo: valuéci de una opéin call Europea.

La manera de alcanzar dicha ecaaces estableciendo un portfolio libre de riesgo que
consista en una posan en el derivado y una en el activo. La dazpor la cual esto puede
hacerse es que el precio del derivado y el precio del actiam egectados ambos por la misma
fuente de incertidumbre: el movimiento del precio del activo.

Todo esto se encuadra en el marco de la ausencia de arbitrage y se considera como tasa libre
de riesgo la tasa que brindan los bonos del tesoro de EE.UU.

En general, para derivar la ecuaicide B-S-M debemos considerar las siguienteétkgis

del mercado:

= El precio S(t) del subyacente tiene una distribdigilognormal siguiendo la caminata
aleatoria continua

dS(t) = pS(t)dt + aS(t)dW (1),

dondey y o son constantes conocidas.
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= Latasa libre de riesgoes constante

El subyacente no paga dividendos

No hay costos de transabai

No hay oportunidades de arbitrage

La opcbn es Europea

Se admite la posion short en el subyacente

Seal/(t,S) una funcon de las variablesy S tal queV (¢, S(t)) es el valor del derivado
en tiempot y S(t) es el valor del subyacente enUtilizando la Hrmula de 16-Doeblin para

procesos de & en forma diferencial (3.30) obtenemos

ov 10°V

dv(t,S(t)) = (E(@S(t)) + EW( ov oV

t, S(t))o?S%(t) + %(t, S(t))uS(t)) dt+%(t, S(t))oS(t)dW (t)

Buscamos construir un portfolio usando el subyacente y el derivado, tal que el riesgo (parte
inciertadlV (t)) pueda ser eliminado.

Consideramos el portfolio formado por:
= A acciones (long)
= 1 posicbn short en el derivado,

y la funcibn (¢, S) dada por

7(t,5) =AS - V(t,09).

Entoncesr(¢, S(t)) es el valor de dicho portfolio eh ie:

7(t, S(t) = A(t, S(1)S(t) — V£, S(t)).
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Perodr = AdS — dV/, por lo tanto

dr(t, S(t)) = A(t, S(E)uS(H)dt + Alt, S())aSE)dW (t) — dV (¢, S(t))

= (A SwS0) - F50) - 5 5 5050 - T (e SOMmS () )

+ (A(t, S(t))oS(t) — g‘é (t, S(t )>05(t)> AW (t).

La componente aleatoria en esta ecoadiferencial estdstica es

7S(t) (A(t,S(t)) g‘g (t, S(t ))) AWV (t).

Para eliminarla debemos pon&(t, S(t)) = g—‘g(t, S(t)). De esta manera resulta

i, 5(0) = ( Gt SOMmS() ~ G (6:50) - 5 5550, SO180) — eSS0
:_@_Z(t,sa)) 5o S D) 252@)) at (3.33)

Al construir nuestro portfolio co@% acciones, eliminamos el riesgo éh Por lo tanto, la

tasa de retorno del portfolio debe sdjie: = se debe comportar como dinero en el banco), As

dr(t, S(8)) = rr(t, S(8))dt = r (gg (t, S(#)S(E) — V(¢ S(t))) gt (3.34)

Comparando (3.33) con (3.34) nos da

- (G s+ 3050 S a5 ) ar = (Ge.50)50 - Ves©) )t

entonces
(aa‘t/(t S(0) + 1o (1 SO)S ) + Lotstn D0 (1,50 )))d PVt St (3.35)

0, expresado de otra manera:

oV oV 1y, 02V -
S (ES0) + o=t SE)SE) + 502 ()5 (6 M) = rV(ESH) = 0. (3.36)
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Esta es laacuacbn en derivadas parciales Black-Scholes-Merton
La ecuadbn de arriba tiene muchas soluciones correspondientes a las diferentes condiciones
de contorno que se especifiguen. De esta manera, si consideramos com@ualel@intorno

el payoff de un derivado, obtendremos el valor del mismo en cada tiempb

Ejemplo 3.3.1. Si resolvemos
(¢, S(t) +r2%(t, S(t)S(t) + 50252(75)?%(15, S(t)) —rV(t,S(t)) =0,
V(T,S(T)) = max{S(T) — K, 0} K >0,

obtendremos el valor de una opgicall Europea con strik& que expira en tiempo T.

Ejemplo 3.3.2. Ahora tomemos como condamn de contorno el payoff de un contrato forward
short, ie: K — S(T).

La ecuaddn que debemos resolver en este caso es

{ Be(t.5(1) + 55 (1, S()S(t) + 3025%(1) 555 (¢, S (1) — 'V (¢, 5(¢)) = 0, (3.37)

V(T,S(T)) =K — S(T), K >0.
Del captulo 2 sabemos qug (¢, S(t)) = Ke "=t — S(t) es el valor de un forward short.

Veamos que esta furém satisface (3.37)

oV oV 2V

L A S <

o~ e S BT R
Luego
oV oV
S S0) + st SO)S(0)

1 2 o2 a?v —r(T—t)
+50° 5% () 55 (1 S(1) = 1V (.S (1)) = rKe —rS(t) — rV(t, S(1)

= r(Ke " T0 — 5(t)) — rV (¢, S(1))
= rV(t,S(t)) — rV(t,S(t))

conV (T, S(T)) = Ke"™=1) — S(T) = K — S(T).
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En general, dadas las condiciones de contorno, uno siempre puede encontrar ua soluci
debido a que la ecudni de B-S-M es un caso particular de la ec@adilel calor. Es 1as,

sabemos que esta solagino $lo existe sino que dmica.

Se puede ver que podemos valuar un derivado en un mundo ficticio riesgo rexugiatual
los retornos de todos los derivados son tasas libres de riesgo.

Consideremo$’ como la medida de probabilidad real. Entonces,

Definicion 3.3.3. Una medida de probabilidall se dice ser déesgo neutraki
i) Py P son equivalentes (ver &ndice), y

i) sobreP, el precio descontado del activo™ S(t) es una martingala.
Como el precio del activo estdado por el movimiento gea@trico browniano
dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dW (), (3.38)
por la regla producto dedtobtenemos

d(e™S(t)) = (u—r)e "t S(t)dt + oe S (t)dW (t)
= oe "S(t)[0dt + dW (t)], (3.39)

w—=r
p
Si usamod)(t) = 6 en el Teorema de Girsanov’s, Teorema A.0.12 (veerdice), obten-

cond =

emos quéV/ (t) = W(t) +f0t fdu es un movimiento browniano sobre la medida de probabilidad

P definida en dicho teorema. De esta manera podemos escribir (3.39) como
d(e™™S(t)) = oe "t S(t)dW (t).

Luego

e "'S(t) = S(0) +/O oe” ™S (u)dW (u).
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Esto nos dice que el proceso™S(t) es una integral dedt y por Teorema 3.2.4 iv}, "' S(t)
es una martingala.

Entonces debido a que es equivalente & (Ver Apéndice), por Definién 3.3.3,P es una
“medida de probabilidad de riesgo neditral

SeaV/(T') una variable aleatoria (T')- medible.Esta representa el payoff al tiemfode
un derivado en el subyacente cuyo precio en ¢ada> 0, esh dado porS(¢). Permitimos a
este payoff ser camino-dependiente (ie: que dependa de cualquier evento que ocurra entre los
tiempos 0 yT'), lo que significa que sea(T')- medible.

Definimos

eV () = E(e ™ TV(T)|F (t).

Por la propiedad de condicionamiento iterado (Teorema 1.2.6 iii)), vemos que este proceso
es una martingala.

Ahora consideremos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.4.(Representadn de una martingala) Se#/(¢), 0 < ¢ < T, un movimiento
browniano en un espacio de probabilidéd, F, P), y seaf (t),0 < ¢ < T, una filtracion para
este movimiento browniano. S#A(t), 0 < ¢t < T, una martingala con respecto a esta filtrani
(i.e., para cadat, M (t) esF (t)- medible y parad < s <t < T, E(M(t)|F (s)) = M(s)).

Entonces hay un proceso adaptada:), 0 < u < T, tal que
t
M(t) = M(0) +/ T(u)dW (u) 0<t<T.
0

Se puede ver ([1], Corolario 5.3.2) que]@(t), 0 < t < T, es una martingala sobre,

entonces existe un proceBtu), 0 < u < T, adaptado & (¢), 0 < ¢t < T tal que

V) =V(O0)+ [ T(wdW(u) 0<t<T. (3.40)
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Definicion 3.3.5.Un modelo de mercado eéempletosi todo derivado puede ser hedgeado; es
decir, si existe un portfolio con valoX (¢) en cada tiempe > 0 formado por una cantidad

determinada de acciones y dinero de modo que

dondeV (T') es el payoff del derivado que expira@€n

Veamos que nuestro derivado con payioffl’) puede ser hedgeado.

Consideremos un agente con una p@sichort en el derivado que comienza con un capital
inicial X (0) y que en cada tiempo> 0 tieneA(¢) acciones e invierte o pide prestado dinero a
tasar para financiarlo.

Por lo tanto, en cada instante de tiempo, la parte de acciones del portfolio del ageedte est

do por
A(t)S(t):/O A(u),uS(u)le—/O A(u)oS(u)dW (u)

Y ad,

A(AD)S(H) = AuS(H)dt + A(t)aS(H)dW () = A(t)dS(2).

Por otro lado, sll(t) es el proceso que describe el valor de un portfolio formado por dinero

a tasa de inté&sr, entonces

dIL(t) = rII(t)dt.

De esta manera,

dX (1) = A()dS(t) + r(X () — A(#)S(t))dt
= rX(t)dt + Ao S(H)[0dt + dW (1).

La regla producto dedty (3.39) implican
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d(e X (1)) = e A(t)aS()[0dt + AW (1)]
= A(t)d(e " S(t))
= A(t)oe "' S(t)dW (t).

Por lo tantog " X (t) es una martingala sob#e con

e "X (t) = X(0) + /t oA(u)e ™S (u)dW (u) 0<t<T,

y
e "V (t) = V(0) +/ D(w)dW(u) 0<t<T.
Si elegimos
V(0) = X(0)
y A(t) tal que
cA(t)e S(t) =T(), 0<t<T, (3.41)

obtenemosX (¢) = V (¢) Vt y en consecuencid (7') = V(T)).

Observemos que (3.41) es quivalente a
0<t<T. (3.42)

Con esta elecon, tenemos un hedge para una pasicshort en el derivado con payoff
V(T) en tiempal'. Es decir, sicomenzamos con un capiXdD) e invertimos en cada tiempgo

en una cantidad\(¢) de acciones dada por (3.42), entonces
X(T)=V(T) a.e., (3.43)
El hecho que"* X (¢) es una martingala sobiéimplica

e "X (t) = E(e"TX(T)|F () = E(e™™"V(T)|F (t)). (3.44)
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Ademas, debido a la hiptesis de no arbitrage, por (3.43), el valor del derivado en cada
0 <t < T debe serigual al valoX (¢) del portfolio y entonces podemos llamar a esteretio

V (t) del derivado en tiempg y (3.44) resulta
eV ()= E(eTV(T)|F(t), 0<t<T. (3.45)
O, escrito de otra manera
V(t)=EEe TV @t), 0<t<T. (3.46)

Nos referiremos a ambas (3.45) y (3.46) coRfrmula de valuacbn de riesgo neutral
para el modelo de tiempo continuo.

Hemos probado que en este modelo todo derivado puede ser hedgeado; es decir, que este
modelo es completo. En el siguiente teorema exponemos que esto es equivalente a que la medida

de probabilidad de riesgo neutral dedca.

Teorema 3.3.6.Consideremos un modelo de mercado que tiene una medida de probabilidad de
riesgo neutral. El modelo es completo siglass la medida de probabilidad de riesgo neutral

eslnica.

Demostraabdn. Ver [1] O
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Capitulo 4

Opciones exticas: barrera, lookback y

asiaticas

Hemos llegado al objetivo final de nuestro trabajo que consiste en analizar tres tipos de
opciones efiticas: barrera, lookback y asicas.

Las opciones edticas, a diferencia de lasnilla o plain vanilla, poseen sus payoff depen-
dientes del camino del activo subyacente.

En el siguiente cdfulo desarrollaremos la ecuaai diferencial parcial eahdar que gob-
ierna el precio de cada una de las tres opcionétiGas mencionadas. Las opciones barrera y
lookback tienendrmulas de valuadn expicitas, las cuales est basadas en el principio de
reflexion para el movimiento browniano. Unariula tal para opciones asicas es descono-
cida. Sin embargo, para dicha opeihay un argumentt Change-of-nur@rair€ que reduce
la ecuadbn diferencial de valuacn a una manera simple que puedeilimente ser resuelta

numéricamente.

89
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4.1. Opciones barrera

Hay varios tipos de opciones Barrera. Lasock out” son aquellas en las que el precio del
activo subyacente debe cruzar una barrera para que pierdan su valor; iebltaegicactiva a
menos que el precio del activo cruce una barrera. Si el precio del activo subyacente comienza
debajo de la barreray debe cruzar sobre esta para causar el Knock out)tasgpdiceup-and-
out. Una opcon down-and-outtiene la barrera debajo del precio inicial del activé ignock
out” si el precio del del activo cae debajo de la barrera. Otras opciones sokrlask in”; ie:
ellas pagan cero a menos que el precio del activo subyacente cruce una barrera. Las opciones
knock in tambén tambén caen en dos claseg-and-iny down-and-in

Opciones barrera as complejas requieren que el precio del activodto sruce una barrera

sino que transcurra una cierta cantidad de tiempo en ella para el knock in o knock out.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos una call Europea en el modelo binomiallten3, strike K =
105 y barreraB = 95. SeaS, = 100, r = % = 0,05 y factores up y dowrnu = 1,1y
d = 0,9. De esta manera, la probabilidad (riesgo neutral) de que el precio aumente en un paso
esp =3 =0,75.
Lo que vamos a calcular es el cuadro de precios de unamperrera down-and-out, ya
gue no es posible trazar @nbol para ello. Esto se debe a que la opcion barretmad Si el
precio de la acéin cae debajo de la barrera, la dpticarece de valor no importaalsea el
precio de la acéin ent = 3.
En la figura 4.1 presentamosahbol de precios de la aéri con barrerd3 = 95.
Calculamos el valor de la o mediante ladrmula de valuaéin (2.3). No obstante, asig-

namos el valor cero a cualquier nodo queeaktbajo de la barrera.
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Ss3(c,e,c) =133.1

Ss(e,x,x) = S3(x, ¢, x) = S3(x,z,c) = 89.1

o(x,z) =81

Sy(z,x,x)=72.90

Figura 4.1:Arbol binomial para el precio del activo con barréda= 95

Los valores la opéin call con barrer® = 95 se muestran en la siguiente tabla:

Camino | Valor de la call | Camino | Valor de la call | Camino | Valor de la call
ent =3 ent =2 ent=1
cee 28.1 cc 11.76 c 8.52
ccx 3.9 cx 0.52 T 0
cxc 3.9 xc 0
cxx 0 rT 0
xree 0
xrex 0
rre 0
rrT 0

Llegamos a un precio inicial d&, = 6,08 dolares para la opgn barrera down-and-out.
Si calculamos los precios de la misma call Europea sin considerar la barrera, obtenemos el

arbol de precios dado por la figura 4.2.
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Vs(c,c,c) =28.1

5(c,c) =11.76

Vs(e,c,x) =Vs(c,x,c) = Vs(x,c,c) =3.9
5(c, z) = Va(x,c) =0.52

Vs(e,z,z) = V3(x,c,x) = Vi(x,2,¢) =0
0

Vs(z,z,2) =0

Figura 4.2:Arbol binomial para precio de la opmi call

Observamos, como era de esperarse, que si el precio del activo no cae bajo la barrera, los
precios de la call con barrea coinciden con los precios de call sin tener en cuenta la barrera.
Notemos que la opon barrera es mas barata que la épcvanilla simple, lo cual tiene

sentido puesto que la of@ei vanilla recompensaren casos donde la opaibarrera no lo hace.

A continuacon trataremos una up-and-out call en un activo subyacente cuyo precio sigue el

movimiento georatrico browniano
dS(t) = rS(t)dt + o S(t)dW (t),

dondeW(t), 0 < t < T, es un movimiento browniano sobre la medida de probabilidad de
riesgo neutraP.

Consideremos una call Europea que expira en tieinpon precio strike/" y barrera up-
and-outB. Suponemody{ < B, de otro modo, la opdn debela cruzar la barrera para estar
in the money y por lo tantodo podia pagar cero. La solumh de la ecuaéin diferencial

esto@stica para el precio del activo es

S(t) = S(0)e 271 _ S(0)e?W (1), (4.1)
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donde
W(t) = at +W(t)
y
1, 1,
a= ;(r— 50 )

Consideremos el &ximo al da paralV (T) (ver (3.4), caftulo 3), M(T) = méxo<i<r W(t),

entonces

‘ _ oM (T)
Dodx, S(t) = S(0)e :

La opcbn alcanza el knock out si Yok § 5(0)e”™(™) > B: si $(0)e”™ ™) < B, la opcbn

paga

En otras palabras, el payoff de la opties

V(T) = (S(0)e”™ ™) — K)*1

{S(O)eUM(T) < B}

= (5(0)e”V ™) — K)T - (4.2)

donde

El precio de una call up-and-out satisface una ecumeBiS-M que ha sido modificada para
responder a la barrera. Esta ecoagiuede usarse para encontrar wrenfula para el precio. En
este caso particular no necesitamos encontrar el precio de esta forma. Utilizarearosula f
de valuaddn de riesgo neutral. Sin embargo, proveeremos la emugcsu deriva@n porque

esta metodoldg funciona en situaciones donde no pueden obtenerse solucioriésaal
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Teorema 4.1.2.Denotemos com(t, z) al precio en tiempad de la up-and-out call sobre la
suposiodn que la call no crua la barrera antes del tiempoy S(t) = z.

Entonces (¢, x) satisface la ecuabn diferencial parcial B-S-M
1 2,.2
v (t, @) + rav,(t, x) + 20 Ve (t, @) = 10(8, ) (4.3)

en el recangulo{(¢,z);0 <t < T,0 < z < B} y satisface las condiciones de contorno

u(t,0) =0, 0<t<T, (4.4)
o(t,B)=0, 0<t<T, (4.5)
(T, z) = (z — K)*, 0<z<B. (4.6)

La condicbn de frontera inferior (4.4) se obtiene de que si el precio del activo comienza
en cerogste queda dlly la opcbn expira out of the money. La condici de frontera superior
(4.5) sigue del hecho que cuando el movimiento getoico brownianaS(t) alcanza el nivel
B, éste inmediatamente pasa por encimaBddde hecho, debido a queste tiene variabn
cuadatica distinta de cero, el precio del acti$¢¢) oscila, creciendo y cayendo cruzando el
nivel B infinitas veces inmediatamente despule alcanzaste. El precio de la opmn es cero
cuando el precio alcanz& debido a que la opon esé en el borde del knock out. Lianica
excepobn a esto es si el niveB se alcanza por primera vez en el tiempo de expraéi,
en tal caso no hay tiempo a izquierda para el knock out. En este caso, el precio déta opci
es dado por la condign terminal (4.6). En particular, la fur@si v(¢, z) no es continua en el
vértice de su dominio donde= T'y x = B. Esta es continua en todas las partes dearentlo
{(t,z);0<t<T,0<x<B}menosen=Tyx=B.

Los ejercicios 1 y 2 dan a grandes rasgos los pasos para verificar laGecugS-

M por calculo directo, comenzando con larfnula andtica (4.18) obtenida &s adelante.
Aqui nosotros derivamos esta ecu@acdiferencial parcial (4.3) por los siguientes argumentos

generalmente aplicados:

1 Encontrar la martingala,
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2 tomar la diferencial, y
3 tomar el érminodt igual a cero.

Comenzamos con un precio del activo iniciD) € (0, B). Luego definimos el payoff de la
opcibn V(T') por (4.2). El precio de la opah en el tiempd entre la iniciaddn y la expiraddn

esht dado por ladrmula de valuaéin de riesgo neutral
V(t) = E(e T OV(T)|F(t), 0<t<T.
El argumento usual de condicionamiento iterado muestra que
eV (t) = E(eV(T)|F(t), 0<t<T,

es una martingala. Quéamos ver qué/(t) = v(t,S(t)), dondeuv(t, x) es la funcdn en el
Teorema 4.1.2. Sin embargo, la ecaac{4.3) no ocurre para todos los valorest@delo largo
de todos los caminos. Recordemos que S(t)) es el valor de la opdin sobre la suposian
queésta no ha cruzado la barrera antes guaientras qué/(t) es el valor de la opbn sin
ninguna suposiéin. En particular, si el precio del activo subyacente supera la basrgtaego
retorna bajo la barrera al tiemppentonced/ (t) se&é cero porque la opan tuvo el knock out,
perou(t, S(t)) sel estrictamente positiva porquét, ) dada por (4.18) lo es para todos los
valoresde X t < Ty 0 < = < B. El procesd/ (t) es camino dependiente y recuerda que la
opcion tiene knock out. El procesdt, S(¢)) no es camino dependiente, y cuartie) < B,
da el precio de la opén sobre la suposign que no tuvo knock ouincluso si esta supositn
es incorrecta

Resolvemos esta complicaai definiendg como el primer tiempo en el cual el precio del
activo alcanza la barrerd. En otras palabrag,es elegido de una manera camino-dependiente
tal queS(t) < Bpara® t < py S(p) = B. Debido a que el precio del activeasi siempré
excede la barrera inmediatamente déspue la alcarig podemos considerapaomo el tiem-
po del knock out. Si el precio del activo no alcanza la barrera antes de la e@pjraohemos

p = oo. Si el precio del activo alcanza la barrera por primera vez eantonces = 1 pero el
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knock out no ocurre porque no hay tiempo a izquierda para que el precio del activo exceda la
barrera. Sin embargo, la probabilidad que el precio del activo alcance por primera vez la barrera
en tiempal” es cero, por eso esta anofalo nos interesa.

La variable aleatorig es unstopping timeporque elige su valor basdose en el camino
del precio del activo hasta el tiempoLa definicbn de stopping times en el modelo binomial
fué dada en la Definion 1.5.1 del cajpulo I. El Teorema Optional Sampling |, Teorema 1.5.5
del captulo I, asegura que una martingala detenida en un stopping timieasia martingala.

Lo mismo se cumple en tiempo continuo. En particular, el proceso

e "V (t), si0<t<p;
eIV (A p) = (t) =r=r 4.7)
e PV (p), sip<t<T,

es una martingala sobt®. Antes quet llegue ap, este proceso es la martingafa™ V().

Una vez que llegb ap, aunque el p@ametro del tiempo pueda avanzar, el valor del proceso
esh congelado ea~""V (p). Un proceso que no se mueve es trivialmente una martingala. La
Unica manera en que la propiedad de martingalaipqubrderse s& sip “ mirara adelante
cuando decidiera parar el proceso,Sie detiene en un tiempo debido a que el proceso iba a
subiry permite al proceso continuar si este iba a bajar, el proceso detenida temltendencia

a bajar. En tanto quetome la decigin de parar en el tiempo actual Baslose solo en el camino
hasta aquy tal vez incluyendo el tiempo actual, el acto de parar una martingala en tiempo

preserva la propiedad de martingala.

Lema 4.1.3.Se cumple que
V(t)=wv(t,5(), 0<t<p. (4.8)

En particular,e v (t, S(t)) es unaP-martingala hasta el tiempp, o, dicho de otro modo, el
proceso detenido

eIyt Ap, S(EAP)), 0<t<T, (4.9)

es una martingala sobre.
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Demostraddn. (idea) Debido a quev(t, S(t)) es el valor de la up-and-out call sobre la su-
posicbn que esta no ha tenido el knock out antes del tiempoparat < p esta suposiéin
es correcta, tenemos (4.8) para p. De (4.8), concluimos que el proceso en (4.9) efla

martingala (4.7). ]

Demostraddn. (del Teorema 4.1.2Lalculamos el diferencial(e "v(t, S(t))):

d(eirt?}@, S(t))) = e*’”t[—rv(@ S(t))dt 4+ ve(t, S(t))dt + v.(t, S(t))dS(t)
¥ Sve(t, S())dS(1)S (1)
= e " [=ru(t, (1)) + vi(t, S(t)) + rS(t)va(t, S(t))

- %0252(15)@9396(257 S(t)]dt + e "o S (t)v,(t, S(t))dW (t).  (4.10)

Del Teorema de representani de una martingala, Teorema 3.3.4, sabemos que

e "wu(t, S(t)) debe ser de la forma

t

e "u(t, S(t)) = v(0,5(0)) + / [(u)dW (u) 0<t<T,

0

para un cierto procedd(u). Adenmas tenemos que

e "u(t, S(t)) = v(0,5(0)) +/

0

con

T(u) = e oS (u)v,(u, S(u))

Y O(u) = e " [—rv(u, S(u)) + vy(u, S(u)) + rS(u)v,(u, S(u)) + 102 (W)ves(u, S(u)).

Entonces,
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Pero el lado derecho en la igualdad de arriba tiene vanaciiadatica igual a cero, y el
lado izquierdo tiene variagh cuadatica distinto de cero. Entonc&€$u) = I'(u) y O(u) = 0
a.e.

De esta manera, eétminodt debe ser cero pafa < t < p (ie: antes de que la opn
esé knock out). Pero debido a que S(t)) puede alcanzar cualquier punto€in, x); 0 < ¢t <
T,0 <t < B} antes de que la opim esé knock out, la ecuaon B-S-M (4.3) debe ocurrir para
todot € [0,7)y = € [0, B]. O

Nota4.1.4 Del Teorema 4.1.2 y su prueba, vemos como construir un hedge, al mérioa-te

mente. Tomando eétminodt en (4.10) igual a cero, obtenemos
d(e™ ™ (t, S(t))) = e oS (t)uL(t, St))dW (t),  0<t<p.

El valor descontado de un portfolio que en cada tiemene A(¢) acciones del activo subya-
cente est dado por
d(e X (1)) = e "o S(t)A(t)dW (t).

De esta manera, si un agente comienza con una passbiort up-and-out call y con capital

inicial X (0) = v(0, S(0), entonces, tomando una cantidad de acciadxgs dado por
A(t) = va(t, (1)), (4.11)

causala que el valor del portfolid( (¢) seav(t, S(t)) hasta el knock out o la expiragi. Notar
que este\(t) es el obtenido en la ecuéci de B-S-M en el cdfulo 3.

En la p@actica, este delta es imposible de implementar si ladoprb tuvo el knock out y
el precio del activo subyacente se acerca a la barrera cerca de la éxpulada opdn. La
funcionv(T, =) es discontinua em = B, saltando desd® — K a 0 en ese punto. Par@erca
deTy x exactamente debajo d& la funcbn (¢, x) se esh aproximando a una discontinuidad
y los valores delta(.(¢,z)) se hacen negativos y grandes. Ademlos valores de,.(t, )

gue denominamos gamma tambise vuelven negativos y grandes. Esto significa que cerca de
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la expiracon y la barrera, el delta le requiere al agente tomar una posgtiort grande en el
activo subyacente y hacer ajustes grandes en la pas{debido a que el gamma es grande
negativo) cuando el precio del activo se mueve. El modelo B-S-M supone que el bid-ask spread
(brecha entre el precio de compra y venta) es cero, yesgusuposion es un modelo pobre de

la realidad.

Para obtener labfmula expicita de valuadn para la call up-and-out, debemos derivar la
densidad conjunta para un movimiento browniano con drift y aximo al da.

Comenzamos con un movimiento brownididt), 0 < t < T, definido en un espacio de
probabilidad($2, P, ). SobreP, el movimiento browniandV (¢) tiene drift cero (ie: este es
una martingala).

Seax un namero dado, y definamos como antes
W(t)=at+W(t), 0<t<T.
Este movimiento browniant/ (t) tiene drifto sobreP. Ademras, recordemos que

M(T) = méax W(t).

0<t<T

Debido a qué¥’ (0) = 0, tenemosi (T') > 0. Tambeén tenemos (t) < M (T). Por lo tanto,

el par de variables aleatori@/(T"), W (T')) toma valores en el conjunto
{(m,w);w <m,m >0}

Teorema 4.1.5.La densidad conjunta sobi@ del par (M (T), W (T)) es

. 22 —
Py virery (M w) = %eaw_éa%‘ﬁ@m‘w)z, w< m,m >0, (4.12)

y es cero para otros valores de y w.

Demostraddbn. Definimos la martingala exponencial

Z(t) = e WO-30% = maWOH30% - g <y <T

)
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y usamoQ(T) para definir una nueva medida de probabilidagor
P(A) = / Z(T)dP  VAeF.
A

De acuerdo al Teorema de Girsanov’s, Teorema A.0.12 (v'enAipe),W(t) es un movimien-
to browniano (con drift cero) sobré. El Teorema 3.1.10 da la densidad conjunta de
(M(T), W (T)) sobreP, la cual es

2(2m B 'LU) 6—%(2m—w)2

AA A m,w)=——r—— )
fM(T),W(T)( ) T\/ﬁ

y es cero para otros valores dey w. Para trabajar sobre la densidad(dé(T), 7 (t)) sobre

w<m,m>0.

P, usamos el Lema A.0.10 (ver Apdice), lo cual implica

P{M(T) <m, W(T) <w}= E(H{M(T)gm,W(T)gw})

-1
=Lk (—Z(T) Lt (ry<m v (my<w))
e ——a2
(e W) T]I{M(T)<m W(T)<w})

/ / et (T),W(T) (x,y)dxdy.

Por lo tanto, la densidad dé/(T'), W (T')) sobreP es
82

omow

Cuandow < my m > 0, esta es ladrmula (4.12). Para otros valores dey w, obtenemos

P{M(T) <m,W(T) < w} = "2 f 0 o (m, 0).

cero debido a quéM(T)W(T)(m, w) es cero. O

Corolario 4.1.6. Tenemos

- m — o —m —aoT
P{M(T)<m}=N — 2N N (————), m >0, 4.13
(VI(T) < m} = N(*— ) (T om0 (1)
y la densidad sobré de la variable aleatorial/(T') es
~ 2 —m — o
o (M) = e~ar(m—aT)® _ gpe2ampr( 0 T , m > 0, 4.14
frrery(m) VorT ( JT ) > (4.14)

y es cero paran < 0.
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Demostraddn. Integramos la densidad (4.12) sobre la d@gf(m,w);w < m,m > 0} para

calcular

- morm (o — .
P{NI(T) gm}:/ / Mew 30737 =) gy gy
0 w

T\/27T_T
\/T 30T = (=) I“ W dw
_/0 \/217T_Teaw_a2:r_(2u w)?2 |u "™ dw
_ \/27r_T 0w $02T— s (2m—w)? g, +\/2177_T 0 pow—La?T—geu? g
Ty

_ aw—L1a?T— L (2m—w)? 1 /m aw—2a2T— L w?
== e 2 2T dw + ez 27 dw.
VorT /_oo VorT

Ahora completamos cuadrados. Observemos que

1 2m — w)? 1
—ﬁ(w —2m —aT)? = —% + aw — 2am — EQQT,
1 2 1
—ﬁ(w —aT)? = —;U—T + aw — §a2T
Por lo tanto,
p{M(T) < m} = — erm " e*%(wamfaTﬁdw + 1 e — o (w—aT)? dw
- V2T ) V2nT .
Hacemos el cambio de variabje= “=22=°% en la primer integral g = % en la segunda,
de ese modo obtenemos
P{M(T> < } eQam m\/%aT y ] + lyZd
<mjpy=— e 2 Y e 2 Y
Vor J oo
9 m —aT — aT
e N ( )+ N )
VT VT

Para establecer (4.13).
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Para obtener la densidad (4.14), diferenciamos (4.13) con respecto a

d ~ m — ol 1 —m — ol —m — a1 1
—P{M(T)<m} =N’ ——) = 2ae® M N(——————) — etom N —
) =} = N0 = 7 A
1 1 2 —m —aoT g2am 1 2
_ — 5= (m—aT) 2am — 5= (—m—aT)
= e 2T — 20e** N + e 2T
V2T ( VT ) onT

El exponente en el terceerimino es

(—m—aT)*  damT m?+2amT + o*T?

2am = 5 2T 2T
 m?® = 2amT + o*T?

T oT

(m — aT)?

T T

lo cual es el exponente en el primérmino. Combinando el primer y el tercérinino, obten-

emos (4.14). O]

Hemos reunido todas las herramientas necesarias para poder calcular el precio de la up-and-

out call expicitamente.

El precio riesgo-neutral en tiempo cero de la call up-and-out call con p&ydf dado
por (4.2) esV (0) = E(e~""V(T)). Usaremos ladrmula de densidad (4.12) para calcularlo
explicitamente. Sk > 0, debemos integrar sobre la régi{ (m, w); k < w < m < b}. Por otro
lado, sik < 0, integramos sobre la régi { (m, w); k < w < m,0 < m < b}. En ambos casos,
la regbn puede ser descripta confion, w); k < w < b,wt < m < b}. Suponemos aduue
S(0) < B, entonce$ > 0. De otro modo, la re@in sobre la cual estamos integrando tiarea
cero, y el valor en tiempo cero de la call es cero. Ta@nlsiuponemoS(0) > 0 entonced y k

son finitos.
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Cuandd) < S(0) < B, el valor en tiempo cero de la up-and-out call es

b pb 2(9m, —
:/ / 6—7‘T(s(0)€aw —K) ( m ’LU) W= —azT——(Qm w)Qdmdw
k Jwt T\ 27T

b
1 1.2 1 2
_ —rT ocw aw—sa?*T— 7 (2m—w)? |m=b
_ _/ e T(S(0)e7" — K )—m e~ 30Ty dw
k V2rT
1 /b(S<O) ow K) —rT+aw—fo¢2T——w d
= (& — € w
27T Jg

b
_ (S(O)eaw . K)e—rT—l—aw—faQT——(Qb w)? dw
V2T /k

- S(O)Il —KIQ - S(O)]3+KI4,

donde

Ll 271
Il — oW rT+aw a T w dw
V2T k
IZ — —rT—Q—aw—fa T— dw
VonT
1 1.2 1 2
[3 _ ow—rT+aw—35a?T— 55 (2b—w) dw
27T k
— v rT—i—aw—focQT 21)2-‘,- bw— 2Tw dw
V2nT
1 127 1 2
I4 — e—rT—Q—aw—Qa T— 55 (2b—w) dw
27T k
_ _1 2 232 _ 1
— rT+aw a T— b +5 2 pw dw
V27T Ji

Cada una de esas integrales es de la forma

eBHyw—srw?

1.2
/ e*ﬁ w—yT)?+37 T+ﬁdw

V21T \/27‘(‘
—L_(b—~T)
— 37°T+B 1 A e~V dy,
V2T J (k=)

103

donde hemos hecho el cambio de variaple “=2L. Usando la propiedad de la distribani

vT
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normal eshndar acumulad&/'(z) = 1 — N(—z) y las definiciones dé y b, escribimos

_217{[’ k B3 gy — 38y (T _\/_;T> ~ Nt \_/_;T)]
_B%WZT 8 —k+~T —b+~T
= - [N(—\/T ) — N(—\/T )l
_ eé”zTﬁLﬁ[N(ﬁ[ln(%) + 40T]) - N(U%[ln(%) 40T
(4.15)
Tomemos
5u(7,s) = af[ n(s) + (r:l:;a)} (4.16)

La integrall; es de la forma (4.15) coft = —rT — 30°T'y v = a + o, entoncesy*T + [ =
0y~o =1+ 302 Por lo tanto,

S(0)

S(0)
K B

Il :N((5+(T, K

) = N(64(T,

Laintegrall, es de la forma (4.15) coft = —rT — 3a*T'y v = a, entonceg?T + § = —rT

y yo =1 — 10 Por lo tanto,

Parals, tenemoss = —rT — 1 a®T — T y Yy=a-+o0+ 2%’ entonces

2T+ 5 =)
yol = (r+ %02)T+ln(%)2.
Por lo tanto,
I <%?>%1ww4ﬂ§%a»—Nwwn§%m.

Finalmente, pard,, tenemog? = —rT — 1a*T — 2~ ‘Y =a + 2, entonces
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Por lo tanto,

B? B

S(0)
, KS(O)>> — N(0_(T, %))]-

L= (Zm) AN G(T

Reuniendo todos estos resultados, sobre la supadick S(0) < B, tenemos ladrmula del

precio de la call up-and-out

V(0) = S(O)[N(8,(T, %)) ~ N(,(T, %))1 R[N (T, %» _NG(T, %m
- B(%P))ig[N(MT, %@)) — N(3,.(T, %))]
+ e_TTK(&)_%“[N((S_(T, B B (4.17)

5 m)) - N@—(ﬂw))]-

Ahora, sea € [0,7) y asumamos que el precio del activo subyacente en tierapS(t) = x.
Como arriba, suponemds < = < B. Si la call no tuvo el knock out antes del tiempycsu
precio en el tiempo se obtiene reemplazandopor el tiempo hasta la expird@siT =T —ty
reemplazand®'(0) porx en (4.17). Esto nos da el precio de la call como una fimeft, =) de

las dos variablesy z:

o(t 1) = [N (8 (r, ) = N6 (7, )] = ¢ TEIN(G- (7, 22)) = N(O- (. 3))
By E NG, o) ~ NG (r, )]
+ e—”K(%)—%“[N(cS_(T, %)) — N(5_(r, %)]' 0<t<T,0<z<B.

(4.18)

La formula (4.18) fé derivada sobre la supogiaciquer > 0 (ie:t < T)y 0 < = < B.
Para0 <t < Ty x > B, tenemosu(t,z) = 0 debido a que la open tiene el knock out
cuando el precio del activo excede la barr&.akEn efecto, si el precio del activo alcanza la
barrera antes de la expiraai, entonces inmediatamente excéderbarrera (a. e.), y entonces
v(t,B) = 0 para0 <t < T. Sin embargoy(T, B) = B — K. Tambén tenemo%(¢,0) = 0
debido a que el movimiento ge@&tnico browniano que comienza en cero permanece en Cero,

y por lo tanto la call expira out of the money. Finalmente, si la@pcio tiene knock out antes
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de la expiradin, entonces su payoff es igual al de la call Europeav(i€;z) = (x — K)%).
En resumeny(t, z) satisface las condiciones de contorno (4.4)-(4.6).dranfila (4.5) puede
obtenerse sustituyendo= B en (4.18), pero para > B, el lado derecho de (4.18) no es 0.
La formula (4.18) fé derivada sobre la supogiai0 < = < B,y es incorrecta si > B. Las
formulas (4.4) y (4.6) no pueden obtenerse sustituyendd y ¢t = 7' ( 7 = 0) en (4.18) debido
a que los denominadores se anulan, pero se puede mostrar que (4.18) danesks fcomo

limite cuandar | 0y 7 | O; ver ejercicio 2.

4.2. Opciones lookback

Una opcon cuyo payoff est basado en el aximo que el precio del activo subyacente
alcanza sobre alm intervalo de tiempo anterior al de expi@tise llama unaookback option
La discusbn de esta opbn introduce un nuevo tipo de diferencial, una diferencial que no es ni

dt ni dW (t).

Ejemplo 4.2.1. Consideremos una ofini lookback que expira €fi = 3 y el modelo binomial

para el precio del activo caty = 100, r = % = 0,05y factoresupy dowm = 1,1y d = 0,9,

igual que en el ejemplo 4.1.1. De esta manera, la probabilidad (riesgo neutral) de que el precio
aumente en un paso gs= % = 0,75. El arbol de precios eatdescripto en la figura 4.1 del
ejemplo 4.1.1.

Lo que vamos a calcular es el valores 0 de la opcdbn lookback con payoff

dondeY (3) = méxo<;<3 5.
Notemos que para encontrar el valor final de nuestrabopsie precisa conoceras que el
valor final de la acdn, se necesita saber donde ha estado en cada punto durante el tiempo.
Entonces, para obtengT(0) debemos primero considerar la siguiente tabla con los valores

deY (3) para todos los posibles caminos:
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Camino | Y(3)
hastat = 3
cce 133.1
ccx 121
cxc 110
crx 110
xce 108.9
xrex 100
xrxe 100
xxT 100
De esta manera, por larimula de valua@n de riesgo neutral en= 0 (2.2), obtenemos
V(0) = ——E(V(3) = 2BV (3) - S(3)) = 408

T2

Comenzamos con un movimiento gesmico browniano como modelo del precio del activo,

el cual puede ser escrito igual que en la s@teinterior como

dondelV/ (t) = ot + W (t) y

Con
M(t) = méx W (u),

0<u<t

podemos escribir el aximo del precio del activo hasta el tiempoomo

Y (t) = méx S(u) = 5(0)e”™®.

0<u<t

La opcibn lookback considerada en esta séndiene el payoff
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Este payoff es no negativo debido a quel’) > S(T').

Seat € [0, 7] dado. En el tiempa, el precio riesgo-neutral de la opai lookback es
V(t) = Ele"(Y(T) = S(D))|F (1)] (4.19)

Debido a que el par de proces@(t), Y (¢)) tienen la propiedad de Markov (ver ejercicio
3), para toda funéin f no negativa medible Borel y todo0 < ¢t < T' debe existir una funbin

v(t, z,y) medible Borel tal que
E(f(T, S(T),Y(T))|F () = v(t, S(1), Y (1))

Consideremosf tal que f(7,S(T),Y(T)) = e "T=(Y(T) — S(T)). Pero,V(t) =
Ele"T=(Y(T) — S(T))|F ()]. Por lo tanto,

V(t) =v(t,S(t),Y(1)).

A continuacdn caracterizaremos esta fumgipor la ecuaé@n B-S-M. Luego, la calcularemos

explicitamente.

Teorema 4.2.2.Denotemos por(t, z, y) al precio en tiempa de la opcon lookback sobre la

suposiodn queS(t) = x eY (t) = y. Entonces(t, =, y) satisface la ecuadn B-S-M
1 2.2
vu(t, z,y) + revg(t, z, y) + 30T Ve (L, y) = ro(t, x,y) (4.20)
enlaregbn{(t,z,y);0 <t <T,0 <z <y}ysatisface las condiciones de contorno
(t,0,y) =e Ty, 0<t<T,y>0; (4.21)

vy (t,y,y) =0,  0<t<T,y>0; (4.22)

o(T,z,y) =y -2, 0<z<y. (4.23)
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La propiedad de condicionamiento iterado implica qu&V (t) = e "v(t, S(t),Y(t)),
dondeV/(¢) dado por (4.19) es una martingala sobteCalculamos su diferencial y tomamos
el ttrmino dt igual a cero para obtener (4.20). Sin embargo, cuando hacemos esto, aparece
el terminodY (t). Este es diferente deétminodS(t), porqueS(t) tiene variacddn cuadatica
distinta de cero, mientras qué(¢) tiene variaddn cuadatica cero. Esto se debe a quét)
es continua y no decreciente enSea0 = ¢, < t; < ... < t,, = T una particdbn de[0, 7).
Entonces

D Y (1) =Y () < méx (V) = Y(t;1)) D _(Y(E;) = Y(t;-)

Jj=1,...m
j=1 7j=1

= méx (Y(t;) = Y(t;-1)) - (Y(T) = Y(0)), (4.24)

,,,,,, m(Y(t;) — Y(t;_1) tiene Imite cero cuandendx,—; ., (t; — t;_1) tiende a cero
debido a queY'(t) es continua. Concluimos qué(t) acumula variadn cuadatica cero en
[0, T, hecho que denotamos por

dY (H)dY (t) = 0. (4.25)

Este argumento funciona porquét;) — Y (¢;,_,) es no negativa, y por lo tanto no necesitamos
tomar el valor absoluto de es@minos en (4.24). Este argumento muestra que en cualquier in-
tervalo en el cual una fun@n es continua y no decrecienésta acumularvariacon cuadatica
cero.

Por otro ladodY (t) no es unérminodt: no hay un proces®(t) tal quedY (t) = O(t)dt.

En otras palabras, no podemos escrifit) como
t
Y (t) = Y(0) +/ O (u)du. (4.26)
0

Si pudéramos, entonce®(u) sefia cero cada vez que esé en un“ flat spot de Y (¢), es
decir, cada vez que se encuentra en un intervalo dondé) es constante. Esto ocurre cada
vez quesS(t) se encuentra bajo suaximo al da (ver figura 4.3). La figura 4.3 sugiere que hay
intervalos de tiempo en los cual®&gt) es estrictamente creciente, pero de hecho tal intervalo

no existe. Tal intervalo puede ocurrile si S(t) es estrictamente creciente &ny si hubiera
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tal intervalo, entonceS(¢) acumulara variacon cuadatica cero en el mismo (ver el argumento
en el f@rrafo previo). Este no es el caso debido a gdi&)dS(t) = 0S5?(t)dt es positivo para
todot. Entonces, a pesar de la sugerencia de la figura 4.3, las longitudes‘datiepots de

Y (t) en cualquier intervalo de tiempo, 7] sumal’. Por lo tanto, si la igualdad (4.26) ocurriera,
necesitaiamos tener tenéd(u) = 0 por Lebesgue paraasi todo puntd (a.e.)u en[0, T']. Esto
resultafa enY (t) = Y (0) para0 < t < T. Pero de hechd'(¢t) > Y(0) para todot > 0.
Concluimos qué’(t) no puede ser representado en la forma (4.2B)¢) no es uné&rminodt.

Los caminos dé&’(¢) son creciente en el tiempo, pero crecen en un conjunto de tiempos
que tiene medida de Lebesgue cero. Cada intervalo de ti@imppcontiene una sucesi de
subintervalos cuyas longitudes sumary en cada uno de esos subintervalég,) es constante.

Los subintervalos particulares dependen del camino, pero a pesar del camino, las longitudes de
esos subintervalos sumdn

Afortunadamente, podemos trabajar con el diferenciaf @f¢. Ya hemos argumentado que
dY (t)dY (t) = 0. Similarmente, tenemos

dY (t)dS(t) =0 (4.27)
(ver ejercicio 4). Ahora proveeremos la prueba del Teorema 4.2.2.

Demostraddbn. del Teorema 4.2.Plsaremos ladrmula de 16-Doeblin, (4.25) y (4.27) para

diferenciar la martingala "*v(t, S(t), Y (t)) y obtener

dle ", S(t),Y (1)) = e " [—rv(t,S(t),Y (t))dt + vi(t, S(t), Y (t))dt + v, (¢, S(t), Y (t))dS(t)

+ %vm(t, S(t),Y(t)dS(t)dS(t) +v,(t, S(t),Y(t))dY (t)]

= e "[=rv(t,S(t),Y(t)) +v(t, S(t), Y () +rS(t)v.(t,S(t),Y(t))
+ %JZSQ(t)Um(t, S(t), Y ())dt + e oS (t)v,(t, S(t), Y (£))dW ()
+ e ", (t, S(1), Y (1))dY (t).

Para tener una martingala, étminodt debe ser cero, y esto nos da la ecaad-S-M (4.20).

La nueva caractéstica es que ekrminoe v, (t, S(t), Y (t))dY (t) tambén debe ser cer&ste
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Figura 4.3: Movimiento geogtrico browniano y su @ximo al da

no puede ser cancelado por@irhinodt o por el rminod\V (¢) porque es fundamentalmente
diferente de esos doériinos. El érminodY (¢) es naturalmente cero en lodlat spots” de
Y (t) (ie: cuandaS(t) < Y(¢)). Sin embargo, en los tiempos cuarid{) crece, los cuales son
los tiempos en qué(t) = Y(¢), el ttrminoe v, (¢, S(t), Y (t)) debe ser cero debido a que
dY (t) es“ positivo”. Esto nos da la condian de contorno (4.22).

La condicbn de contorno (4.23) es el payoff de la dptiSi en cualquier tiempotenemos
S(t) = 0, entonces tendremd$(7’) = 0. Adenas,Y se@é constante eft, 7; si Y (t) = y,
entoncesd’ (T') = y y el precio de la opé&in en tiempdad es este valor descontado de§dkacia

t. Esto nos da la condian de contorno (4.21). ]

Nota4.2.3 La prueba del Teorema 4.2.2 muestra que
d(e™v(t, (1), Y (1)) = e oS (t)va(t, S(1), Y (£)dW (2).

Exactamente como en la Nota 4.1.4, esta e€uaicnplica que ladrmula (4.11) funciona. En
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contraste a la situa@n en la Nota 4.1.4, agua funcion v(¢, z,y) es continua y no tenemos

problemas con valores delta y gamma grandes.

Para poder obtener unarfula expicita para el precio de la o lookback, es necesario

primero transformar a(¢, =, y) en una fundn de dos variables.

El precio de la opdn lookback tiene una propiedad de escalado lineal:
v(t, Az, Ay) = M(t, z,y) VA > 0.

Esto es debido a que escalando tafite) comoY (¢) por la misma constante positiva en el
tiempot antes de la expiragn resulta el payoft’(7') — S(T") escalado por la misma constante.

En particular, si conocemos la fubai de dos variables
u(t,z) =v(t, z, 1), 0<t<T 0<2z<1,
entonces podemoédilmente determinar la furtmn de tres variables(¢, x, y) por la formula
xz x
o(t,z,y) = yo(t,—, 1) =yult,—), 0<t<T,0<z<yy>0. (4.28)
Y )

De (4.28), podemos calcular las derivadas parciales:

Ut(ta xvy) = yUt<t, 2)7
z. 0 x T
Vg t,l’, = Uzt,— 5 T :uzt7_7
(t,z,y) = yu( y) ax(y) ( y)
z. 0 x T
Vrx t,l’, = Uz, ta_ o T) T UL, t7_7
(t.9) = et ) - () = St )
x z. 0 x
Vy(t, T, y) = ult, —) + yu,(t, =) =—(—
y(t,y) = ul y) yu. ( y)ay(y)
T T T
=u(t,—) — —u,(t,—).
( y) , ( y)
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Sustituyendo en la ecua@ci B-S-M (4.20) produce

1
0= —ru(t,z,y) + v(t, z,y) + rev.(t, z,y) + Ea%zvm(t,z,y)

T x x T L,z 2,, T
= y[—ru(t, 5) + w(t, g) + T(g)”z(ta 5) +t30 (y) 2=(t, y)]'

Cancelandg y haciendo el cambio de variabte= g vemos queu(t, z) satisface la ecuatn
de B-S-M

1
u(t, z) + rzu(t, 2) + 50222uzz(t, z) = ru(t, 2) 0<t<T,0<z<1. (4.29)

Las condiciones de contorno parg, z) pueden ser obtenidas de las condiciones de contorno

(4.21)-(4.23) para(t, x,y). En particular,

e "Dy = u(t,0,y) = yu(t,0)

implica

ut,0)=e"TD  0<t<T. (4.30)
Ademas,

0= Uy(ta Y, y) = u(tv 1) - uz(ta ]-)
implica

u(t,1) = u.(t,1), 0<t<T. (4.31)
Finalmente,

T
y—x = U<T7 z, y) = yU(T, ;)

implica

w(Tl,z)=1-z, 0<z<1. (4.32)

La ecuaddn (4.29) y las condiciones de contorno (4.30)-(4.32) determinarocamente la
funcionu(t, ). Como una consecuencia, vemos que la eéuade B-S-M y las condiciones de

contornos en el Teorema 4.2.2 determinatvocamente la funénv(t, z, y).
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Ahora calcularemos la fun@n v(t, z,y) del Teorema 4.2.2 exXjgitamente. Haremos esto
paralos valores& t < Ty 0 < z < y. Debido a qué’(¢) > S(t) para toda, no necesitamos
calcular valores de(t, =, y) parax > y. En el ejercicio 5 se calculan las derivadas parciales de
v(t,z,y) y se verifica que la ecuaw de B-S-M y las condiciones de contorno en el Teorema
4.2.2 se satisfacen (Ver ejercicio 6).

Para0 <t <Tyr =T —t, observamos que
Y(T) = S(Q)eUM(t)eU(M(T)fM(t)) _ Y(t)eU(M(T)fM(t)).

Si elméx;<,<7 W (u) > M(t) (ie: siTV alcanza un nuevo aximo enft, T] ), entonces

En ambos casos, tenemos

~ ~

MI(T) = M(t) = (s W(w) — NI ()]
— [méix (W (u) — W(£)) — (NI(t) — W(1))]".

t<u<T
Multiplicando esta ecuagn poro y usando las definiciones d&t) e Y (¢), obtenemos
: A Co Y (t)

o(M(T)—M(t)) = [tlgnﬁg}%" o(W(u)—W(t)) —In %]Jr (4.33)
Por lo tanto,V (¢) en (4.19) es
V(6) = e BV () exp{ [y o0 () = 1(0) ~ b g 1) F (0] = Bl S (o)

(4.34)
Debido a que el precio descontado del activo es una martingala Bpbtsegundodrmino en
(4.34) ex"e " S(t) = S(t). Para el primeré@rmino, podemossacar fuera lo que es conocido
(ver Teorema 1.2.6 ii) ) para obtener

e Y ()E [exp{[ méx o(W(u) = W(t)) — In %V}IF (£)]- (4.35)
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A

Debido a quer’(t) y S(t) sonf (t)-medibles yméax;<,<r o(W (u) — W(t)) es independiente
def (t), podemos usar el Lema de Independencia, Lema 1.2.7, para escribir la esperanza condi-
cional en (4.35) comg(S(¢),Y (t)), donde

g(z,y) = E(exp{[ méx o(W(u) — W(t) — In 7)), (4.36)

t<u<lT i

Notar que la esperanza en (4.36) ya n@esindicionada & (t). Reuniendo estos resultados,

tenemos que

V(t) =e Y ()g(S(t), Y (1) = S(¢)

0, equivalentemente,

o(t,z,y) = e Tyg(z,y) — . (4.37)

Queda por calcular la funa@n g(z, y). Debido a que

A A

méx o(W(u) — W(t)) = o méx (W(u) — W(t)),

t<u<T t<u<T

A A

y méx,<,<r(W(u) — W(t)) tiene la misma distribun sobreP que maxo<,< (W (u) —

W(0)) = M(r), lafuncibn g(z,y) de (4.36) puede tamém ser escrita como

~ 1 L m oMt
= P{M(7) = —In "} + — B MO i rys 1 y) (4.38)

Calculamos ambo£tminos en el lado derecho de (4.38).

Para calcular el primeétmino en el lado derecho de (4.38), usamos (4.13)iten lugar

derymenlugar det In . Con esos reemplazos, los argumentod/dgue aparecen en el lado
[ea x
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derecho de (4.13) son

1 .1 1 y 1y
\/F[alnx ocT]—g 7_[lnx (r—=o°)71]
B 1 x 9
- T[lny + (r — 50 )7]
= —6_(1, 0,

LD N N IS N SR NS
\/?[ Ulnx 047']—0 7_[ lnx (r o) 7]
_ 4
- oY),

donded. (7, s) est definida por (4.16). EErminoc?*™ que aparece en el lado derecho de (4.13)

resulta
200y 2r Y Yy2r_q
— InZ} = — — 1) InZ}t = ()27,
exp{— I~} = exp{(5; — 7} = (7)

Se sigue de (4.13) que

P < 2y = N(=b-(r. D) - ()F V(- ) (4.39)

El segundoé&rmino en el lado derecho de (4.38) es calculado usando la densiﬂ?a(zb—()ieobre

P dada por (4.14) con en lugar del". Efectivamente,

T =, x [ ~
—F UM(T)]I . — _/ om £ d
Y (€ {M(T)2§1ng}) e € fM(T)(m) m
i oo 2 1 2

om—5-(m—ar) dm

= — (&
YJime V21T

- g/ ) 2ae(a+2a)mN(L\/;m)dm (4.40)
lmnd

Calculamos la primer integral en el lado derecho de (4.40). Debido a que

1 1 1,

rT——m—ar—or)? =r7r— —(m—ar)?+o(m—ar)— o1
2T 2T 2
—n—ar +om— (r = 30%)7 — 30°
=rr——(m—ar)’+om—(r— o)1 — =o°T
2T 2 2
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podemos escribir el primegetmino en el lado derecho de (4.40) como

x [ 2 1 2 P 1 2
om—s=(m—ar) _ —s=(m—ar—oT)

— —e 2T d = e 2T dm 4-41

Liny V27T yv 2T ( )

Hacemos el cambio de variakje= ‘”*"% entonces elitnite inferior de integraéin * In ¥

resulta
1 1 1 1
\/F(ozr—l—m'—glni) 0\/_(IHQ+TT+2027)—5+(T g)

Con este cambio de variable en la integral en el lado derecho de (4.41), obtenenemos la siguiente

formula para el primeiermino en el lado derecho de (4.40):

xz [ 2 2xer™ [O+(my)
om—5-(m—ar) dm = 6*55 d£
v yvVv 2T
2xe’m T
= y N (04 (T, Z)). (4.42)

El segundoé&rmino en el lado derecho de (4.40) requiere invertir el orden de intégrdaeébido

aquer + 2o = 2, este érmino es

1
) S 2 00 ?(—m—on'
ln

Y Jime VT Y\ 2
2 EVT—ar
- == / / orm=3€ dmde.
yv 2T
(4.43)

La integral interna en (4.43) puede ser evaluada. Efectivamente,

—&/T—ar 2 2
2 £ o 2 € S —
/ e Crm*?dm = 2—6%77 ‘m é\/i ar
T

lipn¥

g 2—T(—§ﬁ—ar)f§§2_i i Y—g¢
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Pero
2 eF—ar)- & - & _HEVT_Zrar
= —%(5 + QT;/F)Q + 2(;7 = 27:”
= _%(f " 27’;/F)2 i 2;7_(7“ ~ sa)
= _%(f + #)2 +rr
’ 2 2
2y g2
et i Z(%);e 5.

Por lo tanto, la integral interna en (4.43) es

e s 2dm=—e¢
y 2r o 2rx

o T

_g TTat 27‘m_§2 g _1 27’\/; g y 27 52
/ E G (=R GALRNE AL

Continuamos con (4.43) haciendo esta susfitugiara la integral interna:

oo —6,(7',3)
x —m —art aox E ! 2r\/T
—— 207NN (———Vdm = ———— ez (E+ 2d
y/;lng ( VT ) ryv2m J - € a yde
-0 (1, %) 2
Qo Y. 2 o/ g
+ = )o2 e 2 d
T 27r(913) /_OO 3
T —6_(7,%)
aoxe @) 2r\/T
== e (E+ ——)%d¢
rYV 2T J oo o
Qo Y2y Y
— (%) "N(=6_(1,%)). (4.44
FELEIN (). (44

En la primer integral en el lado derecho de (4.44), hacemos el cambio de varialgle- %ﬁ

y el limite superior de integran resulta

B y 27‘\/?_ I y _12
5_<T7x)+ = _0\/7[ lnx (r 20)7’4—27“7]
1 T 1
= In= —o?
- T[ny—l—(r—i—ZJ)T]
x
=0,(7,—).
+( y)
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Concluimos que

T [T (c420)mpr( T = QT Q0T T\ QO Tz g oo Y
L] e N = NG, D)4 () 5N (0 )
(4.45)

Ahora ponemos todo lo obtenido junto. La futiv(t, z,y) para0< t < Ty0< z < y

esh dada por (4.37), dondgz, y) est dada por (4.38). Hemos calculado ami@sinos en
el lado derecho de (4.38). El primé&rimino esh dado por (4.39), y el segunderinino es en
sl mismo la suma de los do&rminos en (4.40). Esos dosrininos estn 2clados por (4.42) y

(4.45). Adenas, el ermino 22 gue aparece en esdsrhulas es igual &— g— Concluimos que
r r

_ x Y, 2r_q Y x x
t =e "Ty|[N(=d6_(1,—)) — (=) " N(=6_(7,= 2(=)e""N (o —
v(t,z,y) = e Ty[N( (T,y)) () (=0-(r,~)) + (y)e ( +(T,y))
o? x - T o? x 2 Y
- (1= 5)(5)6 N(d4(r, 5)) +(1- 5)(5)6 (=0-(r, )] =
Simplificando resulta en lafmula
o? T o T
v(t,r,y) = (1+ g)CL’N((L_(T, ;)) + e "TyN(=o_(T, ;))
_ *”(E)%N(—d ( g))— 0<t<T,0<z< (4.46)
27‘6 ” o —(7, - T, < , Tz <y. .
La funcionu relacionada a poru(t, z) = v(t, z, 1) , satisface
X 0'2 xz Xz xZ
u(t,—) =1+ —)(=)N(O+(r,—)) +e " N(—do_(7,—
(t2) = (4 5)CINGL(, ) (=5-(r.2)
o? T.q_2r Y T
— e () TEN(=_(1, 2)) — .
3¢ TN )

Haciendo el cambio de variable= E, obtenemos
Yy

u(t,z) = (1+ ;—T)ZN((L(T, 2) + e TN (=5_(r, 2)

0.2

- Z—e*”zlf%N(—a,(r, ) -z, 0<t<T,0<z<1  (4.47)
.
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4.3. Opciones agiticas

Unaopcion asética es una op@n cuyo payoff incluye un promedio del precio del activo
subyacente a lo largo del tiempo. El promedio puede ser sobreletipete tiempo entero entre

la iniciacion y la expiraddn o puede ser sobre éig pefodo de tiempo que comience deépu

que la iniciacbn de la opdin y finalice con la expirabn de la opdn. El promedio puede ser

1 T
= /0 S(t)dt,

continuo

0 puede ser discreto,

donde O< t; < t,... < t,, = T. La principal rabn para basar un payoff de una daptien un
promedio del precio del activo es haceasrdificultoso a alguien afectar significativamente el
payoff por manipuladin del precio del activo subyacente.

El precio de las opciones asicas no se conoce en forma cerrada. Por lo tanto, en esta
seccon discutiremos dos maneras para derivar ecuaciones diferenciales parciales para precios

de opciones aaticas.

Ejemplo 4.3.1. Ahora consideremos una opai asatica que expira efi = 3 con promedio
discreto y strikeK' = 100. Tomemos el modelo binomial para el precio del activo tal que
So = 100, r = 2—10 = 0,05y factores up y down. = 1,1y d = 0,9, como hicimos en los dos
ejemplos anteriores. La probabilidad (riesgo neutral) de que el precio aumente en un paso es
p =32 =0,75. El arbol de precios estdescripto en la figura 4.1 del ejemplo 4.1.1,

Lo que vamos a calcular es el valores 0 de la opcdbn asatica con payoff

3

V(3) = méx{% S8 - K0} = (% S8 Ky

J=1

Una vez nas, para encontrar el valor final de nuestra opcse precisa conocer nols el

valor final de la acdn, sino donde ha estado en cada punto durante el tiempo.
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De esta manera, para obteniéf0) debemos primero calcular el promedio de los valores

{Si}i=01,2,3 para todos los caminos. Esto se describe en la siguiente tabla

Camino |37 S
hastat = 3
cce 121.37
ccx 113.3
cxre 105.97
crT 99.37
xce 99.3
xcx 92.7
xrxc 86.7
rrw 81.3

De esta manera, por larimula de valua@n de riesgo neutral en= 0 (2.2), obtenemos

VI0) = o BV 3) = %E ((% 58— 100)+) 1117

Observemos que esta opries mucho mas cara que la dptbarrera y la opéin lookback,

debido a quésta considera un promedio del precio del activoiyasninuye el riesgo.

Una vez nas, comenzamos con un movimiento gétrico brownianaS(t) dado por
dS(t) = rS(t)dt + oS (t)dW (t), (4.48)

dondelV(t), 0 < t < T, es un movimiento browniano sobre la medida de riesgo-neftral

Consideremos una call asica con strike fijo cuyo payoff en tiempgoes

V(T) = (= /OT S(t)ydt — K)™, (4.49)
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donde el precio strikd{ es una constante no negativa. El precio en los tiempages del

tiempo de expiraéinT" de esta call eatdado por laérmula de valuaéin de riesgo-neutral
V(t) = E(e T DV(T)|F (1), 0<t<T. (4.50)
El argumento usual de condicionamiento iterado muestra que
eV (t) = E(eTV(T)|F (1), 0<t<T,
es una martingala sobte. Esta es la cantidad que deseamos calcular. A continade-

scribiremos dos diferentes maneras de calcular esto.

El payoff de la opddn asatical’ (T') en (4.49) esamino-dependient&l precio de la opdin
en tiempot depende no&do det y S(t), sino tambén del camino que el precio del activo ha
seguido hasta el tiemgoEn particular, no podemos invocar la propiedad de Markov para decir
queV (t) es una fundn det y S(t¢) debido a qué/(T") no es una funéin deT'y S(T); V(T)
depende del camino total de

Para superar esta dificultad definimos un segundo proceso

Y(t)= /Ot S(u)du (4.51)

dY (t) = S(t)dt. (4.52)

Debido a que el par de proces@s(t), Y (t)) est gobernado por el par de ecuaciones difer-
enciales estdxsticas (4.48) y (4.52), ellos constituyen un proceso de Markov bidimensional
(Teorema 3.2.15). Adeas, el payoff de la call’(T') es una fundn deT y del valor final
(S(T),Y(T)) de este proceso. De hechd(T") depende@lo deT' y deY (T'), por la ormula

V(T) = (=Y(T) — K)*. (4.53)
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Esto implica que debe existir alguna futiciv (¢, x, y) tal que el precio de la call asica (4.50)

esé dado por

u(t, S(),Y(1) = E(e’"(T”(%Y(T) — K)TIF (1)

= BE(e " TOV(T)|F (1)) (4.54)

La funcionu(t, x, y) satisface una ecudni diferencial parcial. En el pkimo teorema proveer-
emos esta ecudmi y tres condiciones de contorno. Sin embargo, para resolveznaamente
esta ecuadin, normalmente s&x necesario tamén especificar el comportamientodg, =, y)

cuandor se acerca ao ey Se acerca ao 0 —oo.

Teorema 4.3.2.La funcbn del precio de la call adtica v(t,z,y) de (4.54) satisface la

ecuacon diferencial parcial

1
v(t, z,y)+rav,(t, o, y)+av,(t, x,y)+502x20m(t, z,y) =rv(t,x,y) 0<t<T,z>0,y R,

(4.55)
y las condiciones de contorno
(t,0,y) = e_"(T_t)(% ~K)Y, 0<t<TyeR, (4.56)
ylf’{l;o v(t,z,y) =0, 0<t<T,z>0, (4.57)
o(T,z,y) = (% ~K)Y, 2>0,yeR (4.58)

Demostraddbn. Usando las ecuaciones diferenciales esdticas (4.48) y (4.52) y notando que
dS(t)dY (t) = dY(t)dY (t) = 0, tomamos el diferencial de I1&- martingalac "'V (t) =
e "V (t,S(t), Y (t)). Este diferencial es
1
de " v(t,S(t),Y () = e " [—rvdt + vdt + v,dS + v,dY + §vmdeS]

1 ~
= e "[—rv + v, +1rSv, + Sy + 5‘7252%@]& +e "o SudW(t).
(4.59)
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Para que esto sea una martingalaéehino dt debe ser cero, lo cual implica
ru(t, S(8), Y (8) = w(t, S(), Y (8) + rS(B)ua(t, S(), Y (1) + S(t)v, (£, S(£), Y (£)

+ %UZS(t)va(t, S(t), Y (1))-

Reemplazand@®(t) por la variabler e Y (t) por la variabley, obtenemos (4.55).

Notemos queS(t) debe ser siempre no negativa, y entonces (4.54) ocurrerpard. Si
S(t) =0eY(t) = y para algin valor det, entoncesS(u) = 0 para todou € [t,T], y entonces
Y (u) es constante e, T']. Por lo tantoY (T") = y, y el valor de la call agitica en tiempa es
(%4 — K)*, descontado desdehaciat. Esto nos da la condian de contorno (4.56).

En contraste, este no es el caso quE @) = 0 para algin tiempot, entonces’ (u) = 0
para todou > 0. Por lo tanto, no podemogdilmente determinar el valor d€t, z,0), y no
proveemos una condiam en el contorng = 0. En efecto, al menos matéticamente no hay
problema en permitir @ ser negativa. Si en tiempbtomamosY (t) = y, entoncesy (T")

esh definida por (4.52). En forma integral, estarfiula es
T
Y(T)=y +/ S(u)du. (4.60)
t

Aln siy es negativo, esto tiene sentido, y en este casogmoads tenel’ (7)) > 0 o ain
%Y(T)—K > (, tal que la call expira in the money. Cuando usamos las ecuaciones diferenciales
(4.48) y (4.52) para describir €l estado” de los proceso$(t) e Y (t), no hay rapn para
requerir queY (¢) sea no negativa (todev pedimos ques(¢) sea no negativo debido a que
x = 0 es un contorno natural pargt)). Por esta raamn, no restringimos los valores geen
la ecuaddn diferencial parcial (4.55). El contorno natural pgrasy = —oo. SiY (t) = y,

S(t) = z, y teniendoz fijo hacemos tendey — —oo, entonces’ (7) se acerca aoo (ver
(4.60)), la probabilidad que la call expire in the money se acerca a cero, y el precio dedla opci
se acerca a cero. El contorno natural pamsy = —oo, Y la condicon de contorno dlles
(4.57).

La condicbn de contorno (4.58) es exactamente el payoff de la call. O
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Nota4.3.3 Despies de tomar eérminodt en (4.59) igual a cero, vemos que
d(e " v(t,S(t),Y () = e "t oS (t)va(t, S(t), Y (t))dW (t). (4.61)

El valor descontado de un portfolio que en cada tiemfpmaA (¢) acciones del activo subya-
cente est dado por
d(e™™X(t)) = e "o S(t)A(t)dW (t). (4.62)

Para hedgear una pogaishort en la call aatica, un agente debe igualar esas dos diferenciales,
lo cual conduce a labfmula
A(t) = va (L, 5(1), Y (1))

Ahora presentamos una ecuatidiferencial parcial cuya solu conduce al precio de la
opcion asatica. Trabajamos esto sobre ambos promedios: continuo y discreto. La derigaci
esta ecuadn involucra urcambio de numeradin( ver [1], Cap. 9). Derivamogfmulas sobre
la suposiadbn que la tasa de intesr no es cero.

Primero consideremos el caso de una calitacsa con payoff
V(T)=(- /T S(t)dt — K)*, (4.63)
T—c
dondec es una constante que satisfce ¢ < 7'y K es una constante no negativacSt T,
ésta es la call agtica (4.49). Aqutambién admitimos la posibilidad de que el promedio sea
sobre un intervalo de tiempo menor que el intervalo de tiempo total entre la idbitigda
expiracbn de la call.

Para valuar esta call, creamos un proceso de portfolio cuyo valor en tiErapo

1 T
X(T) = E/TCS(u)du - K.
Comenzamos con una fuaci del tiempo no aleatorigt), 0 < ¢ < T', la cual sed el rumero de
acciones del activo tomadas por nuestro portfolio. Nod#&rminos de movimiento browniano

en~(t), y debido a esto se cumgitly(t)dv(t) = dv(t)dS(t) = 0. Esto implica que

d(v(1)S(t)) = ~(1)dS(t) + S(t)dr (1), (4.64)
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lo cual aderas implica

d(e Ty ()S(1) = T d(y(H)S(1)) — re" Ty (1) S(t)dt
= "= (1)dS(t) + e TS () dy(t) — re" Ty (1) S(t)dt.  (4.65)

Reordenando logtminos en (4.65), obtenemos
" Ty (1)(dS(t) — rS(t)dt) = d(e" T~ (1)S(t)) — e"T=DS(t)d(t). (4.66)

Un agente que toma(t) acciones del activo en cada tiempg financia esto invirtiendo o
pidiendo prestado a la tasa de i@er tend@ un portfolio cuyo valor evoluciona de acuerdo a

la ecuadbn

dX (t) =~(t)dS(t) + r(X(t) — v (t)S(t))dt
=rX(t)dt + ~(t)(dS(t) — rS(t)dt). (4.67)

Usando esta ecudni y (4.66), obtenemos

de"TVX (1) = —re" T VX (t)dt + e"TVd X (t)
= " T (1) (S(t) — rS(t)dt)
= d(e" T Dy(1)S(t)) — e"TIS(t)d(1). (4.68)

Para estudiar la call égica con payoff (4.63), tomamast) de la siguiente manera

L(1—e), 0<t<T—g
Yty =3 " (4.69)
1
Ll—emTD), T—c<t<T,
y tomamos el capital inicial como
1
X(0) = E(l —e")S(0) — e "TK. (4.70)

En el intervalo de tiemp@, 7" — ¢|, el procesoy(t) gobierna la siguiente estrategia: en tiempo

cero, compramos: (1 — e~") acciones del activo, cuyo valor €s(1 — ¢~)5(0). Nuestro
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capital inicial es insuficiente para hacer esto, y debemos pedir prestado una caritidgdie
dinero. Para) < ¢ < T — ¢, el valor de nuestra posimi en el activo es-(1 — e")S(t) y

debemos la cantidad de dinero“—% K. Por lo tanto,

1
X(t) = —(1—e7)S(t) — e "TYVK, 0<t<T-—c (4.71)
En particular,
1
X(T—-c¢)=—01Q—-e")S(T —c¢)—e ™K. (4.72)
rc
Paral’ — ¢ <t < T, tenemosiy(t) = —Le~ """ dt y calculamosX (¢) primero integrando en

(4.68) desdd” — c at y usando (4.72) y (4.69) para obtener

t t

ATy () S () — / &0 () (u)

T—c

T IX(t) = "X (T — ¢) + /

T—c
1
= —e(1—e")S(T —c) — K + " Ty (t)S(t)
rc
1 1 [t

- (1—e7")S(T —c¢) + o) S(u)d(u)
t
= K408+ - [ ),
T—c
Por lo tanto,
t
X() = oo (1= TS+ e 00 [ Sdtu) - TR, Toe<i<T.
rc C Jr_.
(4.73)
En particular,
T
X(1) =3 [ St - k. (4.74)
T—c
como desabamos, y
V(T) = X"(T) = méx{X(T),0}. (4.75)

El precio de la call aditica en tiempa antes del tiempo de expiréci es

V(t) = E(e"TOV(T)IF (1) = E(e" T IX(T)|F (1)). (4.76)
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El calculo del lado derecho de (4.76) usa un argumento de cambio-de-nubnedciual ahora

explicamos. Definamos

X)) eX(1)

St emtS(t)

Este es el valor del portfolio valuado en unidades del activo en lugar de unidades monetarias.

Hemos cambiado la numeraai, la unidad monetaria al activo.

Trabajemos sobre la diferencial ti¢t). Notemos primero que
d(e7™S(t)) = —re "' S(t)dt + e dS(t) = oe " S(t)dW (t). (4.77)
Por lo tanto,
dl(e7"S(t) "] = —(e7"'S(t)*d(e 7' S(t)) + (e7S(t)) Pd(e TS (t))d(e 7S (1))
= (8 (1) %0
= —o(e " S(t)) AW (t) + o (e S (t)) " dt.

(€S ()W (t) + (e S(t) 3 (e S (1)) 20t

Por otro lado, (4.67) y (4.77) implican
dle X (t) = —re "X (t)dt + e " d X (t)
=y(t)e "™(dS(t) — rS(t))dt
= y(t)oe "t S(t)dW (t).
La regla producto dedtimplica
dY (t) = d[(e " X(t)(e "S(t) "]
= e "X (8)d[(e7S(1) ] + (7S (1) Nd(e X (1)) + d(e X (1))d](e TS (1)
= —oY ()dW (t) + oY (t)dt + oy (t)dW (t) — o~(t)dt
= o[y(t) = Y (£)][dW (t) — odt]. (4.78)
El procesd’ (¢) no es una martingala sohRedebido a que su diferencial (4.78) tiene @mtino

dt. Sin embargo, podemos hacer un cambio de medida de modd(gusea una martingala, y

ad se simplifique (4.78). Tomemos

Wo(t) = W(t) — ot (4.79)
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de esta forma obtenemos
dY (t) = aly(t) — Y (£)]dW>(t). (4.80)

Sedin el Teorema de Girsanov’s, Teorema A.0.12(veergice) podemos hacer un cambio de
medida tal qué?®(t), 0 < t < T, sea un movimiento browniano. En esta sitbaci-o juega

el rol de© en el Teorema A.0.12, W y P juegan los roles d&/ y P. El proceso derivado
Radon-Nikogm de A.1 en el Teorema A.0.12 es

2(¢) = exploT (1) — %a%}.

En otras palabras,
_eS(t)
Z(t) = S0 (4.81)

Sobre la medida de probabiliddtf definida por

PS(A):/AZ(T)CZP VAeF,

TW5(t) es un movimiento browniano¥(t) es una martingala.

Sobre la medida de probabilida®’®, el procesoY (t) es de Markov. Esto se da por la
ecuacbn diferencial estdastica (4.80) y, debido a qugt) es no aleatoria, eétmino que mul-
tiplica adV(t) en (4.80) es una funih det e Y (t) y no tiene otra fuente de aleatoriedaédsn
queY (t). La ecuaddn (4.80) es una ecudxi diferencial estaxstica del tipo (4.31) del céplo
3, y soluciones de tales ecuaciones son de Markov (ver Teorema 3.2.15).

Ahora volvemos al precio de la ojei V(¢) de (4.76) y usamos el Lema A.0.11 (ver

Apéndice) para escribir (4.76) como

V(t) = "Bl XH(T)|F (1))

S0 g X)L
_G_TS(t)E(e S(T)(Q_TT—S(T)> (T)|F (1))

_ %ﬁ(zmyw)lf(t))

= SHOES(YT(T)|F (1)), (4.82)
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dondeES(...|F (t)) denota esperanza condicional sobre la medida de probabifitiaDebido

a queY es de Markov sobr&°, debe existir alguna funai ¢(t, y) tal que

g(t.Y (1)) = ES(Y*(D)|F (t)). (4.83)

De (4.83), vemos que
g(T.Y(T)) = E5(YX(T)|F (1)) = Y H(T). (4.84)
Notemos qué’(T') = % puede tomar cualquier valor debido a que el numeraddr), dado

por (4.74), puede ser negativo o positivo, y el denominati@r) puede ser cualquietimero

positivo. Por lo tanto, (4.84) conduce a la conditde contorno
9(Ty)=y", yeR (4.85)

El argumento usual de condicionamiento iterado muestra que el lado derecho de (4.83) es una
martingala sobré®, y entonces el diferencial dgt, Y (¢)) debe tener@&o un &rminodiV*(t).
Este diferencial es
1
dg(t,Y (1)) = gu(t. Y (D)dt + g, (£, Y (D)AY (£) + 59, (£, Y (£))dY ()Y (1

= [g:(t, Y (1) + %02(7(15) = Y (1)), (1, Y (£)))dt + o (7 () = Y () gy (£, Y (£))dW (¢).

Concluimos que(t, y) satisface la ecuawn diferencial parcial

1
gi(t,y) + 502(7@) —y)%g,(ty) =0, 0<t<T,yeR. (4.86)

Resumimos este afisis con el siguiente teorema:

Teorema 4.3.4.(Vetd) Para 0 < t < T, el precioV (t) en tiempot de la call asatica con

promedio continuo con payoff (4.63) en tienpes

—), (4.87)
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dondey(t, y) satisface (4.86) ¥ (¢) est dado por (4.71) y (4.73). Las condiciones de contorno
parag(t,y) son (4.85)y

Jm gty) =0, limg(t,y) -3y =0, 0<t<T (4.88)
Nota4.3.5 (Condiciones de Contornoea) < ¢ < 7 dado. La primera condion de contorno
en (4.88) se puede derivar del hecho que cuari@o es muy negativo, la probabilidad que
Y (T) tambén sea negativo éstcerca de uno y por lo tanto la probabilidad que(T) =
0 se acerca a uno. Esto hace que Y (¢)) dada por (4.83) se acerque a cero. La segunda
condicbn de contorno en (4.88) es una consecuencia del hecho que cuéandes grande, la
probabilidad qué’(7") mayor que cero se acerca a uno. Por lo tagto,Y (¢)) dado por (4.83)
es aproximadamente igualz (Y (T)|F (t)), y debido a qué”(T') es una martingala sobre*,

esta esperanza condicional¥g).

Es més facil derivar esas condiciones de contornoyer- +oo parag(t,y) que derivar
las condiciones de contorno paré, x,y) en el Teorema 4.3.2 debido a qué, =, y) tiene
dos variablesy e y, que pueden resultar grandes. Por ejemplo, no es del todo claro como
se comporta(t, z,y) cuandoxr — oo e y — —oo. La reducobn del problema de valuar
una opcbn asatica proporcionada por el Teorema 4.3.44.3.4 reduce la dimensionalidad del
problema y simplifica las condiciones de contorno. T&nbemueve una degenei@cien la
ecuacdn (4.54) creada por la ausencia daiinov,, (¢, z,y). Esta degeneramn complica la

solucbn nunerica de (4.54).

En el resto de esta sebai, adaptaremos los argumentos dados hastapaga tratar una
call asiatica con promedio discret®upongamos que damos los tiempes ¢ < t; < ts... <

t., = T'y el payoff de la call agitica es

V(T) = (%25(@-) K (4.89)
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Lo que nosotros deseamos es crear un proceso de portfolio tal que

7j=1
En lugar de (4.69), definimos
1 m
(ty) = — d eI i =0,1,.,m. (4.90)
j=1
Entonces
1 . .
Y(ty) = (1) — Ee*’“”’*t]), i=01,..m, (4.91)

y ¥(T) = ~(tm) = =. Completamos la definioh de~(t) poniendo
V() =), ta <t <ty (4.92)

Esto define a(t) para todot € [0,7]. En esta situadn, (4.68) sigue ocurriendo, pero ahora
dv(t) = 0 en cada subinterval@;_;,¢;). Integrando (4.68) desde_, hastat;, usando (4.91)
y el hecho quey(t) = ~(t;) parat € (¢;_1,t;], obtenemos

¢ TTIX(ty) = T DX (ty ) = () [ TS (ty) — T8 (85 4)]
I8 —14 ]' I8 —lj—-1 I8 —l5—1
= y(t;)e" TS (t;) = (Y(tj1) - —e R A e (Y
¢, (Tt 1
= y(t;)e" TS (1) — (1)’ TS () + —S(t-1).

Sumando estas ecuaciones degdel hastaj = k, vemos que

er(T—tk)X(tk) . STTX(O) _ 7(tk)6T(T_t’“)S(tk) _ V(O)GTTS(O) + l Z S(tj_l)

3

= ()" TS (1) + — > S(t) + (—1(0)e’ + —)S(0).

Ahora tomamos
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entonces esta ecuaairesulta

k—1
1
T X (1) = y(t) e TS () + =Y S(t) — K
m
=1
0, equivalentemente,
1 k—1
X(tr) = v(tr)S(tr) + e—“T—tk)E S(t;) — e "I (4.93)
=1
En particular,
k—1
1
X(T)=X(tn) =— S(t;) — K 4.94
(T) = X(tw) = — > 5(t) (4.94)

como desabamos.

Para determinak (t) parat, <t < t;1, integramos (4.68) desdg hastat y obtenemos

e TDX (1) = e T X (1) 4+ y(tppr)[e"TDS(t) — e TS (1]
k—1
T S() + = STS(0) — K 4 (tee) TS ()

=1

1
— (Y(te) = —e 7T er T S(1y.)
m
1
= Y(ter)e" IS + =Y " S(t) - K.
Por lo tanto,
1 k
X(t) = y(ter)SH) + e TN "S(t) e " TIK, e <t <tp. (4.95)

m

=1

Ahora procederemos con el cambio de numémaciomo antes. Esto nos conduce otra vez al
Teorema 4.3.4 para la call asca con promedio discreto con payoff (4.89).

El precio en tiempa est dado por (4.87), dondgt, x) satisface (4.86) con condiciones
de contorno (4.85) y (4.88). Lanica diferencia es que ahora la fumtino aleatoriay(¢) que
aparece en (4.86) éstlada por (4.90) y (4.92) y el proce&dt) en (4.87) est dado por (4.95).
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Capitulo 5
Ejercicios

Los ejercicios que desarrollaremos en este apartado muestran querakat de valuadn
obtenidas para las opcioneséixas del tipo barrera y lookback, son soluciones de la etdnaci
diferencial obtenida en el céplo 4. Tambeén, en eliltimo ejercicio, calculamos eXjgitamente

el valor de una call agtica con strike cero.

Comenzamos con el caso de una opaall barrera de tipo up and out.

Ejercicio 1 Este ejercicio muestra poalculo directo que la fundnv(t, ) de (4.18) satis-

face la ecuaéin B-S-M (4.3). Desarrollamos la prueba a #ravde los siguientes pasos:

. d .
i) Recordemos que = T —t, entoncescﬁ =-1. Mostremos qué. (T, s) usado en elaculo

dew(t, z) satisface

0 1 1
< - - 1
atéi(T,S) 27_5:t (7_7 S) (5 )

135
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De (4.16) sabemos que (7, s) = 1= In(s) + ¥ (r + 10?), entonces

(e

0 1\ 1 1 11 1 1,

i) Seac una constante positiva, entonces se cumple que,

%5i (v %) — # %@ (v g) = —mlﬁ (5.2)

En efecto, sabemos que (7, £) = ;= [In(?) + 7 (r + 30°)], entonces

T 101_1

0
Fr AU Ryl

Ademas,d, (1, <) = J\lﬁ [In (£) 4+ 7 (r £ £0?)], entonces

Lo (n ) = e (-5 ) = ——
02\ 7) Tore\ ) T xo\/T

N'(04(r,8)) e '™

u]?f'(é, (7’, S)) = 5 y entonces

iii) Probemos ahora g

e "TN'(6_(7,8)) = sN'(64(7,5)) (5.3)

Ly

1 6:|: (7—7 8) Yy
Tenemos quéV (0 (7, s)) = \/?/ e 2" dy, porlo tanto
T J—00

1~ (0urs)?
V2m

N'(01(7,5)) =
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Primero calculemos:

0-(1,5) = 0.(1,8)* = %[<ln(8)2 +21n(s) (r - %(12) T+ (r _ 102)2 T?)

o°T 2
2 L, L, ’ 2
— [ In(s)* 4+ 21n(s) rgot T rtgot) T ]
= L(2 In(s)r7 — In(s)o?r + 0?7 — ro?r® + 1047'2
3T 4
—2In(s)r7 — In(s)o?7 — r*1* — ro’r? — 20272)
1
= (—2In(s)o*r — 2ro°r?)
= —2lIn(s) — 2r7.
Entonces,
, 1 2 1 2
N'by(r,s) _ 3079 26 (5)
N'(6_(1,s))
L7, 8 — 8 (7,5)?)
1
—(—2In(s) — 2r7)
T
T s
. N'(0+(7,8))  _ —(Z41)
Most e = o2 t ,
iv) Mostremos qu N6, (r a1y y entonces
(5=1)
N'(0x (r,571)) = s \7 N'(8(7,9)) (5.4)

Primero calculemos:
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b= 2 () (520
—Ins® — 2In(s) (r + %a2> . (r n %g2>2 )
= % ((— In(s))? — 21In(s) (7‘ + %#) 7 —1Ins? — 2In(s) (r + %(ﬂ) 7‘>
= 5 n(s) (r + %UQ) |
Entonces,
)
Nu(rs) _ Vo
Vo-neh) }e—éwmslw
2T
Ol = ()
_ e% <—% In(s) (r + %cﬂ))

v) Vemos ahora que

6 (1,8) —6_(7,8) = o/T (5.5)
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vi) Ahora mostramos que

64(1,8) — 6u(r,871) = Uiﬁ In(s) (5.6)

=i o (432))- (ot (43,

— L (In(s) + In(s))

21In(s)
o7

vii) Vemos ahora qué/(y) satisface la ecuatn

N"(y) = —yN'(y) (5.7)

2

1 =3y
Sabemos qué/’(y) = e 2 .Porlotanto,
V2
1 2
1 1 —zv
N'(y) = —=2 e 2

=—N'(y)
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v (t, z) y (5.3)-(5.5) para simplificarlo.

alcula

viii) Usamos) para c

Tenemos que

por lo tanto
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=5 (04 (n ) e [V (o (7)) - ¥ (- ()]
) [ (- () (- (2)
8 (5, (n ) o () 7

Donde en la primer igualdad usampsen la segunda igualdad usamos (5.3), en la tercera
igualdad usamos (5.4) y (5.5), y en la cuarta usamos (5.6). Adepn lalltima igualdad

usamos la definiéin ded (7, s).
iX) Ahora usamos), (5.3) y (5.4) y asobtenemos una exprési parav,(t, x).
X i
wlt) = [N (04 (r ) ) =¥ (0 (n 5) )]

o (5 () s o (- 5)) 5]
[ ) Y 6 (3) ]




143

-
_f /.\
_x)) o D
~ — A& m_}x — -
. VN
)B_ax(,/\ A T T .
TN C Qi —~ S~
Qs ~—— | ~_—
LN | o Qs .
77 — e} - [
— T == — =
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ER i ¥ R = o N
S T 1 SN i . T 1
e~ NN 5 - _ -
%720 _ x_B )/ﬂ\ _ - N I/~ ~ ] 7x
! /I\(I_K\I/( = ' w &ht &l 8 6
I x| e Tem e e SST SNl o
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[ G e
) R [ () (o ()
+(5) "o {(N (o (7)) 5 (o (+2))]

En la primera igualdad usamds en la tercera igualdad usamos (5.3) y en la cuarta usamos

(5.4) cons™t = L,

x) Ahora calculamos.., (¢, z) usandoix) y (5.2). Adenas, usamos (5.3) y (5.4) para sim-

plificarlo.
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|
A~
/7~
Qs
-
~
—
—/
7N N
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= A~
~_
A~
rn.uT N &
~— Q|
2 e
| ~—
|
TN W
L
27$ N
TR —
P - &h .
8~ >
o + )Kﬁ
e 8
e — = BB
= Sy = s
d — =TT
2 = 4+
£ s &% s
m )&\o 2_0 -
/|
2 oo 2R kn g
5 —_ — & ~—
L | %
o) g 2_0 v <,
= ~ 4 + _
(@)
o s
n E—
Q I
m —
O $7
@ =
« S

Entonces,
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N
(5 G o () - (- ()

o2

S () EG)  ( () - ()

BQ

A A | , B?
-(3) /B (5+ ( K_))
2r(B - K) K 1 2B-K) 1 x
_ In (=2
1 xo3\/TB - Bxo\/T x0T + Bxoy/T 0?7 n( )

st a7 (04 (5))

Donde en la primer igualdad usamos (5.7), en la tercera usamos (5.3) y en la quinta (5.4) con

T

S = B*
Resta ver que
w(B-K) K I 2B-Kpr (B-K) _2B-K)x
ro3\/TB  Bxo\/T x0\T  Bxo3\/T Bxo\/T  BxoyT o?
Pero
w(B-K) K I 2B-Ky (B-K) 4(B-K) (K-B) (B-K)
ro3\/TB  Bxo\/T x0T  Bxo3\/T BxoyT  x03\/TB Bxo\/T = BxoyT
(B - K)
-~ x03\/TB
9B-K)2r
 z20\/TB 02

xi) Porltimo, verifiquemos que(t, x) satisface la ecuamn de B-S-M (4.3)

La ecuadbn de B-S-M (4.3) es la siguiente:

1
v(t, z) + rav,(t, z) + 5023:2%96(@ x) =rv(t, )
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Entonces, utilizando lo calculado en los ejercicios anteriores tenemos que

ve(t, z) + rav,(t, x) = _2357]\[/ <6+ <7_7 %>>
0 (3) Bt 2 v s, . 2)
() E (s (- 2))
—re K [N (5_ (T, E)) — N (5_ (7_7 E))}
+rx [N <5+ (T, §>> —N <5+ (7’, E))]

+
DO
3
—
W &
~
W
=
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Ahora
ro(t,x) — %U%%m(t» T) =TT [N <5+ <T’ %)) -N (5+ (T’ %)ﬂ

e [N (i () - v (o (- %) |

SR (2 L (5) v (o (5)

=ra [V (0 (r ) - ¥ (5 (= 5))]
N ) )]
+(5) 7 {;% (%“)—(%)TB} [N <5+ (m))

()
Ve K (%)_"QH [1 + (—% + 1)} [N (5_ (T, ;i%

() () P (o ()
S () (. (5) 69

Como se puede observar, l@&minos del lado derecho de (5.8) y (5.9) coinciden. Por lo

tanto, (5.8) - (5.9 0 y queda demostrado el ejercicio.
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Ejercicio 2 En este ejercicio verificamos que el precio de la call up-and<{@ut) dado por
(4.18) satisface la condimn de contorno (4.5). Adeas, el Imite cuandac | 0 satisface (4.4) y
el limite cuanda 1 T satisface (4.6).

i) Primero verificamos por sustituei directa en (4.18) que (4.5) se satisface

Sabemos que

0<t<T, O0<ax<B,

entonces

=0 0<t<T.

i) Ahora mostramos que para cualquier constante positiva

lfm 6y (T, %) — 0o,  lim 0y (T, g) = 0 (5.10)

r—0t z—0t
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Jim o () = Jim (af () (iéa))
:ﬁ(ril(IQ)—l— ! lim In %)

O+/T z—0t

lim &4 (T €

z—0t

%2
~—
|

VR
Q
—_
3
=3
/N
ISHEs
~—
+
5
N
=
H
)
Q
no
"
N——

|
&P—‘
$ L5
N
=
H_

1
02) + lim In <E>
O+/T z—0* xT
+—= Jim In(c) ~ In(e)]

2 In(c) 1 m In(z
0)+Uﬁ a\/_xL0+1()

|
S

/N 7N
= =3
H
N | — l\')IH DN | —
l\'J
\_/

I
8

Usamos esto para mostrar que para cualquieiR y constantes positivas y ¢, tenemos

lim a” [N (5i (T, 631)) _N (5i (T, é))} —0, (5.11)

i o (r2) N0 e

Sip > 0, (5.11) y (5.12) son consecuencias inmediatas de (5.10). Sin embayge, 8j

uno debe primero usar la regla de Bspital y luego mostrar que

1 x 1 C;
lim 2P 2§ —0 lim 2P 52 ( i) — 0. 5.13
xi}%{r €T eXp { + (T CZ) } s xi}]f(r)lJr €T eXp { 2 + T, T ( )

Para establecer (5.13) vamos probar y usar la desigualdad

~a®>—bv* < (a+0b)? Va,beR. (5.14)
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Concluimos quéim, .o+ v(t,z) =0 parad <t < T.

Sip > 0 entoncesim,_,o+ 2¥ = 0. Adends por (5.10),

o 51 ()2 ()] oo

Por lo tanto (5.11) se cumple.

De la misma manera, por (5.10) tenemos

i [0 (22)) - (0 (-2))] =110

Entonces (5.12) se cumple.

Para ver el casp < 0, probemos primero que se cumple la siguiente desigualdad:

1
§a2—b2§(a+b)2 Ya,b € R.

Pero

0 < (a+ 2b)?
=a®+ 4ab+ 40*  Va,b € R.
Luego, restand@b® a ambos lados obtenemos
—2b* < a* +4ab+20*  Va,bcR.
Y multiplicando por; y sumanda;a?,
1 2 2 2 2
§a —b"<a*+2ab+0b

= (a+b)* Va,b € R

y queda demostrado.



153

Ahora vemos (5.13):

1 T 1/ 1 T, T 1 2
’ p 82 dl _ 14 p I A - vy — 2
mhj(r)1+:z: exp{ 26i (7’, c)} —xhj&x exp{ 5 (0 7_hrl(Ci)%— - (r+ 50 )) }

, 11 5 T 1 50
= JEOW”GXP{—ZLEID (5) T2 E37) }
donde en la desigualdad usamos 5.14. Llamames ; ;- y k» = ;5 (r+307)?. Entonces,

4 0%t

1 x p
{ p v — = i — 2 — X - = 200
xhrgl T exp{ o <T, Cz)} whr(r)l exp § —k1 {ln (x) — 21In(¢;) In(2) o In(x) + In (CZ):| + kg}

~ 2 ~ 92
= lim exp {kl lln(x) — ﬁ] + faky — k1 1In*(c;) + k2}

z—0t 2 4

Dondek; = 2In(¢;) + k.
La segunda parte de (5.13) sede manera a@toga.
Ahora demostramos (5.11) para< 0:

o (2) (- (2))-

o0+ (_p)x—(p-f—l)
I L G G9) R G Gl
PON/T x—0+ xP

1 1 T
= — lim aPlexp{ —=02 (7, —
poN 2T z—07F [ P { 2+ ( Cl) }

=0.

En la primer igualdad usamos la regla de L'Hospital y (5.2). Ealtana igualdad usamos
(5.13).
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De manera azoga se prueba (5.12).

Resta concluir quEm,, g+ v(t,z) = 0 parad <t < T. Pero

Jn vt = Jim 2 [V (51 () = (54 ()
k(e () Y ()
_B (%)TQ {N (5+ (T, %)) —2N (5+ (T,
+eﬂTK(%)”+1Pv(d_<n£%))-N

=0+0+0+0

SISy
N————
N————
[

=0.

El limite del primer &rmino es cero por (5.11) cgn= 1, ¢; = K, ¢ = B. El limite del

segundoé&rmino es cero por (5.11) cgn= 0, ¢; = K, ¢, = B. El limite del tercer&rmino es

2 B? _ L
cero por (5.12) cop = ——Z, 0= 770 = B. El'limite del cuarto&rmino es cero por (5.12)
g
2r B2
Conp:—g—kl,cl :?,CQZB.

iii) Porultimo mostramos que para cualquiémnero positivar,

—o0 Si0< <1,
lim di(r,)=4 0  sic=1; (5.15)
400 sic>1.

Y usamos esto para mostrar qit@, .o+ v(t,x) = (x — K)© para0O< z < B

Sic=1,
lim 6.(r,c) = lim —— (In(c) + 7 (1 + 202
i G A U o
(r:i:lUQ)
— lm 27
Jim S VT

= 0.
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Sic > 1 entoncesn(c) > 0. Por lo tanto

lim 64 (7,¢) = lim ! (ln(c) +7 (r + 102))

T—0F T—0t O'\/F 2
In(c) (r=+30?)
= I 2
et o\ T * o V7
= +00.

Si0< ¢ < 1entoncesdn(c) < 0. Por lo tanto

. o 1 1,
Tlir(r)l+ di(1,¢) = Tlir& = (ln(c) +7 (r + 30 ))
In(c) N (r+1i0?)

= If
’ri>I(I]1Jr 0'\/; g \/;
= —00.
Ahora veamos quBm, o+ v(t,z) = (z — K)* para 0< z < B:

2

. B B
Sabemos qu&k’ < B. Si0O< z < K, entonces.. < 1,£ <l,—>1y— > 1.Porlo
K B T Kz

tanto, usando lo demostrado anteriormente, obtenemos

s = iy 2 [ (5, (= 2)) - 5 ()]
[ o () - (o ()]
)P oo () ()
e () (e () - (- ()]

2

. B B
SiK <z < B, entonces£ > 1, L <1, — >1y — > 1. Por lo tanto, usando lo
K B €T Kz
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demostrado anteriormente, obtenemos

)= iy o5 () - (5. ()] -1 5 ()

() 0 () (0 (7))
) T GR) v (2)

— 21— 0 - K[1-0]-B (%)TQ 1-1+K (%)_%“ 1 1]

=z - K.

Concluimos qué&/x tal que 0< x < B, lim, g+ v(t,x) = méx(x — K,0) = (x — K)™.

Ejercicio 3 Consideramos el movimiento geéirico brownianoS(¢) dado por 4.1 y su
proceso raximo al daY (¢) dado porY () = maxp<,<: S(u). Usamos el Lema de Independen-
cia, Lema 1.2.7 para mostrar que&(t), Y (¢)) es un proceso de Markov (Ver Defiroei 1.4.1,
cagtulo 1).

Filemossy t tal qued < s <t < Ty tomemosf una funcon medible-Borel.

Consideramos las variables aleatotlas= S(s), Xy = Y(s),Y; = S(t) — S(s) eYy =

MaxXs<,<t S(u) y definimos

f(X17X27)/17§/2) = f(Xl + }q7mé’X{X27}6})'

Observamos que

Y (t) = méax{Y (s), max S(u)},

s<u<t

y de esta manera,

f(X1, X0, 11, Y3) = f(S(2), Y (1))

Tomemos ahora

g('rlvx?) = E(f(mlvx%}/l’}/?))'
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PeroX; y X, sonf (s)-medibles, &7 eY; son independientes de(s). De esta manera, el

Lema de Independencia nos asegura que

EN'(f(leX%}/l?}/?)”F(S)) - g(X17X2) - g(S(S)7Y(S))'
Entonces,
E(f(S(t),Y(D))[F (s) = g(S(s), Y (s))

y por lo tanto(S(t), Y (¢)) es un proceso de Markov.

Ejercico 4 SeanS(t) e Y(t) los procesos mencionados en el ejercicio anterior.1Sé&a
joyseaO =ty < t; < ... < t,, = T una particdbn de[0,7]. Mostramos que cuando el
nimerom de puntos de la partiah se acerca a infinito y el largo de los subinterval@s m

largosmax;—_; _,(t; — t;_1) Se acerca a cero, la suma
Z(Y(tj) — Y (t-1))(5(t;) — S(tj-1))
tiene Imite cero.
D (Y (t) = Y(t;-0))(S(t;) = S(tj1)) < médx (Y(t;) = Y(t;1)) Z(S(tj) — S(tj-1))

=1,....m
j=1 ! Jj=1

= max (Y(t;) = Y(t;1))(S(T) — 5(0)).

777777777

.....

Ejercicio 5 En este ejercicio verificamos poélculo directo que la funén v(¢, z,y) de

(4.46) satisface la ecudri Black-Scholes-Merton (4.20). Como sabemos, esto es equivalente
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a mostrar que la funén u definida por (4.47) satisface la ecuaide Black-Scholes-Merton
(4.29). Verificamos que(t, z) satisface (4.29) en los siguientes pasos. Sgat0< 7' dado y

definimosr =T — t.

i) Usamos (5.1) para calculay(t, ), y (5.3) y (5.4) para simplificar el resultado.

Tenemos que

ult,2) = (142 ) aN@BL(1,2)) + e TN(=6_(7,2)) — 2 "2 " N(=6_ (1,27 1) — 2
2r 2r

0<t<T, 0<z<1.

Entonces

2T
2
T e A BN (b () b, 2)
2r 2T
(147 N'(5.( ))15 EAN TN (=d_(1, 2))
= o z (7,2 570+ T,Z re _(7, 2
0'2 2r
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2

=2 et (50 (7 2) #0-m9)] - 26, (72)

2 2r
+re”""N(—=6_(7,2)) — %eiwzli‘ﬁN(_&(T’ z)

e 1

N'(6_ _ -

+ o (0_(7,2))0 (T,Z>
2

o 1 2r 1 2r 1
-7 N Ng6.(n)—Zs (r2)+ 2 2
47,7_2 (6+(T7 Z)) |:5+ (7—7 Z> +9 (Tu Z) 0_25 (7-7 Z) + 0_25+ <T> Z):|

2

H1eTN(=b-(7,2)) = e AN (=0 (=)

et b (-2) (42 i -2 ()

2 o
+re NG (1,2)) = e A TEN (=0 (7 27)

En la segunda igualdad usamos el hecho tue-z) = N'(z). En la tercera igualdad
usamos (5.4). Pdrltimo, en la cuarta y sexta igualdad usamos (5.3).

Basta probar que

o? 1 2r 2r 1 o
E |:5+ (T, ;) (1 + ;) + (5_(7', Z) — ;(5_ (7', ;):| = F

Esto es equivalente a ver que

5 (T, %) (1 + %) 46 (72) — %5_ <T, %) _ 4’"Uﬁ
5, (T, %) (1 + g) 46 (r2) %5_ (T, é) _
=04 (T, %) + g {m (r, %) — 0 (T, %)} +0_(7,2)

1 2r 1 2 1
<o (nd) e () - ()

w() i) 2 m()
o7 + o\/T +02 VTt o\/T
(T—%O‘Q)T_ 2 N 1
)
dr\/T

g
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En la segunda igualdad usamos (5.5) y (5.6); y en la tercera igualdad usamos laGtefinici
de5i (7’, %)

ii) Ahora usamos (5.2) para calcutar(z, z), y usamos (5.3) y (5.4) para simplificarlo.

wa(t, 2) = (1 + (2’_;) NS, (r,2)) + (1 + ;’—;) 2201 _N'(5,(r,2)) — ¢ ”wl _N'(=5(r,2))
~ g_ie—rr (1 _ %) S EN(=6 (r, 2 ) — QT;’\/F@—TTzl-QQN’(—é_(T, 1) -1
- (1 T g_j) NS (r,2)) +e (1 g—i) eTEN(=0(1,27h) ~ 1
' (1 ; g—) —=N(5,(7.2)
—e—”wl = N'(0_(r, 2)) 27; ﬁe—”zl—%N’(é_(T,z 1)
_ (1 n g_j) NGy (r,2)) + e (1 _ ‘2’—:) S EN(=6 (1,2 ) — 14

1+ 2 ) e NS (7, 2)) — T N6 (7, 2)) — ¢ T N'(5_ (7, 2))
o\/T2 20T 2rz\/T

2 2

= (1 + g—r) NS (r,2)) + e (1 - g—r) TEN(=6_(r,27) — 1+

+eN'(6-(r, 2)) [(1 + g—j) 0\};2 - zalﬁ - 2rz0\/F

— (1 - U—:) N0y (r,2)) +e (1 — 0—2) A N(=6_(r,27Y) — 1 (5.16)

2r

En la primer igualdad usamos (5.2), en la segunda igualdad usamos el hecN{ gue-
N'(—z) y en la tercer igualdad usamos (5.3) para el cuatmino y (5.4) para elltimo

término.

iif) Usamos (5.16) y (5.2) para calcutar (¢, z), y (5.3) y (5.4) para simplificar el resultado.
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Por ejercicio anterior,

0_2

u,(t,z) = (1 + o

) N(84(1,2)) + <1 - —2) ey EN(=0_(r,27Y) — L.

Entonces,

Uy (t, 2) = (1 + 0—2) L N'(6,.(r,2)) + <1 — %> ey BT IN (=6 (1, 27Y))

2r ) zo\/T o?
2 2r
4 (1 B U‘) e E V(B (r, 27—
2r 20+\/T
0'2 1 , 2r =2t -1
_ (1+§) N <6+<T,z>>+(1—;)e e HEN (=0 (r,27)
o? 1 ,
(125 ) 5o oun)
2r —rr 251 -
= (1 — ;) e zZ o N<_5—(T7Z 1))+ (517)

Vo [(145) s (1-5) o]

_ (1 _ 2_7“) ey T IN(=6_ (1, 27Y) + N'(6.(7, 2)) :

20T

(5.18)

En la primer igualdad usamos el hecho qu¢z) = N’(—x). En la segunda igualdad usamos

(5.4) y en la tercera igualdad usamos (5.3).
iv) Ahora verificamos que(t, z) satisface la ecuaon B-S-M (4.29).

Debemos ver que

1
u(t, 2) + rzu(t, z) + 50222uzz(t, z) = ru(t, 2) 0<t<T, 0<z<l.
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]_ ]_ 2r
u(t, z) + rzu.(t, 2) + §a2z2uzz(t, z)=re ""N(=0_(1,2)) — 50'267”2’17072]\/'(—(5,(7', z 1)
2

- %N’@(T, 2) +rz (1 + %) N(5.(7, 2))
0’2 2r

+rz (1 — —> e T2 EN(=0_(1,27Y) —rz
2r

1 2r\ . 2y -

50222 (1 - ;) e T T IN(—6_(1,27Y))

1 2.2 2 /
+ 504 7_N (04(7,2))

=re ""TN(=0_(T,2))
1 2 2r 1 2r 2 2r
+ {§U2€M <1 — —T> 2T — 50'2677“7217? +rze " (1 - U—) 202} N(=0_(r,271))

[— - —] N(8s(r,2)) + 12 (1 + ‘2’7) N8 (r,2)) — 2

v) Porultimo, verificamos que(t, z) satisface la condion de contorno (4.31).

La condicbn de contorno (4.31) establece que
u(t,1) = u.(t,1) 0<t<T.

Calculemosu(t, 1) y u,(t, 1) y veamos que coinciden:
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u(t,1) = (1 + _7“) N4 (1, 1)) +e ""N(=6-_(1,1)) — 56_”]\7(—5_(7 1) -1
- (1 + ;’—T) N5, (1) + (1 - (277> e TN(=6_(r,1)) — 1 (5.19)
y
u,(t,z) = (1 + g_r) N6, (1, 2)) + (1 - %) G_TTZ_%N(—(S_(T, 1) —1.
Por lo tanto,

2 2

wl(t,1) = (1 + ;7) N4 (r,1)) + (1 - ‘2’—) e "N(=6_(1,1)) — 1. (5.20)

r

Vemos que losérminos en (5.19) y (5.20) coinciden. iAgieda demostrado el ejercicio.

Ejercicio 6 El precio de la opdn Lookbacky(t, x, y) de (4.46) debe satisfacer las condidi-
ciones de contorno (4.21)-(4.23). Como sabergetg es equivalente a la fuaniu(t, z) dada
por (4.47) satisfaciendo las condiciones de contorno (4.30)-(4.32).

En el ejercicio 5), se mostb que esta fundin satisface la condion de contorno (4.31).

Aqui verificamos por &lculo directo que eliinite deu(¢, z) cuandoz | 0 satisface (4.30) y
el limite deu(t, z) cuandat T T' (7 | 0) satisface (4.32).

i) Usamos (5.10) y la segunda parte de (5.13) para mostrdfiquey+ u(t, z) = e~’" para
0<t<T.

lim wu(t, z) = lim [(1 + g_r) ZN(6.(7,2)) + e TN (=0_(T, 2))

z—0t z—0t
2

g —rT7 7% -
~5,€ 2 TEN(=0_(1,27")) — 7] (5.21)
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Por (5.10),
Zlirgi 04 (1,2) = —00.
Entonces,
Zli%l_‘_ N(5+(Ta 2)) = 0.
Por lo tanto,

lim
z—0t

Adenas, por (5.10),

lim —0_(7,2) = oc.

z—0T
Entonces,
Zlir(r)l+ N(=6_(1,2)) = 1.
Por lo tanto,
Zlir(% e ""N(=6_(7,2)) =€ .
Ahora calculemos
2r
, T2 a7/ -1
lim 2 0P N(=0(r,27)

. 2r
Sil— = > 0, por (5.10),

Entonces,

Por lo tanto,

(1 + ‘Q’—i) 2N (8. (7, 2)) = 0.

CAPITULO 5. EJERCICIOS

(5.22)
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: 2 . :
Sil— —Z < 0, entonces podemos aplicar lodpital a (5.22). De esta forma,

o
1_ 2r N »
lim 2 02 N(=0_(r,27")) = lim (z0-(7,2 %1
z2—0 z—0
2 ——1
o)
o
2r 1
) 2m 2] =z (r )
z—0
( /T —Jﬁ)
o
= O’

2r
por (5.13) cop =1 — = < 0.
Poraltimo, el cuartoémino en (5.21) es cero.
Concluimos que
rT

Zlir[g{r u(t,z) =e

ii) En este ejercicio usamos (5.15) para mostrarlfue o+ u(t,z) = 1 — 2z para 0 <

z < 1.
0.2
Tl ult.2) = lin [(1 N g) NG (. 2)) 4+ =TT N(—6_(7.2))
LTt %M—a(T 2Y) = 2]
2r ’
Si0<z<1:
Por (5.15),
Tlirg+ N(64(7,2)) =0,
entonces

, o?
lim (1 + g) ZN(04(1,2)) = 0.

T—07F
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Ademas,

lim N(=§_(7,2)) =1

7—0t
por (5.15). Por lo tanto,
lim """ N(—0_(1,2)) = 1.

T—0t

Por otro lado, sb < z < 1, entonces ! > 1. De esta manera, por (5.15),

o 1y _
Tlir(r)1+ d_(1,277) 0.

Entonces,
1\
TILI(I)lJr N(=6_(r,277)) =0
Por lo tanto,
2r
0_2 . —
lm —e "7z 0?N(=0_(r,271) =0

Concluimos que

Siz=1:
Por (5.15) ,
Tli%h dr(1,2) = Tlilr(x)l+ Si(m,271) =0.
Por lo tanto,
tim (14 %) =N (s Y P
1-L%l+ +2_7” z ( +(7’,Z>) - 5 +2_7’ )
lim ¢~ N(=3_(r, 2)) = -
T—0+t 7 2
y
2r
2 - 1 2
lfm e 777, o2 N(=6_(1,271)) 7

7—01 2r - 5 5 ’
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De esta manera, concluimos que

i it ) -

Asi tenemos

hm+u(t z)=1—2 para 0<z<1
7—0

y queda demostrado el ejercicio.

Ejercicio 7 Consideremos una call asica con strike cero cuyo payoff en tiempaes

i) Supongamos que en tiemptenemosS(t) =z >0y f(f S(u)du =y > 0. Agui usamos

el hecho que ~"“S(u) es una martingala sobfe para calcular

eI (% /0 ' S(u)du|F(t)) |

Llamamos a nuestra respuesta, x, y).

r— -0

or + ( 2> t ~
Seaf(t,z) = S(0)e 2 , entoncesS(t) = f(¢,W(t)). Por la brmula de

Itd-Doeblin para movimiento Browniano tenemos que

(T, W(T)) = f(0,W(0) /fttW dt+/ fo(t, W (2))dW (¢ /fm

Por lo tanto
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Con lo cual obtenemos

/0 " s(dr <1 (S(T) _ $(0) - /0 ' oS(t)dW(t)) |

r

Seal(T) = fOT S(t)dW (t), entonced (T') es martingala por Teorema 3.2\ Por lo tanto,

B (% /0 ' S(u)du!F(t)) _ Tiref“(“)sa) _ TirS(O) R < /0 TS(u)dW(u)\F(t))

1 1 o (! ~
_ = r(T-1) o _

T S(t) TrS(O) T /0 S(uw)dW (u).
donde hemos usado el hecho qma”S(t) es una martingala.

Ahora calculemog“O w)dW (u):

De nuevo, aplicando labfmula de 16-Doeblin para movimiento Browniano &t, ) =

. L,
ot + (r— o)t
0)e 2 7, obtenemos

Entonces

Concluimos entonces que

B (% /O ' S(u)du|F(t)> _ T;T:)S(t) - %S) -z {w T /O t S(u)du}

~C -3 L /OtS(u)du
ot z,y) = e ( /5 Jdu|F (¢ )

T e—rT t —TT t)

T Tr -+ T 7

™

Por lo tanto,
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i) Verificamos que la funéin v(¢, z,y) que obtuvimos en) satisface la ecuamn B-S-
M (4.55) y las condiciones de contorno (4.56) y (4.58) del Teorema 4.3.2 (No trataremos de

verificar (4.57) porque alaculo deuv(t, =, y) lo hicimos tomandg > 0.)

Debemos verififcar que(t, x, y) satisface la ecuan B-S-M (4.55)
1
ve(t, @, y)+revg(t, ©, y)+avy(t, x,y)—kéa%%m(t, z,y) = rv(t,x,y) 0<z, 0<t<T
y las siguientes condiciones de contorno:

v(t,0,y) = e 7T 0<t<T, yeR

Y
T’

(T, z,y) r>0, yek

_Y
T?
Calculemos las derivadas parcialesude x, y) que involucra la ecuagn (4.55):

Ut(t,:L’, y) = Te_T(T_t) [% _ %]’

Ux(tv xz, y) = % [1 - eir(Tit)};

(T —1)
’Uy(t,l’,y) = T'
Vew(t, 7,y) = 0;

entonces

1
v(t, o, y) + ravg(t, o, y) + 2o, (tz,y) + 5021’21)”(15, T,y) =

r x 1 ey
_ T (-t [ _ _] -

T° Y75 e L“T rT ]

N efr(Tft)
x
T

r T T
_ I (-t [ _ _] x

T° A
=ru(t,z,y).

Ademas, reemplazando erit, x, y) obtenemos

v(t,0,y) = e r(T=Y)

N|<
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-+ — =

Ty
T — — =2
(T, z,y) 7=

Nl

T
T
como deseamos.

iif) Finalizando, determinamos ekgtamente el procesa(t) = v, (¢, S(t), Y (t)), y obser-
vamos que no es aleatorio.
Sabemos del ejercicio anterior que
v (t, z,y) = L [1- e_T(T_t)] .
€T ) ) TT
Entonces

w(t, S(8), Y (£) = = [1— 0]

r

y claramente esto no es aleatorio.



APENDICE A

Cambio de medida

En este apndice mostraremomo es posible establecer en un espacio de probabilidad
(Q, P, F), una medida de probabilidafl equivalente a&. En particular, esto puede aplicarse
en la teora de finanzas para fundamentar la existencia de medidas de probabilidedgbe

neutral

Teorema A.0.6.Sea((2, P, F ) un espacio de probabilidad y s¢auna variable aleatoria no

negativa a.e. co’(Z) = 1. Para A € F, definamos

P(A) = /A Z(w)dP(w).

EntoncesP es una medida de probabilidad. Adasn si X es una variable aleatoria no

negativa, entonces
) E(X)=E(XZ).
Si Z es estrictamente positiva a.e., tafmbitenemos

) EY)= E(%) para toda variable aleatoria no negative.

El valor esperad® enl)y I]) es con respecto a la medida de probabilitad.e., £(X) =

[y X (w)dP(w)).
171
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NotaA.0.7. SeanXt = méx{X,0} y X~ = méx{—X, 0} sus componentes positiva y negati-
va, respectivamente. Entonc&s= X+ — X~. Aplicandol)y I7) aX*y X,y en caso de

obtener valores finitos, podemos probar que el teorema se cumple para la variable aleatoria

Demostraddn. (Teorema A.0.@Para ver que® es una medida de probabilidad, debemos veri-

ficar queP() = 1y queP es aditiva numerable. Tenemos pordtigsis que

P(Q) = /Q Z(w)dP(w) = E(Z) = 1.

Para la aditividad numerable, séa, A,,... una suceén de conjuntos disjuntos an, y
definimosB,, = | J;_; Ak, B = U, Ax- Denotamod a la funcbn indicadora ei3. Debido
aque

Ip, <Ip, <Ip, <..

lim ]IBn = HBx?

n—oo

podemos usar el Teorema de Convergencia®fimma para escribir

P(By) = /Q I (w)Z(w)dP(w) = lim, s /Q Ip, (w)Z(w)dP(w).
Perolg, (w) =Y p_, 14, (w),y asi

n

/Q Iy, (0) Z(@)dP(w) = 3 /Q Ly, (@) Z(@)dP(w) = 3 P(AL).

k=1
Reuniendo esas dos ecuaciones, obtenemos la propiedad de aditividad numerable
P({J A = lim Y P(A) =) P(A).
k=1 k=1 k=1
Ahora supongamos quE es una variable aleatoria no negativaXSes una fun@n indi-

cadoraX = I 4, entonces

BE(X) = P(A) = /Q I4(w)Z(w)dP(w) = B(I4Z) = E(X2),
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lo cual esl).

Analogamente, esto puede probarse para una suma finita de funciones indicadarkis. Por
mo, y dado que toda variable aleatoria se puede expresar ¢omte tle sumas de este tipo,
podemos probaf) para cualquieX no negativa.

CuandoZ > 0 a.e.,% est definida y podemos reemplaz&ren I) por % para obtener
I7). O

Definicion A.0.8. Sea(2 conjunto no vam y F unao- algebra de subconjuntos de Dos

medidas de probabilidafl y P en (Q, F) se dicerequivalentesi

P(A) =0« P(A) =0, Aecr.
Se puede verdciimente que® y P del Teorema A.0.6 son equivalentes (ver [Hgp34).

Teorema A.0.9. (Radon-Niko§im) : SeanP y P medidas de probabilidad equivalentes

definidas en({2, f ). Entonces existe una variable aleatofigpositiva a.e. tal qués(Z) =1y
fw»:/Z@mP@) VAEF.

A
Demostracdn. Ver O

Tambien podemos usar este cambio de medida para cambiar la media de una variable aleato-
ria o las medias en cada tiempde un proceso estastico en general.

Supongamos que tenemos un espacio de probabilida® F ) y unafiltracbn £ (t), defini-
da parad <t < T, dond€eTl’ es un tiempo final fijo. Supongamos adesmueZ es una variable
aleatoria positiva a.e. que satisfd¢eZ) = 1, y definimosP como en el Teorema A.0.6. Pode-

mos entonces definir proceso derivado Ramh-Nikod/m

Z(t) = E(Z|F(t)), 0<t<T.
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Este proceso es una martingala debido a la propiedad de condicionamiento iterado (Teorema

1.2.6,lll)): para0 < s <t < T,
E(Z(t)|F (s)) = E(E(ZIF®)IF (s) = E(Z]F (s)) = Z(s).
Adenmas, este proceso tiene las propiedades presentadas en los siguientes dos lemas.

Lema A.0.10. Seat que satisfacé < ¢t < T'y seaY una variable aleatoriar (¢)- medible.
Entonces

E(Y) = E(YZ(t)).

Demostraddn. Usamos/) del Teorema A.0.6, la segunda conditien la definiddn de esper-
anza condicional, la propieddd) del Teorema 1.2.6“tomando sobre lo que es conocidloy

la definicbn deZ(t) para escribir

E(Y)=E(YZ)=EEXYZ|F () =EYEZ|F(t))=EYZ{)).

Lema A.0.11. Seans y t que satisfacel < s < ¢t < T'y seaY una variable aleatoriar (t)-
medible. Entonces

E(Y|F(s) = %E(YZ@)IF(S))

Demostraddn. Ver [1] O

Teorema A.0.12.(Girsanov's, una dimengn) SeaV/ (¢), 0 < ¢ < 7', un movimiento Browni-
ano en un espacio de probabilidag, P, F ), y sear (t), 0 < ¢ < T, una filtracibn para este

movimiento Browniano. Sea(t), 0 < ¢ < T', un proceso adaptado. Definimos

2(t) = eap{— /0 @(@dW@)-% /0 O2(u)du}, (A1)
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Wi(t)=W(t)+ /te(u)du, (A.2)

y supongamos que
T
E(/ ©%(u)Z*(u)du) < co. (A.3)

0

TomemosZ = Z(T). EntoncesE(Z) = 1y sobre la medida de probabilidafl del Teorema

A.0.6, el procesdV (t), 0< ¢t < T', es un movimiento Browniano.
Demostraddn. Ver [1] O

En modelos financieros, primero estableceremos un espacio mégsttatiual uno puede
considerar como el conjunto de posibles escenarios para el futuro. Imaginamos estos conjun-
tos de posibles escenarios teniendo una medida de probabilidaé’.r&h embargo, para
propositos de valuaéin de derivados, usaremos una medida de riesgo netttakistiremos
gue esas dos medidas son equivalentes. Deben coincidir en lo que es posible y lo que es imposi-

ble; pueden diferir en cuan probable las posibilidades son.
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