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Resumen

Las opciones ex́oticas son contratos financieros cuyo valor depende del camino seguido

por el precio del activo subyacente. En este trabajo estudiaremos la valuación de lasopciones

ex́oticas, en particular las opciones barrera, lookback y asiáticas. Asumiremos un compor-

tamiento de los precios de las acciones acorde a un movimiento geométrico browniano. Adeḿas,

supondremos ciertas hipótesis de mercado tales como la ausencia de arbitrage y una tasa libre

de riesgo constante.

En los caṕıtulos 1 y 2 presentamos algunos conceptos matemáticos y financieros b́asicos

necesarios para la comprensión del problema. En el capı́tulo 3 introducimos nociones de cálculo

estoćastico dentro de la teorı́a de It̂o y su aplicacíon a la formulacíon y obtencíon de la f́ormula

de Black-Scholes-Merton. En el capı́tulo 4, desarrollamos la teorı́a de valuacíon de opciones

exóticas, obteniendo las ecuaciones diferenciales correspondientes y sus soluciones.

Palabras clave:Opciones ex́oticas, movimiento geoḿetrico browniano, principio de no

arbitrage, teorı́a de It̂o, fórmula de Black-Scholes-Merton.
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Introducci ón

En losúltimos ãnos, se ha incrementado en los mercados financieros la comercialización de

una clase de contratos llamadosderivados financieros. Los derivados son contratos cuyo valor

al momento del vencimiento depende del valor del activo subyacente, básicamente, del precio

de las acciones. Entre los más importantes se encuentran los futuros, los forward y las opciones.

Es aśı que en lośultimos 50 ãnos ha emergido una nueva disciplina cientı́fica: La teoŕıa de las

finanzas. Sin perder de vista sus aplicaciones a aspectos prácticos de comercio y regulación, la

teoŕıa de finanzas se ha convertido en una nueva lı́nea de investigación dentro de la mateḿatica.

De hecho, muchos de los desarrollos teóricos en finanzas han encontrado inmediata aplicación

en mercados financieros.

Una de las investigaciones cientı́ficas ḿas importantes y sobre la cual se basa este trabajo,

es la desarrollada por Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton. En su artı́culo publicado

en el ãno 1973, The pricing of options and corporate liabilities, Black y Scholes exponen

una f́ormula para valuación de opciones financieras, conocida actualmente como la fórmula de

Black-Scholes-Merton.

En 1969, al tiempo que F. Black y M. Scholes comenzaban a trabajar en la obtención de la

fórmula, Robert Merton introducı́a el ćalculo estoćastico en el estudio de las finanzas. Su aporte

permitió entonces perfeccionar la investigación de Black y Scholes. En particular, asumiendo

ciertas hiṕotesis en el modelo de mercado, establecieron que es posible mantener unhedgeen la

posicíon sobre la opción, invirtiendo simult́aneamente en acciones y en dinero. Ası́, la fórmula

de valuacíon de opciones Black-Scholes-Merton permite valuar las opciones y además resolver
7
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un problema de hedging. Cabe destacar que por estos avances en la teorı́a de las finanzas, Sc-

holes y Merton merecieron el Premio Nobel de Economı́a en 1997. Fisher Black habı́a fallecido

en 1995.

El objetivo final de nuestro trabajo es aplicar las herramientas del cálculo estoćastico para

la valuacíon de las opcionesex́oticas, en particular de las llamadas opcionesbarrera, lookback

y asíaticas. Simult́aneamente mostraremos cómo es posible obtener un hedge para cada una de

ellas.

En los caṕıtulos 1 y 2 presentamos algunos conceptos matemáticos y financieros b́asicos

necesarios para la comprensión del problema. En el capı́tulo 3 introducimos nociones de cálculo

estoćastico y la aplicacíon de esta teorı́a mateḿatica a la formulacíon y obtencíon de la f́ormula

de Black-Scholes-Merton. Finalmente, en el capı́tulo 4, desarrollamos la teorı́a de valuacíon de

opciones ex́oticas.

Se anexa a este trabajo un apéndice y una sección de ejercicios. En estáultima se verifica en

forma directa que las soluciones obtenidas en el capı́tulo 4 para el caso de las opciones barrera y

lookback, satisfacen la correspondiente ecuación de Black-Scholes-Merton. Para el caso de las

opciones asiáticas śolo es posible obtener una ecuación diferencial, la cual puede ser resuelta

de forma expĺıcita en el caso particular de un precio strike igual a cero.



Caṕıtulo 1

Conceptos generales de la Teorı́a de

Probabilidad

En este caṕıtulo daremos conceptos generales de probabilidad que nos serán indispensables

para desarrollar el cálculo estoćastico.

Es necesario primero exponer algunos ingredientes básicos de la teorı́a de probabilidad, para

luego poder abordar los conceptos más importantes en los que se basa la matemática financiera.

Entre ellos se encuentran:Esperanza condicional, martingalay proceso de Markov.

Porúltimo analizaremos la noción destopping timesen forma discreta y daremos una breve

descripcíon de su forma continua.

1.1. Nociones b́asicas

Definición 1.1.1. SeaΩ un conjunto no vaćıo. SeaT un ńumero fijo positivo, y supongamos

que para cadat ∈ [0, T ] hay unσ- álgebraz(t) de Ω. Supongamos adeḿas que sis ≤ t ,

entonces cada conjunto enz(s) est́a tambíen enz(t). Entonces decimos que la colecciónz(t)

deσ-álgebras con 0≤ t ≤ T es unafiltración.

Ejemplo 1.1.2 (discreto).Pensemos en el experimento de tirar la moneda 3 veces y consid-
9
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eremosΩ = {ccc, ccx, cxc, ...} donde denotamos porc
.
= cara yx

.
= cruz. Seat = 0, 1, 2, 3.

Entonces,

z(0) = {∅, Ω};

z(1) = {∅, Ω, {ccc, ccx, cxc, cxx}, {xcc, xcx, xxc, xxx}};

z(2) = {∅, Ω, {ccc, ccx}, {cxc, cxx}, {xcc, xcx}, {xxc, xxx}, uniones de estos};

z(3) = P(Ω)

sonσ- álgebras para cadat = 0, 1, 2, 3, y satisfacen quez(0) ⊆ z(1) ⊆ z(2) ⊆ z(3).

Definición 1.1.3.SeaX una variable aleatoria definida en un espacio muestral no vacı́o Ω. La

σ- álgebra generada porX, y que denotamos porσ(X), est́a dada por todas las preimágenes de

X. ( ie: X : Ω 7→ R v. a. conσ(X) = {X−1(A) : A ∈ B1(R)}).

Definición 1.1.4.SeaX una variable aleatoria definida en un espacio muestral no vacı́o Ω. Sea

G unaσ- álgebra deΩ. Decimos queX esG-medible siσ(X) ⊆ G.

Una variable aleatoriaX esG-medible si y śolo si la informacíon disponible enG es sufi-

ciente para valuarX.

Ejemplo 1.1.5 (Modelo binomial de 3-peŕıodos). SeaΩ como en el Ejemplo 1.1.2 y consid-

eremosS0, S1, S2, S3 las variables aleatorias definidas sobreΩ dadas por:

S0 = 4

S1(c, ω2, ω3) = 2 · S(0)

S1(x, ω2, ω3) = 1
2
· S(0)

S2(ω1, c, ω3) = 2 · S1(ω1, c, ω3)

S2(ω1, x, ω3) = 1
2
· S1(ω1, x, ω3)



1.1. NOCIONES BÁSICAS 11

S3(ω1, ω2, c) = 2 · S2(ω1, ω2, c)

S3(ω1, ω2, x) = 1
2
· S2(ω1, ω2, x).

El valor de estas variables se describe en elárbol 1.1

Observemos queS1(ω1, ω2, ω3) = S1(ω1) y S2(ω1, ω2, ω3) = S2(ω1, ω2), con lo cual obten-

emos

S1(c) = 2 · S(0)

S1(x) = 1
2
· S(0)

S2(ω1, c) = 2 · S1(ω1)

S2(ω1, x) = 1
2
· S1(ω1)

S3(ω1, ω2, c) = 2 · S2(ω1, ω2)

S3(ω1, ω2, x) = 1
2
· S2(ω1, ω2).
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��

HH
HHH

H

t
S0 = 4

t S1(c, ω2, ω3) = 8t����
��

HH
HHH

H

t S2(c, c, ω3) = 16

t S2(c, x, ω3) = S2(x, c, ω3) = 4

t��
���

�

HH
HHH

H

t
S3(c, c, c) = 32

t S3(c, c, x) = S3(c, x, c) = S3(x, c, c) = 8

t����
��

HH
HHH

Ht S3(c, x, x) = S3(x, c, x) = S3(x, x, c) = 2t����
��

HH
HHH

H

t S1(x, ω2, ω3) = 2

t
S2(x, x, ω3) = 1
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Figura 1.1: Modelo binomial de tres perı́odos
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En general, a esto lo denotaremos de la siguiente manera:

S(0) = 4

Si+1(c) = 2 · Si

Si+1(x) = 1
2
· Si coni = 0, 1, 2.

A los factores 2 y1
2

que hacen que la variableSi aumente o disminuya en cada tirada, los

llamaremosfactores up y downrespectivamente.

Antes de calcularσ(S2), consideremos la siguiente notaciones:

Ac
.
= {ccc, ccx, cxc, cxx};

Ax
.
= {xcc, xcx, xxc, xxx};

Acc
.
= {ccc, ccx};

Axc
.
= {xcc, xcx};

...

Calculemosσ(S2) :

S−1
2 (A) =



∅ si A ∩ {1, 4, 16} = ∅

Ω si {1, 4, 16} ⊆ A

Axx si {1, 4, 16} ∩ A = {1}

Axc ∪ Acx si {1, 4, 16} ∩ A = {4}

Acc si {1, 4, 16} ∩ A = {16}

Uniones de estos en otro caso

Entoncesσ(S2) = z(2) \ ({Ax}
⋃
{Ac}). Por lo tanto,σ(S2) ⊆ z(2). De esta manera, se

cumple la Definicíon 1.1.4 yS2 esz(2)- medible.

Definición 1.1.6.Un proceso estoćasticose define como una colección de variables aleatorias

X(t), cont ∈ T , todas definidas sobre un mismo espacio de probabilidad(Ω, P, z), dondeT
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es un subconjunto de(−∞, +∞) y puede ser pensado como el conjunto sobre el cual varı́a el

paŕametro del tiempo.

CuandoT es un intervalo, decimos que{X(t)}t∈T es un proceso estocástico aparámetro

continuo; y si T es un subconjunto de números enteros decimos que tenemos un proceso es-

tocástico aparámetro discreto.

Dada una filtracíon y un proceso estocástico podemos relacionarlos de la siguiente manera:

Definición 1.1.7.SeaΩ un espacio muestral no vacı́o con una filtracíonz(t), 0≤ t ≤ T , donde

T es un ńumero fijo positivo. Sea{X(t)}0≤t≤T un proceso estocástico. Decimos que dicho

proceso estáadaptadoa la filtracíonz(t) si, para cadat, la variableX(t) esz(t)- medible.

Este es el tipo de proceso con el que trabajaremos, debido a que necesitaremos en cada

tiempo t utilizar śolo la informacíon obtenida hasta ese momento. En general,X(t) seŕa el

precio de alǵun producto financiero yz(t) la informacíon disponible en tiempot relacionada

al comportamiento de ese precio hasta el momentot, inclusive, y del cual no conocemos su

comportamiento a futuro.

1.2. Esperanza condicional

Definición 1.2.1. Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad. SeaX una variable aleatoriaz-

medible yz0 unσ- álgebra tal quez0 ⊆ z. La esperanza condicionalE(X|z0) deX az0 es

una variable aleatoria que cumple:

a) z0- medible,

b) ∀A ∈ z0,
∫

A
E(X|z0)(ω)dP (ω) =

∫
A

X(ω)dP (ω).
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Esta nueva variable nos proporciona unestimadorpara la variableX en la nuevaσ- álgebra

z0. La propiedad a) asegura que este estimador es en sı́ mismo una variable aleatoria basada en

la informacíon dez0.

La segunda propiedad asegura que esta variable es efectivamente un estimador deX. Cuanto

más grande seaz0, es decir, cuanto ḿas conjuntos posea, mejor será el estimador. Esto se debe a

que ambas variables tienen el mismo promedio sobre todos los conjuntos dez0. Como veremos

en los pŕoximos dos ejemplos, siz0 es elσ-álgebra trivial, este estimador es escasamente el

valor esperado deX. En cambio, si consideramos az0 como todoz, obviamente, el estimador

es exactamenteX.

Nota 1.2.2. Consideremos los tiempos discretost = 0, 1, 2, ...,N y la filtración z0 ⊆ z1 ⊆

z2 ⊆ ... ⊆ zN = z deσ- álgebras definidas análogamente al ejemplo 1.1.2. Se observa que

la variableE(X|zi) es el valor esperado deX calculado desde el tiempot = i. Es decir, es el

valor que se esperarı́a de la variableX en tiempot = N , utilizando la informacíon disponible

ent = i.

Ejemplo 1.2.3.Seaz0 = {∅, Ω}. SeaX una variable aleatoriaz- medible.E(X|z0) = Y debe

serz0- medible. O sea,

Y −1({a}) = ∅ o Y −1({a}) = Ω ∀a ∈ R,

entonces existeb ∈ R tal queY (Ω) = b y por lo tantoY es constante. LuegoE(X|z0) =

E(X), pues por b):

∫
Ω

X(ω)dP (ω) =

∫
Ω

E(X|z0)(ω)dP (ω) =

∫
Ω

Y dP (ω) = b

∫
Ω

dP (ω) = b · 1 = b,

peroE(X)
.
=
∫

Ω
X(ω)dP (ω), y por lo tantob = E(X). LuegoY = E(X).
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Ejemplo 1.2.4. Consideremos ahoraz0 ⊆ z y X una variable aleatoriaz0 - medible. En-

tonces,

E(X|z0)(ω) = X(ω) a.e. (1.1)

ComoX esz0 - medible, tenemos que se cumple la propiedad a) de la Definición 1.2.1.

Además, al serX una variable aleatoriaz0- medible, nos basta la información enz0 para

valuarla. De esta manera, los promedios sobre todos los conjuntos dez0 son todos los prome-

dios posibles de calcular paraX, aśı fácilmente obtenemos la segunda propiedad en la definición

de esperanza condicional y queda demostrado (1.1).

En contraste con variablesz- medibles, tenemos la idea de independencia. Es decir, si la

informacíon enz es suficiente para valuar una variableX por ser estaz- medible, unσ- álgebra

G es independiente deX cuando la información enél no sirve para valuarla.

Definición 1.2.5 (Independencia).Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad, y seanG yH sub-

σ- álgebras dez (ie: los conjuntos enG y los conjuntos enH est́an tambíen enz). Decimos

que esas dosσ- álgebras sonindependientessi

P (A ∩B) = P (A) · P (B) ∀A ∈ G,∀B ∈ H.

SeanX e Y dos variables en(Ω, P, z). Decimos que esas dos variables aleatorias soninde-

pendientessi lasσ- álgebras que generan,σ(X) y σ(Y ), son independientes. Decimos que la

variable aleatoria X es independiente delσ- álgebraG si σ(X) y G son independientes.

Teorema 1.2.6 ( Propiedades de la esperanza condicional).Sea(Ω, P, z) un espacio de

probabilidad y seaG unaσ- álgebra tal queG ⊆ z.
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I) (Linealidad de la esperanza condicional)SeanX eY variables aleatoriasz - medibles

e integrables yc1 y c2 constantes, entonces

E(c1X + c2Y |G) = c1E(X|G) + c2E(Y |G).

II ) (Tomando sobre lo que es conocido)Si X e Y son variables aleatoriasz - medibles e

integrables, yX esG - medible, entonces

E(XY |G) = XE(Y |G).

III ) (Condicionamiento iterado)SiH es unaσ- álgebra tal queH ⊆ G y X es una variable

aleatoriaz - medible e integrable, entonces

E(E(X|G)|H) = E(X|H).

IV ) (Independencia)SiX esz - medible, integrable e independiente deG, entonces

E(X|G) = E(X).

V) (Desigualdad condicional de Jensen)Siϕ es una funcíon convexa de la variablex y X

esz - medible e integrable, entonces

E(ϕ(X)|G) ≥ ϕ(E(X|G)).

Lema 1.2.7 ( Independencia ).Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad, y seaG una σ-

álgebra tal queG ⊆ z. Supongamos que las variablesX1, ..., XK sonG - medibles y que las

variablesY1, ..., YL son independientes deG. Seaf(x1, ..., xK , y1, ..., yL) una funcíon de las

variablesx1, ..., xK y y1, ..., yL, y definamos

g(x1, ..., xK) = E(f(x1, ..., xK , Y1, ..., YL)).

Entonces

E(f(X1, ..., XK , Y1, ..., YL)|G) = g(X1, ..., XK).
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1.3. Martingalas

Definición 1.3.1. Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad, seaT un ńumero fijo positivo, y

seaz(t), 0≤ t ≤ T , una filtracíon de sub-σ- álgebras dez ( ie: z(s) ⊆ z(t) ⊆ z, ∀ s ≤ t).

Consideremos un proceso estocástico adaptadoM(t), 0≤ t ≤ T .

I) Si

E(M(t)|z(s)) = M(s) ∀ s, t tal que0 ≤ s ≤ t ≤ T,

decimos que este proceso es unaMARTINGALA. No tiene tendencia a aumentar o dis-

minuir.

II ) Si

E(M(t)|z(s)) ≥ M(s) ∀ s, t tal que0 ≤ s ≤ t ≤ T,

decimos que este proceso es unaSUBMARTINGALA. No tiene tendencia a disminuir;

puede tener una tendencia a aumentar.

III ) Si

E(M(t)|z(s)) ≤ M(s) ∀ s, t tal que0 ≤ s ≤ t ≤ T,

decimos que este proceso es unaSUPERMARTINGALA. No tiene tendencia a aumentar;

puede tener una tendencia a disminuir.

Ejemplo 1.3.2. Consideremos{SK}K≥0 como en el Ejemplo 1.1.5 conSi+1(c) = Si · u y

Si+1(x) = Si · d, (0 < d < u). Seap la probabilidad de que en una tirada de la moneda, el

resultado sea cara. CalculemosE(SK+1 | z(K)).

ParaK = 0:

E(S1|z(0)) = E(S1) = pS1(c) + qS1(x) = puS0 + qdS0 = (pu + qd)S0,

conq
.
= 1− p.

En la primera igualdad usamos el Ejemplo 1.2.3, donde calculamos el valor esperado condi-

cional alσ - álgebra trivialz(0).
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ParaK = 1:

Sabemos quez(1) = {∅, Ω, Ac, Ax} y recordemos queE(S2|z(1)) debe satisfacer las

siguientes igualdades:∫
Ac

E(S2|z(1))(ω)dP (ω) =

∫
Ac

S2(ω)dP (ω);∫
Ax

E(S2|z(1))(ω)dP (ω) =

∫
Ax

S2(ω)dP (ω).

PeroE(S2|z(1)) debe ser constante enAc y Ax, por lo tanto∫
Ac

E(S2|z(1))(ω)dP (ω) = E(S2|z(1))(ω)P(Ac) = pE(S2|z(1))(ω), ∀ω ∈ Ac.

Por otro lado,∫
Ac

S2(ω)dP (ω) = S2(cc)P(Acc) + S2(cx)P(Acx) = uS1(c)p
2 + dS1(c)pq

= pS1(c)(up + dq).

Entonces, ∫
Ac

S2(ω)dP (ω) = pS1(ω)(up + dq) ∀ω ∈ Ac.

En conclusíon,

E(S2|z(1))(ω) = (pu + qd)S1(ω) ∀ω ∈ Ac.

De manera similar, podemos probar que

E(S2|z(1))(ω) = (pu + qd)S2(ω) ∀ω ∈ Ax.

Y en ambos casos tenemos

E(S2|z(1))(ω) = (pu + qd)S1(ω) ∀ω ∈ Ω.

De manera ańaloga podemos ver que

E(SK+1|z(K)) = (pu + qd)SK , ∀K ≥ 0

Por lo tanto:
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Si pu + qd = 1 entonces{SK , z(K)}K≥0 es una martingala

Si pu + qd ≥ 1 entonces{SK , z(K)}K≥0 es una submartingala

Si pu + qd ≤ 1 entonces{SK , z(K)}K≥0 es una supermartingala

Por ejemplo, tomandõp =
(1 + r)− d

u− d
conr > 0 (y 0 < d < 1 + r < u) resulta:

p̃u + q̃d = p̃u + (1− p̃)d = p̃(u− d) + d = (1 + r)− d + d = (1 + r) > 1.

Estap̃ es siempre positiva debido a la hipótesis de no arbitrage, concepto que desarrollare-

mos en el pŕoximo caṕıtulo.

Entonces,{SK , z(K)}K≥0 es una submartingalabajo p̃, dondep̃ se denominaProbabilidad

de riesgo neutral.

1.4. Proceso de Markov

Definición 1.4.1. Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad, seaT un ńumero positivo fijo, y

seaz(t) con 0≤ t ≤ T una filtracíon de sub-σ- álgebras dez ( ie.: z(s) ⊆ z(t) ⊆ z ∀ s, t

tal que 0≤ s ≤ t). Consideremos un proceso estocástico adaptado{X(t)}0≤t≤T . Supongamos

que para todos, t tal que 0≤ s ≤ t ≤ T y para cada funciónf no negativa medible-Borel, hay

otra funcíon medible-Borelg tal que

E(f(X(t))|z(s)) = g(X(s)). (1.2)

Entonces decimos que{X(t)}0≤t≤T es unproceso de Markov.

En la definicíon de arriba, la funciónf puede depender del tiempo y por lo tantog tambíen

lo haŕa. Esto no se indićo en (1.2) porque se desea enfatizar cómo funciona la dependencia en

cada puntoω ∈ Ω.

Si indicamos la dependencia en el tiempo escribiendof(t, x) en lugar def(x), obtendŕıamos

E(f(t,X(t))|z(s)) = g(s, X(s)).
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Ejemplo 1.4.2. En el marco del Ejemplo 1.3.2, consideremos un modelo binomial deN -

peŕıodos (z = z(N) = P(Ω)).

Fijemos un tiempoK y definamosX
.
= SK+1

SK
y G .

= z(K). EntoncesX = u si ωK+1 = c

y X = d si ωK+1 = x.

Dado queX depende śolo de la tirada(K + 1), X es independiente deG. DefinamosY =

SK , entoncesY esG- medible.

Seaf una funcion no negativa medible-Borel y seah(x, y)
.
= f(xy). Entonces,

g(y)
.
= E(h(X, y)) = E(f(Xy)) = p · f(uy) + q · f(dy).

El lema de independencia asegura que:

E(f(SK+1)|z(K)) = E(f

(
SK+1

SK

· SK

)
|z(K)) = E(h(X,Y )|G) = g(Y ) = p·f(uSK)+q·f(dSK).

Esto muestra que{S0, ..., SN} es un proceso de Markov, cong(y) = p · f(uy) + q · f(dy).

1.5. Stopping times

Definición 1.5.1. En un modelo binomial deN -peŕıodos, unstopping timees una variable

aleatoriaτ que toma valores0, 1,...,N ó∞ y satisface la siguiente condición:

Si τ(ω1, ω2, ..., ωn, ωn+1, ..., ωN) = n, entonces

τ(ω1, ω2, ..., ωn, ω
′
n+1, ..., ω

′
N) = n ∀ω′n+1, ..., ω

′
N . (1.3)

La condicíon (1.3) en la definicíon de stopping times establece que siτ toma el valorn,

entonces se detiene en el tiempon. Es decir,τ se basa en la información disponible hasta el

tiempon.

Podemos pensar al stopping time como una regla de ejercicio; por ejemplo: cuándo de-

cidimos ejercer un contrato financiero y cuándo no, o también, cúando decidimos parar una

estrategia financiera y cuándo no. De esta manera, nosotros basamos nuestra decisión de ejercer
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en un tiempon, en la informacíon que tenemos hasta el tiempon y no en el resultado de futuras

tiradas de la moneda.

Ejemplo 1.5.2. Consideremos la regla de ejerciciodada por la siguiente variable aleatoriaτ :

τ(cc) = ∞, τ(cx) = 2, τ(xc) = 1, τ(xx) = 1.

Esta variable se describe en la figura 1.2.

u��
���

���

HH
HHH

HHH

uno ejercer

uejercer

τ(xc) = τ(xx) = 1

uno ejercer
���

���
��

HHH
HHH

HH

uno ejercer

τ(cc) = ∞

uejercer

τ(cx) = 2

Figura 1.2: regla de ejercicioτ

La variableτ definida enΩ = {cc, cx, xc, xx} toma valores en el conjunto{0, 1, 2,∞} y

satisface queτ(x, ω2) = 1, ∀ω2. Por lo tanto,τ es un stopping time según la Definicíon 1.5.1.

Cada vez que tenemos un proceso estocástico y un stopping time, podemos definir un pro-

ceso detenido ostopped process:

Definición 1.5.3.Seaτ un stopping time como en 1.5.1 y sea{Yn}n∈N∪{0} un proceso estocásti-

co. El proceso detenido(o stopped process) definido porτ es el proceso estocástico{Yn∧τ},

donden ∧ τ = mı́n{τ, n} y Yn∧τ (ω) = Yn∧τ(ω)(ω), ∀ω ∈ Ω.

Ejemplo 1.5.4.Volvamos al Ejemplo 1.1.5 y consideremos el proceso{S0, S1, S2} descontado,

conr = 1
4
; ie: Mn = (4

5
)n Sn, el cual es una martingala sobre la probabilidad de riesgo neutral
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p̃ = q̃ = 1
2
. En cada nodo, el valor es el promedio de los valores en los dos nodos posteriores.

Esto se describe en la figura 1.3.

t����
��

HH
HHH

H

t
M0 = 4

t M1(c) = 6.40t����
��

HH
HHH

H

t M2(c, c) = 10.24

t M2(c, x) = M2(x, c) = 2.56

t����
��

HHH
HHH

t M1(x) = 1.60

t
M2(x, x) = 0.64

Figura 1.3: Proceso{Sn}n=0,1,2 descontado

En la figura 1.4, mostramos el proceso detenido{Mn∧τ} dado por el stopping time del

Ejemplo 1.5.2.

t��
�

�
�
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@
@

@
@

@
@

t
M0∧τ = 4

t M1∧τ (c) = 6.40t����
��

HH
HHH

H

t M2∧τ (c, c) = 10.24

t M2∧τ (c, x) = 2.56

t���
���

HHH
HHH

t
M1∧τ (x) = 1.60

t
M2∧τ (x, c) = 1.60

t
M2∧τ (x, x) = 1.60

Figura 1.4: Proceso{Mn}n=0,1,2 detenido en el stopping timeτ
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Observemos en la figura 1.4 que al igual que en la figura 1.3, el valor en cada nodo es el

promedio de los valores en los dos nodos siguientes. Es decir que se mantiene la propiedad de

martingala. Esto nos lleva al siguiente teorema:

Teorema 1.5.5 (Optional Sampling I).Una martingala detenida (martingale stopped) en un

stopping time es una martingala. Una supermartingala detenida (ó submartingala) en un stop-

ping time es una supermartingala (ó submartingala, respectivamente).

Demostracíon. ConsideremosYn, n ≥ 0 una martingala. Veamos primero queE(Yτ∧(m+1) |

F (m)) = Yτ∧m.

Para esto, consideramos

Ak = {ω | τ(ω) = k}.

Entonces,

Yτ∧(m+1) =
∞∑

k=0

IAk
Yτ∧(m+1) =

m∑
k=0

IAk
Yτ∧k +

∞∑
k=m+1

IAk
Yτ∧(m+1)

=
m∑

k=0

IAk
Yτ∧k +

∞∑
k=m+1

IAk
Ym+1 =

m∑
k=0

IAk
Yk + Iτ≥(m+1)Ym+1

Con esta expresión paraYτ∧m, calculamos ahora la esperanza condicionalE(Yτ∧(m+1) |
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F (m)).

E(Yτ∧(m+1) | F (m)) =
m∑

k=0

E(IAk
Yk | F (m)) + E(Iτ≥(m+1)Ym+1 | F (m))

=
m∑

k=0

IAk
E(Yk | F (m)) + Iτ≥(m+1)E(Ym+1 | F (m))

=
m∑

k=0

IAk
Yk + Iτ≥(m+1)Ym

=
m−1∑
k=0

IAk
Yk + IAmYm + Iτ≥(m+1)Ym

=
m−1∑
k=0

IAk
Yk + Iτ≥mYm

= Yτ∧m.

Donde en la segunda igualdad usamos el hecho que{ω : Iτ≥m(ω) = 1}c = {ω : Iτ<m(ω) =

1} ∈ z(m). Entonces{ω : Iτ≥m(ω) = 1} ∈ z(m). De la misma manera,{ω : Iτ≥m(ω) =

0} = {ω : Iτ<m(ω) = 1}c ∈ z(m). Luego la indicadoraIτ≥m esz(m) medible, y por lo tanto

lo esIτ≥(m+1). Por lo tanto, sale afuera del valor esperado.

Supongamos cierto ahora que, para cierton ≥ 2, se cumple que

E(Yτ∧k | F (m)) = Yτ∧m, param + 1 ≤ k ≤ n− 1.

Usamos queYτ∧n se puede escribir como

Yτ∧n =
n−1∑
k=0

IAk
Yτ∧n +

∑
k≥n

IAk
Yτ∧n

=
n−1∑
k=0

IAk
Yk +

∑
k≥n

IAk
Yn

Ahora, usamos la propiedad de condicionamiento iterado, y procedemos inductivamente:

E(Yτ∧n) | F (m)) = E(E(Yτ∧n | F (n− 1)) | F (m))

= E(Yτ∧(n−1) | F (m)

= Yτ∧m,
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Para una submartingala o supermartingala, la prueba es análoga.

Nota1.5.6. Sabemos que una submartingala tiene una tendencia a subir. En particular, siXn es

una submartingala, entoncesE(Xm) ≤ E(Xn) cuandom ≤ n.

Demostracíon. : Sea 1≤ m ≤ n, entonces

E(Xn|z(n− 1)) ≥ Xn−1.

Luego

E(E(Xn|z(n− 1))|z(0)) ≥ E(Xn−1|z(0)),

Además, por la propiedad III) del Teorema 1.2.6 (Condicionamiento iterado):

E(Xn|z(0)) = E(E(Xn|z(n− 1))|z(0)).

Entonces,

E(Xn|z(0)) ≥ E(Xn−1|z(0)) ≥ ... ≥ E(Xm+1|z(0)) ≥ E(Xm|z(0)).

Esta desigualdad sigue ocurriendo si reemplazamosm por τ ∧ n, dondeτ es un stopping

time.

Teorema 1.5.7 (Optional Sampling II). Sea{Xn}0≤n≤N una submartingala y seaτ un stop-

ping time. Entonces

E(Xn∧τ ) ≤ E(Xn)

. Si{Xn}0≤n≤N es una supermartingala, entonces

E(Xn∧τ ) ≥ E(Xn).
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Si{Xn}0≤n≤N es una martingala, entonces

E(Xn∧τ ) = E(Xn).

Demostracíon. Ver [2]

Una forma de intentar capturar la misma idea de stopping time en tiempo continuo es pedir

que para cadat ≥ 0 (no aleatorio), el conjunto

{τ = t} = {ω ∈ Ω, τ(ω) = t}

est́e enz(t). Sin embargo, nosotros estaremos interesados en conjuntos deω’s de la forma

{ω ∈ Ω; T1 ≤ τ(ω) ≤ T2}, y eso no se puede obtener tomando uniones numerables de

conjuntos de la forma{ω ∈ Ω, τ(ω) = t}. Por lo tanto, damos la Definición 1.5.8 imponiendo

una condicíon un poco fuerte:

Definición 1.5.8. Un stopping timeτ es una variable aleatoria que toma valores en [0,∞] y

satisface

{τ ≤ t} ∈ z(t) ∀t ≥ 0.

En la Definicíon 1.5.8 de arriba, un stopping timeτ tiene la propiedad que la decisión de

parar (pensado como regla de ejercicio) en el tiempot, debe estar basada en la información

disponible en tiempot.

Finalizando, todo lo desarrollado previamente para el caso discreto puede ser formalizado

para el caso continuo (ver [1]).



Caṕıtulo 2

Forward, futuros y opciones

En los mercados financieros de la actualidad, se comercializa una gran variedad de produc-

tos. Entre ellos podemos mencionar: acciones, bonos, indices, derivados, etc. En este capı́tulo

comenzaremos desarrollando las ideas principales en las que se basan las finanzas, para luego

poder describir los tres tipos de derivados más importantes: forward, futuros y opciones. Es-

tasúltimas son las que ḿas nos interesan, pues el objetivo de nuestro trabajo se centra en las

opciones ex́oticas. Ellas serán descriptas al finalizar este capı́tulo.

2.1. Productos Financieros

Un individuoó una institucíon (empresa, compañ́ıa, etc.) puede invertir:

Sin riesgo: Depositar en un banco a tasa de interésr. Por ejemplo: tasa de interés com-

puesta en forma continua.

Con riesgo: Invertir en mercados financieros como por ejemplo: Mercado de acciones,

monedas, bonos, derivados, etc.

Describamos lo referido a una inversiónsin riesgo:
27
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En una operación financiera simple, un individuo llamadoprestamistaentrega a otro llama-

do prestatariouna cierta cantidad de dinero, denominadacapital, a cambio de quéesteúltimo

lo devuelva al cabo de un ciertotiempocon un recargóo interés.

Esta operación es libre de riesgo debido a que ese recargo es acordado de antemano por

ambas partes.

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que un banco ofrece una tasa de interés del 5 % anual.

Si un individuo desea depositar un capital de $1000 en dicho banco,él podŕa retirar la suma

de $1050 al finalizar el perı́odo de un ãno. Ésteúltimo valor se denominamonto, y de esta

manera, el inteŕes producido por la operación es de $50.

Esta operación signifićo un pŕestamo para el banco. Del mismo modo, es posible que un

individuo pida prestado al banco una determinada suma de dinero que deberá ser devuelta con

un inteŕes (no necesariamente del 5 % anual).

Tipos de interés: SeaC el capital disponible en el tiempot = 0. DenominamosC(t) al

monto producido porC en el tiempot y (C(t) − C) al inteŕes producido porC en el mismo

tiempo.

Interés compuesto discreto: Se recibe inteŕes sobre el interés, ie:

C(t) = C(1 + r)t.

siendor = tasa de inteŕes. Esta se define como el interés producido por la unidad de capital

en la unidad de tiempo.

Se denomina discreto pues los perı́odos sobre los que se aplica están medidos en ãnos,

meses, d́ıas, etc. ( ver nota abajo)

Retomando el ejemplo (1.1.2), el monto obtenido por el individuo al finalizar un año es

1050 = 1000

(
1 +

5

100

)
.
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Si en cambio,́el quisiera retirar ese dinero al cabo de seis meses, obtendrı́a

1024,7 = 1000

(
1 +

5

100

) 1
2

Interés compuesto continuo: A diferencia del discreto, el continuo se aplica en cada in-

stante de tiempo. Este se obtiene como lı́mite del discreto.

Sear una tasa nominal correspondiente a una unidad de tiempo determinada,m un entero

positivo y r
m

una tasa proporcional ar, es decir,m veces su unidad de tiempo es la unidad

de tiempo der.

El inteŕes producido porr
m

en la unidad de tiempo der por un capitalC es

C(1 +
r

m
)m

Tomando ĺımite cuandom →∞ obtenemos

ĺım
m→∞

C(1 +
r

m
)m = Cer,

y en general tenemos

C(t) = Cer·t, t ≥ 0.

r se dice“tasa nominal” por que no es la tasa que se aplica en la práctica.

Existen otras formas de calcular intereses, pero en este trabajo sólo nos concentraremos en

esas dos.

Nota2.1.2. La tasa de interés est́a relacionada con la unidad de tiempo y la unidad de capital.

Por lo tanto, al calcular intereses es importante expresar los capitales financieros en la unidad

de capital y de tiempo correspondiente a la tasa.
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Valor PresenteSi en tiempot un capitalC es disponible y la tasa de interés esr, el valor

presente deC se define por:

V P (t, C) =
C

(1 + r)t
Descuento Compuesto

V P (t, C) = C · e−rt Descuento Compuesto Continuo.

Consideremos ahora los productos financieroscon riesgo:

Se dice que estos productos tienen riesgo porque el valor a futuro de ellos no puede prede-

cirse. Es decir, en su valor intervienen muchos factores de los que desconocemos cual será su

comportamiento.

1. Acciones: Tı́tulos que emite una empresa, compañ́ıa, etc. y cuyos poseedores, llamados

accionistaspasan a ser propietarios de una parte de la empresa.

Las ganancias se pueden obtener :

- Debido a que el valor de las acciones aumenta.

- Por los dividendos(dividends)

2. Commodities: Materias primas o productos materiales: oro, plata, cobre, aluminio,

petŕoleo, maderas, granos, ganado, etc.

3. Monedas: Un inversionista decidirá sobre la moneda de un paı́s motivado por la estabili-

dad eńel.

4. Bonos: Son instrumentos financieros en los que se estipula que el emisor adeuda al tene-

dor una determinada cantidad por la que le pagará ciertos intereses, además del principal,

en determinadas fechas preacordadas. Esta clase de bonos suelen ser emitidos por grandes

empresas y por los gobiernos, como medio de emitir deuda pública que les permita finan-

ciarse a corto y largo plazo. El término bonos se suele utilizar para reflejar una emisión

de deuda a corto plazo y a largo plazo el de obligación.
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5. Indices: “Portfolio ” hipot́etico de acciones. Un portfolio es un conjunto de activos fi-

nancieros que tiene un inversionistaó institucíon. Losı́ndices miden el comportamiento

de un conjunto de acciones como una suma ponderada. Se comercializan con contratos.

Dicho portfolio est́a disẽnado para representar todo el mercado, por ejemplo:

. Standard and Poor 500 (S&P500) - USA ( 400 industriales, 20 de transporte, 40 de

servicios ṕublicos y 40 financieras)

. Dow Jones and Company Inc (DJCI) - USA

ó parte del mercado, por ejemplo:

. JP Morgan’s Emergin Market Bond Index (EMBI)

Nota2.1.3. A menudo diremos“ long en el activo”, que significa poseerlo y“short en el activo

” o “ selling short” que quiere decir vender algo que no se posee, es decir vender algo que se

pidió prestado. Este préstamo debe ser devuelto en activo y no en dinero.

Los instrumentos financieros recién nombrados se denominan:activos b́asicos. Existen pro-

ductos con riesgo que se basan o dependen de estos activos y se llamanderivados.

Derivados: Son instrumentos financieros cuyo valor depende o deriva del valor de uno o

más subyacentes. Los subyacentes son alguno de los activos básicos.

Entre los ḿas importantes se encuentran los futuros, los forward y las opciones.

Existen dos tipos de mercados en los que se pueden comercializar dichos derivados:

Mercado Formal: Un “mercado formal” es un mercado regulado por el estado donde los

individuos comercializan contratos estandarizados. Estos mercados han existido desde un

largo tiempo. El Chicago Board of Trade (CBOT) se estableció en 1848 y el Chicago

Mercantile Exchange (CME), en 1919.
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Tradicionalmente los comerciantes de derivados se conocian en el piso del mercado, usa-

ban gritos y un conjunto complicado de señas de manos para indicar el comercio que ellos

querian llevar a cabo. Hace unos años decrecío este sistema por elmercado electŕonico.

Este involucra negociantes que ingresan las transacciones deseadas a un teclado y una

computadora se usa para concretar la transacción.

Over the Counter market: No todo el comercio se realiza en mercados formales. Elover the

counter marketes una importante alternativa a ellos. Las transacciones aquı́ son hechas

telefónicamente o v́ıa internet, y usualmente, son entre dos instituciones financieras o en-

tre una institucíon financiera y uno de sus clientes. Las instituciones financieras a menudo

act́uan como haciendo de mercado. Esto significa que ellas siempre disponen un bid price

(un precio al cual están dispuestas a comprar) y un offer price (un precio al que están

dispuestas a vender).

El comercio en el over the counter market es generalmente mucho mayor que el comercio

en el mercado formal.

Una ventaja del over the counter market es que los términos del contrato no deben ser

especificados por el mercado formal. Una desventaja es que hay un pequeño riesgo de

que el contrato no sea respetado.

2.2. Forward

Un contrato forwardes un derivado particularmente simple. Es un contrato para vender o

comprar un activo en un cierto tiempo futuro denominadotiempo de madurez, por un cierto

precio denominadodelivery price( precio delivery).

Ejemplo 2.2.1. Una corporacíon se compromete a comprar£1 millón a $1.44/ £, dos meses

despúes de la firma del contrato.
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Un contrato forward es comercializado en el over-the-counter market, usualmente entre dos

instituciones financieras o entre una institución financiera y uno de sus clientes.

PosicíonLong: Es la posicíon que asume la parte que va acomprarel activo subyacente.

PosicíonShort: Es la posicíon que asume la parte que va avenderel activo subyacente.

Utilizaremos las siguientes notaciones:

. K = Precio delivery

. T = Tiempo de maduréz

. r = Tasa de inteŕes libre de riesgo

. S(t) = Precio del activo subyacente en el tiempot.

Precio forward y precio delivery:

Es importante distinguir entre el precio forward y el precio delivery. Elprecio forwardes

el precio del mercado que deberı́a ser convenido hoypara entregar el activo en un tiempo de

maduŕez especificado.

Consideremosf(t) = precio forward, entoncesf(0) = K.

Valores del forward:

Un contrato forward no tiene valor inicial, ie: SiF (t) = valor del forward ent, entonces

F (0) = 0.

Se denominapayoff al valor del forward ent = T .

Tambíen se puede considerar el payoff según la posicíon. El payoff de una posición long en

un contrato forward en una unidad de un activo es

F (T ) = S(T )−K.
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Esto se debe a que el poseedor del contrato está obligado a comprar un activo que valeS(T )

porK.

Similarmente, el payoff de una posición short en un contrato forward en una unidad de un

activo es

F (T ) = K − S(T ).
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Figura 2.1: payoff de una posición long
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Figura 2.2: payoff de una posición short

Estos payoff pueden ser positivos o negativos. Debido a que un forward tiene costo cero al

entrar al contrato, el payoff es también la gananciáo perdida total del negocio.

2.3. Futuros

Como un contrato forward, uncontrato futuroes un acuerdo entre dos partes para comprar

o vender un activo en un cierto tiempo en el futuro por un cierto precio. A diferencia del contrato

forward, los contratos futuros son normalmente comercializados en un mercado formal. Como

las dos partes del contrato no necesariamente se conocen, también se provee un mecanismo que

da a las partes una garantı́a de que el contrato será respetado.

La especificacíon del contrato futuro:

Activo: Se debe especificar la calidad del activo. Cuando este es un commodity, puede

haber bastante variación en la calidad de lo que está disponible en el mercado. Por lo

tanto, cuando el activo es especificado, es importante que se estipule la clase o clases del

commodity que son aceptables.
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Tamaño del contrato: El tamãno del contrato especifica en el mismo la cantidad del activo

que tiene que entregarse .

Lugar de entrega: El lugar donde será hecha la entrega es especificado. Esto es particular-

mente importante para commodities que involucran significantes costos de transportación.

Mes de entrega: Un contrato futuro está relacionado con su mes de entrega. Se especifica

el peŕıodo preciso durante el mes en que puede ser hecha la entrega. Para muchos con-

tratos futuros, el perı́odo de entrega es el mes entero. El mes de entrega varı́a de contrato

en contrato y es elegido por el mercado conociendo las necesidades de los participantes.

Limites en el Movimiento diario del precio: Para muchos contratos, el lı́mite de

movimientos en el precio diario está especificado. Si el precio se mueve por debajo de

una cantidad igual al lı́mite del precio diario, el contrato se dice que está limit down. Si

este se mueve sobre el lı́mite se dice que está limit up. Un limit movees un movimiento

en cada dirección igual al ĺımite del precio diario. El proṕosito del ĺımite del precio diario

es prevenir movimientos de precios grandes ocurridos debido a la especulación excesi-

va. Sin embargo, los lı́mites pueden resultar una barrera artificial al comercio cuando el

precio del commodity subyacente crece o decrece rápidamente.

Limites de Posiciones: El lı́mite de posicíon es el ńumero ḿaximo de contratos que un

negociante puede poseer. El propósito del ĺımite es prevenir especuladores que ejerzan

excesiva influencia en el mercado.

Cotizacíon: Los precios de los contratos futuros se dan por unidades del subyacente.

Ejemplo 2.3.1. cvos / bushel = granos; $ / barril = petróleo; $ / onza = oro.



2.3. FUTUROS 37

El Clearinghouse(Caja compensadora): Es la institución que garantiza la integridad del mer-

cado de futuros. El clearinghouse es un adjunto del mercado de futuros y actúa como un inter-

mediario en las transacciones de futuros.

La mayoŕıa de los contratos futuros no llegan a la entrega. Esto se debe a que muchos comer-

ciantes o inversionistas eligen cerrar sus posiciones antes del perı́odo de entrega especificado en

el contrato. Esto se realiza a traves delClosing out. Closing out significa entrar en un contrato

futuro de iguales caracterı́sticas en una posición contraria a la original.

Marking to market:

Si dos inversores toman contacto entre sı́ directamente y acuerdan comercializar un activo

en el futuro por un cierto precio, hay obviamente riesgo. Uno de los inversores puede lamentar el

pacto e intentar volverse atrás. Otra posibilidad que puede ocurrir es que el inversor simplemente

no tenga los recursos financieros para enfrentar el acuerdo.

Se debe organizar el comercio de manera tal que se eviten dichos inconvenientes. Aqui es

donde entran los ḿargenes:

Cuenta margen: Para poder entrar en un contrato futuro, se requiere que el inversor de-

posite fondos en unacuenta margen.

Margen inicial: Es la cantidad que se debe depositar en el momento de entrar en el con-

trato. Generalmente es el 10 %́o el 5 % del valor que figura en el contrato. Lo depositan

ambas partes.

Marking to Market: Al final de cada d́ıa, la cuenta margen es ajustada para reflejar las

ganancias o ṕerdidas del inversor. Esta práctica se refiere almarking to marketde la

cuenta.

Margen de mantenimiento: Es lo ḿınimo que puede haber en la cuenta margen. (Alrede-

dor del 75 % del margen inicial)
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Margin call: Si el balance de la cuenta margen cae bajo el margen de mantenimiento,

el inversor recibeun margin cally se espera que la cuenta margen alcance el nivel del

margen inicial el pŕoximo d́ıa.

Margen de variacíon : Los fondos extras depositados en el margin call se denomi-

nan margen de variacíon. Si el inversor no provee el margen de variación, el broker

cierra la posicíonvendiendo el contrato.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la operación de ḿargenes para una posición long en dos con-

tratos futuros por oro. Supongamos que el inversor entra en dichos contratos el 5 de junio para

comprar en diciembre 200 oz. Cada contrato es por 100 oz y se cotizan a $400/oz.

El margen inicial es $2000 por contrato (tomando el 5 %)ó $4000 en total, y el margen de

mantenimiento es $1500 por contratoó $3000 en total.

Dı́a Precio futuro Ganancia Ganancia Balance cuenta margin call

diaria (pérdida) acumulada margen

($) ($) ($) ($) ($)

400.00

5 junio 397.00 (600) (600) 3400

6 junio 396.10 (180) (780) 3220

9 junio 398.20 420 (360) 3640

10 junio 397.10 (220) (580) 3420

11 junio 396.70 (80) (660) 3340

12 junio 395.40 (260) (920) 3080

13 junio 393.30 (420) (1340) 2660 1340

16 junio 393.60 60 (1280) 4060

17 junio 391.80 (360) (1640) 3700
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2.4. Actores del mercado y Principio de No Arbitrage

Existen tres tipos de actores del mercado: Hedgers, Especuladores y Arbitragers.

Hedgers: Actúan protegiendose del riesgo. Ellos usan forwards, futuros y opciones para reducir

el riesgo que enfrentan debido al movimiento futuro en un mercado variable.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos una compañia US que está exportando bienes a UK ( United

Kingdom ) y el 16 de Agosto sabe que recibirá£30 millones tres meses después. La compãnia

se puede proteger del riesgo de la tasa de cambio entrando en un contrato forward para vender

£30 el 16 de Noviembre , a U$D1.44 /£. De esta manera, la compañia se asegura recibir el 16

de noviembre, U$D43,200,000.

Especuladores: Apuestan al comportamiento de una variable. Mientras que los Hedgers bus-

can evitar una exposición a movimientos adversos en el precio de un activo, los especuladores

desean tomar una posición en el mercado. Ellos apuestan a que el precio vá a subir o bajar.

Arbitrageurs: Tratan de obtener“ ganancia libre de riesgo” entrando en 2́o más mercados.

Ejemplo 2.4.2.Consideremos una acción que se comercializa tanto en el mercado de NY como

en el mercado de Londres. Supongamos que el precio de la acción es U$D152 en NY y£100

en Londres a la vez que la tasa de cambio es $1.55/£. Un arbitrageur puede simultaneamente

comprar 100 acciones en NY y venderlas en Londres obteniendo una ganancia libre de riesgo

de 100 x [ ( U$D1.55 x 100) - U$D152 ] = U$D300.

Principio de No Arbitrage:

Sabemos que unportfolio es un conjunto de activos financieros que tiene un inversionista o

institución.
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Decimos que un portfolio (cartera)replica a otro si ambos tienen el mismo valor en un

tiempo futuroT .

El principio de No Arbitrage establece que si un portfolio replica a otro, entonces tienen el

mismo valor∀ t < T . De lo contrario:

Portf A > Portf B ent = t0; y

Portf A = Portf B ent = T .

En t = t0, quien posee A lo vende y compra B, entonces obtiene ganancia.

Por lo tanto,

PRINCIPIO DE NO ARBITRAGE : EN EL MERCADO NO DEBE HABER

OPORTUNIDADES DE ARBITRAGE.

2.5. Precios forward y Precios futuros

En esta sección calcularemos el precio forward para un subyacente sin ingresos. Para ello,

necesitamos conciderar las siguentesHipótesis del Mercado:

No hay costos de transacción.

Las tasas de interés libres de riesgo para prestar y recibir préstamos son las mismas.

No hay oportunidad de arbitrage

Llamemos:

S(t) = Precio del subyacente en tiempot

F (t) = valor del forward(long)

r = tasa libre de riesgo

T = tiempo de madurez

f(t) = precio forward; ie: precio delivery establecido ent para maduŕezT
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K = f(0) = precio delivery del contrato ent = 0.

Consideremos dos portfolios en t:

Portfolio A = Un contrato forward long con madurezT + f(t)e−r(T−t) en el banco.

Portfolio B = Un subyacente

En T :

Recibo el subyacente , retirof(t)e−r(T−t)er(T−t) = f(t) y luego pagof(t), entonces

Portfolio A = Un subyacente.

Portfolio B = Un subyacente.

Luego Valor(Portf A) = Valor(Portf B) para todot < T . Pero el valor del portfolio A en

t = F (t) + f(t)e−r(T−t) y el valor del portfolio B ent = S(t).

Entonces,

F (t) = S(t)− f(t)e−r(T−t) Valor del forward long .

Para cualquiert, f(t) es el precio delivery que hace queF (t) = 0. Entoncesf(t) debe ser

tal que0 = S(t)− f(t)e−r(T−t). Por lo tanto,

f(t) = S(t)er(T−t) Precio del forward.

De manera similar, se puede obtener el precio forward para :

Subyacente con ingreso conocido

Subyacente con rendimiento conocido

Subyacente con costo de almacenamiento (Commodities)
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Se puede probar que el precio forward y el precio futuro coinciden[ver apendice 3A, [3]].

Por lo tanto, lo hecho anteriormente es válido tambíen para futuros.

2.6. Opciones

Unaopción es un contrato que da derecho a comprar o vender algo a un cierto precio en un

tiempo futuro.

El precio establecido en el contrato se denominaprecio de ejercicio o precio strike(ó strike);

y el tiempo establecido se dicetiempo de ejercicioy lo denotaremos porT .

Las opciones se comercializan tanto en un mercado formal como en el over the counter

market. Actualmente, se da activamente el comercio de opciones en acciones, indices, monedas

extranjeras y contratos futuros.

Opción Call: Es aquella que da derecho al tenedor a comprarel subyacente al precio strike

en el tiempoT .

Opción Put: Es aquella que da derecho al tenedor a venderel subyacente al precio strike en

el tiempoT .

Existe otro tipo de clasificación de dichas opciones:

Opciones Americanas: Son aquellas que pueden ser ejercidas en el tiempoT y en

cualquier tiempo anterior aT .

Opciones Europeas: Son aquellas que pueden ser ejercidas sólo en el tiempoT .

De acuerdo con el tipo de opción (call o put) y con la posición en la misma hay cuatro

posibilidades:
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1 Posicíon long en una opción call: Es la posicíon del poseedor de una call.

2 Posicíon short en una opción call: Es la posicíon del vendedor de una call.

3 Posicíon long en una opción put: Es la posicíon del poseedor de una put.

4 Posicíon short en una opción put: Es la posicíon del vendedor de una put.

No śolo existen opciones sobre activos básicos sino también sobre futuros.

Como en los contratos futuros, en las opciones se especifican los detalles del contrato. Entre

ellos se encuentran:

Fecha de expiracíon: Uno de los items usados para describir una opción es el mes en el

cual ocurre la fecha de expiración.

Ejemplo 2.6.1. Una January Call comercializada sobre IBM es una opción call sobre

IBM con una fecha de expiración en enero.

Precio strike: Para cada tipo de opción, es decir, para cada opción en un mismo subya-

cente se ofrecen varios strikes y ese precio es del orden del precio del activo.

Ejemplo 2.6.2. Cuando el precio de la acción es $12 podemos ver opciones comercial-

izadas con precios strikes de $10, $12.50 y $15.

Tamaño : Se debe especificar el tamaño del contrato dependiendo del activo subyacente.

En el caso de las acciones, un contrato es por 100 acciones. Para losı́ndices, un contrato

es para comprar o vender 100 veces elı́ndice al precio strike especificado.

Lı́mites de posicíon y ĺımites de ejercicio: Algunos mercados especifican unl ı́mite de

posicíon. Éste define el ńumero ḿaximo de opciones que un inversor puede tener en un

lado del mercado (long call y short put son consideradas que están del mismo lado del

mercado, de la misma manera short call y long put). Ell ı́mite de ejercicioes igual a

la posicíon ĺımite. Éste define el ńumero ḿaximo de contratos que un individuo puede
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ejercer (o grupo de individuos actuando juntos) en cualquier perı́odo de 5 dias de negocio

consecutivos.

Cotizacíon: El precio cotizado es el precio de una opción para comprar o vender una acción.

Un contrato, por lo tanto cuesta 100 veces el precio mostrado. En una call, a mayorK menor

prima. En una put, a mayorK mayor prima.

La corporacíon Option Clearing: La corporacíon Option Clearing (OCC) realiza muchas

de las mismas funciones para el mercado de opciones como el clearinghouse realiza para el

mercado de futuros. Esta corporación garantiza que los que venden opciones cumplan con sus

obligaciones sobre los términos de los contratos y guarden un registro de todas las posiciones

long y short.

El mercado de opciones está regulado de diferentes maneras.Él y su OCC tienen reglas

que gobiernan el comportamiento del comercio. Además, est́an las autoridades regulatorias es-

tatales.

Notar que mientras no existe costo para entrar en un forward o un futuro, hay un costo para

adquirir una opcíon. Dicho monto se denominaprima.

Quien vende una opción se llamawriter. El tenedor de la opción es quien ejerce o nó dicha

opción. Si la ejerce, el writer tendrá la obligacíon.

Para comprar una opción hay que pagarla en efectivo. Para“ write ” una opcíon se requiere

mantener fondos en una cuenta margen. El tamaño del margen requerido depende de las circun-

stancias.

Vendiendo opciones Naked: Unaopción nakedes una opcíon que no está combinada con

una posicíon de cobertura en el subyacente, por ejemplo: vender una opción call y no estar long

en el subyacente. En este caso, los márgenes son bastante altos. El margen inicial para vender

una opcíon naked se obtiene de ciertos porcentajes del valor de la venta y de las acciones.

Vendiendo Covered Calls: Vender opcionesCovered callinvolucra vender opciones call
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cuando se posee ya las acciones, osea estando long en las acciones. Las opciones covered call

est́an ḿas lejos del riesgo que las opciones naked, debido a que lo peor que puede ocurrir es

que el inversor necesite vender acciones que ya posee a menos de su valor en el mercado.

Consideremos las siguientes definiciones:

Payoff: Valor de la opcíon al momento de expiración.

Beneficio: Payoff - Costo inicial. Observar que este costo puede ser negativo o positivo

dependiendo si la posición es short o long en la opción, respectivamente.

Valor intrı́nseco: Payoff que se recibirı́a si el subyacente tuviera el valor actual en el

momento de ejercicio. Es una función det, 0≤ t ≤ T .

En t = 0, el contrato tiene un valor que es la prima.

En t > 0, el valor de la opcíon es igual al valor intrı́nseco ḿas el valor temporal (time

value).

Ejemplo 2.6.3. Tomemos una opción call con strike = $28;S(0) = $30 y prima = $3.

Entonces,

En t = 0: Valor intŕınseco = ḿax(30 - 28, 0) = 2 y Prima = 3 = 2 + 1. Por lo tanto, time

value = 1.

En t = T : Valor intŕınseco = Valor de la opción. Por lo tanto, time value = 0.

Dependiendo de su valor intrı́nseco, la opcíon se dice que está:

∗ in the money: Opción con valor intŕınseco> 0.

∗ at the money: El precio de la acción es pŕoximo al srikeK

∗ out of the money: Para una call, si el precio de la acción es menor que el precio

strike. Para una put, si el precio de la acción es mayor que el precio strike.
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OPCIONES VANILLA : Las opciones vanillas son aquellas en las que el payoff depende

del valor del subyacentesólo en el tiempo T.

Para dichas opciones podemos describir sus respectivas funciones de payoff según la posi-

ción.

Posicíon Payoff

1 máx{S(T )−K, 0}

2 −máx{S(T )−K, 0} = mı́n{K − S(T ), 0}

3 máx{K − S(T ), 0}

4 −máx{K − S(T ), 0} = mı́n{S(T )−K, 0}

Diagramas de payoff y beneficio:
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Figura 2.3: payoff de una posición long en una opción call
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Figura 2.4: payoff de una posición short en una opción call
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Figura 2.5: payoff de una posición long en una opción put
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Figura 2.6: payoff de una posición short en una opción put

OPCIONES EXÓTICAS : Hasta aqúı nos hemos explayado básicamente en las opciones

vanilla, las cuales tienen propiedades estándar bien definidas y se comercializan activamente.

Uno de los aspectos notables del Over-the-counter market es el número de productos no estándar

(o ex́oticos) que eńel se comercializan.

Definición 2.6.4.Las opciones ex́oticas son aquellas cuyo payoff depende del caminodel activo

subyacente; no sólo de su valor final.

El objetivo de este trabajo es calcular el valor de opciones exóticas en un modelo de tiempo

continuo. Pero antes, damos un pequeño ejemplo de ćomo hacer esto para opciones vanillas en

t = 0 y tiempo discreto.

Ejemplo 2.6.5. Consideremos el siguientéarbol binomial que modela el precio del activo en

un paso:

S0 = 10, S1(c) = 2 · S0 = 20, S1(x) =
1

2
· S0 = 5

Sear = 1
4

la tasa libre de riesgo y asumamos la hipótesis de no arbitrage.
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S0 = 10

t S1(c) = 20

t S1(x) = 5

Figura 2.7:Árbol binomial para el precio del activo

Tomemos una opción call con strikeK = 17 y con fecha de ejercicio ent = 1.

Calculemos cúal debeŕıa ser el valor de la opción ent = 0, es decir el valor de la primac.

En t = 1 el valor de la opcíon es

máx(20− 17, 0) = 3 o máx(5− 17, 0) = 0.

Armamos el siguiente portfolio:

∆acciones+ 1 posicíon short en una opción call Europea.

En t = 1, el valor de nuestro portfolio es

20 ·∆− 3 o 5 ·∆.

Como deseamos que nuestro portfolio sea libre de riesgo, entonces

20 ·∆− 3 = 5 ·∆.

De esta manera obtenemos

∆ =
1

5
.
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O sea que nuestro portfolio libre de riesgo debe estar formado por 5 opciones (short) por

cada accíon.

En t = 1, el valor de nuestro portfolio es $1.

La tasa de retorno del portfolio debe ser la misma que la tasa libre de riesgo. De esta manera,

el portfolio ent = 0 debe valer
1

1 + r
· 1 =

4

5
· 1 =

4

5
.

Pero nuestro portfolio ent = 0 vale

∆ · 10− c = 2− c.

Por lo tanto,

5− c =
1

1 + r
· 1 =

4

5
.

De esta forma concluimos que

c = 5− 1

1 + r
· 1 = 5− 4

5
=

21

5
.

Observacíon: Llamemosu y d a los factores“up” y “down” que modelan el precio del activo

(ie: u = 2, d = 1
2

en el ejemplo) tal que0 < d < 1 + r < u con r la tasa libre de riesgo y

procedamos como en el ejemplo:

Si denominamos

fu = máx(S0 · u−K, 0)

fd = máx(S0 · d−K, 0),

entonces ahora nuestro portfolio ent = 1 queda

∆S0u− fu o ∆S0d− fd.

De esta manera, si igualamos ambos valores para eliminar el riesgo en nuestro portfolio,

obtenemos

∆ =
fu − fd

S0u− S0d
.
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En t = 0 el valor de nuestro portfolio debe ser

1

1 + r
(∆S0u− fu) =

1

1 + r
(∆S0d− fd),

por ser libre de riesgo.

Pero ent = 0 nuestro portfolio vale

∆S0 − c.

Entonces

c = ∆S0 −
1

1 + r
(∆S0u− fu),

por la hiṕotesis del no arbitrage.

Reescribiendo esto, obtenemos

c =
1

1 + r

(
fu

(1 + r)− d

u− d
+ fd

(
1− (1 + r)− d

u− d

))

Pero observemos quẽp =
(1 + r)− d

u− d
es la“ probabilidad de riesgo-neutral” mencionada

en el caṕıtulo 1, ejemplo1.3.2.

De esta manera,

c =
1

1 + r
(fup̃ + fd(1− p̃)).

Si asignamos la probabilidad̃p al evento que el precio de la acción aumente, entonces

c =
1

1 + r
Ẽ(payoff de la opcíon) (2.1)

Además, se puede ver a traves de una sencilla generalización, que (2.1) sigue ocurriendo si

tomamosN pasos hasta llegar a la expiración en lugar de uno solo. A estoúltimo lo exponemos

a trav́es de la f́ormula de valuación de riesgo neutral que se presenta en el próximo teorema:

Teorema 2.6.6.Consideremos un modelo binomial de valuación de activos deN -peŕıodos con

0 < d < 1 + r < u y con medida de probabilidad de riesgo neutralP̃ . SeaVN una variable
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aleatoriaz(N)- medible. SiVN es el payoff de un derivado en tiempoN , entonces el valor del

mismo ent = 0 est́a dado por

V0 =
1

(1 + r)N
Ẽ(VN); (2.2)

y en general, para cada tiempon, 0 ≤ n ≤ N , el precio del derivado en tiempon est́a dado

por la fórmula de valuacíon de riesgo neutral

Vn =
1

(1 + r)N−n
Ẽ(VN |z(n)). (2.3)

Observemos que esta fórmula abarca no solo a las opciones vanilla sino también a las op-

ciones ex́oticas.

Cuando retomemos este problema en tiempo continuo, veremos que (2.2) se sigue cumplien-

do.

En el pŕoximo caṕıtulo se desarrollará la ecuacíon diferencial estoćastica Black-Scholes-

Merton, de la cual se desprende la valuación de opciones vanilla y exóticas en un modelo de

tiempo continuo. El punto a trabajar y que de hecho es el objetivo de nuestro trabajo, es la

descripcíon y valuacíon de las opciones exóticasbarrera, lookback y asiáticas.



Caṕıtulo 3

Cálculo estoćastico y la ecuacíon de

Black-Scholes -Merton

En esta parte del trabajo definiremos movimiento browniano e integral de Itô, desarrollando

sus propiedades. Del movimiento browniano se desprende el movimiento Geométrico brown-

iano que es utilizado para modelar el precio del activo en tiempo continuo. Por otra parte, las

integrales de It̂o son usadas para modelar el valor de un portfolio que resulta de negociar activos

en el tiempo continuo.

Un concepto importante que también desarrollaremos es la variación cuadŕatica. Veremos

que tanto el movimiento browniano como las integrales de Itô tienen variacíon cuadŕatica dis-

tinta de cero. Esto hace al cálculo estoćastico diferente del ćalculo ordinario y es la fuente

del t́ermino volatilidad en la ecuación de Black-Scholes-Merton que también seŕa presentada a

continuacíon.

La ecuacíon de Black-Scholes-Merton es desarrollada para poder valuar todo tipo de deriva-

dos en tiempo continuo. En particular, es la ecuación que utilizaremos para valuar lasopciones

barrera, lookback y asiáticasque forman el objetivo de nuestro trabajo.

Concluimos con la f́ormula de valuación de riesgo neutral para el modelo de tiempo contin-

uo.
53
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3.1. Movimiento browniano

Para crear un movimiento browniano, comenzaremos con una caminata aleatoria simétrica.

Para construirla, tiraremos repetidamente una moneda (conp la probabilidad de cara (c) y con

q = 1− p la probabilidad de cruz (x), ambas igual a1
2
) y denotaremos los resultados sucesivos

porω = ω1ω2ω3... Es decir,ω es la sucesión infinita de tiradas yωn es el resultado de la n-ésima

tirada.

Sea

Xj =

 1, si ωj = c;

−1, si ωj = x.

y definamos

M0 = 0; Mk =
k∑

j=1

Xj, k = 1, 2, ...

El procesoMk, k = 0,1,2,... es unacaminata aleatoria siḿetrica. Con cada tirada, esta sube

o baja una unidad y cada una de las 2 posibilidades es igualmente probable.

-
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Figura 3.1: 5 pasos de una caminata aleatoria
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Para aproximar un movimiento browniano, aceleraremos el tiempo y reduciremos el tamaño

del paso escalando una caminata aleatoria simétrica. Ḿas precisamente, fijamos un entero pos-

itivo n y definimos lacaminata aleatoria siḿetrica escalada

W (n)(t) =
1√
n

Mnt

a condicíon de quent tambíen sea un entero. Sint no es entero, definimosW (n)(t) por la

interpolacíon lineal entre los valores en los puntos más cercanoss y u a la izquierda y derecha

det para los cualesns y nu son enteros.

Un camino deW (100) es trazado en la siguiente figura

-

6

Figura 3.2: Un camino deW (100)

Obtendremos un movimiento browniano en el lı́mite cuandon →∞. Para eso consideremos

el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1.( Lı́mite central ) : Fijemost ≥ 0. Cuandon → ∞, la distribucíon de la

caminata aleatoria escaladaW (n)(t) evaluada en tiempot, converge a la distribución normal

con media cero y varianzat.
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Demostracíon. Uno puede identificar distribuciones identificando sus funciones generatriz de

momento. Para la densidad normal

f(x) =
1√
2π

e

−x2

2t

con media 0 y varianzat, la funcíon generatriz de momento es

φ(u) =

∫ ∞

−∞
euxf(x)dx

=
1√
2πt

∫ ∞

−∞
e
ux− x2

2t dx

= e

1

2
u2t 1√

2πt

∫ ∞

−∞
e
−(x− ut)2

2t dx

= e

1

2
u2t

porque
1√
2πt

e
−(x− ut)2

2t es una densidad normal con mediaut y varianzat, por lo tanto la

integral es 1.

Si t es tal quent es un entero, entonces la función generatriz de momento paraW (n)(t) es

φn(u) = E

(
euW (n)(t)

)

= E

e

u√
n

Mnt


= E

(
exp

{
u√
n

nt∑
j=1

Xj

})

= E

 nt∏
j=1

e

u√
n

Xj


Como las dos variables aleatorias son independientes, laúltima igualdad puede ser escrita

como
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nt∏
j=1

E

e

u√
n

Xj

 =
nt∏

j=1

1

2
e

u√
n +

1

2
e

−u√
n

 =

1

2
e

u√
n +

1

2
e

−u√
n


nt

Necesitamos mostrar que cuandon →∞,

φn(u) =

1

2
e

u√
n +

1

2
e

−u√
n


nt

converge a la función generatriz de momentoφ(u) = e

1

2
u2t

. Para hacer esto, es suficiente

considerar el logaritmo deφn(u) y mostrar que

ln φn(u) = nt ln

1

2
e

u√
n +

1

2
e

−u√
n


converge aln φ(u) =

1

2
u2t.

Para este ćalculo final hacemos el cambio de variablex =
1√
n

de modo que

ĺım
n→∞

ln φn(u) = t ĺım
x→0

ln

(
1

2
eux +

1

2
e−ux

)
x2

Para poder utilizar la regla de L’Ĥospital necesitamos calcular:

∂

∂x
ln

(
1

2
eux +

1

2
e−ux

)
=

u

2
eux − u

2
e−ux

1

2
eux +

1

2
e−ux

y
∂

∂x
x2 = 2x

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

ln φn(u) = t ĺım
x→0

u

2
eux − u

2
e−ux

2x

(
1

2
eux +

1

2
e−ux

) =
t

2
ĺım
x→0

u

2
eux − u

2
e−ux

x
,
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donde hemos usado el hecho queĺımx→0

(
1

2
eux +

1

2
e−ux

)
= 1.

Se ve f́acilmente que podemos aplicar la regla de L’Hôspital al

ĺım
x→0

u

2
eux − u

2
e−ux

x
.

Entonces, como la derivada del numerador es

∂

∂x

(u

2
eux − u

2
e−ux

)
=

u2

2
eux +

u2

2
e−ux

y la del denominador es
∂

∂x
(x) = 1, obtenemos

ĺım
n→∞

ln φn(u) =
t

2
ĺım
x→0

(
u2

2
eux +

u2

2
e−ux

)
=

1

2
u2t

como deseamos.

Este resultado nos sirve para demostrar que el modelo binomial de valuación de activos es

una versíon en tiempo discreto del modelo movimiento geométrico browniano, el cual es la base

para la f́omula de Black-Scholes-Merton.

Construimos un modelo para el precio del activo (como hicimos en el ejemplo 1.1.5) en el

intervalo de tiempo de 0 at eligiendo un enteron y construyendo un modelo binomial para el

precio del activo que toman pasos por unidad de tiempo.

Elegimosn y t tal quent sea entero, luego escogemos el factor upun = 1 + σ√
n

y el factor

downun = 1− σ√
n

dondeσ es una constante positiva.

Denotemos porHnt al número de caras yTnt al número de cruces en las primerasnt tiradas

de la moneda. Entonces,

Hnt + Tnt = nt;

Hnt − Tnt = Mnt (Caminata aleatoria siḿetrica)
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y el precio del activo en el tiempot es:

Sn(t) = S(0)uHnt
n dTnt

n = S(0)(1 + σ√
n
)

1
2
(nt+Mnt)(1− σ√

n
)

1
2
(nt−Mnt)

Teorema 3.1.2.Cuandon →∞, la distribucíon deSn(t) converge a la distribución de

S(t) = S(0)exp{σW (t)− 1

2
σ2t},

dondeW (t) es una variable aleatoria normal con esperanza 0 y varianzat.

La distribucíon deS(t) es llamadalog-normal y S(t) es un caso particular de un movimien-

to geoḿetrico browniano, concepto que daremos luego de definir movimiento browniano:

Definición 3.1.3.Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad. Supongamos que existe un proceso

estoćastico{W (t)}t≥0 que satisfaceW (0) = 0 y que para cadaω ∈ Ω, W (t) es una funcíon

continua. Entonces{W (t)}t≥0, es unmovimiento brownianosi para todo0 = t0 < t1 < t2... <

tm los incrementos

W (t1) = W (t1)−W (t0), W (t2)−W (t1), ...,W (tm)−W (tm−1)

son independientes y cada uno de esos incrementos están normalmente distribuidos con

E(W (ti+1)−W (ti)) = 0,

V ar(W (ti+1)−W (ti)) = ti+1 − ti.

Además del movimiento browniano en si mismo, necesitaremos alguna notación para la

cantidad de información disponible en cada tiempo.

Definición 3.1.4. Sea (Ω, P, z) un espacio de probabilidad en el cual está definido un

movimiento brownianoW (t), t ≥ 0. Una filtración para el movimiento browniano es una

coleccíon deσ- álgebrasz(t), t ≥ 0 que satisfacen:

i)Informaci ón acumulada: Para 0≤ s < t, todo conjunto enz(s) est́a tambíen enz(t). En

otras palabras, existe al menos tanta información disponible en el tiempo posteriorz(t) como

existe en el tiempo anteriorz(s).
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ii)Adaptabilidad: Para cadat ≥ 0, el movimiento brownianoW (t) en tiempot esz(t)-

medible. En otras palabras,la información disponible en el tiempot es suficiente para evaluar el

movimiento brownianoW (t) en ese tiempo.

iii)Independencia de incrementos futuros:Para 0≤ t < u, el incrementoW (u) − W (t)

es independiente dez(t). En otras palabras, cualquier incremento del movimiento browniano

despúes del tiempot es independiente de la información disponible en el tiempot.

Teorema 3.1.5.El movimiento browniano es una martingala.

Demostracíon. Sean0 ≤ s ≤ t dados. Entonces

E(W (t)|z(s)) = E((W (t)−W (s)) + W (s)|z(s))

= E((W (t)−W (s))|z(s)) + E(W (s)|z(s))

= E((W (t)−W (s))|z(s)) + W (s) = W (s).

La segunda igualdad está dada por la linealidad de la esperanza condicional. Laúltima igualdad

sale porque el movimiento browniano esz(t)- medible.

Definición 3.1.6.Seaf(t) una funcíon definida para0 ≤ t ≤ T . La variacíon cuadŕatica def

sobre el tiempoT es

[f, f ](T ) = ĺım
‖π‖→0

n−1∑
j=0

[f(tj+1)− f(tj)]
2,

dondeπ = {t0, t1, ..., tn}; 0= t0 < t1 < ... < tn = T y ‖ π ‖= máxj=0,..,n−1(tj+1 − tj).

El movimiento browniano tiene la caracterı́stica que su variación cuadŕatica es distinta de

cero. Esto hace al cálculo estoćastico diferente del ćalculo ordinario, como veremos más ade-

lante.
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Teorema 3.1.7.SeaW (t) un movimiento browniano. Entonces[W, W ](T ) = T , ∀T ≥0 a.e.

(ie: esta afirmacíon se cumple para todos los caminos salvo un conjunto de medida nula.)

Demostracíon. Sea π = {t0, t1, ..., tn} una particíon de [0, T ]. Definimos la variación

cuadŕatica muestralcorrespondiente a esta partición por:

Qπ =
n−1∑
j=0

(W (tj+1)−W (tj))
2.

La variacíon cuadŕatica muestral,Qπ, es una variable aleatoria (ie: depende del camino del

movimiento browniano a lo largo del cual es calculada.) Debemos mostrar queQπ converge a

T cuando‖ π ‖→ 0. Mostraremos que tiene valor esperadoT y su varianza converge a cero.

Entonces, converge a su valor esperadoT , cualquiera sea el camino a lo largo del cual estamos

haciendo el ćalculo1.

La variacíon cuadŕatica muestral es una suma de variables aleatorias independientes. Por lo

tanto su media y varianza son la suma de las medias y varianzas de esas variables aleatorias.

E((W (tj+1)−W (tj))
2) = V ar((W (tj+1)−W (tj))) = tj+1 − tj,

lo cual implica

E(Qπ) =
n−1∑
j=0

E((W (tj+1)−W (tj))
2) =

n−1∑
j=0

(tj+1 − tj) = T,

como deseamos. Por otra parte,

V ar((W (tj+1)−W (tj))
2) = E(((W (tj+1)−W (tj))

2 − (tj+1 − tj))
2)

= E((W (tj+1)−W (tj))
4)− 2(tj+1 − tj)E((W (tj+1)−W (tj))

2)

+ (tj+1 − tj)
2.

1La convergencia que vamos a probar es en realidad convergencia en media cuadrática, tambíen llamada con-

vergenciaL2. Cuando esta convergencia tiene lugar, existe una subsucesión a lo largo de la cual la convergencia

es a.e. ( i.e., la convergencia tiene lugar para todos los caminos excepto para un conjunto de caminos que tiene

probabilidad cero).
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El momento de orden 4 de una variable aleatoria normal con media cero es tres veces su

varianza al cuadrado. Por lo tanto,

E((W (tj+1)−W (tj))
4) = 3(tj+1 − tj)

2,

V ar((W (tj+1)−W (tj))
2) = 3(tj+1 − t2j)− 2(tj+1 − tj)

2 + (tj+1 − tj)
2

= 2(tj+1 − tj)
2

y

V ar(Qπ) =
n−1∑
j=0

V ar((W (tj+1)−W (tj))
2)

=
n−1∑
j=0

2(tj+1 − tj)
2

≤
n−1∑
j=0

2 ‖ π ‖ (tj+1 − tj)

= 2 ‖ π ‖ T.

En particular,ĺım‖π‖→0 V ar(Qπ) = 0, y concluimos queĺım‖π‖→0Qπ = E(Qπ) = T .

Si tomamos un intervalo[T1, T2], se ve f́acilmente que el movimiento browniano acumula

T2 − T1 unidades de variación cuadŕatica sobre dicho intervalo.

Como esto se cumple para todo intervalo de tiempo, concluimos que:

El movimiento browniano acumula variación cuadratica a raźon de 1 por unidad

de tiempo

A este hecho lo denotamos de la siguiente manera:

dW (t)dW (t) = dt (3.1)
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Notar quedt est́a multiplicado por un 1 sobreentendido. Esto no debe interpretarse como se

haŕıa en el ćalculo ordinario. Para entender mejor la idea, hagamos el siguiente análisis:

Por la“ Ley de los Grandes Ńumeros”,

ĺım
n→∞

n−1∑
j=0

(W (tj+1)−W (tj))
2

tj+1 − tj
= E(

(W (tj+1)−W (tj))
2

tj+1 − tj
) = 1 con tj =

jT

n

debido a que las variables aleatoriasYj+1 =
(W (tj+1)−W (tj))√

tj+1−tj
son independientes e idénticamente

distribuidas.

La última igualdad sale de queE((W (tj+1)−W (tj))
2) = tj+1− tj, como vimos en el Teo-

rema 3.1.7. Entonces
∑n−1

j=0 (W (tj+1) −W (tj))
2 converge aT . Nuevamente, lo que queremos

significar con (3.1), es que en un intervalo[0, T ] el movimiento browniano acumulaT unidades

de variacíon cuadŕatica.

De la misma forma, denotamos por

dW (t)dt = 0 (3.2)

al hecho que

ĺım
n→∞

n−1∑
j=0

(W (tj+1)−W (tj))(tj+1 − tj) = 0;

y por

dtdt = 0 (3.3)

al hecho que

ĺım
n→∞

n−1∑
j=0

(tj+1 − tj)
2 = 0,

conπ = {t0, t1, ..., tn} una particíon de[0, T ].

Vimos que un movimiento brownianoW (t) es una martingala con caminos continuos cuya

variacíon cuadŕatica es[W, W ](t) = t. Resulta que esas condiciones caracterizan al movimiento

browniano en el sentido del siguiente teorema:
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Teorema 3.1.8.(Lévy, una dimensión) SeaM(t), t ≥ 0 una martingala adaptada a una fil-

traciónz(t), t ≥ 0. Supongamos queM(0) = 0, M(t) tiene caminos continuos y[M, M ](t) =

t, ∀t ≥ 0. EntoncesM(t) es un movimiento browniano.

Para modelar el precio de las acciones en nuestro trabajo no nos basta el movimiento brow-

niano en śı mismo, es necesario introducir otro modelo más preciso pero que lo involucra:

Definición 3.1.9.Seanα y σ constantes positivas. SeaW (t), t ≥ 0 un movimiento browniano.

Un movimiento geoḿetrico brownianoes un proceso estocástico de la forma

S(t) = S(0)exp{σW (t) + (α− 1

2
σ2)t}.

Este es el modelo de precios del activo usado en la fórmula de valuación de opciones Black-

Scholes-Merton.

Para finalizar esta sección, desarrollaremos una igualdad que se desprende de reflejar los

caminos del movimiento browniano y se denominaigualdad de reflexíon. Ésta serviŕa para

obtener una densidad conjunta que nos será de gran utilidad al calcular valores esperados in-

volucrados en la valuación de opciones ex́oticas.

Sean un ńumero real y{W (t)}t≥0 un movimiento browniano. Definimos elfirst passage

timea niveln por:

τn = mı́n{s ≥ 0 : W (s) = n}

Fijamos ahora un nivel positivom y un tiempo positivot. Deseamos“ contar” los caminos

del movimiento browniano que alcanzan el nivelm en o antes del tiempot (ie: aquellos caminos

para los cualesτm al nivel m es menor o igual at). Hay dos tipos de tales caminos: aquellos

que alcanzan el nivelm antes quet pero en tiempot est́an al mismo nivelw bajom, y aquellos
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que exceden el nivelm ent. Hay tambíen caminos del movimiento browniano que están exac-

tamente al nivelm ent, pero la probabilidad de estos es 0. Por eso ignoraremos esa posibilidad.

Como muestra la figura 3.3, para cada camino que alcanza el nivelm antes del tiempot pero

est́a en un nivelw bajom ent, hay un“ camino reflejado” que est́a al nivel2m− w al tiempo

t. Este camino reflejado está constituido intercambiando los movimientos hacia arriba y hacia

abajo del movimiento browniano desde el tiempoτm en adelante. Por supuesto, la probabilidad

que un camino del movimiento browniano finalice exactamente enw o exactamente en2m−w

es cero. Para tener probabilidad distinta de cero, consideramos los caminos que alcanzan el nivel

m antes que el tiempot y est́an al nivel dew o debajo déel ent, y consideramos sus reflexiones,

las cuales están al nivel2m−w o sobréel en tiempot. Esto nos lleva a laigualdad de reflexíon

P{τm ≤ t,W (t) ≤ w} = P{Wm,R(t) ≥ 2m− w}, w ≤ m,m > 0,

donde

Wm,R(t) =

 2m−W (t) si t ≥ τm a.e;

W (t), si t < τm a.e.

-
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Figura 3.3: Un camino del movimiento browniano y su reflexión
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Definimos elmáximo al d́ıa para un movimiento browniano como

M(t) = máx
0≤s≤t

W (s) (3.4)

Para un ńumero positivom, tenemosM(t) ≥ m si y śolo si τm ≤ t. Esto nos permite reescribir

la igualdad de reflexión como

P{M(t) ≥ m, W (t) ≤ w} = P{Wm,R(t) ≥ 2m− w}, w ≤ m,m > 0.

Teorema 3.1.10.Para t > 0, la densidad conjunta de(M(t), W (t)) es

fM(t),W (t)(m,w) =
2(2m− w)

t
√

2πt
e−

(2m−w)2

2t ; w ≤ m, m > 0.

Demostracíon. Ver [1]

3.2. Integral de Itô

FijamosT un ńumero positivo. El primer objetivo de esta sección es encontrarle sentido a∫ T

0

∆(t)dW (t), (3.5)

dondeW (t), t ≥ 0, es un movimiento browniano,z(t), t ≥ 0 una filtracíon para este movimien-

to browniano y∆(t) es un proceso estocástico adaptado az(t). La raźon para hacer esto es que

∆(t) seŕa la posicíon que tomaremos en un activo en el tiempot, y esto generalmente depende

del camino del precio del activo hasta el tiempot.

Primero definiremos la integral de Itô para integrandos simples∆(t) y luego extenderemos

esto a integrandos no simples como un lı́mite de la integral de integrandos simples.

Describimos este procedimiento:

Seaπ = {t0, t1, ..., tn} una particíon de[0, T], ie: 0 =t0 < t1 < ... < tn = T .



3.2. INTEGRAL DE ITÔ 67

Asumimos que∆(t) es constante ent en cada subintervalo[tj, tj+1). Tal proceso∆(t) es

un proceso simple.

Debido a que no existe información ent = 0, el valor de∆(0) debe ser el mismo para todos

los caminos, y por lo tanto el primer tramo de∆(t), para 0≤ t < t1, no depende realmente de

ω.

Construyamos la integral:

ConsideremosW (t) como el precio por acción de un activo en tiempot.

Pensemos at0, t1, ..., tn−1 como los trading datesen el activo.

Tomemos a∆(t0), ∆(t1), ..., ∆(tn−1) como la posicíon (ńumero de acciones) tomada en

el activo en cada trading date y que mantendremos hasta el próximo trading date.

La ganancia del negocio en cada tiempot est́a dada por:

I(t) = ∆(t0)[W (t)−W (t0)] = ∆(0)W (t), 0≤ t ≤ t1,

I(t) = ∆(0)W (t1) + ∆(t1)[W (t)−W (t1)], t1 ≤ t ≤ t2,

I(t) = ∆(0)W (t1) + ∆(t1)[W (t2)−W (t1)] + ∆(t2)[W (t)−W (t2)], t2 ≤ t ≤ t3,

y aśı siguiendo. En general, sitk ≤ t ≤ tk+1, entonces

I(t) =
k−1∑
j=0

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)] + ∆(tk)[W (t)−W (tk)] (3.6)

El procesoI(t) en (3.6) es laintegral de Itô del proceso simple∆(t), un hecho que escribimos

como

I(t) =

∫ t

0

∆(u)dW (u).

En particular, podemos tomart = tn = T , y (3.6) provee una definición para la integral de Itô

(3.5).

Teorema 3.2.1.: La integral de It̂o definida por (3.6) es una martingala.
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Demostracíon. Sean 0≤ s ≤ t ≤ T dados. Asumiremos ques y t est́an en diferentes subinter-

valos de la particíon π (ie: existen puntos de la partición tl y tk tal quetl < tk, s ∈ [tl, tl+1) y

t ∈ [tk, tk+1) ). Si s y t est́an en el mismo subintervalo, la siguiente prueba se simplifica.

La ecuacíon (3.6) puede ser reescrita como

I(t) =
l−1∑
j=0

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)] + ∆(tl)[W (tl+1)−W (tl)]

+
k−1∑

j=l+1

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)] + ∆(tk)[W (t)−W (tk)] (3.7)

Debemos mostrar queE[I(t)|z(s)] = I(s).

Tomamos la esperanza condicional de cada uno de los cuatro términos en el lado derecho

de (3.7). Cada variable aleatoria en la primer suma
∑l−1

j=0 ∆(tj)[W (tj+1) − W (tj)] esz(s)-

medible debido a que elúltimo tiempo que aparece en esta suma estl y tl ≤ s. Por lo tanto,

E[
l−1∑
j=0

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)]|z(s)] =
l−1∑
j=0

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)] (3.8)

Para el segundo término en el lado derecho de (3.7),“sacamos fuera lo que es conocido” (Teo-

rema 1.2.6ii)) y usamos la propiedad de martingala deW (t) para escribir

E[∆(tl)[W (tl+1)−W (tl)]|z(s)] = ∆(tl)(E[W (tl+1)|z(s)]−W (tl))

= ∆(tl)[W (s)−W (tl)] (3.9)

Sumando (3.8) y (3.9) obtenemosI(s).

Resta mostrar que la esperanza condicional del tercer y cuarto término en el lado derecho

de (3.7) son cero. Entonces tendremosE[I(t)|z(s)] = I(s).

Los sumandos en el tercer término son de la forma∆(tj)[W (tj+1) − W (tj)], dondetj ≥

tl+1 > s.

Esto nos permite usar el siguiente truco de condicionalidad iterada, el cual está basado en

las propiedades iii) (condicionalidad iterada) y ii) (sacar afuera lo que es conocido) del Teorema
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1.2.6:

E[∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)]|z(s)] = E[E[∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)]|z(tj)]|z(s)]

= E[∆(tj)[E[W (tj+1)|z(tj)]−W (tj)]|z(s)]

= E[∆(tj)[W (tj)−W (tj)]|z(s)]

= 0.

En el final hemos usado el hecho queW (t) es una martingala. Debido a que la esperanza

condicional de cada uno de los sumandos en el tercer término del lado derecho de (3.7) es cero,

la esperanza condicional de todo el término es cero

E[
k−1∑

j=l+1

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)]|z(s)] = 0.

El cuarto t́ermino en el lado derecho de (3.7) es tratado igual que los sumandos del tercer

término, con lo que resulta

E[∆(tk)[W (t)−W (tk)]|z(s)] = E[E[∆(tk)[W (t)−W (tk)]|z(tk)]|z(s)]

= E[∆(tk)[E[W (t)|z(tk)]−W (tk)]|z(s)]

= E[∆(tk)[W (tk)−W (tk)]|z(s)]

= 0.

Esto concluye la prueba.

Debido a queI(t) es una martingala eI(0) = 0, tenemosE(I(t)) = 0 ∀t ≥ 0. De esto

sale queV ar(I(t)) = E(I2(t)), una cantidad que podemos evaluar por la fórmula dada en el

próximo teorema.

Teorema 3.2.2.(Isometŕıa de It̂o): La integral de It̂o definida por (3.6) satisface

E(I2(t)) = E(

∫ t

0

∆2(u)du) (3.10)
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Otra consecuencia importante es la siguiente:

Teorema 3.2.3.La variación cuadŕatica acumulada hasta el tiempot por la integral de It̂o

(3.6) es

[I, I](t) =

∫ t

0

∆2(u)du (3.11)

Observemos que la variación cuadŕatica est́a calculada camino a camino, y el resultado

puede depender deéste. En cambio, la varianza deI(t) es un promedio sobre todos los posibles

caminos. A lo largo de cada camino podemos elegir diferentes tamaños de posiciones∆(t), por

lo tanto la variacíon cuadŕatica puede ser considerada como una medida de riesgo ( si∆(t) es

grande,I(t) es grande y ası́ ).

Ahora definiremos la integral de Itô para integrandos∆(t) que se les permite variar contin-

uamente con el tiempo y también tener saltos.

Asumimos que∆(t), t ≥ 0 est́a adaptado a la filtración z(t), t ≥ 0. Tambíen asumimos la

condicíon de cuadrado integrabilidad

E(

∫ T

0

∆2(t)dt) < ∞ (3.12)

Como mencionamos anteriormente, definiremos
∫ T

0
∆(t)dW (t) aproximando∆(t) por proce-

sos simples. Esto se consigue de la siguiente manera:

Elegimos una partición 0 =t0 < t1 < ... < tm = t, ponemos el proceso simple aproximante

igual a∆(tj) en cadatj, y luego manteniendo al proceso simple constante sobre el subinter-

valo [tj, tj+1). Entonces, es posible elegir una sucesión ∆n(t) de un proceso simple tal que

cuandon →∞ este proceso converja al continuamente variable∆(t). Por converger queremos

significar

ĺım
n→∞

E(

∫ T

0

|∆n(t)−∆(t)|2dt) = 0 (3.13)
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Para cada∆n(t), la integral de It̂o
∫ t

0
∆n(u)dW (u) ha sido ya definida para 0≤ t ≤ T . Nosotros

definimos la integral de Itô para el integrando continuamente variable∆(t) por la fórmula2

∫ t

0

∆(u)dW (u) = ĺım
n→∞

∫ t

0

∆n(u)dW (u), 0 ≤ t ≤ T. (3.14)

Esta integral hereda las propiedades de la integral de Itô para procesos simples. Resumimos esto

en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4.SeaT una constante positiva y sea∆(t), 0≤ t ≤ T un proceso estoćastico

adaptado que satisface (3.12). EntoncesI(t) =
∫ t

0
∆(u)dW (u) definida por (3.14) tiene las

siguientes propiedades:

i) (Continuidad): Los caminos deI(t) son continuos como una función del ĺımite superior

de integracíon t, .

ii) (Adaptabilidad): Para cadat, I(t) esz(t)- medible.

iii) (Linealidad): Si I(t) =
∫ t

0
∆(u)dW (u) yJ(t) =

∫ t

0
Γ(u)dW (u), entoncesI(t)±J(t) =∫ t

0
(∆(u)± Γ(u))dW (u). Adeḿas, para cada constantec, cI(t) =

∫ t

0
c∆(u)dW (u).

iv) (Martingala): I(t) es una martingala.

v) (Isometŕıa de Itô): E(I2(t)) = E(
∫ t

0
∆2(u)du).

vi) (Variación cuadŕatica): [I, I](t) =
∫ t

0
∆2(u)du.

Ejemplo 3.2.5. Calculemos
∫ T

0
W (t)dW (t).

Para hacer esto, elegimos un entero granden y aproximamos el integrando∆(t) = W (t)

por el proceso simple

2Para cadat, el ĺımite en (3.14) existe porqueIn(t) =
∫ t

0
∆n(u)dW (u) es una sucesión de Cauchy en

L2(Ω, z, P ). Esto se debe a la isometrı́a de It̂o (Teorema 3.2.2 ) el cual produceE((In(t) − Im(t))2) =

E(
∫ t

0
|∆n(u)−∆m(u)|2du).

Como una consecuencia de (3.13), el lado derecho tiene lı́mite cero cuandom y n se acercan a∞
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∆n(t) =



W (0) = 0, si 0≤ t < T
n

W (T
n
), si T

n
≤ t < 2T

n
...

W ( (n−1)T
n

), si (n−1)T
n

≤ t < T ,

entoncesĺımn→∞ E(
∫ T

0
|∆n(t)−W (t)|2dt) = 0. Por definicíon,∫ T

0

W (t)dW (t) = ĺım
n→∞

∫ T

0

∆n(t)dW (t)

= ĺım
n→∞

n−1∑
j=0

W

(
jT

n

)[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]
(3.15)

Para simplificar notación, denotemosWj = W ( jT
n

).

Como una forma de adelantarse a la evaluación delúltimo lı́mite nosotros trabajamos sobre

la ecuacíon (3.15) abajo. La segunda igualdad en (3.15) es obtenida haciendo el cambio de

ı́ndicek = j + 1 en la primer suma. La tercera igualdad usa el hecho queW0 = W (0) = 0. Por

lo tanto,

1

2

n−1∑
j=0

(Wj+1 −Wj)
2 =

1

2

n−1∑
j=0

W 2
j+1 −

n−1∑
j=0

WjWj+1 +
1

2

n−1∑
j=0

W 2
j

=
1

2

n∑
k=1

W 2
k −

n−1∑
j=0

WjWj+1 +
1

2

n−1∑
j=0

W 2
j

=
1

2
W 2

n +
1

2

n−1∑
k=0

W 2
k −

n−1∑
j=0

WjWj+1 +
1

2

n−1∑
j=0

W 2
j

=
1

2
W 2

n +
n−1∑
j=0

W 2
j −

n−1∑
j=0

WjWj+1

=
1

2
W 2

n +
n−1∑
j=0

Wj(Wj −Wj+1). (3.16)

De (3.16), concluimos que

n−1∑
j=0

Wj(Wj+1 −Wj) =
1

2
W 2

n −
1

2

n−1∑
j=0

(Wj+1 −Wj)
2.
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En la notacíon original, esto es

n−1∑
j=0

W

(
jT

n

)[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]
=

1

2
W 2(T )−1

2

n−1∑
j=0

[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]2

.

(3.17)

Haciendo tendern →∞ en (3.15) y usando esta ecuación, obtenemos∫ T

0

W (t)dW (t) =
1

2
W 2(T )− 1

2
[W, W ](T ) =

1

2
W 2(T )− 1

2
T (3.18)

El lı́mite superior de integración en (3.18) es arbitrario y puede ser reemplazado por cualquier

t ≥ 0. Es decir, ∫ t

0

W (u)dW (u) =
1

2
W 2(t)− 1

2
t t ≥ 0. (3.19)

Ahora constrastamos (3.18) con el cálculo ordinario. Sig es una funcíon diferenciable con

g(0) = 0, entonces∫ T

0

g(t)dg(t) =

∫ T

0

g(t)g′(t)dt =
1

2
g2(t) |T0 =

1

2
g2(T ).

Si el t́ermino extra−1
2
T no se presentara en (3.18) no tendrı́amos una martingala, hecho que

afirma el Teorema 3.2.4.

Finalmente, decimos que

dI(t) = ∆(t)dW (t) (3.20)

es laforma diferencialde

I(t) = I(0) +

∫ t

0

∆(u)dW (u) (3.21)

y que estáultima es laforma integralde (3.20).

Recordemos la ecuación (3.1)dW (t)dW (t) = dt. Interpretamos esto como la afirmación

de que el movimiento browniano acumula variación cuadŕatica a raźon de uno por unidad de

tiempo. Usando la forma diferencial de la integral de Itô y (3.1) podemos escribir

dI(t)dI(t) = ∆2(t)dW (t)dW (t) = ∆2(t)dt. (3.22)
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Esta ecuación dice que la integral de Itô I(t) acumula variacíon cuadŕatica a raźon de∆2(t) por

unidad de tiempo.

Teorema 3.2.6.(Fórmula de It̂o-Doeblin para movimiento browniano): Seaf(t, x) una funcíon

para la cual las derivadas parcialesft(t, x), fx(t, x) y fxx(t, x) est́an definidas y son continuas,

y seaW (t) un movimiento browniano. Entonces para cadaT ≥ 0,

f(T,W (T )) = f(0, W (0))+

∫ T

0

ft(t,W (t))dt+

∫ T

0

fx(t,W (t))dW (t)+
1

2

∫ T

0

fxx(t,W (t))dt

(3.23)

Demostracíon. Ver [1]

Podemos escribir la fórmula It̂o-Doeblin en forma diferencial

df(t,W (t)) = ft(t,W (t))dt + fx(t,W (t))dW (t) +
1

2
fxx(t,W (t))dt (3.24)

La fórmula It̂o-Doeblin a menudo simplifica el cálculo de integrales de Itô.

Ejemplo 3.2.7. Tomemosf(x) = 1
2
x2. Esta f́ormula dice que

1

2
W 2(T ) = f(W (T ))− f(W (0))

=

∫ T

0

f ′(W (t))dW (t) +
1

2

∫ T

0

f ′′(W (t))dt

=

∫ T

0

W (t)dW (t) +
1

2
T

Ordenando los términos obtenemos la fórmula (3.18) sin pasar a través de la aproximación del

integrando por procesos simples.

Extenderemos la fórmula de It̂o-Doeblin a ciertos procesos estocásticos ḿas generales que

el movimiento browniano, llamados procesos de Itô

Definición 3.2.8. : SeaW (t), t ≥ 0 un movimiento browniano y seaz(t), t ≥ 0 una filtracíon

asociada. Unproceso de It̂o es un proceso estocástico de la forma

X(t) = X(0) +

∫ t

0

∆(u)dW (u) +

∫ t

0

Θ(u)du, (3.25)
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dondeX(0) no es aleatoria y∆(u) y Θ(u) son procesos estocásticos adaptados3

Lema 3.2.9.La variación cuadŕatica del proceso de Itô (3.25) es

[X, X](t) =

∫ t

0

∆2(u)du (3.26)

Demostracíon. Introducimos la notación I(t) =
∫ t

0
∆(u)dW (u), R(t) =

∫ t

0
Θ(u)du. Ambos

procesos son continuos en su lı́mite superior de integración t.

Para determinar la variación cuadŕatica deX en [0, t], elegimos una partición π =

{t0, t1, ..., tn} de [0, t] (ie; 0 = t0 < t1 < ... < tn = t ) y escribimos la variación cuadŕatica

muestral

n−1∑
j=0

[X(tj+1)−X(tj)]
2 =

n−1∑
j=0

[I(tj+1)− I(tj)]
2 +

n−1∑
j=0

[R(tj+1)−R(tj)]
2

+ 2
n−1∑
j=0

[I(tj+1)− I(tj)][R(tj+1)−R(tj)].

Cuando‖ π ‖→ 0, el primer t́ermino en el lado derecho,
∑n−1

j=0 [I(tj+1)− I(tj)]
2, converge a la

variacíon cuadŕatica deI en [0, t], la cual seǵun el Teorema 3.2.4 es[I, I](t) =
∫ t

0
∆2(u)du. El

valor absoluto del segundo término est́a acotado superiormente por:

máx
0≤k≤n−1

|R(tk+1)−R(tk)|
n−1∑
j=0

|R(tj+1)−R(tj)| = máx
0≤k≤n−1

|R(tk+1)−R(tk)|
n−1∑
j=0

|
∫ tj+1

tj

Θ(u)du|

≤ máx
0≤k≤n−1

|R(tk+1)−R(tk)|
n−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

|Θ(u)|du

= máx
0≤k≤n−1

|R(tk+1)−R(tk)|
∫ t

0

|Θ(u)|du,

y cuando‖ π ‖→ 0, esto tiene ĺımite 0·
∫ t

0
|Θ(u)|du = 0 debido a queR(t) es continua. El valor

3Asumimos queE(
∫ t

0
∆2(u)du) y

∫ t

0
|Θ(u)|du son finitos para cadat > 0 de modo que las integrales en el

lado derecho de estén definidas y la integral de Itô sea una martingala.
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absoluto del tercer término es acotado superiormente por

2 máx
0≤k≤n−1

|I(tk+1)− I(tk)|
n−1∑
j=0

|R(tj+1)−R(tj)| ≤ 2 máx
0≤k≤n−1

|I(tk+1)− I(tk)|
∫ t

0

|Θ(u)|du,

y estoúltimo tiene ĺımite 0 ·
∫ t

0
|Θ(u)|du = 0 cuando‖ π ‖→ 0 debido a queI(t) es continua.

Concluimos que[X,X](t) = [I, I](t) =
∫ t

0
∆2(u)du.

Para recordar ḿas f́acilmente este resultado, escribimos el proceso de Itô X(t) en forma

diferencial

dX(t) = ∆(t)dW (t) + Θ(t)dt.

Entonces

dX(t)dX(t) = ∆2(t)dW (t)dW (t) + 2∆(t)Θ(t)dW (t)dt + Θ2(t)dtdt,

y de las ecuaciones (3.1)-(3.3) obtenemos

dX(t)dX(t) = ∆2(t)dt.

Esto dice que en cada tiempot, el procesoX acumula variacíon cuadŕatica a raźon de∆2(t)

por unidad de tiempo, y entonces la variación cuadŕatica total acumulada en el intervalo de

tiempo[0, t] es[X, X](t) =
∫ t

0
∆2(u)du. Esta variacíon cuadŕatica es śolo debido a la variación

cuadŕatica de la integral de Itô I(t) =
∫ t

0
∆(u)dW (u), pero aunque la integral ordinariaR(t) =∫ t

0
Θ(u)du no aporte a esta variación cuadŕatica no significa necesariamente queR(t) no sea

aleatoria.

Además de la integral de Itô ya definida, necesitaremos integrales con respecto a procesos

de Itô.

Definición 3.2.10. : SeaX(t), t ≥ 0 un proceso de Itô como describimos en la definición

(3.2.8), y seaΓ(t), t ≥ 0 un proceso adaptado .
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Definimos la integral con respecto al proceso de Itô4

∫ t

0

Γ(u)dX(u) =

∫ t

0

Γ(u)∆(u)dW (u) +

∫ t

0

Γ(u)Θ(u)du (3.27)

Podemos generalizar la fórmula de Ito-Doeblin a procesos de Itô:

Teorema 3.2.11.(Fórmula de It̂o-Doeblin para un proceso de Itô) : SeaX(t), t ≥ 0 un proceso

de Itô como describimos en la definición (3.2.8), y seaf(t, x) una funcíon para la cual las

derivadas parcialesft(t, x), fx(t, x) y fxx(t, x) est́an definidas y son continuas. Entonces, para

cadaT ≥ 0

f(T, X(T )) = f(0, X(0)) +

∫ T

0

ft(t,X(t))dt +

∫ T

0

fx(t,X(t))dX(t) +
1

2

∫ T

0

fxx(t,X(t))∆2(t)dt

= f(0, X(0)) +

∫ T

0

ft(t,X(t))dt +

∫ T

0

fx(t,X(t))∆(t)dW (t)

+

∫ T

0

fx(t,X(t))Θ(t)dt +
1

2

∫ T

0

fxx(t,X(t))∆2(t)dt. (3.28)

Demostracíon. Ver [1]

Esta f́ormula en forma diferencial queda

df(t,X(t)) = ft(t,X(t))dt + fx(t,X(t))dX(t) +
1

2
fxx(t,X(t))∆2(t)dt, (3.29)

y en t́erminos dedt y dW (t)

df(t,X(t)) = ft(t,X(t))dt+fx(t,X(t))∆(t)dW (t)+fx(t,X(t))Θ(t)dt+
1

2
fxx(t,X(t))∆2(t)dt.

(3.30)

Tambíen podemos obtener una fórmula para el caso de dos procesos de Itô como vemos en

el siguiente teorema:

4Asumimos queE(
∫ t

0
Γ2(u)∆2(u)du) y

∫ t

0
|Γ(u)Θ(u)|du son finitos para cadat > 0 de modo que las inte-

grales en el lado derecho de (3.27) estén definidas
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Teorema 3.2.12.(Fórmula de It̂o-Doeblin 2-dimensional)): Seaf(t, x, y) una funcíon cuyas

derivadas parcialesft, fx, fy, fxx, fxy, fyx y fyy est́an definidas y son continuas. SeanX(t) e

Y (t) procesos de It̂o. La f́ormula Itô-Doeblin 2-dimensional en forma diferencial es

df(t,X(t), Y (t)) = ft(t,X(t), Y (t))dt + fx(t,X(t), Y (t))dX(t) + fy(t,X(t), Y (t))dY (t)+

+
1

2
fxx(t,X(t), Y (t))dX(t)dX(t) + fxy(t,X(t), Y (t))dX(t)dY (t)

+
1

2
fyy(t,X(t), Y (t))dY (t)dY (t) (3.31)

Un caso muyútil que se desprende de la fórmula It̂o-Doeblin 2-dimensional es la

regla de It̂o, que se refiere al producto de dos procesos y la cual exponemos a continuación:

Corolario 3.2.13. (Regla producto de Itô): SeanX(t) eY (t) dos procesos de Itô. Entonces

d(X(t)Y (t)) = X(t)dY (t) + Y (t)dX(t) + dX(t)dY (t).

Demostracíon. Tomamosf(t, x, y) = xy, entoncesft = 0, fx = y, fy = x, fxx = 0, fxy = 1, y

fyy = 0. Poniendo esto en (3.31), queda demostrado.

Para completar esta sección del ćalculo estoćastico daremos la siguiente definición:

Definición 3.2.14.Una ecuacíon diferencial estoćastica es una ecuación de la forma

dX(u) = β(u, X(u))du + γ(u, X(u))dW (u). (3.32)

Aqúı β(u, x) y γ(u, x) son funciones dadas, llamadas el drifty diffusion, respectivamente.

En adicíon a esta ecuación, una condicíon inicial de la formaX(t) = x, dondet ≥ 0

y x ∈ R, es especificada. El problema es entonces encontrar un proceso estocásticoX(T ),

definido paraT ≥ t, tal que,

X(t) = x,

X(T ) = X(t) +

∫ T

t

β(u, X(u))du +

∫ T

t

γ(u, X(u))dW (u).
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Una consecuencia importante de dicha definición y que nos será de gran utilidad se refiere

a los procesos de Markov y se presenta en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.15.Soluciones de ecuaciones diferenciales estocásticas son procesos de Markov.

3.3. Ecuacíon de Black-Scholes-Merton y la f́ormula de val-

uación de riesgo neutral

Como mencionamos anteriormente, en esta sección derivaremos la ecuación diferencial es-

tocástica Black-Scholes-Merton y desarrollaremos la fórmula de valuación de riesgo neutral en

tiempo continuo.

De la ecuacíon Black-Scholes-Merton(B-S-M) y determinadas condiciones de contorno se

puede obtener el valor de todo tipo de derivados en un activo modelado por un movimiento

geoḿetrico browniano, por ejemplo: valuación de una opción call Europea.

La manera de alcanzar dicha ecuación es estableciendo un portfolio libre de riesgo que

consista en una posición en el derivado y una en el activo. La razón por la cual esto puede

hacerse es que el precio del derivado y el precio del activo están afectados ambos por la misma

fuente de incertidumbre: el movimiento del precio del activo.

Todo esto se encuadra en el marco de la ausencia de arbitrage y se considera como tasa libre

de riesgo la tasa que brindan los bonos del tesoro de EE.UU.

En general, para derivar la ecuación de B-S-M debemos considerar las siguientes hipótesis

del mercado:

El precio S(t) del subyacente tiene una distribución lognormal siguiendo la caminata

aleatoria continua

dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dW (t),

dondeµ y σ son constantes conocidas.
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La tasa libre de riesgor es constante

El subyacente no paga dividendos

No hay costos de transacción

No hay oportunidades de arbitrage

La opcíon es Europea

Se admite la posición short en el subyacente

SeaV (t, S) una funcíon de las variablest y S tal queV (t, S(t)) es el valor del derivado

en tiempot y S(t) es el valor del subyacente ent. Utilizando la f́ormula de It̂o-Doeblin para

procesos de Itô en forma diferencial (3.30) obtenemos

dV (t, S(t)) =

(
∂V

∂t
(t, S(t)) +

1

2

∂2V

∂S2
(t, S(t))σ2S2(t) +

∂V

∂S
(t, S(t))µS(t)

)
dt+

∂V

∂S
(t, S(t))σS(t)dW (t)

Buscamos construir un portfolio usando el subyacente y el derivado, tal que el riesgo (parte

inciertadW (t)) pueda ser eliminado.

Consideramos el portfolio formado por:

∆ acciones (long)

1 posicíon short en el derivado,

y la funciónπ(t, S) dada por

π(t, S) = ∆S − V (t, S).

Entoncesπ(t, S(t)) es el valor de dicho portfolio ent, ie:

π(t, S(t)) = ∆(t, S(t))S(t)− V (t, S(t)).
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Perodπ = ∆dS − dV , por lo tanto

dπ(t, S(t)) = ∆(t, S(t))µS(t)dt + ∆(t, S(t))σS(t)dW (t)− dV (t, S(t))

=

(
∆(t, S(t))µS(t)− ∂V

∂t
(t, S(t))− 1

2

∂2V

∂S2
(t, S(t))σ2S2(t)− ∂V

∂S
(t, S(t))µS(t)

)
dt

+

(
∆(t, S(t))σS(t)− ∂V

∂S
(t, S(t))σS(t)

)
dW (t).

La componente aleatoria en esta ecuación diferencial estoćastica es

σS(t)

(
∆(t, S(t))− ∂V

∂S
(t, S(t))

)
dW (t).

Para eliminarla debemos poner∆(t, S(t)) = ∂V
∂S

(t, S(t)). De esta manera resulta

dπ(t, S(t)) =

(
∂V

∂S
(t, S(t))µS(t)− ∂V

∂t
(t, S(t))− 1

2

∂2V

∂S2
(t, S(t))σ2S2(t)− ∂V

∂S
(t, S(t))µS(t)

)
dt

= −
(

∂V

∂t
(t, S(t)) +

1

2

∂2V

∂S2
(t, S(t))σ2S2(t)

)
dt (3.33)

Al construir nuestro portfolio con∂V
∂S

acciones, eliminamos el riesgo enél. Por lo tanto, la

tasa de retorno del portfolio debe serr (ie: π se debe comportar como dinero en el banco). Ası́,

dπ(t, S(t)) = rπ(t, S(t))dt = r

(
∂V

∂S
(t, S(t))S(t)− V (t, S(t))

)
dt. (3.34)

Comparando (3.33) con (3.34) nos da

−
(

∂V

∂t
(t, S(t)) +

1

2
σ2S2(t)

∂2V

∂S2
(t, S(t))

)
dt = r

(
∂V

∂S
(t, S(t))S(t)− V (t, S(t))

)
dt,

entonces(
∂V

∂t
(t, S(t)) + r

∂V

∂S
(t, S(t))S(t) +

1

2
σ2S2(t)

∂2V

∂S2
(t, S(t))

)
dt = rV (t, S(t))dt. (3.35)

Ó, expresado de otra manera:

∂V

∂t
(t, S(t)) + r

∂V

∂S
(t, S(t))S(t) +

1

2
σ2S2(t)

∂2V

∂S2
(t, S(t))− rV (t, S(t)) = 0. (3.36)
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Esta es laecuacíon en derivadas parciales Black-Scholes-Merton.

La ecuacíon de arriba tiene muchas soluciones correspondientes a las diferentes condiciones

de contorno que se especifiquen. De esta manera, si consideramos como condición de contorno

el payoff de un derivado, obtendremos el valor del mismo en cada tiempot ≥ 0.

Ejemplo 3.3.1. Si resolvemos ∂V
∂t

(t, S(t)) + r ∂V
∂S

(t, S(t))S(t) + 1
2
σ2S2(t)∂2V

∂S2 (t, S(t))− rV (t, S(t)) = 0,

V (T, S(T )) = máx{S(T )−K, 0} K ≥ 0,

obtendremos el valor de una opción call Europea con strikeK que expira en tiempo T.

Ejemplo 3.3.2. Ahora tomemos como condición de contorno el payoff de un contrato forward

short, ie:K − S(T ).

La ecuacíon que debemos resolver en este caso es ∂V
∂t

(t, S(t)) + r ∂V
∂S

(t, S(t))S(t) + 1
2
σ2S2(t)∂2V

∂S2 (t, S(t))− rV (t, S(t)) = 0,

V (T, S(T )) = K − S(T ), K ≥ 0.
(3.37)

Del caṕıtulo 2 sabemos queV (t, S(t)) = Ke−r(T−t) − S(t) es el valor de un forward short.

Veamos que esta función satisface (3.37)

∂V

∂t
= rKe−r(T−t),

∂V

∂S
= −1,

∂2V

∂S2
= 0.

Luego

∂V

∂t
(t, S(t)) + r

∂V

∂S
(t, S(t))S(t)

+
1

2
σ2S2(t)

∂2V

∂S2
(t, S(t))− rV (t, S(t)) = rKe−r(T−t) − rS(t)− rV (t, S(t))

= r(Ke−r(T−t) − S(t))− rV (t, S(t))

= rV (t, S(t))− rV (t, S(t))

= 0,

conV (T, S(T )) = Ke−r(T−T ) − S(T ) = K − S(T ).
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En general, dadas las condiciones de contorno, uno siempre puede encontrar una solución

debido a que la ecuación de B-S-M es un caso particular de la ecuación del calor. Es ḿas,

sabemos que esta solución no śolo existe sino que eśunica.

Se puede ver que podemos valuar un derivado en un mundo ficticio riesgo neutral, en el cual

los retornos de todos los derivados son tasas libres de riesgo.

ConsideremosP como la medida de probabilidad real. Entonces,

Definición 3.3.3.Una medida de probabilidad̃P se dice ser deriesgo neutralsi

i) P̃ y P son equivalentes (ver Apéndice), y

ii) sobreP̃ , el precio descontado del activoe−rtS(t) es una martingala.

Como el precio del activo está dado por el movimiento geométrico browniano

dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dW (t), (3.38)

por la regla producto de Itô obtenemos

d(e−rtS(t)) = (µ− r)e−rtS(t)dt + σe−rtS(t)dW (t)

= σe−rtS(t)[θdt + dW (t)], (3.39)

conθ =
µ− r

σ
.

Si usamosθ(t) = θ en el Teorema de Girsanov’s, Teorema A.0.12 (ver Apéndice), obten-

emos queW̃ (t) = W (t)+
∫ t

0
θdu es un movimiento browniano sobre la medida de probabilidad

P̃ definida en dicho teorema. De esta manera podemos escribir (3.39) como

d(e−rtS(t)) = σe−rtS(t)dW̃ (t).

Luego

e−rtS(t) = S(0) +

∫ t

0

σe−ruS(u)dW̃ (u).
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Esto nos dice que el procesoe−rtS(t) es una integral de Itô, y por Teorema 3.2.4 iv),e−rtS(t)

es una martingala.

Entonces debido a quẽP es equivalente aP (Ver Apéndice), por Definicíon 3.3.3,P̃ es una

“medida de probabilidad de riesgo neutral”.

SeaV (T ) una variable aleatoriaz(T )- medible.Ésta representa el payoff al tiempoT de

un derivado en el subyacente cuyo precio en cadat, t ≥ 0, est́a dado porS(t). Permitimos a

este payoff ser camino-dependiente (ie: que dependa de cualquier evento que ocurra entre los

tiempos 0 yT ), lo que significa que seaz(T )- medible.

Definimos

e−rtV (t)
.
= Ẽ(e−rT V (T )|z(t).

Por la propiedad de condicionamiento iterado (Teorema 1.2.6 iii)), vemos que este proceso

es una martingala.

Ahora consideremos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.4.(Representación de una martingala) SeaW (t), 0 ≤ t ≤ T , un movimiento

browniano en un espacio de probabilidad(Ω, z, P ), y seaz(t), 0 ≤ t ≤ T , una filtracíon para

este movimiento browniano. SeaM(t), 0 ≤ t ≤ T , una martingala con respecto a esta filtración

(i.e., para cadat, M(t) esz(t)- medible y para0 ≤ s ≤ t ≤ T , E(M(t)|z(s)) = M(s)).

Entonces hay un proceso adaptadoΓ(u), 0 ≤ u ≤ T , tal que

M(t) = M(0) +

∫ t

0

Γ(u)dW (u) 0 ≤ t ≤ T.

Se puede ver ([1], Corolario 5.3.2) que siM̃(t), 0 ≤ t ≤ T , es una martingala sobrẽP ,

entonces existe un procesoΓ̃(u), 0 ≤ u ≤ T , adaptado az(t), 0 ≤ t ≤ T tal que

M(t) = M(0) +

∫ t

0

Γ̃(u)dW̃ (u) 0 ≤ t ≤ T.

De esta manera, existe un procesoΓ̃(u), 0 ≤ u ≤ T tal que

e−rtV (t) = V (0) +

∫ t

0

Γ̃(u)dW̃ (u) 0 ≤ t ≤ T. (3.40)
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Definición 3.3.5.Un modelo de mercado escompletosi todo derivado puede ser hedgeado; es

decir, si existe un portfolio con valorX(t) en cada tiempot ≥ 0 formado por una cantidad

determinada de acciones y dinero de modo que

X(T ) = V (T ) a.e.,

dondeV (T ) es el payoff del derivado que expira enT .

Veamos que nuestro derivado con payoffV (T ) puede ser hedgeado.

Consideremos un agente con una posición short en el derivado que comienza con un capital

inicial X(0) y que en cada tiempot ≥ 0 tiene∆(t) acciones e invierte o pide prestado dinero a

tasar para financiarlo.

Por lo tanto, en cada instante de tiempo, la parte de acciones del portfolio del agente está da-

do por

∆(t)S(t) =

∫ t

0

∆(u)µS(u)du +

∫ t

0

∆(u)σS(u)dW (u)

Y aśı,

d(∆(t)S(t)) = ∆(t)µS(t)dt + ∆(t)σS(t)dW (t) = ∆(t)dS(t).

Por otro lado, siΠ(t) es el proceso que describe el valor de un portfolio formado por dinero

a tasa de interésr, entonces

dΠ(t) = rΠ(t)dt.

De esta manera,

dX(t) = ∆(t)dS(t) + r(X(t)−∆(t)S(t))dt

= rX(t)dt + ∆(t)σS(t)[θdt + dW (t)].

La regla producto de Itô y (3.39) implican
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d(e−rtX(t)) = e−rt∆(t)σS(t)[θdt + dW (t)]

= ∆(t)d(e−rtS(t))

= ∆(t)σe−rtS(t)dW̃ (t).

Por lo tanto,e−rtX(t) es una martingala sobrẽP con

e−rtX(t) = X(0) +

∫ t

0

σ∆(u)e−ruS(u)dW̃ (u) 0 ≤ t ≤ T,

y

e−rtV (t) = V (0) +

∫ t

0

Γ̃(u)dW̃ (u) 0 ≤ t ≤ T.

Si elegimos

V (0) = X(0)

y ∆(t) tal que

σ∆(t)e−rtS(t) = Γ̃(t), 0 ≤ t ≤ T, (3.41)

obtenemosX(t) = V (t) ∀t y en consecuenciaX(T ) = V (T ).

Observemos que (3.41) es quivalente a

∆(t) =
Γ̃(t)

σe−rtS(t)
, 0 ≤ t ≤ T. (3.42)

Con esta elección, tenemos un hedge para una posición short en el derivado con payoff

V (T ) en tiempoT . Es decir, si comenzamos con un capitalX(0) e invertimos en cada tiempot

en una cantidad∆(t) de acciones dada por (3.42), entonces

X(T ) = V (T ) a.e., (3.43)

El hecho quee−rtX(t) es una martingala sobrẽP implica

e−rtX(t) = Ẽ(e−rT X(T )|z(t)) = Ẽ(e−rT V (T )|z(t)). (3.44)
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Además, debido a la hiṕotesis de no arbitrage, por (3.43), el valor del derivado en cada

0 ≤ t ≤ T debe ser igual al valorX(t) del portfolio y entonces podemos llamar a este elprecio

V (t) del derivado en tiempot, y (3.44) resulta

e−rtV (t) = Ẽ(e−rT V (T )|z(t)), 0 ≤ t ≤ T. (3.45)

O, escrito de otra manera

V (t) = Ẽ(e−r(T−t)V (T )|z(t)), 0 ≤ t ≤ T. (3.46)

Nos referiremos a ambas (3.45) y (3.46) comoFórmula de valuacíon de riesgo neutral

para el modelo de tiempo continuo.

Hemos probado que en este modelo todo derivado puede ser hedgeado; es decir, que este

modelo es completo. En el siguiente teorema exponemos que esto es equivalente a que la medida

de probabilidad de riesgo neutral seaúnica.

Teorema 3.3.6.Consideremos un modelo de mercado que tiene una medida de probabilidad de

riesgo neutral. El modelo es completo si y sólo śı la medida de probabilidad de riesgo neutral

esúnica.

Demostracíon. Ver [1]
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Caṕıtulo 4

Opciones ex́oticas: barrera, lookback y

asiáticas

Hemos llegado al objetivo final de nuestro trabajo que consiste en analizar tres tipos de

opciones ex́oticas: barrera, lookback y asiáticas.

Las opciones ex́oticas, a diferencia de lasvanilla o plain vanilla, poseen sus payoff depen-

dientes del camino del activo subyacente.

En el siguiente capı́tulo desarrollaremos la ecuación diferencial parcial estándar que gob-

ierna el precio de cada una de las tres opciones exóticas mencionadas. Las opciones barrera y

lookback tienen f́ormulas de valuación expĺıcitas, las cuales están basadas en el principio de

reflexión para el movimiento browniano. Una fórmula tal para opciones asiáticas es descono-

cida. Sin embargo, para dicha opción hay un argumento“ Change-of-nuḿeraire” que reduce

la ecuacíon diferencial de valuación a una manera simple que puede fácilmente ser resuelta

numéricamente.

89
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4.1. Opciones barrera

Hay varios tipos de opciones Barrera. Las“knock out” son aquellas en las que el precio del

activo subyacente debe cruzar una barrera para que pierdan su valor; ie: la opción est́a activa a

menos que el precio del activo cruce una barrera. Si el precio del activo subyacente comienza

debajo de la barrera y debe cruzar sobre esta para causar el Knock out, la opción se diceup-and-

out. Una opcíon down-and-outtiene la barrera debajo del precio inicial del activo y“ knock

out” si el precio del del activo cae debajo de la barrera. Otras opciones son las“ knock in”; ie:

ellas pagan cero a menos que el precio del activo subyacente cruce una barrera. Las opciones

knock in tambíen tambíen caen en dos clases:up-and-iny down-and-in.

Opciones barrera ḿas complejas requieren que el precio del activo no sólo cruce una barrera

sino que transcurra una cierta cantidad de tiempo en ella para el knock in o knock out.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos una call Europea en el modelo binomial conT = 3, strikeK =

105 y barreraB = 95. SeaS0 = 100, r = 1
20

= 0,05 y factores up y downu = 1,1 y

d = 0,9. De esta manera, la probabilidad (riesgo neutral) de que el precio aumente en un paso

esp̃ = 3
4

= 0,75.

Lo que vamos a calcular es el cuadro de precios de una opción barrera down-and-out, ya

que no es posible trazar unárbol para ello. Esto se debe a que la opcion barrera actúa aśı: Si el

precio de la acción cae debajo de la barrera, la opción carece de valor no importa cuál sea el

precio de la acción ent = 3.

En la figura 4.1 presentamos elárbol de precios de la acción con barreraB = 95.

Calculamos el valor de la opción mediante la f́ormula de valuación (2.3). No obstante, asig-

namos el valor cero a cualquier nodo que esté debajo de la barreraB.
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Figura 4.1:Árbol binomial para el precio del activo con barreraB = 95

Los valores la opción call con barreraB = 95 se muestran en la siguiente tabla:

Camino Valor de la call Camino Valor de la call Camino Valor de la call

en t = 3 en t = 2 en t = 1

ccc 28.1 cc 11.76 c 8.52

ccx 3.9 cx 0.52 x 0

cxc 3.9 xc 0

cxx 0 xx 0

xcc 0

xcx 0

xxc 0

xxx 0

Llegamos a un precio inicial deV0 = 6,08 dolares para la opción barrera down-and-out.

Si calculamos los precios de la misma call Europea sin considerar la barrera, obtenemos el

árbol de precios dado por la figura 4.2.
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Figura 4.2:Árbol binomial para precio de la opción call

Observamos, como era de esperarse, que si el precio del activo no cae bajo la barrera, los

precios de la call con barreraB coinciden con los precios de call sin tener en cuenta la barrera.

Notemos que la opción barrera es mas barata que la opción vanilla simple, lo cual tiene

sentido puesto que la opción vanilla recompensará en casos donde la opción barrera no lo hace.

A continuacíon trataremos una up-and-out call en un activo subyacente cuyo precio sigue el

movimiento geoḿetrico browniano

dS(t) = rS(t)dt + σS(t)dW̃ (t),

dondeW̃ (t), 0 ≤ t ≤ T , es un movimiento browniano sobre la medida de probabilidad de

riesgo neutral̃P .

Consideremos una call Europea que expira en tiempoT con precio strikeK y barrera up-

and-outB. SuponemosK < B, de otro modo, la opción debeŕıa cruzar la barrera para estar

in the money y por lo tanto sólo podŕıa pagar cero. La solución de la ecuación diferencial

estoćastica para el precio del activo es

S(t) = S(0)e
σW̃ (t) + (r − 1

2
σ2t)

= S(0)eσŴ (t), (4.1)
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donde

Ŵ (t) = αt + W̃ (t)

y

α =
1

σ
(r − 1

2
σ2).

Consideremos el ḿaximo al d́ıa paraŴ (T ) (ver (3.4), caṕıtulo 3), M̂(T ) = máx0≤t≤T Ŵ (t),

entonces

máx
0≤t≤T

S(t) = S(0)eσM̂(T ).

La opcíon alcanza el knock out si y sólo śı S(0)eσM̂(T ) > B; si S(0)eσM̂(T ) ≤ B, la opcíon

paga

(S(T )−K)+ = (S(0)eσŴ (T ) −K)+.

En otras palabras, el payoff de la opción es

V (T ) = (S(0)eσŴ (T ) −K)+I
{S(0)eσM̂(T ) ≤ B}

= (S(0)eσŴ (T ) −K)I
{S(0)eσŴ (T ) ≥ K, S(0)eσM̂(T ) ≤ B}

= (S(0)eσŴ (T ) −K)I
{Ŵ (T ) ≥ k, M̂(T ) ≤ b}, (4.2)

donde

k =
1

σ
ln(

K

S(0)
), b =

1

σ
ln(

B

S(0)
)

El precio de una call up-and-out satisface una ecuación B-S-M que ha sido modificada para

responder a la barrera. Esta ecuación puede usarse para encontrar una fórmula para el precio. En

este caso particular no necesitamos encontrar el precio de esta forma. Utilizaremos la fórmula

de valuacíon de riesgo neutral. Sin embargo, proveeremos la ecuación y su derivacíon porque

esta metodoloǵıa funciona en situaciones donde no pueden obtenerse soluciones analı́ticas.
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Teorema 4.1.2.Denotemos conv(t, x) al precio en tiempot de la up-and-out call sobre la

suposicíon que la call no cruźo la barrera antes del tiempot y S(t) = x.

Entoncesv(t, x) satisface la ecuación diferencial parcial B-S-M

vt(t, x) + rxvx(t, x) +
1

2
σ2x2vxx(t, x) = rv(t, x) (4.3)

en el rect́angulo{(t, x); 0 ≤ t < T, 0 ≤ x ≤ B} y satisface las condiciones de contorno

v(t, 0) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (4.4)

v(t, B) = 0, 0 ≤ t < T, (4.5)

v(T, x) = (x−K)+, 0 ≤ x ≤ B. (4.6)

La condicíon de frontera inferior (4.4) se obtiene de que si el precio del activo comienza

en cero,́este queda allı́ y la opcíon expira out of the money. La condición de frontera superior

(4.5) sigue del hecho que cuando el movimiento geométrico brownianoS(t) alcanza el nivel

B, éste inmediatamente pasa por encima deB. De hecho, debido a quéeste tiene variación

cuadŕatica distinta de cero, el precio del activoS(t) oscila, creciendo y cayendo cruzando el

nivel B infinitas veces inmediatamente después de alcanzaŕeste. El precio de la opción es cero

cuando el precio alcanzaB debido a que la opción est́a en el borde del knock out. Láunica

excepcíon a esto es si el nivelB se alcanza por primera vez en el tiempo de expiración T ,

en tal caso no hay tiempo a izquierda para el knock out. En este caso, el precio de la opción

es dado por la condición terminal (4.6). En particular, la función v(t, x) no es continua en el

vértice de su dominio dondet = T y x = B. Esta es continua en todas las partes del rectángulo

{(t, x); 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ B} menos ent = T y x = B.

Los ejercicios 1 y 2 dan a grandes rasgos los pasos para verificar la ecuación B-S-

M por cálculo directo, comenzando con la fórmula anaĺıtica (4.18) obtenida ḿas adelante.

Aqúı nosotros derivamos esta ecuación diferencial parcial (4.3) por los siguientes argumentos

generalmente aplicados:

1 Encontrar la martingala,
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2 tomar la diferencial, y

3 tomar el t́erminodt igual a cero.

Comenzamos con un precio del activo inicialS(0) ∈ (0, B). Luego definimos el payoff de la

opción V (T ) por (4.2). El precio de la opción en el tiempot entre la iniciacíon y la expiracíon

est́a dado por la f́ormula de valuación de riesgo neutral

V (t) = Ẽ(e−r(T−t)V (T )|z(t)), 0 ≤ t ≤ T.

El argumento usual de condicionamiento iterado muestra que

e−rtV (t) = Ẽ(e−rT V (T )|z(t)), 0 ≤ t ≤ T,

es una martingala. Querrı́amos ver queV (t) = v(t, S(t)), dondev(t, x) es la funcíon en el

Teorema 4.1.2. Sin embargo, la ecuación (4.3) no ocurre para todos los valores det a lo largo

de todos los caminos. Recordemos quev(t, S(t)) es el valor de la opción sobre la suposición

queésta no ha cruzado la barrera antes quet, mientras queV (t) es el valor de la opción sin

ninguna suposición. En particular, si el precio del activo subyacente supera la barreraB y luego

retorna bajo la barrera al tiempot, entoncesV (t) seŕa cero porque la opción tuvo el knock out,

perov(t, S(t)) seŕa estrictamente positiva porquev(t, x) dada por (4.18) lo es para todos los

valores de 0≤ t < T y 0 < x < B. El procesoV (t) es camino dependiente y recuerda que la

opción tiene knock out. El procesov(t, S(t)) no es camino dependiente, y cuandoS(t) < B,

da el precio de la opción sobre la suposición que no tuvo knock out,incluso si esta suposición

es incorrecta.

Resolvemos esta complicación definiendoρ como el primer tiempot en el cual el precio del

activo alcanza la barreraB. En otras palabras,ρ es elegido de una manera camino-dependiente

tal queS(t) < B para 0≤ t ≤ ρ y S(ρ) = B. Debido a que el precio del activo“casi siempre”

excede la barrera inmediatamente después que la alcanźo, podemos considerar aρ como el tiem-

po del knock out. Si el precio del activo no alcanza la barrera antes de la expiración, ponemos

ρ = ∞. Si el precio del activo alcanza la barrera por primera vez enT , entoncesρ = T pero el
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knock out no ocurre porque no hay tiempo a izquierda para que el precio del activo exceda la

barrera. Sin embargo, la probabilidad que el precio del activo alcance por primera vez la barrera

en tiempoT es cero, por eso esta anomalı́a no nos interesa.

La variable aleatoriaρ es unstopping timeporque elige su valor basándose en el camino

del precio del activo hasta el tiempoρ. La definicíon de stopping times en el modelo binomial

fué dada en la Definición 1.5.1 del caṕıtulo I. El Teorema Optional Sampling I, Teorema 1.5.5

del caṕıtulo I, asegura que una martingala detenida en un stopping time es aún una martingala.

Lo mismo se cumple en tiempo continuo. En particular, el proceso

e−r(t∧ρ)V (t ∧ ρ) =

 e−rtV (t), si 0≤ t ≤ ρ;

e−rρV (ρ), si ρ < t ≤ T ,
(4.7)

es una martingala sobrẽP . Antes quet llegue aρ, este proceso es la martingalae−rtV (t).

Una vez quet llegó aρ, aunque el parámetro del tiempot pueda avanzar, el valor del proceso

est́a congelado ene−rρV (ρ). Un proceso que no se mueve es trivialmente una martingala. La

única manera en que la propiedad de martingala podrı́a perderse serı́a siρ “ mirara adelante”

cuando decidiera parar el proceso. Siρ se detiene en un tiempo debido a que el proceso iba a

subir y permite al proceso continuar si este iba a bajar, el proceso detenido tendrı́a una tendencia

a bajar. En tanto queρ tome la decisíon de parar en el tiempo actual basándose solo en el camino

hasta aqúı y tal vez incluyendo el tiempo actual, el acto de parar una martingala en tiempoρ

preserva la propiedad de martingala.

Lema 4.1.3.Se cumple que

V (t) = v(t, S(t)), 0 ≤ t ≤ ρ. (4.8)

En particular,e−rtv(t, S(t)) es unaP̃ -martingala hasta el tiempoρ, o, dicho de otro modo, el

proceso detenido

e−r(t∧ρ)v(t ∧ ρ, S(t ∧ ρ)), 0 ≤ t ≤ T, (4.9)

es una martingala sobrẽP .
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Demostracíon. (idea): Debido a quev(t, S(t)) es el valor de la up-and-out call sobre la su-

posicíon que esta no ha tenido el knock out antes del tiempot, y parat ≤ ρ esta suposición

es correcta, tenemos (4.8) parat ≤ ρ. De (4.8), concluimos que el proceso en (4.9) es laP̃ -

martingala (4.7).

Demostracíon. (del Teorema 4.1.2): Calculamos el diferenciald(e−rtv(t, S(t))):

d(e−rtv(t, S(t))) = e−rt[−rv(t, S(t))dt + vt(t, S(t))dt + vx(t, S(t))dS(t)

+
1

2
vxx(t, S(t))dS(t)dS(t)]

= e−rt[−rv(t, S(t)) + vt(t, S(t)) + rS(t)vx(t, S(t))

+
1

2
σ2S2(t)vxx(t, S(t))]dt + e−rtσS(t)vx(t, S(t))dW̃ (t). (4.10)

Del Teorema de representación de una martingala, Teorema 3.3.4, sabemos que

e−rtv(t, S(t)) debe ser de la forma

e−rtv(t, S(t)) = v(0, S(0)) +

∫ t

0

Γ(u)dW (u) 0 ≤ t ≤ T,

para un cierto procesoΓ(u). Adeḿas tenemos que

e−rtv(t, S(t)) = v(0, S(0)) +

∫ t

0

Γ̃(u)dW (u) +

∫ t

0

Θ̃(u)du,

con

Γ̃(u) = e−rtσS(u)vx(u, S(u))

y Θ̃(u) = e−rt[−rv(u, S(u)) + vt(u, S(u)) + rS(u)vx(u, S(u)) + 1
2
σ2S2(u)vxx(u, S(u)).

Entonces,

∫ t

0

[Γ(u)− Γ̃(u)]dW (u) =

∫ t

0

Θ̃(u)du.
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Pero el lado derecho en la igualdad de arriba tiene variación cuadŕatica igual a cero, y el

lado izquierdo tiene variación cuadŕatica distinto de cero. EntoncesΓ̃(u) = Γ(u) y Θ̃(u) = 0

a.e.

De esta manera, el términodt debe ser cero para0 ≤ t ≤ ρ (ie: antes de que la opción

est́e knock out). Pero debido a que(t, S(t)) puede alcanzar cualquier punto en{(t, x); 0 ≤ t <

T, 0 ≤ t ≤ B} antes de que la opción est́e knock out, la ecuación B-S-M (4.3) debe ocurrir para

todot ∈ [0, T ) y x ∈ [0, B].

Nota4.1.4. Del Teorema 4.1.2 y su prueba, vemos como construir un hedge, al menos teórica-

mente. Tomando el términodt en (4.10) igual a cero, obtenemos

d(e−rtv(t, S(t))) = e−rtσS(t)vx(t, S(t))dW̃ (t), 0 ≤ t ≤ ρ.

El valor descontado de un portfolio que en cada tiempot tiene∆(t) acciones del activo subya-

cente est́a dado por

d(e−rtX(t)) = e−rtσS(t)∆(t)dW̃ (t).

De esta manera, si un agente comienza con una posición short up-and-out call y con capital

inicial X(0) = v(0, S(0), entonces, tomando una cantidad de acciones∆(t) dado por

∆(t) = vx(t, S(t)), (4.11)

causaŕıa que el valor del portfolioX(t) seav(t, S(t)) hasta el knock out o la expiración. Notar

que este∆(t) es el obtenido en la ecuación de B-S-M en el capı́tulo 3.

En la pŕactica, este delta es imposible de implementar si la opción no tuvo el knock out y

el precio del activo subyacente se acerca a la barrera cerca de la expiración de la opcíon. La

función v(T, x) es discontinua enx = B, saltando desdeB −K a 0 en ese punto. Parat cerca

deT y x exactamente debajo deB, la funcíonv(t, x) se est́a aproximando a una discontinuidad

y los valores delta (vx(t, x)) se hacen negativos y grandes. Además, los valores devxx(t, x)

que denominamos gamma también se vuelven negativos y grandes. Esto significa que cerca de
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la expiracíon y la barrera, el delta le requiere al agente tomar una posición short grande en el

activo subyacente y hacer ajustes grandes en la posición (debido a que el gamma es grande

negativo) cuando el precio del activo se mueve. El modelo B-S-M supone que el bid-ask spread

(brecha entre el precio de compra y venta) es cero, y aquı́ esa suposición es un modelo pobre de

la realidad.

Para obtener la fórmula expĺıcita de valuacíon para la call up-and-out, debemos derivar la

densidad conjunta para un movimiento browniano con drift y su máximo al d́ıa.

Comenzamos con un movimiento brownianoW̃ (t), 0≤ t ≤ T , definido en un espacio de

probabilidad(Ω, P̃ , z). SobreP̃ , el movimiento brownianoW̃ (t) tiene drift cero (ie: este es

una martingala).

Seaα un ńumero dado, y definamos como antes

Ŵ (t) = αt + W̃ (t), 0 ≤ t ≤ T.

Este movimiento brownianôW (t) tiene driftα sobreP̃ . Adeḿas, recordemos que

M̂(T ) = máx
0≤t≤T

Ŵ (t).

Debido a queŴ (0) = 0, tenemosM̂(T ) ≥ 0. Tambíen tenemoŝW (t) ≤ M̂(T ). Por lo tanto,

el par de variables aleatorias(M̂(T ), Ŵ (T )) toma valores en el conjunto

{(m,w); w ≤ m, m ≥ 0}

Teorema 4.1.5.La densidad conjunta sobrẽP del par(M̂(T ), Ŵ (T )) es

f̃M̂(T ),Ŵ (T )(m, w) =
2(2m− w)

T
√

2πT
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
(2m−w)2 , w ≤ m, m ≥ 0, (4.12)

y es cero para otros valores dem y w.

Demostracíon. Definimos la martingala exponencial

Ẑ(t) = e−αW̃ (t)− 1
2
α2t = e−αŴ (t)+ 1

2
α2t, 0 ≤ t ≤ T,
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y usamosẐ(T ) para definir una nueva medida de probabilidadP̂ por

P̂ (A) =

∫
A

Z(T )dP̃ ∀A ∈ z.

De acuerdo al Teorema de Girsanov’s, Teorema A.0.12 (ver Apéndice),Ŵ (t) es un movimien-

to browniano (con drift cero) sobrêP . El Teorema 3.1.10 da la densidad conjunta de

(M̂(T ), Ŵ (T )) sobreP̂ , la cual es

f̂M̂(T ),Ŵ (T )(m, w) =
2(2m− w)

T
√

2πT
e−

1
2T

(2m−w)2 , w ≤ m, m ≥ 0.

y es cero para otros valores dem y w. Para trabajar sobre la densidad de(M̂(T ), Ŵ (t)) sobre

P̃ , usamos el Lema A.0.10 (ver Apéndice), lo cual implica

P̃{M̂(T ) ≤ m, Ŵ (T ) ≤ w} = Ẽ(I{M̂(T )≤m,Ŵ (T )≤w})

= Ê(
1

Ẑ(T )
I{M̂(T )≤m,Ŵ (T )≤w})

= Ê(eαŴ (T )− 1
2
α2T I{M̂(T )≤m,Ŵ (T )≤w})

=

∫ w

−∞

∫ m

−∞
eαy− 1

2
α2T f̂M̂(T ),Ŵ (T )(x, y)dxdy.

Por lo tanto, la densidad de(M̂(T ), Ŵ (T )) sobreP̃ es

∂2

∂m∂w
P̃{M̂(T ) ≤ m, Ŵ (T ) ≤ w} = eαw− 1

2
α2T f̂M̂(T ),Ŵ (T )(m, w).

Cuandow ≤ m y m ≥ 0, esta es la f́ormula (4.12). Para otros valores dem y w, obtenemos

cero debido a quêfM̂(T ),Ŵ (T )(m,w) es cero.

Corolario 4.1.6. Tenemos

P̃{M̂(T ) ≤ m} = N(
m− αT√

T
)− e2αmN(

−m− αT√
T

), m ≥ 0, (4.13)

y la densidad sobrẽP de la variable aleatoriaM̂(T ) es

f̃M̂(T )(m) =
2√
2πT

e−
1

2T
(m−αT )2 − 2αe2αmN(

−m− αT√
T

), m ≥ 0, (4.14)

y es cero param < 0.
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Demostracíon. Integramos la densidad (4.12) sobre la región {(m, w); w ≤ m, m ≥ 0} para

calcular

P̃{M̂(T ) ≤ m} =

∫ m

0

∫ m

w

2(2µ− w)

T
√

2πT
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
(2µ−w)2dµdw

+

∫ 0

−∞

∫ m

0

2(2µ− w)

T
√

2πT
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
(2µ−w)2dµdw

= −
∫ m

0

1√
2πT

eαw− 1
2
α2T− 1

2T
(2µ−w)2 |µ=w

µ=m dw

−
∫ 0

−∞

1√
2πT

eαw− 1
2
α2T− 1

2T
(2µ−w)2 |µ=m

µ=0 dw

= − 1√
2πT

∫ m

0

eαw− 1
2
α2T− 1

2T
(2m−w)2dw +

1√
2πT

∫ m

0

eαw− 1
2
α2T− 1

2T
w2

dw

− 1√
2πT

∫ 0

−∞
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
(2m−w)2dw +

1√
2πT

∫ 0

−∞
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
w2

dw

= − 1√
2πT

∫ m

−∞
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
(2m−w)2dw +

1√
2πT

∫ m

−∞
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
w2

dw.

Ahora completamos cuadrados. Observemos que

− 1

2T
(w − 2m− αT )2 = −(2m− w)2

2T
+ αw − 2αm− 1

2
α2T,

− 1

2T
(w − αT )2 = −w2

2T
+ αw − 1

2
α2T.

Por lo tanto,

P̃{M̂(T ) ≤ m} = − e2αm

√
2πT

∫ m

−∞
e−

1
2T

(w−2m−αT )2dw +
1√
2πT

∫ m

−∞
e−

1
2T

(w−αT )2dw.

Hacemos el cambio de variabley = w−2m−αT√
T

en la primer integral ey = w−αT√
T

en la segunda,

de ese modo obtenemos

P̃{M̂(T ) ≤ m} = −e2αm

√
2π

∫ −m−αT√
T

−∞
e−

1
2
y2

dy +
1√
2π

∫ m−αT√
T

−∞
e−

1
2
y2

dy

= −e2αmN(
−m− αT√

T
) + N(

m− αT√
T

).

Para establecer (4.13).
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Para obtener la densidad (4.14), diferenciamos (4.13) con respecto am:

d

dm
P̃{M̂(T ) ≤ m} = N ′(

m− αT√
T

)(
1√
T

)− 2αe2αmN(
−m− αT√

T
)− e2αmN ′(

−m− αT√
T

)(− 1√
T

)

=
1√
2πT

e−
1

2T
(m−αT )2 − 2αe2αmN(

−m− αT√
T

) +
e2αm

√
2πT

e−
1

2T
(−m−αT )2 .

El exponente en el tercer término es

2αm− (−m− αT )2

2T
=

4αmT

2T
− m2 + 2αmT + α2T 2

2T

= −m2 − 2αmT + α2T 2

2T

= −(m− αT )2

2T
,

lo cual es el exponente en el primer término. Combinando el primer y el tercer término, obten-

emos (4.14).

Hemos reunido todas las herramientas necesarias para poder calcular el precio de la up-and-

out call expĺıcitamente.

El precio riesgo-neutral en tiempo cero de la call up-and-out call con payoffV (T ) dado

por (4.2) esV (0) = Ẽ(e−rT V (T )). Usaremos la f́ormula de densidad (4.12) para calcularlo

expĺıcitamente. Sik ≥ 0, debemos integrar sobre la región{(m, w); k ≤ w ≤ m ≤ b}. Por otro

lado, sik < 0, integramos sobre la región{(m,w); k ≤ w ≤ m, 0 ≤ m ≤ b}. En ambos casos,

la regíon puede ser descripta como{(m, w); k ≤ w ≤ b, w+ ≤ m ≤ b}. Suponemos aquı́ que

S(0) ≤ B, entoncesb > 0. De otro modo, la región sobre la cual estamos integrando tieneárea

cero, y el valor en tiempo cero de la call es cero. También suponemosS(0) > 0 entoncesb y k

son finitos.
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Cuando0 < S(0) ≤ B, el valor en tiempo cero de la up-and-out call es

V (0) =

∫ b

k

∫ b

w+

e−rT (S(0)eσw −K)
2(2m− w)

T
√

2πT
eαw− 1

2
α2T− 1

2T
(2m−w)2dmdw

= −
∫ b

k

e−rT (S(0)eσw −K)
1√
2πT

eαw− 1
2
α2T− 1

2T
(2m−w)2 |m=b

m=w+ dw

=
1√
2πT

∫ b

k

(S(0)eσw −K)e−rT+αw− 1
2
α2T− 1

2T
w2

dw

− 1√
2πT

∫ b

k

(S(0)eσw −K)e−rT+αw− 1
2
α2T− 1

2T
(2b−w)2dw

= S(0)I1 −KI2 − S(0)I3 + KI4,

donde

I1 =
1√
2πT

∫ b

k

eσw−rT+αw− 1
2
α2T− 1

2T
w2

dw,

I2 =
1√
2πT

∫ b

k

e−rT+αw− 1
2
α2T− 1

2T
w2

dw,

I3 =
1√
2πT

∫ b

k

eσw−rT+αw− 1
2
α2T− 1

2T
(2b−w)2dw

=
1√
2πT

∫ b

k

eσw−rT+αw− 1
2
α2T− 2

T
b2+ 2

T
bw− 1

2T
w2

dw,

I4 =
1√
2πT

∫ b

k

e−rT+αw− 1
2
α2T− 1

2T
(2b−w)2dw

=
1√
2πT

∫ b

k

e−rT+αw− 1
2
α2T− 2

T
b2+ 2

T
bw− 1

2T
w2

dw.

Cada una de esas integrales es de la forma

1√
2πT

∫ b

k

eβ+γw− 1
2T

w2

dw =
1√
2πT

∫ b

k

e−
1

2T
(w−γT )2+ 1

2
γ2T+βdw

= e
1
2
γ2T+β 1√

2π

∫ 1√
T

(b−γT )

1√
T

(k−γT )

e−
1
2
y2

dy,

donde hemos hecho el cambio de variabley = w−γT√
T

. Usando la propiedad de la distribución
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normal est́andar acumuladaN(z) = 1−N(−z) y las definiciones dek y b, escribimos

1√
2πT

∫ b

k

eβ+γw−w2

2T dw = e
1
2
γ2T+β[N(

b− γT√
T

)−N(
k − γT√

T
)]

= e
1
2
γ2T+β[N(

−k + γT√
T

)−N(
−b + γT√

T
)]

= e
1
2
γ2T+β[N(

1

σ
√

T
[ln(

S(0)

K
) + γσT ])−N(

1

σ
√

T
[ln(

S(0)

B
) + γσT ])].

(4.15)

Tomemos

δ±(τ, s) =
1

σ
√

τ
[ln(s) + (r ± 1

2
σ2)τ ]. (4.16)

La integralI1 es de la forma (4.15) conβ = −rT − 1
2
α2T y γ = α + σ, entonces1

2
γ2T + β =

0 y γσ = r + 1
2
σ2. Por lo tanto,

I1 = N(δ+(T,
S(0)

K
))−N(δ+(T,

S(0)

B
)).

La integralI2 es de la forma (4.15) conβ = −rT − 1
2
α2T y γ = α, entonces1

2
γ2T +β = −rT

y γσ = r − 1
2
σ2. Por lo tanto,

I2 = e−rT [N(δ−(T,
S(0)

K
))−N(δ−(T,

S(0)

B
))].

ParaI3, tenemosβ = −rT − 1
2
α2T − 2b2

T
y γ = α + σ + 2b

T
, entonces

1

2
γ2T + β = ln(

S(0)

B
)−

2r
σ2−1,

γσT = (r +
1

2
σ2)T + ln(

B

S(0)
)2.

Por lo tanto,

I3 = (
S(0)

B
)−

2r
σ2−1[N(δ+(T,

B2

KS(0)
))−N(δ+(T,

B

S(0)
))].

Finalmente, paraI4, tenemosβ = −rT − 1
2
α2T − 2b2

T
y γ = α + 2b

T
, entonces

1

2
γ2T + β = −rT + ln(

S(0)

B
)−

2r
σ2−1,

γσT = (r − 1

2
σ2)T + ln(

B

S(0)
)2.
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Por lo tanto,

I4 = e−rT (
S(0)

B
)−

2r
σ2 +1[N(δ−(T,

B2

KS(0)
))−N(δ−(T,

B

S(0)
))].

Reuniendo todos estos resultados, sobre la suposición 0< S(0) ≤ B, tenemos la f́ormula del

precio de la call up-and-out

V (0) = S(0)[N(δ+(T,
S(0)

K
))−N(δ+(T,

S(0)

B
))]− e−rT K[N(δ−(T,

S(0)

K
))−N(δ−(T,

S(0)

B
))]

−B(
S(0)

B
)−

2r
σ2 [N(δ+(T,

B2

KS(0)
))−N(δ+(T,

B

S(0)
))]

+ e−rT K(
S(0)

B
)−

2r
σ2 +1[N(δ−(T,

B2

KS(0)
))−N(δ−(T,

B

S(0)
))]. (4.17)

Ahora, seat ∈ [0, T ) y asumamos que el precio del activo subyacente en tiempot esS(t) = x.

Como arriba, suponemos0 < x ≤ B. Si la call no tuvo el knock out antes del tiempot, su

precio en el tiempot se obtiene reemplazandoT por el tiempo hasta la expiración τ = T − t y

reemplazandoS(0) porx en (4.17). Esto nos da el precio de la call como una funciónv(t, x) de

las dos variablest y x:

v(t, x) = x[N(δ+(τ,
x

K
))−N(δ+(τ,

x

B
))]− e−rτK[N(δ−(τ,

x

K
))−N(δ−(τ,

x

B
))]

−B(
x

B
)−

2r
σ2 [N(δ+(τ,

B2

Kx
))−N(δ+(τ,

B

x
))]

+ e−rτK(
x

B
)−

2r
σ2 +1[N(δ−(τ,

B2

Kx
))−N(δ−(τ,

B

x
))]. 0 ≤ t < T, 0 < x ≤ B.

(4.18)

La fórmula (4.18) fúe derivada sobre la suposición queτ > 0 (ie: t < T ) y 0 < x ≤ B.

Para0 ≤ t ≤ T y x > B, tenemosv(t, x) = 0 debido a que la opción tiene el knock out

cuando el precio del activo excede la barreraB. En efecto, si el precio del activo alcanza la

barrera antes de la expiración, entonces inmediatamente excederá la barrera (a. e.), y entonces

v(t, B) = 0 para0 ≤ t < T . Sin embargo,v(T,B) = B − K. Tambíen tenemosv(t, 0) = 0

debido a que el movimiento geométrico browniano que comienza en cero permanece en cero,

y por lo tanto la call expira out of the money. Finalmente, si la opción no tiene knock out antes
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de la expiracíon, entonces su payoff es igual al de la call Europea (ie:v(T, x) = (x − K)+).

En resumen,v(t, x) satisface las condiciones de contorno (4.4)-(4.6). La fórmula (4.5) puede

obtenerse sustituyendox = B en (4.18), pero parax > B, el lado derecho de (4.18) no es 0.

La fórmula (4.18) fúe derivada sobre la suposición 0 < x ≤ B, y es incorrecta six > B. Las

fórmulas (4.4) y (4.6) no pueden obtenerse sustituyendox = 0 y t = T ( τ = 0) en (4.18) debido

a que los denominadores se anulan, pero se puede mostrar que (4.18) da esas fórmulas como

lı́mite cuandox ↓ 0 y τ ↓ 0; ver ejercicio 2.

4.2. Opciones lookback

Una opcíon cuyo payoff est́a basado en el ḿaximo que el precio del activo subyacente

alcanza sobre algún intervalo de tiempo anterior al de expiración se llama unaLookback option.

La discusíon de esta opción introduce un nuevo tipo de diferencial, una diferencial que no es ni

dt ni dW̃ (t).

Ejemplo 4.2.1. Consideremos una opción lookback que expira enT = 3 y el modelo binomial

para el precio del activo conS0 = 100, r = 1
20

= 0,05 y factores up y downu = 1,1 y d = 0,9,

igual que en el ejemplo 4.1.1. De esta manera, la probabilidad (riesgo neutral) de que el precio

aumente en un paso esp̃ = 3
4

= 0,75. El árbol de precios está descripto en la figura 4.1 del

ejemplo 4.1.1.

Lo que vamos a calcular es el valor ent = 0 de la opcíon lookback con payoff

V (3) = Y (3)− S(3),

dondeY (3) = máx0≤i≤3 Si.

Notemos que para encontrar el valor final de nuestra opción, se precisa conocer más que el

valor final de la accíon, se necesita saber donde ha estado en cada punto durante el tiempo.

Entonces, para obtenerV (0) debemos primero considerar la siguiente tabla con los valores

deY (3) para todos los posibles caminos:
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Camino Y(3)

hastat = 3

ccc 133.1

ccx 121

cxc 110

cxx 110

xcc 108.9

xcx 100

xxc 100

xxx 100

De esta manera, por la fórmula de valuación de riesgo neutral ent = 0 (2.2), obtenemos

V (0) =
1

(1 + r)3
Ẽ(V (3)) =

20

21
Ẽ(Y (3)− S(3)) = 4,08

Comenzamos con un movimiento geométrico browniano como modelo del precio del activo,

el cual puede ser escrito igual que en la sección anterior como

S(t) = S(0)eσŴ (t),

dondeŴ (t) = αt + W̃ (t) y

α =
1

σ
(r − 1

2
σ2).

Con

M̂(t) = máx
0≤u≤t

Ŵ (u),

podemos escribir el ḿaximo del precio del activo hasta el tiempot como

Y (t) = máx
0≤u≤t

S(u) = S(0)eσM̂(t).

La opcíon lookback considerada en esta sección tiene el payoff

V (T ) = Y (T )− S(T ).
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Este payoff es no negativo debido a queY (T ) ≥ S(T ).

Seat ∈ [0, T ] dado. En el tiempot, el precio riesgo-neutral de la opción lookback es

V (t) = Ẽ[e−r(T−t)(Y (T )− S(T ))|z(t)] (4.19)

Debido a que el par de procesos(S(t), Y (t)) tienen la propiedad de Markov (ver ejercicio

3), para toda funciónf no negativa medible Borel y todot, 0 ≤ t ≤ T debe existir una función

v(t, x, y) medible Borel tal que

Ẽ(f(T, S(T ), Y (T ))|z(t)) = v(t, S(t), Y (t)).

Consideremosf tal que f(T, S(T ), Y (T )) = e−r(T−t)(Y (T ) − S(T )). Pero,V (t) =

Ẽ[e−r(T−t)(Y (T )− S(T ))|z(t)]. Por lo tanto,

V (t) = v(t, S(t), Y (t)).

A continuacíon caracterizaremos esta función por la ecuación B-S-M. Luego, la calcularemos

expĺıcitamente.

Teorema 4.2.2.Denotemos porv(t, x, y) al precio en tiempot de la opcíon lookback sobre la

suposicíon queS(t) = x eY (t) = y. Entoncesv(t, x, y) satisface la ecuación B-S-M

vt(t, x, y) + rxvx(t, x, y) +
1

2
σ2x2vxx(t, x, y) = rv(t, x, y) (4.20)

en la regíon{(t, x, y); 0 ≤ t < T, 0 ≤ x ≤ y} y satisface las condiciones de contorno

v(t, 0, y) = e−r(T−t)y, 0 ≤ t ≤ T, y ≥ 0; (4.21)

vy(t, y, y) = 0, 0 ≤ t ≤ T, y > 0; (4.22)

v(T, x, y) = y − x, 0 ≤ x ≤ y. (4.23)
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La propiedad de condicionamiento iterado implica quee−rtV (t) = e−rtv(t, S(t), Y (t)),

dondeV (t) dado por (4.19) es una martingala sobreP̃ . Calculamos su diferencial y tomamos

el término dt igual a cero para obtener (4.20). Sin embargo, cuando hacemos esto, aparece

el términodY (t). Este es diferente del términodS(t), porqueS(t) tiene variacíon cuadŕatica

distinta de cero, mientras queY (t) tiene variacíon cuadŕatica cero. Esto se debe a queY (t)

es continua y no decreciente ent. Sea0 = t0 < t1 < ... < tm = T una particíon de[0, T ].

Entonces

m∑
j=1

(Y (tj)− Y (tj−1))
2 ≤ máx

j=1,...,m
(Y (tj)− Y (tj−1))

m∑
j=1

(Y (tj)− Y (tj−1))

= máx
j=1,...,m

(Y (tj)− Y (tj−1)) · (Y (T )− Y (0)), (4.24)

y máxj=1,...,m(Y (tj) − Y (tj−1) tiene ĺımite cero cuandomáxj=1,...,m(tj − tj−1) tiende a cero

debido a queY (t) es continua. Concluimos queY (t) acumula variacíon cuadŕatica cero en

[0, T ], hecho que denotamos por

dY (t)dY (t) = 0. (4.25)

Este argumento funciona porqueY (tj)− Y (tj−1) es no negativa, y por lo tanto no necesitamos

tomar el valor absoluto de esos términos en (4.24). Este argumento muestra que en cualquier in-

tervalo en el cual una función es continua y no decreciente,ésta acumulará variacíon cuadŕatica

cero.

Por otro lado,dY (t) no es un t́erminodt: no hay un procesoΘ(t) tal quedY (t) = Θ(t)dt.

En otras palabras, no podemos escribirY (t) como

Y (t) = Y (0) +

∫ t

0

Θ(u)du. (4.26)

Si pudíeramos, entoncesΘ(u) seŕıa cero cada vez queu est́a en un“ flat spot” de Y (t), es

decir, cada vez queu se encuentra en un intervalo dondeY (t) es constante. Esto ocurre cada

vez queS(t) se encuentra bajo su máximo al d́ıa (ver figura 4.3). La figura 4.3 sugiere que hay

intervalos de tiempo en los cualesY (t) es estrictamente creciente, pero de hecho tal intervalo

no existe. Tal intervalo puede ocurrir sólo si S(t) es estrictamente creciente enél, y si hubiera
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tal intervalo, entoncesS(t) acumulaŕıa variacíon cuadŕatica cero en el mismo (ver el argumento

en el ṕarrafo previo). Este no es el caso debido a quedS(t)dS(t) = σS2(t)dt es positivo para

todo t. Entonces, a pesar de la sugerencia de la figura 4.3, las longitudes de los“flat spots” de

Y (t) en cualquier intervalo de tiempo[0, T ] sumaT . Por lo tanto, si la igualdad (4.26) ocurriera,

necesitaŕıamos tener tenerΘ(u) = 0 por Lebesgue para“casi todo punto” (a.e.)u en[0, T ]. Esto

resultaŕıa enY (t) = Y (0) para0 ≤ t ≤ T . Pero de hechoY (t) > Y (0) para todot > 0.

Concluimos queY (t) no puede ser representado en la forma (4.26);dY (t) no es un t́erminodt.

Los caminos deY (t) son creciente en el tiempo, pero crecen en un conjunto de tiempos

que tiene medida de Lebesgue cero. Cada intervalo de tiempo[0, T ] contiene una sucesión de

subintervalos cuyas longitudes sumanT , y en cada uno de esos subintervalos,Y (t) es constante.

Los subintervalos particulares dependen del camino, pero a pesar del camino , las longitudes de

esos subintervalos sumanT .

Afortunadamente, podemos trabajar con el diferencial deY (t). Ya hemos argumentado que

dY (t)dY (t) = 0. Similarmente, tenemos

dY (t)dS(t) = 0 (4.27)

(ver ejercicio 4). Ahora proveeremos la prueba del Teorema 4.2.2.

Demostracíon. del Teorema 4.2.2Usaremos la f́ormula de It̂o-Doeblin, (4.25) y (4.27) para

diferenciar la martingalae−rtv(t, S(t), Y (t)) y obtener

d(e−rtv(t, S(t), Y (t))) = e−rt[−rv(t, S(t), Y (t))dt + vt(t, S(t), Y (t))dt + vx(t, S(t), Y (t))dS(t)

+
1

2
vxx(t, S(t), Y (t))dS(t)dS(t) + vy(t, S(t), Y (t))dY (t)]

= e−rt[−rv(t, S(t), Y (t)) + vt(t, S(t), Y (t)) + rS(t)vx(t, S(t), Y (t))

+
1

2
σ2S2(t)vxx(t, S(t), Y (t))]dt + e−rtσS(t)vx(t, S(t), Y (t))dW̃ (t)

+ e−rtvy(t, S(t), Y (t))dY (t).

Para tener una martingala, el términodt debe ser cero, y esto nos da la ecuación B-S-M (4.20).

La nueva caracterı́stica es que el términoe−rtvy(t, S(t), Y (t))dY (t) tambíen debe ser cero.Éste
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Figura 4.3: Movimiento geoḿetrico browniano y su ḿaximo al d́ıa

no puede ser cancelado por el términodt o por el t́erminodW̃ (t) porque es fundamentalmente

diferente de esos dos términos. El t́erminodY (t) es naturalmente cero en los“ flat spots” de

Y (t) (ie: cuandoS(t) < Y (t)). Sin embargo, en los tiempos cuandoY (t) crece, los cuales son

los tiempos en queS(t) = Y (t), el términoe−rtvy(t, S(t), Y (t)) debe ser cero debido a que

dY (t) es“ positivo”. Esto nos da la condición de contorno (4.22).

La condicíon de contorno (4.23) es el payoff de la opción. Si en cualquier tiempot tenemos

S(t) = 0, entonces tendremosS(T ) = 0. Adeḿas,Y seŕa constante en[t, T ]; si Y (t) = y,

entoncesY (T ) = y y el precio de la opción en tiempot es este valor descontado desdeT hacia

t. Esto nos da la condición de contorno (4.21).

Nota4.2.3. La prueba del Teorema 4.2.2 muestra que

d(e−rtv(t, S(t), Y (t))) = e−rtσS(t)vx(t, S(t), Y (t))dW̃ (t).

Exactamente como en la Nota 4.1.4, esta ecuación implica que la f́ormula (4.11) funciona. En



112 CAPÍTULO 4. OPCIONES EXÓTICAS: BARRERA, LOOKBACK Y ASIÁTICAS

contraste a la situación en la Nota 4.1.4, aquı́ la función v(t, x, y) es continua y no tenemos

problemas con valores delta y gamma grandes.

Para poder obtener una fórmula expĺıcita para el precio de la opción lookback, es necesario

primero transformar av(t, x, y) en una funcíon de dos variables.

El precio de la opcíon lookback tiene una propiedad de escalado lineal:

v(t, λx, λy) = λv(t, x, y) ∀λ > 0.

Esto es debido a que escalando tantoS(t) comoY (t) por la misma constante positiva en el

tiempot antes de la expiración resulta el payoffY (T )−S(T ) escalado por la misma constante.

En particular, si conocemos la función de dos variables

u(t, z) = v(t, z, 1), 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ z ≤ 1,

entonces podemos fácilmente determinar la función de tres variablesv(t, x, y) por la fórmula

v(t, x, y) = yv(t,
x

y
, 1) = yu(t,

x

y
), 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ y, y > 0. (4.28)

De (4.28), podemos calcular las derivadas parciales:

vt(t, x, y) = yut(t,
x

y
),

vx(t, x, y) = yuz(t,
x

y
) · ∂

∂x
(
x

y
) = uz(t,

x

y
),

vxx(t, x, y) = uzz(t,
x

y
) · ∂

∂y
(
x

y
) =

1

y
uzz(t,

x

y
),

vy(t, x, y) = u(t,
x

y
) + yuz(t,

x

y
)

∂

∂y
(
x

y
)

= u(t,
x

y
)− x

y
uz(t,

x

y
).
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Sustituyendo en la ecuación B-S-M (4.20) produce

0 = −rv(t, x, y) + vt(t, x, y) + rxvx(t, x, y) +
1

2
σ2x2vxx(t, x, y)

= y[−ru(t,
x

y
) + ut(t,

x

y
) + r(

x

y
)uz(t,

x

y
) +

1

2
σ2(

x

y
)2uzz(t,

x

y
)].

Cancelandoy y haciendo el cambio de variablez = x
y
, vemos queu(t, z) satisface la ecuación

de B-S-M

ut(t, z) + rzvz(t, z) +
1

2
σ2z2uzz(t, z) = ru(t, z) 0 ≤ t < T, 0 < z < 1. (4.29)

Las condiciones de contorno parau(t, z) pueden ser obtenidas de las condiciones de contorno

(4.21)-(4.23) parav(t, x, y). En particular,

e−r(T−t)y = v(t, 0, y) = yu(t, 0)

implica

u(t, 0) = e−r(T−t), 0 ≤ t ≤ T. (4.30)

Además,

0 = vy(t, y, y) = u(t, 1)− uz(t, 1)

implica

u(t, 1) = uz(t, 1), 0 ≤ t < T. (4.31)

Finalmente,

y − x = v(T, x, y) = yu(T,
x

y
)

implica

u(T, z) = 1− z, 0 ≤ z ≤ 1. (4.32)

La ecuacíon (4.29) y las condiciones de contorno (4.30)-(4.32) determinan unı́vocamente la

funciónu(t, z). Como una consecuencia, vemos que la ecuación de B-S-M y las condiciones de

contornos en el Teorema 4.2.2 determinan unı́vocamente la funciónv(t, x, y).
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Ahora calcularemos la función v(t, x, y) del Teorema 4.2.2 explı́citamente. Haremos esto

para los valores 0≤ t < T y 0 < x ≤ y. Debido a queY (t) ≥ S(t) para todot, no necesitamos

calcular valores dev(t, x, y) parax > y. En el ejercicio 5 se calculan las derivadas parciales de

v(t, x, y) y se verifica que la ecuación de B-S-M y las condiciones de contorno en el Teorema

4.2.2 se satisfacen (Ver ejercicio 6).

Para0 ≤ t < T y τ = T − t, observamos que

Y (T ) = S(0)eσM̂(t)eσ(M̂(T )−M̂(t)) = Y (t)eσ(M̂(T )−M̂(t)).

Si elmáxt≤u≤T Ŵ (u) > M̂(t) ( ie: si Ŵ alcanza un nuevo ḿaximo en[t, T ] ), entonces

M̂(T )− M̂(t) = máx
t≤u≤T

Ŵ (u)− M̂(t).

Por otro lado, simáxt≤u≤T Ŵ (u) ≤ M̂(t), entoncesM̂(T ) = M̂(t) y

M̂(T )− M̂(t) = 0.

En ambos casos, tenemos

M̂(T )− M̂(t) = [ máx
t≤u≤T

Ŵ (u)− M̂(t)]+

= [ máx
t≤u≤T

(Ŵ (u)− Ŵ (t))− (M̂(t)− Ŵ (t))]+.

Multiplicando esta ecuación porσ y usando las definiciones deS(t) eY (t), obtenemos

σ(M̂(T )− M̂(t)) = [ máx
t≤u≤T

σ(Ŵ (u)− Ŵ (t))− ln
Y (t)

S(t)
]+. (4.33)

Por lo tanto,V (t) en (4.19) es

V (t) = e−rτ Ẽ[Y (t) exp{[ máx
t≤u≤T

σ(Ŵ (u)− Ŵ (t))− ln
Y (t)

S(t)
]+}|z(t)]− ertẼ[e−rT S(T )|z(t)].

(4.34)

Debido a que el precio descontado del activo es una martingala sobreP̃ , el segundo t́ermino en

(4.34) eserte−rtS(t) = S(t). Para el primer t́ermino, podemos“sacar fuera lo que es conocido”

( ver Teorema 1.2.6 ii) ) para obtener

e−rτY (t)Ẽ[exp{[ máx
t≤u≤T

σ(Ŵ (u)− Ŵ (t))− ln
Y (t)

S(t)
]+}|z(t)]. (4.35)



4.2. OPCIONES LOOKBACK 115

Debido a queY (t) y S(t) sonz(t)-medibles ymáxt≤u≤T σ(Ŵ (u) − Ŵ (t)) es independiente

dez(t), podemos usar el Lema de Independencia, Lema 1.2.7, para escribir la esperanza condi-

cional en (4.35) comog(S(t), Y (t)), donde

g(x, y) = Ẽ(exp{[ máx
t≤u≤T

σ(Ŵ (u)− Ŵ (t))− ln
y

x
]+}). (4.36)

Notar que la esperanza en (4.36) ya no está condicionada az(t). Reuniendo estos resultados,

tenemos que

V (t) = e−rτY (t)g(S(t), Y (t))− S(t)

ó, equivalentemente,

v(t, x, y) = e−rτyg(x, y)− x. (4.37)

Queda por calcular la funcióng(x, y). Debido a que

máx
t≤u≤T

σ(Ŵ (u)− Ŵ (t)) = σ máx
t≤u≤T

(Ŵ (u)− Ŵ (t)),

y máxt≤u≤T (Ŵ (u) − Ŵ (t)) tiene la misma distribución sobreP̃ que máx0≤u≤τ (Ŵ (u) −

Ŵ (0)) = M̂(τ), la funcíong(x, y) de (4.36) puede también ser escrita como

g(x, y) = Ẽ(exp{[σM̂(τ)− ln
y

x
]+})

= P̃{M̂(τ) ≤ 1

σ
ln

y

x
}+

x

y
Ẽ(eσM̂(τ)I{M̂(τ)≥ 1

σ
ln y

x
}) (4.38)

Calculamos ambos términos en el lado derecho de (4.38).

Para calcular el primer término en el lado derecho de (4.38), usamos (4.13) conT en lugar

deτ y m en lugar de1
σ

ln y
x
. Con esos reemplazos, los argumentos deN que aparecen en el lado
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derecho de (4.13) son

1√
τ
[
1

σ
ln

y

x
− ατ ] =

1

σ
√

τ
[ln

y

x
− (r − 1

2
σ2)τ ]

= − 1

σ
√

τ
[ln

x

y
+ (r − 1

2
σ2)τ ]

= −δ−(τ,
x

y
),

1√
τ
[− 1

σ
ln

y

x
− ατ ] =

1

σ
√

τ
[− ln

y

x
− (r − 1

2
σ2)τ ]

= −δ−(τ,
y

x
),

dondeδ±(τ, s) est́a definida por (4.16). El términoe2αm que aparece en el lado derecho de (4.13)

resulta

exp{2α

σ
ln

y

x
} = exp{(2r

σ2
− 1) ln

y

x
} = (

y

x
)

2r
σ2−1.

Se sigue de (4.13) que

P̃{M̂(τ) ≤ 1

σ
ln

y

x
} = N(−δ−(τ,

x

y
))− (

y

x
)

2r
σ2−1N(−δ−(τ,

y

x
)). (4.39)

El segundo t́ermino en el lado derecho de (4.38) es calculado usando la densidad deM̂(τ) sobre

P̃ dada por (4.14) conτ en lugar deT . Efectivamente,

x

y
Ẽ(eσM̂(τ)I{M̂(τ)≥ 1

σ
ln y

x
}) =

x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

eσmf̃M̂(τ)(m)dm

=
x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2√
2πτ

eσm− 1
2τ

(m−ατ)2dm

− x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2αe(σ+2α)mN(
−m− ατ√

τ
)dm (4.40)

Calculamos la primer integral en el lado derecho de (4.40). Debido a que

rτ − 1

2τ
(m− ατ − στ)2 = rτ − 1

2τ
(m− ατ)2 + σ(m− ατ)− 1

2
σ2τ

= rτ − 1

2τ
(m− ατ)2 + σm− (r − 1

2
σ2)τ − 1

2
σ2τ

= σm− 1

2τ
(m− ατ)2,
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podemos escribir el primer término en el lado derecho de (4.40) como

x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2√
2πτ

eσm− 1
2τ

(m−ατ)2dm =
2xerτ

y
√

2πτ

∫ ∞

1
σ

ln y
x

e−
1
2τ

(m−ατ−στ)2dm. (4.41)

Hacemos el cambio de variableξ = ατ+στ−m√
τ

, entonces el lı́mite inferior de integración 1
σ

ln y
x

resulta

1√
τ
(ατ + στ − 1

σ
ln

y

x
) =

1

σ
√

τ
(ln

y

x
+ rτ +

1

2
σ2τ) = δ+(τ,

x

y
).

Con este cambio de variable en la integral en el lado derecho de (4.41), obtenenemos la siguiente

fórmula para el primer término en el lado derecho de (4.40):

x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2√
2πτ

eσm− 1
2τ

(m−ατ)2dm =
2xerτ

y
√

2π

∫ δ+(τ, x
y
)

−∞
e−

1
2
ξ2

dξ

=
2xerτ

y
N(δ+(τ,

x

y
)). (4.42)

El segundo t́ermino en el lado derecho de (4.40) requiere invertir el orden de integración. Debido

a queσ + 2α = 2r
σ

, este t́ermino es

−x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2αe(σ+2α)mN(
−m− ατ√

τ
)dm = − 2αx

y
√

2π

∫ ∞

1
σ

ln y
x

∫ 1√
τ
(−m−ατ)

−∞
e

2
σ

rm− 1
2
ξ2

dξdm

= − 2αx

y
√

2π

∫ −δ−(τ, y
x
)

−∞

∫ −ξ
√

τ−ατ

1
σ

ln y
x

e
2
σ

rm− 1
2
ξ2

dmdξ.

(4.43)

La integral interna en (4.43) puede ser evaluada. Efectivamente,

∫ −ξ
√

τ−ατ

1
σ

ln y
x

e
2rm

σ
− ξ2

2 dm =
σ

2r
e

2rm
σ
− ξ2

2 |m=−ξ
√

τ−ατ

m= 1
σ

ln y
x

=
σ

2r
e

2r
σ

(−ξ
√

τ−ατ)− 1
2 ξ2 − σ

2r
e

2r
σ2 ln y

x
− 1

2
ξ2

.
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Pero

2r

σ
(−ξ

√
τ − ατ)− ξ2

2
= −ξ2

2
− 2rξ

√
τ

σ
− 2rατ

σ

= −1

2
(ξ +

2r
√

τ

σ
)2 +

2rτ

σ2
− 2rατ

σ

= −1

2
(ξ +

2r
√

τ

σ
)2 +

2rτ

σ2
(r − σα)

= −1

2
(ξ +

2r
√

τ

σ
)2 + rτ

y

e
2r
σ2 ln y

x
− ξ2

2 = (
y

x
)

2r
σ2 e−

ξ2

2 .

Por lo tanto, la integral interna en (4.43) es∫ −ξ
√

τ−ατ

1
σ

ln y
x

e
2rm

σ
− ξ2

2 dm =
σ

2r
erτ− 1

2 (ξ +
2r
√

τ

σ
)2 − σ

2r
(
y

x
)

2r
σ2 e−

ξ2

2 .

Continuamos con (4.43) haciendo esta sustitución para la integral interna:

−x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2αe(σ+2α)mN(
−m− ατ√

τ
)dm = − ασx

ry
√

2π

∫ −δ−(τ, y
x
)

−∞
erτ− 1

2 (ξ +
2r
√

τ

σ
)2dξ

+
ασ

r
√

2π
(
y

x
)

2r
σ2−1

∫ −δ−(τ, y
x
)

−∞
e−

ξ2

2 dξ

= −ασxerτ

ry
√

2π

∫ −δ−(τ, y
x
)

−∞
e−

1
2 (ξ +

2r
√

τ

σ
)2dξ

+
ασ

r
(
y

x
)

2r
σ2−1N(−δ−(τ,

y

x
)). (4.44)

En la primer integral en el lado derecho de (4.44), hacemos el cambio de variableη = ξ + 2r
√

τ
σ

,

y el lı́mite superior de integración resulta

−δ−(τ,
y

x
) +

2r
√

τ

σ
=

1

σ
√

τ
[− ln

y

x
− (r − 1

2
σ2)τ + 2rτ ]

=
1

σ
√

τ
[ln

x

y
+ (r +

1

2
σ2)τ ]

= δ+(τ,
x

y
).
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Concluimos que

−x

y

∫ ∞

1
σ

ln y
x

2αe(σ+2α)mN(
−m− ατ√

τ
)dm = −ασx

ry
erτN(δ+(τ,

x

y
))+

ασ

r
(
x

y
)

2r
σ2−1N(−δ−(τ,

y

x
)).

(4.45)

Ahora ponemos todo lo obtenido junto. La función v(t, x, y) para 0≤ t < T y 0 < x ≤ y

est́a dada por (4.37), dondeg(x, y) est́a dada por (4.38). Hemos calculado ambos términos en

el lado derecho de (4.38). El primer término est́a dado por (4.39), y el segundo término es en

śı mismo la suma de los dos términos en (4.40). Esos dos términos est́an dados por (4.42) y

(4.45). Adeḿas, el t́ermino
ασ

r
que aparece en esas fórmulas es igual a1− σ2

2r
. Concluimos que

v(t, x, y) = e−rτy[N(−δ−(τ,
x

y
))− (

y

x
)

2r
σ2−1N(−δ−(τ,

y

x
)) + 2(

x

y
)erτN(δ+(τ,

x

y
))

− (1− σ2

2r
)(

x

y
)erτN(δ+(τ,

x

y
)) + (1− σ2

2r
)(

x

y
)

2r
σ2−1N(−δ−(τ,

y

x
))]− x.

Simplificando resulta en la fórmula

v(t, x, y) = (1 +
σ2

2r
)xN(δ+(τ,

x

y
)) + e−rτyN(−δ−(τ,

x

y
))

− σ2

2r
e−rτ (

x

y
)

2r
σ2 N(−δ−(τ,

y

x
))− x, 0 ≤ t < T, 0 < x ≤ y. (4.46)

La funciónu relacionada av poru(t, z) = v(t, z, 1) , satisface

u(t,
x

y
) = (1 +

σ2

2r
)(

x

y
)N(δ+(τ,

x

y
)) + e−rτN(−δ−(τ,

x

y
))

− σ2

2r
e−rτ (

x

y
)1− 2r

σ2 N(−δ−(τ,
y

x
))− x

y
.

Haciendo el cambio de variablez =
x

y
, obtenemos

u(t, z) = (1 +
σ2

2r
)zN(δ+(τ, z) + e−rτN(−δ−(τ, z)

− σ2

2r
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))− z, 0 ≤ t < T, 0 < z ≤ 1. (4.47)
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4.3. Opciones asíaticas

Unaopción asíatica es una opcíon cuyo payoff incluye un promedio del precio del activo

subyacente a lo largo del tiempo. El promedio puede ser sobre el perı́odo de tiempo entero entre

la iniciación y la expiracíon o puede ser sobre algún peŕıodo de tiempo que comience después

que la iniciacíon de la opcíon y finalice con la expiración de la opcíon. El promedio puede ser

continuo
1

T

∫ T

0

S(t)dt,

o puede ser discreto,
1

m

m∑
j=1

S(tj),

donde 0< t1 < t2... < tm = T. La principal raźon para basar un payoff de una opción en un

promedio del precio del activo es hacer más dificultoso a alguien afectar significativamente el

payoff por manipulacíon del precio del activo subyacente.

El precio de las opciones asiáticas no se conoce en forma cerrada. Por lo tanto, en esta

seccíon discutiremos dos maneras para derivar ecuaciones diferenciales parciales para precios

de opciones asiáticas.

Ejemplo 4.3.1. Ahora consideremos una opción asíatica que expira enT = 3 con promedio

discreto y strikeK = 100. Tomemos el modelo binomial para el precio del activo tal que

S0 = 100, r = 1
20

= 0,05 y factores up y downu = 1,1 y d = 0,9, como hicimos en los dos

ejemplos anteriores. La probabilidad (riesgo neutral) de que el precio aumente en un paso es

p̃ = 3
4

= 0,75. El árbol de precios está descripto en la figura 4.1 del ejemplo 4.1.1.

Lo que vamos a calcular es el valor ent = 0 de la opcíon asíatica con payoff

V (3) = máx{1

3

3∑
j=1

Sj −K, 0} = (
1

3

3∑
j=1

Sj −K)+

Una vez ḿas, para encontrar el valor final de nuestra opción, se precisa conocer no sólo el

valor final de la accíon, sino donde ha estado en cada punto durante el tiempo.
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De esta manera, para obtenerV (0) debemos primero calcular el promedio de los valores

{Si}i=0,1,2,3 para todos los caminos. Esto se describe en la siguiente tabla

Camino 1
3

∑3
j=1 Sj

hastat = 3

ccc 121.37

ccx 113.3

cxc 105.97

cxx 99.37

xcc 99.3

xcx 92.7

xxc 86.7

xxx 81.3

De esta manera, por la fórmula de valuación de riesgo neutral ent = 0 (2.2), obtenemos

V (0) =
1

(1 + r)3
Ẽ(V (3)) =

20

21
Ẽ

(
(
1

3

3∑
j=1

Sj − 100)+

)
= 11,17

Observemos que esta opción es mucho mas cara que la opción barrera y la opción lookback,

debido a quéesta considera un promedio del precio del activo y ası́ disminuye el riesgo.

Una vez ḿas, comenzamos con un movimiento geométrico brownianoS(t) dado por

dS(t) = rS(t)dt + σS(t)dW̃ (t), (4.48)

dondeW̃ (t), 0 ≤ t ≤ T , es un movimiento browniano sobre la medida de riesgo-neutralP̃ .

Consideremos una call asiática con strike fijo cuyo payoff en tiempoT es

V (T ) = (
1

T

∫ T

0

S(t)dt−K)+, (4.49)
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donde el precio strikeK es una constante no negativa. El precio en los tiempost antes del

tiempo de expiraciónT de esta call está dado por la f́ormula de valuación de riesgo-neutral

V (t) = Ẽ(e−r(T−t)V (T )|z(t)), 0 ≤ t ≤ T. (4.50)

El argumento usual de condicionamiento iterado muestra que

e−rtV (t) = Ẽ(e−rT V (T )|z(t)), 0 ≤ t ≤ T,

es una martingala sobrẽP . Esta es la cantidad que deseamos calcular. A continuación, de-

scribiremos dos diferentes maneras de calcular esto.

El payoff de la opcíon asíaticaV (T ) en (4.49) escamino-dependiente. El precio de la opcíon

en tiempot depende no śolo det y S(t), sino tambíen del camino que el precio del activo ha

seguido hasta el tiempot. En particular, no podemos invocar la propiedad de Markov para decir

queV (t) es una funcíon det y S(t) debido a queV (T ) no es una función deT y S(T ); V (T )

depende del camino total deS.

Para superar esta dificultad definimos un segundo proceso

Y (t) =

∫ t

0

S(u)du (4.51)

La ecuacíon diferencial estoćastica paraY (t) es entonces

dY (t) = S(t)dt. (4.52)

Debido a que el par de procesos(S(t), Y (t)) est́a gobernado por el par de ecuaciones difer-

enciales estoćasticas (4.48) y (4.52), ellos constituyen un proceso de Markov bidimensional

(Teorema 3.2.15). Adeḿas, el payoff de la callV (T ) es una funcíon deT y del valor final

(S(T ), Y (T )) de este proceso. De hecho,V (T ) depende śolo deT y deY (T ), por la f́ormula

V (T ) = (
1

T
Y (T )−K)+. (4.53)
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Esto implica que debe existir alguna funciónv(t, x, y) tal que el precio de la call asiática (4.50)

est́e dado por

v(t, S(t), Y (t)) = E(e−r(T−t)(
1

T
Y (T )−K)+|z(t))

= E(e−r(T−t)V (T )|z(t)) (4.54)

La funciónv(t, x, y) satisface una ecuación diferencial parcial. En el próximo teorema proveer-

emos esta ecuación y tres condiciones de contorno. Sin embargo, para resolver numéricamente

esta ecuación, normalmente serı́a necesario también especificar el comportamiento dev(t, x, y)

cuandox se acerca a∞ ey se acerca a∞ o−∞.

Teorema 4.3.2.La funcíon del precio de la call asiática v(t, x, y) de (4.54) satisface la

ecuacíon diferencial parcial

vt(t, x, y)+rxvx(t, x, y)+xvy(t, x, y)+
1

2
σ2x2vxx(t, x, y) = rv(t, x, y) 0 ≤ t < T, x ≥ 0, y ∈ R,

(4.55)

y las condiciones de contorno

v(t, 0, y) = e−r(T−t)(
y

T
−K)+, 0 ≤ t < T, y ∈ R, (4.56)

ĺım
y↓−∞

v(t, x, y) = 0, 0 ≤ t < T, x ≥ 0, (4.57)

v(T, x, y) = (
y

T
−K)+, x ≥ 0, y ∈ R. (4.58)

Demostracíon. Usando las ecuaciones diferenciales estocásticas (4.48) y (4.52) y notando que

dS(t)dY (t) = dY (t)dY (t) = 0, tomamos el diferencial de lãP - martingalae−rtV (t) =

e−rtV (t, S(t), Y (t)). Este diferencial es

d(e−rtv(t, S(t), Y (t))) = e−rt[−rvdt + vtdt + vxdS + vydY +
1

2
vxxdSdS]

= e−rt[−rv + vt + rSvx + Svy +
1

2
σ2S2vxx]dt + e−rtσSvxdW̃ (t).

(4.59)
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Para que esto sea una martingala, el término dt debe ser cero, lo cual implica

rv(t, S(t), Y (t)) = vt(t, S(t), Y (t)) + rS(t)vx(t, S(t), Y (t)) + S(t)vy(t, S(t), Y (t))

+
1

2
σ2S(t)2vxx(t, S(t), Y (t)).

ReemplazandoS(t) por la variablex eY (t) por la variabley, obtenemos (4.55).

Notemos queS(t) debe ser siempre no negativa, y entonces (4.54) ocurre parax ≥ 0. Si

S(t) = 0 eY (t) = y para alǵun valor det, entoncesS(u) = 0 para todou ∈ [t, T ], y entonces

Y (u) es constante en[t, T ]. Por lo tanto,Y (T ) = y, y el valor de la call asiática en tiempot es

( y
T
−K)+, descontado desdeT haciat. Esto nos da la condición de contorno (4.56).

En contraste, este no es el caso que siY (t) = 0 para alǵun tiempot, entoncesY (u) = 0

para todou ≥ 0. Por lo tanto, no podemos fácilmente determinar el valor dev(t, x, 0), y no

proveemos una condición en el contornoy = 0. En efecto, al menos matemáticamente no hay

problema en permitir ay ser negativa. Si en tiempot tomamosY (t) = y, entoncesY (T )

est́a definida por (4.52). En forma integral, esta fórmula es

Y (T ) = y +

∫ T

t

S(u)du. (4.60)

Aún si y es negativo, esto tiene sentido, y en este caso podrı́amos tenerY (T ) > 0 o áun

1
T
Y (T )−K > 0, tal que la call expira in the money. Cuando usamos las ecuaciones diferenciales

(4.48) y (4.52) para describir el“ estado” de los procesosS(t) e Y (t), no hay raźon para

requerir queY (t) sea no negativa (todavı́a pedimos queS(t) sea no negativo debido a que

x = 0 es un contorno natural paraS(t)). Por esta raźon, no restringimos los valores dey en

la ecuacíon diferencial parcial (4.55). El contorno natural paray esy = −∞. Si Y (t) = y,

S(t) = x, y teniendox fijo hacemos tendery → −∞, entoncesY (T ) se acerca a−∞ (ver

(4.60)), la probabilidad que la call expire in the money se acerca a cero, y el precio de la opción

se acerca a cero. El contorno natural paray esy = −∞, y la condicíon de contorno allı́ es

(4.57).

La condicíon de contorno (4.58) es exactamente el payoff de la call.
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Nota4.3.3. Despúes de tomar el términodt en (4.59) igual a cero, vemos que

d(e−rtv(t, S(t), Y (t))) = e−rtσS(t)vx(t, S(t), Y (t))dW̃ (t). (4.61)

El valor descontado de un portfolio que en cada tiempot toma∆(t) acciones del activo subya-

cente est́a dado por

d(e−rtX(t)) = e−rtσS(t)∆(t)dW̃ (t). (4.62)

Para hedgear una posición short en la call asiática, un agente debe igualar esas dos diferenciales,

lo cual conduce a la fórmula

∆(t) = vx(t, S(t), Y (t)).

Ahora presentamos una ecuación diferencial parcial cuya solución conduce al precio de la

opción asíatica. Trabajamos esto sobre ambos promedios: continuo y discreto. La derivación de

esta ecuación involucra uncambio de numeración( ver [1], Cap. 9). Derivamos fórmulas sobre

la suposicíon que la tasa de interésr no es cero.

Primero consideremos el caso de una call asiática con payoff

V (T ) = (
1

c

∫ T

T−c

S(t)dt−K)+, (4.63)

dondec es una constante que satisface0 < c ≤ T y K es una constante no negativa. Sic = T ,

ésta es la call asiática (4.49). Aqúı tambíen admitimos la posibilidad de que el promedio sea

sobre un intervalo de tiempo menor que el intervalo de tiempo total entre la iniciación y la

expiracíon de la call.

Para valuar esta call, creamos un proceso de portfolio cuyo valor en tiempoT es

X(T ) =
1

c

∫ T

T−c

S(u)du−K.

Comenzamos con una función del tiempo no aleatoriaγ(t), 0 ≤ t ≤ T , la cual seŕa el ńumero de

acciones del activo tomadas por nuestro portfolio. No habrá t́erminos de movimiento browniano

enγ(t), y debido a esto se cumplirádγ(t)dγ(t) = dγ(t)dS(t) = 0. Esto implica que

d(γ(t)S(t)) = γ(t)dS(t) + S(t)dγ(t), (4.64)
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lo cual adeḿas implica

d(er(T−t)γ(t)S(t)) = er(T−t)d(γ(t)S(t))− rer(T−t)γ(t)S(t)dt

= er(T−t)γ(t)dS(t) + er(T−t)S(t)dγ(t)− rer(T−t)γ(t)S(t)dt. (4.65)

Reordenando los términos en (4.65), obtenemos

er(T−t)γ(t)(dS(t)− rS(t)dt) = d(er(T−t)γ(t)S(t))− er(T−t)S(t)dγ(t). (4.66)

Un agente que tomaγ(t) acciones del activo en cada tiempot y financia esto invirtiendo o

pidiendo prestado a la tasa de interésr tendŕa un portfolio cuyo valor evoluciona de acuerdo a

la ecuacíon

dX(t) = γ(t)dS(t) + r(X(t)− γ(t)S(t))dt

= rX(t)dt + γ(t)(dS(t)− rS(t)dt). (4.67)

Usando esta ecuación y (4.66), obtenemos

d(er(T−t)X(t)) = −rer(T−t)X(t)dt + er(T−t)dX(t)

= er(T−t)γ(t)(S(t)− rS(t)dt)

= d(er(T−t)γ(t)S(t))− er(T−t)S(t)dγ(t). (4.68)

Para estudiar la call asiática con payoff (4.63), tomamosγ(t) de la siguiente manera

γ(t) =

 1
rc

(1− e−rc), 0 ≤ t ≤ T − c;

1
rc

(1− e−r(T−t)), T − c ≤ t ≤ T ,
(4.69)

y tomamos el capital inicial como

X(0) =
1

rc
(1− e−rc)S(0)− e−rT K. (4.70)

En el intervalo de tiempo[0, T − c], el procesoγ(t) gobierna la siguiente estrategia: en tiempo

cero, compramos1
rc

(1 − e−rc) acciones del activo, cuyo valor es1
rc

(1 − e−rc)S(0). Nuestro
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capital inicial es insuficiente para hacer esto, y debemos pedir prestado una cantidade−rT K de

dinero. Para0 ≤ t ≤ T − c, el valor de nuestra posición en el activo es1
rc

(1 − e−rc)S(t) y

debemos la cantidad de dineroe−r(T−t)K. Por lo tanto,

X(t) =
1

rc
(1− e−rc)S(t)− e−r(T−t)K, 0 ≤ t ≤ T − c. (4.71)

En particular,

X(T − c) =
1

rc
(1− e−rc)S(T − c)− e−rcK. (4.72)

ParaT − c ≤ t ≤ T , tenemosdγ(t) = −1
c
e−r(T−t)dt y calculamosX(t) primero integrando en

(4.68) desdeT − c a t y usando (4.72) y (4.69) para obtener

er(T−t)X(t) = ercX(T − c) +

∫ t

T−c

d(er(T−u)γ(u)S(u))−
∫ t

T−c

er(T−u)S(u)dγ(u)

=
1

rc
erc(1− e−rc)S(T − c)−K + er(T−t)γ(t)S(t)

− 1

rc
erc(1− e−rc)S(T − c) +

1

c

∫ t

T−c

S(u)d(u)

= −K + er(T−t)γ(t)S(t) +
1

c

∫ t

T−c

S(u)d(u).

Por lo tanto,

X(t) =
1

rc
(1− e−r(T−t))S(t) + e−r(T−t) 1

c

∫ t

T−c

S(u)d(u)− e−r(T−t)K, T − c ≤ t ≤ T.

(4.73)

En particular,

X(T ) =
1

c

∫ T

T−c

S(u)d(u)−K, (4.74)

como deséabamos, y

V (T ) = X+(T ) = máx{X(T ), 0}. (4.75)

El precio de la call asiática en tiempot antes del tiempo de expiración es

V (t) = Ẽ(e−r(T−t)V (T )|z(t)) = Ẽ(e−r(T−t)X+(T )|z(t)). (4.76)
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El cálculo del lado derecho de (4.76) usa un argumento de cambio-de-numeración, el cual ahora

explicamos. Definamos

Y (t) =
X(t)

S(t)
=

e−rtX(t)

e−rtS(t)
.

Este es el valor del portfolio valuado en unidades del activo en lugar de unidades monetarias.

Hemos cambiado la numeración, la unidad monetaria al activo.

Trabajemos sobre la diferencial deY (t). Notemos primero que

d(e−rtS(t)) = −re−rtS(t)dt + e−rtdS(t) = σe−rtS(t)dW̃ (t). (4.77)

Por lo tanto,

d[(e−rtS(t))−1] = −(e−rtS(t))−2d(e−rtS(t)) + (e−rtS(t))−3d(e−rtS(t))d(e−rtS(t))

= −(e−rtS(t))−2σ(e−rtS(t))dW̃ (t) + (e−rtS(t))−3(e−rtS(t))2σ2dt

= −σ(e−rtS(t))−1dW̃ (t) + σ2(e−rtS(t))−1dt.

Por otro lado, (4.67) y (4.77) implican

d(e−rtX(t)) = −re−rtX(t)dt + e−rtdX(t)

= γ(t)e−rt(dS(t)− rS(t))dt

= γ(t)σe−rtS(t)dW̃ (t).

La regla producto de Itô implica

dY (t) = d[(e−rtX(t))(e−rtS(t))−1]

= e−rtX(t)d[(e−rtS(t))−1] + (e−rtS(t))−1d(e−rtX(t)) + d(e−rtX(t))d[(e−rtS(t))−1]

= −σY (t)dW̃ (t) + σ2Y (t)dt + σγ(t)dW̃ (t)− σ2γ(t)dt

= σ[γ(t)− Y (t)][dW̃ (t)− σdt]. (4.78)

El procesoY (t) no es una martingala sobrẽP debido a que su diferencial (4.78) tiene un término

dt. Sin embargo, podemos hacer un cambio de medida de modo queY (t) sea una martingala, y

aśı se simplifique (4.78). Tomemos

W̃ S(t) = W̃ (t)− σt (4.79)
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de esta forma obtenemos

dY (t) = σ[γ(t)− Y (t)]dW̃ S(t). (4.80)

Seǵun el Teorema de Girsanov’s, Teorema A.0.12(ver Apéndice) podemos hacer un cambio de

medida tal queW̃ S(t), 0≤ t ≤ T , sea un movimiento browniano. En esta situación,−σ juega

el rol deΘ en el Teorema A.0.12, ỹW y P̃ juegan los roles deW y P . El proceso derivado

Radon-Nikod́ym de A.1 en el Teorema A.0.12 es

Z(t) = exp{σW̃ (t)− 1

2
σ2t}.

En otras palabras,

Z(t) =
e−rtS(t)

S(0)
. (4.81)

Sobre la medida de probabilidad̃P S definida por

P̃ S(A) =

∫
A

Z(T )dP̃ ∀A ∈ z,

W̃ S(t) es un movimiento browniano eY (t) es una martingala.

Sobre la medida de probabilidad̃P S, el procesoY (t) es de Markov. Esto se da por la

ecuacíon diferencial estoćastica (4.80) y, debido a queγ(t) es no aleatoria, el término que mul-

tiplica adW̃ S(t) en (4.80) es una función det eY (t) y no tiene otra fuente de aleatoriedad más

queY (t). La ecuacíon (4.80) es una ecuación diferencial estoćastica del tipo (4.31) del capı́tulo

3, y soluciones de tales ecuaciones son de Markov (ver Teorema 3.2.15).

Ahora volvemos al precio de la opción V (t) de (4.76) y usamos el Lema A.0.11 (ver

Apéndice) para escribir (4.76) como

V (t) = ertẼ(e−rT X+(T )|z(t))

=
S(t)

e−rtS(t)
Ẽ(e−rT S(T )(

e−rT X(T )

e−rT S(T )
)+(T )|z(t))

=
S(t)

Z(t)
Ẽ(Z(T )Y +(T )|z(t))

= S(t)ẼS(Y +(T )|z(t)), (4.82)
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dondeẼS(...|z(t)) denota esperanza condicional sobre la medida de probabilidadP̃ S. Debido

a queY es de Markov sobrẽP S, debe existir alguna funcióng(t, y) tal que

g(t, Y (t)) = ẼS(Y +(T )|z(t)). (4.83)

De (4.83), vemos que

g(T, Y (T )) = ẼS(Y +(T )|z(T )) = Y +(T ). (4.84)

Notemos queY (T ) = X(T )
S(T )

puede tomar cualquier valor debido a que el numeradorX(T ), dado

por (4.74), puede ser negativo o positivo, y el denominadorS(T ) puede ser cualquier número

positivo. Por lo tanto, (4.84) conduce a la condición de contorno

g(T, y) = y+, y ∈ R. (4.85)

El argumento usual de condicionamiento iterado muestra que el lado derecho de (4.83) es una

martingala sobrẽP S, y entonces el diferencial deg(t, Y (t)) debe tener śolo un t́erminodW̃ S(t).

Este diferencial es

dg(t, Y (t)) = gt(t, Y (t))dt + gy(t, Y (t))dY (t) +
1

2
gyy(t, Y (t))dY (t)dY (t)

= [gt(t, Y (t)) +
1

2
σ2(γ(t)− Y (t))2gyy(t, Y (t))]dt + σ(γ(t)− Y (t))gy(t, Y (t))dW̃ S(t).

Concluimos queg(t, y) satisface la ecuación diferencial parcial

gt(t, y) +
1

2
σ2(γ(t)− y)2gyy(t, y) = 0, 0 ≤ t < T, y ∈ R. (4.86)

Resumimos este análisis con el siguiente teorema:

Teorema 4.3.4.(Vĕcĕr) Para 0≤ t ≤ T , el precioV (t) en tiempot de la call asíatica con

promedio continuo con payoff (4.63) en tiempoT es

V (t) = S(t)g(t,
X(t)

S(t)
), (4.87)



4.3. OPCIONES ASIÁTICAS 131

dondeg(t, y) satisface (4.86) yX(t) est́a dado por (4.71) y (4.73). Las condiciones de contorno

parag(t, y) son (4.85) y

ĺım
y→−∞

g(t, y) = 0, ĺım
y→∞

[g(t, y)− y] = 0, 0 ≤ t ≤ T. (4.88)

Nota4.3.5. (Condiciones de Contorno): Sea0 ≤ t ≤ T dado. La primera condición de contorno

en (4.88) se puede derivar del hecho que cuandoY (t) es muy negativo, la probabilidad que

Y (T ) tambíen sea negativo está cerca de uno y por lo tanto la probabilidad queY +(T ) =

0 se acerca a uno. Esto hace queg(t, Y (t)) dada por (4.83) se acerque a cero. La segunda

condicíon de contorno en (4.88) es una consecuencia del hecho que cuandoY (t) es grande, la

probabilidad queY (T ) mayor que cero se acerca a uno. Por lo tanto,g(t, Y (t)) dado por (4.83)

es aproximadamente igual ãES(Y (T )|z(t)), y debido a queY (T ) es una martingala sobrẽP S,

esta esperanza condicional esY (t).

Es ḿas f́acil derivar esas condiciones de contorno eny = ±∞ parag(t, y) que derivar

las condiciones de contorno parav(t, x, y) en el Teorema 4.3.2 debido a quev(t, x, y) tiene

dos variables,x e y, que pueden resultar grandes. Por ejemplo, no es del todo claro como

se comportav(t, x, y) cuandox → ∞ e y → −∞. La reduccíon del problema de valuar

una opcíon asíatica proporcionada por el Teorema 4.3.44.3.4 reduce la dimensionalidad del

problema y simplifica las condiciones de contorno. También remueve una degeneración en la

ecuacíon (4.54) creada por la ausencia del términovyy(t, x, y). Esta degeneración complica la

solucíon nuḿerica de (4.54).

En el resto de esta sección, adaptaremos los argumentos dados hasta aquı́ para tratar una

call asiática con promedio discreto. Supongamos que damos los tiempos0 = t0 < t1 < t2... <

tm = T y el payoff de la call asiática es

V (T ) = (
1

m

m∑
j=1

S(tj)−K)+. (4.89)
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Lo que nosotros deseamos es crear un proceso de portfolio tal que

X(T ) =
1

m

m∑
j=1

S(tj)−K.

En lugar de (4.69), definimos

γ(tj) =
1

m

m∑
j=1

e−r(T−tj), j = 0, 1, ...,m. (4.90)

Entonces

γ(tj) = γ(tj−1)−
1

m
e−r(T−tj), j = 0, 1, ...,m, (4.91)

y γ(T ) = γ(tm) = 1
m

. Completamos la definición deγ(t) poniendo

γ(t) = γ(tj), tj−1 < t ≤ tj. (4.92)

Esto define aγ(t) para todot ∈ [0, T ]. En esta situación, (4.68) sigue ocurriendo, pero ahora

dγ(t) = 0 en cada subintervalo(tj−1, tj). Integrando (4.68) desdetj−1 hastatj, usando (4.91)

y el hecho queγ(t) = γ(tj) parat ∈ (tj−1, tj], obtenemos

er(T−tj)X(tj)− er(T−tj−1)X(tj−1) = γ(tj)[e
r(T−tj)S(tj)− er(T−tj−1)S(tj−1)]

= γ(tj)e
r(T−tj)S(tj)− (γ(tj−1)−

1

m
er(T−tj−1))er(T−tj−1)S(tj−1)

= γ(tj)e
r(T−tj)S(tj)− γ(tj−1)e

r(T−tj−1)S(tj−1) +
1

m
S(tj−1).

Sumando estas ecuaciones desdej = 1 hastaj = k, vemos que

er(T−tk)X(tk)− erT X(0) = γ(tk)e
r(T−tk)S(tk)− γ(0)erT S(0) +

1

m

k∑
j=1

S(tj−1)

= γ(tk)e
r(T−tk)S(tk) +

1

m

k−1∑
i=1

S(ti) + (−γ(0)erT +
1

m
)S(0).

Ahora tomamos

X(0) = e−rT [γ(0)erT − 1

m
]S(0)− erT K,
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entonces esta ecuación resulta

er(T−tk)X(tk) = γ(tk)e
r(T−tk)S(tk) +

1

m

k−1∑
i=1

S(ti)−K

ó, equivalentemente,

X(tk) = γ(tk)S(tk) + e−r(T−tk) 1

m

k−1∑
i=1

S(ti)− e−r(T−tk)K. (4.93)

En particular,

X(T ) = X(tm) =
1

m

k−1∑
i=1

S(ti)−K (4.94)

como deséabamos.

Para determinarX(t) paratk ≤ t ≤ tk+1, integramos (4.68) desdetk hastat y obtenemos

er(T−t)X(t) = er(T−tk)X(tk) + γ(tk+1)[e
r(T−t)S(t)− er(T−tk)S(tk]

= γ(tk)e
r(T−tk)S(tk) +

1

m

k−1∑
i=1

S(ti)−K + γ(tk+1)e
r(T−t)S(t)

− (γ(tk)−
1

m
e−r(T−tk))er(T−tk)S(tk)

= γ(tk+1)e
r(T−t)S(t) +

1

m

k∑
i=1

S(ti)−K.

Por lo tanto,

X(t) = γ(tk+1)S(t) + e−r(T−t) 1

m

k∑
i=1

S(ti)− e−r(T−t)K, tk ≤ t ≤ tk+1. (4.95)

Ahora procederemos con el cambio de numeración como antes. Esto nos conduce otra vez al

Teorema 4.3.4 para la call asiática con promedio discreto con payoff (4.89).

El precio en tiempot est́a dado por (4.87), dondeg(t, x) satisface (4.86) con condiciones

de contorno (4.85) y (4.88). Láunica diferencia es que ahora la función no aleatoriaγ(t) que

aparece en (4.86) está dada por (4.90) y (4.92) y el procesoX(t) en (4.87) est́a dado por (4.95).
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Caṕıtulo 5

Ejercicios

Los ejercicios que desarrollaremos en este apartado muestran que las fórmulas de valuación

obtenidas para las opciones exóticas del tipo barrera y lookback, son soluciones de la ecuación

diferencial obtenida en el capı́tulo 4. Tambíen, en eĺultimo ejercicio, calculamos explı́citamente

el valor de una call asiática con strike cero.

Comenzamos con el caso de una opción call barrera de tipo up and out.

Ejercicio 1 Este ejercicio muestra por cálculo directo que la funciónv(t, x) de (4.18) satis-

face la ecuación B-S-M (4.3). Desarrollamos la prueba a través de los siguientes pasos:

i) Recordemos queτ = T−t, entonces
dτ

dt
= -1. Mostremos queδ±(τ, s) usado en el ćalculo

dev(t, x) satisface

∂

∂t
δ±(τ, s) = − 1

2τ
δ±

(
τ,

1

s

)
(5.1)

135
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De (4.16) sabemos queδ±(τ, s) = 1
σ
√

τ
ln(s) +

√
τ

σ
(r ± 1

2
σ2), entonces

∂

∂t
δ±(τ, s) =

(
−1

2

)
1

τ
3
2

(−1)
1

σ
ln(s) +

1

2

1

τ
1
2

(−1)
1

σ

(
r ± 1

2
σ2

)
=

(
− 1

2τ

)[
1√
τ

1

σ
ln(s−1) +

1

σ

√
τ

(
r ± 1

2
σ2

)]
= − 1

2τ
δ±

(
τ,

1

s

)

ii) Seac una constante positiva, entonces se cumple que,

∂

∂x
δ±

(
τ,

x

c

)
=

1

xσ
√

τ
,

∂

∂x
δ±

(
τ,

c

x

)
= − 1

xσ
√

τ
(5.2)

En efecto, sabemos queδ±
(
τ, x

c

)
= 1

σ
√

τ

[
ln(x

c
) + τ

(
r ± 1

2
σ2
)]

, entonces

∂

∂x
δ±(τ,

x

c
) =

1

σ
√

τ

c

x

1

c
=

1

xσ
√

τ
.

Además,δ±
(
τ, c

x

)
= 1

σ
√

τ

[
ln
(

c
x

)
+ τ

(
r ± 1

2
σ2
)]

, entonces

∂

∂x
δ±

(
τ,

c

x

)
=

1

σ
√

τ

x

c
c

(
− 1

x2

)
= − 1

xσ
√

τ
.

iii ) Probemos ahora que
N ′(δ+(τ, s))

N ′(δ−(τ, s))
=

e−rτ

s
y entonces

e−rτN ′(δ−(τ, s)) = sN ′(δ+(τ, s)) (5.3)

Tenemos queN(δ±(τ, s)) =
1√
2π

∫ δ±(τ, s)

−∞
e
−1

2
y2

dy, por lo tanto

N ′(δ±(τ, s)) =
1√
2π

e
−1

2
(δ±(τ, s))2
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Primero calculemos:

δ−(τ, s)2 − δ+(τ, s)2 =
1

σ2τ
[

(
ln(s)2 + 2 ln(s)

(
r − 1

2
σ2

)
τ +

(
r − 1

2
σ2

)2

τ 2

)

−

(
ln(s)2 + 2 ln(s)

(
r +

1

2
σ2

)
τ +

(
r +

1

2
σ2

)2

τ 2

)
]

=
1

σ2τ
(2 ln(s)rτ − ln(s)σ2τ + σ2τ 2 − rσ2τ 2 +

1

4
σ4τ 2

− 2 ln(s)rτ − ln(s)σ2τ − r2τ 2 − rσ2τ 2 − 1

4
σ2τ 2)

=
1

σ2τ

(
−2 ln(s)σ2τ − 2rσ2τ 2

)
= −2 ln(s)− 2rτ.

Entonces,

N ′(δ+(τ, s))

N ′(δ−(τ, s))
= e

−1

2
(δ+(τ, s))2

e

1

2
(δ−(τ, s))2

= e

1

2
(δ−(τ, s)2 − δ+(τ, s)2)

= e

1

2
(−2 ln(s)− 2rτ)

=
e−rτ

s

iv) Mostremos que
N ′(δ±(τ, s))

N ′(δ± (τ, s−1))
= s−( 2r

σ2±1) y entonces,

N ′(δ±
(
τ, s−1

)
) = s

(
2r

σ2
± 1

)
N ′(δ±(τ, s)) (5.4)

Primero calculemos:
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δ±(τ, s−1)2 − δ±(τ, s)2 =
1

σ2τ

(
ln(s−1)2 + 2 ln s−1

(
r ± 1

2
σ2

)
τ +

(
r ± 1

2
σ2

)2

τ 2

− ln s2 − 2 ln(s)

(
r ± 1

2
σ2

)
τ −

(
r ± 1

2
σ2

)2

τ 2
)

=
1

σ2τ

(
(− ln(s))2 − 2 ln(s)

(
r ± 1

2
σ2

)
τ − ln s2 − 2 ln(s)

(
r ± 1

2
σ2

)
τ

)
= − 4

σ2
ln(s)

(
r ± 1

2
σ2

)
.

Entonces,

N ′(δ±(τ, s))

N ′(δ−(τ, s−1))
=

1√
2π

e
−1

2
(δ±(τ, s))2

1√
2π

e
−1

2
(δ±(τ, s−1))2

= e

1

2
(δ±(τ, s−1)2 − δ±(τ, s)2)

= e

1

2

(
− 4

σ2
ln(s)

(
r ± 1

2
σ2

))

= s
− 2

σ2

(
r ± 1

2
σ2

)

= s
−
(

2r

σ2
± 1

)

v) Vemos ahora que

δ+(τ, s)− δ−(τ, s) = σ
√

τ (5.5)



139

δ+(τ, s)− δ−(τ, s) =
1

σ
√

τ

[(
ln(s) +

(
r +

1

2
σ2

)
τ

)
−
(

ln s +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)]
=

1

σ
√

τ

[(
r +

1

2
σ2

)
τ −

(
r − 1

2
σ2

)
τ

]
= σ

√
τ .

vi) Ahora mostramos que

δ±(τ, s)− δ±(τ, s−1) =
2

σ
√

τ
ln(s) (5.6)

δ±(τ, s)− δ±(τ, s−1) =
1

σ
√

τ

[(
ln(s) +

(
r ± 1

2
σ2

)
τ

)
−
(

ln s−1 +

(
r ± 1

2
σ2

)
τ

)]
=

1

σ
√

τ
(ln(s) + ln(s))

=
2 ln(s)

σ
√

τ

vii) Vemos ahora queN(y) satisface la ecuación

N ′′(y) = −yN ′(y) (5.7)

Sabemos queN ′(y) =
1√
2π

e
−1

2
y2

. Por lo tanto,

N ′′(y) = −1

2
2y

1√
2π

e
−1

2
y2

= −N ′(y)
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viii) Usamosi) para calcularvt(t, x) y (5.3)-(5.5) para simplificarlo.

Tenemos que

v(t, x) = x
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
−B

( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
0 ≤ t < T, 0 < x ≤ B,

por lo tanto

∂v

∂t
(t, x) = x

[
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

K

x

)
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

B

x

)]
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[
N ′
(
δ−

(
τ,

x

K

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

K

x

)
−N ′

(
δ−

(
τ,

x

B

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

B

x

)]
−B

( x

B

)− 2r
σ2 [

N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

Kx

B2

)
−N ′

(
δ+

(
τ,

B

x

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

x

B

)]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1 [

N ′
(

δ−

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

Kx

B2

)
−N ′

(
δ−

(
τ,

B

x

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

x

B

)]
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= x

[
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

K

x

)
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

B

x

)]
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[ x

K
erτN ′

(
δ+

(
τ,

x

K

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

K

x

)
− x

B
erτN ′

(
δ+

(
τ,

x

B

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

B

x

)]
−B

( x

B

)− 2r
σ2 [

N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

Kx

B2

)
−N ′

(
δ+

(
τ,

B

x

))(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

x

B

)]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1 [ B2

Kx
erτN ′

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

Kx

B2

)
− B

x
erτN ′

(
δ+

(
τ,

B

x

))(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

x

B

)]
= N ′

(
δ+

(
τ,

x

K

))
x

(
− 1

2τ

)
σ
√

τ −N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

)) [
x

(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

B

x

)
− x

B
K

(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

B

x

)]
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+ N ′

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
B
( x

B

)− 2r
σ2

(
− 1

2τ

)(
−σ

√
τ
)

+
( x

B

)− 2r
σ2 +1

N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

)) [
B
( x

B

)− 2r
σ2

(
− 1

2τ

)
δ+

(
τ,

x

B

)
−K

( x

B

)− 2r
σ2

(
− 1

2τ

)
δ−

(
τ,

x

B

)]
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= − xσ

2
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+ N ′

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
Bσ

2
√

τ

( x

B

)− 2r
σ2

−N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

)) [
x

(
− 1

2τ

)(
δ+

(
τ,

B

x

)
− δ+

(
τ,

x

B

))
+

K
( x

B

)(
− 1

2τ

)(
δ−

(
τ,

x

B

)
− δ−

(
τ,

B

x

))]
= − xσ

2
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+ N ′

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
Bσ

2
√

τ

( x

B

)− 2r
σ2

−N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
ln
( x

B

) (B −K)x

Bστ
√

τ
.

Donde en la primer igualdad usamosi), en la segunda igualdad usamos (5.3), en la tercera

igualdad usamos (5.4) y (5.5), y en la cuarta usamos (5.6). Además, en laúltima igualdad

usamos la definición deδ±(τ, s).

ix) Ahora usamosii) , (5.3) y (5.4) y aśı obtenemos una expresión paravx(t, x).

vx(t, x) =
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+ x

[
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

)) 1

xσ
√

τ

]
− e−rτK

[
N ′
(
δ−

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ
−N ′

(
δ−

(
τ,

x

B

)) 1

xσ
√

τ

]
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+
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
−B

( x

B

)− 2r
σ2

[
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

xσ
√

τ

)
−N ′

(
δ+

(
τ,

B

x

))(
− 1

xσ
√

τ

)]
+ e−rτ K

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N ′
(

δ−

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

xσ
√

τ

)
−N ′

(
δ−

(
τ,

B

x

))(
− 1

xσ
√

τ

)]
=
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+

2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτ K

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+

[
1

σ
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
− e−rτK

xσ
√

τ
N ′
(
δ−

(
τ,

x

K

))]
+

[
e−rτK

xσ
√

τ
N ′
(
δ−

(
τ,

x

B

))
− 1

σ
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2 1

σ
√

τ

[
B

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
− K

B
e−rτN ′

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2 1

σ
√

τ

[
K

B
e−rτN ′

(
δ−

(
τ,

B

x

))
− B

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))]
=
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+

2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτ K

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+

[
K

σ
√

τ

e−rτ

x
N ′
(
δ−

(
τ,

x

K

))
− e−rτK

xσ
√

τ
N ′
(
δ−

(
τ,

x

K

))]
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+

[
K

Bσ
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
− 1

σ
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2 1

σ
√

τ

[
e−rτK

B
N ′
(

δ−

(
τ,

B2

Kx

))
− Ke−rτ

B
N ′
(

δ−

(
τ,

B2

Kx

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2 1

σ
√

τ

[
K

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))
− B

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))]
=
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+

2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτ K

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+

1

σ
√

τ

[
K

B
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2 1

σ
√

τx

[
K
( x

B

)− 2r
σ2 +1

N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
−B

( x

B

)− 2r
σ2 +1

N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))]
=
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+

2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτ K

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

)) 2(B −K)

Bσ
√

τ
.

En la primera igualdad usamosi), en la tercera igualdad usamos (5.3) y en la cuarta usamos

(5.4) cons−1 = B
x

.

x) Ahora calculamosvxx(t, x) usandoix) y (5.2). Adeḿas, usamos (5.3) y (5.4) para sim-

plificarlo.
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Sabemos por ejercicio anterior que

vx(t, x) =
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+

2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτ K

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

)) 2(B −K)

Bσ
√

τ
.

Entonces,

vxx(t, x) =

[
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

)) 1

xσ
√

τ

]
+

2(B −K)

Bσ
√

τ

1

xσ
√

τ
δ+

(
τ,

x

B

)
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
− 2r

Bσ2

(
2r

σ2
+ 1

)( x

B

)−( 2r
σ2 +2)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+

2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1) [

N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

xσ
√

τ

)
−N ′

(
δ+

(
τ,

B

x

))(
− 1

xσ
√

τ

)]
− e−rτK

B2

(
−2r

σ2
+ 1

)
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+

e−rτK

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2 [

N ′
(

δ−

(
τ,

B2

Kx

))(
− 1

xσ
√

τ

)
−N ′

(
δ−

(
τ,

B

x

))(
− 1

xσ
√

τ

)]
= N ′

(
δ+

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ
−N ′

(
δ+

(
τ,

x

B

)) 1

xσ
√

τ

+
2(B −K)

Bσ
√

τ

1

xσ
√

τ

1

σ
√

τ

[
ln
( x

B

)
+

(
r +

1

2
σ2

)
τ

]
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
− 2r

Bσ2

(
2r

σ2
+ 1

)( x

B

)−( 2r
σ2 +2)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
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−
[ 2r

xσ3
√

τ

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
+

e−rτK

Bxσ
√

τ

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

N ′
(

δ−

(
τ,

B2

Kx

))]
− e−rτK

B2

(
−2r

σ2
+ 1

)
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
+
[ 2r

xσ3
√

τ

( x

B

)(− 2r
σ2 +1)

N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))
+

e−rτK

Bxσ
√

τ

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

N ′
(

δ−

(
τ,

B

x

))]
= N ′

(
δ+

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ

− 2r

Bσ2

(
2r

σ2
+ 1

)( x

B

)−( 2r
σ2 +2)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
− e−rτK

B2

(
−2r

σ2
+ 1

)
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
−
[

1

xσ
√

τ
− 2(B −K)

Bσ
√

τ

1

xσ
√

τ

1

σ
√

τ

[
ln
( x

B

)
+

(
r +

1

2
σ2

)
τ

]]
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
−
( x

B

)− 2r
σ2

[
2r

xσ3
√

τ

B

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
+

(
K

Bxσ
√

τ

)(
−2r

σ2
+ 1

)
B2

Kx
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2

[
2r

xσ3
√

τ

B

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))
+

K

Bxσ
√

τ

(
−2r

σ2
+ 1

)
B

x
N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))]
= N ′

(
δ+

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ

− 2r

Bσ2

(
2r

σ2
+ 1

)( x

B

)−( 2r
σ2 +2)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
− e−rτK

B2

(
−2r

σ2
+ 1

)
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
−
[

1

xσ
√

τ
− 2(B −K)

Bxσ
√

τ

[
1

σ2τ
ln
( x

B

)
+

1

σ2

(
r +

1

2
σ2

)]]
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
−
( x

B

)− 2r
σ2 B

x2σ
√

τ
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
+
( x

B

)− 2r
σ2

[
2r(B −K)

x2σ3
√

τ
+

K

x2σ
√

τ

]
N ′
(

δ+

(
τ,

B

x

))
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= N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

)) 1

xσ
√

τ

− 2r

Bσ2

(
2r

σ2
+ 1

)( x

B

)−( 2r
σ2 +2)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
− e−rτK

B2

(
−2r

σ2
+ 1

)
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
−
( x

B

)− 2r
σ2−2 1

σ
√

τB
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
+
{2r(B −K)

xσ3
√

τB
+

K

Bxσ
√

τ
− 1

xσ
√

τ
+

2(B −K)

Bxσ
√

τ

1

σ2τ
ln
( x

B

)
+

2(B −K)

Bxσ
√

τ

1

σ2

(
r +

1

2
σ2

)}
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
Donde en la primer igualdad usamos (5.7), en la tercera usamos (5.3) y en la quinta (5.4) con

s = x
B

.

Resta ver que

2r(B −K)

xσ3
√

τB
+

K

Bxσ
√

τ
− 1

xσ
√

τ
+

2(B −K)r

Bxσ3
√

τ
+

(B −K)

Bxσ
√

τ
=

2(B −K)

Bxσ
√

τ

2r

σ2
.

Pero

2r(B −K)

xσ3
√

τB
+

K

Bxσ
√

τ
− 1

xσ
√

τ
+

2(B −K)r

Bxσ3
√

τ
+

(B −K)

Bxσ
√

τ
=

4r(B −K)

xσ3
√

τB
+

(K −B)

Bxσ
√

τ
+

(B −K)

Bxσ
√

τ

=
4r(B −K)

xσ3
√

τB

=
2(B −K)

xσ
√

τB

2r

σ2

xi) Porúltimo, verifiquemos quev(t, x) satisface la ecuación de B-S-M (4.3)

La ecuacíon de B-S-M (4.3) es la siguiente:

vt(t, x) + rxvx(t, x) +
1

2
σ2x2vxx(t, x) = rv(t, x)
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Entonces, utilizando lo calculado en los ejercicios anteriores tenemos que

vt(t, x) + rxvx(t, x) = − xσ

2
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−
[
ln
( x

B

) (B −K) x

Bστ
√

τ
+

2rx(B −K)

Bσ
√

τ

]
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
+

Bσ

2
√

τ

( x

B

)− 2r
σ2

N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
+ rx

[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
+

2r2x

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+

[
re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

+
xre−rτK

B

(
−2r

σ2
+ 1

)( x

B

)− 2r
σ2

] [
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
= − xσ

2
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
+ rx

[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− (B −K) x

Bστ
√

τ

(
ln
( x

B

)
+ 2rτ

)
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
+

Bσ

2
√

τ

( x

B

)− 2r
σ2

N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
+

2r2x

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

(
2− 2r

σ2

)[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
(5.8)
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Ahora

rv(t, x)− 1

2
σ2x2vxx(t, x) = rx

[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
−
[
rB
( x

B

)− 2r
σ2

− rx2

B

(
2r

σ2
+ 1

)( x

B

)−( 2r
σ2 +2)

] [
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+
[
re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

+
e−rτKσ2x2

2B2

(
−2r

σ2
+ 1

)
2r

σ2

( x

B

)−( 2r
σ2 +1)][

N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
− x2σ2

2xσ
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
+
( x

B

)− 2r
σ2−2 σ2x2

2Bσ
√

τ
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
− (B −K)σ2x2

xσ
√

τB

(
2r

σ2
+

1

σ2τ
ln
( x

B

))
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
= rx

[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− re−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
+
( x

B

)− 2r
σ2−1

[
B

x

rx2

B

(
2r

σ2
+ 1

)
−
( x

B

)
rB

] [
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ re−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
1 +

(
−2r

σ2
+ 1

)] [
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
− xσ

2
√

τ
N ′
(
δ+

(
τ,

x

K

))
+
( x

B

)− 2r
σ2 σB

2
√

τ
N ′
(

δ+

(
τ,

B2

Kx

))
− (B −K)x

σ
√

τBτ

(
2rτ + ln

( x

B

))
N ′
(
δ+

(
τ,

x

B

))
(5.9)

Como se puede observar, los términos del lado derecho de (5.8) y (5.9) coinciden. Por lo

tanto, (5.8) - (5.9)= 0 y queda demostrado el ejercicio.
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Ejercicio 2 En este ejercicio verificamos que el precio de la call up-and-outv(t, x) dado por

(4.18) satisface la condición de contorno (4.5). Adeḿas, el ĺımite cuandox ↓ 0 satisface (4.4) y

el lı́mite cuandot ↑ T satisface (4.6).

i) Primero verificamos por sustitución directa en (4.18) que (4.5) se satisface

Sabemos que

v(t, x) = x
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
−B

( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
0 ≤ t < T, 0 < x ≤ B,

entonces

v(t, B) = B

[
N

(
δ+

(
τ,

B

K

))
−N (δ+ (τ, 1))

]
− e−rτK

[
N

(
δ−

(
τ,

B

K

))
−N (δ−(τ, 1))

]
−B

[
N

(
δ+

(
τ,

B

K

))
−N (δ+(τ, 1))

]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
= 0 0 ≤ t < T.

ii) Ahora mostramos que para cualquier constante positivac,

ĺım
x→0+

δ±

(
τ,

x

c

)
= −∞, ĺım

x→0+
δ±

(
τ,

c

x

)
= ∞ (5.10)
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ĺım
x→0+

δ±

(
τ,

x

c

)
= ĺım

x→0+

(
1

σ
√

τ
ln
(x

c

)
+

√
τ

σ

(
r ± 1

2
σ2

))
=

√
τ

σ

(
r ± 1

2
σ2

)
+

1

σ
√

τ
ĺım

x→0+
ln
(x

c

)
= −∞,

y

ĺım
x→0+

δ±

(
τ,

c

x

)
= ĺım

x→0+

(
1

σ
√

τ
ln
( c

x

)
+

√
τ

σ

(
r ± 1

2
σ2

))
=

√
τ

σ

(
r ± 1

2
σ2

)
+

1

σ
√

τ
ĺım

x→0+
ln
( c

x

)
=

√
τ

σ

(
r ± 1

2
σ2

)
+

1

σ
√

τ
ĺım

x→0+
[ln(c)− ln(x)]

=

√
τ

σ

(
r ± 1

2
σ2

)
+

ln(c)

σ
√

τ
− 1

σ
√

τ
ĺım

x→0+
ln(x)

= ∞.

Usamos esto para mostrar que para cualquierp ∈ R y constantes positivasc1 y c2, tenemos

ĺım
x→0+

xp

[
N

(
δ±

(
τ,

x

c1

))
−N

(
δ±

(
τ,

x

c2

))]
= 0, (5.11)

ĺım
x→0+

xp
[
N
(
δ±

(
τ,

c1

x

))
−N

(
δ±

(
τ,

c2

x

))]
= 0. (5.12)

Si p ≥ 0, (5.11) y (5.12) son consecuencias inmediatas de (5.10). Sin embargo, sip < 0,

uno debe primero usar la regla de L’Hôspital y luego mostrar que

ĺım
x→0+

xp exp

{
−1

2
δ2
±

(
τ,

x

ci

)}
= 0, ĺım

x→0+
xp exp

{
−1

2
δ2
±

(
τ,

ci

x

)}
= 0. (5.13)

Para establecer (5.13) vamos probar y usar la desigualdad

1

2
a2 − b2 ≤ (a + b)2 ∀a, b ∈ R. (5.14)
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Concluimos queĺımx→0+ v(t, x) = 0 para0 ≤ t < T .

Si p ≥ 0 entoncesĺımx→0+ xp = 0. Adeḿas por (5.10),

ĺım
x→0+

[
N

(
δ±

(
τ,

x

c1

))
−N

(
δ±

(
τ,

x

c2

))]
= 0− 0 = 0.

Por lo tanto (5.11) se cumple.

De la misma manera, por (5.10) tenemos

ĺım
x→0+

[
N
(
δ±

(
τ,

c1

x

))
−N

(
δ±

(
τ,

c2

x

))]
= 1− 1 = 0.

Entonces (5.12) se cumple.

Para ver el casop < 0, probemos primero que se cumple la siguiente desigualdad:

1

2
a2 − b2 ≤ (a + b)2 ∀a, b ∈ R.

Pero

0 ≤ (a + 2b)2

= a2 + 4ab + 4b2 ∀a, b ∈ R.

Luego, restando2b2 a ambos lados obtenemos

−2b2 ≤ a2 + 4ab + 2b2 ∀a, b ∈ R.

Y multiplicando por1
2

y sumando1
2
a2,

1

2
a2 − b2 ≤ a2 + 2ab + b2

= (a + b)2 ∀a, b ∈ R

y queda demostrado.
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Ahora vemos (5.13):

ĺım
x→0+

xp exp

{
−1

2
δ2
±

(
τ,

x

ci

)}
= ĺım

x→0+
xp exp

{
−1

2

(
1

σ
√

τ
ln(

x

ci

) +

√
τ

σ
(r ± 1

2
σ2)

)2
}

≤ ĺım
x→0+

xp exp

{
−1

4

1

σ2τ
ln2(

x

ci

) +
τ

2σ2
(r ± 1

2
σ2)2

}
,

donde en la desigualdad usamos 5.14. Llamamosk1 = 1
4

1
σ2τ

y k2 = τ
2σ2 (r± 1

2
σ2)2. Entonces,

ĺım
x→0+

xp exp

{
−1

2
δ2
±

(
τ,

x

ci

)}
= ĺım

x→0+
exp

{
−k1

[
ln2(x)− 2 ln(ci) ln(x)− p

k1

ln(x) + ln2(ci)

]
+ k2

}

= ĺım
x→0+

exp

−k1

[
ln(x)− k̃1

2

]2

+
k1k̃1

2

4
− k1 ln2(ci) + k2


= 0.

Dondek̃1 = 2 ln(ci) + p
k1

.

La segunda parte de (5.13) se vé de manera análoga.

Ahora demostramos (5.11) parap < 0:

ĺım
x→0+

xp

[
N

(
δ±

(
τ,

x

c1

))
−N

(
δ±

(
τ,

x

c2

))]
=

= ĺım
x→0+

[
N ′
(
δ±

(
τ, x

c1

))
1

xσ
√

τ
−N ′

(
δ±

(
τ, x

c2

))
1

xσ
√

τ

]
(−p)x−(p+1)

= − 1

pσ
√

τ
ĺım

x→0+

[
N ′
(
δ±

(
τ, x

c1

))
−N ′

(
δ±

(
τ, x

c2

))]
x−p

= − 1

pσ
√

2πτ
ĺım

x→0+
xp
[
exp

{
−1

2
δ2
±

(
τ,

x

c1

)}
− exp

{
−1

2
δ2
±

(
τ,

x

c2

)}]
= 0.

En la primer igualdad usamos la regla de L’Hospital y (5.2). En laúltima igualdad usamos

(5.13).
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De manera ańaloga se prueba (5.12).

Resta concluir queĺımx→0+ v(t, x) = 0 para0 ≤ t < T . Pero

ĺım
x→0+

v(t, x) = ĺım
x→0+

x
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
−B

( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
= 0 + 0 + 0 + 0

= 0.

El lı́mite del primer t́ermino es cero por (5.11) conp = 1, c1 = K, c2 = B. El lı́mite del

segundo t́ermino es cero por (5.11) conp = 0, c1 = K, c2 = B. El lı́mite del tercer t́ermino es

cero por (5.12) conp = −2r

σ2
, c1 =

B2

K
, c2 = B. El lı́mite del cuarto t́ermino es cero por (5.12)

conp = −2r

σ2
+ 1, c1 =

B2

K
, c2 = B.

iii) Porúltimo mostramos que para cualquier número positivoc,

ĺım
τ→0+

δ±(τ, c) =


−∞ si 0< c <1;

0 si c = 1;

+∞ si c>1.

(5.15)

Y usamos esto para mostrar queĺımτ→0+ v(t, x) = (x−K)+ para 0< x < B

Si c = 1,

ĺım
τ→0+

δ±(τ, c) = ĺım
τ→0+

1

σ
√

τ

(
ln(c) + τ

(
r ± 1

2
σ2

))
= ĺım

τ→0+

(
r ± 1

2
σ2
)

σ

√
τ

= 0.
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Si c > 1 entoncesln(c) > 0. Por lo tanto

ĺım
τ→0+

δ±(τ, c) = ĺım
τ→0+

1

σ
√

τ

(
ln(c) + τ

(
r ± 1

2
σ2

))
= ĺım

τ→0+

ln(c)

σ
√

τ
+

(
r ± 1

2
σ2
)

σ

√
τ

= +∞.

Si 0< c < 1 entoncesln(c) < 0. Por lo tanto

ĺım
τ→0+

δ±(τ, c) = ĺım
τ→0+

1

σ
√

τ

(
ln(c) + τ

(
r ± 1

2
σ2

))
= ĺım

τ→0+

ln(c)

σ
√

τ
+

(
r ± 1

2
σ2
)

σ

√
τ

= −∞.

Ahora veamos queĺımτ→0+ v(t, x) = (x−K)+ para 0< x < B:

Sabemos queK < B. Si 0< x < K, entonces
x

K
< 1,

x

B
< 1,

B

x
> 1 y

B2

Kx
> 1. Por lo

tanto, usando lo demostrado anteriormente, obtenemos

ĺım
τ→0+

v(t, x) = ĺım
τ→0+

x
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
−B

( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
= x[0− 0]−K[0− 0]−B

( x

B

)− 2r
σ2

[1− 1] + K
( x

B

)− 2r
σ2 +1

[1− 1]

= 0.

Si K < x < B, entonces
x

K
> 1,

x

B
< 1,

B

x
> 1 y

B2

Kx
> 1. Por lo tanto, usando lo
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demostrado anteriormente, obtenemos

ĺım
τ→0+

v(t, x) = ĺım
τ→0+

x
[
N
(
δ+

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ+

(
τ,

x

B

))]
− e−rτK

[
N
(
δ−

(
τ,

x

K

))
−N

(
δ−

(
τ,

x

B

))]
−B

( x

B

)− 2r
σ2

[
N

(
δ+

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ+

(
τ,

B

x

))]
+ e−rτK

( x

B

)− 2r
σ2 +1

[
N

(
δ−

(
τ,

B2

Kx

))
−N

(
δ−

(
τ,

B

x

))]
= x[1− 0]−K[1− 0]−B

( x

B

)− 2r
σ2

[1− 1] + K
( x

B

)− 2r
σ2 +1

[1− 1]

= x−K.

Concluimos que∀x tal que 0< x < B, ĺımτ→0+ v(t, x) = máx(x−K, 0) = (x−K)+.

Ejercicio 3 Consideramos el movimiento geométrico brownianoS(t) dado por 4.1 y su

proceso ḿaximo al d́ıaY (t) dado porY (t) = máx0≤u≤t S(u). Usamos el Lema de Independen-

cia, Lema 1.2.7 para mostrar que(S(t), Y (t)) es un proceso de Markov (Ver Definición 1.4.1,

caṕıtulo 1).

Fijemoss y t tal que0 ≤ s ≤ t ≤ T y tomemosf una funcíon medible-Borel.

Consideramos las variables aleatoriasX1 = S(s), X2 = Y (s), Y1 = S(t) − S(s) e Y2 =

máxs≤u≤t S(u) y definimos

f̃(X1, X2, Y1, Y2)
.
= f(X1 + Y1, máx{X2, Y2}).

Observamos que

Y (t) = máx{Y (s), máx
s≤u≤t

S(u)},

y de esta manera,

f̃(X1, X2, Y1, Y2) = f(S(t), Y (t)).

Tomemos ahora

g(x1, x2) = Ẽ(f̃(x1, x2, Y1, Y2)).
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PeroX1 y X2 sonz(s)-medibles, eY1 eY2 son independientes dez(s). De esta manera, el

Lema de Independencia nos asegura que

Ẽ(f̃(X1, X2, Y1, Y2))|z(s)) = g(X1, X2) = g(S(s), Y (s)).

Entonces,

Ẽ(f(S(t), Y (t))|z(s)) = g(S(s), Y (s))

y por lo tanto(S(t), Y (t)) es un proceso de Markov.

Ejercico 4 SeanS(t) e Y (t) los procesos mencionados en el ejercicio anterior. SeaT fi-

jo y sea 0 =t0 < t1 < ... < tm = T una particíon de [0, T ]. Mostramos que cuando el

númerom de puntos de la partición se acerca a infinito y el largo de los subintervalos más

largosmáxj=1,...,m(tj − tj−1) se acerca a cero, la suma

m∑
j=1

(Y (tj)− Y (tj−1))(S(tj)− S(tj−1))

tiene ĺımite cero.

m∑
j=1

(Y (tj)− Y (tj−1))(S(tj)− S(tj−1)) ≤ máx
j=1,...,m

(Y (tj)− Y (tj−1))
m∑

j=1

(S(tj)− S(tj−1))

= máx
j=1,...,m

(Y (tj)− Y (tj−1))(S(T )− S(0)).

Peromáxj=1,...,m(Y (tj) − Y (tj−1)) tiene ĺımite cero cuandomáxj=1,...,m(tj − tj−1) tiende a

cero, puesY (t) es continua. Entonces
∑m

j=1(Y (tj) − Y (tj−1))(S(tj) − S(tj−1)) tiende a cero

cuandomáxj=1,...,m(tj − tj−1) tiende a cero.

Ejercicio 5 En este ejercicio verificamos por cálculo directo que la función v(t, x, y) de

(4.46) satisface la ecuación Black-Scholes-Merton (4.20). Como sabemos, esto es equivalente
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a mostrar que la función u definida por (4.47) satisface la ecuación de Black-Scholes-Merton

(4.29). Verificamos queu(t, z) satisface (4.29) en los siguientes pasos. Sea 0≤ t < T dado y

definimosτ = T − t.

i) Usamos (5.1) para calcularut(t, z), y (5.3) y (5.4) para simplificar el resultado.

Tenemos que

u(t, z) =

(
1 +

σ2

2r

)
zN(δ+(τ, z)) + e−rτN(−δ−(τ, z))− σ2

2r
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))− z

0 ≤ t < T, 0 < z ≤ 1.

Entonces

ut(t, z) = −
(

1 +
σ2

2r

)
zN ′(δ+(τ, z))

1

2τ
δ+

(
τ,

1

z

)
+ re−rτN(−δ−(τ, z))

+ e−rτN ′(−δ−(τ, z))
1

2τ
δ−

(
τ,

1

z

)
− σ2

2
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

− σ2

2r
e−rτz1− 2r

σ2 N ′(−δ−(τ, z−1))
1

2τ
δ−(τ, z))

= −
(

1 +
σ2

2r

)
zN ′(δ+(τ, z))

1

2τ
δ+

(
τ,

1

z

)
+ re−rτN(−δ−(τ, z))

+ e−rτN ′(δ−(τ, z))
1

2τ
δ−

(
τ,

1

z

)
− σ2

2
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

− σ2

2r
e−rτz1− 2r

σ2 N ′(δ−(τ, z−1))
1

2τ
δ−(τ, z))

= −
(

1 +
σ2

2r

)
zN ′(δ+(τ, z))

1

2τ
δ+

(
τ,

1

z

)
+ re−rτN(−δ−(τ, z))

+ e−rτN ′(δ−(τ, z))
1

2τ
δ−

(
τ,

1

z

)
− σ2

2
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

− σ2

2r
e−rτN ′(δ−(τ, z))

1

2τ
δ−(τ, z))
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= − σ2

4rτ

[
e−rτN ′(δ−(τ, z))

(
δ+

(
τ,

1

z

)
+ δ−(τ, z)

)]
− z

2τ
N ′(δ+(τ, z))δ+

(
τ,

1

z

)
+ re−rτN(−δ−(τ, z))− σ2

2
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

+
e−rτ

2τ
N ′(δ−(τ, z))δ−

(
τ,

1

z

)
= − σ2

4rτ
zN ′(δ+(τ, z))

[
δ+

(
τ,

1

z

)
+ δ−(τ, z)− 2r

σ2
δ−

(
τ,

1

z

)
+

2r

σ2
δ+

(
τ,

1

z

)]
+ re−rτN(−δ−(τ, z))− σ2

2
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

= − σ2

4rτ
zN ′(δ+(τ, z))

[
δ+

(
τ,

1

z

)(
1 +

2r

σ2

)
+ δ−(τ, z)− 2r

σ2
δ−

(
τ,

1

z

)]
+ re−rτN(−δ−(τ, z))− σ2

2
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

En la segunda igualdad usamos el hecho queN ′(−x) = N ′(x). En la tercera igualdad

usamos (5.4). Poŕultimo, en la cuarta y sexta igualdad usamos (5.3).

Basta probar que

σ2

4rτ

[
δ+

(
τ,

1

z

)(
1 +

2r

σ2

)
+ δ−(τ, z)− 2r

σ2
δ−

(
τ,

1

z

)]
=

σ√
τ
.

Esto es equivalente a ver que

δ+

(
τ,

1

z

)(
1 +

2r

σ2

)
+ δ−(τ, z))− 2r

σ2
δ−

(
τ,

1

z

)
=

4r
√

τ

σ

δ+

(
τ,

1

z

)(
1 +

2r

σ2

)
+ δ−(τ, z))− 2r

σ2
δ−

(
τ,

1

z

)
=

= δ+

(
τ,

1

z

)
+

2r

σ2

[
δ+

(
τ,

1

z

)
− δ−

(
τ,

1

z

)]
+ δ−(τ, z)

= δ+

(
τ,

1

z

)
+

2r

σ2
σ
√

τ + δ−

(
τ,

1

z

)
− 2

σ
√

τ
ln

(
1

z

)
=

ln
(

1
z

)
σ
√

τ
+

(
r + 1

2
σ2
)
τ

σ
√

τ
+

2r

σ2
σ
√

τ +
ln
(

1
z

)
σ
√

τ

+

(
r − 1

2
σ2
)
τ

σ
√

τ
− 2

σ
√

τ
ln

(
1

z

)
=

4r
√

τ

σ
.



160 CAPÍTULO 5. EJERCICIOS

En la segunda igualdad usamos (5.5) y (5.6); y en la tercera igualdad usamos la definición

deδ±
(
τ, 1

z

)
.

ii) Ahora usamos (5.2) para calcularuz(t, z), y usamos (5.3) y (5.4) para simplificarlo.

uz(t, z) =

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) +

(
1 +

σ2

2r

)
z

1

zσ
√

τ
N ′(δ+(τ, z))− e−rτ 1

zσ
√

τ
N ′(−δ−(τ, z))

− σ2

2r
e−rτ

(
1− 2r

σ2

)
z−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− σ

2rz
√

τ
e−rτz1− 2r

σ2 N ′(−δ−(τ, z−1))− 1

=

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) + e−rτ

(
1− σ2

2r

)
z−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− 1

+

(
1 +

σ2

2r

)
1

σ
√

τ
N ′(δ+(τ, z))

− e−rτ 1

zσ
√

τ
N ′(δ−(τ, z))− σ

2rz
√

τ
e−rτz1− 2r

σ2 N ′(δ−(τ, z−1))

=

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) + e−rτ

(
1− σ2

2r

)
z−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− 1+(

1 +
σ2

2r

)
1

σ
√

τz
e−rτN ′(δ−(τ, z))− e−rτ 1

zσ
√

τ
N ′(δ−(τ, z))− e−rτ σ

2rz
√

τ
N ′(δ−(τ, z))

=

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) + e−rτ

(
1− σ2

2r

)
z−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− 1+

+ e−rτN ′(δ−(τ, z))

[(
1 +

σ2

2r

)
1

σ
√

τz
− 1

zσ
√

τ
− σ

2rz
√

τ

]
=

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) + e−rτ

(
1− σ2

2r

)
z−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− 1 (5.16)

En la primer igualdad usamos (5.2), en la segunda igualdad usamos el hecho queN ′(x) =

N ′(−x) y en la tercer igualdad usamos (5.3) para el cuarto término y (5.4) para eĺultimo

término.

iii) Usamos (5.16) y (5.2) para calcularuzz(t, z), y (5.3) y (5.4) para simplificar el resultado.
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Por ejercicio anterior,

uz(t, z) =

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) +

(
1− σ2

2r

)
e−rτz−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− 1.

Entonces,

uzz(t, z) =

(
1 +

σ2

2r

)
1

zσ
√

τ
N ′(δ+(τ, z)) +

(
1− 2r

σ2

)
e−rτz−

2r
σ2−1N(−δ−(τ, z−1))

+

(
1− σ2

2r

)
e−rτz−

2r
σ2 N ′(δ−(τ, z−1))

1

zσ
√

τ

=

(
1 +

σ2

2r

)
1

zσ
√

τ
N ′(δ+(τ, z)) +

(
1− 2r

σ2

)
e−rτz−

2r
σ2−1N(−δ−(τ, z−1))

+

(
1− σ2

2r

)
1

σ
√

τz
N ′(δ+(τ, z))

=

(
1− 2r

σ2

)
e−rτz−

2r
σ2−1N(−δ−(τ, z−1))+ (5.17)

N ′(δ+(τ, z))

[(
1 +

σ2

2r

)
1

zσ
√

τ
+

(
1− σ2

2r

)
1

σ
√

τz

]
=

(
1− 2r

σ2

)
e−rτz−

2r
σ2−1N(−δ−(τ, z−1)) + N ′(δ+(τ, z))

2

zσ
√

τ
. (5.18)

En la primer igualdad usamos el hecho queN ′(x) = N ′(−x). En la segunda igualdad usamos

(5.4) y en la tercera igualdad usamos (5.3).

iv) Ahora verificamos queu(t, z) satisface la ecuación B-S-M (4.29).

Debemos ver que

ut(t, z) + rzvz(t, z) +
1

2
σ2z2uzz(t, z) = ru(t, z) 0 ≤ t < T, 0 < z < 1.
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ut(t, z) + rzvz(t, z) +
1

2
σ2z2uzz(t, z) = re−rτN(−δ−(τ, z))− 1

2
σ2e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))

− σz√
τ
N ′(δ+(τ, z)) + rz

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z))

+ rz

(
1− σ2

2r

)
e−rτz−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− rz

1

2
σ2z2

(
1− 2r

σ2

)
e−rτz−

2r
σ2−1N(−δ−(τ, z−1))

+
1

2
σ2z2 2

zσ
√

τ
N ′(δ+(τ, z))

= re−rτN(−δ−(τ, z))

+

[
1

2
σ2e−rτ

(
1− 2r

σ2

)
z1− 2r

σ2 − 1

2
σ2e−rτz1− 2r

σ2 + rze−rτ

(
1− σ2

2r

)
z−

2r
σ2

]
N(−δ−(τ, z−1))[

σz√
τ
− σz√

τ

]
N(δ+(τ, z)) + rz

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z))− rz

= re−rτN(−δ−(τ, z)) + rz

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z))− rz

+ re−rτz−
2r
σ2

[
z

(
1− σ2

2r

)
− z

]
N
(
−δ−

(
τ, z−1

))
= re−rτN(−δ−(τ, z)) + z

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z))− z

− e−rτz1− 2r
σ2

σ2

2r
N(−δ−(τ, z−1))

= ru(t, z).

v) Porúltimo, verificamos queu(t, z) satisface la condición de contorno (4.31).

La condicíon de contorno (4.31) establece que

u(t, 1) = uz(t, 1) 0 ≤ t < T.

Calculemosu(t, 1) y uz(t, 1) y veamos que coinciden:
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u(t, 1) =

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, 1)) + e−rτN(−δ−(τ, 1))− σ2

2r
e−rτN(−δ−(τ, 1))− 1

=

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, 1)) +

(
1− σ2

2r

)
e−rτN(−δ−(τ, 1))− 1. (5.19)

y

uz(t, z) =

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, z)) +

(
1− σ2

2r

)
e−rτz−

2r
σ2 N(−δ−(τ, z−1))− 1.

Por lo tanto,

uz(t, 1) =

(
1 +

σ2

2r

)
N(δ+(τ, 1)) +

(
1− σ2

2r

)
e−rτN(−δ−(τ, 1))− 1. (5.20)

Vemos que los t́erminos en (5.19) y (5.20) coinciden. Ası́ queda demostrado el ejercicio.

Ejercicio 6 El precio de la opcíon Lookbackv(t, x, y) de (4.46) debe satisfacer las condidi-

ciones de contorno (4.21)-(4.23). Como sabemos,ésta es equivalente a la función u(t, z) dada

por (4.47) satisfaciendo las condiciones de contorno (4.30)-(4.32).

En el ejercicio 5v), se mostŕo que esta función satisface la condición de contorno (4.31).

Aqúı verificamos por ćalculo directo que el lı́mite deu(t, z) cuandoz ↓ 0 satisface (4.30) y

el lı́mite deu(t, z) cuandot ↑ T (τ ↓ 0) satisface (4.32).

i) Usamos (5.10) y la segunda parte de (5.13) para mostrar queĺımz→0+ u(t, z) = e−rτ para

0 ≤ t < T.

ĺım
z→0+

u(t, z) = ĺım
z→0+

[(
1 +

σ2

2r

)
zN(δ+(τ, z)) + e−rτN(−δ−(τ, z))

− σ2

2r
e−rτz1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))− z
]

(5.21)
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Por (5.10),

ĺım
z→0+

δ+(τ, z) = −∞.

Entonces,

ĺım
z→0+

N(δ+(τ, z)) = 0.

Por lo tanto,

ĺım
z→0+

(
1 +

σ2

2r

)
zN(δ+(τ, z)) = 0.

Además, por (5.10),

ĺım
z→0+

−δ−(τ, z) = ∞.

Entonces,

ĺım
z→0+

N(−δ−(τ, z)) = 1.

Por lo tanto,

ĺım
z→0+

e−rτN(−δ−(τ, z)) = e−rτ .

Ahora calculemos

ĺım
z→0+

z
1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1)) : (5.22)

Si 1− 2r

σ2
≥ 0, por (5.10),

ĺım
z→0+

−δ−(τ, z−1) = −∞.

Entonces,

ĺım
z→0+

N(−δ−(τ, z−1)) = 0.

Por lo tanto,

ĺım
z→0+

z
1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1)) = 0.
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Si 1− 2r

σ2
< 0, entonces podemos aplicar L’Hóspital a (5.22). De esta forma,

ĺım
z→0+

z
1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1)) = ĺım
z→0+

N ′(−δ−(τ, z−1))(
2r
√

τ

σ
− σ

√
τ

)
z

2r

σ2
− 1

= ĺım
z→0+

2π(
2r
√

τ

σ
− σ

√
τ

)z

1−
2r

σ2


e
−1

2
δ2
−(τ, z−1)

= 0,

por (5.13) conp = 1− 2r

σ2
< 0.

Porúltimo, el cuarto t́emino en (5.21) es cero.

Concluimos que

ĺım
z→0+

u(t, z) = e−rτ

ii) En este ejercicio usamos (5.15) para mostrar queĺımτ→0+ u(t, z) = 1 − z para 0 <

z ≤ 1.

ĺım
τ→0+

u(t, z) = ĺım
τ→0+

[(
1 +

σ2

2r

)
zN(δ+(τ, z)) + e−rτN(−δ−(τ, z))

− σ2

2r
e−rτ z

1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1))− z
]
.

Si 0 < z < 1:

Por (5.15),

ĺım
τ→0+

N(δ+(τ, z)) = 0,

entonces

ĺım
τ→0+

(
1 +

σ2

2r

)
zN(δ+(τ, z)) = 0.
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Además,

ĺım
τ→0+

N(−δ−(τ, z)) = 1

por (5.15). Por lo tanto,

ĺım
τ→0+

e−rτN(−δ−(τ, z)) = 1.

Por otro lado, si0 < z < 1, entoncesz−1 > 1. De esta manera, por (5.15),

ĺım
τ→0+

−δ−(τ, z−1) = −∞.

Entonces,

ĺım
τ→0+

N(−δ−(τ, z−1)) = 0.

Por lo tanto,

ĺım
τ→0+

σ2

2r
e−rτ z

1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1)) = 0.

Concluimos que

ĺım
τ→0+

u(t, z) = 1− z para 0 < z < 1.

Si z = 1:

Por (5.15) ,

ĺım
τ→0+

δ±(τ, z) = ĺım
τ→0+

δ±(τ, z−1) = 0.

Por lo tanto,

ĺım
τ→0+

(
1 +

σ2

2r

)
zN(δ+(τ, z)) =

1

2

(
1 +

σ2

2r

)
,

ĺım
τ→0+

e−rτN(−δ−(τ, z)) =
1

2

y

ĺım
τ→0+

e−rτ σ2

2r
z
1− 2r

σ2 N(−δ−(τ, z−1)) =
1

2

σ2

2r
.
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De esta manera, concluimos que

ĺım
τ→0+

u(t, z) =
1

2

(
1 +

σ2

2r

)
+

1

2
− 1

2

σ2

2r
− z

=
1

2
+

1

2

σ2

2r
+

1

2
− 1

2

σ2

2r
− z

= 1− z para z = 1.

Aśı tenemos

ĺım
τ→0+

u(t, z) = 1− z para 0 < z ≤ 1

y queda demostrado el ejercicio.

Ejercicio 7 Consideremos una call asiática con strike cero cuyo payoff en tiempoT es

V (T ) =
1

T

∫ T

0

S(u)du.

i) Supongamos que en tiempot tenemosS(t) = x ≥ 0 y
∫ t

0
S(u)du = y ≥ 0. Aqúı usamos

el hecho quee−ruS(u) es una martingala sobrẽP para calcular

e−r(T−t)Ẽ

(
1

T

∫ T

0

S(u)du|z(t)

)
.

Llamamos a nuestra respuestav(t, x, y).

Seaf(t, x̃) = S(0)e
σx̃ +

(
r − 1

2
σ2

)
t
, entoncesS(t) = f(t, W̃ (t)). Por la f́ormula de

Itô-Doeblin para movimiento Browniano tenemos que

f(T, W̃ (T )) = f(0, W̃ (0)) +

∫ T

0

ft(t, W̃ (t))dt +

∫ T

0

fx(t, W̃ (t))dW̃ (t) +
1

2

∫ T

0

fxx(t, W̃ (t))dt.

Por lo tanto

S(T ) = S(0) +

∫ T

0

(
r − 1

2
σ2

)
S(t)dt +

∫ T

0

σS(t)dW̃ (t) +
1

2

∫ T

0

σ2S(t)dt

= S(0) +

∫ T

0

rS(t)dt +

∫ T

0

σS(t)dW̃ (t)
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Con lo cual obtenemos∫ T

0

S(t)dt =
1

r

(
S(T )− S(0)−

∫ T

0

σS(t)dW̃ (t)

)
.

SeaI(T ) =
∫ T

0
S(t)dW̃ (t), entoncesI(T ) es martingala por Teorema 3.2.4iv). Por lo tanto,

Ẽ

(
1

T

∫ T

0

S(u)du|z(t)

)
=

1

Tr
er(T−t)S(t)− 1

Tr
S(0)− σ

Tr
Ẽ

(∫ T

0

S(u)dW̃ (u)|z(t)

)
=

1

Tr
er(T−t)S(t)− 1

Tr
S(0)− σ

Tr

∫ t

0

S(u)dW̃ (u).

donde hemos usado el hecho quee−rtS(t) es una martingala.

Ahora calculemos
∫ t

0
S(u)dW̃ (u):

De nuevo, aplicando la fórmula de It̂o-Doeblin para movimiento Browniano af(t, x̃) =

S(0)e
σx̃ + (r − 1

2
σ2)t

, obtenemos

S(t) = S(0) +

∫ t

0

rS(u)du +

∫ t

0

σS(t)dW̃ (t).

Entonces ∫ t

0

S(u)dW̃ (u) =
S(t)− S(0)

σ
− r

σ

∫ t

0

S(u)du.

Concluimos entonces que

Ẽ

(
1

T

∫ T

0

S(u)du|z(t)

)
=

er(T−t)

Tr
S(t)− S(0)

Tr
− σ

Tr

[
S(t)− S(0)

σ
− r

σ

∫ t

0

S(u)du

]
=

er(T−t)

Tr
S(t)− S(t)

Tr
+

1

T

∫ t

0

S(u)du.

Por lo tanto,

v(t, x, y) = e−r(T−t)Ẽ

(
1

T

∫ T

0

S(u)du|z(t)

)
=

x

rT
− e−r(T−t)x

Tr
+

e−r(T−t)

T
y.
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ii) Verificamos que la función v(t, x, y) que obtuvimos eni) satisface la ecuación B-S-

M (4.55) y las condiciones de contorno (4.56) y (4.58) del Teorema 4.3.2 (No trataremos de

verificar (4.57) porque al cálculo dev(t, x, y) lo hicimos tomandoy ≥ 0.)

Debemos verififcar quev(t, x, y) satisface la ecuación B-S-M (4.55)

vt(t, x, y)+rxvx(t, x, y)+xvy(t, x, y)+
1

2
σ2x2vxx(t, x, y) = rv(t, x, y) 0 ≤ x, 0 ≤ t < T

y las siguientes condiciones de contorno:

v(t, 0, y) = e−r(T−t) y

T
, 0 ≤ t < T, y ∈ R

v(T, x, y) =
y

T
, x ≥ 0, y ∈ R.

Calculemos las derivadas parciales dev(t, x, y) que involucra la ecuación (4.55):

vt(t, x, y) = re−r(T−t)
[

y
T
− x

rT

]
;

vx(t, x, y) = 1
rT

[
1− e−r(T−t)

]
;

vy(t, x, y) = e−r(T − t)
T

;

vxx(t, x, y) = 0;

entonces

vt(t, x, y) + rxvx(t, x, y) + xvy(t, x, y) +
1

2
σ2x2vxx(t, x, y) =

=
r

T
e−r(T−t)

[
y − x

r

]
+ rx

[
1

rT
− e−r(T−t)

rT

]
+ x

e−r(T−t)

T

=
r

T
e−r(T−t)

[
y − x

r

]
+

x

T

= rv(t, x, y).

Además, reemplazando env(t, x, y) obtenemos

v(t, 0, y) = e−r(T−t) y

T
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v(T, x, y) =
x

rT
+

y

T
− x

rT
=

y

T
,

como deseamos.

iii) Finalizando, determinamos explı́citamente el proceso∆(t) = vx(t, S(t), Y (t)), y obser-

vamos que no es aleatorio.

Sabemos del ejercicio anterior que

vx(t, x, y) =
1

rT

[
1− e−r(T−t)

]
.

Entonces

vx(t, S(t), Y (t)) =
1

rT

[
1− e−r(T−t)

]
,

y claramente esto no es aleatorio.



APÉNDICE A

Cambio de medida

En este aṕendice mostraremos cómo es posible establecer en un espacio de probabilidad

(Ω, P, z), una medida de probabilidad̃P equivalente aP . En particular, esto puede aplicarse

en la teoŕıa de finanzas para fundamentar la existencia de medidas de probabilidad deriesgo

neutral.

Teorema A.0.6.Sea(Ω, P, z) un espacio de probabilidad y seaZ una variable aleatoria no

negativa a.e. conE(Z) = 1. ParaA ∈ z, definamos

P̃ (A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω).

EntoncesP̃ es una medida de probabilidad. Además, siX es una variable aleatoria no

negativa, entonces

I) Ẽ(X) = E(XZ).

SiZ es estrictamente positiva a.e., también tenemos

II) E(Y ) = Ẽ(Y
Z
) para toda variable aleatoria no negativaY .

El valor esperadõE enI) y II) es con respecto a la medida de probabilidadP̃ . (i.e.,Ẽ(X) =∫
Ω

X(ω)dP̃ (ω) ).
171
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NotaA.0.7. SeanX+ = máx{X, 0} y X− = máx{−X, 0} sus componentes positiva y negati-

va, respectivamente. EntoncesX = X+ − X−. AplicandoI) y II) a X+ y X−, y en caso de

obtener valores finitos, podemos probar que el teorema se cumple para la variable aleatoriaX.

Demostracíon. (Teorema A.0.6)Para ver quẽP es una medida de probabilidad, debemos veri-

ficar queP̃ (Ω) = 1 y queP̃ es aditiva numerable. Tenemos por hipótesis que

P̃ (Ω) =

∫
Ω

Z(ω)dP (ω) = E(Z) = 1.

Para la aditividad numerable, seaA1, A2,... una sucesión de conjuntos disjuntos enz, y

definimosBn =
⋃n

k=1 Ak, B∞ =
⋃∞

k=1 Ak. DenotamosIB a la funcíon indicadora enB. Debido

a que

IB1 ≤ IB2 ≤ IB3 ≤ ...

y

ĺım
n→∞

IBn = IB∞ ,

podemos usar el Teorema de Convergencia Monótona para escribir

P̃ (B∞) =

∫
Ω

IB∞(ω)Z(ω)dP (ω) = limn→∞

∫
Ω

IBn(ω)Z(ω)dP (ω).

PeroIBn(ω) =
∑n

k=1 IAk
(ω), y asi∫

Ω

IBn(ω)Z(ω)dP (ω) =
n∑

k=1

∫
Ω

IAk
(ω)Z(ω)dP (ω) =

n∑
k=1

P̃ (Ak).

Reuniendo esas dos ecuaciones, obtenemos la propiedad de aditividad numerable

P̃ (
∞⋃

k=1

Ak) = ĺım
n→∞

n∑
k=1

P̃ (Ak) =
∞∑

k=1

P̃ (Ak).

Ahora supongamos queX es una variable aleatoria no negativa. SiX es una funcíon indi-

cadoraX = IA, entonces

Ẽ(X) = P̃ (A) =

∫
Ω

IA(ω)Z(ω)dP (ω) = E(IAZ) = E(XZ),
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lo cual esI).

Análogamente, esto puede probarse para una suma finita de funciones indicadoras. Porúlti-

mo, y dado que toda variable aleatoria se puede expresar como lı́mite de sumas de este tipo,

podemos probarI) para cualquierX no negativa.

CuandoZ > 0 a.e., Y
Z

est́a definida y podemos reemplazarX en I) por Y
Z

para obtener

II).

Definición A.0.8. SeaΩ conjunto no vaćıo y z unaσ- álgebra de subconjuntos deΩ. Dos

medidas de probabilidadP y P̃ en(Ω, z) se dicenequivalentessi

P (A) = 0 ⇔ P̃ (A) = 0, A ∈ z.

Se puede ver fácilmente queP y P̃ del Teorema A.0.6 son equivalentes (ver [1], pág. 34).

Teorema A.0.9. (Radon-Nikod́ym) : SeanP y P̃ medidas de probabilidad equivalentes

definidas en(Ω, z). Entonces existe una variable aleatoriaZ positiva a.e. tal queE(Z) = 1 y

P̃ (A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω) ∀A ∈ z.

Demostracíon. Ver

Tambíen podemos usar este cambio de medida para cambiar la media de una variable aleato-

ria o las medias en cada tiempot de un proceso estocástico en general.

Supongamos que tenemos un espacio de probabilidad(Ω, P, z) y una filtracíonz(t), defini-

da para0 ≤ t ≤ T , dondeT es un tiempo final fijo. Supongamos además queZ es una variable

aleatoria positiva a.e. que satisfaceE(Z) = 1, y definimosP̃ como en el Teorema A.0.6. Pode-

mos entonces definir elproceso derivado Radón-Nikod́ym

Z(t) = E(Z|z(t)), 0 ≤ t ≤ T.
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Este proceso es una martingala debido a la propiedad de condicionamiento iterado (Teorema

1.2.6,III) ): para0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

E(Z(t)|z(s)) = E(E(Z|z(t))|z(s)) = E(Z|z(s)) = Z(s).

Además, este proceso tiene las propiedades presentadas en los siguientes dos lemas.

Lema A.0.10. Seat que satisface0 ≤ t ≤ T y seaY una variable aleatoriaz(t)- medible.

Entonces

Ẽ(Y ) = E(Y Z(t)).

Demostracíon. UsamosI) del Teorema A.0.6, la segunda condición en la definicíon de esper-

anza condicional, la propiedadII) del Teorema 1.2.6 (“tomando sobre lo que es conocido”), y

la definicíon deZ(t) para escribir

Ẽ(Y ) = E(Y Z) = E(E(Y Z|z(t))) = E(Y E(Z|z(t))) = E(Y Z(t)).

Lema A.0.11. Seans y t que satisfacen0 ≤ s ≤ t ≤ T y seaY una variable aleatoriaz(t)-

medible. Entonces

Ẽ(Y |z(s)) =
1

Z(s)
E(Y Z(t)|z(s)).

Demostracíon. Ver [1]

Teorema A.0.12.(Girsanov’s, una dimensión) SeaW (t), 0≤ t ≤ T , un movimiento Browni-

ano en un espacio de probabilidad(Ω, P, z), y seaz(t), 0≤ t ≤ T , una filtracíon para este

movimiento Browniano. SeaΘ(t), 0≤ t ≤ T , un proceso adaptado. Definimos

Z(t) = exp{−
∫ t

0

Θ(u)dW (u)− 1

2

∫ t

0

Θ2(u)du}, (A.1)
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W̃ (t) = W (t) +

∫ t

0

θ(u)du, (A.2)

y supongamos que

E(

∫ T

0

Θ2(u)Z2(u)du) < ∞. (A.3)

TomemosZ = Z(T ). EntoncesE(Z) = 1 y sobre la medida de probabilidad̃P del Teorema

A.0.6 , el procesoW (t), 0≤ t ≤ T , es un movimiento Browniano.

Demostracíon. Ver [1]

En modelos financieros, primero estableceremos un espacio muestralΩ, el cual uno puede

considerar como el conjunto de posibles escenarios para el futuro. Imaginamos estos conjun-

tos de posibles escenarios teniendo una medida de probabilidad realP . Sin embargo, para

proṕositos de valuación de derivados, usaremos una medida de riesgo neutralP̃ . Insistiremos

que esas dos medidas son equivalentes. Deben coincidir en lo que es posible y lo que es imposi-

ble; pueden diferir en cuan probable las posibilidades son.
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