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Resumen

Las trayectorias de tiempo 6ptimo en circuitos cerrados son usadas, por ejemplo, para determinar el
camino que debe seguir un vehiculo en una carrera o el recorrido de un riel en una linea de produccién.
Desde el punto de vista matemaético, se plantea un problema de minimizaciéon de un cierto funcional
(representante del tiempo) en el espacio de las curvas cerradas y sujeto a condiciones propias del problema.

El objetivo de este trabajo es el de analizar y resolver el problema de optimizacién de encontrar
una trayectoria éptima para un circuito cerrado, de manera que minimice el tiempo que se demora
en recorrerlo. En el problema a analizar se plantearda un modelo que contemple ciertas restricciones de
permanencia en el circuito y friccién correspondientes.

Ademads en este trabajo se analizard el problema a resolver para lograr modelarlo matematicamen-
te. Luego se daran las herramientas tedricas y técnicas numéricas para resolver el problema. Con el
modelo matematico listo, se procedera a realizar una discretizacién del problema para resolverlo compu-
tacionalmente y finalmente se exhibiran los resultados numéricos obtenidos con su interpretacion grafica
correspondiente.

Palabras Claves: trayectorias en circuitos cerrados, optimizacion no lineal.

Clasificacién (MSC2010):
90C90 Operations research, mathematical programming. Applications of mathematical programming.

65D17 Numerical analysis. Computer aided design (modeling of curves and surfaces).



Abstract

Optimal time trajectories in closed tracks are used, for example, to determine the path that a vehicle
must follow in a race or the route of conveyor system in an assembly line. From a mathematical point of
view a minimization problem is set in the space of closed curves subject to conditions that are problem
related.

The objective of this work is to analyze and solve the optimization problem of finding an optimal
trajectory for a closed track, so that minimize the time that is taken to go over the track. In this problem
it will be set a model that contemplates some constraints like staying inside the track and satisfying a
friction equation.

In addition, in this work the problem will be analyzed to achieve a mathematical model. Then theore-
tical tools and numerical techniques will be given to solve the problem. When the mathematical model is
finished, it will be performed a discretization to computationally solve the problem and finally, numerical
results will be exhibited and a respective graphic interpretation given.

Palabras Claves: trajectories in closed tracks, nonlinear programming.

Clasificacién (MSC2010):
90C90 Operations research, mathematical programming. Applications of mathematical programming.

65D17 Numerical analysis. Computer aided design (modeling of curves and surfaces).
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6 INDICE GENERAL

Notacion

:= igual por definicién.

) conjunto vacio.

p.p. para casi todo punto, es decir, en todos los puntos excepto posiblemente en los de medida (medida
dada por el contexto) cero.

2z — f(x) mapea el punto x hacia f(x).

F: X — Y la funcién F sale del espacio X y llega al espacio Y.

R los ntimeros reales.

RR™ es el espacio euclideo n-dimensional.

R} ={z € R"|x; >0,i=1,...,n} es el ortante no negativo.

L]0, 1] el espacio de Hilbert de clases de equivalencias de valores reales, cuadrado integrable, funciones
Y(t), con Y1 ~ 1y si h1(t) = ¥o(t) para todo t € [0, 1] excepto posiblemente en un conjunto de
medida Lebesgue cero, y (¢, ¢) = fol »(t)p(t)dt.

L, (Q) espacio de Banach de funciones medibles Lebesgue 1: © — R con norma finita ||1)[|, := ( [, [¢(w) |pdw)%.

L,(Q)4+ C L,(9) el conjunto de funciones con valores no negativos p.p. = € Q.

Wwm=(Q) = {¢ € Ly(Q) | D% € Ly() si |g| < m} espacio de Sobolev, donde D7) = % y lal =
@At S

H™(Q) es el espacio de Sobolev W™2((Q).

C2°(9) son las funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto.

L(X,Y) espacio de operadores lineales continuos A : X — Y con la norma [|A[| = sup, <1 [[Az|| siendo
X e Y espacios normados.

X* = L(X,IR) espacio dual de X.

span{S} es el subespacio generado por el conjunto S C X donde X es un espacio vectorial.

int(S) = {z € S| 3 un entorno V de x tal que V C S} es el interior del conjunto S.

r(t) = o(t) si r : Ry — R cumple que r(¢)/t — 0 cuando ¢ — 0.

lim, , . ©p = Sup,,>o infy>n(zx) es el limite inferior de una sucesién {z,}.

lim,, 00 T, = inf,, >0 SUpys, (z) es el limite superior de una sucesién {z,}.

cl(S) es la clausura (con la topologfa usual) del conjunto S.

Si A y B son espacios vectoriales, A+ B={a+b|a € A, b € B} es la suma de Minkowski.

At es la transpuesta de la matriz A.

A(:,m : 1) son todas las filas, y las columnas desde la m hasta la [ de la matriz A.

[A; B] es una matriz formada por el bloque A y en la fila debajo, el bloque B.

B(a,e) = {z € R" | ||z — a|]|lg» < €} es la bola abierta de R".

Bla,e] = {x € R" | || — a||g» < €} es la bola cerrada de R™.

Im(f) es la imagen de la funcién f.

En el caso en que el contexto no lo especifique, la derivada de una funcién en un punto z, f’'(z) con
f : R™ — IR, serd considerada como una matriz de n filas y 1 columna. De la misma manera,
consideraremos un vector en R como un vector columna.

Si no se aclara lo contrario {xx}, kK € N denotara la sucesién de niimeros reales 1, xs, . ..

C' () es el espacio de Banach de funciones 1 : Q — R, Q € R"™ I-veces continuamente diferenciables.

Si A: X =Y es un operador lineal, Ker(A) = {z € X | Az = 0} es el nicleo de A.

Sib,deR™ b<dsignifica b; < d;, Vi=1,...,n.



Introduccion

El objetivo de este trabajo es, dado un circuito cerrado con sus respectivos coeficientes de friccién,
encontrar la trayectoria que demora menos tiempo en recorrerlo, lo cual se puede traducir en resolver un
problema de optimizacién con restricciones.

En el Capitulo 1, se describe el problema que se desea resolver y se realiza una formulacion matematica
del mismo, asi se obtiene un problema de optimizacién con restricciones y es posible utilizar marco
tedrico matematico para resolverlo. Este marco tedrico se da a continuacién en los siguientes capitulos,
en el Capitulo 2 se verdn preliminares sobre geometria diferencial, en el Capitulo 3 preliminares de
optimizacion, y en el Capitulo 4, preliminares sobre métodos numéricos. De esta forma, se termina de
formular el problema de optimizacién en el Capitulo 5, cuya idea es obtener un problema como el siguiente

minimizar  f(z)
sujetoa G(z)e K,z € C

donde se detallan cuéles son los espacios y funciones constituyentes del problema.
Luego, en el capitulo 6, se podran observar los resultados computacionales de lo planteado anterior-
mente incluyendo graficas descriptivas que muestran las trayectorias solucién obtenidas.
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Capitulo 1

La trayectoria 6ptima

1.1. El “Problema del TC”

Una manera simple de visualizar el problema que se quiere resolver en este trabajo, es imaginar
encontrarse en alguno de los circuitos del TC (turismo carretera), estos circuitos (o pistas), tienen un
punto (o linea) de salida, que es el mismo que el de llegada, y el objetivo, es dar una determinada cantidad
de “vueltas” en el menor tiempo posible. Resulta muy 1til entonces, encontrar una estrategia 6ptima para
una vuelta de referencia, considerando que el vehiculo comienza a moverse con una velocidad positiva y
también termina la vuelta con una velocidad positiva.

Suponer que el vehiculo utilizado para recorrer el circuito es un auto, es una restricciéon que no se
contemplara en este trabajo, por lo que se propone un movimiento “puntual”.

Ademés, hay otras consideraciones a tener en cuenta:

= mantenerse dentro de la pista, esto es indispensable pues se plantea que el terreno fuera de la pista
es infranqueable en muchos casos.

= la friccién de la pista, que regula los limites de la aceleracién, y también, la trayectoria.

Por lo tanto la idea es minimizar el tiempo en que se da la vuelta, teniendo en cuenta las consideraciones
previas. Para resolver esto, se plantea un problema de minimizacién, con determinadas restricciones. La
funcién a minimizar es el tiempo, y algunas de las restricciones deberan ser la permanencia en pista y la
friccion.

1.2. Formulacion matematica

El objetivo ahora es definir la funcién tiempo final ¢; que se quiere minimizar, sujeta a las dos
condiciones mencionadas anteriormente. Matematicamente la condicién de mantenerse dentro de la pista
puede escribirse como

z(t) € P, Vte[0,ts],

donde x es la trayectoria del vehiculo y P es el conjunto de curvas que se mantienen dentro de la pista.
La condicién de friccién regula las aceleraciones tangencial a; y normal a,, para que cumplan

a 2 a 2
() + () < (1.1)
Mt Hn

donde g es la aceleracién de la gravedad, p: v p,, son los coeficientes de rozamiento tangencial y normal,
respectivamente. Tal condicién es conocida en la literatura como elipse de friccién (ver [8]).

Para estudiar este problema, se definird la curva x a través de sus funciones de movimiento. Una he-
rramienta que facilitard las cuentas es reparametrizar la curva por longitud de arco. Entonces se considera
la funcién trayectoria de la curva como x : [0,t7] — R? tal que

z(t) = pe(S(t)), (1.2)

donde t¢ es el tiempo final, ¢ : [0,1] — R? es una curva parametrizada por longitud de arco, es decir,
para s — ¢(s) con s € [0,1]
dc
= =1, 1.3
5] (1)

9



10 CAPITULO 1. LA TRAYECTORIA OPTIMA
la funcién S : [0,t5] — [0,1] es la longitud de arco normalizada y p € (0, +00) es la longitud de x, pues

/tf
0

Para definir la funcién ¢y se usaran las propiedades de las funciones anteriormente dadas. Para ello se
define la funcién velocidad v : [0,¢7] — R? tal que

dz
dt

o)

trds
=y / ° (63t = p(S(ty) ~ 5(0)) =p.

_dx de ds

v(t) = (1) = pE(S0) 2 (), (149)

y la funcién rapidez (magnitud de la velocidad) o : [0,¢;] — R tal que

(1) = 2 (1),

Note que estas funciones estdn definidas en un intervalo de tiempo que depende de .

De la definicién de longitud de arco, se puede demostrar que S tiene inversa T : [0,1] — [0,ty] con
T(0) = 0 (una explicacién detallada puede verse en el Capitulo 2), usando esto se define una nueva
funcién de rapidez v : [0,1] — R tal que

o(s) = DT (s)) = %2 (1(5)). (1.5)

Como s = S(T(s)), derivando en relacién a s obtenemos

ds dT
1= S (T(s) () =

"=
<

por lo tanto
dT P
ATt

v(s)
Integrando, se obtiene que el tiempo final es

tf:T(l)—T(O):/O %(s)ds:/o %ds. (1.7)

Para escribir la condicién de la elipse de friccién en término de estas mismas funciones, se calculara
la aceleracion de la trayectoria

a2z d2c s, \> de 28

—(t) =p—(S(t —(t —(S(t)—=(t 1.8

0= s0) (50) rEE0 g0, (1.9

donde en el primer término se encuentra la informacién de la aceleracién normal y en segundo el de la

aceleracion tangencial. Esto puede demostrarse usando que c estd parametrizada por longitud de arco y
por lo tanto

de 2 dc d’c

=2(— — .

) R2 <d8 (S)’ ds? (5)>]R2

d d
1 °oc
ds

0= —1 = —
ds ds

(s

Luego, la aceleracién normal tiene magnitud

ds 2 d?e 1 d’c
) =1 (Fr@) 50| =G| (1.9
donde usamos (1.5). Por otro lado, usando (1.5) y (1.6),
dv d*S dr d*S
8 =0 (TE) G () = (T6)

Por lo tanto la aceleracién tangencial es

d’S 1 dv 1d (/1
als) = ar(s) = (T(6) = L) 52 () = 1 20 (5092).
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Con esto, se obtiene que
s 1
p/ a(r)dr = 5(11(5)2 —v(0)?). (1.10)
0
Para describir el conjunto P (curvas que se mantienen dentro de la pista) en términos de las funciones
anteriores, considere que « : [0,1] — R? y 3 : [0,1] — R? son las curvas que describen la calzada
interna y externa de la pista, respectivamente, y sea « : [0,1] — (0,+00) el ancho de la calzada, o sea
k(s) = ||B(s) — a(s)||rz- Se pedird que para todo s € [0, 1]

[2(T(s)) = a(s)lIe < r(s)?,
l2(T'(s)) = Bs)lIg < K(s)*.

Observe que lo que describe este sistema de desigualdades es lo siguiente: la distancia euclidea entre la
trayectoria y la calzada interna, y a la vez entre la trayectoria y la calzada externa deben ser menores
o iguales que el ancho de la pista. Entonces, si fuese que la trayectoria se desvia fuera de la pista
hacia el interior del circuito, ésta no cumpliria la restriccién que considera la calzada externa (pues
|z(T'(s)) — B(s)||%2 > £(s)?), y andlogamente si la trayectoria se desvia fuera de la pista hacia el exterior
del circuito ([|z(T'(s)) — a(s)||%2 > k(s)?). Por lo tanto, con estas restricciones se asegura la permanencia
en pista.

También, cabe destacar que el origen de coordenadas se ubicara siempre dentro del area encerrada
por la curva interna «, lo cual se puede describir mediante las siguientes ecuaciones.

(1.11)

[18(s)[[m> > £(s), Vs € [0,1],
[18(s)l[m2 > lla(s)llm2, Vs € [0, 1].

Por 1ltimo, para luego demostrar la existencia de solucién del problema discretizado, es necesario
que las curvas, tanto interna como externa no se intersequen consigo mismas, esto es, las curvas seran
simples (ver Capitulo 1, Definicién 6). Este hecho puede interpretarse en un circuito de carreras, ya que
si el circuito es plano (como en nuestro caso) permitir que las curvas no sean simples podria ficilmente
provocar una colision entre dos o més vehiculos en el transcurso de la carrera.

1.2.1. Problema de optimizacién

Se puede comenzar ahora a escribir el problema de optimizacién. Recapitulando lo hecho anterior-
mente, se identifican las incégnitas:

= la curva c,

= la rapidez v (por coherencia con la notacidn, serd llamada simplemente velocidad),
= la aceleracion tangencial a,

= la longitud de la curva p, y

= la velocidad inicial v(0) a la cual llamaremos vy.

Por (1.7) se tiene definida la funcién objetivo a minimizar.
De las cuentas anteriormente realizadas surgen las restricciones:

1. la parametrizacién por longitud de arco de ¢ (1.3).

2. La curva c debe ser cerrada, luego ¢(1) = ¢(0).

3. La velocidad y aceleracién de ¢ deben ser curvas cerradas, entonces 9 (1) = 4¢(0), %(1) = 95(0).

e

La condicién de la elipse de friccién (1.1), usando (1.9).
. La velocidad inicial y final deben ser iguales, por lo tanto v(1) = v(0).
. La aceleracién tangencial inicial y final deben ser iguales, entonces a(1) = a(0).

. La velocidad y aceleracién tangencial deben satisfacer la condicién (1.10).

o N o

. La permanencia en pista (1.11), teniendo en cuenta (1.2).
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Para formular el problema de acuerdo al estdndar en optimizacién continua, se escribirdn las restric-
ciones de igualdad con un igual a cero y las de desigualdad con un menor o igual a cero. Por lo tanto el
planteo del problema queda de la siguiente manera:

1
. p
minimizar ——ds
(cavpv0) Jo v(8)

sujeto a H%(S)HR2 —1=0, Vs €0,1]

c(1) —¢(0) =0

(1) = 0) =0,

(1) - 50 =0,

v(l) —wg =0,

a(l) —a(0) =0,

$(v(s)? = v3) —p [, a(r)dr =0, Vs € [0,1]

azal(s)® + (s)t \ %(S)H;Q —¢2<0,Vs€0,1],
[pe(s) — a(s)||%e — K(s)? <0, Vs € [0,1],
) — B(s)]% — k(5)2 <0, Vs € [0,1].

(
[[pe(s

donde (c,a,v,p,vg) € H?[0,1]2 x L?[0,1] x L?[0,1] x Ry x Ry.

Note que la eleccién de los espacios tiene sentido, pues, la velocidad y aceleracién deben ser integrables
en [0,1], y la curva (que tiene 2 coordenadas espaciales), por regularidad, debe poder ser derivable dos
veces, de manera que el espacio H? nos provee esto, ademds de ser un espacio de Hilbert, lo cual serd de
mucha utilidad en el marco teorico.

Luego de obtener v, ¢, p y 79, solucion del problema de optimizacién anterior, se define el tiempo final

6ptimo como
1 —
p
b= / P4
"o w(s)
Ademads, se obtiene la trayectoria éptima
x(T(s)) =pe(s),  s€[0,1].

Una forma de simplificar el problema, es reducir la cantidad de variables, escribiendo a v en funcién

de a. Entonces, usando (1.10)
= \/Qp/ a(r)dr + v3 (1.12)
0

Y el problema se reescribe como

. p
minimizar ds

(c,a,p,v0) /0 \/2]7 fos a(r)dr + vg

—1=0,

sujeto a H%(S)HW

(1) - $£(0) =0, (1.13)

. 2

—?a(s)2 + =22 p (2p [y a(r)dr +v)? ‘ %(S)HRQ —¢?<0,Vse0,1],
Ipe(s) = a(s)llfa — #(s)* < 0, Vs € [0,1],

lpe(s) = B(s)llf2 — K(s)* <0, Vs € [0,1].
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donde (c,a,p,vo) € H?[0,1]% x L?[0,1] x Ry x R,
En los siguientes capitulos, se mostraran las herramientas tedricas y técnicas numéricas usadas para
resolver el problema (1.13).
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Capitulo 2

Preliminares de geometria diferencial

En este capitulo, se vera el marco tedrico necesario para comprender resultados geométricos sobre
curvas planas, que se utilizardn para resolver el problema de optimizacién (1.13). Es importante remarcar
que es posible extender muchos de estos resultados a curvas en el espacio, es decir, aquellas que llegan a
R3. Para comenzar se da la definicién de curva.

Definicién 1 Una curva (parametrizada diferenciable) es una funcion infinitamente diferenciable c :
I — R? donde I C R es un intervalo abierto.

La siguiente definicién evita que las curvas tengan “picos”.

Definicién 2 Una curva c : I — R? se dice regular si ¢'(t) # 0, Vt € I. Los puntost € I donde c'(t) =0
se denominan puntos singulares.

Observacion. Los puntos singulares son justamente aquellos donde podria no estar definida la recta
tangente a la curva.
Ahora, se define la siguiente funcién, que nos permite medir en cierto sentido la longitud de una curva.

Definicién 3 La longitud de arco de una curva c¢: I — IR? desde tg € I es

t
s(t) == [ |I<(#)||rzdt.
to

De esta manera, s(t) mide la curva entre c¢(to) y ¢(t). Ademds, se puede observar que s(tp) = 0.
Recorrer una curva con velocidad constante y normalizada, resulta muy 1til para trabajos que nece-
sitan analizar trayectorias, por lo que la siguiente definicién es imprescindible.

Definicién 4 Decimos que una curva c : I — R? estd parametrizada por longitud de arco si
Il (t)||ge = 1, Vt € I.

Observacién. En consecuencia, s(t) =t — tg, es decir, recorre ¢t unidades de medida en ¢ unidades de
tiempo.

Finalmente, se puede observar que, dada una curva regular ¢ : I — R?, siempre se la puede repara-
metrizar por longitud de arco, esto es, tomamos B(s) := c(t(s), donde ¢ : s(I) — I es la inversa de la
funcién longitud de arco s (con un abuso de notacién), la cual existe porque s'(t) = ||¢/(t)||gz > 0 y por
lo tanto s es creciente. En efecto

B'(s) = (t(s))t'(s),

entonces 1

/
18(:) e = Tz Bl =1, vt € 1.
Observacién. Como se mencioné anteriormente, s(tg) = 0. Luego si ¢ es la funcién inversa de la
longitud de arco s, se obtiene que ¢(0) = tg.
Se puede ver con detalle la utilidad de la reparametrizacién por longitud de arco en [5, Section 1-5.].
A continuacién se verdan unos resultados fundamentales sobre curvas cerradas. Entonces se define curva
cerrada y curva simple como sigue.

15



16 CAPITULO 2. PRELIMINARES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Definicién 5 Sea [a,b] C R, c: [a,b] — R? una curva. Entonces c se dice cerrada, si c(a) = c(b).
Definicién 6 Sea c: I C R — R? una curva, entonces ¢ se dice simple si es inyectiva.

Se enuncia ahora, el siguiente teorema, cuya demostracién se puede observar en [5, Theorem 1, pg
33-35)

Teorema 7 (Desigualdad isoperimétrica) Sea ¢ una curva plana, simple y cerrada con longitud p, y
sea A el drea de la region limitada por c. Entonces

p? —4mA >0,
y la igualdad se obtiene si, y solo si ¢ es una circunferencia.
Ademis sera de utilidad la siguiente proposicién.

Proposicién 8 Sea c: (a,b) — R? una curva parametrizada por longitud de arco. Asuma que existe un
to € (a,b) tal que la distancia de ¢ al origen (t — ||c(t)||rz) alcanza su mdzimo en ty. Entonces vale que

1
" (to)lm2 > 7~
llc(to) |Im2

Demostracion: Como c esta parametrizada por longitud de arco, entonces vale que
Il (t)|lrz =1 Vt € (a,b),

ahora, si se tiene en cuenta a la funcién f(t) := ||c(t)||%:, vale que f tiene un maximo en ¢y y esto implica
que
f"(to) = 2({e(to), <" (to))m2 + [Ic (o) lr2) < 0,

y luego
1< —(c(to), ¢ (to))me < lle(to) Imzllc” (to) [ mz-

Finalizando la demostracion. |



Capitulo 3

Preliminares de optimizacion

3.1. Dimension infinita

3.1.1. Existencia de soluciones

Para saber si un problema de optimizacion, como el (1.13) tiene solucién, se necesita desarrollar
varios conceptos tedricos. Al trabajar con funcionales lineales continuos, se denotard por (-,-)x« x a la
accién dual, ie., (f,z)x-x = f(z) Vf € X* Vo € X, o de manera simplificada con (-,-) cuando el
contexto no presente ambigiiedades. Por ejemplo, cuando X es un espacio de Hilbert su producto interno
también se denotard con (-,-). Esto no presenta ninguna ambigiiedad si se tiene en cuenta el Teorema
de representacién de Riesz que dice que para cada f € X* Jly € X tal que |lyllx = ||fllx+ ¥y
f(x) = (y,z)Vx € X. Se asumird en general, que X es un espacio vectorial normado, y se denotard por
Il - || a su respectiva norma (se utilizard un subindice correspondiente cuando sea necesario aclarar la
norma utilizada).

A continuacién se comenzard discutiendo la topologia. Sera 1til distinguir dos tipos de topologias, la
fuerte, y la débil. Cuyas definiciones se dan de la siguiente manera.

Definicién 9 (Topologia fuerte) Dados & € X, X espacio vectorial normado y € > 0 definimos
Blz, el ={z € X | ||z — Z|| < e}. Llamamos topologia fuerte a la dada por estos B’s.

Diremos que {x,} C X converge a T en la topologia fuerte, o converge fuertemente (la denotaremos
con T, — ), si dado € > 0 existe N € N tal que ,, € B[Z,e]¥n > N.

Definicién 10 (Topologia débil) Dados z € X, € > 0 y un conjunto finito {f1,..., fr} C X* defini-
mos V(Z; f1,..., fise) ={x € X | |{fi,x—Z)| < e parai=1,... k}. Llamamos topologia débil a la dada
por estos V'’s.

Diremos que {x,} C X converge a T en la topologia débil, o converge débilmente (la denotaremos con
Tp — T), si dadose >0y {f1,..., i} C X* existe N € N tal que x,, € V(T; f1,..., f1;6)¥n > N.

La topologia débil posee una propiedad fundamental, y es que cualquier sucesién convergente converge
solamente a un punto. Esto se demuestra usando algunos resultados sobre convergencia en la topologia
débil. Se puede escribir esta propiedad formalmente de la siguiente manera.

Dada {z,} C X, si x, =z y 2, — y, entonces x = y.

En particular, cuando X es de dimensién finita, la topologia fuerte y la débil coinciden. Por lo tanto
{zn} converge débilmente si y sélo si converge fuertemente.

Ejemplo 1. Sea S = {z € X ||z =1} y B = {z € X|||z|]| < 1}, entonces, la clausura de S en la
topologia débil es B.

La siguiente proposicion explica como funciona la convergencia en relaciéon con estas dos topologias
que se usardn (ver [4, Proposition 3.5.]).

Proposicién 11 Sean {z,} C X y Z € X, entonces
1., = T siy sdlo si (f,xn) = (f,T)Vf € X*.

2. x, — T implica x, — T.

17



18 CAPITULO 3. PRELIMINARES DE OPTIMIZACION

3. xp, — T implica que {||x,||} es una sucesidn acotada y ||Z|| < lim,,_,  [|zn]-

4. Sixy, =Ty fn— [ entonces (fn,xn) — (f,T).
Se introducirdn ahora, algunos resultados que requieren la definicién de conjunto convexo. Los con-
juntos y funciones convexas, poseen propiedades muy importantes y de utilidad en la optimizacién.
Diremos que un conjunto D C X es convexo si para cualquier par de puntos z,y € Dy « € [0, 1] se
tiene que
ar+ (1 —a)y € D.

Y una funcién f : D — R se dice convexa si para cualquier par de puntos x, y € D con y # = y para
cualquier a € (0, 1), se tiene que

flax+ (1 —a)y) < af(x)+(1—a)f(y).

Con esta informacion se puede enunciar el siguiente teorema, que relaciona la convexidad, con las
topologias dadas anteriormente (ver [4, Theorem 3.7.]).

Teorema 12 Si C' C X es convexo, entonces, C' es cerrado en la topologia débil si, y sélo si, C' es cerrado
en la topologia fuerte.

Para trabajar con la topologia débil, necesitamos definir ciertos conceptos topoldgicos, como compa-
cidad, clausura, y el significado de ser un conjunto cerrado, cuando la topologia que estamos usando es
la débil.

Definicién 13 C es débilmente secuencialmente cerrado si para una sucesion {x,} C C conz, — T € X
vale que T € C.

Definicién 14 La clausura débil secuencial se define como
cdw (C)={zx € X | Hz,} C C tal que x, — x}.

Definicién 15 C' es débilmente secuencialmente compacto si toda sucesion {x,} C C tiene una subsu-
cesion débilmente convergente a algin T € C.

Note que si C es cerrado en la topologia débil, entonces es débilmente secuencialmente cerrado.
Para optimizar en dimension infinita, se les pediran a nuestros espacios de salida que sean reflexivos,
cuya definiciéon damos a continuacién.

Definicién 16 Sea X un espacio de Banach, y J : X — X** la inyeccion candnica, i.e., (J(z), f)x= x+ =
(f,z)x~ x Ve € X, Vf € X*. Diremos que X es reflexivo si J(X) = X**.

En el caso de X reflexivo, se utilizard (z, f) Vo € X Vf € X* en vez de (J(z), f) x++ x~.

Lo que se intentard ver ahora, es una manera de corroborar que un subespacio D C X es débilmente
secuencialmente compacto, sin usar la definicién vista anteriormente, pues no es facil de verificar. Esto
se puede hacer en espacios de Banach reflexivos usando el siguiente resultado (ver [4, Theorem 3.17.].

Teorema 17 (Kakutani) Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y solo si
B={ze X[z <1}
es compacto en la topologia débil.

Como consecuencia de este postulado se pueden formular las siguientes proposiciones (la primera se
puede ver en [4, Theorem 3.18.]).

Proposicién 18 Sea X un espacio de Banach reflexivo y {x,} C X una sucesion acotada. Entonces 3
una subsucesion {x,,} débilmente convergente.

Corolario 19 Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si D C X es acotado, convezo, cerrado (da lo
mismo la topologia fuerte o débil por teorema anterior), y no vacio, entonces, D es débilmente secuen-
cialmente compacto.
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Por lo tanto, para obtener la compacidad débil, sélo hace falta tener un conjunto acotado, convexo,
cerrado y no vacio en un espacio de Banach reflexivo.

Ya se han caracterizado el conjunto donde se desea que esté definida la funcién objetivo. Con la meta
de probar la existencia de un minimizador global, se necesita también caracterizar la funcién a minimizar.
Para lo cual se dan estas definiciones.

Definicién 20 Diremos que F : X — Y es débilmente secuencialmente continua siV {x,} C X sucesion,
con x, — x € X, vale que F(x,) — F(z).

Definicién 21 Sea D C X, decimos que f : D — R es débilmente semicontinua inferiormente si
V{zn} C X sucesion, tal que x, — x € D, vale que lim,, ,  f(x,) > f(z).

Ahora, de la misma manera que se encontré una forma de saber si un conjunto es débilmente secuen-
cialmente compacto, con el siguiente resultado, es posible saber si una funcién es débilmente semicontinua
inferiormente, ya que también es una tarea compleja hacerlo desde la definicién (ver [4, Corollary 3.9.].

Teorema 22 Si D C X es un conjunto cerrado y convexo, y f : D — R es una funcion convexa y
continua, entonces es débilmente semicontinua inferiormente.

Finalmente el teorema de existencia es

Teorema 23 Sea D C X y f: D — R. Si D es débilmente secuencialmente compacto y f es débilmente
semicontinua inferiormente, entonces 3% € D tal que f(z) < f(z)Vx € D.

Demostracién: Sea {x,} C D tal que f(z,) < infyepf(x)+ L. Como D es débilmente secuencialmente
compacto, existe una subsucesién {z,,} C D y & € D tal que z,, — Z. Luego, por ser f débilmente
semicontinua inferiormente, se obtiene que infyep f(x) > lim, ,  f(zn,) > f(Z). [ ]

Ahora, recordando el problema (1.13), es posible demostrar que la funcién objetivo f(c,a,p,vo) =

fol ——L __ds es débilmente semicontinua inferiormente y que el conjunto S = {x € X tal que cumplen las restricci
2p [ a(r)dr+v3

es débilmente secuencialmente compacto. Se omitird dicha demostracion en este trabajo dado que ésta no
es su objetivo principal. Sin embargo, si se demostrara la existencia de solucion del problema discretizado,
utilizando la convergencia en la topologia fuerte, dicha demostracion se vera mas adelante en la Seccién
(5.2.2).

3.1.2. Existencia de multiplicadores de Lagrange

Una manera de resolver el problema (1.13), es ver que existen los multiplicadores de Lagrange asociados
al problema, y asi, con métodos computacionales, podremos encontrar una solucién.

Para comenzar, al igual que para los teoremas de optimizacién en dimensién finita se debe ser capaz
de derivar, necesitamos definir diferenciabilidad en dimensién infinita.

Definicién 24 Sean X e Y dos espacios vectoriales normados (EVN’s), entonces diremos que la funcion
F: X —Y es Fréchet diferenciable (o simplemente, diferenciable) en T si existe L € L(X,Y) tal que

F(z) = F(Z)+ L(z — Z) + o(]|]z — Z|)).
En este caso L es llamada la derivada de Fréchet de F' en T y se la denota por F'(T).
En el caso de que Y = R entonces F'(Z) € X* y por lo tanto la diferenciabilidad queda caracterizada por
F(z) = F(z)+ (F'(z),z — &) 4+ o(||z — z]|).

Se necesitara también unos conjuntos particulares, el cono normal y el cono tangencial que serdan
usados en varios teoremas Pero antes, se define cono.

Definicién 25 Sea X un espacio vectorial, y K C X no vacio. Decimos que K C X es un cono si se
cumple que
aK={azx|z€e K} CK VYa>0.

Como se verda mds adelante en el teorema de los multiplicadores de Lagrange, se pedird que determi-
nado cono sea convexo, y una manera facil de verificar esta propiedad es con la siguiente proposicién.
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Proposiciéon 26 Un cono K es convezxo si, y solo si, K + K C K.

Ejemplo 2. El conjunto K ={v e R" |v; =0,i=1,...,l;v; <0, j =1+1,...,n} es un cono convexo,
pues, es un cono ya que, si a > 0, av; = 0y av; < 0y por lo tanto aK C K; y es convexo porque, si
v,w € K, entonces v +w € K puessiv; =0y w; =0, v; +w; =0ysiv; <0y w; <0,v; +w; <O0.

Los conos particulares que se nombraron antes se definen de la siguiente forma (note que, efectivamente
son conos en el sentido de la definicién dada anteriormente).

Definicién 27 Sea X un espacio de Banach, y S C X. Definimos el cono tangente a S en T como
Ts(Z) = {d e X | 3{(ty,d")} C Ry x X tal que Z + t,,d* € Sy t,, — 0T, d* — d},

sizeSyTs(@)=0siz¢S.

Definicion 28 Sea X un espacio de Banach, y S C X. Definimos el cono normal como

v{z*} c S\{z} con 2 — z,
Ns(z)=<SveX* (v, 2% — 7)

vale que limsup ———= <0
k—oo |2 — I

sizeSyNg(@)=0sT¢S5.

Avanzando hacia el teorema de los multiplicadores de Lagrange, se necesita la nocién del cono dual
de un cono y una util propiedad de los conos definidos anteriormente.

Definicién 29 Definimos el cono dual de un cono K C X como
K*={feX"|{f,x) <0Vaz e K}

Cuando X es reflexivo, el bidual de un cono K se define como K** = (K*)*. Una propiedad del bidual
que se usara luego es la siguiente.

Proposicién 30 Sea X reflexivo y K C X un cono convexo. Entonces K** = cl(K). En particular si K
es cerrado, entonces K** = K.

La demostracién de esta Proposicién puede verse en [3, Proposition 2.40].

Teorema 31 Para todo T € S se cumple que (Ts(Z))* = Ng(T).

Demostracidn: Veamos primero la inclusién Ts(Z)* C Ng(Z). Sea v € X*, si v ¢ Ng(Z) entonces (sin

pérdida de generalidad) existe una sucesién {z,} C S\{z} con z,, = T y lim,, % > 0. Definimos
d, = u7
l[n — ]|
como {d,} es acotada (pues |d,|| = 1¥n) y X es reflexivo, existe una subsucesién d,; — d, entonces

(v,dyn;) = (v,d) > 0. Por otro lado, = + ||z, — Z||d,, = 2, € S por lo que d € Ts(Z). Ahora (v,d) > 0 con
d € Ts(Z) y entonces v ¢ Tg(Z)*.
Veamos ahora la inclusién Ng(z) C Ts(Z)*. Tomemos v € Ng(Z). Si d = 0 entonces (v,d) < 0. Si
d € Ts(x) \ {0}, existe t,, — 0T y d,, — d tal que z,, := T +t,d, € S. Como t,d,, # 0y t,d, — 0 paran
suficientemente grande, tenemos que {z,} C S\ {z} y z, — Z. Por lo tanto
(v, —Z) (v,dy)  (v,d)

0> lim = =
n—oo ||z, — Z|| lldnl Kl

entonces (v,d) < 0 lo que implica que v € Tg(Z). [ |

Con esto, es posible enunciar el teorema de optimalidad de primer orden, en versién infinita.

Nota. A partir de este momento utilizaremos la terminologia local y global, la cual hace referencia
al cumplimiento de cierta propiedad en un entorno dado por la topologia correspondiente, o en todo el
espacio con el que se trabaja; respectivamente.
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Teorema 32 (Condicién necesaria de optimalidad en forma primal) Sea S C X y f: S — R,
Fréchet diferenciable en T € S. Si T es una solucion local de

minimizar f(z)

Entonces

(f'(@),d)yx-x >0 Vde Ts(z).

FEquivalentemente,

0€ f'(z) + Ns(Z).

Demostracién: Tomemos d € Ts(Z), entonces existe t,, — 07 y d,, — d tal que T + t,d,, € S. Como T es
minimo local y & + t,d,, — T para n suficientemente grande, tenemos que

F(@) < f(@ 4 tndn) = f(@) + tn(f'(Z), dn) + o(|[tndnl]).
Ahora por t,, > 0 obtenemos

([tndnl)

Se puede observar que las definiciones de los conos normal y tangencial son bastante complejas, por
lo que resulta dificil trabajar con ellas y verificar que algin elemento pertenece o no a determinado cono.
La siguiente proposicion simplifica la definiciéon siempre y cuando el conjunto sea convexo.

Proposicién 33 Sea S C X un conjunto convero, X un espacio de Banach reflexivo, T € S. Entonces
vale que:

1. T5(Z) = cl(cone(S — {z}).

2. Ns(@z)={veX*|(vz—T) <0Vze S}
Siendo cone(S) = {azx|a >0,z € S}.
Demostracion:

1. Veamos la inclusién cl(cone(S — {Z}) C Ts(Z). Sea d € K := cone(S — {Z}), entonces existe o > 0
yz€Stalqued=alr—17).Sid=0,0¢€ Ts(z) y listo. Si d # 0 entonces o > 0. Tomo t,, — 0T
y d,, = d. Para n suficientemente grande

1
at, € (0,1) y T +t,d= (1 — atn)T + at,(T+ —d) € S,
(67

por lo que d € S. Como Ts(Z) es cerrado (por ser un conjunto de puntos de acumulacién) y
K C Ts(Z) obtenemos
c(K) € cl(Ts(Z)) = Ts(T).

Veamos ahora la inclusién Ts(Z) C cl(cone(S — {Z}). Tomo d € T(Z) entonces existe t, — 07 y
d, — d tal que T + t,d, € S, luego

d, € ti(s— (z}) € K C d(K),

y por lo tanto d € cl(K).

2. Veamos la inclusién {v € X* | (v,z—Z) <O0Vz € S} C Ng(Z). Seav € Q :={ve X*| (v,x—Z) <
0Vz € S} y tomo d € 7(Z), entonces existe t,, — 0" y d, — d tal que z,, := % + t,d,, € S. Ahora

0> (v,z, —Z) = t,(v,dy)

y entonces (v,d,) <0 (pues t, > 0). Luego (v,d) <0 entonces v € T(z)* = Ng(Z).

Ahora veamos Ng(z) C {v € X* | (v, —Z) <0Vz € S}. Sea v € Ng(z) = T5(Z)*. Tomo x € S,
entonces x — Z € K C Tg(Z). Luego
(v,z—Z) <0

por lo que v € Q.
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Importante. Consideremos el problema
minimizar  f(z)
sujzeto a G(r)e K, zeC.
donde
= f: X 5 RyG:X — Z continuamente Fréchet diferenciables.
= X Banach reflexivo y Z Banach,
= C' C X convexo cerrado y K C Z cono convexo cerrado.

El conjunto factible de (P) es
S={z e C|G(z) € K}

Note que el problema (P) tiene la misma estructura que el problema que se planteé en la subsec-
cién anterior, y se desea resolver. Con un poco maéas de teoria es factible enunciar el teorema de los
multiplicadores de Lagrange en dimensién infinita.

Definicién 34 Liamaremos cono de linealizaciones asociado al problema (P) en el punto T € S al
conjunto

Lg(z) ={d € Te(2)|G'(z)d € Tk (G(Z))}.
(Note que este conjunto también es efectivamente un cono).
Proposicién 35 Se X Banach reflexivo, entonces Lg(Z)* = {G'(Z)*u+w | p € N (G(Z)), w € Neo(T)}
Demostracion: Sea B = {G'(Z)* p+w | p € Ng(G(Z)), w € Ne(z)}. Comencemos viendo
{G'(@)'u+w|peNk(G@)),weNa(z)} C Ls(z)*.
Sea v € B, entonces existe p € N (G(Z)), w € No(Z) tal que v = G'(T)p + w. Sea d € Lg(T), entonces
(v,d) = (G'(@)p +w, d) = (u, G'(Z)d) + (w,d) <0

pues los dos miembros son menores o iguales que cero. Por lo tanto v € Lg(Z)*.
Veamos ahora
Ls(@)" c{G'(@)'n+w|peNk(G(E)), we No(z)}.

Sea d € B*, entonces
0> (G'(Z) 4 w,d) = (u, G'(T)d) + (w,d) Y € Ng(G(Z)), Yw € Ne ().
Haciendo w = 0 y luego p = 0, obtengo 0 > (i, G'(Z)d) Vi € N (G(Z)), entonces
G'(z)d € Nk(G(2))" =Tk (G(2)) ¥ 0 2 (w, d) Yw € Ne ().

Luego d € No(z)* = Te(z) y asi d € Lg(z). Por lo tanto B* C Lg(z). Como B es un cono convexo
cerrado, usando la Proposicién 30 se obtiene que Lg(Z)* C B** = B. [ |

La siguiente definicién es fundamental para el teorema de multiplicadores de Lagrange, pues explica
una condicién suficiente para garantizar la tesis del teorema. En la literatura existen muchas condiciones
suficientes como ésta, y se investiga la existencia de alguna necesaria y suficiente, pues hay casos en
los que existen multiplicadores de Lagrange a pesar de que no se cumplan ninguna de estas condiciones
suficientes.

Definicién 36 Diremos que la condicion de regularidad de Robinson wvale en T € S si G es Fréchet
diferenciable en T y

0€int (G(Z)+G'(2)(C —7)— K)=int({G(Z) + G'(Z)(x — %) —v |z € C,v € K}). (3.1)

El siguiente resultado relaciona el cono de linealizaciones con el cono tangente y su demostracién
puede encontrarse en [3, Corollary 2.91].
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Proposicién 37 Si la condicion de regularidad de Robinson (3.1) vale en T € S, entonces Tg(Z) =
Ls(f),

Finalmente, el teorema de los multiplicadores de Lagrange es el siguiente.

Teorema 38 Sea T solucion local de (P), donde f : X - R y G : X — Z son continuamente Fréchet
diferenciables en T, con X Banach reflexivo, C C X convexo cerrado, K C Z cono convexo cerrado.
Si vale la condicidn de Robinson (5.1) en T, entonces Iu € Z* tal que

—(f'(%) + G'(2)"p) € No(x)

Gz) e K, pek®, (uGE)=0 (3.2)

Demostracion: Como 7 es solucién local de minziglgizar f(x), vale que

(f'(z),d) > 0Vd € Ts(z).
Como también vale la condicién de Robinson, tenemos que

(f'(z),d) > 0vd € Ls(),
y entonces —f/(Z) = G'(Z)*u + w, lo que implica que

—(f'(x) + G'(2)"p) =w € No() y 1 € Nk (G(2)),

por lo que p € K*y (u,G(z)) = 0. [ ]

Definicién 39 Diremos que L : X x Z* — R tal que L(z, ) = f(x)+{u, G(z)) es la funcion lagrangiana
asociada al problema (P), y diremos que p € Z* es un multiplicador de Lagrange asociado a (P) en T si
oL ,_ _ _ * _
—%(:E,u) eNc(z), G(Z) e K, pe K*, (u,G(z)) = 0.

Recordando el problema (1.13) se desearia comprobar que vale la condicién de Robinson (3.1), lo cual
nos aseguraria la existencia de multiplicadores de Lagrange, pero como es comtun en los problemas de
matematica aplicada, no es posible verificar esta condicién debido a la complejidad de los espacios que
se manejan (note que para dicho problema, S es el conjunto de elementos = € H?([0,1])? x L?([0,1]) x
R, x Ry tal que las restricciones evaluadas en ese x se cumplan). Por lo cual, se asumird que existen
multiplicadores de Lagrange, con el objetivo de resolver el problema con métodos numéricos que utilizan
el hecho de la existencia de estos multiplicadores.

3.2. Dimension finita

Esta seccién pretende dar los teoremas de existencia de multiplicadores de Lagrange, pero ahora en
dimensién finita, pues como se ha mencionado anteriormente, su existencia es necesaria para aplicar
muchos de los métodos computacionales que tienen como objetivo resolver un problema de optimizacion.
El siguiente resultado puede obtenerse de lo visto para el caso en dimensién infinita.

Corolario 40 Sea f : R™ — R continua, D C R™ cerrado y xg € D. Si el conjunto {x € D | f(x) <
f(xo)} es compacto y no vacio, entonces existe T € D tal que f(Z) < f(z) para todo = € D.

Demostracion: Sea C = {z € D | f(z) < f(xo)}. Como estamos en un espacio de dimensién finita, la
topologia débil coincide con la topologia fuerte. Por lo tanto, como C es compacto entonces es débilmente
secuencialmente compacto y como f es continua entonces f es débilmente semicontinua inferiormente.
Luego, el Teorema 23 nos garantiza la existencia de & € C' tal que f(Z) < f(x) para todo z € C.
Claramente, si x € D\ C entonces f(z) > f(zg) > f(Z) pues g € C. Por lo tanto f(Z) < f(x) para
todo z € D. ]

Considere el problema (P) discretizado, es decir,
minimizar f(x)
x

sujeto a  G;(x)

=0,i€Z, (P)

, 4 €I,
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donde f: R™ - Ry G:R"™ — R™ son diferenciables y
EUI={1,...,m} con ENI=7{.

Se denotara por mg y m; la cardinalidad de los conjuntos E y I, respectivamente. Ademas, para v € R™,
se denotara por vz a la mpg-upla conformada por las componentes v; de v, con indices ¢ € E; andlogamente
para v;. Para A € R™*" se denotara por Ag a la submatriz de mg filas y r columnas conformada por
las filas con indices ¢ € E; andlogamente para A;.

Note que este problema es un caso particular del problema (P) considerando

n )(:]I{”7
= C=R",
= Z=R",

s K={veR™|v;=0,i€E; v; <0,i€I}.

Se tomard en cuenta a R"™ dotado del producto interno euclideo, i.e., (x,y) = z'y Vx,y € R". Por lo
tanto el conjunto factible de este problema puede escribirse como

S={xeR"|Gi(z)=0, i€ E Gizx) <0, i€}
Definicién 41 Para x € S, el conjunto de restricciones de desigualdad activas en x es A(x) = {j € T |
En este contexto, la condicién de Robinson puede entenderse de la siguiente manera.

Proposicién 42 La condicién de Robinson (3.1) vale en T € S si y solo si se cumplen

a) {GL(Z)}ice son linealmente independientes,

b) existe d € R™ tal que (G}(Z),d) =0 parai € E y (G}(Z),d) < 0 para i € A(T).
Demostracion: Veamos primero que si vale la condicién de Robinson en Z se cumplen (a) y (b).

a) Porque vale la condicién de Robinson, tenemos que Vg € B[0,¢], 3d € R™, v € K tal que ¢ =
G(Z)+ G'(z)d — v. Entonces como G(Z),v € K sii € £ vale G;(T) = 0 = v; por lo que ¢z = G(T)d y
esto ocurre si, y solo si Gi(Z) es de rango completo. Entonces G}(Z) son linealmente independientes
para i € E.

b) Consideremos ¢ = (g, q;) € B[0,¢] con gz = 0, ¢; < 0. Tomamos como antes ¢ = G(Z)+ (G'(Z),d) —v
entonces 0 = (G;(Z),d) sii € £.Sii € 4(z) C I, (G(Z),d) = ¢ — Gi(T) +v; < ¢q; <0 pues i € I.

Veamos ahora que si valen (a) y (b), se cumple la condicién de Robinson.
Por (a) sabemos que

Ca = [|G%(2) (G(Z)G(2)") 7| < +oo.
Sea d € R™ dado por la condicién (b) y definimos
8 = max {max{(G}(2).) | j € 1\ A@)},1}
v = max{(G}(x),d) | j € a(z)},
5 = max{Gy(@) | j € 1\ @)},
n =max{||G}(@)[| | j € 1}.

Para q € B[0,¢], definimos d = G ()" (G%(2)G%(Z)) 'qe v v = G(Z) + G'(Z)(d + ad) — q. Veamos
que v € K. ~
Como ¢z = G.(Z)d, entonces para i € E,

vi = Gi(@)+(Gi(@),d) + a(G}(2),d) — ¢

(Gi(2),d) — i =0,

Ahora, tomo
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donde usamos que d cumple (b). Note que
||d~H < CG”‘]EH < Cge.
Sijer\a),

vj = G;() +(G}(2),d) + (G}(7),d) — g

< 04 nCge+af+e

= 0+emCc+1)+ap

< d+alf-7)

)
< f—--=-<0.
< 9 5 2<O
Sije a(z),

v = (G;(f),d)—koz(G;-(a’:),d)—qj
< nCge+ay+e
= enCe+1)+ay
< —a1+a7=az<0.
- 2 2

Concluyendo que v € K. Por lo tanto
q¢=G(Z)+G"(z)(d+ ad) —v,v €K,
lo que dice que vale la condicién de Robinson. |

Para este caso particular, la condicion de Robinson es conocida como condicién de regularidad de
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ).

Ahora una condicién de regularidad (mds fuerte que la de Robinson y en consecuencia, mas fuerte
que MFCQ) muy 1til para los espacios euclideos de dimensién finita es la siguiente.

Definicién 43 La condicién de regularidad de independencia lineal para el problema (P) (LICQ) es:
Gy(Z),...,G, (%),Gy,(Z),..., G}’ (T) son linealmente independientes donde
A(Z) = {j1,...,js} y T en un minimo local de (P).

Esta condicién de regularidad serd usada en el siguiente capitulo, en la discusion sobre la convergencia
del método numérico que serd utilizado para resolver el problema (5.9).

Ahora, ya teniendo los conceptos de condiciones de regularidad en espacios euclideos, es posible
enunciar el teorema de los multiplicadores de Lagrange para estos espacios, de manera que sea posible
aplicarlo al problema discretizado.

Proposicién 44 (Multiplicadores de Lagrange en R") Sea T un minimo local de f en R™, y asuma
(MFCQ) vale en T. Entonces existe i € R™ tal que

0 = f/(j) + Ziefg :D'ZG;(E) + ZjEI :L_"]G; (j)7
A >0 si jeAa@), (3.3)
p; =0 si jerI\Aa).
Demostracion: Este teorema puede demostrarse como un corolario del teorema (38). Por lo tanto

existe u € Z* tal que
peK", (uG@) =0,

entonces, como K* ={v e R™ | v; € R, i € E;v; >0, j € I}, vale que p; > 0 para j € I. Luego como
(i, G(Z)) = 0 es facil ver que se obtiene justamente que p; > 0sije€ A(Z) y u; =0sij € 1\ 4(T).
Finalmente, por (3.2) también vale que

=(f'(®) + G'(2)" ) € Ne(@).

Ahora por la proposicién (33) tenemos que No(Z) = {v € X* | (v,z — %) < 0 Vz € C}, luego como
C =R" y R™ es un espacio vectorial, obtenemos que Ng»(z) = {v € R" | (v,z) = 0Vz € R"} lo que
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implica que —(f'(Z) +G'(Z)*p) = 0, lo cual es lo mismo que 0 = f'(Z) + >, G (Z) + 3¢, 1;G5(7). W

La condicién
f; >0 si jea(z),

a; =0 si jer\Aax). (3.4)

se conoce como condicién de complementariedad, y se dice que se cumple la complementariedad
estricta si vale (3.4) con
jtj >0sije€ A(z).

Para resolver el problema, existe una gran variedad de diferentes métodos computacionales, en este
caso se utilizard el método de progrmacién cuadratica secuencial (SQP), por lo que serd necesario
conocer mas de éste método para continuar con la resolucién del problema, lo que se verd en el siguiente
capitulo.



Capitulo 4

Preliminares de métodos numeéricos

Para resolver el problema (5.9) se utilizard el método SQP de Matlab. A continuacién se dard una
explicacién de como funciona.

4.1. Programacién cuadratica secuencial o SQP

Este método permite simular un método de Newton para optimizacién con restricciones, igual que
como se realiza para la optimizacién sin restricciones [1, Section 1.4.]. En cada iteracién se hace una
aproximacién de la matriz hessiana de la funcién lagrangiana actualizando con un método cuasi-Newton
(ver [1, Section 1.7.]). Esto se usa entonces para generar un subproblema de programacién cuadrética o
QP (luego se verd en detalle el significado de QP) cuya solucién es usada para crear una direccién de
busqueda lineal. Ahora se describird el método general.

Considere el problema (}5) definido en la Seccién 3.2. La idea principal es formular en la k-ésima
iteracién un subproblema de programacién cuadratica QP basado en una aproximacion cuadratica de la
funcién objetivo en xj sujeto a una aproximacion lineal de las restricciones en xg.

Subproblema de programacién cuadratica (QP)

S 1
minimizar (f'(xg),d) + §<de, d)

sujeto a  G;(xg) + (Gi(zx),d) =0, i € ,
; xk),d> <0,7€l.

(4.1)

Al resolver este problema se obtiene una solucién di y un multiplicador de Lagrange asociado pgy1. La
solucion dj es utilizada para obtener iterativamente

Tp+1 = Tk + apdy.

El parametro paso ayj, es determinado por un apropiado procedimiento de biisqueda lineal de manera
que se obtenga un descenso suficiente de la funcién objetivo. La matriz Hj es una aproximacién definida
positiva en x de la matriz hessiana de x — L(x, ug), con L dada en la Definicién 39. Hy se puede
actualizar con algin método cuasi-Newton, aunque el método BFGS (explicado a continuacién) es el mas
popular y garantiza matrices definidas positivas.

La implementacién del método SQP consta de tres etapas principales, las cuales se discutiran breve-
mente en las siguientes subsecciones:

» Actualizacién la matriz Hessiana.
= Solucién del problema QP.

= Bisqueda lineal y funcién objetivo.

4.1.1. Actualizacién de la matriz Hessiana

En la k-ésima iteracién se define una aproximacion Hyyi de la matriz hessiana en x;1 de la funciéon
x +— L(xz, pgy1), que se calcula mediante el método BFGS. Note que pr41 proviene de resolver el sub-
problema (4.1) y es una estimacién de los multiplicadores de Lagrange del problema original. La matriz
inicial Hy es dada y definida positiva. Entonces

27
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¢ t oyt

arq;, HypsksipHp
H = H, — 4.2
k+1 kTt do S Hysy | (4.2)

donde
Sk = Tk+1 — Tk, (43)
ar = (f'(@r41) + G (1) 1) — (F'(2n) + G (2x) prrg1) -

Powell (ver [6]) recomienda mantener la matriz hessiana Hy,1 definida positiva, incluso si ésta se
vuelve indefinida. Para hacer esto, se necesita glsj positivo, pues si Hj es definida positiva entonces
Hj 11 es definida positiva si y sélo si gksi > 0 (una demostracién de esta afirmacién se puede encontrar
en [2, Theorem 4.5.]). La correccién de Powell que se realizard (en una versién mds actualizada que la
mencionada anteriormente) es la siguiente.

Se modificard g cuando ¢} sy no sea lo suficientemente positivo. Entonces se define gi y sx por (4.3)
y se toma qf: € R™ como una combinacién convexa de qx v Hysg, esto es,

gr = 0qi + (1 — 0)Hysy. (4.4)

Se puede ver que cuando 6 = 0 de (4.4) se obtiene ¢/ = Hysy, y por lo tanto (¢f)ts), = st Hysx > 0 por
ser Hj, definida positiva, ademds se obtiene Hyy; = Hj (ver férmula (4.2) tomando qr = Hysy). Para
modificar g lo menos posible, y preservar la mayor informacién posible de los datos del problema, el
pardmetro 6 se toma tan grande como sea posible en [0, 1] mientras que satisfaga

(af) sk > ksl Hysk,

donde la constante x € (0,1) se sugiere que sea fijada en 0,2. Note que esta desigualdad se satisface para
0 = 0. Luego, de un simple cédlculo resulta

SZHkSk
st His5k—q} sk

o 1 si g¢lsp > kst Hgsg,
) (1-k) c.c.

4.1.2. Solucién del problema QP

En cada iteracién del método el SQP, se resuelve un problema QP como el siguiente.

T 1
minimizar q(d) = 2<Hd, d) + {c,d)

sujeto a  {a;,d) =b;, i € E,
<CL1',,d> S bia { € 17

donde H es definida positiva y (a;)? se refiere a la i-ésima fila de la matriz A de dimensién m x n.

El proceso de solucién envuelve dos etapas. La primera involucra el calculo de un punto factible
(si existe alguno), que serd el punto inicial dg. La segunda etapa trata la creacién de una sucesién de
puntos factibles {d;} y multiplicadores {y;} que converjan a la solucién y su respectivo multiplicador de
Lagrange (ver (3.3)).

Primera etapa. El algoritmo requiere un punto factible para comenzar. Si el punto inicial dy no es
factible, se puede encontrar un punto dy que si lo sea resolviendo el problema de programacién lineal
minimizar -y
v€R, deR™
sujeto a  (a;,d) =b;, i € E, (4.6)
<a‘iad> -7 < bi7 (A S

Si (70, do) es una solucién de este problema y vy < 0 entonces dy es un punto factible del problema (4.5).
Si 49 > 0 podemos afirmar que el problema (4.5) es infactible.

Segunda etapa. Para cada j generaremos d;; = d; + ﬁjdj y Hj+1. En este método, se considera
Aj y l_)j como una submatriz de A y un subvector de b con filas indexadas por un conjunto £ U A4,
donde 4; C A(d;) = {i € I| {(a;,d;) = b;} (i.e., 4; es un subconjunto de los indices de restricciones de
desigualdad activas en d;).
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La direccion de buisqueda cfj es calculada minimizando la funcién d — q(d; + cZ) sobre el subespacio
Ach = (. Para cada j el subespacio factible para on es formado a partir de una base ortogonal constituida
por las columnas de una matriz Z, es decir A;Z = 0. La matriz Z se forma tomando las dltimas m —r
columnas de la descomposicién QR con permutacién de columnas de la matriz /_1;‘-, donde r es el rango
de A;" Es decir, se realiza la descomposiciéon QR obteniendo

it R M |

Aj_[WZ]{ 0 0 ]P,
donde [WW Z] es ortogonal, R es triangular superior de rango r y P es una matriz de permutacién. Se
puede verificar facilmente que AjZ = 0. Por lo tanto, se puede definir ch = Zp; donde p; es solucién de
minimizar la funcién p — ¢(d; + Zp).

Tomando en cuenta que g es cuadratica, usando su desarrollo de Taylor centrado en d; se obtiene

ald; +7p) = ald)+ (¢ (d;), Zp) + 5 (HZp, Zp)
= aldy) + (2 d)p) + 57 H 2.1,

donde ¢'(d;) = Hd; + c. Entonces, como Z'HZ es definida positiva (pues H es definida positiva), se
obtiene que p; es solucién de minimizar ¢(d; + Zp) si y sélo si
P

ZtHij = 7th/(dj).

o=

Luego de resolver este sistema lineal, definimos p;11 tal que (,LL]‘+1)I\/74]. =0y (/,LjJrl)zuﬁj =P [ ]

donde [i resuelve el siguiente sistema lineal
Rji = ~W'(q'(d;) + HZp;).
Note que de lo anterior se obtiene
0= H(d;+ Zp;) + ¢+ Al (pj41) 20z,
<ai,dj+ij> :bi, iE‘E, B
(ai,dj + Zpj) = (a;, dj) < by, i € 45,
(Hj41)i = 0,1 € T\ 4.

Ahora, el procedimiento tiene dos etapas, una si p; # 0 y otra si p; = 0.
Si pj # 0, se define

(4.7)

~({ai d;) = by)

. B = ml’n{l,Bj} con Bj = ml’n{ (a:, Zp;)

<ai>ij> > O}a
= djy1 = dj + B Zp;,
= A1 = A(dj1)-
Note que d;4+1 es factible, pues para i € I\ 4;, usando la definicién de 3}, se obtiene
(ai,dji1) = (ai, dj) + Bjlai, Zp;) = (ai, dj) — b + Bj(ai, Zp;) + bi < b;.
Para i € £U 4;, de (4.7), se obtiene (a;,d; + ;Zp;) = b; sii € Ey (a;,d;j + B;Zp;) < b; sii € 4.
Si p; = 0, se define k como la componente en I més negativa de p;41, es decir,
(1j+1)5 = min{(pj41)i | 7 € 1}
Ahora, si (pj4+1)z < 0 de define
] dj+1 = dj,
= A =4\ {k}
Si (pj+1)5 > O entonces d;11 = dj + Zp; es solucién del problema (4.5) con pjyq multiplicador de

Lagrange asociado.
Note que esta tltima afirmacién proviene de escribir (4.7) junto a la condicién (¢j41)5 > 0, obteniendo

0= Hdj1 +c+ Alpjia,
(ai,de) = bi, 1€ ‘£,
(j11)i >0, (as, djp1) < bs, (p1)i({ai,djyr) —b;) =0,i € 1.
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4.1.3. Bisqueda lineal y funcién de mérito

La solucién del subproblema QP produce un vector dj, €l cual es usado para formar una nueva iteracién
Tp41 = Tk + apdp.

El tamano del paso (pardmetro ay) se determina en orden de producir un decrecimiento suficiente en una
funcién de mérito. La siguiente funcién de mérito es la que se usa en esta implementacion.

U(e) = 1) + 2 (rilGs @) + Do () mix{0. Gulw)).

El parametro de penalidad se actualiza de la siguiente manera

(Tk)iméX{K,uk)i,W}, i=1,....m. (4.8)

Esto permite la contribucién de las restricciones que estan inactivas en la solucién del problema QP
pero que estuvieron recientemente activas. En esta implementacion, el parametro de penalidad se elige
inicialmente como

ILf' (o) |Imn —

ro)i = ————, i=1,...,
(o) = G ) e

Esto asegura mayores contribuciones del parametro de penalidad para restricciones con gradientes méas
pequenos, el cual seria el caso para restricciones activas en el punto solucion.

m.

4.2. Algoritmo

Una manera de implementar el método SQP es seguir los siguientes pasos.

= Se da un punto inicial para iterar (xo, po)-
= Se caleula f(20), G(x0), G (z0) y ['(z0).
= Se comienza con k = 1.

1. Parar si se cumplen las condiciones KKT (3.3) en (Z,) = (ak, ux) (es decir, la optimalidad es
alcanzada).

2. Calcular Hj, y encontrar un punto estacionario para el problema (4.1) dicha solucién es la misma
que la del siguiente sistema modificado.

Hud + (@)= o)

Gi(wn) + (G(xn),d) = 0, i € T,

Gz(l'k) < (.%‘k)7d> <0,7€1, (4.9)
w; > 0,1 €1,

pi(Gi(zr) + <G§(fﬂk)7d>) =0,1€l

la cual se denotard por (dg, ftk+1)
3. Adaptar ry utilizando la regla (4.8).

4. Elegir o, > 0 de manera que se obtenga un decrecimiento suficiente en la funcién de mérito v (ver
[2, Page 296]).

5. Definir xpy1 := xp + apdy.

6. Calcular f(zx41), G(zk41), G'(Xp+1) ¥ [/ (Trg1)-

7. Ajustar k a k+ 1 y volver al paso 1.

Se puede garantizar la convergencia del algoritmo definido anteriormente, esto se puede ver en [2,
Theorem 17.2].



Capitulo 5

Planteo final del problema

5.1. Dimension infinita

5.1.1. Notacién de utilidad

Para ser consistentes con la notacién del teorema de los multiplicadores de Lagrange, reescribimos el
problema (1.13) como
minimizar f(x)
x

: (5.1)
sujetoa G(z)e K,z € C

donde f: X — R con
X = H?[0,1]* x L*[0,1] x R x R,

f(z) = /01 %ds

Z =L%0,1] x R? x R x R x R? x R? x L?[0,1] x L?[0,1]* x L?[0,1]?%,

tal que para z = (¢,a,p,vg) € X,
Las restricciones G : X — Z donde

y por lo tanto G = (G1, G2, G5, Gy, G5, Gg, G, Gs, Gy), tal que
dc 2
— -1 .p. 1
755 LT b ppse (0,1)
Ga(z) = (1) —¢(0),
1

Gs(z) = / a(r)dr,

0

Ga(z) = a(1) —a(0),

Gsla) = )~ F00),
Gola) = S5(1) - G500)
2 1| e ’ 2
Gr(a)(s) = —gals) + go(s)!| 50 o ppse)
Gs(@)(s) = lpe(s) ~ () — 55 pp.s € (0.1)
Go(a)(s) = lpe(s) ~ Bo)Ze — n(s)%. pp. s € (0.)

Ademsds, C € X y K C Z, dados por

C
K

H?[0,1)* x L*[0,1] x Ry x Ry,
{0} > {0} x {0} x {0} x {0} x {0} x (=L2[0, 1)) x (=L?[0,1]4) x (=L[0, 1]).

31
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5.1.2. Calculo de derivadas

En esta parte del trabajo se realizard el cdlculo de las derivadas de las funciones que definen el problema
(5.1). Para ello, notemos que si F' : X — Y es Fréchet diferenciable, entonces F' es direccionalmente
diferenciable y podemos calcular F'(Z) usando que para toda direccién & € X,

F'(z)(7) = %F(I +t7)

t=0

Por lo tanto, sea & = (¢, a, p,vp) una direccién arbitraria en X. Entonces para la funcién objetivo
f: X =R,

d 1
/ 5 - = p+ip
ki) = 5 (/0 VR T )t (o ) —

= [ (st [ s [0 =g [ o) asoe [ (585 oo
Para la restriccion G : X — Z las derivadas de las funciones coordenadas son

G = 256 50)

Gya)() = a0) - &),

aw@ = [ aw

G\ = (o) - a(),

Gi(z)(7) = %(0)—%(1%
j@)(@) = %&m—%&m
a( d?c ?
@) = 2 ];[;’ G|
s B d?c 2
( 2(2p /0 a(r d7‘—|—2p/0 a(r)dr + 2vgtp) @(5) e

+%<><fﬂ>djwﬁm)]

Gy(x)(@) = (2p(pe(s) — als)), &(s))r2 + 2p((pc(s) — a(s)), c(s))me,
Go(x)(2) = (2p(pc(s) — B(s)), é(s))r2 + 20((pe(s) — B(s)), c(s))me-

Aunque ya se obtuvo el planteo final, todavia no es posible resolver el problema, ya que por sus carac-
teristicas, es demasiado complejo. Por lo que es necesario utilizar la computadora y métodos numéricos
para resolverlo, pero no se puede trabajar de esta manera en dimensién infinita, por lo que se transportara
todo a dimensién finita mediante aproximaciones.

5.2. Dimension finita

5.2.1. Discretizacién del problema

Para plantear el problema de una manera en que la computadora comprenda, se desea aproximar
los espacios y funciones por alguna versién de ellos discretizada. La idea entonces es usar el método de
elementos espectrales finitos, en el cual se elige una base de funciones finita para nuestros espacios
y se aproximan sus elementos con coeficientes reales.

Se aproximara el espacio X = H?[0,1]?> x L?[0,1]] x Rx R por X = V2 xV xR x R, aqui

V =span{y;, j=1,...,n}. Donde se toman las siguientes funciones base (ver [9, Subsection 2.3.1}),
3 st j=1,
() = cos(2rwkt), si j=2k+1, parak=1,...,m, (5.2)

sen(2nkt), si j =2k,
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con n = 2m + 1. Se aproximara el espacio Z de la siguiente manera. Para las coordenadas de Z que
se encuentran en R, la funcién base que se utilizard es el ndmero real 1, pues span{1} = R. En las
coordenadas funcionales de Z se aproximaran las funciones por su valor en una malla de n + 1 puntos
entre 0 y 1 dados por s; = % i =1,...,n 4 1, para esto, se usard la funcién ds, : C[0,1] — R, de
manera que (Js,, f) = f(s;) donde f es una funcién a valores reales.

Observacién. Como el espacio C2°[0, 1] es denso en L3[0, 1], es posible usar las funciones J,, en el
problema. Por otro lado, la eleccion de las funciones base tienen que ver con su propiedad de periodicidad,
la cual facilitara las cuentas en el planteo discretizado.

Sera util, para probar que el problema discretizado tiene solucién, ver que las funciones base son
linealmente independientes. Para esto se utilizaran nimeros complejos, que facilitan notacién y cuentas
para este caso, de manera que se enuncia el siguiente teorema.

n
Teorema 45 Si 0 = Z)\lcpl(sj) para j =1,...,n entonces \y =0 paral=1,...,n.
1=1
Demostracion: Considere entonces s; con j = 1,...,n (por periodicidad es conocido que las funciones
base coinciden en los puntos s1 =0y s,4+1 = 1). Ahora se define

w; = e, (5.3)

En consecuencia, se puede observar que para todo entero j, wj = e27(G=1) = 1 ya que j — 1 es entero.

Luego, se obtiene que

’LU»_k _ 67127rk5j _ 1.(67227Tk‘5]') — (67,271‘7’7,5]‘)(671271‘]65]') _ ez27rns]'7127rks]> — 612775]'(7171@) — wn—k' (54)
J J
Una observaciéon importante es que
ko iowki=t _ jopktl-liqy -1
wi =e no=e n =W (5.5)

paraj=1,....nyk=0,...n—1.
Ahora, tomando 0 < h < j < n — 1 se tiene que w?+1_h = 1. Por lo tanto

n—1

— oy _ k
0=wip—1=(wjy1-n—1) Z Wj_1—h-
k=0

Si wjt1—n = 1 entonces cos(27r%) =1 por lo que j = h. Sino,

n—1 n—1 n
k i—h i, —h
0= E wi_q_p, = E wy | = E wiw, ", (5.6)
k=0 k=0 k=1
donde usamos (5.5). Por lo tanto

n . 1 i j=h,
S wjwy" =ndsu,  donde djy, = { 0w j L (5.7)
k=1

Entonces, se usardn estos nimeros complejos w; dados por (5.3) para dar una expresién de una
combinacion lineal de escalares con las funciones base, de manera que se logre demostrar la independencia
lineal utilizando (5.6).

Sean A1,..., A, € R, entonces usando (5.4) es posible escribir
i Neoi(s;) = A+ i Aok 02r(85) + Aokt1026+1(55)
1=1 k=1
= % + é )\kaf;iwjk + Aokt1 wf —;wjk
SV i >\2k+12_ iA2k wf )\2k+12+ iAok w;?*k (5:8)
k=1
~ Ny i )\21@+12— iAok wf . nil )‘Q(nfr)+12"’_i)\2(n7r) w
k=1 r=m+1

n—1

= ) G,

k=0
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donde
A si k=0,
Co = Qaksl ok - gi ] < k< m,
)‘2(n,7k)+12+1)‘2(n7k) ) sim + 1 S k S n—1.
Para concluir la prueba (y usando (5.8)), supongamos que para j = 1,...,n vale que

n n—1
0=> Ngils;) =D G,
=1 k=0

J

n n—1 n—1
0= Z (Z Ckwf> wj_h = Z Ckndgn = nih.
k=0

entonces sumando en 7, multiplicando por w; " con 0 < h <n — 1 y usando (5.7), se obtiene

Por lo tanto Ay =0y w = 0, entonces

A2h41 = A2,
luego, como tanto la parte real como la imaginaria deben coincidir, se tiene que
0 = Aopt1 = Aop, para h=1,...,m;
esto implica que \; =0, paral=1,...,n. [ |

Teniendo en cuenta el planteo del problema (5.1), es posible comenzar a reescribir las funciones.
Primero la variable x que consta de cinco coordenadas, a la cual se aproxima en las coordenadas cuyos
elementos son funciones por una suma finita de coeficientes multiplicados por nuestras funciones base, y
como las demés coordenadas son ntimeros reales, no es necesario discretizarlas. Por lo tanto queda

n n n
~ A — 2 : 1 Z 2 Z
xr = (617627aapa UO) ~T = ( CrLPk, CLPk, P, P, UO) B
k=1 k=1 i=1
entonces en el problema discretizado, la nueva variable real es
_ 12 3n+2
x=(c,c%a,pv) €ER )

Luego, se puede aproximar la funcién v por una nueva funcién v reemplazando de manera anédloga su
aceleracién tangencial a por su aproximacién con coeficientes a, matematicamente

v(s) = 2p/ Zaigoi(r)dr + 3,
0

i=1

de la misma manera se procede a aproximar la funcién objetivo f, obteniendo

1
~ (A — p
f@)~ 20 1= f(@) = [ s

Ahora se deben aproximar también las funciones de restriccién, para ello se separan dos casos, las
restricciones que llegan a los niimeros reales y las que llegan al espacio L2[0, 1]. Entonces recordando las
restricciones del problema (5.1) se ve que Ga, G3,G4, G5 v G llegan a R y las restantes llegan a L2[0, 1].
Luego a las restricciones que llegan a R se pueden aproximar de la misma manera que se ha hecho antes
con la funcién objetivo, por lo que se tiene

Gr(x) :== G.(2), r=2,3,4,5,6.

Ahora para las restricciones que llegan a L2[0, 1] se utiliza la antes mencionada funcién 4, por lo tanto se
obtiene
(G)i(x) := (G, (2),ds,),t=1,...,n; r=1,7,8,9.
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Note que, como se vié en la observacién anterior, las funciones base son periédicas con periodo
1, es decir que ¢;(0) = ¢;(1)Vj (simplemente por propiedades trigonométricas), lo que implica que
Go, G4, Gs y Gg son iguales a 0, por lo que esas restricciones se cumplen autométicamente.

Luego, el planteo del problema queda de la siguiente forma

mingmizar - £(x) = [ et ds
. 2
sujeto a H (Zk—l SREACT Zk:1 Ck@%(sj)) H]R2 —1=0,
fo =1 algol )d'l" = 07

2 n n
% (21:1 aipi(s;))” + ﬁ"(sj)4 || (Zk:l ClleSO;g/(Sj)a Zk:l Ci%% (55 )H]Rz - g% <0,
I (X ks cher(si), Y py cher(ss) — als;)lge — K(s;)* <0,
I (X hey cher(si), Dy chen(ss)) — B(si)Ife — K(s5)* <0,

p 20,

vg =0,
(5.9)
donde las restricciones (salvo la segunda) deben cumplirse para cada j =1,...n.
Con el problema final en dimensién finita (5.9) planteado, es posible demostrar que dicho problema
tiene solucién.

5.2.2. Existencia de solucion para el problema discretizado

Para probar la existencia de solucién de el problema (5.9), observe que la funcién f claramente es
continua, por lo tanto si para un punto factible xo dado, el conjunto {x € S| £(x) < £(x¢)} es compacto,
entonces el Corolario 40 nos garantiza la existencia de solucién. Se demostrard entonces, que este conjunto
es compacto. Para simplificar notacién, sea

R={xcR*"|£(x) < £o},
donde fo = £(xg).

Teorema 46 El conjunto SN R es compacto no vacio.

Demostracion: Por la continuidad de las funciones y el hecho que xq es factible, los conjuntos Sy R son
cerrados y no vacios. Ya que S N R es cerrado y contiene a xg, basta ver que es acotado.

Supongamos que existe un x* = ((c!)¥, (c2)¥,a*, py, (vo)x) € R3*"+2 que pertenece al conjunto SNR tal
que ||x¥||gz — oo, y llamemos 7y := ||x*||r2. Luego, tomando subsucesién si fuera necesario, suponemos

que Z—i — x5 = (cl,c? as, ps, (v0)s) con ||xs||gz = 1. Veamos que esto genera un absurdo.

Primero, por la restriccion de la elipse de friccién, tenemos que para todo j,

2
1 [« 1
- (Z af%(%’)) + ﬁvk(é‘j)4 < k@il (s 72 k@ﬁ' (s )
t \i=1 HnP i=1

ni’k i=1

2

3

—g¢* <0,
R2

<M§

entonces, como el segundo miembro es mayor o igual que cero, vale que para todo 7,

n 2
(Z afmsj)) < g%, (5.10)
i=1

luego si divido ambos miembros por 77]% y tomo limite, se obtiene

n

Z(aS)i<Pi(3j) =0,

i=1
finalmente por la independencia lineal de las funciones base, podemos asegurar que

(as);i =0Vi=1,...,n. (5.11)
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Notemos que, para todo s,

k

V(S)_ Pk sni.rr ('UO)k2 .
mo 2%/0 ;nk%( ) +< " ) —2.(v0)s, (5.12)

k—o0

donde se usé (5.11).
Ahora, observemos que como se debe cumplir que £(x*) < fq, esto es, fol v}f—(’“s)ds < £y, si multiplico
y divido ambos miembros por 7 y uso (5.12), obtengo

1 Pk Ly
/ ,:'(k ) ds — *ds = )
0 Vﬂ—: k—oo Jo  (v0)s (vo)s

y por lo tanto,
Ds

(UO)S
Luego utilizaremos el resultado anterior. Consideremos ahora la ecuacién (5.10), entonces, de una
manera analoga a la utilizada para obtener esta formula, se tiene que para todo 7,

[DEEED TR
i=1 i=1
y podemos aplicar raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad para obtener

n
k /I k //
?
i= 1 i=1

Ahora, consideremos la funcién ¢*

fo >

(5.13)

2

< 2Lk
— n (S])47

R2

Pk

R2

: (—o0,00) — R? tal que

&(s) = (Z@l)ws),Z(é)éws)) .

i=1 i=1

Note que esta funcién es infinitamente diferenciable y periédica en [0, 1]. Como la funcién s ~ ||é¥(s)|| g2
es continua y [0,1] compacto, entonces esta funcién alcanza su maximo en sg € [0,1]. Por lo tanto sg es
maximizador en toda la recta real. Entonces podemos aplicar la Proposicion 8, y usando que la distancia
de la curva al origen es siempre menor o igual que la de § al origen, obtenemos que

H( )il (s0), Y (e )kwﬁ/(80)>
= 1

i=1

1 1

1 Gollme ~ B0l

R2

Luego como la curvatura es continua, dado un € > 0 existe un entorno abierto U de sg tal que para todo

secU . .
\(3 (), SO () >)

i=1 =1

1
> .
R 18(s0)llm2 + €

Entonces tomo un n suficientemente grande, de manera que exista un jg tal que s;, € U. Por lo tanto,

vale
n n
§ : k // § : k //
|< 301 5]0 ? 301 5]0 )
R

i=1 i=1

1

TRl T2 (5-15)

Ahora, si multiplicamos ambos lados de la desigualdad (5.15) por ng, utilizando (5.14) y tomando

limite se tiene que
Pk

Mk N Ds
00 — < — G ——— 5.16
Fooo [[B(s0) Iz +¢ = Hm (vwsm)? iroe T (0g)2 (5.16)
Nk

donde (5.12) es usada.
Supongamos que ps > 0, entonces por (5.16), (vg)s = 0. Pero si miramos la ecuacién (5.13) esto es
absurdo. Por lo tanto p; = 0. Ahora si (vg)s > 0 obtenemos otro absurdo debido a (5.16), entonces (vg)s
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debe ser 0. El resultado fundamental para terminar la demostracién es el Teorema de la desigualdad
isoperimétrica (ver Teorema 7), por este teorema el cuadrado la longitud p; de la trayectoria estd
acotado inferiormente por 47 veces el drea de la regién limitada por esta trayectoria. Por otro lado, como
el drea que encierra la curva interior a (B,,) siempre es menor o igual que el de la trayectoria, obtenemos
que

pi > 41B, > 0.

Y esto nos dice que 7 pg k—) 00, luego, considerando la restriccién de permanencia en pista (que involucra
— 00

«), tenemos (para todo j)
1

n 2 . .
H( (.30 ) ) _als)|| oty
i 77 =1 Ik MkPk || oo TKPK
entonces tomando limite obtenemos que
n n
H( 901 Sj 72 901 Sj ) = 0.
=1

R2

Por lo tanto, debido a que las funciones base son linealmente independientes, resulta ct =0y ¢ = 0.
Como sabemos que a; =0, ps = 0y (vg)s = 0, vale que z; = 0 y esto es un absurdo pues la norma de z;
debia ser igual a 1. [}

Luego, para utilizar un método numeérico y encontrar la solucién del problema, se necesitaran calcular
las derivadas parciales ya en dimensién finita, de alli, la siguiente seccién.

5.2.3. Derivadas

Para calcular las derivadas en dimensién finita, se utilizardn las calculadas anteriormente en la Sub-
seccion 5.1.2, de la siguiente manera.

of

oL (®) = (@) (21,0,0,0,00) = 0
aafk(x) = (f'(),(0,¢5,0,0,0)) = 0

of _ "4 B 1 B e s .
7o, ™ = (£1@).(0,0,0,0,0)) = /0 V(s)3>/0 (e

ot = "(& 1L_p Sna--rrs
) = w@oootn = [t [ e >d>d

Zw o= wooony = [ (-2%)e

De manera similar, se realiza el mismo proceso con las funciones G; paral=1,3,7,8 y 9.

2

G1);(x) = (Gi(x),ds,)

<Z ci pi(55); ZC?@Q(%‘))

R2

= 1n 2 4 n n 2
O = (Gil),) = mEplll Y0 (?3@4’(%i_f?%”i’(%)) .

(Gs)j(x) = (Gs(x),ds,) p (Z czlsoi(Sj),ZC?%(Sj)) —a(sy)|| = #(s))”
i=1 i=1 R2
n n 2

(Go)j(x) = (Go(x),ds,) p(Z cipi(s)), C?%(Sj)> — B(s;) k(s;)?
i=1 i=1 R2




38

CAPITULO 5. PLANTEO FINAL DEL PROBLEMA

Finalmente, se obtienen las derivadas parciales de las funciones de restriccion.

Do) = (@ @en0.0.0008,) = 23 claly)eils)
D) = (@@0.00.0005,) = 23 cials)eils)
i=1
M) = (G1@)0.0.64,0,008,) = 0
8ak
9(G1); _ / _
ap (x) = (Gi(2)(0,0,0,1,0),05,) = 0
a(Gl)j(x) = (G1()(0,0,0,0,1),8,,) = 0
81}0 E
S = (Ch)6,0.0,0.0,1) = 0
k
D0 = (GhE0.6.0,001) = 0
k
%5 ) = (G@0.0.0.0.0.7) = [ e
aL 0
a6 , -
8—;’@) = (G4(2)(0,0,0,1,0,1) = 0
%(X) = (G4(x)(0,0,0,0,1),1) = 0
vy

<G/7(x)(()0ka 07 07 Oa O)a 55j>

V(S 4 i
M?ii;c}wi(sj)w;(sj)
<G{7(x)(0790k7070a0)758j>
() 5 ™ 20 (1ol (s,
222 L)k (s)
(G3(2)(0,0,,0,0), 5,,)

2 S n_ a;PilS; 4v(s; 2 i
or( J)Zzgl oi( J) + (gj) / or(r)dr
Hi HaP Jo

5
n n 2 n
1 1 2 1 4 4V(S])4 K
— 1 Dol (s5), Y clel(s)) —Sv(s) + —F= Y ai [ i(r)dr
Pa || \iZ2 i=1 R2 p i=1 0

4v(s;)?v = = ’

] 0

) (z cggo;'(sj),ch@y(sn)
HnP i=1 i=1 R2
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aT?(X) = (G4()(¢x,0,0,0,0),d,,)
= 2 pzn;c}%(sj)_a (SJ)> on(s;)
a(aigi)j(x) = <Gé(w;_0,<pk,0,0,0),5s>
= 2 pzn;cf%»(sj)_a (SJ)> on(s;)
0 ) = (G4(0,0,9,0,0),5,) =0
(W(X) = (G4(2)(0,0,0,1,0),8,)
= 2 <p (Zn; Czl%(sjhiczz%(sjo —a(s;), (i C}%(Sg‘)»i;c?%(sg‘)>> 2
a(aigo)j@ = <Gé(x)g,0,0,o,1),;;>:o : - B
859(‘;%(’0 = (Gy(x)(#x,0,0,0,0),
= 2p<p cipils;) )
859(1%(@ = (Gy(2)(0,¢x,0,0,0),
= 2p pzn; clpi(sj) )
%g,jj(x) = (Gy(x)(0,0,¢,0,0),8,,) =0
a(;;)j(x) = (GH(x)(0,0,0,1,0),d5,)
- 2<p (Z c%soxsn,zic?soi(sj)) - B(s). (Z cgsoi(sj>,§;c3soi<sj>>> 2
85;2)” (x) = <G§,(a:);,0,0,0,1),;;>:0 . . .

Una vez que se obtienen todas las derivadas parciales necesarias para plantear el problema de optimi-
zacion, se utiliza un método computacional (algoritmo SQP de MATLAB en este caso) para resolverlo,
los resultados obtenidos pueden observarse en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Resultados computacionales

En este capitulo se mostrardn los resultados numéricos de resolver el problema (5.9) para tres pistas
distintas: una circular, una cuadrada y una irregular. Los experimentos se realizaron usando MATLAB.
La funciones utilizadas se detallan en el Apéndice: la funcién objetivo en 8.1.3, la funcién de restriccién
en 8.1.4 y el principal en 8.1.1.

Para todos los problemas la discretizacion de las funciones se realizé tomando n = 113 y la aceleracion
de la gravedad se definié como g = 9,8. Las constantes de rozamiento p, y p¢ como las calzadas interna
a y externa 3 se detallaran para cada tipo de pista.

En todos los experimentos, la curva inicial se definié como v = %a + % [ tomando p como su longitud
y tomando c}f, ci de manera que (22:1 c,1€<pk, Sy cig@k) = %% la aceleracion inicial se definié cons-
tantemente cero, i.e., a; = 0 y la velocidad inicial vy se definié de manera que la restriccién de friccién
sea satisfecha.

Para realizar el cdlculo de integrales para las cuales no es posible hacerlo en forma exacta, se utiliza
la Regla de Simpson para integrar numéricamente (detalles de este método de integracién pueden verse
en [9, Section 3.1]).

6.1. Pista circular

Con el objetivo de iniciar con una pista simple, se utiliza el algoritmo SQP para encontrar la trayectoria
6ptima en un circuito circular, es decir, tanto la calzada interna como la externa son ambas circunferencias,
de manera que el ancho de la pista sea la mitad del radio de la calzada interna.

Se puede visualizar que la trayectoria 6ptima de las Figuras 6.1 y 6.2 es recorrer la calzada interna. Sin
embargo la trayectoria de la Figura 6.2 se recorre a mayor velocidad, debido al aumento de las constantes
de rozamiento. Es posible inferir, que esto se debe principalmente a que, aumentando el rozamiento
normal es més facil girar a mayor velocidad, ya que el vehiculo se adhiere mejor a la pista tomando en
la curva. A causa de que la pista es circular, el coeficiente de rozamiento tangencial no tiene demasiada
influencia.

Tal vez estos resultados puedan parecer un poco triviales, no obstante, se pueden visualizar trayectorias
6ptimas distintas en una pista similar en [7]. Ademds, al modificar las constantes de rozamiento el
algoritmo puede realizar mas iteraciones de las permitidas sin poder encontrar una trayectoria éptima,
como puede verse en la Figura 6.3.

A continuacién, se procederd a variar un poco maés los circuitos, por ejemplo, cuando tanto la calzada
interna como la externa son cuadradas.

6.2. Pista cuadrada

Se puede observar que la trayectoria éptima en la Figura 6.4 es suave y semejante a una circunferencia
dentro de los limites de la pista.

6.3. Pista irregular

Finalmente, se utiliza el algoritmo para encontrar las trayectorias éptimas de dos circuitos mas com-
plejos, similares a los de pistas de carreras.

41
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pn =1, py =1

velocidad aceleracion
T T

50 T T

a8 1

44 1

40r 1

38 L L L L L 08 L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.1: Curvas iniciales en verde y finales en rojo.

Observando la grafica de la trayectoria éptima en la Figura 6.5, es posible ver que la misma intenta
mantener cierta suavidad constantemente, de manera que pueda lograr la mayor aceleracién posible,
teniendo en cuenta la friccién de la pista. Y se obtiene algo similar en la segunda pista (Figura 6.6).

Observando todas las trayectorias éptimas anteriores, una manera interesante de describir lo obtenido
es que el algoritmo produce una trayectoria dentro de los limites de la pista, que cumple la ecuacion de
friccién y que tiene curvatura constante a trozos, ya que justamente, a trozos, la trayectoria 6ptima
es recta (curvatura cero), o similar a un circulo (curvatura constante).

Note que ademas, los picos en las graficas de velocidad y aceleracién son coherentes con la trayectoria
en el siguiente sentido: cuando el vehiculo toma una curva cerrada, debe disminuir su velocidad y por lo
tanto tendrd aceleraciéon negativa, de la misma manera cuando el recorrido préximo es recto, se puede
observar un aumento en la velocidad y una aceleracién positiva.
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o =1, py =2.7
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Figura 6.3: Curvas iniciales en verde y finales en rojo.
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o, =7,y =1.9
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Figura 6.5: Curvas iniciales en verde y finales en rojo.
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Capitulo 7

Conclusion

De acuerdo a lo realizado en este trabajo, se puede concluir que se logré el objetivo de plantear
y resolver el problema de optimizacién propuesto, es decir, se encontré una manera de obtener una
trayectoria éptima, en un circuito cerrado. Ademaés el cédigo programado también provee la aceleracién
tangencial y la rapidez. También en este trabajo se realizé6 una introduccién a la teoria de existencia
de soluciones para problemas de optimizacién en dimensién infinita y existencia de multiplicadores de
Lagrange tanto en dimensién infinita como en dimensién finita, ademés de una descripcién del método
computacional SQP, utilizado para resolver el problema de optimizacion.

El trabajo puede ser utilizado para cualquier circuito de carreras, sélo es necesario dar las coordenadas
de las pistas como se puede ver en la Subseccion 8.1.2. Sin embargo puede tener diversos usos, como por
ejemplo optimizar el recorrido en lineas de produccién de fabricas, sélo habria que modificar el problema
planteando la correspondiente ecuacién de restriccién de friccién (ya no necesariamente serfa una elipse).

El problema de encontrar una trayectoria éptima es muy estudiado, en particular hay trabajos que se
concentran en circuitos automovilisticos, tomando en cuenta muchas més restricciones fisicas, donde el
vehiculo ya no es puntual, sino que es un automévil. Articulos de este tipo pueden observarse por ejemplo
en [L1, 10, 7].
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Capitulo 8

Apéndice

8.1. Cobdigos para MATLAB

8.1.1. Principal

clear all

more off

global m n g mun mut alp bet kappa gSimp Mphi Mintphi Mpsi Mdphi Md2phi

% dimension de discretizacion

m=>56;

n=2xm+1; % siempre impar

% ctes de rozamiento

g=9.81;

mun=7; % 7;

mut=1.9;% 1.9;

% discretizacion de funciones de calzada de la pista (dim=n)

j=lm; s=(j—1)/(n);

%% Y%cargar pista: pista_circular , pista_cuadrada , pista_irregularl , pista_irregular2

pista_irregular?2

9% %ancho de pista

kappa=sqrt (sum((bet—alp)."2,2));

% carga de matrices globales

gSimp=ones (n,1); qSimp(3:2:n—2)=2; qSimp (2:2:n—1)=4; qSimp=qSimp/(3*(n—1));

k=(1:m) ’;

Mphi(2xk+1,:)=cos (2*pixk+s); Mphi(2%k,:)=sin (2*pixks*s); Mphi(1l,:)=0.5;

Mdphi(2xk+1,:)=—2«pi*repmat(k,1,n).*sin (2*pixks*s); Mdphi(2%k,:)=2«pikrepmat(k,1,n).x*cos(2
xpilxkxs);

Mdphi (1 ,:)=0;

Md2phi(2+k+1,:)=—(2%pi) "2+repmat (k. 2,1 ,n).xcos(2xpixkxs); Md2phi(2xk,:)=—(2«pi) "2*repmat
(k."2,1,n).*sin (2xpixk*s);

Md2phi (1,:)=0;

Mintphi(2*xk+1,:)=1./(2+pi*repmat (k,1,n)).*sin(2xpixkxs); Mintphi(2xk,:) =1./(2xpi*repmat (k
,1,n)).x(1—cos(2xpixk*s));

Mintphi(1,:)=0.5%s;

% punto inicial

gam=0.5xalp+0.5xbet ;

dgam (:,1)=diff(gam(:,1))./diff(s’); dgam(:,2)=diff(gam(:,2))./diff(s’); dgam=[dgam ;dgam
(1)1

longgam=qSimp’*sqrt (dgam (:,1)."24+dgam(:,2)."2);

b=[gam () ;dgam (:) ]/ longgam;

A=[kron (eye (2) ,Mphi’) ;kron (eye (2) ,Mdphi’) |;

tmp=A\b;

cl=tmp(l:n); c2=tmp(n+1:2#*n);

a=zeros(n,l);

p=longgam ;

vO0=sqrt (g+*mun*p/max(sqrt ((Md2phi’*cl)." 24 (Md2phi’*c2).72)));

x0=[cl;c2;a;p;v0];

lb=inf(size(x0)); 1lb(end—1:end)=0;

ub=inf (size (x0));

op=optimoptions (’fmincon’,’GradObj’,’on’,’GradConstr’,’on’, ’ Display ’, iter ’,’ Algorithm ’,
sqp ', 'DerivativeCheck ’, " off’, ’"MaxFunEvals’ ,10000, ' MaxIter’,1000) ;

X=fmincon (@fobj_fmincon ,x0,[] ,[],[] ,[] ,1b,ub, @fres_fmincon ,op);

c1=X(1l:n); c2=X(n+1:2xn); a=X(2*n+1:3xn); p=X(end—1); v0=X(end);

)
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8.1.2. Pistas

Pista circular

cc=cos (2xpixs); ss=sin(2xpixs);
alp=250%[cc’,ss '];
bet=1.5%alp;

Pista cuadrada

cc=cos (2xpixs); ss=sin(2xpixs);
rmax=max(abs(cc’) ,abs(ss’));
alp=250%[cc’./rmax,ss ’./rmax];
bet=1.2xalp;

Pista irregular 1

Palp=[550,123;160,144;142,187;160,234;466,150;574,196;607,291;315,519;
292,559;321,585;543,616;762,603;807,576;802,535;
652,330;772,187;804,157;759,135;550,123];

Pbet=[555,9;46,37;16,205;90,414;370,279;432,271;399,318;97,520;61,631;
126,690;537,732;855,730;973,672;972,543;828,331;990,96;
999,63;954,39;555,9];

Pgam=0.5%xPalp+0.5%xPbet ;

dPgam (:,1)=diff (Pgam(:,1)); dPgam(:,2)=diff (Pgam(:,2));
Ps:tril(ones(length(Pgam)))*[O sqrt (dPgam (:,1)."24+dPgam(:,2).72)]; % longitud de arco
alp (:,1)=interpl (Ps,Palp(:,1) ,Ps(end)x*s, cubic’);

alp (:,2)=interpl (Ps,Palp (: ,2),Ps(end)*s,7c1lbic7);

bet (:,1)=interpl (Ps,Pbet (:,1) ,Ps(end)xs, cubic’);

bet (:,2)=interpl (Ps,Pbet (:,2) ,Ps(end)xs, cubic’);

Pista irregular 2

Palp=[340.5,585;300,570;285,531;246,436.5;153,397.5;112.5,381;37.5,342;
97.5,166.5;102,148.5;153,112.5;192,127.5;379.5,315;588,351;694.5,148.5;
748.5,93;810,109.5;934.5,235.5;1059,358.5;1114.5,396;1180.5,408;
1312.5,409.5;1366.5,466.5;1312.5,520.5;1224,520.5;1020,586.5;346.5,585];

Pbet=[340.5,663;246,624;207,531;192,490.5;153,475.5;60,436.5;19.5,342;
21,166.5;30,117;153,36;244.5,73.5;432,261;559.5,280.5;615,147;747,16.5;
862.5,55.5;987,181.5;1113,306;1144,327;1180.5,333;1312.5,331.5;
1444.5,466.5;1312.5,594;1224,595.5;1020,663;346.5,661.5];

Pgam=0.5«Palp+0.5%Pbet;

dPgam (:,1)=diff (Pgam(:,1)); dPgam(:,2)= dlff(Pgam( ,2)) 5

Ps:tril(ones(length(Pgam))) [0;sqrt (dPgam( ,1).724dPgam (:,2).72)]; % longitud de arco
alp (:,1)=interpl (Ps,Palp(:,1) ,Ps(end)x*s, cubic’);

alp (:,2)=interpl (Ps, Palp (: 2) Ps(end)*s,’cubic’);

bet (:,1)=interpl (Ps,Pbet (:,1) ,Ps(end)xs, cubic’)

bet (:,2)=interpl (Ps,Pbet(:,2) ,Ps(end)*s, cubic’);

8.1.3. Funcién objetivo

function [f,df]=fobj_-fmincon(x)

global m n ¢Simp Mintphi%ienen del principal

cl=x(1:n);

tmp=2%p* Mintphi

if min(tmp)<=0
f=le+25;
df={fx[zeros(2#%n,1);ones(n+2,1)];
fprintf(’fuera de dominio\n’)
return

end

Icv=1./sqrt (tmp);

f=p*qSimp’ *xIcv;

DIcv=—-0.5%diag (Icv."

df=

c2=x(n+1:2%n); a=x(2*n+1:3*n); p=x(end—1);
"xa4v0 " 2;

v0=x(end) ;

3);
[zeros(n,1);zeros(n,1l);p*(2*xpxMintphi)*DIcv’*qSimp;
qSimp **Icv4pxqSimp ’*DIcvs* (2+«Mintphi’*a) ; pxqSimp’ *DIcv# (2xv0*ones (n,1))];
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8.1.4. Funcidén restriccion

function [c,ceq,dc,dceq]=fres_fmincon (x)

global m n g mun mut alp bet kappa Mphi Mintphi Mdphi Md2phi %ienen del principal

cl=x(1l:n); c2=x(n+1:2%n); a=x(2*n+1:3xn); p=x(end—1); vO=x(end);

ccl=Mphi’*cl; dccl=Mdphi’*cl; d2ccl=Md2phi’*cl;

cc2=Mphi’*c2; dcc2=Mdphi’*c2; d2cc2=Md2phi’*c2;

cv2=2x+px* (Mintphi’*a)+v0"2; ca=Mphi’*a;

Gl=dccl."2+4dcc2.72-1;

%32—G4 vale por perioricidad de phi

G5=Mintphi (:,end) ’+a; %cv(1)=v0 vale entonces

%6 vale por perioricidad de phi

Gr=ca."2/mut"2 + cv2."2/(mun*p) "2.%(d2ccl.”"2+d2cc2."2) — g"2;

G8=(p*ccl—alp (:,1))."2 + (pxcc2—alp(:,2))."2 —kappa.”2;

G9=(p*ccl—bet (:,1))."2 + (pxcc2—bet(:,2))."2 —kappa.”2;

ceq=[G1;G5]; c=[GT7;G8;GI];

DGl=[2x*diag(dccl)«Mdphi’,2*diag(dcc2)«Mdphi’, zeros(n),zeros(n,l) ,zeros(n,1) |;

DG5=[zeros (1,n) ,zeros(1,n),Mintphi(:,end) ’,0,0];

DG7=[2x*diag(cv2."2/(munxp) "2.xd2ccl)«Md2phi’,2*diag(cv2." 2/ (munxp) "2.*xd2cc2)*xMd2phi’,2*
diag (ca/mut”2)*Mphi’+2xdiag (cv2/(munxp) "2.x(d2ccl."2+d2cc2."2) ) *(2xpxMintphi’) ,diag (2
xcv2/(munxp) “2.%(d2ccl."24+d2cc2."2))*(2xMintphi’*a)—2%cv2. 2/ (mun"2xp~3).%(d2ccl. 2+
d2cc2.72) ,diag(2xcv2/(munxp) "2.%(d2ccl."2+d2cc2."2) )*(2xv0*ones(n,1))];

DG8=[diag (2*(pxccl—alp (:,1)))*(p*xMphi’) ,diag(2*(pxcc2—alp (:,2)))*(p*Mphi’) ,zeros(n),diag
(2% (p*ccl—alp (:,1)))*ccl+diag(2*(pxcc2—alp (:,2)))*cc2,zeros(n,l) |;

DG9=[diag (2*(pxccl—bet (:,1)))*(p*xMphi’) ,diag(2*(pxcc2—bet (:,2)))*(p*Mphi’) ,zeros(n),diag
(2% (p*ccl—bet (:,1)))*ccl+diag (2 (pxcc2—bet (:,2)))*cc2,zeros(n,l)];

dceq=[DG1;DG5] ’; dc=[DGT7;DG8;DGI] ’;

NN

8.1.5. Graficos

ccl=Mphi’xcl; cc2=Mphi’*c2;
cv2=2xpx*(Mintphi’*a)+v0"2; ca=Mphi’ *a;
ccl10=Mphi’*x0(1l:n); cc20=Mphi’*x0(n+1:2*n); a0=x0(2#n+1:3*n); p0=x0(end—1); v00=x0(end);
cv02=2%p0x (Mintphi’*a0)4+v00 " 2; caO0=Mphi’*a0;
figure (1)

tmp=fill (bet (:,1) ,bet(:,2),’b’);

set (tmp, *FaceColor’ ,[0.93,0.93,0.93])

hold on

fill (alp (:,1) ,alp(:,2),’'w’)

plot (pOxccl0,pOxcc20, ’—g’, LineWidth’ ,3)

plot (p*xcecl ,pxcc2,’—r’, LineWidth’ ,3)

Yplot (alp (:,1) ,alp(:,2),’b’,bet (:,1),bet (:,2),’b")

hold off
axis equal, axis off
tmpt=strcat (’$\mun=3$’ ,num2str (mun) ,’, $\mu_t=$’ ,num2str(mut)) ;

title (tmpt, interpreter ’, latex )

figure (2), plot(sqrt(cv2),’r’), hold on, plot(sqrt(cv02),’g’), title(’velocidad’), hold
off

figure (3), plot(ca,’r’), hold on, plot(cal,’g’), title( aceleracion’), hold off
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