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Resumen

Let Ω := (a, b) ⊂ R, m ∈ L1 (Ω) and λ > 0 be a real parameter.
Let L be the differential operator given by Lu := −φ (u′)

′
+ r (x)φ (u),

where φ : R→ R is an odd increasing homeomorphism and 0 ≤ r ∈
L1 (Ω). We study the existence of positive solutions for problems of the
form {

Lu = λm (x) f (u) in Ω,
u = 0 on ∂Ω,

where f : [0,∞) → [0,∞) is a continuos function which is, roughly
speaking, sublinear with respect to φ. In this work, we combine the
sub and supersolution method with some estimates on related nonli-
near problems.

Sean Ω := (a, b) ⊂ R, m ∈ L1 (Ω) y λ > 0 un parámetro real. Sea
L el operador diferencial dado por Lu := −φ(u′)′ + r(x)φ(u), donde
φ : R → R es un homeomorfismo creciente e impar y 0 ≤ r ∈ L1(Ω).
Estudiamos la existencia de soluciones positivas a problemas no lineales
de la forma {

Lu = λm(x)f(u) en Ω
u = 0 en ∂Ω.

donde f : [0,∞) → [0,∞) es una función continua que es sublineal
respecto de φ. En este trabajo, combinamos el método de sub y super-
soluciones con algunas estimaciones en problemas no lineales relacio-
nados.

2000 Mathematics Subject Clasification.

34B15, Ordinary differential equations, Nonlinear boundary value
problems

34B18, Ordinary differential equations, Positive solutions of nonli-
near boundary problems
Key words. Elliptic one-dimensional problems, φ-Laplacian, positive
solutions.
Palabras claves. Problemas eĺıpticos unidimensionales, φ-Laplaciano,
soluciones positivas.
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1. Introducción

Sean Ω := (a, b) ⊂ R, m ∈ L1 (Ω) y λ > 0 un parámetro real. Conside-
ramos problemas de la forma{

−φ(u′)′ = λm (x) f (u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(1.1)

donde φ : R→ R es un homeomorfismo creciente e impar, y f : [0,∞) →
[0,∞) es una función continua. La existencia de soluciones no negativas o
positivas a problemas del tipo (1.1), también llamados problemas que in-
volucran al φ-Laplaciano, ha sido estudiada durante los últimos 30 años,
mediante diferentes métodos, debido a su interés tanto teórico como en apli-
caciones (ver por ejemplo [3, 4, 5, 6]).

Cuando φ(x) = |x|p−2x y f(x) = xq con 1 < p < ∞ y 0 < q < p− 1, la
existencia de soluciones positivas para (1.1) está desarrollada en el caṕıtulo
3 de este trabajo pidiendo que 0 ≤ m 6≡ 0, y en [9] está estudiado el mismo
problema para pesos m que cambian de signo. Notar que, tanto en el caṕıtulo
3 de este trabajo o en [9], es crucial la homogenidad de φ y f , la cual es no
necesariariamente cierta en los casos que presentaremos en el caṕıtulo 4.

Utilizando Teoremas de punto fijo del tipo Krasnoselskii en conos, algu-
nos autores han logrado ciertos resultados para el problema (1.1), pero con
fuertes restricciones tanto para m como para φ. Más precisamente, sean:

(M) m ∈ C
(
Ω
)
,m ≥ 0 y m 6≡ 0 en ningún subintervalo de Ω,

(M ′) m ∈ C
(
Ω
)

con mı́nΩm > 0,

(Φ) Existen homeomorfismos crecientes ψ1, ψ2 : [0,∞) → [0,∞) tal que
ψ1 (t)φ (x) ≤ φ (tx) ≤ ψ2 (t)φ (x) para todo t, x > 0,

(Φ′) Existen p, q ∈ (0,∞) tal que tqφ (x) ≤ φ (tx) ≤ tpφ (x) para todo
t ∈ [0, 1] y todo x > 0.

Bajo algunas restricciones sobre el crecimiento de f y suponiendo (M)
y (Φ), se ha probado que (1.1) posee una solución positiva para todo λ > 0
(ver [14, Teorema 1.1]), y recientemente en [18, Teorema 2] los autores ex-
tendieron este resultado a ciertas m ∈ L1

loc(Ω) y sin requerir que ψ2(0) = 0.
También, un resultado similar está enunciado en [5, Corolario 3.4] suponien-
do (Φ′) y (M ′).

Con un enfoque diferente, en el Teorema 4.4 de este trabajo nosotros
mejoramos sustancialmente los resultados mencionados en el caso sublineal,
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bajo condiciones más débiles tanto para φ como para m. De hecho, respecto a
m, solo requeriremos que 0 ≤ m 6≡ 0 en Ω. Además, veremos que las solucio-
nes uλ → 0 en C1(Ω) cuando λ→ 0+. Para probar los resultados principales
del trabajo, nosotros combinamos un método de sub y supersoluciones con
estimaciones de algunos problemas no lineales relacionados.

También, bajo algunas condiciones adicionales sobre φ y m, probamos
en el Teorema 4.5 un resultado similar para el operador diferencial

Lu := −φ
(
u′
)′

+ r (x)φ (u) , (1.2)

donde 0 ≤ r ∈ L1 (Ω). Más aún, como consecuencia de los Teoremas 4.4 y
4.5, podemos deducir la existencia de soluciones (no triviales) no negativas
de (1.1) para pesos m que cambien de signo, ver Corolario 4.6.

El resto del trabajo está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo
2 enunciaremos algunas definiciones y resultados sobre los espacios de Sobo-
lev, los autovalores principales tanto del Laplaciano como del p-Laplaciano,
el problema de Dirichlet −φ(u′)′ = h(x) en Ω y u = 0 en ∂Ω para cier-
tas funciones h y los resultados del método de sub y supersoluciones. En el
caṕıtulo 3 se presentan resultados de existencia y unicidad para los casos
particulares de (1.1) con φ = x y φ = |x|p−2x con 1 < p <∞. Mientras que
en el caṕıtulo 4 se encuentran los enunciados y las pruebas de nuestros prin-
cipales resultados. Aqúı también se presentan varios ejemplos que satisfacen
nuestras condiciones y se analizan cómo se relacionan con las mencionadas
anteriormente (ver, también la Observación 4.3).

2. Preliminares

2.1. Espacios de Sobolev

Definición 2.1. (Derivadas débiles) Sean Ω := (a, b) ⊂ R y u ∈ L1
loc(Ω)

Dado k ∈ N0, decimos que la función g es la k-ésima derivada débil de u si:∫
Ω
uϕ(k) = (−1)k

∫
Ω
gϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω),

donde ϕ(k) es la derivada k-ésima usual de ϕ, y se denota g = u(k) (para
k = 0 interpretamos u(0) = u).

Definición 2.2. (Espacios de Sobolev W k,p) Sean k ∈ N0 y 1 ≤ p <∞. El
espacio de Sobolev W k,p(Ω) consiste de todas las funciones u ∈ Lp(Ω) con
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derivadas débiles en Lp(Ω) hasta el órden k. Se define en W k,p(Ω) la norma

‖u‖Wk,p(Ω) =

 k∑
j=0

∥∥∥u(j)
∥∥∥p
Lp(Ω)

1/p

que lo hace un espacio de Banach. En el caso particular p = 2 estos espacios
son de Hilbert y se denota W k,p(Ω) = Hk(Ω)

Definición 2.3. (Espacios W k,p
0 ) Para k ≥ 1 y p ∈ [1,∞), definimos

W k,p
0 (Ω) como la clausura del espacio C∞c (Ω) con la norma dada en la de-

finición anterior. Si p = 2, escribimos Hk
0 (Ω) en lugar de W k,2

0 (Ω). Además

se tiene que W k,p
0 (Ω) y Hk

0 (Ω) son espacios de Banach y de Hilbert, respec-
tivamente, con las normas de la definición anterior.

Lema 2.4. (Inmersión de Sobolev) Si Ω ⊂ R es acotado, p > 1 y k ≥ 1
entonces W k,p(Ω) ⊂ Ck−1(Ω).

Para la demostración ver [2] Teorema 6, página 284.

Observación 2.5. Se tiene que dada u ∈ W k,p(Ω), entonces u ∈ W k,p
0 (Ω)

si y solo si u = 0 en ∂Ω (Ver [1], Teorema 8.12). Notar que tiene sentido el
valor de u en ∂Ω por el Lema anterior. �

Lema 2.6. Sea u ∈ W 1,p(Ω) 1 ≤ p < ∞ entonces existe una función
ũ ∈ C(Ω) tal que

u(x) = ũ(x) p.p. x ∈ Ω y

ũ(x)− ũ(y) =

∫ x

y
u′(t)dt ∀x, y ∈ Ω.

Para la demostración ver [1] Teorema 8.2.

Observación 2.7. El Lema anterior nos dice que si u ∈ W 1,p(Ω) entonces
u es absolutamente continua en Ω. Se puede ver fácilmente que si u es
absolutamente continua en Ω entonces u ∈W 1,p(Ω). �

2.2. Autovalores y autofunciones principales

Autovalor principal del Laplaciano.

Definición 2.8. (Autovalor principal y autofunción) Sea m : Ω → R deci-
mos que λ es un autovalor principal del Laplaciano con peso m{

−u′′ = λm(x)u en Ω
u = 0 en ∂Ω.

(2.1)
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si existe u 6≡ 0 que no cambie de signo en Ω y sea solución de (2.1). Tales u
se llaman autofunciones principales.

Teorema 2.9. (Autovalor principal positivo del Laplaciano)
Supongamos que |{x ∈ Ω : m(x) > 0}| > 0, y sea

λ1(m) := ı́nf
u∈H1

0 ,
∫
Ωm(x)u2=1

∫
Ω

(u′)2 = ı́nf
u∈H1

0 ,
∫
Ωm(x)u2>0

∫
Ω(u′)2∫

Ωm(x)u2
. (2.2)

Entonces
(i) λ1(m) > 0 y λ1(m) es autovalor de (2.1). Además, si λ es otro

autovalor positivo, entonces λ ≥ λ1(m).
(ii) Las autofunciones asociadas u ∈ H1

0 (Ω). Más aún, u > 0 en Ω o
u < 0 en Ω.

Para la demostración ver [16, Teorema 1.1].

Autovalor principal del p-Laplaciano. Análogamente, definimos para
1 < p <∞.

Definición 2.10. (Autovalor principal y autofunción para el p-Laplaciano)
Sea m : Ω → R decimos que λ es un autovalor principal del p-Laplaciano
con peso m {

−(|u′|p−2u′)′ = λm(x)|u|p−2u en Ω
u = 0 en ∂Ω.

(2.3)

si existe u 6≡ 0 que no cambie de signo en Ω y sea solución de (2.3). Tales u
se llaman autofunciones principales del p-Laplaciano con peso m.

Teorema 2.11. (Autovalor principal positivo del p-Laplaciano)
Supongamos que |{x ∈ Ω : m(x) > 0}| > 0, y sea

λ1(m, p) := ı́nf
u∈W 1,p

0 ,
∫
Ωm(x)|u|p=1

∫
Ω
|u′|p = ı́nf

u∈W 1,p
0 ,

∫
Ωm(x)|u|p>0

∫
Ω |u

′|p∫
Ωm(x)|u|p

.

(2.4)
Entonces

(i) λ1(m, p) > 0 y λ1(m, p) es autovalor de (2.3). Además, si λ es otro
autovalor positivo, entonces λ ≥ λ1(m, p).

(ii) Las autofunciones asociadas u ∈ W 1,p
0 (Ω). Más aún, u > 0 en Ω o

u < 0 en Ω.

Para la demostración de (i) ver [12, Proposición 3.1] y para (ii) véase
[12, Proposición 3.3].
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2.3. Problema de Dirichlet

Sea Lφ el operador diferencial dado por

Lφu := −φ(u′)′.

Consideremos el problema{
Lφv = h(x) en Ω
v = 0 en ∂Ω

(2.5)

Observación 2.12. Sea h ∈ L1(Ω). Entonces (2.5) admite una única solu-
ción v ∈ C1(Ω) tal que φ(v′) es absolutamente continua en Ω (o equivalen-
temente, por la Observación 2.7, φ(v′) ∈W 1,p(Ω)) y tal que la ecuación vale
puntualmente p.p. x ∈ Ω. De hecho, se puede ver que

v(x) =

∫ x

a
φ−1

(
ch −

∫ y

a
h(t)dt

)
dy, (2.6)

donde ch es la única constante tal que v(b) = 0. Más aún, el operador solución
Sφ : L1(Ω) → C1(Ω) es continuo (ver por ejemplo [7] o [10]) y monótono
creciente por el siguiente Lema. �

Lema 2.13. Sean f, g ∈ L1(Ω), con f ≤ g p.p. x ∈ Ω. Si u := Sφ(f) y
v := Sφ(g), entonces u ≤ v en Ω.

Prueba. Supongamos por el absurdo que A := {x ∈ Ω : u(x) > v(x)} 6= ∅.
Tomemos Ac := (x0, x1) una componente conexa de A. Como u y v son
continuas en Ω se tiene que u(x0) = v(x0) y u(x1) = v(x1). Y entonces, al
ser u = Sφ(f) y v = Sφ(g), integrando por partes, se sigue que∫ x1

x0

f(x)(u− v) = −
∫ x1

x0

φ(u′)′(u− v) =

∫ x1

x0

φ(u′)(u′ − v′)

∫ x1

x0

g(x)(u− v) = −
∫ x1

x0

φ(v′)′(u− v) =

∫ x1

x0

φ(v′)(u′ − v′)

Restando tenemos que∫ x1

x0

(f(x)− g(x))(u− v) =

∫ x1

x0

(φ(u′)− φ(v′))(u′ − v′). (2.7)

Como f ≤ g y u > v en (x0, x1) se tiene que∫ x1

x0

(f(x)− g(x))(u− v) ≤ 0. (2.8)
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Por otro lado, (φ(u′)−φ(v′))(u′−v′) ≥ 0 pues φ es creciente, implicando
aśı que ∫ x1

x0

(φ(u′)− φ(v′))(u′ − v′) ≥ 0. (2.9)

Luego debe ser,

∫ x1

x0

(φ(u′)− φ(v′))(u′ − v′) = 0 por (2.7), (2.8) y (2.9).

Entonces es u = v+ cte en (x0, x1) pero como u(x0) = v(x0) resulta cte = 0.
Por lo tanto debe ser A = ∅ y esto concluye la prueba �

Observación 2.14. Notemos que este Teorema nos dice que si v es solución
de (2.5) con h ≥ 0, entonces v ≥ 0.

2.4. Sub y supersoluciones

Dado I ⊂ R, denotaremos ACloc(I) al conjunto de todas las funciones
absolutamente continuas en cada intervalo compacto K ⊂ I.

Sea f : Ω×R→ R una función Carathéodory (esto es, f(·, ξ) es medible
para todo ξ ∈ R y f(x, ·) es continua p.p. x ∈ Ω). Consideremos ahora
problemas de la forma {

Lu = f(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(2.10)

donde L es como en (1.2).
Decimos que v ∈ C(Ω) es una subsolución de (2.10) si existe un conjunto

finito Σ ⊂ Ω tal que φ(v′) ∈ ACloc(Ω\Σ), v′(τ+) := limx→τ+v′(x) ∈ R,
v′(τ−) := limx→τ−v

′(x) ∈ R para cada τ ∈ Σ,{
Lv ≤ f(x, v(x)) p.p. x ∈ Ω
v ≤ 0 en ∂Ω, v′(τ−) < v′(τ+) para cada τ ∈ Σ.

(2.11)

Si la desigualdades de (2.11) están invertidas, decimos que v es una
supersolución de (2.10).

Por otro lado, decimos que v ∈ C1(Ω) es solución de (2.10) si φ(v′) es
absolutamente continua en Ω y{

Lv = f(x, v) en Ω
v = 0 en ∂Ω.

Ahora probaremos un Teorema que nos da un resultado de existencia
que nos será útil para probar el Teorema 2.17 (Teorema de sub y superso-
luciones). Pero primero enunciamos el Teorema de Punto Fijo de Schauder
(para la prueba ver [2] Teorema 3, Página 538)
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Teorema 2.15. (Punto fijo de Schauder) Sea X un espacio de Banach y
∅ 6= K ⊂ X un cerrado, acotado y convexo. Si F : K → K es un operador
continuo y compacto, entonces existe un punto fijo de F.

Teorema 2.16. Sea f : Ω×R→ R una función Carathéodory. Supongamos
que existe h ∈ L1(Ω) tal que

|f(x, ξ)| ≤ h(x) para p.p. x ∈ Ω y todo ξ ∈ R. (2.12)

Entonces el problema {
Lφu = f(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(2.13)

tiene solución.

Prueba. Para cada g ∈ C(Ω) definamos ψg : R→ R, dada por

ψg(x) =

∫ b

a
φ−1(x+ g(s))ds.

Como φ es un homeomorfismo creciente con φ(R) = R, resulta que la función
ψg es continua, creciente y ψg(R) = R. Luego, existe un único x := Λ(g) ∈ R
tal que ψg(Λ(g)) = 0. Esto nos define un funcional Λ : C(Ω)→ R.

Veamos que Λ(M) es acotado para cadaM acotado en C(Ω). En efecto,
tomemos M ⊂ C(Ω) acotado, sea c ∈ (0,∞) tal que ‖g‖∞ ≤ c para cada
g ∈M. Si existiera una sucesión {gn} ⊂ M tal que

ĺım
n→∞

Λ(gn) =∞ o ĺım
n→∞

Λ(gn) = −∞

entonces, si ocurriera lo primero es

0 = ĺım
n→∞

(ψgn(Λ(gn))) ≥ ĺım
n→∞

(b− a)φ−1(Λ(gn)− c) =∞,

lo cual es una contradicción. Análogamente, si ocurriera lo segundo lle-
gaŕıamos a una contradicción similar. Por lo tanto, Λ(M) es acotado.

Ahora veamos que Λ es continua. Sea {gn} ⊂ C(Ω) una sucesión y su-
pongamos que

ĺım
n→∞

gn = g0 en C(Ω).

Por lo anterior, resulta que {Λ(gn)} ⊂ R es acotado, por lo tanto existe una
subsucesión tal que ĺımkn→∞ Λ(gkn) = x0 ∈ R. Se tiene entonces que

0 = ψgkn (Λ(gkn)) =

∫ b

a
φ−1(Λ(gkn) + gkn(t))dt,
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tomando limite cuando n→∞ en la igualdad anterior resulta que

0 =

∫ b

a
φ−1(x0 + g0(t))dt.

Luego, al ser Λ(g0) el único real tal que ψg0(Λ(g0)) = 0 debe ser x0 = Λ(g0).
Por lo tanto, cualquier subsucesión convergente de Λ(gn) tiene el mismo
limite Λ(g0), y al ser Λ(gn) acotado, se sigue que Λ(g0) = ĺımn→∞ Λ(gn).

Definamos ahora dos operadores, N : C(Ω) → C(Ω) y F : C1(Ω) →
C1(Ω) dados por

(N (u))(x) = −
∫ x

a
f(t, u(t))dt,

(F(u))(x) =

∫ x

a
φ−1(Λ(N (u)) + (N (u))(t))dt.

Se deduce de (2.6) que u es solución de (2.13) si y solo si u ∈ C1(Ω) y
satisface que

u(x) =

∫ x

a
φ−1(φ(u′(0)) + (N (u))(t))dt, φ(u′(0)) = Λ(N (u)).

Luego, u es solución de (2.13) si y solo si u es un punto fijo del operador F .
Veamos entonces que F posee un punto fijo, como Λ y N son operado-

res continuos, se tiene que F también es continuo. Tomemos una sucesión
{un} ⊂ C1(Ω) y sea vn = F(un) para cada n ∈ N. Entonces es

v′n(x) = φ−1(Λ(N (un)) + (N (un)(x))), x ∈ Ω, n ∈ N.

Por la hipótesis (2.12), existe una constante c1 positiva tal que ‖(N (un))‖∞ ≤
c1, en efecto, dado x ∈ Ω es

|(N (un))(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a
f(t, u(t))dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ x

a
|f(t, u(t))| ≤

∫ x

a
h(t)dt ≤ ‖h‖1 = c1.

Esto implica que las sucesiones {vn} y {v′n} son acotadas. En consecuencia
resulta que {vn} es equicontinua en Ω. Y más aún, para x1, x2 ∈ [a, b] es

|φ(v′n(x1))− φ(v′n(x2))| = |(N (u)(x1))− (N (u)(x2))| ≤
∣∣∣∣∫ x2

x1

h(t)dt

∣∣∣∣ .
Es decir, la sucesión {φ(v′n)} es acotada y equicontinua en Ω. Por el Teore-
ma de Arzelà-Ascoli existen subsucesiones {vkn} y {φ(v′kn)} uniformemente
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convergentes en Ω. Entonces {v′kn} es uniformemente convergente en Ω y

por eso, {vkn} es convergente en C1(Ω). Hemos probado que el operador F
es compacto, luego por el Teorema de punto fijo de Schauder, F tiene un
punto fijo, el cual es una solución de (2.13). �

Teorema 2.17. Sean v y w sub y supersoluciones respectivamente de (2.10)
tales que v(x) ≤ w(x) para todo x ∈ Ω. Supongamos que existe g ∈ L1(Ω)
tal que

|f(x, ξ)| ≤ g(x) para p.p. x ∈ Ω y todo ξ ∈ [v(x), w(x)].

Entonces existe u ∈ C1(Ω) solución de (2.10) con v ≤ u ≤ w en Ω.

Prueba. Probaremos este Teorema para Lφ puesto que u es solución de
(2.10) si y solo si es solución de{

Lφu = f(x, u)− r(x)φ(u) en Ω
u = 0 en ∂Ω.

(2.14)

Como se tiene que |φ(ξ)| ≤ supx∈Ω (−φ(v(x)), φ(w(x))) =: C <∞ junto con
la hipótesis resulta |f(x, ξ)− r(x)φ(ξ)| ≤ g(x) + Cr(x), para todo (x, ξ) ∈
Ω× R, con g + Cr ∈ L1(Ω).

Construyamos primero un problema auxiliar. Para p.p. x ∈ Ω y todo
ξ ∈ R definimos,

f(x, ξ) :=


f(x, v(x)) + v(x)−ξ

v(x)−ξ+1 si ξ < v(x)

f(x, ξ) si v(x) ≤ ξ ≤ w(x)

f(x,w(x))− ξ−w(x)
ξ−w(x)+1 si ξ > w(x)

tenemos que f : Ω × R → R es una función Carathéodory. Además se
tiene que |f(x, ξ)| ≤ g(x) + 1 =: g(x) ∈ L1(Ω). Por el Teorema 2.16 existe u
solución de (2.10) con f en lugar de f .

Si vemos que v ≤ u ≤ w listo. Sea θ(x) = u(x) − w(x), x ∈ Ω y
supongamos por el absurdo que máx{θ(x) : x ∈ Ω} = θ(x0) > 0. Como
u(a) = u(b) = 0 y w(a), w(b) ≥ 0, se tiene que x0 ∈ (a, b). Más aún,
x0 /∈ Σ puesto que w es supersolución se tiene que θ′(τ−) = u′(τ)−w′(τ−) ≤
u′(τ) − w′(τ+) = θ′(τ+) para todo τ ∈ Σ. Por lo tanto x0 ∈ (a, b)\Σ y
θ′(x0) = 0, esto nos garantiza que existe un x1 ∈ (x0, b) tal que

θ(x) > 0, |θ′(x)| < θ(x)

θ(x) + 1
< 1
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para x ∈ [x0, x1] y [x0, x1] ∩ Σ = ∅. Entonces,

φ(u′(x))′ − φ(w′(x))′ = −f̄(x, u(x))− φ(w′(x))′ =

−f(x,w(x)) +
θ(x)

θ(x) + 1
− φ(w′(x))′ ≥

−f(x,w(x)) + |θ′(x)| − φ(w′(x))′ ≥ 0

p.p. x ∈ [x0, x1] pues −φ(w′(x))′ ≥ f(x,w(x)). Luego,

0 <

∫ x

x0

φ(u′(t))′ − φ(w′(t))′dt = φ(u′(x))− φ(w′(x)), p.p. x ∈ (x0, x1].

Por lo tanto θ′(x) > 0, p.p. x ∈ (x0, x1] contradiciendo nuestra suposición de
que x0 es un máximo de θ. Análogamente se puede probar que v(x) ≤ u(x),
terminando aśı la prueba. �

3. Resultados conocidos

En esta sección consideraremos

φ(x) = x, x ∈ R
φ(x) = |x|p−2x, x ∈ R, 1 < p <∞.

Entonces analizaremos problemas de la forma
−u′′ = λm(x)f(u) en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(3.1)

y 
−(|u′|p−2u′)′ = λm(x)f(u) en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(3.2)

donde m : Ω → R es no negativa. Aunque es claro que el problema (3.1)
es un caso particular del problema (3.2), los analizaremos por separado, ya
que para (3.1) las pruebas en algunos casos son mucho más sencillas.

Primero notemos que si tomamos f(u) = uq con 0 < q < 1 para (3.1) y
0 < q < p− 1 para (3.2), por la homogeneidad de φ (es decir, para c > 0 es
φ(cx) = cαφ(x) para algún α) y de uq resulta que hay solución de (3.1) y
(3.2) para algún λ0 > 0 fijo si y solo si hay solución para todo λ > 0.
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Veamos entonces que si 0 ≤ m 6≡ 0 hay solución para
−u′′ = m(x)uq en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω.

(3.3)

Sea 0 < ψ ∈ H1
0 (Ω) con ‖ψ‖∞ = 1 tal que{

−ψ′′ = λ1(m)m(x)ψ en Ω
ψ = 0 en ∂Ω.

Esta ψ existe por el Teorema 2.9. Para ε ∈
(
0, λ1(m)−1/(1−q)) sea u := εψ.

Como q ∈ (0, 1) tenemos que,

−u′′ = λ1(m)m(x)εψ ≤ m(x)(εψ)q = m(x)uq en Ω,

o sea, u es subsolución de (3.3). (Notar que esto no es cierto si m cambia de
signo).

Por otra lado, tomemos v solución de{
−v′′ = m(x) en Ω
v = 0 en ∂Ω,

la cual existe por (2.6) y por la Observación 2.14 es v ≥ 0. Y para k ≥
(‖v‖∞ + 1)q/(1−q) definamos u := k(v + 1). Resulta que

−u′′ = −kv′′ = km(x) ≥ (k(v + 1))qm(x) = m(x)uq en Ω,

y por lo tanto u es supersolución de (3.3). Como k > 0 podemos tomar ε < k,
resultando aśı que u ≤ u. Luego, por el Teorema (2.17) existe solución de
(3.3).

Teorema 3.1. Si ξ → f(ξ)/ξ es decreciente entonces el problema (3.1)
tiene a lo sumo una solución.

Prueba. Supongamos que u, v son soluciones de (3.1) tal que A := {u >
v} 6= ∅, como A es abierto tomemos Ac := (x0, x1) una componente conexa
de A. Como u es solución se tiene que

λ

∫ x1

x0

m(x)f(u)v = −
∫ x1

x0

u′′v = u′v

∣∣∣∣x1

x0

+

∫ x1

x0

u′v′

Entonces al ser u > 0, resulta que

λ

∫ x1

x0

m(x)
f(u)

u
vu = u′(x1)v(x1)− u′(x0)v(x0) +

∫ x1

x0

u′v′.
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Por ser v también solución, obtenemos que

λ

∫ x1

x0

m(x)
f(v)

v
uv = v′(x1)u(x1)− v′(x0)u(x0) +

∫ x1

x0

v′u′.

Si restamos ambas igualdades resulta que

λ

∫ x1

x0

m(x)

(
f(u)

u
− f(v)

v

)
uv =

u′(x1)v(x1)− u′(x0)v(x0)− v′(x1)u(x1) + v′(x0)u(x0).

Como m ≥ 0, ξ → f(ξ)/ξ es decreciente y u, v > 0 se tiene que el lado
izquierdo de la igualdad es menor o igual a cero. Pero por otro lado, como
u > v en Ac, el lado derecho de la última igualdad es mayor o igual a cero,
resultado aśı que

λ

∫ x1

x0

m(x)

(
f(u)

u
− f(v)

v

)
uv = 0.

Si m > 0 en algún subconjunto Z ⊂ Ac con |Z| > 0 seŕıa

λ

∫ x1

x0

m(x)

(
f(u)

u
− f(v)

v

)
uv < 0

lo cual no es cierto. Por lo tanto debe ser, m = 0 p.p. en Ac, y como Ac es
una componente arbitraria de A, resulta que m = 0 p.p. en A. Análogamente
podemos ver que m = 0 p.p. en B := {v > u}, obteniendo que m(x) = 0
p.p. x ∈ {u 6= v}. Luego, es m(x)f(u) = m(x)f(v) p.p. x ∈ Ω y por lo tanto{

−(u− v)′′ = 0 en Ω
u− v = 0 en ∂Ω.

Entonces, es u = v. �

Observación 3.2. Si tenemos una f para la cual existen k1, k2 > 0 y
q ∈ (0, 1) tales que k1ξ

q ≤ f(ξ) ≤ k2ξ
q para todo ξ > 0 entonces el problema

(3.1) tiene solución para todo λ > 0 ya que podemos tomar u la solución del
problema 

−u′′ = λk1m(x)uq en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω
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como subsolución (3.1) y u la solución de
−u′′ = λk2m(x)uq en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω

como supersolución de (3.1). Si vemos que u ≤ u entonces por el Teorema
(2.17) existe u solución de (3.1).

Veamos que existe c ≥ 1 tal que u = cu. En efecto,
sean u1 := (λk1)1/(q−1)u y u2 := (λk2)1/(q−1)u entonces se tiene que

−u′′1 = −(λk1)1/(q−1)u′′ = (λk1)1/(q−1)λk1m(x)uq = m(x)uq1,

y análogamente

−u′′2 = −(λk2)1/(q−1)u′′ = (λk2)1/(q−1)λk2m(x)uq = m(x)uq2,

es decir que u1 y u2 son soluciones positivas de{
−u′′ = m(x)uq en Ω
u = 0 en ∂Ω.

Luego, por el Teorema 3.1 es u1 = u2, entonces es u = (k2/k1)1/(q−1)u como
k1 ≤ k2 resulta u ≤ u.

Ahora realizaremos algo similar a lo que hicimos para el Laplaciano pero
con el p-Laplaciano.

Veamos ahora que si m 6≡ 0 y m ≥ 0. Entonces
−(|u′|p−2u′)′ = m(x)uq en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω

(3.4)

tiene solución. Tomemos 0 < ψ ∈W 1,p
0 tal que{

−(|ψ′|p−2ψ′)′ = λ1(m, p)mψp−1 en Ω
ψ = 0 en ∂Ω,

esta ψ existe por el Teorema 2.4. Además, podemos pedir que ‖ψ‖∞ = 1. En-
tonces para ε ∈

(
0, λ1(m, p)−1/(p−1−q)) definimos u := εψ. u es subsolución

de (3.4) ya que como q ∈ (0, p− 1) es

−(|u′|p−2u′)′ = −εp−1(|ψ′|p−2ψ′)′ = εp−1λ1(m, p)m(x)ψp−1 ≤
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m(x)(εψ)q = m(x)uq.

Por otra parte, sea v solución de{
−(|v′|p−2v′)′ = m(x) en Ω
v = 0 en ∂Ω,

la cual existe por (2.6) y es no negativa por la Observación 2.14. Entonces
si definimos u := k(v + 1) para k ≥ (‖v‖∞ + 1)q/(p−1−q), tenemos que u es
una supersolución de (3.4). En efecto,

−(|u′|p−2u′)′ = −kp−1(|v′|p−2v′)′ =

kp−1m(x) ≤ (k(v + 1))qm(x) = m(x)u.

Luego, como k > 0 podemos achicar ε, si es necesario, de manera que ε < k
resultando aśı u ≤ u y por lo tanto el Teorema (2.17) nos dice que existe
solución de (3.4).

Antes de probar el Teorema de unicidad para el p-Laplaciano enuncia-
remos unas desigualdades que nos serán útiles en la prueba, para la demos-
tración ver el apéndice de [17].

Lema 3.3. Si p ≥ 2, entonces

|x2|p ≥ |x1|p + p|x1|p−2x1(x2 − x1) +
|x2 − x1|
2p−1 − 1

(3.5)

para todo x1, x2 ∈ R.
Si 1 < p < 2, entonces

|x2|p ≥ |x1|p + p|x1|p−2x1(x2 − x1) + C(p)
|x2 − x1|2

(|x1|+ |x2|)2−p (3.6)

para todo x1, x2 ∈ R, donde C(p) es una constante positiva que solo depende
de p.

Teorema 3.4. Sea p > 1, f : R → R tal que f(0) = 0 y la aplicación
ξ → f(ξ)/ξp−1 sea decreciente y acotada en (0,∞). Entonces (3.2) tiene a
lo sumo una solución.

Prueba. Supongamos que u, v son dos soluciones de (3.1), entonces u, v ∈
L∞(Ω) y

19



∫ b

a
|u′|p−2u′ψ′1 =

∫ b

a
λm(x)f(u)ψ1 =

∫ b

a
λm(x)

f(u)

up−1
up−1ψ1, (3.7)

∫ b

a
|v′|p−2v′ψ′2 =

∫ b

a
λm(x)f(v)ψ2 =

∫ b

a
λm(x)

f(v)

vp−1
vp−1ψ2, (3.8)

para toda ψ1, ψ2 ∈W 1,p
0 (Ω). Para ε > 0 definimos uε := u+ ε, vε := v+ ε y

ψ1 :=
upε − vpε
up−1
ε

, ψ2 :=
vpε − upε
vp−1
ε

.

Entonces uε/vε, vε/uε ∈ L∞(Ω) y ψ1, ψ2 ∈W 1,p
0 . Notemos que

ψ′1 =

[
1 + (p− 1)

(
vε
uε

)p]
u′ − p

(
vε
uε

)p−1

v′,

ψ′2 =

[
1 + (p− 1)

(
uε
vε

)p]
v′ − p

(
uε
vε

)p−1

u′.

Sumando (3.7) y (3.8) obtenemos que

∫ b

a
λm(x)

[
f(u)

up−1

(
u

uε

)p−1

− f(v)

vp−1

(
v

vε

)p−1
]

(upε − vpε) =

=

∫ b

a
|u′|p−2u′ψ′1 + |v′|p−2v′ψ′2 = (3.9)

=

∫ b

a

[
1 + (p− 1)

(
vε
uε

)p]
|u′|p − p

(
vε
uε

)p−1

|u′|p−2u′v′

+

[
1 + (p− 1)

(
uε
vε

)p]
|v′|p − p

(
vε
uε

)p−1

|v′|p−2v′u′.

Si p ≥ 2 usando (3.5) con (uε/vε)v
′ y u′, en lugar de x1 y x2 respectiva-

mente obtenemos que

|u′|p ≥
(
uε
vε

)p
|v′|p + p

(
uε
vε

)p−1

|v′|p−2v′
(
u′ − uε

vε
v′
)

+

+
1

2p−1 − 1

|vεu′ − uεv′|p

upε
.
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Análogamente

|v′|p ≥
(
vε
uε

)p
|u′|p + p

(
vε
uε

)p−1

|u′|p−2u′
(
v′ − vε

uε
u′
)

+

+
1

2p−1 − 1

|uεv′ − vεu′|p

vpε
.

De las últimas dos desigualdades junto con (3.9) obtenemos que∫ b

a
λm(x)

[
f(u)

up−1

(
u

uε

)p−1

− f(v)

vp−1

(
v

vε

)p−1
]

(upε − vpε) ≥

1

2p−1 − 1

∫ b

a

(
1

upε
+

1

vpε

)
|vεu′ − uεv′|p ≥ 0.

Y si 1 < p < 2 usamos (3.6) con (uε/vε)v
′ y u′, en lugar de x1 y x2 para

obtener que

|u′|p ≥
(
uε
vε

)p
|v′|p + p

(
uε
vε

)p−1

|v′|p−2v′
(
u′ − uε

vε
v′
)

+

C(p)

vpε

|vεu′ − uεv′|2

(vε|u′|+ uε|v′|)2−p .

Análogamente

|v′|p ≥
(
vε
uε

)p
|u′|p + p

(
vε
uε

)p−1

|u′|p−2u′
(
v′ − vε

uε
u′
)

+

C(p)

upε

|uεv′ − vεu′|2

(uε|v′|+ vε|u′|)2−p ,

usando nuevamente (3.9) junto con estas dos desigualdades obtenemos que∫ b

a
λm(x)

[
f(u)

up−1

(
u

uε

)p−1

− f(v)

vp−1

(
v

vε

)p−1
]

(upε − vpε) ≥

C(p)

∫ b

a

(
1

upε
+

1

vpε

)
(vεu

′ − uεv′)2

(uε|v′|+ vε|u′|)2−p ≥ 0.

Cuando ε→ 0+, tenemos que u/uε → 1,v/vε → 1 puntualmente en Ω y
además,∣∣∣∣∣λm(x)

[
f(u)

up−1

(
u

uε

)p−1

− f(v)

vp−1

(
v

vε

)p−1
]

(upε − vpε)

∣∣∣∣∣ ≤ cm(x) ∈ L1(Ω).
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Por otro lado, como ξ → f(ξ)/ξp−1 es decreciente se tiene que

λm(x)

[
f(u)

up−1
− f(v)

vp−1

]
(up − vp) ≤ 0,

y por lo tanto en ambos casos tenemos que |uv′ − vu′| = 0, lo que implica
u = kv para alguna constante k > 0. Pero entonces de (3.7) y (3.8) se obtiene
para toda ψ ∈W 1,p

0 que∫ b

a
λm(x)

f(v)

vp−1
vp−1ψ =

∫ b

a
|v′|p−2v′ψ =

1

kp−1

∫ b

a
|(kv)′|p−2(kv)′ψ =

∫ b

a
λm(x)

f(kv)

(kv)p−1
vp−1ψ,

resultando aśı que k = 1. �

Observación 3.5. Si tenemos una f para la cual existen k1, k2 > 0 y
q ∈ (0, p − 1) tales que k1ξ

q ≤ f(ξ) ≤ k2ξ
q para todo ξ > 0 entonces el

problema (3.2) tiene solución para todo λ > 0 ya que podemos tomar u la
solución del problema

−(|u′|p−2u′)′ = λk1m(x)uq en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω

como subsolución de (3.2) y u la solución de
−(|u′|p−2u′)′ = λk2m(x)uq en Ω
u > 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω

como supersolución de (3.2). Si vemos que u ≤ u entonces por el Teorema
(2.17) existe u solución de (3.2).

Veamos que existe c ≥ 1 tal que u = cu. En efecto,
sean u1 := (λk1)1/(q−p−1)u y u2 := (λk2)1/(q−p−1)u entonces se tiene que

−(|u′1|p−2u′1) = −(λk1)(p−1)/(q−p−1)u′′ = (λk1)(p−1)/(q−p−1)λk1m(x)uq = m(x)uq1

y análogamente

−u′′2 = −(λk2)(p−1)/(q−p−1)u′′ = (λk2)(p−1)/(q−p−1)λk2m(x)uq = m(x)uq2

es decir que u1 y u2 son soluciones positivas de{
−(|u′|p−2u′)′ = m(x)uq en Ω
u = 0 en ∂Ω

Luego, por el Teorema 3.4 es u1 = u2, entonces es u = (k2/k1)1/(q−p−1)u
como k1 ≤ k2 resulta u ≤ u.
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4. Resultados principales

Para h ∈ L1(Ω) con 0 ≤ h 6≡ 0 definimos

Ah := {x ∈ Ω : h(y) = 0 p.p. y ∈ (a, x)} ,
Bh := {x ∈ Ω : h(y) = 0 p.p. y ∈ (x, b)} ,

y además

αh :=

{
supAh si Ah 6= ∅
a si Ah = ∅, βh :=

{
ı́nf Bh si Bh 6= ∅
b si Bh = ∅,

θh :=
αh + βh

2
, θh := mı́n

{
1

βh − a
,

1

b− αh

}
. (4.1)

Escribimos también

δΩ(x) := dist(x, ∂Ω) = min(x− a, b− x).

Recordar que Sφ : L1(Ω)→ C1(Ω) es el operador solución de{
−φ(u′)′ = h(x) en Ω
u = 0 en ∂Ω.

Lema 4.1. Sea 0 ≤ h ∈ L1(Ω) tal que h 6≡ 0. Entonces
(i) En Ω se tiene que

Sφ(h) ≤ φ−1(

∫ b

a
h)δΩ. (4.2)

(ii) En Ω se tiene que

Sφ(h) ≥ θh mı́n

{∫ θh

a
φ−1(

∫ θh

y
h)dy,

∫ b

θh

φ−1(

∫ y

θh

h)dy

}
δΩ. (4.3)

Prueba. Sea v := Sφ(h). Como φ−1 es creciente y h ≥ 0 en Ω usando
(2.6) vemos que v′(x) = φ−1(ch −

∫ x
a h(t)dt) es monótona decreciente y por

lo tanto v es cóncava en Ω. Luego, al ser v = 0 en ∂Ω y v 6≡ 0, debemos
tener que v′(b) < 0 < v′(a) y por lo tanto

0 < ch <

∫ b

a
h(t)dt. (4.4)

Usando nuevamente que φ es creciente y (4.4) deducimos que

v′(a), |v′(b)| ≤ φ−1

(∫ b

a
h

)
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y entonces por la concavidad de v obtenemos (4.2).
Probemos ahora (ii). Afirmamos primero que

v ≥ θh‖v‖∞δΩ en Ω. (4.5)

En efecto, sea ξ ∈ Ω algún punto donde v alcanza su máximo (y por lo
tanto v′(ξ) = 0). Si fuera Ah 6= ∅, entonces por (2.6) tendŕıamos que v(x) =
φ−1(ch)(x − a) para todo x ∈ (a, αh), con φ−1(ch) > 0 por (4.4). Luego
debe ser, ξ > αh. Recordando ahora la concavidad de v se tiene que para
x ∈ [ξ, b],

v(x) ≥ v(ξ)(b− x)

b− ξ
≥ ‖v‖∞
b− αh

δΩ(x).

Análogamente, para x ∈ [a, ξ],

v(x) ≥ v(ξ)(x− a)

ξ − a
≥ ‖v‖∞
βh − a

δΩ(x)

y queda probada la afirmación.
Supongamos ahora que ξ ≥ θh. Como φ es un homeomorfismo con φ(0) =

0, y como v′(x) = φ−1(ch −
∫ x
a h) y v′(ξ) = 0, resulta que ch =

∫ ξ
a h.

Luego, recordando (2.6) y que φ es creciente,

v(θh) =

∫ θh

a
φ−1

(∫ ξ

a
h−

∫ y

a
h

)
dy =∫ θh

a
φ−1

(∫ ξ

y
h

)
dy ≥

∫ θh

a
φ−1

(∫ θh

y
h

)
dy. (4.6)

Supongamos ahora que ξ ≤ θh. Es fácil comprobar que podemos reescri-
bir v como

v(x) =

∫ b

x
φ−1

(
c̃h −

∫ b

y
h(t)dt

)
dy,

donde c̃ es la única constante tal que v(a) = 0. Más aún, razonando como

en el párrafo anterior vemos que c̃h =
∫ b
ξ h. Entonces,

v(θh) =

∫ b

θh

φ−1

(∫ b

ξ
h−

∫ b

y
h

)
dy =∫ b

θh

φ−1

(∫ y

ξ
h

)
dy ≥

∫ b

θh

φ−1

(∫ y

θh

h

)
dy. (4.7)

Teniendo en cuenta (4.5), (4.6) y (4.7) deducimos (4.3) y esto termina la
prueba. �
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Observación 4.2. (i) Notar que (por la definición de θh) la constante que
aparece en el miembro derecho de (4.3) es siempre estrictamente positiva.

(ii) Sea h ∈ L1(Ω) con 0 ≤ h 6≡ 0. Para cualquier g ∈ C(Ω) con g > 0 en
Ω se tiene que αh = αhg y βh = βhg y por lo tanto la parte (ii) del Lema
anterior es válida también para Sφ(hg) con θh y θh dados por (4.1). �

Sean
H1. Existen t1 > 0 y un homeomorfismo ψ definido en [0, t1] tal que ψ es
creciente, ψ(0) = 0 y

φ(tx) ≤ ψ(t)φ(x) para todo t ∈ [0, t1] , x ≥ 0. (4.8)

H1’. Existe p > 0 tal que

ĺımt→0+
φ (t)

tp
<∞, y además (4.9)

ĺımt→∞
φ (cΩt)

φ (t)
<∞, donde cΩ :=

b− a
2

. (4.10)

H2. Existen t2,M > 0 tales que

φ(tx) ≤Mφ(t)φ(x) para todo t ∈ [0, t2] , x ∈ [0, cΩ] . (4.11)

F1. Existen k1, k2, q > 0 tales que

k1t
q ≤ f(t) ≤ k2t

q para todo t ≥ 0. (4.12)

F1’. Existen t, k1, k2, q1, q2 > 0 tales que

k1t
q1 ≤ f(t) para todo t ∈

[
0, t
]

y f(t) ≤ k2φ(t)q2 para todo t ≥ 0. (4.13)

Mencionamos que la desigualdad (4.11) aparece (para valores grandes de
t y x) en la llamada condición ∆′ referida a funciones de Young (ver por
ejemplo el libro [8], caṕıtulo 1, sección 5, o [11]).

Observación 4.3. (i) Notar que si |Ω| ≤ 2 la condición (4.10) se cumple
automáticamente ya que φ es creciente y por lo tanto en tal caso H1’ se
reduce a (4.9). Por otro lado, si vale H1 con ψ(t) = ctp para algún c, p > 0,
eligiendo x = 1 en (4.8) vemos que H1 implica (4.9). O sea, en este caso
particular, en dominios pequeños la hipótesis H1 es más fuerte que H1’. Sin
embargo, en general, estás hipótesis son independientes (ver los ejemplos
(a2) y (d) al final de este caṕıtulo).
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(ii) Supongamos que φ cumple H1’ o H1 con ψ(t) = ctp. Entonces la
condición

ĺımx→0+

φ(x)

xp
> 0, (4.14)

es suficiente para que valga H2. En efecto, en ambos casos asumiremos que
vale (4.9) (ver (i)). Por lo tanto dado cualquier t0 > 0, existe Mt0 tal que
φ(t) ≤ Mt0t

p para todo t ∈ [0, t0]. Además, (4.14) implica que para todo
x0 > 0 existe Nx0 > 0 tal que xp ≤ Nx0φ(x) para todo x ∈ [0, x0]. Entonces
para todo t ∈ [0, 1] y x ∈ [0, cΩ],

φ(tx) ≤McΩ(tx)p ≤McΩN1NcΩφ(t)φ(x),

y aśı vale (4.11). Observamos sin embargo que (4.14) no es necesaria para
que se cumpla H2 (ver ejemplo (a4), (b) y (c) más adelante).

(iii) Si φ es derivable en (0, cΩ) y

sup
t∈(0,1),x∈(0,cΩ)

tφ′(tx)

φ(t)φ′(x)
:= M <∞,

entonces es fácil verificar que vale H2 con t2 = 1. En particular, si φ ∈
C2([0, cΩ]), φ′(0) = 0,

ĺımt→0+
t2

φ(t)
<∞ y ĺımx→0+

x

φ′(x)
<∞

entonces vale H2 ya que por el Teorema del valor medio es

sup
t∈(0,1),x∈(0,cΩ)

tφ′(tx)

φ(t)φ′(x)
≤ ‖φ′′‖L∞(0,cΩ) sup

t∈(0,1)

t2

φ(t)
sup

x∈(0,cΩ)

x

φ′(x)
<∞.

(iv) No es dif́ıcil verificar que las hipoteśıs H1 y H2 son independientes, y
que lo mismo es cierto para H1’ y H2, ver ejemplos (a), (a2) y (d).

Nuestros resultados proveen soluciones que están en el interior del cono
positivo de C1

0 (Ω) := {v ∈ C1(Ω) : v = 0 en ∂Ω}, el cual es denotado por

P ◦ := {v ∈ C1
0 (Ω) : v > 0 en Ω y v′(b) < 0 < v′(a)}.

Teorema 4.4. Sea m ∈ L1(Ω) con 0 ≤ m 6≡ 0. Las siguientes afirmaciones
son válidas.
(i) Si φ y f cumplen H1 y F1 respectivamente con

ĺımt→0+

tq

ψ(t)
=∞, (4.15)

26



entonces para todo λ > 0 existe u = uλ ∈ P ◦ solución de (1.1).
(ii) Si φ y f cumplen H1’ y F1’ respectivamente con

q1 ∈ (0, p), q2 ∈ (0, 1), (4.16)

entonces para todo λ > 0 existe u = uλ ∈ P ◦ solución de (1.1).
Más aún en (i) y (ii) se tiene que

ĺım
λ→0+

‖uλ‖C1(Ω) = 0. (4.17)

Prueba. Comenzamos probando (i). Sea λ > 0, y sean ψ, t1, k1, k2, q > 0
dados por H1 y F1. Sean θm y θm como en (4.1), y definamos

MΩ := mı́n

{∫ θm

a
φ−1(

∫ θm

y
mδqΩ)dy,

∫ b

θm

φ−1(

∫ y

θm

mδqΩ)dy

}

(notar que MΩ > 0, ver la Observación 4.2 (i)). Escribimos además

M := máx

{
1

λk1(θmMΩ)q
, λk2(φ−1(

∫ b

a
mδqΩ))q

}
. (4.18)

Observamos ahora que por (4.15) existe ε0 > 0 tal que Mψ(ε) ≤ εq para
todo ε ∈ (0, ε0]. Luego,

Mε ≤ ψ−1(ε)q (4.19)

para todo ε ∈ (0, ψ(ε0)]. Elegimos a continuación

0 < ε < mı́n{1, ψ(ε0), ψ(t1)}, (4.20)

y para tales ε definimos v := Sφ(εmδqΩ). Notamos que H1 implica que
tφ−1(x) ≤ φ−1(ψ(t)x) para todo t ∈ [0, t1] y todo x ≥ 0, y por lo tanto

ψ−1(r)φ−1(x) ≤ φ−1(rx)

para todo r ∈ [0, ψ(t1)] y x ≥ 0. Teniendo en cuenta esto, además de (4.18),
(4.19) y (4.20), usando F1, el Lema 4.1 (ii) y la Observación 4.2 (ii) dedu-
cimos que

λm(x)f(v) ≥ λk1m(x)vq ≥ (4.21)

λm(x)k1

[
θm mı́n

{∫ θm

a
φ−1(

∫ θm

y
εmδqΩ)dy,

∫ b

θm

φ−1(

∫ y

θm

εmδqΩ)dy

}
δΩ

]q
≥

λk1m(x)(θmMΩψ
−1(ε)δΩ)q ≥ εm(x)δqΩ(x) = Lφv.

27



O sea, v es subsolución de (1.1).
Por otra parte, vemos que H1 implica que φ(x)/ψ(t) ≤ φ(x/t) para todo

t ∈ (0, t1] y todo x ≥ 0 y por lo tanto φ−1(x/ψ(t)) ≤ φ−1(x)/t para todo
t ∈ (0, t1] y todo x ≥ 0. En otras palabras,

φ−1(sx) ≤ φ−1(x)

ψ−1(1/s)

para todo s ≥ 1/ψ(t1) y x ≥ 0. Sea ahora w := Sφ(ε−1mδqΩ). Recordando
(4.18), (4.19) y (4.20) y utilizando nuevamente F1 y el Lema 4.1 (i), tenemos
que

λm(x)f(w) ≤ λk2m(x)wq ≤ λk2m(x)

(
φ−1(

∫ b

a

1

ε
mδqΩ)δΩ

)q
≤

λk2m(x)

(
1

ψ−1(ε)
φ−1(

∫ b

a
mδqΩ)δΩ

)q
≤ 1

ε
m(x)δqΩ(x) = Lφw

y por lo tanto w es supersolución de (1.1). Más aún, como ε ≤ 1 y Sφ es
monótono creciente, el Teorema (2.17) da una solución uλ ∈ C1(Ω) de (1.1)
con v ≤ uλ ≤ w en Ω, y como v ∈ P ◦, se tiene además que uλ ∈ P ◦.

Probemos ahora (ii). Sean k1, k2, t, q1, q2 > 0 dados por F1’. Como (4.9)
implica que φ(t) ≤ Ktp para todo t ∈ [0, 1] y cierto K > 0, resulta que
t ≤ Kφ−1(t)p para t ∈ [0, φ(1)], o lo que es lo mismo,

φ−1(t) ≥ (t/K)1/p (4.22)

para tales t. Escribimos ahora

NΩ := mı́n

{∫ θm

a
(

∫ θm

y
mδq1Ω )1/pdy,

∫ b

θm

(

∫ y

θm

mδq1Ω )1/pdy

}
> 0,

y como en (i) definimos v := Sφ(εmδq1Ω ), pero con

0 < ε ≤ mı́n

{
ε̄,

(
λk1

(
θmNΩ

K1/p

)q1)p/(p−q1)
}

(4.23)

donde 0 < ε̄ es tal que φ−1
(
ε̄
∫ b
a mδ

q1
Ω

)
≤ t/cΩ. De la elección de ε̄, (4.3) y

al ser δΩ ≤ cΩ, resulta que ||v||∞ ≤ t.
Aśı, teniendo en cuenta (4.16), (4.22) y (4.23) y razonando como en

(4.21) deducimos que

λm(x)f(v) ≥ λk1m(x)vq1 ≥ (4.24)

λk1m(x)

(( ε
K

)1/p
θmNΩδΩ

)q1
≥ εm(x)δq1Ω (x) = Lφv.
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Por otro lado, sea N := supt>1 φ(cΩt)/φ(t) < ∞ (por(4.10)). Para todo
t ≥ 1 es φ(cΩt) ≤ Nφ(t) y por lo tanto

φ(cΩφ
−1(t)) ≤ Nt (4.25)

para todo t ≥ φ(1). Sea w := Sφ(γm) con

γ ≥ máx

 φ(1)∫ b
a m

,

(
λk2

(
N

∫ b

a
m

)q2)1/(1−q2)
 (4.26)

Recordando F1’, la desigualdad del Lema 4.1 (i), que q2 ∈ (0, 1) y que
δΩ ≤ cΩ en Ω, empleando (4.25) y (4.26) deducimos que

λm(x)f(w) ≤ λk2m(x)φ(w)q−2 ≤

λk2m(x)φ

(
δΩφ

−1(

∫ b

a
γm)

)q2
≤ λk2m(x)φ

(
cΩφ

−1(

∫ b

a
γm)

)q2
≤

λk2m(x)

(
N

∫ b

a

)q2
≤ γm(x) = Lφw.

Además, como podemos agrandar a γ, si es necesario, de manera que γ ≥ εcq1Ω

y gracias a que Sφ es monótono creciente resulta que w ≥ v en Ω y aśı
obtenemos una solución uλ ∈ P ◦ de (1.1).

Probemos la última afirmación del Teorema. Sea w como en (i) o en
(ii) según corresponda. Como 0 ≤ uλ ≤ w, de la definición de w se ve que
para todo λ ∈ (0, λ0), λ0 > 0 fijo, ‖uλ‖∞ ≤ C con C independiente de λ.
Teniendo en cuenta esto y el párrafo anterior, el Lema 4.1 (i) nos dice que

0 ≤ uλ(x) = Sφ(λmf(uλ))(x) ≤ φ−1

(∫ b

a
λmf(uλ)

)
δΩ(x)→ 0

uniformemente en Ω cuando λ→ 0+ y entonces limλ→0+‖uλ‖∞ = 0.
Elijamos a continuación ξ = ξλ ∈ Ω tal que u′λ(ξ) = 0. Integrando (1.1)

sobre (a, ξ) resulta que u′λ(a) = φ−1
(
λ
∫ ξ
a mf(uλ)

)
y por lo tanto del párrafo

anterior obtenemos que u′λ(a) → 0 cuando λ → 0+. Ahora, para cualquier
x ∈ Ω, integramos (1.1) sobre (a, x) y vemos que

u′λ(x) = φ−1

(
φ(u′λ(a)) + λ

∫ x

a
mf(uλ)

)
→ 0

uniformemente cuando λ→ 0+. Aśı queda probado (4.17). �
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Consideremos ahora el problema{
−φ(u′)′ + r(x)φ(u) = λm (x) f (u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(4.27)

con 0 ≤ r ∈ L1(Ω).

Teorema 4.5. Sea m ∈ L1(Ω) con 0 ≤ m 6≡ 0. Supongamos que φ y f
cumplen las hipótesis (i) o (ii) del Teorema 4.4, con ψ(t) = ctp para algún
c, p > 0 en el caso (i); y supongamos además que φ satisface H2.
Si r ≤ m en Ω o r,m ∈ L∞(Ω) y ı́nfΩm > 0, entonces para todo λ > 0
existe u = uλ ∈ P ◦ solución de (4.27). Además, las soluciones uλ satisfacen
(4.17).

Prueba. La prueba es una adaptación de la prueba del Teorema anterior
y por tanto sólo indicamos los pequeños cambios que hay que hacer. Sea
λ > 0 y supongamos que se cumplen las hipótesis del Teorema 4.4 (i). Sean
t2,M > 0 dados por H2, y elijamos ε > 0 tal que

φ−1(ε

∫ b

a
mδqΩ) ≤ t2

Para tales ε definimos como en el Teorema 4.4 v := Sφ(εmδqΩ). Tomando
x = 1 en (4.8) (y recordando que ahora ψ(t) = ctp para algún p > 0) si se
cumple H1 tenemos que existe K > 0 tal que

φ(t) ≤ Ktp para todo t ∈ [0, cΩ] (4.28)

(donde cΩ está dado por (4.10)). Teniendo en cuenta que δΩ ≤ cΩ en Ω,
utilizando el Lema 4.1 (i) y H2 vemos que

φ(v) ≤ φ
(
φ−1(

∫ b

a
εmδqΩ)δΩ

)
≤ εMφ(δΩ)

∫ b

a
mδqΩ ≤ εKMδpΩ

∫ b

a
mδqΩ.

(4.29)
Ahora supongamos que r ≤ m en Ω. En tal caso (4.15) implica que

q < p. Aśı, achicando ε si es necesario, como ψ−1 = (t/c)1/p, de (4.21) y
(4.29) tenemos que

λm(x)f(v)− r(x)φ(v) ≥

m(x)

(
λk1

(
θm(

ε

c
)1/pMΩδΩ

)q
− εKMδqΩ

∫ b

a
mδqΩ

)
≥ εm(x)δqΩ(x) = Lφv.

En el caso en que r,m ∈ L∞(Ω) y ı́nfΩm > 0, para todo ε suficientemente
pequeño también de (4.21) y (4.29) resulta

λm(x)f(v)− r(x)φ(v) ≥
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λmk1

(
θm(

ε

c
)1/pMΩδΩ

)q
− ‖r‖∞εKMδpΩ

∫ b

a
mδqΩ ≥

ε‖m‖∞δqΩ(x) ≥ Lφv.

O sea, en cualquier caso obtenemos una subsolución de (4.27) positiva en
Ω. Más aún, estas subsoluciones tienden uniformemente a cero (por el Lema
4.1 (i)) cuando ε → 0. Luego, como las soluciones (que están en P ◦) del
Teorema anterior son supersoluciones cuando r 6≡ 0, el Teorema 2.17 da la
solución buscada. Además tambien se deduce que ĺımλ→0+ ‖uλ‖L∞(Ω) = 0,
y con calculos similares a los hechos en la última parde de la prueba del
Teorema 4.4 se muestra que uλ satisface (4.17).

Supongamos ahora que valen las hipótesis del Teorema 4.4 (ii). Entonces
tomando v := S(εmδq1Ω ) donde q1 esta dado por H1’. Como (4.28) vale por
(4.9), procediendo como en (4.29) tenemos que

φ(v) ≤ εMKδpΩ

∫ b

a
mδq1Ω .

Más aún, empleando (4.24) en lugar de (4.21) y argumentando como en los
dos párrafos anteriores podemos construir una subsolución arbitrariamente
pequeña y aśı la prueba puede ser completada como antes. �

Escribimos m = m+ −m− con m+ := máx(m, 0) y m− := máx(−m, 0).

Corolario 4.6. Sea m ∈ L1(Ω) tal que existe un abierto Ω0 ⊂ Ω con 0 ≤
m 6≡ 0 en Ω0. Supongamos que se cumplen las hipótesis de alguno de los
dos Teoremas anteriores con m+ en lugar de m. Entonces para todo λ > 0
existe u = uλ ∈ C1(Ω) solución de

Lu = λm(x)f(u) en Ω
0 ≤ u 6≡ 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω.

(4.30)

Además, uλ cumple (4.17).

Prueba. Sea λ > 0, sea uλ ∈ P ◦ la solución de (4.30) con m+ en lugar
de m provista por alguno de los Teoremas anteriores. Es claro que uλ es
supersolución de (4.30).

Por otro lado, como 0 ≤ m 6≡ 0 en Ω0, de las pruebas de los Teoremas
anteriores notamos que podemos encontrar z = zλ ∈ C1(Ω0) con zλ ≤ uλ en
Ω0 y tal que {

Lz ≤ λm(x)f(z) en Ω0

z = 0 en ∂Ω0
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Definimos ahora, como uλ ∈ C(Ω) como uλ := zλ en Ω0 y uλ := 0
en Ω\Ω0. Entonces uλ es subsolución de (4.30) y con esto obtenemos la
existencia de una solución para (4.30).

La última afirmación del enunciado es consecuencia directa de (4.17) y
del hecho de que para todo λ > 0 la solución obtenida de (4.30) es menor
en todo Ω que la solución de (1.1) con m+ en lugar de m provista por el
Teorema 4.5. �

4.1. Ejemplos

Supongamos x ≥ 0 ya que podemos extender φ por imparidad.
(a) Sea ϕ : [0,∞) → [0,∞) continua y monótona creciente, con ϕ es-

trictamente creciente en (0, x0) para algún x0 > 0 en el caso que ϕ(0) = 0.
Definimos

φ(x) := xpϕ(x), p > 0. (4.31)

Es fácil ver que φ cumple H1 con t1 := 1 y ψ(t) := tp, porque

φ(tx) = (tx)pϕ(tx) ≤ ψ(t)xpϕ(x) = ψ(t)φ(x)

para todo t ∈ [0, t1] y x ≥ 0. Más aún, en este caso la condición (4.15) del
Teorema 4.5 se cumple si y sólo si p > q y por lo tanto podemos poner por
ejemplo

f(ξ) := ξqg(ξ), q < p,

con g : [0,∞) → (0,∞) cualquier función continua tal que c1 ≤ g(t) ≤ c2

para todo t ≥ 0 y ciertas constantes c1, c2 ∈ (0,∞).
Observamos además que φ cumple H2 si y sólo si ϕ cumple H2. Luego,

tomando ϕ que no cumpla H2 obtenemos una φ que cumple H1 pero no H2
(tomar por ejemplo ϕ(x) = e−1/x para x > 0 y ϕ(0) = 0).
Finalmente remarcamos que si |Ω| ≤ 2, entonces el párrafo anterior junto
con la Observación 4.3 (i) implican que existe φ que satisface H1’ pero no
H2.

Mostramos a continuación algunos casos particulares interesantes:
(a1) Sea

φ(x) := xp1 + xp2 , p1 ≥ p2 > 0.

Como φ(x)/xp2 es creciente, del primer párrafo en (a) resulta que φ cumple
H1, y además es obvio que φ cumple H2 con M = 1 y cualquier t2 > 0.

(a2) Sea
φ(x) := ex

p − 1, p > 0.
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Un pequeño cálculo muestra que ϕ := φ(x)/xp es creciente, en efecto, como

ϕ′(x) =
pxp−1

(
ex

p
xp − exp + 1

)
)

x2p

basta ver que ex
p
xp−exp +1 ≥ 0 lo cual es cierto pues g(x) := ex

p
xp−exp +1

es una función creciente para x ≥ 0 cuyo mı́nimo se alcanza en x = 0, y es
g(0) = 0. Luego φ cumple H1. Más aún, φ satisface H2 por la Observación
4.3 (ii). Notar además que si |Ω| > 2 entonces no vale (4.10) y por lo tanto
φ no cumple H1’ (y para cualquier Ω, φ tampoco satisface la hipótesis (Φ)
de la introducción).

(a3) Sea
φ(x) := ex − x− 1.

Veamos que ϕ(x) := φ(x)/x2 es creciente,

ϕ′(x) =
(ex − 1)x2 − 2x(ex − x− 1)

x4
.

Como para todo y ≤ 0 es 1 ≥ ey(1− y) resulta que eyx ≥ ey − 1, sumando
ey − 1 en la desigualdad anterior obtenemos que eyy + ey − 1 ≥ 2ey − 2.
Entonces integrando entre [0, x] es (ex − 1)x ≥ 2(ex − x − 1) y finalmente
multiplicando a esta última desigualdad por x obtenemos que ϕ′(x) ≥ 0
y por lo tanto φ cumple H1. Además recordando la Observación 4.3 (ii)
deducimos que φ satisface H2. Observamos que φ no satisface la condición
(Φ) de la introducción.

(a4) Sea

φ(x) :=
xp1

1 + xp2
, p1 > p2 > 0.

Como φ(x)/xp1−p2 es creciente, deducimos que vale H1. Si bien no se cumple
(4.14), es fácil verificar que φ satisface H2 con t2 = 1 y M := 2(1 + cp2

Ω ). En
efecto

φ(t)φ(x) =
tp1

1 + tp2
· xp1

1 + xp2
=

(tx)p1

1 + (tx)p2
· 1

tp2 + xp2
≥ 1

2(1 + cp2

Ω )
φ(tx).

(b) Sea
φ(x) := x(| lnx|+ 1).

Se puede ver que φ no puede ser escrita como en (4.31) con p > 0 y ϕ
monótona creciente. Veamos sin embargo que φ cumple H1 y H2. Sea p ∈
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(0, 1). Elegimos t1 > 0 tal que | lnx| ≤ 1/tp−1 − 1 para todo t ∈ [0, t1].
Entonces para tales t y todo x ≥ 0 se tiene que

φ(tx) ≤ tx(| ln t|+ | lnx|+ 1) ≤ (4.32)

tx[(1/t1−p − 1)(| lnx|+ 1) + (| lnx|+ 1)] = tpφ(x).

y vale H1. Además, usando la primer desigualdad de (4.32) es fácil ver que
se cumple H2 con M = 1 y cualquier t2 > 0. Notemos también que no vale
(4.14) para cualquier p ∈ (0, 1).

(c) Sea
φ(x) := x− ln(x+ 1).

Es fácil ver que φ cumple (4.9) con p = 1 y también (4.10). Es decir, satisface
H1’. A pesar de eso, también vale H1 con t1 = 1 y ψ(t) = ct para algún
c > 0 suficientemente grande. En efecto, para x > 0 fijo sea

H(t) :=
xt− ln(xt+ 1)

x− ln(x+ 1)
, t ∈ [0, 1]

como H(0) = 0, si vemos que H ′(t) ≤ c para alguna c > 0 que no dependa
de x, obtendŕıamos que vale H1. Es

H ′(t) =
1

x− ln(x+ 1)

(
x− x

xt+ 1

)
=

x2t

(x− ln(x+ 1))(xt+ 1)

Si x ≥ 1, al ser ĺım
x→∞

x

x− ln(x+ 1)
= 1 y xt < xt+ 1 resulta que

x2t

(x− ln(x+ 1))(xt+ 1)
≤ x

x− ln(x+ 1)
≤ c1

donde c1 > 0 es una constante que no depende de x.
Por otro lado, si 0 < x < 1 la función g(x) := x2

x−ln(x+1) está acotada y al

ser t ∈ [0, 1] h(t) := t
xt+1 también, entonces al ser H ′(t) = g(x)h(t) resulta

que existe c2 > 0 constante que no depende de x tal que H ′(t) ≤ c2. Luego,
tomando c ≥ máx{c1, c2} listo, pues de lo anterior es H ′(t) ≤ c.

Aunque (4.14) no valga, usando la Observación 4.3 (iii) se deduce que φ
satisface H2 pues

tφ′ (tx)

φ (t)φ′ (x)
=

t2 (x+ 1)

(t− ln (t+ 1)) (tx+ 1)
≤ t2 (cΩ + 1)

(t− ln (t+ 1))
≤ 1

1− ln 2
(cΩ + 1)

para todo t ∈ (0, 1) y todo x ∈ (0, cΩ).
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(d) Sea
φ(x) := (ln(x+ 1))p, p > 0.

Es obvio que φ cumple (4.9) y también (4.10) y por lo tanto φ cumple H1’.
Además usando nuevamente la Observación 4.3 (ii) se ve que satisface H2.
Notamos además que es fácil ver que φ no cumple H1 (y por lo tanto tampoco
cumple las hipótesis (Φ) o (Φ′) de la introducción) ya que

ĺım
x→∞

φ (tx)

φ (x)
= 1 para todo t > 0

y luego no existe ψ como en (4.8) con ψ (0) = 0.
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