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Resumen

Let Q := (a,b) C R, m € L' () and A > 0 be a real parameter.
Let £ be the differential operator given by Lu := —¢ (u')' +7 (x) ¢ (u),
where ¢ : R — R is an odd increasing homeomorphism and 0 < r €
L' (©). We study the existence of positive solutions for problems of the
form

Lu=Im(x)f(u) inQ,
{ u=20 on 0f),

where f : [0,00) — [0,00) is a continuos function which is, roughly
speaking, sublinear with respect to ¢. In this work, we combine the
sub and supersolution method with some estimates on related nonli-
near problems.

Sean  := (a,b) C R, m € L' () y A > 0 un pardmetro real. Sea
L el operador diferencial dado por Lu := —¢(u')" + r(z)¢(u), donde
¢ : R — R es un homeomorfismo creciente e impar y 0 < r € LY(Q).
Estudiamos la existencia de soluciones positivas a problemas no lineales
de la forma

Lu = m(z)f(u) en
{ u=0 en Of).

donde f : [0,00) — [0,00) es una funcién continua que es sublineal
respecto de ¢. En este trabajo, combinamos el método de sub y super-
soluciones con algunas estimaciones en problemas no lineales relacio-
nados.

2000 Mathematics Subject Clasification.

34B15, Ordinary differential equations, Nonlinear boundary value
problems

34B18, Ordinary differential equations, Positive solutions of nonli-
near boundary problems
Key words. Elliptic one-dimensional problems, ¢-Laplacian, positive
solutions.
Palabras claves. Problemas elipticos unidimensionales, ¢-Laplaciano,
soluciones positivas.
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1. Introduccion

Sean Q := (a,b) C R, m € L' (Q) y A > 0 un pardmetro real. Conside-
ramos problemas de la forma

{ —$(u') = Am(2) f (u) enQ

u=20 en 0f), (1.1)

donde ¢ : R — R es un homeomorfismo creciente e impar, y f : [0,00) —
[0,00) es una funcién continua. La existencia de soluciones no negativas o
positivas a problemas del tipo , también llamados problemas que in-
volucran al ¢-Laplaciano, ha sido estudiada durante los ltimos 30 afos,
mediante diferentes métodos, debido a su interés tanto tedrico como en apli-
caciones (ver por ejemplo [3] 4], 5] []).

Cuando ¢(z) = |z|P 2z y f(z) =29 con 1 <p<ooyO0<g<p—1,1la
existencia de soluciones positivas para esta desarrollada en el capitulo
3 de este trabajo pidiendo que 0 < m # 0, y en [9] estd estudiado el mismo
problema para pesos m que cambian de signo. Notar que, tanto en el capitulo
3 de este trabajo o en [9], es crucial la homogenidad de ¢ y f, la cual es no
necesariariamente cierta en los casos que presentaremos en el capitulo 4.

Utilizando Teoremas de punto fijo del tipo Krasnoselskii en conos, algu-
nos autores han logrado ciertos resultados para el problema (|1.1)), pero con
fuertes restricciones tanto para m como para ¢. Mas precisamente, sean:

(M) meC (ﬁ) ,m >0y m %0 en ningin subintervalo de {2,
(M') m € C () con mingm > 0,

(®) Existen homeomorfismos crecientes 1,19 : [0,00) — [0,00) tal que
1 (t) o (z) < ¢ (tx) < b (t) ¢ (z) para todo t,x > 0,

(®') Existen p,q € (0,00) tal que t%¢ (x) < ¢ (tz) < tP¢ (x) para todo
t €[0,1] y todo = > 0.

Bajo algunas restricciones sobre el crecimiento de f y suponiendo (M)
y (®), se ha probado que posee una solucién positiva para todo A > 0
(ver [14, Teorema 1.1]), y recientemente en [I8, Teorema 2] los autores ex-
tendieron este resultado a ciertas m € L], () y sin requerir que 12(0) = 0.
También, un resultado similar estd enunciado en [5, Corolario 3.4] suponien-
do (®') y (M").

Con un enfoque diferente, en el Teorema [4.4] de este trabajo nosotros
mejoramos sustancialmente los resultados mencionados en el caso sublineal,



bajo condiciones méas débiles tanto para ¢ como para m. De hecho, respecto a
m, solo requeriremos que 0 < m #Z 0 en ). Ademds, veremos que las solucio-
nes uy — 0 en C*(Q) cuando A — 0F. Para probar los resultados principales
del trabajo, nosotros combinamos un método de sub y supersoluciones con
estimaciones de algunos problemas no lineales relacionados.

También, bajo algunas condiciones adicionales sobre ¢ y m, probamos
en el Teorema un resultado similar para el operador diferencial

Lu:=—¢ (u’)/+r($)¢(u), (1.2)

donde 0 < r € L' (Q). Més atin, como consecuencia de los Teoremas y
podemos deducir la existencia de soluciones (no triviales) no negativas
de (|1.1)) para pesos m que cambien de signo, ver Corolario

El resto del trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo
2 enunciaremos algunas definiciones y resultados sobre los espacios de Sobo-
lev, los autovalores principales tanto del Laplaciano como del p-Laplaciano,
el problema de Dirichlet —¢(u') = h(xz) en Q y u = 0 en O para cier-
tas funciones h y los resultados del método de sub y supersoluciones. En el
capitulo 3 se presentan resultados de existencia y unicidad para los casos
particulares de con g =2y ¢=|z|P"2r con 1 < p < 0o. Mientras que
en el capitulo 4 se encuentran los enunciados y las pruebas de nuestros prin-
cipales resultados. Aqui también se presentan varios ejemplos que satisfacen
nuestras condiciones y se analizan como se relacionan con las mencionadas
anteriormente (ver, también la Observacién .

2. Preliminares

2.1. Espacios de Sobolev
Definicién 2.1. (Derivadas débiles) Sean Q2 := (a,b) C Ry u € L},.(Q)
Dado k € Ny, decimos que la funcién g es la k-ésima derivada débil de w si:
/wp(’“) = (—1)’“/990 Vi € C2(Q),
Q Q
donde ¢ es la derivada k-ésima usual de ¢, y se denota g = u(¥ (para
k = 0 interpretamos u(®) = u).

Definicién 2.2. (Espacios de Sobolev W*P) Sean k € Ny y 1 < p < o0o. El
espacio de Sobolev WHP(§) consiste de todas las funciones u € LP(f2) con



derivadas débiles en LP((2) hasta el 6rden k. Se define en W*P(Q) la norma

1/p

k
_ (j)‘ P
lullys sy Z:Z .

que lo hace un espacio de Banach. En el caso particular p = 2 estos espacios
son de Hilbert y se denota WH*P(Q) = H*(Q)

Definicién 2.3. (Espacios Wg’p) Para k > 1y p € [1,00), definimos
I/VéC P(Q) como la clausura del espacio C2°(2) con la norma dada en la de-
finicién anterior. Si p = 2, escribimos HE(f2) en lugar de Wé’f 2(Q). Ademas
se tiene que I/VéC P(Q) y HE(Q) son espacios de Banach y de Hilbert, respec-
tivamente, con las normas de la definicién anterior.

Lema 2.4. (Inmersion de Sobolev) Si Q@ C R es acotado, p > 1 y k > 1
entonces WFP(Q) c C*1(Q).

Para la demostracién ver [2] Teorema 6, pagina 284.

Observacién 2.5. Se tiene que dada u € W*P(Q), entonces u € ng’p(ﬂ)
si y solo si uw =0 en 0N (Ver [1], Teorema 8.12). Notar que tiene sentido el
valor de u en J€2 por el Lema anterior. H

Lema 2.6. Sea u € WHP(Q) 1 < p < oo entonces existe una funcion

u e C() tal que
u(z) =u(z) pp.zeQ vy

u(z) —u(y) = / o' (t)dt Vz,y € Q.

Para la demostracién ver [I] Teorema 8.2.

Observacién 2.7. El Lema anterior nos dice que si u € WP(Q) entonces
u es absolutamente continua en (2. Se puede ver facilmente que si u es
absolutamente continua en 2 entonces u € WHP(2). B

2.2. Autovalores y autofunciones principales
Autovalor principal del Laplaciano.

Definicién 2.8. (Autovalor principal y autofuncion) Sea m :  — R deci-
mos que A es un autovalor principal del Laplaciano con peso m
{ —u”" = Xm(x)u en Q

u=20 en 0. (2.1)



si existe u Z 0 que no cambie de signo en € y sea solucién de (2.1)). Tales u
se llaman autofunciones principales.

Teorema 2.9. (Autovalor principal positivo del Laplaciano)
Supongamos que |{x € Q:m(x) >0} >0, y sea

fQ(U,)Q

o (22)

A1(m) = inf /(u’)2 = inf
Q

ueH, fom(z)u?=1 weHy, o m(@)u?>0 fom(z)u

Entonces

(i) M(m) > 0 y Ai(m) es autovalor de (2.1). Ademds, si X es otro
autovalor positivo, entonces X > Ai(m).

(i4) Las autofunciones asociadas u € HE(Q). Mds ain, u > 0 en Q o
u <0 en (.

Para la demostracion ver [16, Teorema 1.1].

Autovalor principal del p-Laplaciano. Anilogamente, definimos para
1 <p<oo.

Definicién 2.10. (Autovalor principal y autofuncion para el p-Laplaciano)
Sea m :  — R decimos que A es un autovalor principal del p-Laplaciano
con peso m

(2.3)

— ([ [P~2u) = Am(z)[uP"2u  en Q
u=20 en Of).

si existe u Z 0 que no cambie de signo en 2 y sea solucién de ([2.3]). Tales u
se llaman autofunciones principales del p-Laplaciano con peso m.

Teorema 2.11. (Autovalor principal positivo del p-Laplaciano)
Supongamos que |{x € Q:m(z) >0} >0, y sea

, / ’ fQ ‘u/’p
A1(m,p) = inf / |u'|P = inf —_—
uEW()l’p,fnm(m)|u|p:1 Q ueW(}*p,me(m)|u|p>O fQ m(x)’u‘p
(2.4)
Entonces
(i) A (m,p) > 0 y A\i(m,p) es autovalor de (2.3). Ademds, si X es otro
autovalor positivo, entonces X > Ai(m,p).
(ii) Las autofunciones asociadas u € W' (). Mds aiin, u > 0 en Q o
u <0 en (.

Para la demostracion de (i) ver [12, Proposicién 3.1] y para (ii) véase
[12] Proposicién 3.3].



2.3. Problema de Dirichlet

Sea Ly el operador diferencial dado por

Lou:=—p(u').
Consideremos el problema

Lgv =h(x) enQ
{ v=20 en 0f2 (2.5)

Observacién 2.12. Sea h € L'(Q). Entonces admite una tnica solu-
cién v € C1(Q) tal que ¢(v') es absolutamente continua en Q (o equivalen-
temente, por la Observacién d(v") € WHP(Q)) y tal que la ecuacién vale
puntualmente p.p. x € 2. De hecho, se puede ver que

v(r) = /ax ¢! (ch — /ay h(t)dt> dy, (2.6)

donde ¢y, es la inica constante tal que v(b) = 0. Més atin, el operador solucién
Sy : LY (Q) — CH(Q) es continuo (ver por ejemplo [7] o [10]) y mondtono
creciente por el siguiente Lema. H

Lema 2.13. Sean f,g € L'(2), con f < g p.p. v € Q. Siu = Sp(f) y
v :=8y4(g), entonces u < v en Q.

Prueba. Supongamos por el absurdo que A := {x € Q : u(z) > v(x)} # 0.
Tomemos A. := (zg,z1) una componente conexa de A. Como u y v son
continuas en ) se tiene que u(wg) = v(wg) y u(z1) = v(x1). Y entonces, al
ser u = Sy(f) y v = S4(g), integrando por partes, se sigue que

/f (u—wv) /qﬁ (u—wv) /¢ Y(u' — ")
/xo g(x)(u—v) /(Z) (u—v) /(b Y(u' =)

Restando tenemos que

Como f <gyu>wven (xo,x1) se tiene que

/ Y (F @) — g@)(w—v) <0, (2.8)

0
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Por otro lado, (¢(u') — ¢(v"))(uw' — ") > 0 pues ¢ es creciente, implicando
asi que

[ o) - o ~ ) 20 (2.9

Luego debe ser, / l(czS(u/) — (") — = 0 por , y

Entonces es u = v+ cte en (xg, x1) pero como u(zg) = v(xp) resulta cte = 0.
Por lo tanto debe ser A = () y esto concluye la prueba B

Observacién 2.14. Notemos que este Teorema nos dice que si v es solucién
de (2.5)) con h > 0, entonces v > 0.

2.4. Sub y supersoluciones

Dado I C R, denotaremos ACj,.(I) al conjunto de todas las funciones
absolutamente continuas en cada intervalo compacto K C I.

Sea f: Q2 xR — R una funcién Carathéodory (esto es, f(-,£) es medible
para todo £ € Ry f(x,-) es continua p.p. z € ). Consideremos ahora
problemas de la forma

Lu= f(x,u) en
{ u=20 en 012, (2.10)

donde £ es como en (|1.2]).
Decimos que v € C(Q) es una subsolucion de si existe un conjunto

finito ¥ C Q tal que ¢(v') € AC(Q\X), v/ (7 ) = lim,_,+v'(z) € R,
V'(17) :=lim,_,,—v'(x) € R para cada T € &,
{ Lv < f(z,v(x)) p.p. xe€Q

v <0en 09, v'(77) </(r1) para cada T € X. (2.11)

Si la desigualdades de estan invertidas, decimos que v es una
supersolucion de .

Por otro lado, decimos que v € C(Q) es solucion de si ¢(v') es
absolutamente continua en Q y

Lv = f(z,v) en
v=20 en 0€).

Ahora probaremos un Teorema que nos da un resultado de existencia
que nos serd 1til para probar el Teorema (Teorema de sub y superso-
luciones). Pero primero enunciamos el Teorema de Punto Fijo de Schauder
(para la prueba ver [2] Teorema 3, Pédgina 538)

11



Teorema 2.15. (Punto fijo de Schauder) Sea X un espacio de Banach y
0 # K C X un cerrado, acotado y convezo. Si F: K — K es un operador
continuo y compacto, entonces existe un punto fijo de F.

Teorema 2.16. Sea f: QxR — R una funcion Carathéodory. Supongamos
que existe h € LY(Q) tal que

|f(z,8)| < h(xz) parapp. zeQytodof eR. (2.12)

Entonces el problema

Lou= f(x,u) enQ
{ u =0 en OS2, (2.13)

tiene solucion.

Prueba. Para cada g € C() definamos 1, : R — R, dada por

b
vyla) = [ 67+ gl

Como ¢ es un homeomorfismo creciente con ¢(R) = R, resulta que la funcién
14 es continua, creciente y 14(R) = R. Luego, existe un tnico = := A(g) € R

tal que 14(A(g)) = 0. Esto nos define un funcional A : C'(2) — R.

Veamos que A(M) es acotado para cada M acotado en C(£2). En efecto,
tomemos M C C(Q) acotado, sea ¢ € (0,00) tal que ||g||« < ¢ para cada
g € M. Si existiera una sucesién {g,} C M tal que

nlgn;o A(gn) =0 0 nl;ngo A(gn) = —o0

entonces, si ocurriera lo primero es
0= lim (¢g,(Algn))) > lim (b—a)p™ " (A(gn) — ¢) = o0,
n—oo n—oo

lo cual es una contradiccién. Andlogamente, si ocurriera lo segundo lle-
garfamos a una contradiccién similar. Por lo tanto, A(M) es acotado.
Ahora veamos que A es continua. Sea {g,} C C(2) una sucesién y su-

pongamos que

lim g, = go en C(Q).

n—oo
Por lo anterior, resulta que {A(g,)} C R es acotado, por lo tanto existe una
subsucesion tal que limyg, oo A(gr,) = 2o € R. Se tiene entonces que

b
o:%wmmm»zjﬂf%M%n+%xmﬁ,

12



tomando limite cuando n — oo en la igualdad anterior resulta que

b
0= / qb_l(ﬂfo + go(t))dt.

Luego, al ser A(go) el unico real tal que 14,(A(go)) = 0 debe ser xo = A(go).
Por lo tanto, cualquier subsucesién convergente de A(g,) tiene el mismo
limite A(go), y al ser A(g,) acotado, se sigue que A(gp) = limy, 00 A(gn)-

Definamos ahora dos operadores, N' : C(Q) — C(Q) y F : C1(Q) —
C*(Q) dados por

LMQOXm)——:/fﬂuu@de
Gwmmz/%lmw@»+w@mmﬁ

Se deduce de (2.6) que u es solucién de (2.13)) si y solo si u € C1(Q) y

satisface que
u(z) = /w ¢~ (B(u'(0) + (N (w)(1)dt,  ¢(u'(0)) = AN (u)).

Luego, u es solucién de si y solo si u es un punto fijo del operador F.

Veamos entonces que F posee un punto fijo, como A y A son operado-
res continuos, se tiene que F también es continuo. Tomemos una sucesién
{up,} € CHQ) y sea v, = F(uy) para cada n € N. Entonces es

o (@) = 6~ (AW (1)) + W (un)(@)), =€ TneN.

Por la hipétesis ([2.12), existe una constante ¢; positiva tal que |[(N (up))]|oo <
c1, en efecto, dado = € € es

(N (un)) ()] =

/:f(t,u(t))dt' <
< [T1steun) < [ werdt < = e

Esto implica que las sucesiones {v,} y {v/,} son acotadas. En consecuencia
resulta que {v,} es equicontinua en €. Y mds atn, para x1,z2 € [a,b] es

/w TQ h(t)dt‘ .

Es decir, la sucesién {¢(v),)} es acotada y equicontinua en Q. Por el Teore-
ma de Arzela-Ascoli existen subsucesiones {vg, } y {¢(v}, )} uniformemente

|6(vn (1)) = Gl (22))] = [V () (21)) — NV (u)(22))] <

13



convergentes en ). Entonces {vfcn} es uniformemente convergente en ) y
por eso, {vg, } es convergente en C'*(Q). Hemos probado que el operador F
es compacto, luego por el Teorema de punto fijo de Schauder, F tiene un
punto fijo, el cual es una soluciéon de . |

Teorema 2.17. Sean v y w sub y supersoluciones respectivamente de
tales que v(z) < w(z) para todo x € Q. Supongamos que existe g € L' ()
tal que

|f(z, 9] < g() para p.p. x € Q y todo £ € [v(x), w(x)).
Entonces eziste u € C*(Q) solucion de conv<u<wen Q.

Prueba. Probaremos este Teorema para L4 puesto que u es solucién de

(2.10) si y solo si es solucién de

{ffJ“%”_mww>$&1 (2.14)

Como se tiene que |¢(§)] < sup,cq (—o(v(z)), p(w(z))) =: C' < oo junto con
la hipétesis resulta |f(x, &) —r(z)¢(€)| < g(x) + Cr(z), para todo (x,&) €
Q xR, con g+ Cr e LY(Q).

Construyamos primero un problema auxiliar. Para p.p. x € Q y todo
& € R definimos,

B flov(@) + 525255 sig <)
f(xvf) = f(ﬂf,f) si U( ) 5 ( )
flaw@) - £ot5y sie> w)

tenemos que f : @ x R — R es una funcién Carathéodory. Ademés se
tiene que |f(x,&)| < g(z) +1 =: g(z) € L}(Q). Por el Teorema existe u
solucién de (2.10) con f en lugar de f.

Si vemos que v < u < w listo. Sea 0(z) = u(x) —w(z), v € Ay
supongamos por el absurdo que méx{f(z) : * € Q} = 0(x9) > 0. Como
u(a) = u(®d) = 0y w(a),w() > 0, se tiene que zy € (a,b). Mas atn,
xo ¢ X puesto que w es supersolucién se tiene que 6/ (77) = u/(7) —w'(77) <
(1) — w'(rT) = #'(r1) para todo 7 € 3. Por lo tanto zp € (a,b)\Z y
0'(zg) = 0, esto nos garantiza que existe un x; € (x,b) tal que

0(x)

0(z) >0, |0'(x)| < o) 1

<1

14



para x € [xo, 1] ¥y [z, 1] N ¥ = 0. Entonces,

¢(u' () — d(w'(2)) = —f(z,u(@)) — dp(w'(x)) =

0@
() + gt o' (@) >

—f(z, w(@)) +10'()| — p(w'(x))" = 0
p-p- @ € [x0,71] pues —p(w'(z))" > f(z,w(x)). Luego,

0< /x ¢ (t)) = d(w'(t))dt = ¢(u/(z)) — $(w'(2)), pp. x € (20,71

Por lo tanto 6'(x) > 0, p.p. x € (x¢, x1] contradiciendo nuestra suposicién de
que xo es un maximo de #. Andlogamente se puede probar que v(x) < u(z),
terminando asi la prueba. B

3. Resultados conocidos

En esta seccion consideraremos

o(x) =z, reR
¢(r) = |z|P~%2z, T€R, 1<p<oo.

Entonces analizaremos problemas de la forma

—u”" = Am(x)f(u) enQ

u>0 en (3.1)
u=20 en 0f),
y
(P2 = Xm(a) fu) en ©
u>0 en ) (3.2)
u=20 en 012,

donde m : Q@ — R es no negativa. Aunque es claro que el problema (3.1))
es un caso particular del problema (3.2)), los analizaremos por separado, ya
que para (3.1 las pruebas en algunos casos son mucho més sencillas.

Primero notemos que si tomamos f(u) = u? con 0 < ¢ < 1 para (3.1)) y
0 < ¢ <p—1para (3.2)), por la homogeneidad de ¢ (es decir, para ¢ > 0 es
o(cx) = c*¢(x) para algin «) y de u? resulta que hay solucién de (3.1) y
(3.2)) para algin \g > 0 fijo si y solo si hay solucién para todo A > 0.

15



Veamos entonces que si 0 < m Z 0 hay solucién para

—u”" =m(z)u! en Q
u>0 en ) (3.3)
u=20 en 0€).

Sea 0 < ¢ € HY() con [|¢]|c = 1 tal que

" = M(m)m(z)Y en Q
{ Y=0 en 0f2.

Esta 1) existe por el Teorema Para ¢ € (0, Al(m)*l/(1*Q)) sea u := €.
Como ¢ € (0, 1) tenemos que,

—u" = M (m)m(x)ery < m(x)(ey)? = m(z)u’ en Q,

o sea, u es subsolucién de (3.3)). (Notar que esto no es cierto si m cambia de
signo).
Por otra lado, tomemos v solucién de
—v" =m(z) enQ
v=20 en 05},

la cual existe por (2.6) y por la Observacién esv > 0. Y para k >
(IIv]loe + 1)~ definamos @ := k(v + 1). Resulta que

—u" = —kv" = km(z) > (k(v+ 1))?m(z) = m(z)u? en Q,

y por lo tanto @ es supersolucién de (3.3)). Como k > 0 podemos tomar € < k,
resultando asi que u < u. Luego, por el Teorema ([2.17)) existe solucién de

(3-3)-
Teorema 3.1. Si & — f(§)/€ es decreciente entonces el problema

tiene a lo sumo una solucion.

Prueba. Supongamos que u, v son soluciones de tal que A :={u >
v} # ), como A es abierto tomemos A, := (zg, 1) una componente conexa
de A. Como u es solucién se tiene que
1 1
+ / u'v'
o

)\/jl m(z)f(u)v = —/;1 v =u'v

0 0

Entonces al ser v > 0, resulta que

1

)\/xl m(x)f(uu) vu = u'(z1)v(x1) — u'(20)v(20) +/ u'v'.

0 o
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Por ser v también solucién, obtenemos que

S() .
)\/ m(x) ——uv = v (z1)u(z1) — v'(z0)u(xo) +/ v
v
o

zo

Si restamos ambas igualdades resulta que

A/mm(x) (M—M>uv:

o' (z1)v(z1) — v (20)v(T0) — V' (21)u(21) + V' (20)U(20).

Como m > 0, & — f(&)/€ es decreciente y u,v > 0 se tiene que el lado
izquierdo de la igualdad es menor o igual a cero. Pero por otro lado, como
u > v en A, el lado derecho de la ltima igualdad es mayor o igual a cero,

resultado asi que
)\/mm(x) (fgﬁ_f(:)) uv = 0.

Si m > 0 en algtin subconjunto Z C A. con |Z| > 0 seria

)\/:lm(a:) <f$‘)—f§)”)>uv<o

lo cual no es cierto. Por lo tanto debe ser, m = 0 p.p. en A., y como A. es
una componente arbitraria de A, resulta que m = 0 p.p. en A. Analogamente
podemos ver que m = 0 p.p. en B := {v > u}, obteniendo que m(z) = 0
p.p. © € {u # v}. Luego, es m(z) f(u) = m(x) f(v) p.p. z € Q y por lo tanto

—(u—0v)"=0 en
u—v=20 en 0S2.

Entonces, es u =v. R

Observacién 3.2. Si tenemos una f para la cual existen ki,ky > 0y
q € (0,1) tales que k1£7 < f(&) < k& para todo £ > 0 entonces el problema
tiene solucion para todo A > 0 ya que podemos tomar u la solucién del
problema

—u” = Xeym(z)u?  en Q

u >0 en ()

u=0 en 0f)
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como subsolucién (3.1)) y u la solucién de

—u" = Mkam(z)u?  en Q
u>0 en (2
u=20 en O0f)

como supersolucién de (3.1]). Si vemos que u < W entonces por el Teorema

(2.17)) existe u solucién de (3.1).

Veamos que existe ¢ > 1 tal que u = cu. En efecto,
sean uj 1= (Akl)l/(qfl)g y U 1= ()\kg)l/(qfl)ﬂ entonces se tiene que

—ul = _(/\kl)l/(qfl)y” - (/\kl)l/(qfl))\klm(a:)gq = m(z)ud,
y analogamente

—uly = — (M) /DT = (M) V@YD Nkgm()a? = m(z)ud,
es decir que u; y ug son soluciones positivas de

—u”" =m(z)u! en Q
u=20 en Of).

Luego, por el Teorema es u1 = ug, entonces es U = (kg//ﬁ)l/(qfl)g como
k1 < ko resulta u < w.

Ahora realizaremos algo similar a lo que hicimos para el Laplaciano pero
con el p-Laplaciano.
Veamos ahora que si m Z 0 y m > 0. Entonces

—([/[P~2u) = m(x)ud  en Q
u>0 en (3.4)
u=0 en 0f)

tiene solucién. Tomemos 0 < ¢ € Wol P tal que

{ —(|[9' P29 = A (m,p)myP~L  en Q
Y=0 en 0f),

esta 1) existe por el Teorema Ademas, podemos pedir que ||1]|c = 1. En-
tonces para € € (0, A (m,p)~t (p_l_q)) definimos w := 1. u es subsolucién
de (3.4) ya que como g € (0,p—1) es

—(ju/P2) = =P ([P = e A (m, p)m(x) P <
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m(x)(ew)? = mz)u’.

Por otra parte, sea v solucion de

—([v'[P~20") = m(x) en Q
v=20 en 0f),

la cual existe por (2.6) y es no negativa por la Observacién Entonces
si definimos @ := k(v + 1) para k > (||v]|ee + 1)9/®~179) tenemos que T es
una supersolucién de (3.4). En efecto,

—(’ﬂ/‘p_Qﬂl)/ _ _kp_l("l},‘p_ZQ)/)/ _
() < (ko + 1) m(z) = m(e)a.

Luego, como k£ > 0 podemos achicar €, si es necesario, de manera que € < k
resultando asi u < w y por lo tanto el Teorema (2.17) nos dice que existe

solucién de (3.4)).

Antes de probar el Teorema de unicidad para el p-Laplaciano enuncia-
remos unas desigualdades que nos seran ttiles en la prueba, para la demos-
tracién ver el apéndice de [17].

Lema 3.3. Sip > 2, entonces

w2 — 1]

’l'2|p > |$1|p +p|ﬂ:1\p—2x1($2 - Iﬁl) + ﬁ (3.5)
para todo x1,x9 € R.
Si1 < p <2, entonces
2
_ T2 — 1
[22l? > [o1]? + plar P~ (w2 — 21) + C(p) 72— (36)

(lzs| + |w2])>~7

para todo x1,x2 € R, donde C(p) es una constante positiva que solo depende
de p.

Teorema 3.4. Sea p > 1, f : R — R tal que f(0) = 0 y la aplicacion
€ — £(&)/€P71 sea decreciente y acotada en (0,00). Entonces tiene a
lo sumo una solucion.

Prueba. Supongamos que u, v son dos soluciones de (3.1]), entonces u, v €
L>(Q) y
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[t = [ = [me@ e, @

/ab|v'|1’—2@/¢§:/:)\m(x)f( ) _/a Am(x) ;S f Ly, (3.8)

para toda 1,19 € W&’p(Q). Para € > 0 definimos u. :=u+¢, v. :=v+ey

p P p p
Ue — Ve Ve — Ug
P = T o 1= .

- -1
u? v

Entonces ug /ve, Ve /us € L®(Q) y 1,19 € Wol’p. Notemos que
P p—1
o (3]
Ue Ue
P p—1
st () - () v
Ve Ve

Sumando (3.7)) y (3.8]) obtenemos que

[ e [;ﬁui <5>1 St )1] (2 — o2) =

e
b
B / [/ [P~ + o' PPl = (3.9)
a

_ ’ ve\” Ip v \P np—2_1 1
= [1+-{—) |[w]-p|— ' |P uw
a Ue u

€

Ue b / Ve Pt Np—21 1
+1+@-D(—) [WIP—p(— [V P v
Ve Ug

Si p > 2 usando (3.5)) con (us/ve)v" y o/, en lugar de 21 y x5 respectiva-
mente obtenemos que

p—1
Pz () e (M) e (v - o)+
Ve Ve

Ve

N 1 |veu — ud'|P
| '

u?
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Anélogamente

ve \? v\ v
oz () wrp () e (v - )+
Uge Ue Ue

N 1 Juev — v |P
2r—1 -1 vF '

De las ultimas dos desigualdades junto con ([3.9) obtenemos que
b p—1 p—1
fw) (u f) (v
/a Am(z) [upl w ~ o1\ (uf —v?) >

1 b1 , .
ﬁ . ufg—‘—@ |U€U—’UJ5U| ZO

Y si 1l < p < 2usamos (3.6) con (us/v:)v" y o/, en lugar de x1 y xo para
obtener que

p p—1
Pz (B) e (2) W (v - )
Ve Ve Ve

/|2

C(p) |veu —ugw
i

v (ve|u!| 4+ uelv

Anélogamente

D p—1
WP > <v) WP+ p <v> [P~ (v/ _ vu> N
Ue Ug Ug

Clp) |ucv' — vl |?
ue (uglv!| + vl [)* 7P

usando nuevamente (3.9)) junto con estas dos desigualdades obtenemos que

b p—1 p—1
flu) ((u f) (v p_ . p
— — — —P) >
/a Am(x) [ui"_l w o1 \ o (u? —f) 2
b l \2
1 1 (veu — ugv')
O(p)/ <P+P) 6/ E/ 2—7720
o \Ue V=) (uclv!| + velu'])
Cuando ¢ — 07", tenemos que u/u: — 1,v/v. — 1 puntualmente en Q y
ademas,

e [j;fi‘f (&) -1 ()] (2 —p)| <
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Por otro lado, como ¢ — f(&)/&P~1 es decreciente se tiene que

) | L8 - L0 @ - ) <o

y por lo tanto en ambos casos tenemos que |uv’ — vu/| = 0, 10 que implica
u = kv para alguna constante k > 0. Pero entonces de (3.7 . y (3.8]) se obtiene
para toda 1 € W, ’p

/Am<>,§ = [P =

kp1/|k‘v\p2k:v1,b /Am )Uplw,

resultando asi que k=1.

Observacion 3.5. Si tenemos una f para la cual existen ki,ko > 0y

€ (0,p — 1) tales que k1£7 < f(§) < ko&? para todo £ > 0 entonces el
problema tiene solucion para todo A > 0 ya que podemos tomar u la
solucién del problema

—([|P~2) = Akym(z)u?  en Q

u >0 en ()

u=20 en 0f)
como subsolucién de (3.2)) y @ la solucién de

—([/|P~2u") = Akgm(z)u? en Q
u>0 en {2
u=20 en 0f)

como supersolucion de (3.2). Si vemos que u < w entonces por el Teorema

(2.17) existe u solucién de ([3.2)).

Veamos que existe ¢ > 1 tal que u = cu. En efecto,
sean uy := (Ak)Y @ P Dy v uy == (Aky)'/@P~D7 entonces se tiene que

(|} |P~ %)) = _(/\kl)(pfl)/(qufl)gﬂ - ()\kl)(pfl)/(qufl)/\klm(m)@q = m(z)ud
y andlogamente

—uly = —(Nko) P~ V/@=P= 1" — (\ko) P~ D/ @ PV \pom (2)u? = m(a)ul
es decir que u; y ug son soluciones positivas de

—(['[P72) = m(x)u?  en
u=0 en Of)

Luego, por el Teorema es u1 = us, entonces es U = (k:g/k:l)l/(q_p_l)y
como k1 < kg resulta u < w.
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4. Resultados principales
Para h € L'(Q) con 0 < h # 0 definimos

Ap={z€Q:h(y) =0pp. y€ (a,z)},
Br:={zecQ:h(y)=0pp. yec (x,b)},

y ademas
I sup A, si Ay # 0 By = inf B, siBp #0
= a si Ay, =0, LR si By, =0,
= o+ B . 1 1
0, := 5 0, = mm{ﬁh—a’b—ah}' (4.1)

Escribimos también
da(x) := dist(x,00Q) = min(x —a,b—x).
Recordar que S, : L' (Q2) — C1(Q) es el operador solucién de

—¢(u) = h(xz) enQ
{ u=20 en 0f).

Lema 4.1. Sea 0 < h € LY(Q) tal que h # 0. Entonces
(i) En Q) se tiene que

b
So) < 07| Wt (12)

(ii) En Q se tiene que

Sy(h) Zehmin{/aeh ¢—1(/yeh h)dy, /{: ¢—1(/ej h)dy} o, (43)

Prueba. Sea v := Sy(h). Como ¢! es creciente y h > 0 en 2 usando
vemos que v'(z) = ¢~ (¢cp, — [ h(t)dt) es mondtona decreciente y por
lo tanto v es céncava en ). Luego, al ser v = 0 en 02 y v # 0, debemos
tener que v'(b) < 0 < v'(a) y por lo tanto

0<ep < /b h(t)dt. (4.4)

Usando nuevamente que ¢ es creciente y (4.4]) deducimos que

oo <o ([ n)
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y entonces por la concavidad de v obtenemos (4.2)).
Probemos ahora (i7). Afirmamos primero que

v > 0 ||v]lecdn en Q. (4.5)

En efecto, sea & € Q algin punto donde v alcanza su méaximo (y por lo
tanto v/(§) = 0). Si fuera Ay, # (), entonces por tendriamos que v(z) =
¢~ Y(ep)(z — a) para todo z € (a,ap), con ¢~1(e;) > 0 por . Luego
debe ser, ¢ > aj. Recordando ahora la concavidad de v se tiene que para
el ©0—2) _ |l
v(€)(b—x V|| oo
v(x) > ¢ > b_ahég(x).

Anélogamente, para x € [a,¢],

v —a) _ vl 5
§—a T Pp—a

a(z)

y queda probada la afirmacion.

Supongamos ahora que & > 6. Como ¢ es un homeomorfismo con ¢(0) =
0, y como v'(z) = ¢ ep, — [ h) y v'(§) =0, resulta que ¢, = ff h.
Luego, recordando y que ¢ es creciente,

U(Gh):/a9h¢_1 (/jh—/jh)dy:
/aeh¢1 (/;h> dyz/a0h¢1 (/:hh> dy. (4.6)

Supongamos ahora que ¢ < ). Es ficil comprobar que podemos reescri-

bir v como ) )
= - htdt)d,
o) = [0 (ch / (t)dt ) dy

donde ¢ es la tnica constante tal que v(a) = 0. M&s atin, razonando como
. : ~ b
en el parrafo anterior vemos que ¢, = f£ h. Entonces,

U(eh):/9i¢1</:h—/ybh>dy:
/gicbl (/:h>dyz/ei¢1 </€jh>dy. (4.7)

Teniendo en cuenta (4.5), (4.6) y (4.7) deducimos (4.3) y esto termina la
prueba. l

24



Observacién 4.2. (i) Notar que (por la definicién de 8}) la constante que
aparece en el miembro derecho de (4.3]) es siempre estrictamente positiva.
(ii) Sea h € L'(2) con 0 < h # 0. Para cualquier g € C(Q2) con g > 0 en

(2 se tiene que oy, = apg y By = Brg ¥ por lo tanto la parte (i) del Lema
anterior es valida también para Sg(hg) con 6y, y ) dados por || |

Sean
H1. Existen ¢; > 0 y un homeomorfismo 1 definido en [0,¢1] tal que 9 es
creciente, ¥(0) =0y

o(tx) < P(t)p(x) para todo t € [0,t1],2 > 0. (4.8)

H1’. Existe p > 0 tal que

— t

limt_>0+¢t(p) < 00, y ademas (4.9)
— ¢ (cal) _b—a
lim; 00 o) < 00, donde cq := 5 (4.10)

H2. Existen to, M > 0 tales que
o(tr) < Mp(t)p(x) para todo t € [0,t2],x € [0, cq] . (4.11)
F1. Existen k1, k2, q > 0 tales que
kit? < f(t) < kat? para todo t > 0. (4.12)
F1’. Existen t, k1, ko, q1, g2 > 0 tales que
kit < f(t) para todo t € [0,7] y f(t) < ka¢(t)% para todo ¢ > 0. (4.13)

Mencionamos que la desigualdad (4.11)) aparece (para valores grandes de
t y x) en la llamada condicién A’ referida a funciones de Young (ver por
ejemplo el libro [§], capitulo 1, seccién 5, o [11]).

Observacion 4.3. (i) Notar que si || < 2 la condicién se cumple
automaticamente ya que ¢ es creciente y por lo tanto en tal caso H1’ se
reduce a . Por otro lado, si vale H1 con v¢(t) = ct? para algin ¢,p > 0,
eligiendo x = 1 en vemos que H1 implica . O sea, en este caso
particular, en dominios pequenos la hipdtesis H1 es mas fuerte que H1’. Sin
embargo, en general, estds hipdtesis son independientes (ver los ejemplos
(a2) y (d) al final de este capitulo).
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(ii) Supongamos que ¢ cumple H1’ o H1 con v (t) = ctP. Entonces la
condicion
¢(x)

lim,, o+ — 2= >0, (4.14)

es suficiente para que valga H2. En efecto, en ambos casos asumiremos que
vale (ver (i)). Por lo tanto dado cualquier ¢y > 0, existe My, tal que
o(t) < My, tP para todo t € [0,%0]. Ademas, implica que para todo
xo > 0 existe Ny, > 0 tal que 2P < N, ¢(x) para todo = € [0, zp]. Entonces
para todo t € [0,1] y = € [0, cq],

@Z)(tx) < MCQ (t:E)p < MCQNlNCQ¢(t)¢(x)7

y asi vale (4.11)). Observamos sin embargo que (4.14)) no es necesaria para
que se cumpla H2 (ver ejemplo (a4), (b) y (¢) mds adelante).
(iii) Si ¢ es derivable en (0,cq) y

sup

1e(0,1)2€(0.c) PP ()

entonces es ficil verificar que vale H2 con t3 = 1. En particular, si ¢ €
C*([0, ¢cal), ¢'(0) = 0,

Iim, r < Iim, T <
im —— < im — <0
t—0+ ¢(t) y z—0t Qb/(l')
entonces vale H2 ya que por el Teorema del valor medio es
te' (tx) " t2 T
sup = < |[¢" | Lo (0,eq) SUP 7 SUP  —— < 0.
101 (0c0) 2D (@) @) 1 c01) 9(8) se(oen) ¢ (@)

(iv) No es dificil verificar que las hipotesis H1 y H2 son independientes, y
que lo mismo es cierto para H1’ y H2, ver ejemplos (a), (a2) y (d).

Nuestros resultados proveen soluciones que estan en el interior del cono
positivo de C}(Q2) := {v € C*(Q) : v = 0 en 9N}, el cual es denotado por

P :={veClQ):v>0en Qy v (b) <0< (a)}

Teorema 4.4. Sea m € L'(Q) con 0 < m # 0. Las siguientes afirmaciones
son vdlidas.
(i) Si ¢ y f cumplen H1 y F1 respectivamente con
14
lim, g+ - = o0, (4.15)

P(t)
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entonces para todo A > 0 existe u = uy) € P° solucion de .
(ii) Si ¢ y f cumplen H1’ y F1’ respectivamente con

q1 € (0,]?), q2 € (07 1)7 (416)

entonces para todo A > 0 existe u = uy € P° solucion de .
Mas aiin en (i) y (i) se tiene que

Jim, [urllcr gy = 0- (4.17)

Prueba. Comenzamos probando (i). Sea A > 0, y sean 9, t1, k1, k2,q > 0
dados por H1 y F1. Sean 0,, y 6,, como en (4.1)), y definamos

Om Om b
Mg :=min {/ o mé%)dy,/ ¢ ,y mégz)dy}
a Y

Om Om

(notar que Mg > 0, ver la Observacién (i)). Escribimos ademads

4 1 a)
M = max{)\kl(e Me)? , Ako (o /m5 } (4.18)

Observamos ahora que por (4.15)) existe 9 > 0 tal que M (e) < € para
todo € € (0, &¢]. Luego,
Me < 1(e)? (4.19)

para todo ¢ € (0,1 (egp)]. Elegimos a continuacién

0 < e <min{l,¢(ep), (1)}, (4.20)

y para tales e definimos v := Sz(emdy)). Notamos que H1 implica que
tp~1(x) < ¢~ (2p(t)x) para todo t € [0,#1] y todo = > 0, y por lo tanto

V)¢ (@) < 97 (ra)

para todo r € [0,%(¢1)] y © > 0. Teniendo en cuenta esto, ademés de (4.18]),
(4.19) y (4.20), usando F1, el Lema (77) y la Observacién (ii) dedu-

cimos que

am(z) f(v) > Meym(x)v? > (4.21)

Orm, Orm b q
Am(z)k1 [9m min {/ qﬁl(/ Emégz)dy,/ qﬁl(/y Em(;gz)dy} 59] >
a Yy Gm Bm

MNerm(2)(8,, Moy~ (e)dq)? > em(x)dd () = Lyv.
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O sea, v es subsolucién de (|1.1]).

Por otra parte, vemos que H1 implica que ¢(z)/v¢(t) < ¢(x/t) para todo
t € (0,t1] y todo = > 0 y por lo tanto ¢~ (z/9(t)) < ¢~ 1(x)/t para todo
t € (0,t1] y todo = > 0. En otras palabras,

. 671 (@)
¢~ (sa) < =
) = i)

para todo s > 1/1(t1) y « > 0. Sea ahora w := Sy(e~'md). Recordando
(.18), (4.19) y (4.20) y utilizando nuevamente F1 y el Lema[4.1| (i), tenemos
que

b q
(@) F(w) < Megm(z)w? < Neagm(z) <¢—1( / imag)59> <

b
Mkom(x) (77[)}(6) ¢—1(/a m(ggz)(sg) < ém($)5gz($) = Lyw

y por lo tanto w es supersolucién de (|1.1). Més ain, como ¢ < 1y S es
monétono creciente, el Teorema (2.17)) da una solucién uy € CL(Q) de (1.1))

con v <uy <wen {2,y como v € P° se tiene ademéas que uy € P°.

Probemos ahora (i%). Sean k1, k2, t, q1,¢2 > 0 dados por F1’. Como
implica que ¢(t) < KtP para todo t € [0,1] y cierto K > 0, resulta que
t < K¢~ L(t)P para t € [0,4(1)], o lo que es lo mismo,

¢7H(t) = (t/K)'P (4.22)

para tales t. Escribimos ahora

O, O, b Y
N = ml’n{/ (/ még)l/pdy,/ (/ mégzl)l/pdy} >0,
a Yy 9m em

y como en (i) definimos v := Sy(emdy) ), pero con

(e 0, No\? p/(p—a1)
0 <e <min {5, ()\k‘l ( 70 > ) (4.23)

donde 0 < £ es tal que ¢+ (é f; mdgzl) < t/cq. De la eleccién de g, 1' y
al ser dg < cq, resulta que ||v||o < 1.
Asi, teniendo en cuenta (4.16), (4.22)) y (4.23) y razonando como en

(4.21]) deducimos que

am(z) f(v) > Aeym(z)v? > (4.24)

Akym(x) <<;>1/p9m/\f959> > em(x)0d) (x) = Lyv.
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Por otro lado, sea N := sup,~; ¢(cat)/¢(t) < oo (por(4.10)). Para todo
t > 1es ¢(cat) < No(t) y por lo tanto

p(cad™ ' (t)) < Nt (4.25)

para todo t > ¢(1). Sea w := Sy(ym) con

b\ @2\ /(1—a2)
~ > max g;lgl), ()\kg (N/ m> ) (4.26)
m a

Recordando F1’, la desigualdad del Lema (i), que g2 € (0,1) y que
0a < cq en ), empleando (4.25)) y (4.26) deducimos que

Am() f(w) < Megm(@)(w)?2 <

Neym()o (cw—l( / b vm>)qz < Negm(2)9 (cQas-l( / b vm)> <
b\ 92
Akam(z) (N/a > < ym(z) = Lyw.

Ademés, como podemos agrandar a -, si es necesario, de manera que vy > ec)
y gracias a que Sy es mondtono creciente resulta que w > v en ) y asi
obtenemos una solucién uy € P° de .

Probemos la tltima afirmacién del Teorema. Sea w como en (i) o en
(71) segun corresponda. Como 0 < uy < w, de la definicién de w se ve que
para todo A € (0, o), Ao > 0 fijo, ||up]lec < C con C independiente de .
Teniendo en cuenta esto y el parrafo anterior, el Lema (1) nos dice que

b
0 < un(e) = Somf(un)) () < 6~ ( / Amf(m)) Salz) 0

uniformemente en Q cuando A — 0% y entonces limy_,g+ ||ux||oo = 0.
Elijamos a continuacién § = &, € Q tal que u)(£) = 0. Integrando (1.1)

sobre (a, ) resulta que v} (a) = ¢! ()\ ff mf(uA)) y por lo tanto del parrafo

anterior obtenemos que u)(a) — 0 cuando A — 0. Ahora, para cualquier
x € Q, integramos (1.1) sobre (a,z) y vemos que

(a) =07 (9(u3@) +3 [ “mfun)) -0

uniformemente cuando A — 0%. Asi queda probado (4.17). B
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Consideremos ahora el problema

o)+ r(2)o(u) = M () f (u) en ©
{ gl on 00 (4.27)

con 0 < r € LYQ).

Teorema 4.5. Sea m € L'(Q) con 0 < m # 0. Supongamos que ¢ y f
cumplen las hipdtesis (i) o (ii) del Teoremal[{.4} con ¢(t) = ct? para algin
c,p >0 en el caso (1); y supongamos ademds que ¢ satisface H2.

Sir<menQ ormée L®Q) yinfom > 0, entonces para todo X > 0
existe u = uy € P° solucidn de . Ademds, las soluciones uy, satisfacen

.

Prueba. La prueba es una adaptacién de la prueba del Teorema anterior
y por tanto sélo indicamos los pequenos cambios que hay que hacer. Sea
A > 0 y supongamos que se cumplen las hipétesis del Teorema (7). Sean
to, M > 0 dados por H2, y elijamos € > 0 tal que

b
¢—1(5/ mdg) < ta

Para tales ¢ definimos como en el Teorema v := Sg(emdy,). Tomando
x =1 en (4.8) (y recordando que ahora ¥ (t) = ct? para algin p > 0) si se
cumple H1 tenemos que existe K > 0 tal que

o(t) < KtP  para todo t € [0, cq] (4.28)

(donde cq estd dado por (4.10))). Teniendo en cuenta que o < cq en €2,
utilizando el Lema (i) y H2 vemos que

b b b
d(v) < ¢ ((;51(/ 5m5§2)(5g> < 5M¢(5Q)/ mdd, < 5KM(5€2/ mad,.
(4.29)

Ahora supongamos que r < m en ). En tal caso (4.15)) implica que
q < p. Asi, achicando ¢ si es necesario, como ™! = (t/c)"/?, de (4.21)) y

(4.29)) tenemos que

Am(z) f(v) — r(x)p(v) >

b
m(x) <)\k1 (Qm(%)l/p/\/tgéﬂ)q _ 6KM5?2/ mé%) > em(z)64(z) = Lyv.

a
En el caso en que r,m € L*>(§2) y infgm > 0, para todo ¢ suficientemente

pequenio también de (4.21]) y (4.29) resulta
Am(z) f(v) — r(z)p(v) =
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S\1/p 1 v ’ q
)\mk1<Qm(E) MQ5Q) — I loce KM%, [ méE >

ellmllaodt(z) > Lov.

O sea, en cualquier caso obtenemos una subsolucién de (4.27)) positiva en
). Més aun, estas subsoluciones tienden uniformemente a cero (por el Lema
(7)) cuando € — 0. Luego, como las soluciones (que estdn en P°) del
Teorema anterior son supersoluciones cuando r # 0, el Teorema da la
solucién buscada. Ademds tambien se deduce que limy_,g+ [[ux |z () = O,
y con calculos similares a los hechos en la dltima parde de la prueba del
Teorema se muestra que u) satisface (4.17]).

Supongamos ahora que valen las hipotesis del Teorema (77). Entonces
tomando v := S(emd{)}) donde ¢; esta dado por H1’. Como (4.28)) vale por

(4.9), procediendo como en (|4.29)) tenemos que
b
o(v) < EMK(%/ méd .
a

M4s atin, empleando (4.24)) en lugar de (4.21]) y argumentando como en los
dos parrafos anteriores podemos construir una subsolucién arbitrariamente
pequena y asi la prueba puede ser completada como antes. B

Escribimos m = m* —m™ con m* := méx(m,0) y m~ := max(—m,0).

Corolario 4.6. Sea m € L'(Q) tal que existe un abierto Qo C Q con 0 <
m Z 0 en Qg. Supongamos que se cumplen las hipdtesis de alguno de los
dos Teoremas anteriores con m™ en lugar de m. Entonces para todo A > 0
eziste u = uy € C1(Q) solucion de

Lu = m(z)f(u) enQ
0<u#0 en (4.30)
u=20 en OS).

Ademdas, uy cumple .

Prueba. Sea A > 0, sea wy € P° la solucién de con m™ en lugar
de m provista por alguno de los Teoremas anteriores. Es claro que w) es
supersolucién de (4.30)).

Por otro lado, como 0 < m # 0 en £y, de las pruebas de los Teoremas
anteriores notamos que podemos encontrar z = z) € C1(€)) con z) < uy en
Qo v tal que

Lz < Am(x)f(z) en Qo
{ z=0 en 09
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Definimos ahora, como u, € C(€) como uy := z) en Qp y uy := 0
en Q\Qp. Entonces u, es subsolucién de y con esto obtenemos la
existencia de una solucién para .

La tdltima afirmacién del enunciado es consecuencia directa de (4.17) y
del hecho de que para todo A > 0 la solucién obtenida de es menor
en todo 2 que la solucién de con mT en lugar de m provista por el
Teorema [4.5] W

4.1. Ejemplos

Supongamos z > 0 ya que podemos extender ¢ por imparidad.

(a) Sea ¢ : [0,00) — [0,00) continua y mondtona creciente, con ¢ es-
trictamente creciente en (0, xg) para algin xo > 0 en el caso que ¢(0) = 0.
Definimos

o(x) = 2Pp(z), p > 0. (4.31)

Es facil ver que ¢ cumple H1 con t; := 1y ¢(t) := tP, porque

p(tx) = (tx)Pp(tr) < Y(t)aPp(x) = ¢ (t)d(x)

para todo t € [0,¢1] y > 0. Mds atin, en este caso la condicién (4.15]) del
Teorema se cumple si y s6lo si p > ¢ y por lo tanto podemos poner por
ejemplo

f(&) = &%(¢), q<p,

con g : [0,00) — (0,00) cualquier funcién continua tal que ¢; < g(t) < co
para todo t > 0 y ciertas constantes ¢y, ca € (0,00).

Observamos ademads que ¢ cumple H2 si y sélo si ¢ cumple H2. Luego,

tomando ¢ que no cumpla H2 obtenemos una ¢ que cumple H1 pero no H2
(tomar por ejemplo p(z) = e~/* para z > 0y ¢(0) = 0).
Finalmente remarcamos que si |Q2| < 2, entonces el parrafo anterior junto
con la Observacién (i) implican que existe ¢ que satisface H1’ pero no
H2.

Mostramos a continuacion algunos casos particulares interesantes:

(al) Sea

o(x) = Pt 4 P2, p1 > p2 > 0.

Como ¢(x)/xP? es creciente, del primer parrafo en (a) resulta que ¢ cumple
H1, y ademas es obvio que ¢ cumple H2 con M = 1 y cualquier t5 > 0.
(a2) Sea
p(z) = e —1, p > 0.
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Un pequeno célculo muestra que ¢ := ¢(z)/aP es creciente, en efecto, como

—1(,zP..p P
, paP! (2P — e +1))
¢'(x) =

x2p

basta ver que e 2P —e® +1 > 0 lo cual es cierto pues g(z) := e 2P —e*’ 41
es una funcién creciente para x > 0 cuyo minimo se alcanza en z = 0, y es
g(0) = 0. Luego ¢ cumple H1. Més atin, ¢ satisface H2 por la Observacién
@ (ii). Notar ademds que si |[©2| > 2 entonces no vale y por lo tanto
¢ no cumple H1’ (y para cualquier Q, ¢ tampoco satisface la hip6tesis (P)
de la introduccién).
(a3) Sea
o(z) =e* —z— 1

Veamos que p(z) := ¢(z)/x? es creciente,

(e —1)z? —2z(e® —x — 1)
xt '

¢'(z) =

Como para todo y < 0 es 1 > e¥(1 — y) resulta que ez > e¥ — 1, sumando
e¥ — 1 en la desigualdad anterior obtenemos que e¥y + e¥ — 1 > 2e¥ — 2.
Entonces integrando entre [0,z] es (e — 1)z > 2(e” — z — 1) y finalmente
multiplicando a esta dltima desigualdad por x obtenemos que ¢'(z) > 0
y por lo tanto ¢ cumple H1. Ademéas recordando la Observacién (ii)
deducimos que ¢ satisface H2. Observamos que ¢ no satisface la condicion
(®) de la introduccién.
(ad) Sea

xpl

¢(z) :

e p1>p2 > 0.

Como ¢(x)/xP17P2 es creciente, deducimos que vale H1. Si bien no se cumple
(4.14)), es facil verificar que ¢ satisface H2 con to =1y M :=2(1+¢y). En
efecto

B {P1 xP1 B (tx)m 1 S 1
1t 14aP2 14 (to)r2 2 4ap2 T 2(14 )

o(t)o(x) o(tx).

(b) Sea
o(z) :=z(|Inz| + 1).

Se puede ver que ¢ no puede ser escrita como en (4.31)) con p > 0y ¢
monotona creciente. Veamos sin embargo que ¢ cumple H1 y H2. Sea p €
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(0,1). Elegimos t; > 0 tal que |Inz| < 1/#*~1 — 1 para todo t € [0,t].
Entonces para tales t y todo x > 0 se tiene que

o(tr) < tz(|Int|+|Inz|+1) < (4.32)
te[(1/t"7P —1)(|Inz| + 1) + (|Inz| + 1)] = tPo(x).

y vale H1. Ademads, usando la primer desigualdad de (4.32)) es facil ver que
se cumple H2 con M = 1 y cualquier t2 > 0. Notemos también que no vale
(4.14) para cualquier p € (0,1).
(c) Sea
¢(x) ==z —In(x + 1).
Es facil ver que ¢ cumple con p = 1y también . Es decir, satisface

H1’. A pesar de eso, también vale H1 con t; = 1 y 9(t) = ct para algin
c > 0 suficientemente grande. En efecto, para z > 0 fijo sea

xt — In(zt + 1)

H(t) = x —In(x 4+ 1)

, tel0,1]
como H(0) = 0, si vemos que H'(t) < ¢ para alguna ¢ > 0 que no dependa
de x, obtendriamos que vale H1. Es

1

o T B %t
B = —he+D <$_ xt+1> ~ (z—In(z+1)(at+1)

Six>1,alser lim =1y xt < xt + 1 resulta que

z—oo x — In(x + 1)

%t < T <
(z—In(z+1))(zt+1) " z—In(z+1) '

donde ¢; > 0 es una constante que no depende de =x.

Por otro lado, si 0 < z < 1 la funcién g(z) := WZH) estd acotada y al
ser t € [0,1] h(t) := #H también, entonces al ser H'(t) = g(x)h(t) resulta

que existe ca > 0 constante que no depende de x tal que H'(t) < ¢y. Luego,
tomando ¢ > méx{cy, ca} listo, pues de lo anterior es H'(t) < c.

Aunque (4.14)) no valga, usando la Observacién (iii) se deduce que ¢
satisface H2 pues

te' (tz) _ 2 (z+1) <

dpt) (z) (t—In(t+1))(tz+1)
para todo t € (0,1) y todo z € (0, cq).

t2(69+1)
(t—In(t+1)) ~ 1—In2

(ca+1)
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(d) Sea
o(x) := (In(x + 1))P, p > 0.

Es obvio que ¢ cumple (4.9)) y también (4.10) y por lo tanto ¢ cumple H1 .
Ademéas usando nuevamente la Observacién (ii) se ve que satisface H2.

Notamos ademds que es facil ver que ¢ no cumple H1 (y por lo tanto tampoco
cumple las hipétesis (@) o (®') de la introduccién) ya que

lim 207)
% 6 (@)

y luego no existe ¢ como en (4.8)) con 1 (0) = 0.

=1 paratodot >0
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