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Abstract
In many practical applications we are dealing with functions f that are not di�erentiable in the complex

sense. In these cases, our only option is to work with the real derivatives of u and v (where u and v are the
real and imaginary parts of f). However, this might make the computations of the gradients cumbersome and
tedious. To cope with this problem, we will develop an alternative formulation which, although it is based on
the real derivatives, it strongly resembles the notion of the complex derivative. In fact, if f is di�erentiable in
the complex sense, the developed derivatives will coincide with the complex ones. In this paper we study this
idea in detail. In chapter 1 we consider the preliminaries of the complex �eld and we deal with the Wirtinger0s
Calculus for functions of one complex variable. In chapter 2 we introduce the concept of complex random variable
and show how the results from the previous chapter lead to derivation and characterization of complex random
variable quantities such as moments, cumulants and circularity. Finally, in chapter 3 we study the complex
random vectors and characterize their second-order statistical properties. In addition, we present two important
distributions: the multivariate complex Gaussian distribution and its generalization, the complex multivariate
elliptic distribution.

Keywords: R�di�erentiability, Wirtinger's Calculus, complex random vector, complex Gaussian distribution.
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� 60E10
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Resumen

En muchas aplicaciones pr�acticas trabajamos con funciones f que no son diferenciables en el sentido complejo.
En estos casos, nuestra �unica opci�on es trabajar con las derivadas reales de u y v (donde u y v son las partes real e
imaginaria de f ). Sin embargo, esto podr��a hacer que los c�alculos de los gradientes sean engorrosos y tedioso. Para
hacer frente a este problema, desarrollamos una formulaci�on alternativa que, a pesar de que se basa en las derivadas
reales, se asemeja mucho a la noci�on de la derivada compleja. De hecho, si f es diferenciable en el sentido complejo,
las derivadas desarrolladas van a coincidir con las complejas. En el presente trabajo estudiamos con detalle esta
idea. En el cap��tulo 1 consideramos los preliminares del campo complejo y nos ocupamos del C�alculo de Wirtinger
para funciones de una variable compleja. En el cap��tulo 2 introducimos el concepto de variable aleatoria compleja
y mostramos c�omo los resultados del cap��tulo anterior conducen a la derivaci�on y caracterizaci�on de las cantidades
de una variable aleatoria compleja tales como momentos, cumulantes y circularidad. Finalmente en el cap��tulo
3 estudiamos los vectores aleatorios complejos y caracterizamos sus propiedades estad��sticas de segundo orden.
Adem�as presentamos dos distribuciones importantes: la distribuci�on Gaussiana compleja multivariada y su
generalizaci�on, la distribuci�on el�{ptica compleja multivariada.

Palabras clave: R�diferenciabilidad, C�alculo de Wirtinger, vector aleatorio complejo, distribuci�on Gaussiana
compleja.

Clasi�caci�on:

� 30E99

� 60E10

� 94A12
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Notaci�on

�i; j delta de Kronecker

� composici�on de funciones

M�1 inversa de una matriz no singular M

M> transpuesta de la matriz M

M� conjugada de la matriz M

MH transpuesta conjugada de la matriz M

On matriz nula n� n

On�m matriz nula n�m

In matriz identidad n� n

det(M) determinante de la matriz M

tr(M) traza de la matriz M

rg(M) rango de la matriz M

0V cero del espacio vectorial V

dim (V) dimensi�on del espacio vectorial V

Nu (T ) n�ucleo de la transformaci�on T

sup(A) supremo del conjunto A

P (A) partes del conjunto A

Ac complemento del conjunto A

#A cardinalidad del conjunto A

N0 conjunto de los n�umeros naturales uni�on el 0

XA funci�on indicadora del conjunto A

Sn permutaciones de f1; :::; ng en f1; :::; ng�
n
k

�
coe�ciente binomial

n! factorial

U(a; b) distribuci�on uniforme en el intervalo (a; b)

FX funci�on de distribuci�on acumulativa de la variable aleatoria X

E(X) esperanza de la variable aleatoria X

O(n) matrices ortogonales n� n

e:p: espacio de probabilidad

v:a: variable aleatoria

v:a:i:i:d: variables aleatorias independientes e id�enticamente distribuidas

$ igualdad en distribuci�on

[x] parte entera de x

X � distribuci�on de X
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= igualdad por de�nici�on
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Introducci�on

Las se~nales a valores complejos surgen frecuentemente en aplicaciones tan diversas como las comunicaciones,
el radar y la biomedicina, ya que la mayor��a de los formatos de modulaci�on pr�actica son de tipo complejo y las
aplicaciones como el radar y la imagen por resonancia magn�etica conducen a datos que son inherentemente a valores
complejos. El dominio complejo no s�olo proporciona una representaci�on conveniente para estas se~nales, sino tambi�en
una forma natural de preservar las caracter��sticas f��sicas de las se~nales y las transformaciones que atraviesan, tales
como la distorsi�on de fase y magnitud que experimenta una se~nal de comunicaciones. En todos estos casos, el
procesamiento tambi�en debe llevarse a cabo en el dominio complejo de tal manera que la informaci�on completa
(representada por la interrelaci�on de las partes real e imaginaria o la magnitud y la fase de la se~nal) pueda ser
totalmente explotada.

El c�alculo de Wirtinger se ha hecho muy popular en la comunidad de procesamiento de se~nales principalmente
en el contexto de �ltrado adaptativo complejo, como un medio para calcular, de manera elegante, gradientes de
funciones de p�erdida a valores reales de�nidas en dominios complejos (Cn). Tales funciones, obviamente, no son
holomorfas y por lo tanto la derivada compleja no puede ser utilizada. Tradicionalmente se considera que la funci�on
de p�erdida est�a de�nida en un dominio euclidiano con una doble dimensionalidad (R2n), entonces las derivadas reales
pueden ser empleadas. Debido a que este enfoque divisorio de las partes real e imaginaria conduce a expresiones
largas y complicadas, especialmente cuando se trabaja con funciones no lineales y / o derivadas de segundo orden,
a menudo obliga a hacer ciertas suposiciones para hacer los c�alculos m�as manejables. Una de esas suposiciones que
se hace com�unmente es la circularidad de las se~nales, lo que limita la utilidad de las soluciones desarrolladas ya que
muchas se~nales pr�acticas tienen distribuciones no circulares. El c�alculo de Wirtinger proporciona una formulaci�on
equivalente alternativa, que se basa en reglas y principios sencillos y que tiene una gran semejanza con las reglas
de la derivada compleja usual. Aunque esta metodolog��a es relativamente conocida en los pa��ses de habla alemana,
despu�es del trabajo pionero del matem�atico Wilhelm Wirtinger en el a~no 1926, y se ha implementado en aplicaciones
pr�acticas, s�olo recientemente se ha popularizado en la comunidad de investigaci�on de procesamiento de se~nales.

Cabe destacar que el fundamento te�orico del c�alculo de Wirtinger es la de�nici�on com�un de la derivada real.
Sin embargo, cuando la estructura compleja es tenida en cuenta resulta que, las derivadas reales se pueden describir
usando una formulaci�on equivalente y m�as elegante que tiene una sorprendente semejanza con la derivada compleja.
Por lo tanto, se pueden derivar reglas simples y los c�alculos de los gradientes, que pueden volverse tediosos si se
considera el espacio de doble dimensi�on R2n, se simpli�can.

El objetivo del presente trabajo consiste en establecer un conocimiento detallado acerca del c�alculo de Wirtinger
as�� como proporcionar un tratamiento riguroso de las propiedades de los vectores aleatorios complejos. Est�a dividido
en tres partes principales. En el Cap��tulo 1 introducimos el concepto de R�diferenciabilidad de una funci�on y
desarrollamos un marco �util en torno a dicha diferenciaci�on. Adem�as deducimos una extensi�on novedosa de la serie
de Taylor compleja usual, junto con importantes casos espec���cos. A continuaci�on, en el Cap��tulo 2 de�nimos las
variables aleatorias complejas y establecemos relaciones entre los momentos, funciones caracter��sticas, cumulantes
y circularidad de dichas variables. Finalmente, en el Cap��tulo 3 presentamos los vectores aleatorios complejos y
proporcionamos una descripci�on detallada de sus propiedades estad��sticas. Adem�as en este informe incluimos un
anexo, el cual tiene la intenci�on de facilitar la comprensi�on de la Secci�on 4 del Cap��tulo 1.
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1 C�alculo de Wirtinger sobre C

1.1 Campo complejo y funciones R�lineales

En esta secci�on consideramos los preliminares del campo complejo y, puesto que C es un R� espacio vectorial
as�� como un C� espacio vectorial, de�nimos dos tipos de funciones lineales: la funci�on R � lineal y la funci�on
C� lineal.

Notaci�on 1.1.1
El \campo complejo" es el conjunto de los n�umeros complejos, denotado por C, junto con la adici�on y la multipli-
caci�on compleja. El \complejo conjugado" de z = (x; y) = x + iy 2 C est�a de�nido como z� :

= (x;�y) = x � iy.
Con esta notaci�on podemos escribir la \parte real" y la \parte imaginaria" de un n�umero complejo z como
Re(z)

:
= x = 1

2 (z + z
�) y Im(z)

:
= y = 1

2 (z
� � z), respectivamente. El \m�odulo" de z = x + iy est�a de�nido

como el n�umero real no negativo jzj :=
p
x2 + y2 =

p
zz�. La \exponencial compleja", denotada por exp(z), est�a

de�nida como el n�umero complejo exp(z)
:
= exp(x) [cos(y) + i sin(y)], donde exp(x) para valores reales x denota

la funci�on exponencial usual. Cualquier n�umero complejo no nulo tiene una representaci�on polar, z = jzj exp(i�),
donde � = arg(z) se llama el \argumento" de z. El argumento �unico � = Arg(z) en el intervalo �� � � < � se
llama \argumento principal". El \logaritmo complejo" de z 6= 0, denotado por log(z), se de�ne como el n�umero
complejo log(z)

:
= log(jzj) + iArg(z) + i2�n donde n es un entero arbitrario. El valor particular del logaritmo dado

por log(jzj) + iArg(z) es llamado el \logaritmo principal" y ser�a denotado por Log(z).
El disco abierto con centro c = a + ib 2 C y radio r > 0 est�a de�nido como B(c; r)

:
= fz 2 C : jz � cj < rg.

Durante el presente trabajo U representar�a un conjunto abierto en C, es decir, para cada c 2 U existe r > 0 tal que
B(c; r) � U .

De�nici�on 1.1.2
Sea L : C �! C. Decimos que \L es R� lineal" si L(az + bw) = aL(z) + bL(w), 8 a, b 2 R y 8 z, w 2 C.

De�nici�on 1.1.3
Sea L : C �! C. Decimos que \L es C� lineal" si L(�z + �w) = �L(a) + �L(w), 8 �, � 2 C y 8 z, w 2 C.

Observaci�on 1.1.4
Si L : C �! C es C�lineal o R�lineal entonces L(0) = 0.

Demostraci�on:
L(0) = L(0� 0) = L (1 � 0 + (�1) � 0) = 1L(0) + (�1)L(0) = 0. �

Observaci�on 1.1.5
Sean L1; L2 : C �! C R�lineales y L : C �! C dada por L(z) := L1(z) + L2(z); z 2 C. Entonces L1 � L2 y L son
R�lineales.

Demostraci�on:
Sean a; b 2 R y z; w 2 C. Entonces

L1 � L2(az + bw) = L1 (aL2(z) + bL2(w))

= a(L1(L2(z)) + b(L1(L2(w)

= a(L1 � L2)(z) + b(L1 � L2)(w)

y

L(az + bw) = L1(az + bw) + L2(az + bw)

= aL1(z) + bL1(w) + aL2(z) + bL2(w)

= a(L1(z) + L2(z)) + b(L1(w) + L2(w))

= aL(z) + bL(w).
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Por lo tanto L es R�lineal. �

Proposici�on 1.1.6
L : C �! C es R�lineal () 9! � 2 C; � 2 C tales que L(z) = �z + �z�; 8 z 2 C.

Demostraci�on:
( =) ) Existencia:

Sea z = x+ iy 2 C y consideramos � = L(1)�iL(i)
2 y � = L(1)+iL(i)

2 . Luego

�z + �z� =

�
L(1)

2
� iL(i)

2

�
(x+ iy) +

�
L(1)

2
+ i

L(i)

2

�
(x� iy)

=
L(1)

2
x+ i

L(1)

2
y � iL(i)

2
x+

L(i)

2
y +

L(1)

2
x� iL(1)

2
y + i

L(i)

2
x+

L(i)

2
y

= L(1)x+ L(i)y

= L(1x+ yi)

= L(z).

Unicidad:
Supongamos que existen �; �̂; � y �̂ 2 C tales que L(z) = �z + �z� y L(z) = �̂z + �̂z�, 8 z 2 C. Luego

�z + �z� = �̂z + �̂z�, 8 z 2 C. En particular
�

�+ � = �̂+ �̂

(�� �)i = (�̂� �̂)i
, es decir

�
�+ � = �̂+ �̂

�� � = �̂� �̂
.

Sumando miembro a miembro las igualdades anteriores obtenemos que � = �̂ y � = �̂.

((= ) Sean a, b 2 R y z, w 2 C. Por hip�otesis

L(az + bw) = �(az + bw) + �(az + bw)�

= �az + �bw + �(a�z� + b�w�)

= a�z + b�w + �az� + �bw�

= a(�z + �z�) + b(�w + �w�)

= aL(z) + bL(w),

entonces L es R�lineal. �

Proposici�on 1.1.7
L : C �! C es C�lineal () 9! � 2 C tal que L(z) = �z, 8 z 2 C.

Demostraci�on:
( =) ) Sea z 2 C arbitrario y consideremos � :

= L(1), entonces L(z) = L(1 �z+0 �z) = zL(1)+0L(z) = zL(1) = z�.

( (= ) Sean a, b, z y w 2 C arbitrarios, luego L(az + bw) = �(az + bw) = a�z + b�w = aL(z) + bL(w). Por lo
tanto L es C�lineal. �

De�nici�on 1.1.8
Sean n y p 2 N. Decimos que:
\L : Cn �! Cp es R� lineal" si L(az+ bw) = aL(z) + bL(w), 8 a, b 2 R y 8 z, w 2 Cn.

\L : Cn �! Cp es C� lineal" si L(�z+ �w) = �L(z) + �L(w), 8 �, � 2 C y 8 z, w 2 Cn.

Proposici�on 1.1.9
L : Cn �! Cp es C�lineal () 9 M 2 Cp�n tal que L(z) =Mz, 8 z 2 Cn.

Demostraci�on:

11



( =) ) Para cada j 2 f1; :::; ng sea ej
:
=

264e1j...
enj

375 2 Cn, donde eij = �ij para todo i 2 f1; :::; ng. Es decir fe1; :::; eng

es la base can�onica de Cn. Por tanto,

z 2 Cn () 9! z1; :::; zn 2 C tales que z =
nX
j=1

zjej .

Ahora, para cada j 2 f1; :::; ng, sea L(ej)
:
=

264m1j

...
mpj

375 2 Cp y M :
=

264m11 m12 ::: m1n

...
...

mp1 mp2 ::: mpn

375.
Por hip�otesis

L(z) =
nX
j=1

zjL(ej) =

264m11 m12 ::: m1n

...
...

mp1 mp2 ::: mpn

375
264z1...
zn

375 =Mz,

de donde se sigue el resultado.

((= ) Sean �; � 2 C y z, w 2 Cn arbitrarios, entonces

L(�z+ �w) =M(�z+ �w) = �Mz+ �Mw = �L(z) + �L(w).

Por lo tanto L es C�lineal. �

Proposici�on 1.1.10
L : Cn �! Cp es R�lineal () 9 L1, L2 : Cn �! Cp C�lineales tales que L(z) = L1(z) + L2(z

�), 8 z 2 Cn.

Demostraci�on:
( =) ) Por la Proposici�on 1.1.9 es su�ciente ver que 9 M y N 2 Cp�n tales que L(z) =Mz+Nz�, 8 z 2 Cn.
Sean

M =
�
M�1 M�2 ::: M�n

�
con M�j =

L(ej)� iL(iej)
2

, 8 j 2 f1; :::; n g y

N =
�
N�1 N�2 ::: N�n

�
con N�j =

L(ej) + iL(iej)

2
, 8 j 2 f1; :::; ng .

Adem�as, supongamos que z =

264z1...
zn

375 =
264x1 + iy1...
xn + iyn

375 2 Cn. La R�linealidad de L implica que
L(z) = L(z1e1 + :::+ znen) =

nX
j=1

(xjL(ej) + yjL(iej)) .

Por otra parte

Mz = (M�1)z1 + (M�2)z2 + :::+ (M�n)zn

=
nX
j=1

[(M�j)xj + i(M�j)yj ]

=
1

2

nX
j=1

[(L(ej)� iL(iej))xj + i(L(ej)� iL(iej))yj ]

=
1

2

nX
j=1

(L(ej)xj � iL(iej)xj + iL(ej) yj + L(iej)yj).

12



An�alogamente,

Nz� =
1

2

nX
j=1

(L(ej)xj + iL(iej)xj � iL(ej)yj + L(iej)yj).

De ello y de lo anterior se sigue que

Mz+ Nz� =
1

2

nX
j=1

(2L(ej)xj + 2L(iej)yj) =
nX
j=1

(L(ej)xj + L(iej)yj).

Finalmente obtenemos que L(z) =Mz+ Nz�.

((= ) Supongamos que L(z) = L1(z) +L2(z
�), 8 z 2 Cn. Sean a, b 2 R y z, w 2 Cn arbitrarios. Puesto que L1 y

L2 son C�lineales

L(az+ bw) = L1(az+ bw) + L2(az
� + bw�)

= aL1(z) + bL1(w) + aL2(z
�) + bL2(w

�)

= a( L1(z) + L2(z
�)) + b(L1(w) + L2(w

�))

= aL(z) + bL(w),

con lo cual L es R�lineal. �

1.2 C�alculo C� R

La idea esencial de la diferenciaci�on es la linealizaci�on de una funci�on alrededor de un punto. Como hay
dos tipos de funciones lineales en el dominio complejo, entonces tenemos dos tipos de diferenciaci�on: la R �
diferenciabilidad y la C� diferenciabilidad. En esta secci�on trabajamos con estos conceptos. Adem�as, dada una
funci�on R�diferenciable f , de�nimos los operadores R�derivada de f y R�derivada conjugada de f . Por �ultimo,
derivamos una versi�on de la regla de la cadena para funciones R�diferenciables.

De�nici�on 1.2.1
Sea U � C un abierto. Decimos que:
\f : U �! C es R� diferenciable en z 2 U" si 9 L : C �! C R�lineal tal que

lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� L(h)
jhj = 0.

\f : U �! C es C� diferenciable en z 2 U" si 9 L : C �! C C�lineal tal que

lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� L(h)
jhj = 0.

Adem�as decimos que:
\f : U �! C es R� diferenciable en U" si f es R�diferenciable en z, 8 z 2 U .
\f : U �! C es C� diferenciable en U" si f es C�diferenciable en z, 8 z 2 U .

Las funciones que son C�diferenciables en un dominio se llaman \holomorfas" y son el objeto de estudio del
An�alisis Funcional. Sin embargo nosotros estaremos interesados principalmente en aquellas funciones que son
R�diferenciables.
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Observaci�on 1.2.2
Sea U � C un abierto. Si f : U �! C es R�diferenciable en z 2 U entonces f es continua en z.

Demostraci�on:
Por hip�otesis 9 L : C �! C R�lineal tal que

lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� L(h)
jhj = 0.

Entonces f(z + h)� f(z) = L(h) + jhj "(h) con limjhj!0 "(h) = 0 y, por consecuencia

lim
jhj!0

(f(z + h)� f(z)) = lim
jhj!0

(L(h) + jhj "(h)) = lim
jhj!0

L(h) + lim
jhj!0

jhj "(h) = 0:

Por ende, f es continua en z. �

Proposici�on 1.2.3
Sean U � C un abierto, f : U �! C R�diferenciable (C�diferenciable) en z 2 U , L1 : C �! C y L2 : C �! C
R�lineales (C�lineales) tales que

lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� Lj(h)
jhj = 0 para j 2 f1; 2g .

Entonces L1 = L2.

Demostraci�on:
Notemos que

lim
jhj!0

L1(h)� L2(h)
jhj = lim

jhj!0

L1(h) + f(z)� f(z) + f(z + h)� f(z + h)� L2(h)
jhj

= lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� L2(h)
jhj � lim

jhj!0

f(z + h)� f(z)� L1(h)
jhj

= 0� 0 = 0.

Queremos probar que L1(u) = L2(u), 8 u 2 C. Si u = 0 entonces L1(u) = 0 = L2(u) por la Observaci�on 1.1.4.
Supongamos ahora que u 6= 0. Como

lim
jhj!0

L1(h)� L2(h)
jhj = 0

dado " > 0 9 � > 0 tal que si h 2 B(0; �) entonces jL1(h)�L2(h)j
jhj < "

juj . Consideremos h
:
= u�

2juj y, puesto que

jhj = �
2 < �, resulta que

jL1(h)� L2(h)j < jhj
"

juj . (1.2.3.1)

La R�linealidad de Lj junto con (1.2.3.1) implican que

jL1(h)� L2(h)j =

�����L1
 
2 juj
�

u
2juj
�

!
� L2

 
2 juj
�

u
2juj
�

!�����
=

����L1�2 juj� h

�
� L2

�
2 juj
�
h

�����
=

2 juj
�
jL1(h)� L2(h)j

<
2 juj
�
jhj "juj =

2 juj
�

�

2

"

juj = ".
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Tomando l��mite cuando "! 0 obtenemos que L1(u) = L2(u). �

De�nici�on 1.2.4
Sean U � C un abierto, f : U �! C R�diferenciable (C�diferenciable) en z 2 U . Llamamos \R � derivada de f
en z" (\C�derivada de f en z") a la �unica funci�on R�lineal (C�lineal), denotada por Dr(f)(z) : C �! C, tal que

lim
jhj!0

jf(z + h)� f(z)�Dr(f)(z)(h)j
jhj = 0.

Notaci�on 1.2.5
Sean A � R2 un abierto, g : A �! R una funci�on y (x; y) 2 A.
Si la funci�on t 7! g(t; y) es diferenciable en x, escribimos D1(g)(x; y) para denotar la derivada de tal funci�on en x
y la llamamos \derivada parcial con respecto a la primer variable de g en (x; y)".
An�alogamente si la funci�on t 7! g(x; t) es diferenciable en y, escribimos D2(g)(x; y) para denotar la derivada de tal
funci�on en y y la llamamos \derivada parcial con respecto a la segunda variable de g en (x; y)".

De�nici�on 1.2.6
Sea f : C �! C una funci�on. Llamamos \parte real de f " a la funci�on uf : R2 �! R dada por

uf (x; y)
:
= Re(f(x+ iy)); (x; y) 2 R2.

An�alogamente llamamos \parte imaginaria de f " a la funci�on vf : R2 �! R dada por

vf (x; y)
:
= Im(f(x+ iy)); (x; y) 2 R2.

Proposici�on 1.2.7
Sean U � C un abierto, f : U �! C R�diferenciable en z = x+ iy 2 U . Entonces
1. Existen D1(uf )(x; y), D1(vf )(x; y), D2(uf )(x; y) y D2(vf )(x; y).
2. Se cumple que

Dr(f)(z)(h) = D1(f)(z) � Re(h) + D2(f)(z) � Im(h), 8 h 2 C

donde

D1(f)(z)
:
= D1(uf )(x; y) + iD1(vf )(x; y) y

D2(f)(z)
:
= D2(uf )(x; y) + iD2(vf )(x; y).

Demostraci�on:
1. Para abreviar notaci�on sea L

:
= Dr(f)(z).

A�rmaci�on 1:
t 7! uf (t; y) es diferenciable en x y su derivada es Re(L(1)). Es decir D1(uf )(x; y) = Re(L(1)).

Demostraci�on A�rmaci�on 1:

uf (x+ t; y)� uf (x; y) = Re(f(z + t)� f(z))
= Re(f(z + t)� f(z)� L(t))
= Re(f(z + t)� f(z)� L(t)) + Re(L(t)),

entonces

uf (x+ t; y)� uf (x; y)
t

= Re

�
f(z + t)� f(z)� L(t)

t

�
+Re

�
L(t)

t

�
= Re

�
f(z + t)� f(z)� L(t)

t

�
+Re(L(1)),
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y, por tanto,

D1(uf )(x; y) = lim
t!0

Re f(x+ t; y)� Re f(x; y)
t

= Re(L(1)).

A�rmaci�on 2:
t 7! vf (t; y) es diferenciable en x y su derivada es Im(L(1)). Es decir D1(vf )(x; y) = Im(L(1)).

Demostraci�on A�rmaci�on 2:

vf (x+ t; y)� vf (x; y) = Im(f(z + t)� f(z))
= Im(f(z + t)� f(z)� L(t))
= Im(f(z + t)� f(z)� L(t)) + Im(L(t)),

entonces

vf (x+ t; y)� vf (x; y)
t

= Im

�
f(z + t)� f(z)� L(t)

t

�
+ Im

�
L(t)

t

�
= Im

�
f(z + t)� f(z)� L(t)

t

�
+ Im(L(1)),

y, por tanto,

D1(vf )(x; y) = lim
t!0

vf (x+ t; y)� vf (x; y)
t

= Im(L(1)).

A�rmaci�on 3:
t 7! uf (x; t) es diferenciable en y y su derivada es Re(L(i)). Es decir D2(uf )(x; y) = Re(L(i)).

Demostraci�on A�rmaci�on 3:

uf (x; y + t)� uf (x; y) = Re(f(z + it)� f(z))
= Re(f(z + it)� f(z)� L(it))
= Re(f(z + it)� f(z)� L(it)) + Re(L(it)),

entonces

uf (x; y + t)� uf (x; y)
t

= Re

�
f(z + it)� f(z)� L(it)

t

�
+Re

�
L(it)

t

�
= Re

�
f(z + it)� f(z)� L(it)

t

�
+Re(L(i)),

y, por tanto,

D2(uf )(x; y) = lim
t!0

uf (x; y + t)� uf (x; y)
t

= Re(L(i)).

A�rmaci�on 4:
t 7! vf (x; t) es diferenciable en y y su derivada es Im(L(i)). Es decir D2(vf )(x; y) = Im(L(i)).

Demostraci�on A�rmaci�on 4:

vf (x; y + t)� vf (x; y) = Im(f(z + it)� f(z))
= Im(f(z + it)� f(z)� L(it))
= Im(f(z + it)� f(z)� L(it)) + Im(L(it)),

entonces

vf (x; y + t)� vf (x; y)
t

= Im

�
f(z + it)� f(z)� L(it)

t

�
+ Im

�
L(it)

t

�
= Im

�
f(z + it)� f(z)� L(it)

t

�
+ Im(L(i)),
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y, por tanto,

D2(vf )(x; y) = lim
t!0

vf (x; y + t)� vf (x; y)
t

= Im(L(i)).

2. Sea h = h1 + ih2 2 C arbitrario. Por la R�linealidad de L y las a�rmaciones anteriores tenemos que

Dr(f)(z)(h) = L(h)

= Re(L(h)) + i Im(L(h)

= Re(h1L(1) + h2L(i)) + i Im(h1L(1) + h2L(i))

= h1Re(L(1)) + h2Re(L(i)) + ih1 Im(L(1)) + ih2 Im(L(i))

= h1 [Re(L(1)) + i Im(L(1))] + h2 [Re(L(i)) + i Im(L(i))]

= h1 [D1(uf )(x; y) + iD1(vf )(x; y)] + h2 [D2(uf )(x; y) + iD2(vf )(x; y)]

= Re(h)D1(f)(z) + Im(h)D2(f)(z),

lo cual prueba 2. �

Corolario 1.2.8
Sean U � C un abierto, f : U �! C R�diferenciable en z = x+ iy 2 U . Entonces

Dr(f)(z)(h) =
@f

@�
(z) � h+ @f

@��
(z) � h�, 8 h 2 C

donde

@f

@�
(z)

:
=

D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y)

2
+ i

D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y)

2
y

@f

@��
(z)

:
=

D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y)

2
+ i

D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y)

2
.

Decimos que @f
@� (z) es la \R � derivada de f en z" y que @f

@�� (z) es la \R � derivada conjugada de f en z". El
c�alculo diferencial basado en estos operadores es conocido como \C�alculo de Wirtinger" o \C�alculo C� R".

Demostraci�on:
Sea h 2 C arbitrario. Como Dr(f)(z) es R�lineal, la Proposici�on 1.1.6 nos asegura que

Dr(f)(z)(h) = �h+ �h�

donde

� =
Dr(f)(z)(1)� iDr(f)(z)(i)

2
y � =

Dr(f)(z)(1) + iDr(f)(z)(i)

2
.

Pero, por la parte 2 de la Proposici�on anterior sabemos que Dr(f)(z)(1) = D1(f)(z) y Dr(f)(z)(i) = D2(f)(z).
Reemplazando resulta que � = @f

@� (z) y � =
@f
@�� (z), con lo cual queda culminada la prueba. �

Proposici�on 1.2.9
Sea f : C �! C dada por f(z) := z�; 8 z 2 C. Entonces
1. f no es C�diferenciable.
2. f es R�diferenciable en C, @f@� (z) = 0 y

@f
@�� (z) = 1, 8 z 2 C.

Demostraci�on:
1. Sea z = x + iy 2 C cualquiera y supongamos por el absurdo que f es C�diferenciable en z. Por de�nici�on 9
L : C �! C C�lineal tal que

lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� L(h)
jhj = 0,
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luego

0 = lim
jhj!0

(z + h)� � z� � L(h)
jhj = lim

jhj!0

h� � L(h)
jhj = lim

jhj!0

h� � hL(1)
jhj .

Pero si este l��mite existe entonces debe existir independientemente de la direcci�on en la cual jhj se aproxima a 0.
Sea h! 0 a lo largo del eje real por derecha entonces

lim
jhj!0

h� � hL(1)
jhj = 1� L(1):

Ahora sea h! 0 a lo largo del eje imaginario por arriba entonces

lim
jhj!0

h� � hL(1)
jhj = �i(1 + L(1)).

Por �ultimo, si me aproximo al origen a lo largo del eje imaginario por abajo, resulta que

lim
jhj!0

h� � hL(1)
jhj = i(1 + L(1)).

Por lo tanto no puede existir tal l��mite.
2. Sean a, b 2 R y z, w 2 C arbitrarios, entonces

f(az + bw) = (az + bw)� = az� + bw� = af(z) + bf(w),

as�� f es R�lineal. Adem�as

lim
jhj�!0

jf(z + h)� f(z)� f(h)j
jhj = lim

jhj�!0

j(z + h)� � z� � h�j
jhj = 0, 8 z 2 C.

Por lo tanto f es R�diferenciable. Ahora sea z = x + iy 2 C arbitrario, como uf (x; y) = x y vf (x; y) = �y,
entonces

D1(uf )(x; y) = 1, D2(vf )(x; y) = �1 y D1(vf )(x; y) = 0 = D2(uf )(x; y).

Se sigue por la Proposici�on 1.2.8 que

@f

@�
(z) =

D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y)

2
+ i

D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y)

2
= 0 y

@f

@��
(z) =

D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y)

2
+ i

D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y)

2
= 1. �

Proposici�on 1.2.10
Sea L : C �! C R�lineal y sea L� : C �! C dada por L�(z) := (L(z))�, 8 z 2 C. Entonces L� es R�lineal.

Demostraci�on:
Sean a, b 2 R y z, w 2 C arbitrarios. Entonces

L�(az + bw) = (L(az + bw))� = (aL(z) + bL(w))� = a(L(z))� + b(L(w))� = aL�(z) + bL�(w),

lo que implica la R�linealidad. �

Proposici�on 1.2.11
Sean U � C un abierto, f : U �! C y f� : U �! C dada por f�(u) := f(u)�, 8 u 2 U . Si f es R�diferenciable en
z 2 U entonces f� tambi�en y se cumplen

@f�

@�
(z) =

�
@f

@��
(z)

��
y
@f�

@��
(z) =

�
@f

@�
(z)

��
.
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Demostraci�on:
Sea L� como en la Proposici�on anterior. Por la Proposici�on 1.2.9 la funci�on g : C �! C dada por g(z) :

= z�, 8
z 2 C es R�diferenciable. Luego, por la Observaci�on 1.2.2, g resulta continua. Entonces

lim
jhj!0

f�(z + h)� f�(z)� L�(h)
jhj = lim

jhj!0

f(z + h)� � f(z)� � L(h)�
jhj

= lim
jhj!0

[f(z + h)� f(z)� L(h)]�

jhj

= lim
jhj!0

�
f(z + h)� f(z)� L(h)

jhj

��
=

�
lim
jhj!0

f(z + h)� f(z)� L(h)
jhj

��
= 0�

= 0

y por lo tanto f� es R�diferenciable en z. Ahora, dado que

uf�(x; y) = Re(f�(x+ iy)) = Re(f(x+ iy)�) = Re(f(x+ iy)) = uf (x; y) y

vf�(x; y) = Im(f�(x+ iy)) = Im(f(x+ iy)�) = � Im(f(x+ iy)) = �vf (x; y)

resultan

@f�

@�
(z) =

D1(uf�)(x; y) +D2(vf�)(x; y)

2
+ i

D1(vf�)(x; y)�D2(uf�)(x; y)

2

=
D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y)

2
� iD1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y)

2

=

�
@f

@��
(z)

��
y

@f�

@��
(z) =

D1(uf�)(x; y)�D2(vf�)(x; y)

2
+ i

D1(vf�)(x; y) +D2(uf�)(x; y)

2

=
D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y)

2
� iD1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y)

2

=

�
@f

@�
(z)�

�
. �

Proposici�on 1.2.12 (Regla de la cadena)
Sean U y V abiertos en C, f : U �! C, g : V �! C y z 2 U tal que f(z) 2 V . Si f es R�diferenciable en z y g es
R�diferenciable en f(z) entonces:
1. g � f es R�diferenciable en z.
2. Se cumple que

Dr(g � f)(z)(h) = Dr(g)(f(z)) �Dr(f)(z)(h); 8 h 2 C.

3. Se cumple que

@(g � f)
@�

(z) =
@g

@�
(f(z))

@f

@�
(z) +

@g

@��
(f(z))

@f�

@�
(z) y

@(g � f)
@��

(z) =
@g

@�
(f(z))

@f

@��
(z) +

@g

@��
(f(z))

@f�

@��
(z).

Demostraci�on:
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1. Por ser f R�diferenciable en z tenemos que limjhj!0
jf(z+h)�f(z)�L1(h)j

jhj = 0, donde L1
:
= Dr(f)(z); o sea

f(z + h)� f(z) = L1(h) + jhj "1(h)

con limjhj!0 "1(h) = 0. Notemos que

(g � f)(z + h)� g(f(z)) = g(f(z) + k(h))� g(f(z))

donde k(h)
:
= f(z + h) � f(z). Como g es R�diferenciable en f(z) entonces limjhj!0

jg(f(z)+h)�g(f(z))�L2(h)j
jhj = 0,

donde L2
:
= Dr(g)(f(z)); o sea

(g � f)(z + h)� g(f(z)) = L2(k(h)) + jk(h)j "2(k(h))

con limjk(h)j!0 "2(k(h)) = 0. Luego

(g � f)(z + h)� g(f(z)) = L2(L1(h) + jhj "1(h)) + jk(h)j "2(k(h))
= L2(L1(h)) + L2(jhj "1(h)) + jk(h)j "2(k(h))
= (L1 � L2)(h) + jhjL2("1(h)) + jk(h)j "2(k(h))

= (L1 � L2)(h) + jhj
�
L2("1(h)) +

jk(h)j
jhj "2(k(h))

�
.

Por la De�nici�on 1.2.4 faltar��a ver que

lim
jhj!0

�
L2("1(h)) +

jk(h)j
jhj "2(k(h))

�
= 0. (1.2.12.1)

Pero como L2 es R�lineal entonces es continua, por lo cual

lim
jhj!0

L2("1(h)) = L2

�
lim
jhj!0

"1(h)

�
= L2(0) = 0.

Adem�as, por ser f R�diferenciable en z, f resulta continua en z. Entonces

0 = lim
jhj!0

f(z + h)� f(z) = lim
jhj!0

k(h) =) lim
jhj!0

"2(k(h)) = 0.

Ahora, por la R�linealidad de L1 sabemos que 9 �; � 2 C tales que L1(z) = �z + �z�, 8 z 2 C. Luego

jk(h)j
jhj =

jf(z + h)� f(z)j
jhj =

jL1(h) + jhj "1(h)j
jhj

� jL1(h)j
jhj +

jh"1(h)j
jhj =

j�h+ �h�j
jhj + j"1(h)j

� j�j+ j�j+ j"1(h)j

y, por tanto,

lim
jhj!0

jk(h)j
jhj � j�j+ j�j+ lim

jhj!0
j"1(h)j = j�j+ j�j .

Finalmente

lim
jhj!0

�
L2("1(h)) +

jk(h)j
jhj "2(k(h))

�
= lim

jhj!0
L2("1(h)) +

�
lim
jhj!0

jk(h)j
jhj

��
lim
jhj!0

"2(k(h))

�
� lim

jhj!0
L2("1(h)) + (j�j+ j�j)

�
lim
jhj!0

"2(k(h))

�
= 0,

es decir se cumple (1.2.12.1).
2. Se deduce directamente por la Proposici�on 1.2.3.
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3. Por el Corolario 1.2.8 se siguen las siguientes igualdades

L1(h) = Dr(f)(z)(h) =
@f

@�
(z)h+

@f

@��
(z)h�,

L2(h) = Dr(g)(f(z))(h) =
@g

@�
(f(z))h+

@g

@��
(f(z))h� y

Dr(g � f)(z)(h) =
@(g � f)
@�

(z)h+
@(g � f)
@��

(z)h�, 8 h 2 C.

Utilizando el inciso 2 y la Proposici�on 1.2.11 tenemos que

Dr(g � f)(z)(h) = Dr(g)(f(z)) �Dr(f)(z)(h)

= L2

�
@f

@�
(z)h+

@f

@��
(z)h�

�
= L2

�
@f

@�
(z)h

�
+ L2

�
@f

@��
(z)h�

�
=

@g

@�
(f(z))

@f

@�
(z)h+

@g

@��
(f(z))

�
@f

@�
(z)h

��
+
@g

@�
(f(z))

@f

@��
(z)h� +

@g

@��
(f(z))

�
@f

@��
(z)h�

��
=

@g

@�
(f(z))

@f

@�
(z)h+

@g

@��
(f(z))

�
@f

@�
(z)

��
h� +

@g

@�
(f(z))

@f

@��
(z)h� +

@g

@��
(f(z))

�
@f

@��
(z)

��
h

=
@g

@�
(f(z))

@f

@�
(z)h+

@g

@��
(f(z))

@f�

@��
(z)h� +

@g

@�
(f(z))

@f

@��
(z)h� +

@g

@��
(f(z))

@f�

@��
(z)h

=

�
@g

@�
(f(z))

@f

@�
(z) +

@g

@��
(f(z))

@f�

@��
(z)

�
h+

�
@g

@��
(f(z))

@f�

@��
(z) +

@g

@�
(f(z))

@f

@��
(z)

�
h�:

Luego por la unicidad de la Proposici�on 1.1.5 y el Corolario 1.2.8 resulta 3. �

Nota 1.2.13
Sean U � C un abierto y f : U �! C R�diferenciable en z = x + iy 2 U . Usando la de�nici�on de D1(f)(z),
D2(f)(z),

@f
@� (z) y de

@f
@�� (z) deducimos que

@f

@�
(z) =

D1(f)(z)� iD2(f)(z)

2
y
@f

@��
(z) =

D1(f)(z) + iD2(f)(z)

2
.

1.3 El gradiente y la matriz Hessiana complejas

En esta secci�on proponemos una de�nici�on para el gradiente complejo y la matriz Hessiana compleja de
una funci�on real de variables complejas. Mostramos que, tanto el gradiente como la Hessiana compleja, est�an
relacionados con sus contrapartes reales mediante simples transformaciones lineales. Adem�as, obtenemos algunas
propiedades de la Hessiana compleja, en particular sus autovalores. Un buen tratamiento de estos temas se pueden
encontrar en el trabajo de Van den Bros [7].

Notaci�on 1.3.1
Sean n 2 N, A � R2n un abierto y F : A �! R dos veces continuamente diferenciable en A. El gradiente de F en
w

:
= (w1; :::; w2n)

> 2 A ser�a
rF (w) := (D1(F )(w); :::; D2n(F )(w))

>,

donde Dj(F )(w) es la derivada en wj de la funci�on

t 7! F ((w1; :::; wj�1; t; wj+1; :::; w2n)
>),

21



para cada j 2 f1; :::; 2ng. La matriz Hessiana de F en w 2 A ser�a

D2(F )(w)
:
=

26664
D2
1(F )(w) D1D2(F )(w) ::: D1D2n(F )(w)

D2D1(F )(w) D2
2(F )(w) ::: D2D2n(F )(w)

...
...

. . .
...

D2nD1(F )(w) D2nD2(F )(w) ::: D2
2n(F )(w)

37775 ,
donde D2

j (F )(w) es la derivada segunda en wj de la funci�on

t 7! F ((w1; :::; wj�1; t; wj+1; :::; w2n)
>),

para cada j 2 f1; :::; 2ng y DjDk(F )(w) es la derivada en wj de la funci�on

t 7! Dk(F )((w1; :::; wj�1; t; wj+1; :::; w2n)
>),

para cada j; k 2 f1; :::; 2ng con j 6= k.

De�nici�on 1.3.2
Sea w0 = (w

1
0; :::; w

2n
0 )

> 2 A. Llamamos \polinomio de Taylor de orden 2 de F en w0" a

w 7! F (w0) +rF (w0)>(w �w0) +
1

2
(w �w0)>D2(F )(w0)(w �w0), 8 w 2 R2n.

Nota 1.3.3

Sea J
:
=

�
1 i
1 �i

�
2 C2�2. Es sencillo ver que J�1 = 1

2J
H . Para cada j 2 f1; :::; ng sea zj = xj + iyj 2 C donde xj

e yj est�an en R. Entonces �
zj
z�j

�
=

�
1 i
1 �i

� �
xj
yj

�
= J

�
xj
yj

�
.

Sea v 2 C2n dada por

v
:
=
�
z1 z�1 � � � zn z�n

�>
=M

�
x1 y1 � � � xn yn

�>
donde M

:
=

26664
J O2 ::: O2
O2 J ::: O2
...

...
. . .

...
O2 O2 ::: J

37775 2 C2n�2n.
No es dif��cil ver que M es invertible y que M�1 = 1

2M
H . Luego

�
x1 y1 � � � xn yn

�>
= 1

2M
Hv.

Pero, como x1, y1,:::, xn, yn 2 R, resulta que
�
x1 y1 � � � xn yn

�>
=
�
x1 y1 � � � xn yn

�H
y as��

�
x1 y1 � � � xn yn

�>
=
1

2
M>v�.

Veamos ahora las f�ormulas de la Notaci�on 1.3.1 y de la De�nici�on 1.3.2, en la notaci�on de arriba. Para cada
j 2 f1; :::; ng sea

zj0 = xj0 + iy
j
0

donde xj0 e y
j
0 est�an en R. De�nimos para cada j 2 f1; :::; ng w2j�1

:
= xj , w2j

:
= yj , w

2j�1
0

:
= xj0 y w

2j
0

:
= yj0.

Adem�as sean

v0
:
=
�
z10 (z10)

� � � � zn0 (zn0 )
��> , w0 :

=
�
w10 w20 � � � w2n0

�>
y w

:
=
�
w1 w2 � � � w2n

�>
.

Luego, como m�as arriba, tenemos que

w =
1

2
MHv =

1

2
M>v� y w0 =

1

2
MHv0 =

1

2
M>v�0.
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Por lo tanto v =Mw y v0 =Mw0.
Sea U

:
= fMw : w 2 Ag. Como A es abierto en R2n y la funci�on g : C2n �! R2n dada por g(v) :

= M�1v es
continua, entonces U es un abierto en C2n. De�nimos f : U �! C por

f(v)
:
= F (w) si v =Mw.

De�nici�on 1.3.4 (Continuaci�on de la Nota 1.3.3)

Llamamos \gradiente complejo de f en v0" a rf(v0)
:
= 1

2M
�rF (w0).

Nota 1.3.5
Como 1

2M
>M� = I2n entonces rF (w0) = M>rf(v0). Por otra parte, como f es en realidad a valores en R,

tenemos que uf = F y vf = 0.

Nota 1.3.6
Notemos que

rf(v0) =
1

2
M�rF (w0) =

1

2

26664
J� O2 ::: O2
O2 J� ::: O2
...

...
. . .

...
O2 O2 ::: J�

37775
26664
D1F (w0)
D2F (w0)

...
D2nF (w0)

37775 =
26666664

D1(F )(w0)�iD2(F )(w0)
2

D1(F )(w0)+iD2(F )(w0)
2
...

D2n�1(F )(w0)�iD2n(F )(w0)
2

D2n�1(F )(w0)+iD2n(F )(w0)
2

37777775 .

Teniento en cuenta las de�niciones dadas en el Corolario 1.2.8, de�nimos

@f

@�j
(v0)

:
=
D2j�1(F )(w0)� iD2j(F )(w0)

2
y
@f

@��j
(v0)

:
=
D2j�1(F )(w0) + iD2j(F )(w0)

2
,

para cada j 2 f1; :::; ng. Luego

rf(v0) =
h
@f
@�1
(v0)

@f
@��1
(v0) � � � @f

@�n
(v0)

@f
@��n
(v0)

i>
. (1.3.6.1)

Como v0
:
=
�
z10 (z10)

� � � � zn0 (zn0 )
��> y w0 :

=
�
w10 w20 � � � w2n0

�>
entonces26666666664

@f
@�1

��
z10 ; (z

1
0)
�; :::; zn0 ; (z

n
0 )
��>�

@f
@��1

��
z10 ; (z

1
0)
�; :::; zn0 ; (z

n
0 )
��>�

...
@f
@�n

��
z10 ; (z

1
0)
�; :::; zn0 ; (z

n
0 )
��>�

@f
@��n

��
z10 ; (z

1
0)
�; :::; zn0 ; (z

n
0 )
��>�

37777777775
=

2666666664

D1(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)�iD2(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)
2

D1(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)+iD2(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)
2
...

D2n�1(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)�iD2n(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)
2

D2n�1(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)�iD2n(F )((x10;y
1
0 ;:::;x

n
0 ;y

n
0 )

>)
2

3777777775
.

Una cuenta directa prueba que

(rf(v0))� =
h
@f
@��1
(v0)

@f
@�1
(v0) � � � @f

@��n
(v0)

@f
@�n
(v0)

i>
. (1.3.6.2)

Finalmente, teniendo en cuenta la De�nici�on 1.3.4, (1.3.6.1) y (1.3.6.2), se veri�ca que si

A) rF (w0) = 0, B) rf(v0) = 0 y C) (rf(v0))� = 0

entonces

A) =) B) ^ C)
B) =) A) ^ C)
C) =) A) ^B).
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De�nici�on 1.3.7
Lamamos \Hessiana compleja de f en v0" a D

2(f)(v0)
:
= 1

4 �M �D2(F )(w0) �MH .

Nota 1.3.8
Puesto que M�1 = 1

2M
H , se v�e f�acilmente que D2(F )(w0) =MH �D2(f)(v0) �M .

Nota 1.3.9
Recordemos que una matriz cuadrada M sobre C se dice \hermitiana" si M =MH .

Proposici�on 1.3.10
D2(f)(v0) es hermitiana.

Demostraci�on:
Dado que

(D2(f)(v0))
H =

�
1

4
MD2(F )(w0)M

H

�H
=
1

4
(MH)H(D2(F )(w0))

HMH =
1

4
M(D2(F )(w0))

HMH

basta probar que D2(F )(w0) es hermitiana. Como

D2(F )(w0) =

26664
D2
1(F )(w0) D1D2(F )(w0) ::: D1D2n(F )(w0)

D2D1(F )(w0) D2
2(F )(w0) ::: D2D2n(F )(w0)

...
...

. . .
...

D2nD1(F )(w0) D2nD2(F )(w0) ::: D2
2n(F )(w0)

37775
es claro que D2(F )(w0) es sim�etrica. Adem�as F toma valores reales, lo cual implica que D

2(F )(w0) 2 R2n�2n. Por
lo tanto D2(F )(w0) es hermitiana. �

Proposici�on 1.3.11
� es un autovalor de D2(f)(v0) () 2� es un autovalor de D2(F )(w0).

Demostraci�on:
Notemos que

D2(f)(v0)��I2n =
1

4
MD2(F )(w0)M

H��I2n =
1

4
MD2(F )(w0)M

H��1
2
MMH =

1

4
M(D2(F )(w0)�2�I2n)MH ,

luego

det
�
D2(f)(v0)� �I2n

�
= det

�
1

4
M(D2(F )(w0)� 2�I2n)MH

�
=

�
1

4

�2n
det(M) det(D2(F )(w0)� 2�I2n) det(MH)

=

�
1

4

�2n
det(MMH) det(D2(F )(w0)� 2�I2n)

=

�
1

4

�2n
det

2642 . . .

2

375det(D2(F )(w0)� 2�I2n)

=

�
1

4

�2n
22n det(D2(F )(w0)� 2�I2n)

=

�
1

2

�2n
det(D2(F )(w0)� 2�I2n).

Con lo cual, det(D2(f)(v0)� �I2n) = 0 () det(D2(F )(w0)� 2�I2n) = 0. �
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1.4 Funciones R�diferenciables de orden superior

En esta secci�on primero estudiamos algunos conceptos y resultados del �Algebra lineal, los cuales son nece-
sarios para de�nir las funciones R � diferenciables de orden superior. Adem�as obtenemos algunas propiedades
importantes de la R� derivada de orden superior, como por ejemplo la simetr��a.

De�nici�on 1.4.1
Sean p � 2 entero y f : Cp �! C una funci�on. Decimos que \L es R� p� lineal" si

L
�
(z1; :::; zj�1; au+ bv; zj+1; :::; zp)

>
�
= aL

�
(z1; :::; zj�1; u; zj+1; :::; zp)

>
�
+ bL

�
(z1; :::; zj�1; v; zj+1; :::; zp)

>
�

para cada a; b 2 R; z1,..., zj�1, zj+1,..., zp, u, v 2 C y j 2 f1; :::; pg entero.

Notaci�on 1.4.2
Denotamos LRp(C;C) = fL : Cp �! C : L es R� p� linealg.

De�nici�on 1.4.3
Sea V un C�espacio vectorial. Decimos que \L : C �! V es R� lineal" si

L(az + bw) = aL(z) + bL(w), 8 a, b 2 R y 8 z, w 2 C.

Notaci�on 1.4.4
Denotamos LR(C;V) = fL : C �! V : L es R� linealg.

Observaci�on 1.4.5
Para cada � 2 C ; L , L1 y L2 2 LR(C;V) de�nimos

(�� L)(z) :
= �L(z), 8 z 2 C

(L1 � L2)(z)
:
= L1(z) + L2(z), 8 z 2 C.

Para cada � 2 C; f , f1 y f2 2 LRp(C;C) de�nimos

(�� f)(z) :
= �f(z), 8 z 2 Cp

(f1 � f2)(z) :
= f1(z) + f2(z), 8 z 2 Cp.

Es f�acil comprobar que (LR(C;V);�;�) y (LRp(C;C);�;�) son ambos C�espacios vectoriales.

Proposici�on 1.4.6
Sea p � 2 entero y para cada L 2 LRp(C;C) y cada z1 2 C de�nimos =(L)(z1) : Cp�1 �! C dada por

=(L)(z1)((z2; :::; zp)>)
:
= L((z1; z2; :::; zp)

>), 8(z2; :::; zp)> 2 Cp�1.

Entonces
1. =(L)(z1) 2 LRp�1(C;C).
2. S : C �! LRp�1(C;C) de�nida por S(z1)

:
= =(L)(z1), pertenece a LR(C;LRp�1(C;C)).

3. = es un isomor�smo entre LRp(C;C) y LR(C;LRp�1(C;C)).

Demostraci�on:
1. Veamos que =(L)(z1) es R � (p � 1)�lineal. Para ello sean a, b 2 R; z2, ..., zj�1, zj+1, ..., zp, u, v 2 C y
j 2 f2; :::; pg entero. Entonces

=(L)(z1)
�
z2; :::; zj�1; au+ bv; zj+1; :::; zp)

>� = L
�
(z1; z2; :::; zj�1; au+ bv; zj+1; :::; zp)

>�
= aL

�
(z2; :::; zj�1; u; zj+1; :::; zp)

>�+ bL�(z2; :::; zj�1; au+ bv; zj+1; :::; zp)>�
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= a=(L)(z1)
�
(z2; :::; zj�1; u; zj+1; :::; zp)

>
�
+ b=(L)(z1)

�
(z2; :::; zj�1; v; zj+1; :::; zp)

>
�

2. Por el inciso 1 es su�ciente probar que S es R�lineal. Tomemos entonces a, b 2 R; z, w 2 C y (z2; :::; zp)> 2 Cp�1
arbitrarios. Luego

S(az + bw)((z2; :::; zp)
>) = =(L)(az + bw)((z2; :::; zp)>)

= L((az + bw; z2; :::; zp)
>)

= aL((z; z2; :::; zp)
>) + bL((w; z2; :::; zp)

>)

= aS(z)((z2; :::; zp)
>) + bS(w)((z2; :::; zp)

>)

= (aS(z) + bS(w))((z2; :::; zp)
>).

3. En primer lugar veamos que = : LRp(C;C) �! LR(C;LRp�1(C;C)) es lineal. Sean � 2 C y L1, L2 2 LRp(C;C).
Para cualquier z1 2 C y para cualquier (z2; :::; zp)> 2 Cp�1 tenemos que

=(�L1 + L2)(z1)((z2; :::; zp)>) = (�L1 + L2)((z1; z2; :::; zp)
>)

= �L1((z1; z2; :::; zp)
>) + L2((z1; z2; :::; zp)

>)

= �=(L1)(z1)((z2; :::; zp)>) + =(L2)(z1)((z2; :::; zp)>)
= (�=(L1)(z1) + =(L2)(z1))((z2; :::; zp)>)
= (�=(L1) + =(L2))(z1)((z2; :::; zp)>),

lo que signi�ca que =(�L1 + L2) = �=(L1) + =(L2).
Ahora veamos que = es inyectiva, para ello basta ver que Nu(=) = 0LRp(C;C). Pero si L 2 Nu(=) entonces
=(L) = 0LR(C;LRp�1(C;C)), es decir =(L)(z1)((z2; :::; zp)>) = L((z1; z2; :::; zp)

>) = 0C, 8 (z1; :::; zp)> 2 Cp. Lo cual
implica que L = 0LRp(C;C).
Por �ultimo veamos la sobreyectividad. Tomemos T 2 LR(C;LRp�1(C;C)) y de�namos L : Cp �! C por

L((z1; z2; :::; zp)
>)

:
= T (z1)((z2; :::; zp)

>), (z1; :::; zp)
> 2 Cp.

Claramente L 2 LRp(C;C) y adem�as

=(L)(z1)((z2; :::; zp)>) = L((z1; z2; :::; zp)
>) = T (z1)((z2; :::; zp)

>),

para cada z1 2 C para cada (z2; :::; zp)> 2 Cp�1. Por lo tanto =(L) = T .
Queda entonces demostrada la Proposici�on. �

Nota 1.4.7
Recordemos los siguientes conceptos y resultados de espacios normados.
Sea V un C�espacio vectorial (o R�espacio vectorial) y sean k�k1 y k�k2 dos normas sobre V. Decimos que \k�k1 y
k�k2 son equivalentes" si las topolog��as inducidas por ellas son equivalentes.

k�k1 y k�k2 son equivalentes () 9 a > 0 y b > 0 tales que a kvk1 � kvk2 � b kvk2 , 8 v 2 V.

Sean V un C�espacio vectorial (o R�espacio vectorial) de dimensi�on �nita p 2 N, B :
= fv1; :::; vpg una base de V

y para cada v 2 V sea
kvkB

:
=
��(v1; :::; vp)>��p si v = z1v1 + :::+ zpvp

con (z1; :::; zp)
> 2 Cp y j�jp la norma eucl��dea de Cp. Entonces k�kB es una norma sobre V.

Sea IB : Cp �! V de�nida por IB((z1; :::; zp)>) = z1v1+ :::+ zpvp. Entonces IB es un isomor�smo topol�ogico entre
(Cp; j�jp) y (V; k�kB). Sea k�k otra norma sobre V. Entonces k�k y k�kB son equivalentes.

Proposici�on 1.4.8
Sea p 2 N entonces dim(LR(C;Cp)) = 2p.
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Demostraci�on:
Sea T : Cp � Cp �! LR(C;Cp) dada por T (�;�)(z) := z�+ z��, 8 �, � 2 Cp y z 2 C.
Veamos primero que T (�;�) est�a en efecto en LR(C;Cp). Sean a, b 2 R y z, w 2 C arbitrarios. Entonces

T (�;�)(az + bw) = (az + bw)�+ (az + bw)��

= az�+ bw�+ az�� + bw��

= a(z�+ z��) + b(w�+ w��)

= aT (�;�)(z) + bT (�;�)(w).

y por lo tanto T (�;�) 2 LR(C;Cp). Ahora veamos que T es un isomor�smo. Sean  2 C y �1, �2, �1, �2 2 Cp;
entonces

T ((�1;�1) + (�2;�2))(z) = T (�1 +�2; �1 + �2)(z)

= z(�1 +�2) + z
�(�1 + �2)

= z�1 + z�2 + z
��1 + z

��2

= (z�1 + z
��1) + (z�2 + z

��2)

= T (�1;�1)(z) + T (�2;�2)(z), 8 z 2 C.

Luego T es lineal. Notemos que si (�;�) 2 Nu(T ) entonces T (�;�) = 0LR(C;Cp), es decir T (�;�)(z) = 0C para
cada z 2 C. Por de�nici�on esto nos dice que

z�+ z�� = 0C, 8 z 2 C.

Tomando en particular z = 1 y z = i resulta que � + � = 0C y � � � = 0C. Sumando las igualdades anteriores
obtenemos que � = 0C = � y, por lo tanto, la inyectividad de T . Finalmente probemos que T es sobreyectiva.
Sea L 2 LR(C;Cp) arbitrario, por la demostraci�on de la Proposici�on 1.1.10 sabemos que 9 M , N 2 Cp tales que
L(z) = zM + z�N , 8 z 2 C. Esto es L = T (M;N). Por ende, T es un isomor�smo, lo cual implica que

dim(LR(C;Cp)) = dim(Cp � Cp) = 2p. �

Proposici�on 1.4.9
Si V es un C�espacio vectorial tal que dim(V) = p entonces dim(LR(C;V)) = 2p.

Demostraci�on:
Sean B = fv1; :::; vpg una base de V, IB : Cp �! V la funci�on de�nida por

IB((z1; :::; zp)
>)

:
= z1v1 + :::+ zpvp, 8 (z1; :::; zp)> 2 Cp

y TB : LR(C;Cp) �! LR(C;V) dada por

TB(L)(z)
:
= IB(L(z)), 8 L 2 LR(C;Cp) y 8 z 2 C.

En primer lugar probemos que TB es un isomor�smo. Sean L1, L2 2 LR(C;Cp) y � 2 C arbitrarios. Para cada
z 2 C sea L1(z) = (z1; :::; zp)> y L2(z) = (w1; :::; wp)>, luego

TB(�L1 + L2)(z) = IB((�L1 + L2)(z))

= IB(�L1(z) + L2(z))

= IB((�z1 + w1; :::; �zp + wp)
>)

= (�z1 + w1)v1 + :::+ (�zp + wp)vp

= �(z1v1 + :::+ zpvp) + (w1v1 + :::+ wpvp)

= �IB((z1; :::; zp)
>) + IB((w1; :::; wp)

>)

= �IB(L1(z)) + IB(L2(z))

= �TB(L1)(z) + TB(L2)(z)

= (�TB(L1) + TB(L2)) (z),
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con lo cual TB(�L1 + L2) = �TB(L1) + TB(L2); o sea TB es lineal.

Ahora si L 2 Nu(TB) entonces TB(L) = 0LR(C;V), es decir TB(L)(z) = 0V para todo z 2 C, o sea IB(L(z)) = 0V
para todo z 2 C. Lo que equivale a decir que

L(z) 2 Nu(IB), 8 z 2 C

Pero como IB es un isomor�smo L(z) = 0Cp 8 z 2 C, lo que signi�ca que L = 0LR(C;Cp). Por lo tanto TB es
inyectiva.

Por �ultimo tomemos L 2 LR(C;V) arbitrario. Como IB es sobreyectiva, para cada z 2 C existe un vector (z1; :::; zp)>
en Cp tal que

IB((z1; :::; zp)
>) = L(z).

As�� de�no bL : C �! Cp dada por bL(z) := (z1; :::; zp)>, 8 z 2 C.
Luego bL 2 LR(C;Cp) y TB(bL)(z) = IB

�bL(z)� = L(z), 8 z 2 C. Lo que prueba la sobreyectividad.

Se sigue por lo reci�en demostrado y por la Proposici�on anterior que

dimLR(C; V ) = dimLR(C;Cp) = 2 dim(Cp) = 2p. �

De�nici�on 1.4.10
Sean p 2 N y T : Cp � Cp �! LR(C;Cp) el isomor�smo dado en la demostraci�on de la Proposici�on 1.4.8, esto es

T (�;�)(z) = z�+ z��, 8 �, � 2 Cp y z 2 C.

Llamamos \base can�onica de LR(C;Cp)" a�
T (ep1;0p); :::; T (e

p
p;0p); T (0p; e

p
1); :::; T (0p; e

p
p)
	
,

donde 0p es el \cero" de Cp y
�
ep1; :::; e

p
p

	
es la base can�onica de Cp.

Nota 1.4.11 (Continuaci�on de la De�nici�on anterior)
Para cada j 2 f1; :::; pg de�nimos Lp;j : C �! Cp y Lp;p+j : C �! Cp por

Lp;j(z)
:
= T (epj ;0p)(z) = zepj y

Lp;p+j(z)
:
= T (0p; e

p
j )(z) = z�epj , 8 z 2 C.

Adem�as sean V1
:
= LR(C;C) y V2p

:
= LR (C;V2p�1) con p 2 N.

A�rmaci�on: dim(V2p) = 2p+1 8 p 2 N.
Demostraci�on A�rmaci�on:
Procedemos por inducci�on en p. Si p = 1 se sigue por la Proposici�on 1.4.8 y la Proposici�on 1.4.9 que

dim(V2) = dim(LR(C;V1)) = 2 dim(V1) = 2 dim(LR(C;C)) = 2 � 2 = 21+1.

Supongamos por hip�otesis inductiva que vale la a�rmaci�on para k y probemos que dim(V2k) = 2k+1. Nuevamente
por Proposici�on 1.4.8 resulta que

dim(V2k+1) = dim(LR(C;V2k)) = 2 dim(V2k) = 2 � 2k+1 = 2(k+1)+1.

Queda entonces demostrada la a�rmaci�on. �

Ahora sea B1
:
= fL1;1; L1;2g, que llamamos \base can�onica de V1" y sean IB1 : C2 �! V1 dada por

IB1
(z1; z2)

:
= z1L1;1 + z2L1;2, (z1; z2) 2 C2
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y TB1
: LR(C;C2) �! V2 el isomor�smo de la Proposici�on 1.4.9; esto es

TB1(L)(z) = IB1(L(z)), L 2 LR(C;C2) y z 2 C.

Sea
B2

:
= fTB1(L2;1); TB1(L2;2); TB1(L2;3); TB1(L2;4)g

que llamamos \base can�onica de V2".
Sea ahora p � 2 entero. Por inducci�on de�nimos IB2p�1

; TB2p�1
y B2p por:

IB2p�1
: C2p �! V2p�1 dada por

IB2p�1
(z1; :::; z2p)

:
= z1TB2p�2

�
L2p�1;1

�
+ � � �+ z2pTB2p�2

�
L2p�1;2p

�
, (z1; :::; z2p) 2 C2

p

TB2p�1
: LR(C;C2p) �! V2p dada por

TB2p�1
(L)(z)

:
= IB2p�1

(L(z)), L 2 LR(C;C2
p

) y z 2 C

B2p
:
=
�
TB2p�1

(L2p;1) ; :::; TB2p�1

�
L2p;2p+1

�	
base de V2p que llamamos \base can�onica de V2p".
Finalmente, para cada p 2 N sea =p : V2p�1 �! LRp(C;C) dada por

=p(L)(z1; :::; z2p)
:
= (:::((L(z1))(z2)):::)(zp).

Por la Proposici�on 1.4.6 resulta que =p es un isomor�smo. Luego llamamos \base can�onica de LRp(C;C)" a�
=p
�
TB2p�2

�
L2p�1;1

��
;=p

�
TB2p�2

�
L2p�1;2

��
; :::;=p

�
TB2p�2

�
L2p�1;2p

��	
.

Para abreviar, denotamos
b2p�1;j

:
= =p

�
TB2p�2

�
L2p�1;j

��
para cada j 2 f1; 2; :::; 2pg. Una cuenta directa prueba que

b2p�1;1(z1; :::; zp) = z1z2:::zp�1zp

b2p�1;2(z1; :::; zp) = z1z2:::zp�1z
�
p

b2p�1;3(z1; :::; zp) = z1z2:::z
�
p�1zp

b2p�1;4(z1; :::; zp) = z1z2:::z
�
p�1z

�
p

...

b2p�1;2p(z1; :::; zp) = z�1z
�
2 :::z

�
p�1z

�
p .

Nota 1.4.12
Recordemos que si V es un K�espacio vectorial ( K = R o K = C) decimos que \� : V �! [0;1) es una norma
sobre V" (y que \(V; �) es un espacio normado") si se cumplen:
1. �(v) = 0 () v = 0V
2. �(kv) = jkj�(v), 8 k 2 K y 8 v 2 V
3. �(v1 + v2) � �(v1) + �(v2), 8 v1, v2 2 V.

A�rmaci�on 1:
Si V es un K�espacio vectorial y � es una norma sobre V entonces b� : LR(C;V) �! [0;1) dada por b�(L) :

=
sup f�(L(z)) : jzj � 1g, L 2 LR(C;V) es una norma sobre LR(C;V), a la cual llamamos \norma inducida por �".

Demostraci�on A�rmaci�on 1:
Veamos que se satisfacen 1, 2 y 3 de la de�nici�on anterior.
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1. ( =) ) Si b�(L) = 0 entonces 0 = sup f�(L(z)) : jzj � 1g, lo cual implica que �(L(z)) = 0, 8 jzj � 1. Como � es
una norma sobre V resulta que L(z) = 0, 8 jzj � 1. Faltar��a ver que L(z) = 0, 8 jzj > 1. Sea z 2 C tal que jzj > 1
cualquiera, luego ���� 1z�

���� = 1

jz�j =
1

jzj < 1

y, por lo reci�en probado, tenemos que L
�
1
z�

�
= 0. Teniendo en cuenta la R�linealidad de L resulta que

L(z) = L

�
zz�

z�

�
= L

 
jzj2

z�

!
= jzj2 L

�
1

z�

�
= jzj2 0 = 0.

Finalmente obtenemos que L(z) = 0, 8 z 2 C.
( (= ) Si L = 0LR(C;V) entonces L(z) = 0V, 8 z 2 C. Luego, por ser � una norma, tenemos que �(L(z)) = 0, 8
z 2 C. Por lo tanto b�(L) = 0.
2. Sean L 2 LR(C;V) y k 2 K arbitrarios, luego

b�(kL) = sup f�((kL)(z)) : jzj � 1g
= sup f�(kL(z)) : jzj � 1g
= sup fjkj�(L(z)) : jzj � 1g
= jkj sup f�(L(z)) : jzj � 1g
= jkj b�(L).

3. Dados L1; L2 2 LR(C;V), se cumple

b�(L1 + L2) = sup f�((L1 + L2)(z)) : jzj � 1g
� sup f�(L1(z) + L2(z)) : jzj � 1g
� sup f�(L1(z)) : jzj � 1g+ sup f�(L2(z)) : jzj � 1g
= b�(L1) + b�(L2).

Por lo tanto queda probada la A�rmaci�on. �

Como un caso particular tenemos que �1 : V1 �! [0;1) de�nida por

�1(L)
:
= sup fjL(z)j : jzj � 1g , L 2 V1

es una norma sobre V1 y, para p � 2, la funci�on �p : V2p�1 �! LRp(C;C) de�nida por

�p(L)
:
= sup

�
�p�1(L(z)) : jzj � 1

	
, L 2 V2p�1

es una norma sobre V2p�1 .

A�rmaci�on 2:
k�kp : LRp(C;C) �! [0;1) de�nida por

kTkp
:
= sup fjT (z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g ,

para toda T 2 LRp(C;C) es una norma sobre LRp(C;C).

Demostraci�on A�rmaci�on 2:
1. Claramente si T = 0LRp(C;C) se sigue que kTkp = 0. Supongamos ahora que kTkp = 0 y veamos que T (z1; :::; zp) =
0, 8 (z1; :::; zp) 2 Cp.
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Sea (z1; :::; zp) 2 Cp arbitrario. Si jzj j � 1 8 j 2 f1; :::; pg por la de�nici�on de supremo tenemos que lo cual implica
que T (z1; :::; zp) = 0. Supongamos, de lo contrario, que existe al menos un j 2 f1; :::; pg tal que jzj j > 1 y sean

i1,..., ik 2 f1; :::; pg tales que
�
jzlj > 1 si l 2 fi1; :::; ikg
jzlj � 1 si l =2 fi1; :::; ikg

. Consideremos w = (w1; :::; wp) 2 Cp, donde

wl
:
=

�
zl si l =2 fi1; :::; ikg
1
z�l
si l 2 fi1; :::; ikg .

Luego jwlj � 1, 8 l 2 f1; :::; pg y, por el caso anterior, resulta que T (w) = 0. Por otro lado, utilizando que T es
R� p�lineal, tenemos que

T (w) = T (w1; :::; wp)

= T

�
:::;

1

zi�1
; :::;

1

zi�k
; :::

�
= T

 
:::;

zi1

jzi1 j
2 ; :::;

zik

jzik j
2 ; :::

!

=
1

jzi1 j
2 jzi2 j

2
::: jzik j

2T (z1; :::; zp)

y por ende T (z1; :::; zp) = 0.
2. Sean T 2 LRp(C;C) y � 2 K arbitrarios. Entonces

k�Tkp = sup fj(�T )(z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
= sup fj�T (z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
= sup fj�j jT (z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
= j�j sup fT (z1; :::; zp) : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
= j�j kTkp .

3. Sean T , S 2 LRp(C;C) arbitrarios. Entonces

kT + Skp = sup fj(T + S)(z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
= sup fjT (z1; :::; zp) + S(z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
� sup fjT (z1; :::; zp)j+ jS(z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
� sup fjT (z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g+ sup fjS(z1; :::; zp)j : jz1j � 1; :::; jzpj � 1g
= kTkp + kSkp .

Por lo tanto es v�alida la A�rmaci�on. �

Adem�as =p :
�
V2p�1 ; �p

�
�! (LRp(C;C); k�kp) de�nida en la Nota 1.4.11, es una isometr��a. Es decir

k=p(L)kp = �p(L), L 2 V2p�1 .

De�nici�on 1.4.13
Sea U � C un abierto y (V; �) un K�espacio normado (con K = R o K = C). Decimos que \f : U �! V es
R� diferenciable en z 2 U" si 9 Lz 2 LR(C;V) tal que

lim
jhj!0

�(f(z + h)� f(z)� Lz(h))
jhj = 0.

Nota 1.4.14
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Sean U � C un abierto, (V; �) unK�espacio normado (conK = R oK = C) y f : U �! V una funci�on R�diferenciable
en z 2 U . Si Lz y L

0

z son dos elementos de LR(C;V) tales que

lim
jhj!0

�(f(z + h)� f(z)� Lz(h))
jhj = 0 = lim

jhj!0

�(f(z + h)� f(z)� L0

z(h))

jhj

entonces Lz = L
0

z .

Por esto, a la �unica Lz 2 LR(C;V) tal que limjhj!0
�(f(z+h)�f(z)�Lz(h))

jhj = 0 la llamamos \R� derivada de f en z"
y la denotamos por Dr(f)(z).

De�nici�on 1.4.15
Sean U � C un abierto, f : U �! C y p � 2 entero. Decimos que \f es p� veces R� diferenciable en z 2 U" si
existe un V � U entorno abierto de z tal que existe:
1.1. L1 : V �! V1 que est�a dada por L1(v)

:
= Dr(f)(v), v 2 V .

1.2. Lj(v) 2 V2j�1 y

lim
jhj!0

�j�1(Lj�1(v + h)� Lj�1(v)� Lj(v)(h))
jhj = 0

para todo v 2 V y para j 2 f2; :::; p� 1g.
1.3. Lp(z) 2 V2p�1 y

lim
jhj!0

�p�1(Lp�1(z + h)� Lp�1(z)� Lp(z)(h))
jhj = 0.

Nota 1.4.16 (Continuaci�on de la De�nici�on 1.4.15)
Por la Nota 1.4.14 tenemos que L1(v) es el �unico elemento de V1 tal que

lim
jhj!0

�(f(v + h)� f(v)� L1(v)(h))
jhj = 0.

Del mismo modo se puede ver la unicidad de Lj(v) para v 2 V , j 2 f2; :::; p� 1g y la de Lp(z). Por ello, escribimos

Dj
r(f)(v)

:
= Lj(v) , para v 2 V y j 2 f2; :::; p� 1g

Dp
r (f)(z)

:
= Lp(z).

Tambi�en decimos que \Dj
r(f)(v) es la R� derivada de orden j de f en v" para v 2 V y j 2 f2; :::; p� 1g.

De�nici�on 1.4.17
Sean p 2 N, U � C un abierto y f : U �! C. Decimos que \f es p � veces continuamente R � diferenciable en
U " y denotamos f 2 Cpr (U;C) si f es p�veces R�diferenciable en z 2 U , 8 z 2 U y la funci�on U �! V2p�1 dada
por z 7! Dp

r (f)(z) es continua, 8 z 2 U .

Proposici�on 1.4.18
Sean U � C un abierto, f : U �! C y p � 2 entero. Son equivalentes:
1. f es p�veces R�diferenciable en z 2 U .
2. 9 V � U entorno abierto de z tal que

2.1. f es R�diferenciable en V . Escribimos M1(v)
:
= Dr(f)(v), 8 v 2 V .

2.2. Para cada j 2 f2; :::; p� 1g existe Mj : V �! LRj(C;C) satisfaciendo para cada v 2 V lo siguiente:
dado " > 0 9 � > 0 tal que B(w; �) � V y si u 2 B(0; �) entonces

sup
jh1j�1;:::;jhj�1j�1

fjMj�1(v + u)(h1; :::; hj�1)�Mj�1(v)(h1; :::; hj�1)�Mj(v)(h1; :::; hj�1; u)jg � juj ".

2.3. Existe Mp(z) 2 LRp(C;C) satisfaciendo lo siguiente:
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dado " > 0 9 � > 0 tal que B(z; �) � V y si u 2 B(0; �) entonces

sup
jh1j�1;:::;jhp�1j�1

fjMp�1(z + u)(h1; :::; hp�1)�Mp�1(z)(h1; :::; hp�1)�Mp(z)(h1; :::; hp�1; u)jg � juj ".

Demostraci�on:
(1 =) 2) Por el inciso 1.1 de la De�nici�on 1.4.15 resulta que f es R�diferenciable en V , es decir vale 2.1. Ahora
de�nimos para cada j 2 f2; :::; p� 1g la funci�on Mj : V �! LRj(C;C) por

Mj(v)(h1; :::; hj)
:
= (::: (((Lj(v)) (hj)) (hj�1)) :::) (h1) , 8 v 2 V y (h1; :::; hj) 2 Cj :

Sea " > 0, j 2 f2; :::; p� 1g y v 2 V �jos. Por un lado sabemos que 9 �1 > 0 tal que si u 2 B(0; �1) entonces

�j�1(Lj�1(v + u)� Lj�1(v)� Lj(v)(u)) � juj ".

Utilizando las de�niciones de las normas �k para k 2 f1; :::; j � 1g y de la funciones Mj�1 y Mj obtenemos que

�j�1(Lj�1(v + u)� Lj�1(v)� Lj(v)(u))
= sup

jh1j�1;:::;jhj�1j�1
fjMj�1(v + u)(h1; :::; hj�1)�Mj�1(v)(h1; :::; hj�1)�Mj(v)(h1; :::; hj�1; u)jg .

Por otro lado, como V es un entorno de v, 9 �2 > 0 tal que B(v; �2) � V . Luego, considerando �
:
= min f�1; �2g, se

satisface 2.2. Por �ultimo de�nimos Mp(z) 2 LRp(C;C) por

Mp(z) (h1; :::; hp)
:
= (::: (((Lp(z)) (hp)) (hp�1)) :::) (h1) , 8 (h1; :::; hp) 2 Cp.

Por 1.3 de la De�nici�on 1.4.15 tenemos que 9 �1 > 0 tal que si u 2 B(0; �1) entonces

�p�1(Lp�1(z + u)� Lp�1(z)� Lp(z)(u)) � juj ".

Utilizando las de�niciones de las normas �k para k 2 f1; :::; p� 1g y de la funci�on Mp�1 y Mp resulta que

�p�1(Lp�1(z + u)� Lp�1(z)� Lp(z)(u))
= sup

jh1j�1;:::;jhp�1j�1
fjMp�1(z + u)(h1; :::; hp�1)�Mp�1(z)(h1; :::; hp�1)�Mp(z)(h1; :::; hp�1; u)jg .

Adem�as, como V es un entorno de z, 9 �2 > 0 tal que B(z; �2) � V . Por lo tanto, considerando �
:
= min f�1; �2g,

obtenemos 2.3.

(2 =) 1) Similar a lo hecho reci�en, por ello omitimos la prueba. �

Proposici�on 1.4.19
Sean U � C un abierto, p � 2 entero, f : U �! C p�veces R�diferenciable en z 2 U y � : f1; :::; pg �! f1; :::; pg
una biyecci�on. Entonces

Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp) = Dp

r (f)(z)(z�(1); :::; z�(p)),

8 (z1; :::; zp) 2 Cp.

Demostraci�on:
La demostraci�on de este resultado se puede encontrar en las p�ags. 181 y 182 de [2]. �

Proposici�on 1.4.20
Sean U � C un abierto, p � 2 entero, f : U �! C p�veces R�diferenciable en z 2 U , z1; :::; zp 2 C y g : U �! C
dada por

g(u)
:
= Dp�1

r (f)(u)(z1; :::; zp�1), 8 u 2 U .
Entonces g es R�diferenciable en z y para cada h 2 C

Dr(g)(z)(h) = Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h).
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Demostraci�on:
Probemos que

lim
jhj!0

jg(z + h)� g(z)�Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h)j
jhj = 0. (1.4.20.1)

Utilizando la de�nici�on de g, la De�nici�on 1.4.15 y la Proposici�on anterior tenemos que

jg(z + h)� g(z)�Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h)j

=
��Dp�1

r (f)(z + h)(z1; :::; zp�1)�Dp�1
r (f)(z)(z1; :::; zp�1)�Dp

r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h)
��

= jz1j ::: jzp�1j �

�
����Dp�1

r (f)(z + h)

�
z1
jz1j

; :::;
zp�1
jzp�1j

�
�Dp�1

r (f)(z)

�
z1
jz1j

; :::;
zp�1
jzp�1j

�
�Dp

r (f)(z)

�
z1
jz1j

; :::;
zp�1
jzp�1j

; h

�����
� jz1j ::: jzp�1j �

� sup
ju1j�1;:::;jup�1j�1

���Dp�1
r (f)(z + h)(u1; :::; up�1)�Dp�1

r (f)(z)(u1; :::; up�1)�Dp
r (f)(z)(u1; :::; up�1; h)

��	
= jz1j ::: jzp�1j sup

ju1j�1;:::;jup�1j�1

���Dp�1
r f(z + h)(u1; :::; up�1)�Dp�1

r f(z)(u1; :::; up�1)�Dp
rf(z)(h; u1; :::; up�1)

��	
= jz1j ::: jzp�1j�p�1

�
Dp�1
r f(z + h)�Dp�1

r f(z)�Dp
rf(z)(h)

�
.

Luego

lim
jhj!0

jg(z + h)� g(z)�Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h)j
jhj

� jz1j jz2j ::: jzp�1j lim
jhj!0

�p�1
�
Dp�1
r (f)(z + h)�Dp�1

r (f)(z)�Dp
r (f)(z)(h)

�
jhj

= 0,

es decir vale (1.4.20.1). Adem�as h 7! Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h) es R�lineal. Por lo tanto g es R�diferenciable en

z y Dr(g)(z)(h) = Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp�1; h), 8 h 2 C. �

Notaci�on 1.4.21
Sean A � R2 un abierto, g : A �! R, (x; y) 2 A y p � 2 entero. Si t 7! g(t; y) es p�veces diferenciable en x,
escribimos Dp

1(g)(x; y) para denotar la derivada de orden p de t 7! g(t; y) en x.
Si t 7! g(x; t) es p�veces diferenciable en y, escribimos Dp

2(g)(x; y) para denotar la derivada de orden p de t 7! g(x; t)
en y.

Proposici�on 1.4.22
Sean U � C un abierto; p 2 N; f : U �! C p�veces R�diferenciable en z0 = x0+iy0 2 U ; A

:
=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
;

uf , vf : A �! R dadas por uf (x; y)
:
= Re(f(x+ iy)) y vf (x; y)

:
= Im(f(x+ iy)), (x; y) 2 A.

Entonces uf (�; y0), vf (�; y0), uf (x0; �) y vf (x0; �) son p�veces diferenciables y

Dp
1(uf )(x0; y0) = Re(Dp

r (f)(z0)(

pz }| {
1; :::; 1)),

Dp
1(vf )(x0; y0) = Im(Dp

r (f)(z0)(1; :::; 1)),

Dp
2(uf )(x0; y0) = Re(Dp

r (f)(z0)(i; :::; i)) y

Dp
2(vf )(x0; y0) = Im(Dp

r (f)(z0)(i; :::; i)).

Adem�as, para p � 2, se cumplen

Dk
1D

p�k
2 (uf )(x0; y0) = Re(Dp

r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

p�kz }| {
i; :::; i)) con k 2 f1; :::; p� 1g y

Dk
1D

p�k
2 (vf )(x0; y0) = Im(Dp

r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

p�kz }| {
i; :::; i)) con k 2 f1; :::; p� 1g .
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Demostraci�on:
Procedemos por inducci�on sobre p. Para p = 1 el resultado se sigue por la demostraci�on de la Proposici�on 1.2.7.
Veamos que uf (�; y0) es p�veces diferenciable y que

Dp
1(uf )(x0; y0) = Re(D

p
r (f)(z0)(1; :::; 1)).

Supongamos que es cierto para p y probemos para p + 1. Puesto que f es (p+ 1)�veces R�diferenciable en z0
sabemos, por la Proposici�on 1.4.20, que g : U �! C de�nida por

g(u)
:
= Dp

r (f)(u)(

pz }| {
1; :::; 1), u 2 U

es R�diferenciable en z0 y Dp+1
r (f)(z0)(

p+1z }| {
1; :::; 1; 1) = D1

r(g)(z0)(1). Luego

Re(Dp+1
r (f)(z0)(1; :::; 1; 1)) = Re(D

1
r(g)(z0)(1)). (1.4.22.1)

Como la Proposici�on vale para p = 1 en particular tenemos que

Re(D1
r(g)(z0)(1)) = D1

1(ug)(x0; y0). (1.4.22.2)

Adem�as, por hip�otesis inductiva
Dp
1(uf )(x0; y0) = Re(g(z0)). (I.4.22.3)

Seg�un (1.4.22.1), (1.4.22.2) y (1.4.22.3) resulta que

Re(Dp+1
r (f)(z0)(1; :::; 1; 1)) = D1

1D
p
1(uf )(x0; y0) = Dp+1

1 (uf )(x0; y0):

Por un razonamiento an�alogo al desarrollado reci�en, obtenemos que

Dp
1(vf )(x0; y0) = Im(Dp

r (f)(z0)(1; :::; 1)),

Dp
2(uf )(x0; y0) = Re(Dp

r (f)(z0)(i; :::; i)) y

Dp
2(vf )(x0; y0) = Im(Dp

r (f)(z0)(i; :::; i)).

Ahora veamos que, para p � 2,

Dk
1D

p�k
2 (uf )(x0; y0) = Re(D

p
r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

p�kz }| {
i; :::; i))

con k 2 f1; :::; p� 1g.
Nuevamente hacemos inducci�on en p. Si p = 2 entonces basta ver que

D1D2(uf )(x0; y0) = Re(D
2
r(f)(z0)(1; i)).

Aplicando lo ya probado tenemos, para t 2 R� f0g, que

D2(uf )(x0 + t; y0)�D2(uf )(x0; y0) = Re (Dr(f)(z0 + t)(i))� Re (Dr(f)(z0)(i))

= Re (Dr(f)(z0 + t)(i)�Dr(f)(z0)(i))

= Re
�
Dr(f)(z0 + t)(i)�Dr(f)(z0)(i)�D2

r(f)(z0)(i; t)
�

+Re
�
D2
r(f)(z0)(i; t)

�
.

Luego, por las Proposiciones 1.4.20 y 1.4.19, resulta que

D1D2(uf )(x0; y0) = lim
t!o

D2(uf )(x0 + t; y0)�D2(uf )(x0; y0)

t

= lim
t!o

Re
�
Dr(f)(z0 + t)(i)�Dr(f)(z0)(i)�D2

r(f)(z0)(i; t)
�

t
+ lim
t!o

Re
�
D2
r(f)(z0)(i; t)

�
t

= lim
t!o

tRe
�
D2
r(f)(z0)(i; 1)

�
t

= Re
�
D2
r(f)(z0)(i; 1)

�
= Re

�
D2
r(f)(z0)(1; i)

�
.
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Ahora veri�quemos que Dk
1D

(p+1)�k
2 (uf )(x0; y0) = Re(Dp+1

r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

(p+1)�kz }| {
i; :::; i )). Por la Proposici�on 1.4.20

tenemos que

Dp+1
r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

(p+1)�kz }| {
i; :::; i ) = Dr(g)(z0)(i),

donde g : U �! C, dada por g(u) := Dp
r (f)(u)(

kz }| {
1; :::; 1;

p�kz }| {
i; :::; i), u 2 U es R�diferenciable en z0. Luego

Re(Dp+1
r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

(p+1)�kz }| {
i; :::; i )) = Re (Dr(g)(z0)(i)) . (1.4.22.4)

Por otra parte, como la Proposici�on vale para el caso p = 1, entonces

Re (Dr(g)(z0)(i)) = D2 (Re (g (z0))) . (1.4.22.5)

Adem�as, teniendo en cuenta la hipotesis inductiva, tenemos que

D2 (Re (g (z0))) = D2(Re(D
p
r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

p�kz }| {
i; :::; i)))

= D2D
k
1D

p�k
2 (uf )(x0; y0)

= Dk
1D

(p+1)�k
2 (uf )(x0; y0). (1.4.22.6)

Finalmente, por (1.4.22.4), (1.4.22.5) y (1.4.22.6), resulta lo que quer��amos probar. De manera an�aloga se

demuestra que Dk
1D

p�k
2 (vf )(x0; y0) = Im(D

p
r (f)(z0)(

kz }| {
1; :::; 1;

p�kz }| {
i; :::; i)). �

Proposici�on 1.4.23
Sean p 2 N, U � C un abierto y f 2 Cpr (U;C). Entonces uf , vf : A �! R de�nidas en la Proposici�on 1.4.22 est�an
en Cpr (A;R).

Demostraci�on:
Por lo Proposici�on anterior se sigue que, para p � 1, Dp

1(uf ), D
p
1(vf ), D

p
2(uf ) y D

p
2(vf ) son continuas en A.

Tambi�en Dk
1D

p�k
2 (uf ) y D

k
1D

p�k
2 (vf ) son continuas sobre A para p � 2 y k 2 f1; ::::; p� 1g. Luego, por resultados

ya conocidos del An�alisis (ver (8.12.8), p�ag. 183 de [2]), tenemos que uf y vf est�an en C
p
r (A;R). �

Proposici�on 1.4.24
Sean p 2 N, U � C un abierto, f 2 Cpr (U;C) y uf , vf : A �! R como en la Proposici�on 1.4.22 . Entonces para
cada (x; y) 2 A y para cada tj

:
= (tj;1; tj;2)

> 2 R2 con j 2 f1; :::; pg se cumplen

Dp(uf )(x; y)(t1; :::; tp) =
X

(j1;:::;jp)2f1;2gp
Dj1 :::Djp(uf )(x; y)t1;j1 :::tp;jp y

Dp(vf )(x; y)(t1; :::; tp) =
X

(j1;:::;jp)2f1;2gp
Dj1 :::Djp(vf )(x; y)t1;j1 :::tp;jp .

Demostraci�on:
Esta prueba se puede encontrar en la p�ag. 182 de [2].
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1.5 Dp
r(f)(z0)(z1; :::; zp) en funci�on de z1, z

�
1, ..., zp, z

�
p

En esta secci�on obtenemos una caracterizaci�on de las funciones R�p�lineales, lo cual nos va a permitir escribir
a la R�derivada de orden p, digamos Dp

r (f)(z0)(z1; :::; zp), en t�erminos de los n�umeros complejos z1; z
�
1 ; :::; zp; z

�
p .

Adem�as demostramos que la suma y la multiplicaci�on por un escalar complejo de funciones R�diferenciables sigue
siendo R�diferenciable.

Notaci�on 1.5.1

Sea T2
:
=

�
1 1
i �i

�
y para p � 2 entero de�nimos por recurrencia T2p

:
=

�
T2p�1 T2p�1
iT2p�1 �iT2p�1

�
.

Lema 1.5.2
Se cumple que T�12p = 1

2pT
H
2p , 8 p 2 N.

Demostraci�on:
Procedemos por inducci�on sobre p. Si p = 1 entonces

TH2 T2 =

�
1 �i
1 i

� �
1 1
i �i

�
=

�
2 0
0 2

�

lo cual implica que
�
1
2T

H
2

�
T2 =

�
1 0
0 1

�
, es decir T�12 = 1

2T
H
2 . Sea p � 2. Por hip�otesis inductiva, tenemos que

1

2p
TH2pT2p =

1

2p

�
T2p�1 T2p�1
iT2p�1 �iT2p�1

�H �
T2p�1 T2p�1
iT2p�1 �iT2p�1

�
=

1

2p

�
(T2p�1)

H (iT2p�1)
H

(T2p�1)
H (�iT2p�1)H

� �
T2p�1 T2p�1
iT2p�1 �iT2p�1

�
=

1

2p

�
(T2p�1)

H �i(T2p�1)H
(T2p�1)

H i(T2p�1)
H

� �
T2p�1 T2p�1
iT2p�1 �iT2p�1

�
=

1

2

�
1

2p�1 (T2p�1)
H �i 1

2p�1 (T2p�1)
H

1
2p�1 (T2p�1)

H i 1
2p�1 (T2p�1)

H

� �
T2p�1 T2p�1
iT2p�1 �iT2p�1

�
=

1

2

�
1

2p�1 (T2p�1)
HT2p�1 +

1
2p�1 (T2p�1)

HT2p�1
1

2p�1 (T2p�1)
HT2p�1 � 1

2p�1 (T2p�1)
HT2p�1

1
2p�1 (T2p�1)

HT2p�1 � 1
2p�1 (T2p�1)

HT2p�1
1

2p�1 (T2p�1)
HT2p�1 +

1
2p�1 (T2p�1)

HT2p�1

�
=

1

2

�
I2p�1 + I2p�1 I2p�1 � I2p�1
I2p�1 � I2p�1 I2p�1 + I2p�1

�
=

1

2

�
2I2p�1 O2p�1
O2p�1 2I2p�1

�
= I2p . �

Lema 1.5.3
Sea p 2 N.
1. Sean �1, �2, ...., �2p en C y L : Cp �! C de�nida por

L(z1; :::; zp)
:
=
�
z1:::zp�1zp z1:::zp�1z

�
p z1:::z

�
p�1zp � � � z�1 :::z

�
p�1z

�
p

�
26664
�1
�2
...
�2p

37775 , 8 (z1; :::; zp) 2 Cp.
Entonces L es R� p�lineal.
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2. Si L : Cp �! C es R� p�lineal y

26664
�1
�2
...
�2p

37775 :
= T�12p

26664
L(1; :::; 1; 1)
L(1; :::; 1; i)

...
L(1; i; :::; i; i)

37775 entonces

L(z1; :::; zp) =
�
z1:::zp�1zp z1:::zp�1z

�
p z1:::z

�
p�1zp � � � z�1 :::z

�
p�1z

�
p

�
26664
�1
�2
...
�2p

37775 , 8 (z1; :::; zp) 2 Cp.
Demostraci�on:
1. Es inmediato.
2. Procedemos haciendo inducci�on sobre p. Si p = 1, por el Lema anterior tenemos que

T�12

�
L(1)
L(i)

�
=
1

2

�
1 �i
1 i

� �
L(1)
L(i)

�
=

"
L(1)�iL(i)

2
L(1)+iL(i)

2

#
,

luego 2 es cierta en este caso por la demostraci�on de la Proposici�on 1.1.6. Sea p � 2 y supongamos que 2 es v�alida
para p� 1. Sea (z1; :::; zp) 2 Cp arbitrario y de�namos eL : C �! C por

eL(u) := L(u; z2; :::; zp), u 2 C.

Puesto que eL es R�lineal sabemos, por la Proposici�on 1.1.6, que eL(u) = �1u+ �2u
�, u 2 C donde �1 =

eL(1)�ieL(i)
2

y �2 =
eL(1)+ieL(i)

2 . Ahora consideremos M1 : Cp�1 �! C y M2 : Cp�1 �! C dadas por

M1(u2; :::; up)
:
= L(1; u2; :::; up), (u2; :::; up) 2 Cp�1

M2(u2; :::; up)
:
= L(i; u2; :::; up), (u2; :::; up) 2 Cp�1.

Por hip�otesis inductiva existen 1; :::; 2p�1 ; �1; :::; �2p�1 en C tales que, para cada (u2; :::; up) 2 Cp�1, se cumplen

M1(u2; :::; up) =
�
u2:::up�1up u2:::up�1u

�
p u2:::u

�
p�1up � � � u�2:::u

�
p�1u

�
p

�
26664

1
2
...

2p�1

37775 y

M2(u2; :::; up) =
�
u2:::up�1up u2:::up�1u

�
p u2:::u

�
p�1up � � � u�2:::u

�
p�1u

�
p

�
26664

�1
�2
...

�2p�1

37775 ,

donde 26664
1
2
...

2p�1

37775 = T�12p�1

26664
M1(1; :::; 1; 1)
M1(1; :::; 1; i)

...
M1(i; :::; i; i)

37775 = T�12p�1

26664
L(1; :::; 1; 1)
L(1; :::; 1; i)

...
L(1; i; :::; i; i)

37775 y

26664
�1
�2
...

�2p�1

37775 = T�12p�1

26664
M2(1; :::; 1; 1)
M2(1; :::; 1; i)

...
M2(i; :::; i; i)

37775 = T�12p�1

26664
L(i; :::; 1; 1)
L(i; :::; 1; i)

...
L(i; i; :::; i; i)

37775 . (1.5.3.1)
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Luego

eL(1) = L(1; z2; :::; zp) =M1(z2; :::; zp) = 1(z2:::zp�1zp) + 2(z2:::zp�1z
�
p) + :::+ 2p�1 (z

�
2 :::z

�
p�1z

�
p) yeL(i) = L(i; z2; :::; zp) =M2(z2; :::; zp) = �1(z2:::zp�1zp) + �2(z2:::zp�1z

�
p) + :::+ �2p�1 (z

�
2 :::z

�
p�1z

�
p),

con lo cual

�1 =
1 � i�1

2
(z2:::zp�1zp) +

2 � i�2
2

(z2:::zp�1z
�
p) + :::+

2p�1 � i�2p�1
2

(z�2 :::z
�
p�1z

�
p) y

�2 =
1 + i�1

2
(z2:::zp�1zp) +

2 + i�2
2

(z2:::zp�1z
�
p) + :::+

2p�1 + i�2p�1

2
(z�2 :::z

�
p�1z

�
p).

Entonces

L(z1; z2; :::; zp) = eL(z1) = �1z1 + �2z
�
1

=
1 � i�1

2
(z1:::zp�1zp) +

2 � i�2
2

(z1:::zp�1z
�
p) + :::+

2p�1 � i�2p�1
2

(z1z
�
2 :::z

�
p�1z

�
p)

+
1 + i�1

2
(z�1z2:::zp�1zp) +

2 + i�2
2

(z�1z2:::zp�1z
�
p) + :::+

2p�1 + i�2p�1

2
(z�1z

�
2 :::z

�
p�1z

�
p).

Por lo tanto, si de�nimos

�1
:
=
1 � i�1

2
; :::; �2p�1

:
=
2p�1 � i�2p�1

2
; �2p�1+1

:
=
1 + i�1

2
; :::; �2p�1+2p�1

:
=
2p�1 + i�2p�1

2

resulta, seg�un (1.5.3.1), que2666666664

�1
...

�2p�1
�2p�1+1

...
�2p

3777777775
=
1

2

2666666664

264 1
...

2p�1

375� i
264 �1

...
�2p�1

375
264 1

...
2p�1

375+ i
264 �1

...
�2p�1

375

3777777775
=
1

2

�
T�12p�1 �iT�12p�1
T�12p�1 iT�12p�1

�
2666666664

L(1; :::; 1; 1)
...

L(1; i; :::; i; i)
L(i; :::; 1; 1)

...
L(i; i; :::; i; i)

3777777775
= T�12p

2666666664

L(1; :::; 1; 1)
...

L(1; i; :::; i; i)
L(i; :::; 1; 1)

...
L(i; i; :::; i; i)

3777777775
.

Finalmente obtenemos que L(z1; z2; :::; zp) = �1(z1:::zp�1zp) + �2(z1:::zp�1z
�
p) + :::+ �2p(z

�
1z
�
2 :::z

�
p�1z

�
p) y el Lema

queda probado. �

Corolario 1.5.4
Sean p 2 N, U � C un abierto y f : U �! C p�veces R�diferenciable en z0 2 U . Entonces, para cada
(z1; z2; :::; zp) 2 Cp se cumple que

Dp
r (f)(z0)(z1; z2; :::; zp) =

�
z1:::zp�1zp z1:::zp�1z

�
p � � � z�1z

�
2 :::z

�
p�1z

�
p

�
T�12p

2666664
Dp
r (f)(z0)(1; :::; 1)

Dp
r (f)(z0)(1; :::; 1; i)

Dp
r (f)(z0)(1; :::; i; 1)

...
Dp
r (f)(z0)(i; :::; i)

3777775 .

Demostraci�on:
Es una aplicaci�on directa del Lema anterior. �

Nota 1.5.5
Sea p � 2 entero y sea �p la relaci�on en f0; 1gp dada por ("p; :::; "1) �p (�p; :::; �1) si

Pp
k=1 "k2

k �
Pp

k=1 �k2
k.

Veamos que �p de�ne un orden total en f0; 1gp. Es decir para cada ("p; :::; "1), (�p; :::; �1) y (�p; :::; �1) en f0; 1g
p
se

cumplen:
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1) Reexividad: ("p; :::; "1) �p ("p; :::; "1).
2) Completitud: ("p; :::; "1) �p (�p; :::; �1) �o (�p; :::; �1) �p ("p; :::; "1).
3) Transitividad: ("p; :::; "1) �p (�p; :::; �1) y (�p; :::; �1) �p (�p; :::; �1) =) ("p; :::; "1) �p (�p; :::; �1).
4) Antisimetr��a: ("p; :::; "1) �p (�p; :::; �1) y (�p; :::; �1) �p ("p; :::; "1) =) ("p; :::; "1) = (�p; :::; �1).

1, 2 y 3 se veri�can inmediatamente, por lo tanto veamos 4. Si ("p; :::; "1) �p (�p; :::; �1) y (�p; :::; �1) �p ("p; :::; "1)
entonces

pX
k=1

"k2
k �

pX
k=1

�k2
k �

pX
k=1

"k2
k

lo cual implica que
pX
k=1

"k2
k =

pX
k=1

�k2
k

es decir
pX
k=1

("k � �k)2k = 0

Notemos que, como "k, �k 2 f0; 1g 8 k 2 f1; :::; pg entonces "k � �k 2 f�1; 0; 1g, 8 k 2 f1; :::; pg.

A�rmaci�on:
Si p 2 N; ak 2 f�1; 0; 1g, 8 k 2 f1; :::; pg y

Pp
k=1 ak2

k = 0 entonces ak = 0, 8 k 2 f1; :::; pg.

Demostraci�on A�rmaci�on:
Si p = 1 entonces 0 = a12, con lo cual a1 = 0. Supongamos que la a�rmaci�on es v�alida para 2 � q � p y probemos
que tambi�en es cierta para p+ 1. Sabemos que

0 = a12 + a22
2 + � � �+ ap2p + ap+12p+1 = 2(a1 + a22 + :::+ ap2p�1 + ap+12p),

con lo cual 0 = a1 + a22 + � � �+ ap2p�1 + ap+12p. Ahora si consideramos el caso en que a1 = 0 entonces

0 = a22 + � � �+ ap2p�1 + ap+12p

y, por hip�otesis inductiva, resulta que a2 = � � � = ap = 0. Por lo tanto ak = 0, 8 k 2 f1; :::; pg y listo. Si de lo
contrario tenemos que a1 = 1 o a1 = �1 entonces

0 = a1 + a22 + � � �+ ap2p�1 + ap+12p,

es decir
�a1 = a22 + � � �+ ap2p�1 + ap+12p = 2(a2 + a32 + � � �+ ap2p�2 + ap+12p�1),

lo cual resulta un absurdo pues �a1 no es par. Queda entonces demostrada la A�rmaci�on y, con ello, la Nota.

Notaci�on 1.5.6 (Continuaci�on de la Nota 1.5.5)

Sea Ip0 : f1; 2; 3; :::; 2pg �! f0; 1gp biyectiva tal que i � j () Ip0 (i) �p I
p
0 (j), 8 i, j 2 f1; 2; 3; :::; 2pg.

Sea I1 : f0; 1g �! f1; ig dada por I1(0)
:
= 1 y I1(1)

:
= i.

Sea Ip1 : f0; 1g
p �! f1; igp dada por Ip1 ("p; :::; "1)

:
= (I1("p); :::; I1("1)), ("p; :::; "1) 2 f0; 1gp.

Sea Ipi : f1; 2; :::; 2pg �! f1; igp dada por Ipi
:
= Ip1 � I

p
0 . As��, por ejemplo

Ipi (1) = Ip1 (I
p
0 (1)) = Ip1 (0; :::; 0) = (I1(0); :::; I1(0)) = (1; :::; 1)

Ipi (2) = Ip1 (I
p
0 (2)) = Ip1 (0; :::; 0; 1) = (I1(0); :::; I1(0); I1(1)) = (1; :::; 1; i)

Ipi (3) = Ip1 (I
p
0 (3)) = Ip1 (0; :::; 1; 0) = (I1(0); :::; I1(1); I1(0)) = (1; :::; 1; i; 1)

...

Ipi (2
p) = Ip1 (I

p
0 (2

p)) = Ip1 (1; :::; 1) = (I1(1); :::; I1(1)) = (i; :::; i)
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Con esta notaci�on tenemos que en la parte 2 del Lema 1.5.3

26664
L(1; :::; 1; 1)
L(1; :::; 1; i)

...
L(i; :::; i)

37775 =
26664
L(Ipi (1))
L(Ipi (2))

...
L(Ipi (2

p))

37775.
De�nici�on 1.5.7
Sean p 2 N, U � C un abierto y f : U �! C p�veces R�diferenciable en z0 2 U . Para cada k 2 f1; 2; :::; 2pg
de�nimos

@p
Ip0 (k)

f(z0)
:
= T�12p (k; �)

26664
Dp
r (f)(z0)(I

p
i (1))

Dp
r (f)(z0)(I

p
i (2))

...
Dp
r (f)(z0)(I

p
i (2

p)

37775
donde T�12p (k; �) es la k��esima �la de la matriz T�12p . As��, en el Corolario 1.5.4, tenemos que @

p
Ip0 (k)

f(z0) es el n�umero

complejo que multiplica al k��esimo elemento del vector
�
z1:::zp�1zp; z1:::zp�1z

�
p ; :::; z

�
1z
�
2 :::z

�
p�1z

�
p

�
.

Corolario 1.5.8
Sean p 2 N, U � C un abierto y f : U �! C p�veces R�diferenciable en z0 2 U . Entonces

Dp
r (f)(z0)(z1; :::; zp) = @p

Ip0 (1)
f(z0)z1z2:::zp + @

p
Ip0 (2)

f(z0)z1:::zp�1z
�
p

+@p
Ip0 (3)

f(z0)z1:::z
�
p�1zp + � � �+ @

p
Ip0 (2

p)
f(z0)z

�
1z
�
2 :::z

�
p ,

para cada (z1; :::; zp) 2 Cp.

Demostraci�on:
Se sigue inmediatamente por la De�nici�on anterior y el Lema 1.5.3. �

Notaci�on 1.5.9 (Continuaci�on de la Notaci�on 1.5.6)

Sea I2 : f0; 1g �! f1; �g dada por I2(0)
:
= 1 y I2(1)

:
= �.

Sea Ip2 : f0; 1g
p �! f1; �gp dada por Ip2 ("p; :::; "1)

:
= (I2("p); :::; I2("1)), ("p; :::; "1) 2 f0; 1gp.

Sea Ip� : f1; 2; :::; 2pg �! f1; �gp dada por Ip�
:
= Ip2 � I

p
0 . As�� por ejemplo

Ip� (1) = Ip2 (I
p
0 (1)) = Ip2 (0; :::; 0) = (I2(0); :::; I2(0)) = (1; :::; 1)

Ip� (2) = Ip2 (I
p
0 (2)) = Ip2 (0; :::; 0; 1) = (I2(0); :::; I2(0); I2(1)) = (1; :::; 1; �)

...

Ip� (2
p) = Ip2 (I

p
0 (2

p)) = Ip2 (1; :::; 1) = (I2(1); :::; I2(1)) = (�; :::; �).

Ahora para cada z = (z1; :::; zp) 2 Cp y para cada k 2 f1; 2; :::; 2pg sea

zI
p
� (k)

:
= z"11 z

"2
2 :::z

"p
p ,

si Ip� (k) = ("1; :::; "p) 2 f1; �gp. Usando esta notaci�on el Lema 1.5.3 es equivalente al siguiente:

Lema 1.5.10
Sea p 2 N. Entonces L 2 LRp(C;C) () 9! (�1; �2; :::; �2p) 2 C2

p

tal que L(z) =
P2p

k=1 �kz
Ip� (k), 8 z 2 Cp.

Demostraci�on:
Faltar��a probar la unicidad. Supongamos que existen (�1; �2; :::; �2p) y (�1; :::; �2p) en C2

p

tales que

2pX
k=1

�kz
Ip� (k) =

2pX
k=1

�kz
Ip� (k), 8 z 2 Cp.
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Luego

0 =
2pX
k=1

(�k � �k) zI
p
� (k) =

2pX
k=1

(�k � �k) b2p;k, 8 z 2 Cp.

Pero, por la Nota 1.4.11, sabemos que fb2p;k : k = 1; :::; 2pg es una base de LRp(C;C), con lo cual �k = �k, 8
k = 1; :::; 2p.

Observaci�on 1.5.11 (Continuaci�on de la De�nici�on 1.5.7)
Como Dp

r (f)(z0) 2 LRp(C;C), por el Lema anterior sabemos que 9! (�1; �2; :::; �2p) 2 C2
p

tal que

Dp
r (f)(z0)(z) =

2pX
k=1

�kz
Ip� (k), 8 z 2 Cp.

Por otro lado tenemos que

Dp
r (f)(z0)(z1; :::; zp) =

�
z1:::zp�1zp z1:::zp�1z

�
p � � � z�1z

�
2 :::z

�
p�1z

�
p

�
266664
@p
Ip0 (1)

f(z0)

@p
Ip0 (2)

f(z0)

...
@p
Ip0 (2

p)
f(z0)

377775 , 8 (z1; :::; zp) 2 Cp.
Luego, por unicidad resulta que �k = @p

Ip0 (k)
f(z0), 8 k 2 f1; :::; 2pg. �

Lema 1.5.12
Sean U � C un abierto, f1 : U �! C y f2 : U �! C funciones R�diferenciables en U , � 2 C y g : U �! C dada
por g(z)

:
= �f1(z) + f2(z), z 2 U . Entonces g es R�diferenciables en U y Dr(g)(z) = �Dr(f1)(z) + Dr(f2)(z),

z 2 U .

Demostraci�on:
Sea z 2 U arbitrario. Por hip�otesis sabemos que

lim
jhj!0

f1(z + h)� f1(z)�Dr(f1)(z)(h)

jhj = 0 = lim
jhj!0

f2(z + h)� f2(z)�Dr(f2)(z)(h)

jhj ,

por consiguiente

lim
jhj!0

g(z + h)� g(z)� �Dr(f1)(z)(h)�Dr(f2)(z)(h)

jhj

= lim
jhj!0

�f1(z + h) + f2(z + h)� �f1(z)� f2(z)� �Dr(f1)(z)(h)�Dr(f2)(z)(h)

jhj

= lim
jhj!0

� (f1(z + h)� f1(z)�Dr(f1)(z)(h)) + (f2(z + h)� f2(z)�Dr(f2)(z)(h))

jhj

= � lim
jhj!0

f1(z + h)� f1(z)�Dr(f1)(z)(h)

jhj + lim
jhj!0

f2(z + h)� f2(z)�Dr(f2)(z)(h)

jhj
= � � 0 + 0 = 0.

Adem�as, como Dr(f1)(z) y Dr(f2)(z) son R�lineales entonces �Dr(f1)(z)+Dr(f2)(z) tambi�en. Por lo tanto, seg�un
la De�nici�on 1.2.1, g es R�diferenciables en U y Dr(g)(z) = �Dr(f1)(z) +Dr(f2)(z), z 2 U . �

Proposici�on 1.5.13
Sea p 2 N, k 2 f1; 2; :::; 2pg, U � C un abierto, f 2 Cp+1r (U) y g : U �! C dada por

g(z)
:
= @p

Ip0 (k)
f(z), 8 z 2 U .
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Entonces
1. g es continuamente R�diferenciable en U .
2. Para cada z 2 U se cumplen: @p+1

Ip+10 (k)
f(z) = @10g(z) y @

p+1

Ip+10 (2p+k)
f(z) = @11g(z).

Demostraci�on:
1. Por la De�nici�on 1.5.7 tenemos que

g(z) = T�12p (k; �)

26664
Dp
r (f)(z)(I

p
i (1))

Dp
r (f)(z)(I

p
i (2))

...
Dp
r (f)(z)(I

p
i (2

p)

37775 =
2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p
r (f)(z)(I

p
i (j)), 8 z 2 U . (1.5.13.1)

Adem�as, la Proposici�on 1.4.20 nos asegura que si z1; :::; zp 2 C entonces la funci�on h : U �! C de�nida por

h(z) = Dp
r (f)(z)(z1; :::; zp), z 2 U

es R�diferenciable en U . Luego el resultado se obtiene aplicando el Lema anterior.
2. Sea z 2 U arbitrario. Por la De�nici�on 1.5.7 aplicada a g con p = 1 tenemos que"

@1
I10 (1)

g(z)

@1
I10 (2)

g(z)

#
= T�12

�
D1
r(g)(z)(I

1
i (1))

D1
r(g)(z)(I

1
i (2))

�
=
1

2

�
1 �i
1 i

� �
D1
r(g)(z)(I

1
i (1))

D1
r(g)(z)(I

1
i (2))

�
,

es decir

@10g(z) =
D1
r(g)(z)(1)� iD1

r(g)(z)(i)

2
y @11g(z) =

D1
r(g)(z)(1) + iD

1
r(g)(z)(i)

2
:

Luego por (1.5.13.1), el Lema anterior y las Proposiciones 1.4.20 y 1.4.19, resulta que

@10g(z) =
D1
r(g)(z)(1)� iD1

r(g)(z)(i)

2

=
1

2

0@ 2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z) (Ipi (j); 1)� i

2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z)(Ipi (j); i)

1A
=

1

2

0@ 2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z)(1; Ipi (j)) +

2pX
j=1

(�i)T�12p (k; j)Dp+1
r (f)(z)(i; Ipi (j))

1A
=

2p+1X
j=1

T�12p+1(k; j)D
p+1
r (f)(z)(Ip+1i (j)) = @p+1

Ip+10 (k)
f(z).

An�alogamente probamos

@11g(z) =
D1
r(g)(z)(1) + iD

1
r(g)(z)(i)

2

=
1

2

0@ 2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z)(Ipi (j); 1) + i

2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z)(Ipi (j); i)

1A
=

1

2

0@ 2pX
j=1

T�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z)(1; Ipi (j)) +

2pX
j=1

iT�12p (k; j)D
p+1
r (f)(z)(i; Ipi (j))

1A
=

2p+1X
j=1

T�12p+1(2
p + k; j)Dp+1

r (f)(z)(Ip+1i (j)) = @p+1
Ip+10 (2p+k)

f(z),

quedando as�� �nalizada la prueba. �
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Nota I.5.14
Sea p � 2 entero y np;0 : f0; 1gp �! f0; 1; 2; :::; pg la funci�on de�nida por

np;0(�1; :::; �p)
:
= # f1 � j � p : �j = 0g , (�1; :::; �p) 2 f0; 1gp .

Notemos que si (�1; :::; �p) y (�1; :::; �p) est�an en f0; 1gp, entonces

np;0(�1; :::; �p) = np;0(�1; :::; �p) () 9 � 2 Sp tal que (�1; :::; �p) =
�
��(1); :::; ��(p)

�
.

Proposici�on 1.5.15
Sean p � 2 entero, U � C abierto, f : U �! C p�veces R� diferenciable en U y j, k 2 f1; :::; 2p � 1g con j 6= k. Si

np;0(I
p
0 (j)) = np;0(I

p
0 (k))

entonces
@p
Ip0 (j)

f(z) = @p
Ip0 (k)

f(z), 8 z 2 U .

Demostraci�on:
Procedemos por inducci�on sobre p. Sea z 2 U arbitrario. Sea p = 2 y denotemos

�1
:
= D2

r(f)(z)(1; 1), �2
:
= D2

r(f)(z)(1; i), �3
:
= D2

r(f)(z)(i; 1), �4
:
= D2

r(f)(z)(i; i),

�1
:
= @2(0;0)f(z), �2

:
= @2(0;1)f(z), �3

:
= @2(1;0)f(z), �4

:
= @2(1;1)f(z),

�
:
= (�1; �2; �3; �4)

> y �
:
= (�1; �2; �3; �4)

>.

Queremos probar que �2 = �3. Por la Proposici�on 1.4.19 y por la De�nici�on 1.5.7 tenemos que �2 = �3 y � = T�122 �.
Luego

� =
1

22

�
TH2 �iTH2
TH2 iTH2

�
� =

1

4

2664
1 �i �i �1
1 i �i 1
1 �i i 1
1 i i �1

3775
2664
�1
�2
�2
�4

3775 ,
lo cual implica que

�2 =
1

4
(�1 + i�2 � i�2 + �4) =

1

4
(�1 + �4) y �3 =

1

4
(�1 � i�2 + i�2 + �4) =

1

4
(�1 + �4).

Por lo tanto �2 = �3. Ahora sea p � 2 y supongamos que la Proposici�on es cierta para 2 � q � p. Sean
� = (�p+1; �p; :::; �1)

> y � = (�p+1; �p; :::; �1)
> en f0; 1gp+1 tales que np+1;0(�) = np+1;0(�) y veamos que

@p+1� f(z) = @p+1� f(z).

No es dif��cil veri�car que se d�a una (y s�olo una) de las siguientes situaciones:

1) � = (0; �p; :::; �1)
> y � = (0; �p; :::; �1)

>

2) � = (1; �p; :::; �1)
> y � = (1; �p; :::; �1)

>

3) � = (0; 1; �p�1; :::; �1)
> y � = (1; 0; �p�1; :::; �1)

>

4) � = (0; 1; �p�1; :::; �1)
> y � = (1; 1; �p�1; :::; �1)

>

5) � = (0; 0; �p�1; :::; �1)
> y � = (1; 0; �p�1; :::; �1)

>

6) � = (0; 0; �p�1; :::; �1)
> y � = (1; 1; �p�1; :::; �1)

>

y las situaciones 3, 4, 5 y 6 cambiando � con � y viceversa.

Consideremos en primer lugar la situaci�on 1. Como np+1;0(�) = np+1;0(�) y �p+1 = 0 = �p+1 entonces

np;0(�p; :::; �1) = np;0(�p; :::; �1),
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con lo cual, por hip�otesis inductiva, resulta que

@p(�p;:::;�1)f(z) = @p(�p;:::;�1)f(z).

Por otro lado, la Proposici�on 1.5.13 nos dice que

@p+1� f(z) = @10@
p
(�p;:::;�1)

f(z) y @p+1� f(z) = @10@
p
(�p;:::;�1)

f(z).

Por lo tanto
@p+1� f(z) = @p+1� f(z).

La situaci�on 2 se resuelve en forma an�aloga a la situaci�on 1 cambiando @10 por @
1
1 . Veamos la situaci�on 3. Como

np+1;0(�) = np+1;0(�), �p = 1 = �p+1 y �p+1 = 0 = �p entonces

np�1;0(�p�1; :::; �1) = np�1;0(�p�1; :::; �1),

luego, por hip�otesis inductiva tenemos que

g(z)
:
= @p�1(�p�1;:::;�1)

f(z) = @p�1(�p�1;:::;�1)
f(z).

Ahora, por la Proposici�on 1.5.13 (aplicada dos veces) obtenemos que

@p+1� f(z) = @10@
1
1@

p�1
(�p�1;:::;�1)

f(z) = @2(0;1)@
p�1
(�p�1;:::;�1)

f(z) y

@p+1� f(z) = @11@
1
0@

p�1
(�p�1;:::;�1)

f(z) = @2(1;0)@
p�1
(�p�1;:::;�1)

f(z).

Por lo tanto
@p+1� f(z)) = @2(0;1)g(z) y @

p+1
� f(z) = @2(1;0)g(z).

Luego, por lo ya probado para p = 2, resulta que

@p+1� f(z)) = @2(0;1)g(z) = @2(1;0)g(z) = @p+1� f(z).

Consideremos ahora la situaci�on 4. Dado que np+1;0(�) = np+1;0(�), � = (0; 1; �p�1; :::; �1)
> y � = (1; 1; �p�1; :::; �1)

>

entonces 9 j 2 f1; :::; p� 1g tal que �j = 0. Luego, existe � 2 Sp tal que�
��(p); ��(p�1); :::; ��(1)

�
=
�
0; ��(p�1); :::; ��(1)

�
.

De�nimos 
:
=
�
��(p�1); :::; ��(1)

�>
. Por la Nota anterior tenemos que

np;0(1; �p�1; :::; �1) = np;0(�p; �p�1; :::; �1) = np;0
�
��(p); ��(p�1); :::; ��(1)

�
= np;0(0;)

Luego, por hip�otesis inductiva
@p(1;�p�1;:::;�1)f(z) = @p(0;)f(z).

Adem�as, por la Proposici�on 1.5.13 tenemos que

@p+1� f(z) = @11@
p
(1;�p�1;:::;�1)

f(z).

Por lo tanto
@p+1� f(z) = @11@

p
(0;)f(z) = @p+1(1;0;)f(z).

Ahora, por lo ya probado en la situaci�on 3 y debido a que np�1;0() = np�1;0(�p�1; :::; �1), resulta que

@p+1(1;0;)f(z) = @p+1(0;1;�p�1;:::;�1)
f(z) = @p+1� f(z).

Finalmente obtenemos que @p+1� f(z) = @p+1� f(z).
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Veamos la situaci�on 5. Como np+1;0(�) = np+1;0(�), � = (0; 0; �p�1; :::; �1)
> y � = (1; 0; �p�1; :::; �1)

> entonces 9
j 2 f1; :::; p� 1g tal que �j = 1. Luego 9 � 2 Sp tal que�

��(p); ��(p�1); :::; ��(1)
�
=
�
1; ��(p�1); :::; ��(1)

�
.

De�nimos 
:
= (��(p�1); :::; ��(1))

>. Por la Nota anterior tenemos que

np;0(1;) = np;0
�
��(p); :::; ��(1)

�
= np;0 (�p; :::; �1) = np;0 (0; �p�1; :::; �1) .

Luego, por hip�otesis inductiva
@p(1;)f(z) = @p(0;�p�1;:::;�1)f(z).

Adem�as por la Proposici�on 1.5.13 tenemos que

@p+1� f(z) = @10@
p
(0;�p�1;:::;�1)

f(z),

por tanto,
@p+1� f(z) = @10@

p
(1;)f(z) = @p+1(0;1;)f(z).

Ahora, como

np�1;0 (�p�1; :::; �1) = np;0 (�p; :::; �1) = np;0 (0; �p�1; :::; �1) = np;0 (1;) = np�1;0(),

y por lo ya probado en la situaci�on 3, tenemos que

@p+1(1;0;�p�1;:::;�1)
f(z) = @p+1(0;1;)f(z).

Finalmente obtenemos que
@p+1� f(z) = @p+1(1;0;�p�1;:::;�1)

f(z) = @p+1� f(z).

Por �ultimo probemos el caso en el que se d�e la situaci�on 6. Puesto que � = (0; 0; �p�1; :::; �1)
>, � = (1;1;�p�1; :::; �1)

>

y np+1;0(�) = np+1;0(�) entonces existen j; k 2 f1; :::; p� 1g con j 6= k tales que �j = 0 = �k. Luego 9 � 2 Sp tal
que �

��(p); ��(p�1); :::; ��(1)
�
= (0; 0; ��(p�2); :::; ��(1)).

De�nimos 
:
=(��(p�2); :::; ��(1))

>. Por la Nota anterior tenemos que

np;0 (1;�p�1; :::; �1) = np;0 (�p; :::; �1) = np;0
�
��(p); :::; ��(1)

�
= np;0

�
0; 0; ��(p�2); :::; ��(1)

�
= np;0 (0; 0;) ,

con lo cual la hip�otesis inductiva implica que

@p(1;�p�1;:::;�1)f(z) = @p(0;0;)f(z).

Aplicando la Proposici�on 1.5.13 resulta que

@p+1� f(z) = @11@
p
(1;�p�1;:::;�1)

f(z) = @11@
p
(0;0;)f(z) = @p+1(1;0;0;)f(z).

Ahora, dado que

np+1;0 (0; 0; �p�1; :::; �1) = np+1;0 (�) = np+1;0 (�) = np;0 (1; �p�1; :::; �1) = np;0 (0; 0;) = np+1;0 (1; 0; 0;) ,

tenemos entonces por la situaci�on anterior que

@p+1(1;0;0;)f(z) = @p+1(0;0;�p�1;:::;�1)
f(z).

Por lo tanto obtenemos que

@p+1� f(z) = @p+1(1;0;0;)f(z) = @p+1(0;0;�p�1;:::;�1)
f(z) = @p+1� f(z).
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Queda entonces culminada la demostraci�on. �

Nota 1.5.16 (Continuaci�on de la Proposici�on anterior)
Denotamos entonces

@p

(@�)p�1@��
f(z0)

:
= @p(0;:::;0;1)f(z0) = � � � = @p(1;0;:::;0)f(z0).

En general, para k 2 f1; :::; p� 1g
@p

(@�)p�k(@��)k
f(z0)

:
= @p("1;:::;"p)f(z0)

si k =
Pp

j=1 �f1g("j) , 8 ("1; :::; "p) 2 f0; 1g
p
tal que 0 <

Pp
j=1 �f1g("j) < p. Finalmente

@p

(@�)p
f(z0)

:
= @p(0;:::;0)f(z0) y

@p

(@��)p
f(z0)

:
= @p(1;:::;1)f(z0).

Luego, por el Corolario 1.5.8, tenemos que

Dp
r (f) (z0)(z1; :::; zp) =

@p

(@�)p
f(z0)z1z2:::zp +

@p

(@�)p�1@��
f(z0)(z1:::zp�1z

�
p + :::+ z

�
1z2:::zp) +

+

p�1X
k=2

@p

(@�)p�k(@��)k
f(z0)(z1:::zp�kz

�
p�k+1:::z

�
p + :::+ z

�
1 :::z

�
p�kzp�k+1:::zp) +

+
@p

(@��)p
f(z0)z

�
1z
�
2 :::z

�
p .

1.6 Operadores R�derivadas parciales y f�ormula de Taylor para fun-
ciones R�diferenciables

Finalmente hemos llegado a la �ultima secci�on de este cap��tulo, donde de�nimos los operadores R� derivadas
parciales y derivamos una generalizaci�on de la serie de Taylor compleja usual, junto con algunos casos particulares.
Por �ultimo, probamos que toda funci�on holomorfa es R�diferenciable y que su derivada coincide con la R�derivada
de�nida en la secci�on 2.

De�nici�on 1.6.1
Sean p 2 N, U � C un abierto y C(U;C) := ff : U �! C : f es continua en Ug. Para cada p y cada k 2 f0; :::; pg
sea

@p

(@�)p�k(@��)k
: Cpr (U;C) �! C(U;C)

el operador que a cada f 2 Cpr (U;C) le hace corresponder la funci�on de�nida en U por z 7! @p

(@�)p�k(@��)k
f(z). A

este operador lo llamamos \operador R � derivada parcial con respecto a � (p � k) � veces y con respecto a ��

k � veces".

Nota 1.6.2
Por la De�nici�on anterior y la Proposici�on 1.5.13 tenemos que

@p+1

(@�)p+1
=

@

@�
� @p

(@�)p
;

@p+1

(@��)p+1
=

@

@��
� @p

(@��)p
y

@p+1

(@�)p+1�k(@��)k
=

@

@�
� @p

(@�)p�k(@��)k
=

@

@��
� @p

(@�)p+1�k(@��)k�1
para k 2 f1; :::; pg .
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Proposici�on 1.6.3
Sean p 2 N, U � C abierto, A :

=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
, f 2 Cpr (U;C) y uf ; vf : A �! C dadas como en la

Proposici�on 1.4.22. Si h 2 C y hx; hy 2 R dadas por h = hx + ihy entonces�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�p
(f)(x+ iy) = ((hxD

1
1 + hyD

1
2)
p(uf ) + i(hxD

1
1 + hyD

1
2)
p(vf ))(x; y), 8 (x; y) 2 A.

Demostraci�on:
Sea (x; y) 2 A arbitrario y de�no z :

= x+ iy 2 C. Hacemos inducci�on sobre p. Sea p = 1. Por el Corolario 1.2.8 y
la Proposici�on 1.2.7 tenemos que�

h
@

@�
+ h�

@

@��

�
(f)(z) = h

@f

@�
(z) + h�

@f

@��
(z)

= Dr(f)(z)(h)

= Dr(f)(z)(hx + ihy)

= D1(f)(z)hx +D2(f)(z)hy

donde D1(f)(z)
:
= D1(uf )(x; y) + iD1(vf )(x; y) y D2(f)(z)

:
= D2(uf )(x; y) + iD2(vf )(x; y). Esto es�

h
@

@�
+ h�

@

@��

�
(f)(z) = [D1(uf )(x; y) + iD1(vf )(x; y)]hx + [D2(uf )(x; y) + iD2(vf )(x; y)]hy

= ((hxD1 + hyD2)(uf ) + i(hxD1 + hyD2)(vf ))(x; y).

Sea p � 2 y supongamos cierta la Proposici�on para p� 1. Sea g : U �! C dada por

g(u)
:
= Dp�1

r (f)(u)(h; :::; h), u 2 U .

De�nimos g1; g2 : A �! R por g1(x; y)
:
= Re(g(x + iy)) y g2(x; y)

:
= Im(g(x + iy)) para cada (x; y) 2 A. Por el

Corolario 1.2.8 y por la hip�otesis inductiva tenemos que

g(z) = Dp�1
r f(z)(h; :::; h)

=

�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�p�1
(f)(z)

= ((hxD
1
1 + hyD

1
2)
p�1(uf ) + i(hxD

1
1 + hyD

1
2)
p�1(vf ))(x; y),

con lo cual

g1(x; y) = Re(Dp�1
r (f)(z)(h; :::; h)) = (hxD

1
1 + hyD

1
2)
p�1(uf )(x; y) y

g2(x; y) = Im(Dp�1
r (f)(z)(h; :::; h)) = (hxD

1
1 + hyD

1
2)
p�1(vf )(x; y).

Adem�as por la Nota 1.6.2 y por lo ya probado para p = 1 obtenemos que�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�p
(f)(z) =

 �
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�
�
�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�p�1!
(f)(z)

=

�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�
(g)(z)

= ((hxD
1
1 + hyD

1
2)(g1) + i(hxD

1
1 + hyD

1
2)(g2))(x; y).

Reemplazando concluimos que�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�p
(f)(z) = (hxD

1
1 + hyD

1
2)(hxD

1
1 + hyD

1
2)
p�1(uf )(x; y) + i

�
(hxD

1
1 + hyD

1
2)(hxD

1
1 + hyD

1
2)(vf )(x; y)

�
= (hxD

1
1 + hyD

1
2)
p(uf )(x; y) + i(hxD

1
1 + hyD

1
2)
p(vf )(x; y). �
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Teorema 1.6.4 (F�ormula de Taylor para funciones R�diferenciables)
Sean p 2 N, U � C un abierto, f 2 Cpr (U;C) y z = x+ iy 2 U . Entonces dado " > 0, 9 � > 0 tal que B(z; �) � U y

f(z + h)� f(z) =
pX
k=1

kX
j=0

(h�)jhk�j

j!(k � j)!
@k

(@�)k�j (@��)
j
(f)(z) + jhjp "(h)

con h 2 B(0; �) y "(h) 2 [0; "].

Demostraci�on:
Sean A, uf y vf como en la Proposici�on 1.4.22. Entonces f(x + iy) = uf (x; y) + ivf (x; y), (x; y) 2 A. Por
la Proposici�on 1.4.24 sabemos que uf y vf est�an en C

p
r (A;R). Luego, por la F�ormula de Taylor para funciones

diferenciables (consultar, por ejemplo, (8.14.3) p�ag. 190 de [2]), tenemos que dado " > 0 9 � > 0 tal queB((x; y); �) �
A, h

:
= (hx; hy) 2 B((0; 0); �) y

uf (x+ hx; y + hy)� uf (x; y) =

pX
k=1

1

k!
Dk(uf )(x; y)(

pz }| {
h; :::;h) + khkp "1(h) con "1(h) 2

h
0;
"

2

i

vf (x+ hx; y + hy)� vf (x; y) =

pX
k=1

1

k!
Dk(vf )(x; y)(

pz }| {
h; :::;h) + khkp "2(h) con "2(h) 2

h
0;
"

2

i
Pero la Proposici�on 1.4.23 implica que

Dk(uf )(x; y)(h; :::;h) = (hxD
1
1 + hyD

1
2)
k(uf )(x; y)

Dk(vf )(x; y)(h; :::;h) = (hxD
1
1 + hyD

1
2)
k(vf )(x; y)

para cada k 2 f1; :::; pg. Luego

uf (x+ hx; y + hy)� uf (x; y) =

pX
k=1

1

k!

�
hxD

1
1 + hyD

1
2

�k
(uf )(x; y) + khkp "1(h)

vf (x+ hx; y + hy)� vf (x; y) =

pX
k=1

1

k!
(hxD

1
1 + hyD

1
2)
k(vf )(x; y) + khkp "2(h).

Aplicando la Proposic�on anterior con h = hx + ihy tenemos que

f(z + h)� f(z) = f((x+ iy) + (hx + ihy))� f(x+ iy)
= [uf (x+ hx; y + hy)� uf (x; y)] + i [vf (x+ hx; y + hy)� vf (x; y)]

=

pX
k=1

�
1

k!

�
(hxD

1
1 + hyD

1
2)
k(uf ) + i(hxD

1
1 + hyD

1
2)
k(vf )

�
(x; y)

�
+ khkp ("1(h) + "2(h))

=

pX
k=1

1

k!

�
h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�k
(f)(x+ iy) + khkp ("1(h) + "2(h)).

Adem�as
�
h@

1

@� + h
� @1
@��

�k
=
Pk

j=0

�
k
j

�
(h�)jhk�j @k

(@�)k�j(@��)j
. Por lo tanto

f(z + h)� f(z) =

pX
k=1

1

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(h�)jhk�j

@k

(@�)k�j(@��)j
(f) (z) + khkp ("1(h) + "2(h))

=

pX
k=1

kX
j=0

1

j!(k � j)! (h
�)jhk�j

@k

(@�)k�j(@��)j
(f) (z) + khkp ("1(h) + "2(h))

=

pX
k=1

kX
j=0

(h�)jhk�j

j!(k � j)!
@k

(@�)k�j (@��)
j
(f)(z) + jhjp "(h)
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con "(h) 2 [0; "]. �

De�nici�on 1.6.5
Sean U � C un abierto y f : U �! C. Decimos que \f es infinitamente R� diferenciable en U" si f 2 Cpr (U;C)
para todo p 2 N. Si adem�as, para cada z 2 U , 9 � > 0 tal que B(z; �) � U y

f(z + h)� f(z) = lim
p!1

pX
k=1

kX
j=0

(h�)jhk�j

j!(k � j)!
@k

(@�)k�j (@��)
j
(f)(z)

con h 2 B(0; �), decimos que \f es real anal�{tica en U".

Proposici�on 1.6.6
Sean U � C un abierto, h1 : U �! C y h2 : U �! C funciones R�diferenciables en z 2 U . Entonces h0

:
= h1 � h2

es R�diferenciable en z y se cumplen:

1. Dr(h0)(z) = h1(z)Dr(h2)(z) + h2(z)Dr(h1)(z)

2. @h0@� (z) = h1(z)
@h2
@� (z) + h2(z)

@h1
@� (z) y

@h0
@�� (z) = h1(z)

@h2
@�� (z) + h2(z)

@h1
@�� (z).

Demostraci�on:
1. Queremos ver que 9 L : C �! C R�lineal tal que

lim
jhj!0

jh0(z + h)� h0(z)� L(h)j
jhj = 0.

Por hip�otesis 9 L1; L2 : C �! C R�lineales tales que

lim
jhj!0

jh1(z + h)� h1(z)� L1(h)j
jhj = 0 = lim

jhj!0

jh2(z + h)� h2(z)� L2(h)j
jhj . (1.6.6.1)

Consideramos L : C �! C de�nida por

L(u)
:
= h1(z)L2(u) + h2(z)L1(u), u 2 C.

Notemos que, por ser h2 continua, tenemos que

lim
jhj!0

jh2(z + h)j = jh2(z)j . (1.6.6.2)

Tambi�en, la R�linealidad de L1 implica que

lim
jhj!0

jL1(h)j = 0. (1.6.6.3)

Por ser h2 R�diferenciables en z resulta que

h2(z + h)� h2(z) = L2(h)� "(h) jhj con lim
jhj!0

"(h) = 0.

Adem�as, por Proposici�on 1.1.5 9! � y � en C tales que L2(u) = �u+ �u�, 8 u 2 C. Entonces

jh2(z + h)� h2(z)j
jhj =

jL2(h)� "(h) jhjj
jhj =

j�h+ �h� � "(h) jhjj
jhj � j�j+ j�j+ j"(h)j ,

con lo cual

lim
jhj!0

jh2(z + h)� h2(z)j
jhj � j�j+ j�j . (1.6.6.4)
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Teniendo en cuenta (1.6.6.1), (1.6.6.2), (1.6.6.3) y (1.6.6.4) resulta que

lim
jhj!0

jh0(z + h)� h0(z)� L(h)j
jhj

= lim
jhj!0

jh1(z + h)h2(z + h)� h1(z)h2(z)� h1(z)L2(h)� h2(z)L1(h)j
jhj

= lim
jhj!0

jh1(z + h)h2(z + h)� h1(z)h2(z)� h1(z)L2(h)� h2(z)L1(h) + h1(z)h2(z + h)� h1(z)h2(z + h)j
jhj

� lim
jhj!0

jh1(z) [h2(z + h)� h2(z)� L2(h)]j
jhj + lim

jhj!0

jh1(z + h)h2(z + h)� h2(z)L1(h)� h1(z)h2(z + h)j
jhj

= h1(z) � lim
jhj!0

jh2(z + h)� h2(z)� L2(h)j
jhj + lim

jhj!0

jh1(z + h)h2(z + h)� h2(z)L1(h)� h1(z)h2(z + h)j
jhj

= lim
jhj!0

jh1(z + h)h2(z + h)� h2(z)L1(h)� h1(z)h2(z + h) + L1(h)h2(z + h)� L1(h)h2(z + h)j
jhj

= lim
jhj!0

jh2(z + h) [h1(z + h)� h1(z)� L1(h)]� h2(z)L1(h) + L1(h)h2(z + h)j
jhj

� lim
jhj!0

jh2(z + h)j � lim
jhj!0

jh1(z + h)� h1(z)� L1(h)j
jhj + lim

jhj!0
jL1(h)j � lim

jhj!0

jh2(z + h)� h2(z)j
jhj

= 0.

2. Sea h 2 C arbitrario. Por el Corolario 1.2.8 sabemos que

Dr (h0) (z)(h) =
@h0
@�
(z)h+

@h0
@��

(z)h�,

Dr (h1) (z)(h) =
@h1
@�
(z)h+

@h1
@��

(z)h� y

Dr (h2) (z)(h) =
@h2
@�
(z)h+

@h2
@��

(z)h�.

Por esto y por la parte 1 tenemos que

Dr(h0)(z)(h) = h1(z)Dr(h2)(z)(h) + h2(z)Dr(h1)(z)(h)

= h1(z)

�
@h2
@�
(z)h+

@h2
@��

(z)h�
�
+ h2(z)

�
@h1
@�
(z)h+

@h1
@��

(z)h�
�

=

�
h1(z)

@h2
@�
(z) + h2(z)

@h1
@�
(z)

�
h+

�
h1(z)

@h2
@��

(z) + h2(z)
@h1
@��

(z)

�
h�.

La prueba se sigue entonces por la unicidad de la Proposici�on 1.1.5. �

Corolario 1.6.7
Sean h1 : C �! C y h2 : C �! C de�nidas por h1(z)

:
= z y h2(z)

:
= z�, z 2 C. Entonces h0

:
= h1 � h2 es

R�diferenciable en C y adem�as se cumplen

1. Dr (h1) (z)(h) = h, 8 z, h 2 C
2. Dr(h2)(z)(h) = h�, 8 z, h 2 C
3. Dr(h0)(z)(h) = zh� + z�h, 8 z, h 2 C
4. @h1@� (z) = 1 y

@h1
@�� (z) = 0, 8 z 2 C

5. @h2@� (z) = 0 y
@h2
@�� (z) = 1, 8 z 2 C

6. @h0@� (z) = z� y @h0
@�� (z) = z, 8 z 2 C
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Demostraci�on:
Sean z = x+ iy y h 2 C arbitrarios.
1. Como h1 es R�lineal y

lim
jhj!0

h1(z + h)� h1(z)� h1(h)
jhj = lim

jhj!0

z + h� z � h
jhj = 0

resulta, por la unicidad de la Proposici�on 1.2.3, que Dr(h1)(z) = h1. Lo cual implica que Dr(h1)(z)(h) = h:
2. Como h2 es R�lineal y

lim
jhj!0

h2(z + h)� h2(z)� h2(h)
jhj = lim

jhj!0

(z + h)� � z� � h�
jhj = 0

por unicidad tenemos que Dr(h2)(z) = h2, entonces Dr(h2)(z)(h) = h�.
3. Aplicando la parte 1 de la Proposici�on anterior y los dos incisos reci�en probados resulta que

Dr(h0)(z)(h) = h1(z)Dr(h2)(z)(h) + h2(z)Dr(h1)(z)(h) = zh� + z�h.

4. Por ser h1 R�diferenciable en z tenemos que

@h1
@�
(z) =

D1(uh1)(x; y) +D2(vh1)(x; y)

2
+ i

D1(vh1)(x; y)�D2(uh1)(x; y)

2

=
D1(x) +D2(y)

2
+ i

D1(y)�D2(x)

2
= 1

y

@h1
@��

(z) =
D1(uh1)(x; y)�D2(vh1)(x; y)

2
+ i

D1(vh1)(x; y) +D2(uh1)(x; y)

2

=
D1(x)�D2(y)

2
+ i

D1(y) +D2(x)

2
= 0.

5. Lo probamos en la Proposici�on 1.2.9.
6. Por el inciso 2 del resultado anterior y por 4 y 5 de esta Proposici�on tenemos que

@h0
@�
(z) = h1(z)

@h2
@�
(z) + h2(z)

@h1
@�
(z) = z� y

@h0
@��

(z) = h1(z)
@h2
@��

(z) + h2(z)
@h1
@��

(z) = z. �

Notaci�on 1.6.8
Sea U � C un abierto, M :

=
n
jzj2 : z 2 U

o
y p 2 N. Denotamos

C1r (U;C)
:
= \p2NCpr (U;C),

C1r;j:j(U;C)
:
=

n
f 2 C1r (U;C) : 9 g :M �! C tal que g(jzj2) = f(z), z 2 U

o
y

Cpr;j:j(U;C)
:
=

n
f 2 Cpr (U;C) : 9 g :M �! C tal que g(jzj2) = f(z), z 2 U

o
.

Lema 1.6.9
Sea f 2 C1r;j:j(U;C). Entonces
1. Existe una sucesi�on ffngn2N en C1r;j:j(U;C) tal que

@p

(@�)p (f)(z) = fp(z) � (z�)p, 8 z 2 U y 8 p 2 N.

2. Existe una sucesi�on fgngn2N en C1r;j:j(U;C) tal que
@p

(@��)p (f)(z) = gp(z) � zp, 8 z 2 U y 8 p 2 N.

3. Existe una sucesi�on fFngn2N en C1r;j:j(U;C) tal que
@2

(@�)(@��) (Fn) = Fn+1, 8 n 2 N0 con F0
:
= f .

Demostraci�on:
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Como f 2 C1r;j:j(U;C) entonces 9 g : M �! C tal que g � h0 = f ; donde h0 = h1 � h2, con h0, h1 y h2 de�nidas en
el Corolario anterior. Tambi�en

@

@�
(f) =

�
@

@�
(g � h0)

�
� @
@�
(h0) =

�
@

@�
(g � h0)

�
� h2

@

@��
(f) =

�
@

@��
(g � h0)

�
� @

@��
(h0) =

�
@

@��
(g � h0)

�
� h1,

con lo cual
@

@�
(f)(z) =

�
@

@�
(g � h0)

�
(z) � z� y @

@��
(f)(z) =

�
@

@��
(g � h0)

�
(z) � z, 8 z 2 U .

Luego, tomando f1
:
= @

@� (g � h0) y g1
:
= @

@�� (g � h0) resulta que f1 y g1 est�an en C
1
r;j:j(U;C) y

@

@�
(f)(z) = f1(z) � z� y

@

@��
(f)(z) = g1(z) � z, 8 z 2 U .

Aplicando lo probado hasta ahora y el Corolario anterior tenemos que

@2

@�@��
(f) =

@

@�

�
@

@��
(f)

�
=

@

@�
(g1 � h1) =

@

@�
(g1) � h1 + g1 �

@

@�
(h1)

=
@

@�

�
@

@��
(g � h0)

�
� h1 + g1 �

@

@�
(h1)

=

��
@2

@�@��
(g � h0)

�
�
�
@

@�
(h0)

��
� h1 + g1

=

��
@2

@�@��
(g � h0)

�
�
�
h1 �

@

@�
(h2) + h2 �

@

@�
(h1)

��
� h1 + g1

=

��
@2

@�@��
(g � h0)

�
� (h1 � 0 + h2 � 1)

�
� h1 + g1

=

��
@2

@�@��
(g � h0)

�
� h2
�
� h1 + g1 =

�
@2

@�@��
(g � h0)

�
� h0 + g1.

Luego si de�nimos F1
:
=
�

@2

@�@�� (g � h0)
�
� h0 + g1 entonces

@2

@�@��
(F0) =

@2

@�@��
(f) = F1

y F1 2 C1r;j:j(U;C). As�� queda probado 1, 2 y 3 para el caso p = 1. De lo hecho, sigue f�acilmente el proceso iterativo
para 1, 2 y 3. �

Corolario 1.6.10
Sea U � C un abierto tal que 0 2 U y sea f 2 C1r;j:j(U;C). Entonces para cada p 2 N se cumple que

@p

(@��)k(@�)p�k
(f)(0) = 0

si k 6= p� k y k 2 f0; :::; pg.

Demostraci�on:
Procedemos haciendo inducci�on sobre p. Si p = 1 queremos ver que

@

(@��)k(@�)1�k
(f)(0) = 0 para k = 0; 1.
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Por el Lema anterior existen f1 y g1 en C
1
r;j:j(U;C) tales que

@
@� (f)(z) = f1(z) � z� y @

@�� (f)(z) = g1(z) � z , 8 z 2 U .
En particular

@

@�
(f)(0) = 0 =

@

@��
(f)(0).

Supongamos por hip�otesis inductiva que el Corolario vale para p y probemos que es cierto para p+ 1. Esto es

@p+1

(@��)m(@�)p+1�m
(f)(0) = 0 si m 6= (p+ 1)�m y m 2 f0; :::; p+ 1g . (1.6.10.1)

Caso m = 0:
Por la parte 1 del Lema anterior sabemos que 9 fp+1 2 C1r;j:j(U;C) tal que

@p+1

(@�)p+1
(f)(z) = fp+1(z) � (z�)p+1, 8 z 2 U .

En particular @p+1

(@�)p+1 (f)(0) = 0, luego

@p+1

(@��)m(@�)p+1�m
(f)(0) =

@p+1

(@�)p+1
(f)(0) = 0.

Caso m = p+ 1:
Por la parte 2 del Lema anterior 9 gp+1 2 C1r;j:j(U;C) tal que

@p+1

(@��)p+1
(f)(z) = gp+1(z) � (z)p+1, 8 z 2 U .

En particular @p+1

(@��)p+1 (f)(0) = 0, luego

@p+1

(@��)m(@�)p+1�m
(f)(0) =

@p+1

(@��)p+1
(f)(0) = 0.

Caso m 2 f1; :::; pg:
Si m 6= p�m, por la Nota 1.6.2 y por la hip�otesis inductiva tenemos que

@p+1

(@��)m(@�)p+1�m
(f)(0) =

@

@�
� @p

(@��)m(@�)p�m
(f)(0) =

@

@�
(0) = 0.

Si m = p�m entonces p = 2m. Luego

@p+1

(@��)m(@�)p+1�m
(f)(0) =

@2m+1

(@��)m(@�)m+1
(f)(0) =

@

@�
� @2m

(@��)m(@�)m
(f)(0).

Por el inciso 1 del Lema sabemos que
@2

@��@�
(f) 2 C1r;j:j(U;C),

con lo cual �
@2

@��@�

�m
(f) =

@2m

(@��)m(@�)m
(f) 2 C1r;j:j(U;C).

Aplicando nuevamente la parte 2 del Lema, con F
:
= @2m

(@��)m(@�)m (f) , resulta que 9 f1 2 C1r;j:j(U;C) tal que
@
@� (F )(z) = f1(z) � z�, 8 z 2 U . Por lo tanto @

@� (F )(0) = 0, obteniendo as�� que

@p+1

(@��)m(@�)p+1�m
(f)(0) = 0.
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Finalmente queda probado (1.6.10.1), y con ello el Corolario. �

Corolario 1.6.11
Sean U � C un abierto tal que 0 2 U , p 2 N y f 2 C2pr;j:j(U;C). Entonces dado " > 0, 9 � > 0 tal que B(0; �) � U y

f(h)� f(0) =
pX
k=1

jhj2k

4k(k!)2
�k(f)(0) + jhj2p "(h),

con h 2 B(0; �), "(h) 2 [0; "] y

�(f)(z)
:
= 4

@2

@�@��
(f)(z) = 4

@2

@��@�
(f)(z), z 2 U .

El polinomio diferencial � es conocido como el \operador de Laplace" y juega un rol crucial en el an�alisis de
funciones arm�onicas.

Demostraci�on:
Por el Teorema 1.6.4, dado " > 0 9 � > 0 tal que B(0; �) � U y

f(h)� f(0) =
2pX
k=1

kX
j=0

(h�)jhk�j

j!(k � j)!
@k

(@�)k�j (@��)
j
(f)(0) + jhj2p "(h)

con h 2 B(0; �) y "(h) 2 [0; "]. Tambi�en sabemos, por el Corolario anterior, que para cada k 2 N

@k

(@��)j(@�)k�j
(f)(0) = 0 si j 6= k � j y j 2 f0; :::; kg .

Notemos que si j = k � j entonces k = 2j. Luego dado " > 0 9 � > 0 tal que B(0; �) � U y

f(h)� f(0) =
pX
j=1

(h�)jhj

(j!)2
@2j

(@�)j (@��)
j
(f)(0) + jhj2p "(h)

con h 2 B(0; �) y "(h) 2 [0; "]. Adem�as �(f)(0) = 4 @2

@�@�� (f)(0), lo cual implica que �
j(f)(0) = 4j @2j

(@�)j(@��)j (f)(0),

es decir @2j

(@�)j(@��)j (f)(0) =
�j(f)(0)

4j . Reemplazando resulta que dado " > 0 9 � > 0 tal que B(0; �) � U y

f(h)� f(0) =
pX
j=1

jhj2j

(j!)2
�j(f)(0)

4j
+ jhj2p "(h)

con h 2 B(0; �) y "(h) 2 [0; "]. �

Proposici�on 1.6.12
Sean U � C un abierto; f 2 C2r (U;C) y A, uf , vf de�nidos como en la Proposici�on 1.4.22. Entonces

�(f)(x+ iy) = (D2
1 +D

2
2)(uf )(x; y) + i(D

2
1 +D

2
2)(vf )(x; y), 8 (x+ iy) 2 U .

Demostraci�on:
Dado h = hx + ihy con hx y hy reales, se sigue por la Proposici�on 1.6.3 con p = 2, que�

h
@1

@�
+ h�

@1

@��

�2
(f) = (hxD

1
1 + hyD

1
2)
2(uf ) + i(hxD

1
1 + hyD

1
2)
2(vf ).

Luego

h2
@2

@�2
(f) + (h�)2

@2

(@��)2
(f) + 2hh�

@2

@�@��
(f)

= h2xD
2
1(uf ) + h

2
yD

2
2(uf ) + 2hxhyD1D2(uf ) + i

�
h2xD

2
1(vf ) + h

2
yD

2
2(vf ) + 2hxhyD1D2(vf )

�
.
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Si hx 2 R� f0g y hy = 0 entonces h = hx = h�, con lo cual

h2x

�
@2

@�2
(f) +

@2

(@��)2
(f) + 2

@2

@�@��
(f)

�
= h2x(D

2
1(uf ) + iD

2
1(vf )),

es decir

@2

@�2
(f) +

@2

(@��)2
(f) + 2

@2

@�@��
(f) = D2

1(uf ) + iD
2
1(vf ). (1.6.12.1)

Si ahora hx = 0 y hy 2 R� f0g entonces h = ihy, h
� = �ihy, h2 = �h2y, (h�)2 = �hy2 y hh� = h2y. Por lo que

h2y

�
� @2

@�2
(f)� @2

(@��)2
(f) + 2

@2

@�@��
(f)

�
= h2y(D

2
2(uf ) + iD

2
2(vf )),

es decir

� @2

@�2
(f)� @2

(@��)2
(f) + 2

@2

@�@��
(f) = D2

2(uf ) + iD
2
2(vf ). (1.6.12.2)

Efectuando la operaci�on suma entre (1.6.12.1) y (1.6.12.2) obtenemos que

4
@2

@�@��
(f) = D2

1(uf ) +D
2
2(uf ) + i(D

2
1(vf ) +D

2
2(vf )) = (D

2
1 +D

2
2)(uf ) + i(D

2
1 +D

2
2)(vf ).

Se sigue por la de�nici�on de �(f) que

�(f)(x+ iy) = 4
@2

@�@��
(f)(x+ iy) = (D2

1 +D
2
2)(uf )(x; y) + i(D

2
1 +D

2
2)(vf )(x; y), 8 (x+ iy) 2 U . �

Nota 1.6.13 (Operadores R�derivadas parciales.)
Sean U � C un abierto, A

:
=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
, F(U;C) :

= ff : U �! Cg y F(A;R) :
= ff : A �! Rg.

Para cada f 2 F(U;C) sean uf : A �! R y vf : A �! R dadas por

uf (x; y)
:
= Re(f(x+ iy)), vf (x; y)

:
= Im(f(x+ iy))

para todo x+ iy 2 U . Tambi�en sean:

1. I2 : f0; 1g �! f1; �g la funci�on de�nida por I2(0) = 1 y I2(1) = �

2. p 2 N

3. Ip� : f1; 2; :::; 2pg �! f1; �gp dada por Ip� (j) = (I2("p); :::; I2("1)) si ("p; :::; "1) = Ip0 (j), j 2 f1; 2; :::; 2pg

4. DP 1(A;R) := ff 2 F(A;R) : 9 D1(f)(x; y) y D2(f)(x; y), 8 (x; y) 2 Ag

5. DP 1(U;C) :=
�
f 2 F(U;C) : uf y vf est�an en DP 1(A;R)

	
6. @1 : DP

1(U;C) �! F(U;C) de�nida por

@1(f)
:
=
D1(uf ) +D2(vf )

2
+ i

D1(vf )�D2(uf )

2

(se llama \operador R� derivada parcial de primer orden").

7. @� : DP
1(U;C) �! F(U;C) dada por

@�(f)
:
=
D1(uf )�D2(vf )

2
+ i

D1(vf ) +D2(uf )

2
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(se llama \operador R� derivada parcial conjugada de primer orden")

8. DP 2(A;R) :=
�
f 2 DP 1(A;R) : 9 D1(D1(f))(x; y), D2(D1(f))(x; y), D1(D2(f))(x; y) y D2(D2(f))(x; y), 8 (x; y) 2 A

	
9. DP 2(U;C) :=

�
f 2 DP 1(U;C) : @1(f) y @�(f) est�an en DP 1(U;C)

	
.

Notemos que

u@1(f) =
D1(uf ) +D2(vf )

2
, u@�(f) =

D1(uf )�D2(vf )

2
, v@1(f) =

D1(vf )�D2(uf )

2
y v@�(f) =

D1(vf ) +D2(uf )

2
.

Luego, si @1(f) y @�(f) est�an en DP
1(U;C), entonces uf y vf est�an en DP 2(A;R). Sean:

@(1;1) : DP
2(U;C) �! F(U;C) dada por @(1;1)(f)

:
= @1(@1(f)), f 2 DP 2(U;C).

@(1;�) : DP
2(U;C) �! F(U;C) dada por @(1;�)(f)

:
= @1(@�(f)), f 2 DP 2(U;C).

@(�;1) : DP
2(U;C) �! F(U;C) dada por @(�;1)(f)

:
= @�(@1(f)), f 2 DP 2(U;C).

@(�;�) : DP
2(U;C) �! F(U;C) dada por @(�;�)(f)

:
= @�(@�(f)), f 2 DP 2(U;C).

Al conjunto
�
@(1;1); @(1;�); @(�;1); @(�;�)

	
lo llamamos \operadores R� derivadas parciales de orden 2".

De�nimos ahora DP p(U;C) y los operadores R�derivadas parciales de orden p, para p � 3, por inducci�on.

DP p(U;C) :=
n
f 2 DP p�1(U;C) : @Ip�1� (j)(f) 2 DP

1(U;C), 8 j 2
�
1; :::; 2p�1

	o
.

Denotamos Ip� (j) =
�
1; Ip�1� (j)

�
y Ip�

�
2p�1 + j

�
=
�
�; Ip�1� (j)

�
para j 2

�
1; :::; 2p�1

	
. De�nimos entonces

@Ip� (j)(f)
:
= @1

�
@Ip�1� (j)(f)

�
y @Ip� (2p�1+j)(f)

:
= @�

�
@Ip�1� (j)(f)

�
,

para f 2 DP p(U;C) y j 2
�
1; :::; 2p�1

	
. Al conjunto�

@Ip� (j) : j 2
�
1; 2; :::; 2p�1

		
lo llamamos \operadores R� derivadas parciales de orden j".
No es es dif��cil ver que si f 2 Cpr (U;C), entonces

@p

(@�)p
(f) = @(1;:::;1)(f),

@p

(@��)p
(f) = @(�;:::;�)(f)

y para k 2 f1; :::; p� 1g
@p

(@�)p�k(@��)k
(f) = @("1;:::;"p)(f)

si k =
Pp

i=1 �f�g("i) 8 ("1; :::; "p) 2 f1; �g
p
tal que 0 <

Pp
i=1 �f�g("i) < p.

Notemos que DP p(U;C) � DP p�1(U;C) para todo p � 2 entero.

Nota 1.6.14
Sea U � C un abierto y f : U �! C una funci�on holomorfa en z0 = x0 + iy0 2 U . Entonces f es derivable en z0,
es decir 9 limh!0

f(z0+h)�f(z0)
h y escribimos

f
0
(z0) = lim

h!0

f(z0 + h)� f(z0)
h

.
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Luego

0 = lim
h!0

f(z0 + h)� f(z0)
h

� f
0
(z0) = lim

h!0

f(z0 + h)� f(z0)� f
0
(z0)h

h
,

lo cual implica que

lim
jhj!0

f(z0 + h)� f(z0)� f
0
(z0)h

jhj = 0.

Por lo tanto f es R�diferenciable en z0 y Dr(f)(z0) : C �! C est�a dada por Dr(f)(z0)(h) = f
0
(z0)h, 8 h 2 C.

Como f es holomorfa en z0 entonces se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, esto es

D1(uf )(x0; y0) = D2(vf )(x0; y0)

D2(uf )(x0; y0) = �D1(vf )(x0; y0)

donde uf
:
= Re(f) y vf

:
= Im(f). Luego

@f

@��
(z0) =

D1(uf )(x0; y0)�D2(vf )(x0; y0)

2
+ i

D1(vf )(x0; y0) +D2(uf )(x0; y0)

2
= 0

y, por el Corolario 1.2.8, resulta que

f
0
(z0) =

@f

@�
(z0).

Por la Proposici�on 1.1.7 sabemos que existe una correspondencia uno a uno entre funciones C� lineales y el cuerpo
de los complejos, por lo que la derivada en un punto se de�ne como un n�umero en vez de como una funci�on C�
lineal. Por lo tanto tenemos que

Dr(f)(z0) = f
0
(z0) =

@f

@�
(z0).
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2 Variables aleatorias con valores en C

En esta secci�on introducimos el concepto de variable aleatoria compleja. Explicamos que la distribuci�on de
probabilidad y la densidad de dicha variable deben ser interpretadas como la distribuci�on y la densidad conjunta
de sus partes real e imaginaria. Adem�as, de�nimos la esperanza de una variable aleatoria compleja y su funci�on
caracter�{stica.

2.1 Elementos b�asicos

Sea Ic : R2 �! C de�nida por Ic(x; y)
:
= x + iy, (x; y) 2 R2. Claramente Ic es biyectiva. Sea B2 la ���algebra de

Borel de R2 y de�nimos
�(C) := fIc(B) : B 2 B2g .

Observaci�on 2.1.1
Sean X e Y dos conjuntos, f : X �! Y una funci�on biyectiva y F � P(X) una ���algebra sobre X. Entonces
f(F) := ff(A) : A 2 Fg es una ���algebra sobre Y .

Demostraci�on:
Puesto que F 6= ; entonces f(F) 6= ;. Sea A 2 F arbitrario, luego Ac 2 F y, por biyectividad, f(Ac) = f(A)c. Esto
implica que f(A)c 2 f(F). Por �ultimo sea ff(Ai)gi2N una sucesi�on de elementos en f(F). Como F es ���algebra
y Ai 2 F 8 i 2 N entonces [i2NAi 2 F . Adem�as, por ser f biyectiva, f([i2NAi) = [

i2Nf(Ai). Por lo tanto
[
i2Nf(Ai) 2 f(F). �

Proposici�on 2.1.2
Se cumplen:
1. �(C) es una ���algebra de C, que llamamos \� � �algebra de Borel de C".
2. Ic es (B2; �(C))�biyectiva y bimedible.

Demostraci�on:
1. Se obtiene inmediatamente por la Observaci�on anterior.
2. Sea A 2 �(C) arbitrario. Por de�nici�on 9 B 2 B2 tal que A = Ic(B), luego I

�1
c (A) = I�1c (Ic(B)) = B 2 B2.

Adem�as, si B 2 B2 entonces Ic(B) 2 �(C). Por lo tanto Ic es (B2; �(C))�bimedible.�

Notaci�on 2.1.3
Sean (
1; �(
1)) y (
2; �(
2)) dos espacios medibles y sea T : 
1 �! 
2 una funci�on biyectiva y bimedible.
Luego �(
1) =

�
T�1(A) : A 2 �(
2)

	
y �(
2) = fT (B) : B 2 �(
1)g. Sea � una medida sobre (
1; �(
1)) y sea

�(T ) : �(
2) �! R dada por
�(T )(A)

:
= �(T�1(A)), A 2 �(
2).

A�rmaci�on: �(T ) es una medida sobre (
2; �(
2)).

Demostraci�on:

a. Como � es una medida sobre (
1; �(
1)) entonces �(B) � 0 8 B 2 �(
1), esto es �(T )(A) = �(T�1(A)) � 0, 8
A 2 �(
2).

b. �(T )(;) = �(T�1(;)) = �(;) = 0.

c. Sea fT (Bi)gi2N � �(
2) tal que T (Bi) \ T (Bj) = ;, 8 i 6= j y [
i2NT (Bi) 2 �(
2). Por ser T biyectiva tenemos

que T (Bi \Bj) = T (Bi)\T (Bj) = ; 8 i 6= j, con lo cual Bi \Bj = ; 8 i 6= j. Adem�as, puesto que Bi 2 �(
1) para
cada i y �(
1) es ���algebra, [i2NBi 2 �(
1). Luego �([i2NBi) =

P
i2N �(Bi), pues � es una medida. Finalmente

�(T )([i2NT (Bi)) = �(T�1([i2NT (Bi))) = �([i2NBi) =
X
i2N

�(Bi) =
X
i2N

�(T�1(T (Bi))) =
X
i2N

�(T )(T (Bi)). �

59



M�as a�un, si � es una probabilidad, entonces �(T ) tambi�en pues �(T )(
2) = �(T�1(
2)) = �(
1) = 1.

De�nici�on 2.1.4
Sea (
; �(
)) un espacio medible. Decimos que \Z : 
 �! C es una variable aleatoria con valores en C", y
denotamos Z es C� v:a:, si Z es (�(
); �(C))�medible.

Proposici�on 2.1.5
Sean Z : 
 �! C una C� v:a:, X : 
 �! R dada por X(!) := Re(Z(!)) e Y : 
 �! R dada por Y (!) := Im(Z(!))
para cada ! 2 
. Entonces (X;Y ) es un vector aleatorio.

Demostraci�on:
Queremos ver que X e Y son variables aleatorias, es decir,

f! 2 
 : X(!) � xg 2 �(
), 8 x 2 R y f! 2 
 : Y (!) � yg 2 �(
), 8 y 2 R.

Sean x, y 2 R arbitrarios. Como Z es (�(
); �(C))�medible entonces Z�1(Ic(B)) 2 �(
), 8 B 2 B2. En particular
Z�1(Ic((�1; x]� R)) y Z�1(Ic(R� (�1; y])) est�an en �(
). Pero

Z�1(Ic((�1; x]� R)) = f! 2 
 : Z(!) 2 Ic( (�1; x]� R)g
= f! 2 
 : Re(Z(!)) 2 (�1; x] ^ Im(Z(!)) 2 Rg
= f! 2 
 : X(!) � xg .

An�alogamente obtenemos que Z�1(Ic(R� (�1; y])) = f! 2 
 : Y (!) � yg. Queda probada la Proposici�on. �

Notaci�on 2.1.6
Sean P 2 Prob(
; �(
)), PZ 2 Prob(C; �(C)) y P(X;Y ) 2 Prob(R2;B2) las distribuciones de Z y (X;Y ) respectiva-
mente.

Nota 2.1.7
Es sencillo ver que PZ = P(X;Y ) � I�1c y P(X;Y ) = PZ � Ic.

Notaci�on 2.1.8
Denotamos:

R�(x; y)
:
=
�
(x; y) 2 R2 : x � x ^ y � y

	
para cada (x; y) 2 R2 y R(z) := Ic(R�(x; y) para cada z = x+ iy 2 C.

Sean � 2 Prob(C; �(C)) y � 2 Prob(R2;B2). De�nimos F� : C �! [0; 1] y F� : R2 �! [0; 1] por

F�(z)
:
= �(R(z)), z 2 C

F�(x; y)
:
= �(R�(x; y)), (x; y) 2 R2.

Proposici�on 2.1.9
Sea �2 la medida de Lebesgue sobre (R2;B2). Se cumplen:
1. FPZ (z) = FP(X;Y )(x; y), 8 z = x+ iy 2 C.
2. Si P(X;Y ) tiene una �2�densidad, f(X;Y ), entonces PZ admite una �2(Ic)�densidad dada por

fZ(z)
:
= f(X;Y )(x; y), 8 z = x+ iy 2 C.

Demostraci�on:
1. Sea z = x+ iy 2 C arbitrario. Por de�nici�on y por la Nota 2.1.7 tenemos que

FPZ (z)
:
= PZ(R(z)) = PZ(Ic(R�(x; y))) = P(X;Y )(R�(x; y)) = FP(X;Y )(x; y).

2. Notemos que para cada z = x+ iy 2 C vale que

fZ(z) = f(X;Y )(x; y) = f(X;Y )(I
�1
c (z)) =

�
f(X;Y ) � I�1c

�
(z),
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con lo cual fZ = f(X;Y ) � I�1c , es decir f(X;Y ) = fZ � Ic. Luego para cada B 2 B2 tenemos que

PZ(Z 2 Ic(B)) = P(X;Y )((X;Y ) 2 B) =
Z
B

f(X;Y )d�2 =

Z
B

(fZ � Ic)d�2 =
Z
Ic(B)

fZd�2(Ic).

Queda entonces culminada la prueba. �

Proposici�on 2.1.10
Supongamos que existen D2

1

�
FP(X;Y )

�
, D1D2

�
FP(X;Y )

�
y D2

2

�
FP(X;Y )

�
y que D1D2

�
FP(X;Y )

�
= D2D1

�
FP(X;Y )

�
.

Entonces

1. f(X;Y ) = D1D2

�
FP(X;Y )

�
es una �2�densidad de P(X;Y ).

2. Existen @21 (FPZ ) (z) y @
2
�(FPZ )(z), 8 z 2 C.

3. i
�
@21(FPZ )(z)� @2�(FPZ )(z)

�
= D1D2

�
FP(X;Y )

�
(x; y) = fZ(z), para cada z = x+ iy 2 C.

Demostraci�on:
1. Como

FP(X;Y ) (x; y) = P(X;Y )(R�(x; y)) =

Z x

�1

Z y

�1
f(X;Y ) (x; y) dxdy,

entonces
D1D2

�
FP(X;Y ) (x; y)

�
= f(X;Y )(x; y).

Para demostrar 2 y 3 vamos a introducir cierta notaci�on. Denotamos F
:
= FPZ y u

:
= FP(X;Y ) . Por la Nota 1.6.13

sabemos que

@1(F ) =
D1(uF ) +D2(vF )

2
+ i

D1(vF )�D2(uF )

2
y @�(F ) =

D1(uF )�D2(vF )

2
+ i

D1(vF ) +D2(uF )

2
.

Pero como F toma valores en [0; 1], uF = u y vF = 0. Lo cual implica que

@1(F ) =
D1(u)

2
� iD2(u)

2
y @�(F ) =

D1(u)

2
+ i

D2(u)

2
.

Luego

u@1(F ) = Re(@1(F )) =
D1(u)

2
, v

@1(F )
= Im(@1(F )) = �

D2(u)

2
,

u@�(F ) = Re(@�(F )) =
D1(u)

2
y v

@�(F )
= Im(@�(F )) =

D2(u)

2
.

Entonces

@21(F ) =
D1

�
u@1(F )

�
+D2

�
v@1(F )

�
2

+ i
D1

�
v@1(F )

�
�D2

�
u@1(F )

�
2

=
D2
1(u)�D2

2(u)

4
� iD1D2(u) +D2D1(u)

4

=
D2
1(u)�D2

2(u)

4
� iD1D2(u)

2

y

@2�(F ) =
D1

�
u@�(F )

�
�D2

�
v@�(F )

�
2

+ i
D1(v@�(F )) +D2(u@�(F ))

2

=
D2
1(u)�D2

2(u)

4
+ i

D1D2(u) +D2D1(u)

4

=
D2
1(u)�D2

2(u)

4
+ i

D1D2(u)

2
.
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Finalmente, restando miembro a miembro las expresiones anteriores, obtenemos que @21(F )� @2�(F ) = �iD1D2(u),
lo cual implica que i

�
@21(FPZ )(z)� @2�(FPZ )(z)

�
= D1D2(FP(X;Y ))(x; y), 8 z = x+ iy 2 C. �

Ejemplo 2.1.11
Sea Z : 
 �! C tal que Z = X + iY ; con X � U(0; 1), Y � U(0; 1) y X e Y independientes.

Como X � U(0; 1) entonces FX(x) =

8<: 0 si x < 0
x si x 2 [0; 1]
1 si x > 1

. An�alogamente, como Y � U(0; 1), tenemos que

FY (y) =

8<: 0 si y < 0
y si y 2 [0; 1]
1 si y > 1

. Luego, como X e Y son independientes, se sigue que

F(X;Y )(x; y) = FX(x)FY (x) =

8>>>><>>>>:
0 si (x; y) 2 A :

=
�
(x; y) 2 R2 : (x; y) =2 [1;1)� [1;1)

	
x si (x; y) 2 B :

= [0; 1]� [1;1)
1 si (x; y) 2 C :

= [1;1)� [1;1)
y si (x; y) 2 D :

= [1;1)� [0; 1]
xy si (x; y) 2 E :

= [0; 1]� [0; 1]

Entonces D2D1(F(X;Y ))(x; y) =

�
1 si (x; y) 2 E
0 si (x; y) =2 E .

Por otra parte, si z = x+ iy 2 C entonces FZ(z) =

8>>>><>>>>:
0 si (x; y) 2 A
z+z�

2 si (x; y) 2 B
1 si (x; y) 2 C
�i z�z�2 si (x; y) 2 D
�i z

2�(z�)2
4 si (x; y) 2 E

.

Una cuenta directa prueba que

@21(FZ)(z)� @2�(FZ)(z) = @1(@1(FZ))(z)� @�(@�(FZ))(z) =
�
�i si z 2 E
0 si z =2 E ,

es decir,

i(@21(FZ)(z)� @2�(FZ)(z)) =
�
1 si z 2 E
0 si z =2 E .

Por lo tanto
D2D1(F(X;Y ))(x; y) = i

�
@21(FZ)(z)� @2�(FZ)(z)

�
,

para todo z = x+ iy 2 C.

De�nici�on 2.1.12
Sea (
; �(
); P ) un espacio de probabilidad. Si X e Y est�an en L1(
; �(
); P ;R), entonces decimos que \Z 2
L1(
; �(
); P ;C)" y denotamos EP (Z)

:
= EP (X) + iEP (Y ).

De�nici�on 2.1.13
Sea (
; �(
); P ) un espacio de probabilidad y Z : 
 �! C una C� v:a. Llamamos \funci�on caracter�{stica de Z"
a la funci�on cZ : C �! C de�nida por

cZ(z)
:
= c(X;Y )(x; y) = EP (exp(i(xX + yY ))),

para todo z = x+ iy 2 C.

Proposici�on 2.1.14
Sea (
; �(
); P ) un espacio de probabilidad y Z : 
 �! C una C� v:a:. Entonces

cZ(z) = EP (exp(iRe(z
�Z))) = EP

�
exp

�
i

2
(z�Z + zZ�)

��
, z 2 C.
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Demostraci�on:
Sea z = x+ iy 2 C arbitrario. Dado que z�Z = (x� iy)(X + iY ) = xX + yY + i(xY � yX), entonces

Re(z�Z) = xX + yY .

Por lo tanto es v�alida la primera igualdad. Ahora

z�Z + zZ� = [xX + yY + i(xY � yX)] + [xX + yY + i(yX � xY )] = 2(xX + yY ),

lo cual implica que z�Z+zZ�

2 = xX + yY . Reemplazando obtenemos la segunda igualdad. �

2.2 Momentos, cumulantes y circularidad de variables aleatorias con
valores en C

En esta secci�on de�nimos los momentos de una variable aleatoria compleja y mostramos como los resultados
del cap��tulo anterior conducen a la derivaci�on de una importante relaci�on entre los momentos y las funciones
caracter��sticas. M�as adelante estudiamos las variables aleatorias complejas circulares, para ello introducimos las
distribuciones esf�ericamente sim�etricas y damos algunos resultados en torno a dicha distribuci�on. Para este
estudio, nos basamos principalmente en [3] aunque tambi�en a~nadimos informaci�on complementaria de [4].

Sean (
; �(
); P ) un espacio de probabilidad, X : 
 �! R, Y : 
 �! R variables aleatorias y Z :
= X + iY .

De�nici�on 2.2.1
Sea p 2 N y supongamos que X e Y tienen momento �nito de orden p. Sea N�p

:
= f(n;m) 2 N0 � N0 : n+m = pg

y para cada (n;m) 2 N�p sea

EP (Z
n(Z�)m)

:
=

mX
k=0

nX
j=0

�
m

k

��
n

j

�
in�j(�i)n�kEP (Xj+kY m+n�j�k).

Llamamos \momento de orden p de Z" al conjunto MP;p(Z)
:
=
�
EP (Z

n(Z�)m) : (n;m) 2 N�p
	
.

Observaci�on 2.2.3
#(MP;p(Z)) = p+ 1, 8 p 2 N.

Demostraci�on:
Puesto que MP;p(Z)

:
=
�
EP (Z

n(Z�)m) : (n;m) 2 N�p
	
, es su�ciente probar que # N�p = p+1, 8 p 2 N. Procedemos

haciendo inducci�on sobre p. Si p = 1 entonces N�p
:
= f(n;m) 2 N0 � N0 : n+m = 1g = f(0; 1) ; (1; 0)g, con lo cual

# N�p = 2 = 1+1. Supongamos por hip�otesis inductiva que # N�p = p+1 y probemos que # N�p+1 = p+2. Notemos
que

N�p+1 = f(n;m) 2 N0 � N0 : n+m = p+ 1g
= f(n;m) 2 N0 � N0 : n+ (m� 1) = pg
= f(n; l) 2 N0 � f�1; 0; 1; 2; :::g : n+ l = pg
= f(n; l) 2 N0 � N0 : n+ l = pg [ f(n;�1) 2 N0 : n� 1 = pg
= N�p [ f(p+ 1;�1)g .

Luego, como la uni�on es disjunta, resulta que #N�p+1 = #(N�p) + 1 = (p+ 1) + 1 = p+ 2. �

Nota 2.2.2
Denotamos �P;n;m(Z)

:
= EP (Z

n(Z�)m), 8 (n;m) 2 N�p. Adem�as, para cada q 2 Q�0 sea �P;q(Z)
:
= EP (jZjq).

Notemos que puede suceder que �P;q(Z) =1. Tambi�en �P;2n(Z) = �P;n;n(Z).
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De�nici�on 2.2.3
Sea p 2 N�2 y supongamos que MP;p(Z) est�a de�nido. Llamamos \momentos centrales de orden p" a

�P;n;m(Z)
:
= EP ((Z � EP (Z))n(Z� � EP (Z�))m), 8 (n;m) 2 N�p.

De�nici�on 2.2.4
Supongamos que MP;2(Z) est�a de�nido. Llamamos \varianza de Z", y denotamos var(Z), a

�
P;2
(Z)

:
= EP (jZ � EP (Z)j2)

mientras que la \pseudovarianza de Z", denotada por pvar(Z), es

�P;2;0(Z)
:
= EP ((Z � EP (Z))2).

Supongamos que MP;p(Z), con p 2 N�2 est�a de�nido y sea q 2 Q�0 tal que q � p. Llamamos \momento central
absoluto de orden q" a

�
P;q
(Z)

:
= EP (jZ � E(Z)jq).

Observaci�on 2.2.5
Sean p, q 2 N tales que q � p. Si MP;p(Z) est�a de�nido entonces MP;q(Z) tambi�en.

Demostraci�on:
En primer lugar, veamos la siguiente

A�rmaci�on:
Si EP (jZjp) <1 entonces EP (jZjq) � P (f! 2 
 : jZ (!)j � 1g) + EP (jZjp).

Demostraci�on A�rmaci�on:
Sean A

:
= f! 2 
 : jZ (!)j � 1g y B :

= f! 2 
 : jZ (!)j > 1g. Notemos que jZjq XA � XA y jZjq XB � jZjp XB �
jZjp, con lo cual

jZjq = jZjq XA + jZjq XB � XA + jZjp ,

entonces EP (jZjq) � EP (XA + jZjp) = EP (XA) + EP (jZjp) = P (A) + EP (jZjp).

Ahora probemos que EP (Z
r (Z�)

s
) <1, 8 (r; s) 2 N�q . Por la a�rmaci�on tenemos que

EP (jZr (Z�)sj) = EP

�
jZjr+s

�
= EP (jZjq) � P (f! 2 
 : jZ (!)j � 1g) + EP (jZjp) <1,

lo cual implica que EP (Z
r (Z�)

s
) <1. �

Proposici�on 2.2.6
Si MP;p(Z) est�a de�nido entonces j�P;n;m(Z)j � �P;p(Z), 8 (n;m) 2 N�p.

Demostraci�on:
Sea (n;m) 2 N�p arbitrario. Por Cauchy-Schwarz sabemos que jZn(Z�)mj � jZnj j(Z�)mj, entonces

j�P;n;m(Z)j = jEP (Zn(Z�)m)j � EP (jZn(Z�)mj) � EP (jZnj j(Z�)mj) = EP (jZjn jZ�jm)
= EP (jZjn jZjm) = EP (jZjn+m) = �P;n+m(Z) = �P;p(Z). �

Lema 2.2.7 (Rec��proca de la Proposici�on 1.2.7)
Sean U � C un abierto, z = x + iy 2 U y f : U �! C una funci�on. Supongamos que D1(uf ), D1(vf ), D2(uf ) y
D2(vf ) existen y son continuas sobre A

:
=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
. Adem�as, sean

�
:
= D1(uf )(x; y) + iD1(vf )(x; y), �

:
= D2(uf )(x; y) + iD2(vf )(x; y)
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y L : C �! C dada por L(hx + ihy)
:
= �hx + �hy, 8 hx + ihy 2 C. Entonces

1. L(h) = @1(f)(z) � h+ @�(f) � h�, 8 h 2 C.
2. L es R�lineal.
3. limjhj!0

jf(z+h)�f(z)�L(h)j
jhj = 0, luego f es R�diferenciable en z y Dr(f)(z) = L.

4. Dr(f) es continua en U .

Demostraci�on:
1. Sea h = hx + ihy 2 C, luego

@1(f)(z) � h =

�
D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y)

2
+ i

D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y)

2

�
(hx + ihy)

=
1

2
[D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y) + i(D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y))] (hx + ihy)

=
1

2
[(D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y))hx � (D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y))hy] +

i

2
[ (D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y))hy + (D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y))hx]

@�(f)(z) � h� =

�
D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y)

2
+ i

D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y)

2

�
(hx � ihy)

=
1

2
[(D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y)) + i(D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y))] (hx � ihy)

=
1

2
[(D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y))hx + (D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y))hy]

+
i

2
[�(D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y))hy + (D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y))hx] .

Sumando las expresiones anteriores obtenemos que

@1(f)(z) � h+ @�(f) � h� = (D1(uf )(x; y) + iD1(vf )(x; y))hx + (D2(uf )(x; y) + iD2(vf )(x; y))hy

= � � hx + � � hy
= L(h).

2. Sean a, b 2 R y sean h, k 2 C arbitrarios. Por el inciso 1 tenemos que

L(ah+ bk) = @1(f)(z)(ah+ bk) + @�(f)(ah+ bk)
�

= @1(f)(z)(ah+ bk) + @�(f)(ah
� + bk�)

= a@1(f)(z)h+ b@1(f)(z)k + a@�(f)h
� + b@�(f)k

�

= a(@1(f)(z)h+ @�(f)h
�) + b(@1(f)(z)k + @�(f)k

�)

= aL(h) + bL(k)

3. Por lo supuesto en el enunciado y por el Teorema (8.9.1), p�ag. 173 de [2] tenemos que uf y vf son diferenciables
y adem�as

D(uf )(x; y)(hx; hy) = D1(uf )(x; y)hx +D2(uf )(x; y)hy,

D(vf )(x; y)(hx; hy) = D1(vf )x; y)hx +D2(vf )(x; y)hy.

Luego

f(z + h)� f(z)� L(h) = [uf (x+ hx; y + hy)� uf (x; y)�D1(uf )(x; y)hx �D2(uf )(x; y)hy] +

+i [vf (x+ hx; y + hy)� vf (x; y)�D1(vf )(x; y)hx �D2(vf )(x; y)hy]

= [uf (x+ hx; y + hy)� uf (x; y)�D(uf )(x; y)(hx; hy)] +
i [vf (x+ hx; y + hy)� vf (x; y)�D(vf )(x; y)(hx; hy)] ,
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con lo cual

lim
jhj!0

jf(z + h)� f(z)� L(h)j
jhj = lim

jhj!0

jRe(f(z + h)� f(z)� L(h)) + i Im(f(z + h)� f(z)� L(h))j
jhj

= lim
jhj!0

p
Re(f(z + h)� f(z)� L(h))2 + Im(f(z + h)� f(z)� L(h))2

jhj

= lim
jhj!0

s�
Re(f(z + h)� f(z)� L(h))

jhj

�2
+

�
Im(f(z + h)� f(z)� L(h))

jhj

�2
= 0:

Por lo tanto f es R�diferenciable en z y Dr(f)(z) = L.
4. Sigue por lo supuesto sobre D1(uf ), D1(vf ), D2(uf ) y D2(vf ). �

Lema 2.2.8
Sean p 2 N, U � C un abierto, A :

=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
y f : U �! C. Son equivalentes:

1. f 2 Cp+1r (U;C).
2.

2.1. f es p�veces R�diferenciable en U ( luego

Dp
r (f)(z)(h) =

2pX
k=1

@p
Ip0 (k)

(f)(z)hI
p
� (k), 8 h 2 Cp).

2.2. Para cada k 2 f1; 2; :::; 2pg, existen y son continuas en A:

D1(ugk; p), D1(vgk; p), D2(ugk; p) y D2(vgk; p) con gk; p : U �! C dada por gk; p(z)
:
= @p

Ip0 (k)
(f)(z), z 2 U .

2.3. Para cada z 2 U existe un entorno abierto V � U de z tal que se satisface:

dado " > 0 9 � > 0 tal que B(z; �) � V y si u 2 B(0; �) entonces

sup
jh1j�1;:::;jhpj�1

fjDp
r (f)(z + u)(h1; :::; hp)�Dp

r (f)(z)(h1; :::; hp)�Mp+1(z)(h1; :::; hp; u)jg � juj ",

donde Mp+1 : U �! LRp+1(C;C) esta dada por

Mp+1(z)(h1; :::; hp+1)
:
=

2p+1X
k=1

Mp+1;k(z)(h1; :::; hp+1)
Ip+1� (k),

conMp+1;k(z)
:
= @10(gk; p)(z) yMp+1;2p+k(z)

:
= @11(gk; p)(z) 8 k 2 f1; 2; :::; 2pg, z 2 U y (h1; :::; hp+1)2 Cp+1.

Demostraci�on:
(1 =) 2) Que se cumple 2.1 es inmediato. Probemos entonces los incisos 2.2 y 2.3. Por la Proposici�on 1.5.12
tenemos que gk; p 2 C1r (U;C) y se cumplen:

@10(gk; p)(z) = @p+1
Ip+10 (k)

(f)(z) y @11(gk; p)(z) = @p+1
Ip+10 (2p+k)

(f)(z)

para cada z 2 U y k 2 f1; 2; :::; 2pg. Luego, seg�un la Proposici�on 1.4.23, las funciones D1(ugk; p), D1(vgk; p),
D2(ugk; p) y D2(vgk; p) est�an en C

1
r (A;R), lo cual demuestra 2.2. Adem�as, por la Proposici�on 1.4.18, dado z 2 U

9 V � U entorno de z y Mp+1(z) 2 LRp+1(C;C) satisfaciendo que: dado " > 0 9 � > 0 tal que B(z; �) � V y si
u 2 B(0; �) entonces

sup
jh1j�1;:::;jhpj�1

fjDp
r (f)(z + u)(h1; :::; hp)�Dp

r (f)(z)(h1; :::; hp)�Mp+1(z)(h1; :::; hp; u)jg � juj ".
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Teniendo en cuenta la Proposici�on 1.4.19 y el Corolario 1.5.7 tenemos que

Mp+1(z)(h1; :::; hp+1) = Dp+1
r (f)(z)(hp+1; :::; h1)

= Dp+1
r (f)(z)(h1; :::; hp+1)

=
2p+1X
k=1

@p+1
Ip+10 (k)

(f)(z)(h1; :::; hp+1)
Ip+1� (k)

=
2p+1X
k=1

Mp+1;k(z)(h1; :::; hp+1)
Ip+1� (k).

Por lo tanto se cumple 2.3 de la Proposici�on.

(2 =) 1) Gracias a la Proposici�on 1.4.18 sabemos que f es (p + 1)�veces R�diferenciable en U , entonces basta
ver que

U �! V2p
z 7�!Dp+1

r (f)(z)

es continua en U . Denotemos g = Dp
r (f). Puesto que

g(z)(h1; :::; hp) = Dp
r (f)(z)(h1; :::; hp)

=

2pX
k=1

@p
Ip0 (k)

(f)(z)(h1; :::; hp)
Ip� (k)

=

2pX
k=1

gk; p(z)(h1; :::; hp)
Ip� (k)

y, por hip�otesis, D1(ugk; p), D1(vgk; p), D2(ugk; p) y D2(vgk; p), existen y son continuas en A para cada k 2
f1; 2; :::; 2pg entonces D1(ug), D1(vg), D2(ug) y D2(vg) existen y son continuas en A. Luego, por el Lema an-
terior, resulta que Dr(g) = Dp+1

r (f) es continua. Queda as�� culminada la prueba. �

Lema 2.2.9
Sean g : 
 �! C, ug : 
 �! R y vg : 
 �! R tales que:

a) g(!) = ug(!) + ivg(!), 8 ! 2 
.
b) ugX, ugY , vgX y vgY pertenecen a L1(
; �(
); P ;R).
Adem�as, sea G : C �! C dada por

G(z)
:
= EP (g exp(iRe(z

�Z))), z 2 C

y denotemos uG
:
= Re(G) y vG

:
= Im(G). Entonces

1. D1(uG), D1(vG), D2(uG) y D2(vG) existen y son continuas en R2.

2. G 2 C1r (C;C) y se cumplen:

@

@�
(G)(z) =

i

2
EP (gZ

� exp(iRe(z�Z))) y
@

@��
(G)(z) =

i

2
EP (gZ exp(iRe(z

�Z))), 8 z 2 C.

Demostraci�on:
1. Sea z = x+ iy 2 C y denotemos c(x; y) := cos(xX + yY ) y s(x; y)

:
= sin(xX + yY ).

A�rmaci�on: exp(iRe(z�Z)) = c(x; y) + is(x; y).

Demostraci�on A�rmaci�on:
Como z�Z = (x� iy)(X + iY ) = xX + yY + i(xY � yX) entonces Re(z�Z) = xX + yY y, por tanto,

exp(iRe(z�Z)) = exp(i(xX + yY )) = cos(xX + yY ) + i sin(xX + yY ) = c(x; y) + is(x; y).
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Luego vale la A�rmaci�on. Ahora

g exp(iRe(z�Z)) = (ug + ivg)(c(x; y) + is(x; y))

= ugc(x; y)� vgs(x; y) + i(ugs(x; y) + vgc(x; y)),

con lo cual

G(z) = EP (ugc(x; y)� vgs(x; y) + i(ugs(x; y) + vgc(x; y)))
= EP (ugc(x; y)� vgs(x; y)) + iEP (ugs(x; y) + vgc(x; y))

y

uG(x; y) = EP (ugc(x; y)� vgs(x; y))
vG(x; y) = EP (ugs(x; y) + vgc(x; y))

Por el Teorema de Lebesgue y las hip�otesis sobre ug, vg, X e Y tenemos que

D1(uG)(x; y) = EP (�ugs(x; y)X � vgc(x; y)X) = �EP (ugs(x; y)X)� EP (vgc(x; y)X),
D2(uG)(x; y) = EP (�ugs(x; y)Y � vgc(x; y)Y ) = �EP (ugs(x; y)Y )� EP (vgc(x; y)Y ),
D1(vG)(x; y) = EP (�vgs(x; y)X + ugc(x; y)X) = �EP (vgs(x; y)X) + EP (ugc(x; y)X) y
D2(vG)(x; y) = EP (�vgs(x; y)Y + ugc(x; y)Y ) = �EP (vgs(x; y)Y ) + EP (ugc(x; y)Y ).

Por lo tanto vale 1.

2. Por el inciso 1 y por el Lema 2.2.7 tenemos que G es R�diferenciable en C y Dr(G) es continua en C, con lo
cual G 2 C1r (C;C). Ahora, por de�nici�on y por lo ya probado tenemos que

@

@�
(G)(z) = @1(G)(z)

=
D1(uG)(x; y) +D2(vG)(x; y)

2
+ i

D1(vG)(x; y)�D2(uG)(x; y)

2

=
1

2
[�EP (ugs(x; y)X)� EP (vgc(x; y)X)� EP (vgs(x; y)Y ) + EP (ugc(x; y)Y )]

+
i

2
[�EP (vgs(x; y)X) + EP (ugc(x; y)X) + EP (ugs(x; y)Y ) + EP (vgc(x; y)Y )] . (2.2.9.1)

Por otro lado, aplicando la A�rmaci�on obtenemos que

gZ� exp(iRe(z�Z)) = (ug + ivg)(X � iY )(c(x; y) + is(x; y))
= [(ugX + vgY ) + i(vgX � ugY )] (c(x; y) + is(x; y))
= [(ugX + vgY )c(x; y)� (vgX � ugY )s(x; y)]

+i [(ugX + vgY )s(x; y) + (vgX � ugY )c(x; y)]
= ugXc(x; y) + vgY c(x; y)� vgXs(x; y)� ugY s(x; y)

+i(ugXs(x; y) + vgY s(x; y) + vgXc(x; y)� ugY c(x; y)),

lo cual implica que

EP (gZ
� exp(iRe(z�Z))) = EP (ugXc(x; y)) + EP (vgY c(x; y))� EP (vgXs(x; y))� EP (ugY s(x; y))

+iEP (ugXs(x; y)) + iEP (vgY s(x; y)) + EP (vgXc(x; y))� EP (ugY c(x; y)).

Por (2.2.9.1) y por la f�ormula de arriba resulta que

@

@�
(G)(z) =

i

2
EP (gZ

� exp(iRe(z�Z))).
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Finalmente comprobemos la �ultima igualdad. Como G(z) = EP (g exp(iRe(z
�Z))) entonces

G�(z) = (G(z))�

= (EP (g exp(iRe(z
�Z))))�

= EP (g
� exp(�iRe(z�Z)))

= EP (g
� exp(iRe(z�(�Z))).

Luego, por lo anterior, tenemos que

@

@�
(G�)(z) =

i

2
EP (g

�(�Z)� exp(iRe(z�(�Z)))),

con lo cual

@

@��
(G)(z) =

�
@

@�
(G�)(z)

��
= � i

2
EP (g(�Z) exp(�iRe(z�(�Z))))

=
i

2
EP (gZ exp(iRe(z

�Z))).

Queda entonces �nalizada la prueba. �

Teorema 2.2.10
Sea p 2 N. Si MP;p(Z) est�a de�nido entonces cZ 2 Cpr (C;C) y

@m+n

(@�)m(@��)n
(cZ)(z) =

�
i

2

�m+n
EP (Z

n(Z�)m exp(iRe(z�Z))) ,

para todo (m;n) 2 f(m;n) 2 N0 � N0 : 1 � m+ n � pg y z 2 C.

Demostraci�on:
Procedemos por inducci�on en p. Sea p = 1 y tomemos (m;n) 2 N0�N0 tal que m+n = 1. En este caso s�olo puede
ser m = 0, n = 1 y m = 1, n = 0. Sean g : 
 �! C de�nida por g(!) := 1 y G : C �! C dada por

G(z)
:
= EP (g exp(iRe(z

�Z))) , z 2 C.

Por la Proposici�on 2.1.14 tenemos que G(z) = cZ(z), 8 z 2 C. Luego, por el Lema anterior, concluimos que
cZ 2 C1r (C;C) y se cumplen

@

@�
(cZ)(z) =

i

2
EP (Z

� exp(iRe(z�Z))) y
@

@��
(cZ)(z) =

i

2
EP (Z exp(iRe(z

�Z)))

para cada z 2 C. Ahora sea p > 1, supongamos que la f�ormula del teorema est�a probada para p y veamos que
tambi�en es cierta para p+1. Sea (m;n) 2 N0�N0 tal que m+n = p+1, entonces m � 2 o bien n � 2. Supongamos
sin p�erdida de generalidad que m � 2. Luego 1 � m� 1 � p y, por hip�otesis inductiva, resulta que

@(m�1)+n

(@�)(m�1)(@��)n
(cZ)(z) =

�
i

2

�(m�1)+n
EP

�
Zn(Z�)(m�1) exp(iRe(z�Z))

�
. (2.2.10.1)

Aplicando el Lema anterior con g(!)
:
= Z(!)n(Z�(!))m�1, ! 2 
 tenemos que

@

@�

�
EP
�
Zn(Z�)m�1 exp(iRe(z�Z))

��
=

i

2
EP
�
Zn(Z�)m�1Z� exp(iRe(z�Z))

�
=

i

2
EP (Z

n(Z�)m exp(iRe(z�Z))) .
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Luego, por (2.2.10.1) se sigue que

@m+n

(@�)m(@��)n
(cZ)(z) =

@

@�
� @(m�1)+n

(@�)(m�1)(@��)n
(cZ)(z)

=
@

@�

 �
i

2

�(m�1)+n
EP (Z

n(Z�)(m�1) exp(iRe(z�Z)))

!

=

�
i

2

�(m�1)+n
@

@�

�
EP (Z

n(Z�)m�1 exp(iRe(z�Z)))
�

=

�
i

2

�(m�1)+n
i

2
EP (Z

n(Z�)m exp(iRe(z�Z)))

=

�
i

2

�m+n
EP (Z

n(Z�)m exp(iRe(z�Z))).

Que cZ 2 Cp+1r (C;C) sigue de la f�ormula reci�en probada y el Lema 2.2.8. �

Corolario 2.2.11
Sea p 2 N. Si MP;p(Z) est�a de�nido entonces existe @Ip� (k)(cZ)(z) para cada z 2 C y k 2 f1; 2; :::; 2pg, y

�P;n;m(Z) =

�
2

i

�m+n
@Ip� (k)(cZ)(0)

para todo (m;n) 2 N0 � N0 tal que 1 � n +m � p y para todo k 2 f1; 2; :::; 2pg tal que n =
Pp

i=1 �f�g("i) donde

Ip� (k) = ("1; :::; "p). M�as brevemente

�P;n;m(Z) =

�
2

i

�m+n
@m+n

(@�)m(@��)n
(cZ)(0).

Demostraci�on:
Sea (m;n) 2 N0 � N0 tal que 1 � n+m � p. Por el Teorema anterior sabemos que cZ 2 Cpr (C;C) y

@m+n

(@�)m(@��)n
(cZ)(0) =

�
i

2

�m+n
EP (Z

n(Z�)m).

Adem�as, por de�nici�on
�P;n;m(Z) = EP (Z

n(Z�)m).

Resulta entonces que

�P;n;m(Z) =

�
2

i

�m+n
@m+n

(@�)m(@��)n
(cZ)(0). �

Proposici�on 2.2.12
Sea k 2 N y sea U un entorno abierto del 0 2 C tal que cZ 2 DP 2k�1(U;C) y tal que existen @I2k� (j)(cZ)(0), 8
j 2

�
1; 2; :::; 22k

	
. Entonces MP;2k(Z) est�a de�nido.

Demostraci�on:
Sean u

:
= Re(cZ) y v

:
= Im(cZ). Teniendo en cuenta la De�nici�on 2.1.13 resulta que

u(x; y) = Re (cZ(z)) = Re [EP (exp(i(xXZ + yYZ)))] = EP (cos (xX + yY )) y

v(x; y) = Im (cZ(z)) = Im [EP (exp(i(xXZ + yYZ)))] = EP (sin (xX + yY )) ,

para cada z = x+ iy 2 C. En particular

u(x; 0) = EP (cos(xX)) , 8 x 2 R y v(0; y) = EP (sin(yY )) , 8 y 2 R.
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Pero

cX(x)
:
= EP (exp (ixX)) = EP (cos (xX) + i sin (xX)) = EP (cos (xX)) + iEP (sin (xX))

cY (y)
:
= EP (exp (iyY )) = EP (cos (yY ) + i sin (yY )) = EP (cos (yY )) + iEP (sin (yY )) ,

con lo cual
u(x; 0) = Re (cX(x)) y v(x; 0) = Im (cY (y)) .

As��, por las hip�otesis y las de�niciones dadas en la Nota 1.6.13 tenemos que existen

D2k
1 (u)(0; 0) = D2k(cX)(0) y D

2k
2 (v)(0; 0) = D2k(cY )(0).

Luego, por el Teorema 6.4.1, p�ag. 175 de [1], tenemos que X, Y 2 L2k (
;F ; P ;R). De aqu�� es directo ver que
MP;2k(Z) est�a de�nido. �

Corolario 2.2.13
Sea p 2 N. Si MP;p(Z) est�a de�nido entonces para todo z 2 C se tiene que

cZ(z) = 1 +

pX
m=1

�
i

2

�m mX
n=0

(z�)nzm�n

n!(m� n)!�P;n;m�n(Z) + o(jzj
p
),

Demostraci�on:
Por el Teorema 2.2.10 sabemos que cZ 2 Cpr (C;C). Luego, por el Teorema 1.6.4, tenemos que dado " > 0 9 � > 0
tal que

cZ(z)� cZ(0) =
pX

m=1

mX
n=0

(z�)nzm�n

n!(m� n)!
@m

(@�)m�n(@��)n
(cZ)(0) + jzjp "(z) con z 2 B(0; �) y 0 � "(z) � ".

Aplicando el Corolario 2.2.11 resulta que, dado " > 0 9 � > 0 tal que

cZ(z)� 1 =
pX

m=1

�
i

2

�m mX
n=0

(z�)nzm�n

n!(m� n)!�P;n;m�n(Z) + jzj
p
"(z)

con z 2 B(0; �) y 0 � "(z) � ". De aqu�� sigue f�acilmente la prueba del Corolario. �

De�nici�on 2.2.14
Sea Z : 
 �! C una C� v:a:. Llamamos \segunda funci�on caracter�{stica de Z" a scfZ : C �! C de�nida por

scfZ(z)
:
= Log(cZ(z)), z 2 C.

De�nici�on 2.2.15
Sean p 2 N, (n;m) 2 N0 � N0 tal que 1 � n +m � p y Z una C � v:a:. Si scfZ 2 Cpr (C;C) entonces llamamos
\cumulante de orden (n;m) de Z" a

KP;n;m(Z)
:
=

�
2

i

�n+m
@n+m

(@�)m(@��)n
(scfZ)(0).

De�nici�on 2.2.16
Sea (X;Y ) : 
 �! R2 un vector aleatorio. Decimos que \(X;Y ) es P � esf�ericamente sim�etrico" si

P(X;Y )(H) = P(X;Y ), 8 H 2 O(2).

De�nici�on 2.2.17
Sea Z : 
 �! C una C� v:a:. Decimos que \Z es P � circular" si (X;Y ) es P�esf�ericamente sim�etrico, donde

X (!)
:
= Re (Z (!)) y Y (!)

:
= Im (Z (!)) , ! 2 
.
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Proposici�on 2.2.18
Sea Z : 
 �! C una C� v:a:. Entonces Z es P�circular() Z $ Z� y Z $ ei�Z, 8 � 2 R.

Demostraci�on:
( =) ) Sea � 2 R arbitrario. Por hip�otesis P(X;Y )(H) = P(X;Y ), 8 H 2 O(2). Es decir

H

�
X
Y

�
$
�
X
Y

�
, 8 H 2 O(2).

En particular vale para

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
y para

�
1 0
0 �1

�
, pues son claramente matrices ortogonales. Luego

�
cos � � sin �
sin � cos �

� �
X
Y

�
$
�
X
Y

�
y

�
1 0
0 �1

� �
X
Y

�
$
�
X
Y

�
,

por tanto,

�
X cos � � Y sin �
X sin � + Y cos �

�
$
�
X
Y

�
y

�
X
�Y

�
$
�
X
Y

�
, lo cual concluye que Z $ ei�Z y Z $ Z�.

((= ) Sea H 2 O(2) arbitraria, luego H =

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
o H =

�
cos � sin �
sin � � cos �

�
para alg�un � 2 R. Supongamos

en primer lugar que H =

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
. Como Z $ ei�Z, tenemos que

X + iY $ X(cos � + i sin �) + iY (cos � + i sin �) = (X cos � � Y sin �) + i(X sin � + Y cos �),

con lo cual

�
X
Y

�
$
�
X cos � � Y sin �
X sin � + Y cos �

�
=

�
cos � � sin �
sin � cos �

� �
X
Y

�
= H

�
X
Y

�
. Ahora consideremos el caso en que

H =

�
cos � sin �
sin � � cos �

�
. Dado que Z $ ei�Z�, entonces

X + iY $ X(cos � + i sin �)� iY (cos � + i sin �) = (X cos � + Y sin �) + i(X sin � � Y cos �).

Esto implica que

�
X
Y

�
$
�
X cos � + Y sin �
X sin � � Y cos �

�
=

�
cos � sin �
sin � � cos �

� �
X
Y

�
= H

�
X
Y

�
. Queda entonces demostrada la

Proposici�on. �

Nota 2.2.19
Breve estudio de vectores aleatorios n�dimensionales (n � 2) con distribuci�on esf�ericamente sim�etrica. La de�nici�on
2.2.17 explica, de alguna forma, nuestro inter�es por esta breve rese~na sobre distribuciones esf�ericamente sim�etricas.
Dicha rese~na esta basada en el libro [4].

De�nici�on 2.2.19.1
Sean (
;F ; P ) un espacio de probabilidad, n � 2 entero, X : 
 �! Rn una variable aleatoria n�dimensional y
V : 
 �! R una variable aleatoria. Decimos que \PX es una versi�on n�dimensional de V " si 9 c : Rn �! [0;1)
tal que:
1. c(x) > 0, 8 x 6= 0.
2. a>X $ c(a)V , 8 a 2 Rn.

De�nici�on 2.2.19.2
Sea G � fg : 
 �! 
 : g es biyectivag. Decimos que \G es un grupo de transformaciones sobre 
" si se cumplen:

1. g1 2 G, g2 2 G =) g1 � g2 2 G.
2. e : 
 �! 
 dada por e(!)

:
= !, 8 ! 2 
, est�a en G.

3. g 2 G =) 9 eg 2 G tal que g � eg = eg � g = e.
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Notemos que eg es �unico, pues si existiese un g� 2 G con la propiedad g � g� = g� � g = e entonces eg = eg � e =eg � (g � g�) = (eg � g) � g� = e � g� = g�. Por ello denotamos g�1
:
= eg.

De�nici�on 2.2.19.3
Sea G un grupo de transformaciones sobre 
. Decimos que \!1 y !2 en 
 son G � equivalentes" si 9 g 2 G tal
que !1 = g(!2).

Notaci�on 2.2.19.4
Sea G un grupo de transformaciones sobre 
. Si !1 y !2 en 
 son G�equivalentes entonces denotamos !1 �
!2mod(G).

Proposici�on 2.2.19.5
Sea G un grupo de transformaciones sobre 
. La relaci�on !1 est�a relacionado con !2 si !1 � !2mod(G), es una
relaci�on de equivalencia entre elementos de 
.

Demostraci�on:
Debemos probar que para cualesquiera !, !1, !2 y !3 2 
 se cumplen:
1. ! � !mod(G).
2. !1 � !2mod(G) =) !2 � !1mod(G).
3. !1 � !2mod(G) y !2 � !3mod(G) =) !1 � !3mod(G).

Sea e : 
 �! 
 dada por e(!)
:
= ! para cada ! 2 
. Por de�nici�on e 2 G y por lo tanto vale 1. Si !1 � !2mod(G)

entonces 9 g 2 G tal que !1 = g(!2). Luego !2 = e(!2) = (g�1 � g)(!2) = g�1(g(!2)) = g�1(!1), con lo cual
!2 � !1mod(G) y por lo tanto vale 2. Si !1 � !2mod(G) y !2 � !3mod(G) entonces existen g y eg 2 G tales que
!1 = g(!2) y !2 = eg(!3), luego !1 = g(!2) = g(eg(!3)) = (g � eg)(!3), lo cual implica 3. �
De�nici�on 2.2.19.6
Sean X un conjunto, G un grupo de transformaciones sobre 
 y f : 
 �! X una funci�on. Decimos que:

1) \f es G� invariante", si f(g(!)) = f(!) para cada ! 2 
 y g 2 G.
2) \f es maximal G� invariante", si f es G�invariante y

f(!1) = f(!2), con !1 y !2 en 
 =) !1 � !2mod(G).

Teorema 2.2.19.7
Sean X un conjunto, G un grupo de transformaciones sobre 
, f : 
 �! X maximal G�invariante y h : 
 �! X
. Entonces h es G�invariante () 9 c : X �! X tal que h = c � f .

Demostraci�on:
( =) ) Sea Y

:
= f(
). Supongamos primero que X � Y 6= ; y consideremos x0 2 X � Y . De�nimos entonces

c : X �! X por

c(x)
:
=

�
x0 si x =2 Y ;

h(!) con f(!) = x, si x 2 Y

y resulta h = c�f . Ahora supongamos que X = Y y consideremos c : X �! X dada por c(x)
:
= h(!) con f(!) = x.

A�rmaci�on:
Si f(!1) = f(!2) con !1 y !2 en 
 entonces h(!1) = h(!2).

Demostraci�on A�rmaci�on:
Como f es maximal G�invariante se sigue que !1 � !2mod(G), o sea 9 g 2 G tal que !1 = g(!2). Luego, por ser
h G�invariante, tenemos que h(!1) = h(g(!2)) = h(!2).

Dicha A�rmaci�on nos asegura la buena de�nici�on de c, ahora comprobemos que h = c�f . Sea ! 2 
 y x :
= f(!) 2 Y ,

luego (c � f)(!) = c(f(!)) = c(x) = h(!).
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((= ) Sean ! 2 
 y g 2 G arbitrarios. Como f es G�invariante entonces f(g(!)) = f(!). Tambi�en sabemos, por
hip�otesis, que h(g(!)) = c(f(g(!))). Luego h(g(!)) = c(f(!)) = (c � f)(!) = h(!) y resulta h G�invariante. �

Nota 2.2.19.8
Sean n � 2 entero, Sn :

= f� : f1; :::; ng �! f1; :::; ng : � es biyectivag,M(n;R) := fM :M es una matriz real n� ng
y Gl(n)

:
= fM 2M(n;R) :M es invertibleg. Para cadaM 2M(n;R) de�nimos TM : Rn �! Rn por TM (x)

:
=Mx,

x 2 Rn.

A�rmaci�on 1:
Si M 2 Gl(n) entonces TM es lineal, biyectiva y su inversa est�a dada por TM�1 .

Demostraci�on A�rmaci�on 1:
Sean a 2 R y x, y 2 Rn. Luego TM (ax + y) = M(ax + y) = aMx +My = aTM (x) + TM (y), lo cual implica la
linealidad de TM . Ahora si TM (x) = TM (y) entonces Mx = My. Aplicando la inversa de M miembro a miembro
obtenemos que x = y, por lo tanto TM es inyectiva. Sea y 2 Rn arbitrario entonces y = (MM�1)y =M(M�1y) =
TM (M

�1y), es decir TM es sobreyectiva. Finalmente, como (TM � TM�1)(x) = TM (M
�1x) = M(M�1x) = x y

(TM�1 � TM )(x) = TM�1(Mx) =M�1(Mx) = x, 8 x 2 Rn resulta que T�1M = TM�1 . �

Para cada � 2 Sn denotamos M� 2 Gl(n) dada por M�

264x1...
xn

375 =
264x�(1)...
x�(n)

375. Sean
P (n)

:
= fM� 2 Gl(n) : � 2 Sng ,

P(n) :
= fTM : Rn �! Rn :M 2 P (n)g ,

O(n)
:
=

�
M 2M(n;R) :MM> =M>M = In

	
y

O(n) :
= fTM : Rn �! Rn :M 2 O(n)g .

A P(n) lo llamamos \grupo de permutaciones sobre Rn" y a O(n) lo llamamos \grupo de transformaciones
ortogonales sobre Rn".

A�rmaci�on 2: P(n) � O(n).

Demostraci�on A�rmaci�on 2:

Sea TM� 2 P(n) y probemos que M�M
>
� = M>

� M� = In. Como M�

264x1...
xn

375 =
264x�(1)...
x�(n)

375 entonces M� =

264e�(1)...
e�(n)

375,
donde ej es un vector �la de longitud n tal que tiene un 1 en la j��esima posici�on y ceros en todas las otras entradas.
Luego �

M�M
>
�

�
i;j
=

nX
k=1

(M�)i;k(M
>
� )k;j =

nX
k=1

(M�)i;k(M�)j;k = �i;j ,

para cada i; j 2 f1; :::; ng. �

De�nici�on 2.2.19.9
Sean (
;F ; P ) un espacio de probabilidad, n � 2 entero y X : 
 �! Rn un vector aleatorio. Decimos que \X tiene
distribuci�on esf�ericamente sim�etrica" (o simplemente distribuci�on esf�erica ), y denotamos X 2 SP (n), si

�X $ X, 8 � 2 O(n).

Esto es PX(T�) = PX, 8 T� 2 O(n).

Notaci�on 2.2.19.10
Denotamos por S+P (n) al conjunto fX 2 SP (n) : P (X = 0) = 0g.
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Lema 2.2.19.11
Sea f : Rn �! R dada por f(t) := t>t, 8 t 2 Rn. Entonces f es O(n)�invariante maximal.

Demostraci�on:
Sea T� 2 O(n) y t 2 Rn. Luego

f(T�(t)) = f(�t) = (�t)>(�t) = t>�>�t = t>t = f(t),

o sea, f es O(n)�invariante. Ahora sean t, s 2 Rn tales que f(t) = f(s). Entonces ktk2 = t>t = s>s = ksk2 y,
como ktk � 0 8 t 2 Rn, resulta que ktk = ksk. Luego, por lo que sabemos de �Algebra lineal, 9 � 2 O(n) tal que
s = �t, es decir s � tmod(O(n)). Por lo tanto f es O(n)�invariante maximal. �

De�nici�on 2.2.19.12
Sean (
;F ; P ) un espacio de probabilidad, n � 2 y X : 
 �! Rn un vector aleatorio. Llamamos \funci�on
caracter�{stica de X con respecto a P" a la funci�on cX : Rn �! C dada por

cX(t)
:
= EP (exp(i(t

>X)), 8 t 2 Rn.

Teorema 2.2.19.13
Sean (
;F ; P ) un espacio de probabilidad, n � 2 y X : 
 �! Rn un vector aleatorio. Entonces X 2 SP (n) () 9
� : [0;1) �! C tal que cX(t) = �(t>t), 8 t 2 Rn.

Demostraci�on:
( =) ) Sean � 2 O(n) y t 2 Rn. Por hip�otesis �X $ X , entonces

cX(�
>t) = EP (exp(i(t

>�X)) = c�X(t) = cX(t)

es decir cX es O(n)�invariante. Adem�as el Lema anterior nos asegura que f : Rn �! R dada por f(t) := t>t, 8
t 2 Rn es O(n)�invariante maximal. Luego, por el Teorema 2.2.19.7, tenemos que 9 c : R �! R tal que cX = c � f .
((= ) Queremos probar que �X $ X, 8 � 2 O(n). Es decir que c�X(t) = cX(t), 8 t 2 Rn. Por de�nici�on tenemos
que

c�X(t) = EP (exp(i(t
>�X)) = EP (exp(i(�

>t)>X)) = cX(�
>t):

Adem�as, por hip�otesis
cX(�

>t) = �((�>t)>�>t) = �(t>��>t) = �(t>t) = cX(t).

Queda as�� culminada la prueba. �

Nota 2.2.19.14
Sean X 2 SP (n),  : [0;1) �! C y � : [0;1) �! C tales que  (t>t) = cX(t) = �(t>t), 8 t 2 Rn. Entonces
 (t) = �(t), 8 t 2 [0;1).

Demostraci�on:
Sea t 2 [0;1) arbitrario y consideremos t :=2 Rn. Por hip�otesis  (t>t) = �(t>t), pero

t>t =
�p

t; 0; :::; 0
��p

t; 0; :::; 0
�>

=
�p

t
�2
= t,

con lo cual obtenemos que  (t) = �(t). �

De�nici�on 2.2.19.15
Sea X : 
 �! R una variable aleatoria. Decimos que \X es P � sim�etrica en torno a 0" o simplemente que \X
es sim�etrica", y denotamos X 2 SP (1), si X $ �X.

Proposici�on 2.2.19.16
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X 2 SP (1) () 9 � : [0;1) �! C tal que cX(t) = �(t2), 8 t 2 R.

Demostraci�on:
( =) ) Como X $ �X entonces

cX(t) = c�X(t) = EP (exp(it(�X))) = EP (exp(i(�t)X)) = cX(�t).

Luego considero � : [0;1) �! C dada por �(u) := cX(t) si u = t2.
((= ) Para cada t 2 R tenemos que

cX(t) = �(t2) = �((�t)2) = cX(�t) = EP (exp(i(�t)X)) = EP (exp(it(�X))) = c�X(t)

Por lo tanto X $ �X. �

Notaci�on 2.2.19.17
Para cada n 2 N denotamos por �n al conjunto�

� : [0;1) �! C : 9 (
;F ; P ) e:p: y X : 
 �! Rn v.a. tal que cX(t) = �(t>t), 8 t 2 Rn
	

y sea �1
:
= \n2N�n.

Proposici�on 2.2.19.18
La sucesi�on f�ngn2N es decreciente.

Demostraci�on:
Sea n 2 N y probemos que �n+1 � �n. Sea � 2 �n+1 entonces 9 (
;F ; P ) e:p: y X = (X1; :::; Xn+1) : 
 �! Rn+1
v:a: tal que

cX(t) = �(t>t), 8 t 2 Rn+1.
Sea Y

:
= (X1; :::; Xn) : 
 �! Rn v:a:. Queremos ver que

cY(u) = �(u>u), 8 u 2 Rn:

Sea u = (u1; :::; un)
> 2 Rn arbitrario y sea t := (u1; :::; un; 0)> 2 Rn+1. Puesto que

t>t =

nX
i=1

u2i = u
>u y t>X =

nX
i=1

uiXi = u
>Y,

tenemos que

cX(t) = �(t>t) = �(u>u) y cX(t) = EP (exp(i(t
>X))) = EP (exp(i(u

>Y)) = cY(u).

Igualando las dos expresiones anteriores obtenemos que cY(u) = �(u>u). �

De�nici�on 2.2.19.19
Para cada n 2 N a �n la llamamos \familia de funciones generatrices de funciones caracter�{sticas de variables
aleatorias n� dimensionales con distribuci�on esf�erica".

Nota 2.2.19.20
Sea n � 2 entero y sea U (n) : 
 �! Rn un vector aleatorio con distribuci�on uniforme sobre

Sn :
=

(
x = (x1; :::; xn) 2 Rn :

nX
i=1

x2i = 1

)
.

Esto es, para cada B 2 �(Sn) (���algebra de Borel de Sn) tenemos que

P (U (n) 2 B) = vSn

Z
Sn
�Bd�Sn = vSn�Sn (B)
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donde �Sn es la medida sobre (Sn; �(Sn)) tal que vSn�Sn(Sn) = 1, y vSn
:
= 2�n=2

�(n=2) . En s��mbolos U
(n) � U (Sn).

Suponemos tambi�en que
�Sn(TM ) = �Sn , 8 M 2 O(n),

con TM : Sn �! Sn dada por TM (x)
:
=Mx, 8 x 2 Rn.

A�rmaci�on: U (n) 2 SP (n).
Demostraci�on A�rmaci�on:
Sean M 2 O(n) y B 2 �(Sn) arbitrarios. Luego

P
�
MU (n) 2 B

�
= P

�
U (n) 2M�1B

�
= vSn�Sn

�
M�1B

�
= vSn�Sn (TM�1 (B)) = vSn�Sn

�
(TM )

�1
(B)

�
= vSn�Sn (TM ) (B) = vSn�Sn (B) = P

�
U (n) 2 B

�
,

por lo tanto MU (n) $ U (n). Ahora, por el Teorema 2.2.19.13 y la Nota 2.2.19.14, sabemos que 9!  n : [0;1) �! C
tal que

cU(n)(t) = vSn

Z
Sn
exp(i(t>x))�Sn(dx) =  n(t

>t), 8 t 2 Rn.

De�nici�on 2.2.19.21
Decimos que \G : [0;1) �! R es una funci�on de distribuci�on acumulada sobre [0;1)" (y escribimos G es f:d:a:
sobre [0;1)) si:
1. 0 � t < s =) G(t) � G(s).
2. G es continua a derecha en todo punto.
3. G(0) � 0.
4. G(1) = 1.

Teorema 2.2.19.22 (Continuaci�on de la Nota 2.2.19.20)
Sea n 2 N. Entonces � 2 �n () 9 G : [0;1) �! [0; 1] f:d:a: sobre [0;1) tal que

�(t) =

Z 1

0

 n(tr
2)G(dr), 8 t 2 [0;1) .

Demostraci�on:
( =) ) Supongamos que � 2 �n entonces existen (
;F ; P ) espacio de probabilidad y X : 
 �! Rn vector aleatorio
tales que

cX(t) = �
�
t>t
�
, 8 t 2 Rn.

Sea F : Rn �! R la funci�on de distribuci�on acumulada de X. Notemos que, para cada t 2 Rn e y 2 Sn tenemos
que

(ktky)> (ktky) = ktk2 y>y = ktk2 kyk2 = ktk2 = t>t,

entonces

�
�
t>t
�
= �

�
(ktky)> (ktky)

�
= cX(ktky) = vSn

Z
Sn
cX(ktky)�Sn(dy)

= vSn

Z
Sn
EP

h
exp

�
i (ktky)>X

�i
�Sn(dy) = vSn

Z
Sn
EP
�
exp

�
i ktky>X

��
�Sn(dy)

= vSn

Z
Sn
EP
�
exp

�
i ktkX>y

��
�Sn(dy) = vSn

Z
Sn

�Z
Rn
exp

�
i ktkx>y

�
F (dx)

�
�Sn(dy)

=

Z
Rn

�
vSn

Z
Sn
exp

�
i ktkx>y

�
�Sn(dy)

�
F (dx) =

Z
Rn

�
vSn

Z
Sn
exp

�
i (ktkx)> y

�
�Sn(dy)

�
F (dx)

=

Z
Rn
 n

�
(ktkx)> (ktkx)

�
F (dx) =

Z
Rn
 n

�
ktk2 kxk2

�
F (dx) .
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Si de�nimos G : [0;1) �! R dada por G(u) :=
R
kxk�u F (dx), u 2 [0;1) se puede ver f�acilmente que G es f:d:a:

sobre [0;1). Adem�as, como
�
�
t>t
�
=

Z
Rn
 n

�
ktk2 kxk2

�
F (dx) 8 t 2 Rn,

en particular vale para t
:
=
�p
t; 0; :::; 0

�>
, donde t 2 [0;1). Por lo tanto

� (t) =

Z
Rn
 n

�
t kxk2

�
F (dx) =

Z 1

0

 n
�
tr2
�
G (dr) .

((= ) Supongamos que existe G : [0;1) �! [0; 1] f:d:a: sobre [0;1) tal que

� (t) =

Z 1

0

 n
�
tr2
�
G (dr) , 8 t 2 [0;1) .

Tomemos (
;F ; P ) e:p: y R : 
 �! [0;1) variable aleatoria tal que sea independiente de U (n) y tal que G sea
f:d:a de R. Luego

cRU(n) (t) = EP

h
exp

�
it>RU (n)

�i
=

Z 1

0

EP

h
exp

�
it>rU (n)

�i
G(dr) =

Z 1

0

EP

h
exp

�
i (rt)

>
U (n)

�i
G(dr)

=

Z 1

0

cU(n) (rt)G(dr) =

Z 1

0

 n((rt)
>rt)G(dr) =

Z 1

0

 n

�
ktk2 r2

�
G(dr) = �(ktk2)

= �
�
t>t
�
, 8 t 2 Rn.

Por lo tanto � 2 �n. �

Corolario 2.2.19.23
Sean n 2 N, (
;F ; P ) un espacio de prababilidad y X : 
 �! Rn un vector aleatorio. Son equivalentes:
1. X 2 SP (n) o, lo que es lo mismo, existe � : [0;1) �! C tal que

cX (t) = �
�
t>t
�
, 8 t 2 Rn.

2. X $ RU (n) donde:
2.1. R : 
 �! [0;1) es una variable aleatoria.
2.2. R y U (n) son independientes.
2.3. Para cada t 2 [0;1) se cumple que

�(t) =

Z 1

0

 n(tr
2)G(dr)

donde G(u) = FR(u), 8 u � 0 y FR es la f:d:a: de R.

Demostraci�on:
Es una consecuencia directa del Teorema anterior. �

Notaci�on 2.2.19.24
Sean n 2 N, X : 
 �! Rn un vector aleatorio y R : 
 �! [0;1) una variable aleatoria. Denotamos X 2 SP (n;R)
para indicar que X $ RU (n) con R y U (n) P�independientes.

Teorema 2.2.19.25
Sean n � 2 entero y X 2 SP (n;R) \ S+P (n). Entonces
1. kXk $ R

2. X
kXk $ U (n)

3. kXk y X
kXk son P�independientes.
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Demostraci�on:
Como X 2 S+P (n) entonces P (X = 0) = 0. De�nimos f1 : Rn � f0g �! [0;1) y f2 : Rn � f0g �! R por

f1(x)
:
= kxk , x 6= 0

f2(x)
:
=

x

kxk , x 6= 0.

Puesto que X $ RU (n) tenemos que�kXk
X
kXk

�
=

�
f1(X)
f2(X)

�
$
�
f1(RU

(n))
f2(RU

(n))

�
=

"RU (n)
RU(n)

kRU(n)k

#
=

�
R

RU(n)

R

�
=

�
R
U (n)

�
.

Adem�as R y U (n) son P�independientes, con lo cual el Teorema queda probado. �

Teorema 2.2.19.26
Sean n � 2 entero y X :

= (X1; :::; Xn)
> : 
 �! Rn un vector aleatorio n�dimensional. Entonces

X 2 SP (n) () a>X $ kakX1, 8 a 2 Rn.

Demostraci�on:
( =) ) Por el Teorema 2.2.19.13. existe � : [0;1) �! C tal que cX(t) = �(t>t), 8 t 2 Rn. Luego para todo t 2 R
tenemos

cX1(t) = EP (exp(itX1)) = EP (exp(i(tX1 + 0X2 + � � �+ 0Xn))) = EP (exp(i (t; 0; :::; 0) (X1; :::; Xn)
>
))

= EP (exp(i (t; 0; :::; 0)X) = cX((t; 0; :::; 0)
>
) = �(t2).

Sean a 2 Rn y u 2 R arbitrarios. Entonces

ca>X(u) = EP (exp(i(ua
>X) = EP (exp(i(ua)

>X) = cX(ua)

= �((ua)>ua) = �(u2 kak2) = cX1
(u kak) = ckakX1

(u),

por tanto a>X $ kakX1.
((= ) Sea t 2 Rn arbitrario. Luego

cX(t) = EP (exp(it
>X)) = ct>X(1) = cktkX1

(1) = cX1
(ktk) = cX1

�p
t>t
�
.

Consideremos � : [0;1) �! C dada por

�(u)
:
= cX1

(
p
u), 8 u 2 [0;1) .

Entonces tenemos que cX(t) = �(t>t) y, por el Teorema 2.2.19.13, resulta que X 2 SP (n). �

Continuaci�on del tema central de la Secci�on 2.2.

Proposici�on 2.2.20
Sea Z : 
 �! C una C� v:a: y sean X :

= Re (Z) e Y
:
= Im (Z). Entonces

Z es P � circular () 9 � : [0;1) �! C tal que cZ(z) = �(jzj2), z 2 C.

Demostraci�on:
Por las de�niciones 2.2.17, 2.1.13 y el Teorema 2.2.19.13 tenemos que
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Z es P � circular () (X;Y ) es P � esf�ericamente sim�etrico
() (X;Y ) 2 SP (2)
() 9 � : [0;1) �! C tal que c(X;Y )(x; y) = �(x2 + y2), 8 (x; y) 2 R2

() 9 � : [0;1) �! C tal que cZ(z) = �(jzj2), 8 z 2 C. �

Corolario 2.2.21
Sea Z : 
 �! C una C� v:a: y q 2 N. Si MP;q(Z) est�a de�nido y Z es P�circular entonces

cZ(z) = 1 +

pX
k=1

�
�1
4

�k jzj2k
(n!)2

�P;2k(Z) + o(jzj
q
), 8 z 2 C y p :

=
hq
2

i
.

Demostraci�on:
Por el Corolario 2.2.13 sabemos que

cZ(z) = 1 +

qX
m=1

�
i

2

�m mX
n=0

(z�)nzm�n

n!(m� n)!�P;n;m�n(Z) + o(jzj
q
), 8 z 2 C.

Adem�as, el Corolario 2.2.11 nos dice que�
i

2

�m
�P;n;m�n(Z) =

@m

(@�)m�n(@��)n
(cZ)(0).

Luego

cZ(z) = 1 +

qX
m=1

mX
n=0

(z�)nzm�n

n!(m� n)!
@m

(@�)m�n(@��)n
(cZ)(0) + o(jzjq), 8 z 2 C.

Por otra parte, como Z es P�circular, por la Proposici�on anterior, cZ es funci�on de z 7! jzj2, con lo cual cZ 2
C1r;j:j(C;C). Luego, por el Corolario 1.6.10, tenemos que

@m

(@�)m�n(@��)n
(cZ)(0) = 0

si n 6= m� n, n 2 f0; :::;mg; 8 m 2 N. As��, para todo z 2 C, tenemos que

cZ(z) = 1 +

pX
k=1

(z�)kzk

(k!)2
@2k

(@�)k(@��)k
(cZ)(0) + o(jzjq)

= 1 +

pX
k=1

(z�)kzk

(k!)2

�
i

2

�2k
�P;k;k(Z) + o(jzjq)

= 1 +

pX
k=1

jzj2k

(k!)2

�
�1
4

�k
�P;2k(Z) + o(jzj

q
). �
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3 Introducci�on a los C�vectores

3.1 Conexiones entre R� y C�vectores

En esta secci�on establecemos relaciones entre las descripciones de un vector complejo con su correspondiente
descripci�on en t�erminos de sus partes real e imaginaria. Introducimos el conjunto Wn�n de todas las matrices
aumentadas y obtenemos una de�nici�on diferente de la factorizaci�on de Cholesky para una matriz de�nida positiva
perteneciente a Wn�n. Por �ultimo relacionamos los productos internos y las formas cuadr�aticas de�nidos sobre los
espacios Rn, Cn y C2n� . Esta secci�on, como la mayor��a de las secciones de este cap��tulo, esta basada en el libro [6].

Notaci�on 3.1.1

Sea n 2 N y Cn :
=
n
z
:
= (z1; :::; zn)

>
: zj 2 C 8 j = 1; :::; n

o
. Para cada z 2 Cn llamamos \conjugada de z" a

z�
:
= (z�1 ; :::; z

�
n)
>
y \vector aumentado de z" a

z
:
=

�
z
z�

�
.

Sea C2n�
:
= fz : z 2 Cng. Sea Tn 2 C2n�2n dada por Tn

:
=

�
In iIn
In �iIn

�
. La \adjunta conjugada" de Tn es

THn
:
=

�
In In
�iIn iIn

�
.

Si x 2 R2n, llamamos \vector complejo conjugado asociado a x" a Tnx.

Nota 3.1.2

Sea x
:
=

�
x1
x2

�
2 R2n con x1, x2 2 Rn. Se ve f�acilmente que Tnx =

�
x1 + ix2
x1 � ix2

�
.

Proposici�on 3.1.3
Se cumple que TnT

H
n = THn Tn = 2I2n.

Demostraci�on:

TnT
H
n =

�
In iIn
In �iIn

� �
In In
�iIn iIn

�
=

�
In + In In � In
In � In In + In

�
=

�
2In On
On 2In

�
= 2I2n

y

THn Tn =

�
In In
�iIn iIn

� �
In iIn
In �iIn

�
=

�
In + In iIn � iIn
�iIn + iIn In + In

�
=

�
2In On
On 2In

�
= 2I2n. �

Corolario 3.1.4
Sean x 2 R2n y z 2 C2n� . Entonces z = Tnx () x = 1

2T
H
n z.

Demostraci�on:
Se sigue f�acilmente teniendo en cuenta la Proposici�on anterior. �

De�nici�on 3.1.5
Sean H1 y H2 en Cm�n. Llamamos \matriz aumentada de (H1;H2)" a la matriz�

H1 H2

H�
2 H�

1

�
2 C2m�2n:
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Proposici�on 3.1.6

Sea M
:
=

�
M11 M12

M21 M22

�
2 R2m�2n, con Mij 2 Rm�n para cada i, j 2 f1; 2g y sea H

:
= 1

2TmMTHn . Entonces

1. TmMx = H (Tnx), 8 x 2 R2n. Es decir, el vector complejo conjugado asociado a Mx 2 R2m es el vector
complejo conjugado asociado a x 2 R2n pre multiplicado por la matriz compleja H.

2. H es la matriz aumentada de (H1;H2), donde

H1
:
=
1

2
[M11 +M22 + i (M21 �M12)] y H2

:
=
1

2
[M11 �M22 + i (M21 +M12)] .

Demostraci�on:
1. Por la Proposici�on 3.1.3 sabemos que 1

2T
H
n Tn = I2n, con lo cual

H (Tnx) =

�
1

2
TmMTHn

�
(Tnx) = TmM

1

2
THn Tnx = TmMx.

2. Notemos que

H
:
=

1

2
TmMTHn =

1

2

�
Im iIm
Im �iIm

� �
M11 M12

M21 M22

� �
In In
�iIn iIn

�
=

1

2

�
M11 + iM21 M12 + iM22

M11 � iM21 M12 � iM22

� �
In In
�iIn iIn

�
=

1

2

�
M11 +M22 + i (M21 �M12) M11 �M22 + i (M12 �M21)
M11 �M22 � i (M12 +M21) M11 +M22 � i (M21 �M12)

�
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
.

Por lo tanto queda demostrada la Proposici�on. �

Nota 3.1.7 (Continuaci�on de la Proposici�on 3.1.6)
1. De�nimos L : Cn �! Cm por

L(z)
:
= H1z+H2z

�, 8 z 2 Cn.

Por las Proposiciones 1.1.9 y 1.1.10 tenemos que L es una transformaci�on R�lineal. Como�
L(z)
L(z)�

�
=

�
H1z+H2z

�

H�
1z

� +H�
2z

�
=

�
H1z+H2z

�

H�
2z+H

�
1z

�

�
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
z
z�

�
= H � z

entonces el vector aumentado de L(z) es H � z, 8 z 2 Cn.

2. Si M21 = �M12 y M11 = M22 entonces H2 = 0. Luego L(z)
:
= H1z, 8 z 2 Cn y, por la Proposici�on 1.1.9, L

resulta C�lineal.

Notaci�on 3.1.8

Sean m, n 2 N. Denotamos Wm�n =

�
H 2 C2m�2n : 9 H1 y H2 en Cm�n tales que H =

�
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
.

Proposici�on 3.1.9
Sea n 2 N. Entonces Wn�n es una R� �algebra de matrices. Esto es:
1. H 2 Wn�n y L 2 Wn�n =) H+ L 2 Wn�n y H � L 2 Wn�n.

2. H 2 Wn�n y a 2 R =) a �H 2 Wn�n.

3. Si H 2 Wn�n y es invertible entonces H�1 2 Wn�n.
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Demostraci�on:

1. H + L =

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
+

�
L1 L2
L�2 L�1

�
=

�
H1 + L1 H2 + L2
H�
2 + L

�
2 H�

1 + L
�
1

�
=

�
H1 + L1 H2 + L2
(H2 + L2)

�
(H1 + L1)

�

�
2 Wn�n y

H � L =
�
H1L1 +H2L

�
2 H1L2 +H2L

�
1

H�
2L1 +H

�
1L

�
2 H�

2L2 +H
�
1L

�
1

�
=

�
H1L1 +H2L

�
2 H1L2 +H2L

�
1

(H1L2 +H2L
�
1)
�
(H1L1 +H2L

�
2)
�

�
2 Wn�n.

2. a �H = a

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
=

�
aH1 aH2

aH�
2 aH�

1

�
=

�
aH1 aH2

(aH2)
�
(aH1)

�

�
2 Wn�n

3. Como H 2 Wn�nentonces H =

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
. La inversa de la matriz H puede ser calculada como

H�1 =

" �
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1 �
�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1
H2(H

�
1 )
�1

�
�
H�
1 �H�

2H
�1
1 H2

��1
H�
2H

�1
1

�
H�
1 �H�

2H
�1
1 H2

��1
#
.

Pero
n�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1o�
=
n�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��o�1
=
�
H�
1 �H�

2H
�1
1 H2

��1
y

n�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1
H2(H

�
1 )
�1
o�

=
n�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1o�
H�
2

�
(H�

1 )
�1��

=
n�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��o�1
H�
2H

�1
1

= (H�
1 �H�

2H
�1
2 H2)

�1H�
2H

�1
1 :

Por lo tanto H�1 2 Wn�n. �

De�nici�on 3.1.10
Sea A 2 Cn�n hermitiana. Decimos que \A es definida positiva" si zHAz > 0, 8 z 2 Cn � f0g.

Tambi�en decimos que \A es semidefinida positiva" si zHAz � 0, 8 z 2 Cn.

Proposici�on 3.1.11
Sea H 2 Cn�n y escribamos H = A+ iB con A y B en Rn�n. Entonces
1. H es hermitiana () A = A> y B = �B>.
2. H es de�nida positiva () se cumplen:

x>Ax+ y>Bx� x>By + y>Ay > 0, 8 (x;y) 2 R2n � f0g y
x>Bx� y>Ax+ x>Ay + y>By = 0, 8 (x;y) 2 R2n.

Demostraci�on:
1. Como

HH = (H�)> =
�
(A+ iB)

��>
= (A� iB)> = A> � iB> = A> + i(�B>),

resulta que

HH = H () A> + i(�B>) = A+ iB ()
�

A = A>

B = �B> .

2. Sea z 2 Cn � f0g. Escribamos z = x+ iy con x, y 2 Rn tales que (x;y) 6= 0. Notemos que

zHHz = (x> � iy>) (A+ iB) (x+ iy)
=

�
x>(A+ iB)� iy> (A+ iB)

�
(x+ iy)

=
�
x>A+ ix>B � iy>A+ y>B)(x+ iy

�
= x>Ax+ ix>Bx� iy>Ax+ y>Bx+ ix>Ay � x>By + y>Ay + iy>By
=

�
x>Ax+ y>Bx� x>By + y>Ay

�
+ i(x>Bx� y>Ax+ x>Ay + y>By).
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Luego H es de�nida positiva () zHHz > 0, 8 z 2 Cn � f0g

()
�
x>Ax+ y>Bx� x>By + y>Ay > 0, 8 (x;y) 2 R2n � f0g y

x>Bx� y>Ax+ x>Ay + y>By = 0, 8 (x;y) 2 R2n . �

Nota 3.1.12
Por lo que sabemos de �Algebra lineal si H 2 Cn�n es hermitiana, entonces
1. H es de�nida positiva () � > 0, 8 � autovalor de H.
2. H es semide�nida positiva () � � 0, 8 � autovalor de H.
3. H es de�nida positiva () 9 LH 2 Cn�n triangular inferior tal que H = LHL

H
H . En este caso decimos que

\LH es una descomposici�on de Cholesky de H" y denotamos

H1=2 :
= LH

de la que diremos que \es una ra�{z cuadrada de H".
Es claro que, en general si H 2 Wn�n con n � 2 y es de�nida positiva, entonces LH no necesariamente est�a en
Wn�n. Por esto, adoptaremos una de�nici�on diferente de descomposici�on de Cholesky para H 2 Wn�n. Antes de
hacerlo, veamos un resultado de inter�es en si mismo.

Proposici�on 3.1.13

Sea H 2 Wn�n y sean H1 y H2 en Cn�n tales que H =

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
. Si H es de�nida positiva y existen M11, M12,

M21, M22 en Rn�n tales que M
:
=

�
M11 M12

M21 M22

�
= 1

2T
H
n HTn entonces

1. M 2 R2n�2n

2. M es de�nida positiva.

3. H1 =
1
2 [M11 +M22 + i (M21 �M12)] y H2 =

1
2 [M11 �M22 + i (M21 +M12)].

Demostraci�on:
1. Supongamos que H1 = A1 + iB1 y H2 = A2 + iB2 con A1, B1, A2 y B2 en Rn�n. Luego

M =
1

2
THn HTn =

1

2

�
In In
�iIn iIn

� �
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
In iIn
In �iIn

�
=

�
A1 +A2 B2 �B1
B1 +B2 A1 �A2

�
,

con lo cual M 2 R2n�2n.

2. Como H es hermitiana entonces M = 1
2T

H
n HTn =

1
2T

H
n H

HTn = MH , lo que implica que M es hermitiana.
Ahora sea z 2 C2n � f0g arbitrario, entonces

zHMz = zH
�
1

2
THn HTn

�
z =

1

2
(Tnz)

H
H (Tnz) .

Sea x
:
= Tnz, como x 6= 0 y H es de�nida positiva, resulta que 1

2x
HHx > 0. Por lo tanto M es de�nida positiva.

3. Por la Proposici�on 3.1.3 tenemos que H = 1
2TnMTHn y por la Proposici�on 3.1.6 resultan

H1 =
1

2
[M11 +M22 + i (M21 �M12)] y H2 =

1

2
[M11 �M22 + i (M21 +M12)] .

Queda entonces �nalizada la prueba. �

De�nici�on 3.1.14 (Continuaci�on de le Proposici�on 3.1.13)
Sea LM una descomposici�on de Cholesky de M y sea

N
:
=
1

2
TnLMT

H
n :
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Decimos que \N es una descomposici�on de Cholesky de H".

Observaci�on 3.1.15 (Continuaci�on de la De�nici�on 3.1.14)

H = N �NH

Demostraci�on:
Por ser M = LML

>
M = LML

H
M y, por la Proposici�on 3.1.3, tenemos que

N �NH =

�
1

2
TnLMT

H
n

��
1

2
TnLMT

H
n

�H
=
1

2
TnLM

�
THn

1

2
Tn

�
LHMT

H
n =

1

2
TnLML

H
MT

H
n =

1

2
TnMTHn = H. �

Proposici�on 3.1.16 (Continuaci�on de la De�nici�on 3.1.14)
Se cumple que N 2 Wn�n.

Demostraci�on:

Escribimos LM
:
=

�
L1 On
Ln L2

�
con L1 y L2 en Rn�n triangulares inferiores y Ln 2 Rn�n, luego

N =
1

2

�
In iIn
In �iIn

� �
L1 On
Ln L2

� �
In In
�iIn iIn

�
=
1

2

�
L1 + L2 + iLn L1 � L2 + iLn
L1 � L2 � iLn L1 + L2 � iLn

�
,

es decir N = 1
2

�
N1 N2
N�
2 N�

1

�
donde N1

:
= L1+L2+ iLn y N2

:
= L1�L2+ iLn. Finalmente, utilizando la Proposici�on

3.1.9 concluimos que N 2 Wn�n. �

Proposici�on 3.1.17

Sean n 2 N; x :
=

�
x1
x2

�
e y

:
=

�
y1
y2

�
con x1, x2, y1 e y2 en Rn; z1

:
= x1 + ix2; z2

:
= y1 + iy2; z1

:
= Tnx y z2

:
= Tny.

Entonces

x>y =
1

2
� z1H � z2 = Re

�
zH1 z2

�
.

Demostraci�on:
Por el Corolario 3.1.4 sabemos que y = 1

2T
H
n z2 y x =

1
2T

H
n z1. Luego, por la Proposici�on 3.1.3, se sigue que

x>y = xHy =

�
1

2
THn z1

�H �
1

2
THn z2

�
=
1

2
z1
HTn

1

2
THn z2 =

1

2
z1
Hz2.

Ahora
zH1 z2 = (x1 + ix2)

H
(y1 + iy2) =

�
x>1 � ix>2

�
(y1 + iy2) = x

>
1 y1 + x

>
2 y2 + i

�
x>1 y2 � x>2 y1

�
,

con lo cual
Re
�
zH1 z2

�
= x>1 y1 + x

>
2 y2.

Por otro lado

x>y =

�
x1
x2

�> �
y1
y2

�
=
�
x>1 x>2

� �y1
y2

�
= x>1 y1 + x

>
2 y2.

Por lo tanto la Proposici�on es cierta. �

Proposici�on 3.1.18

Sean M
:
=

�
M11 M12

M21 M22

�
, donde Mij 2 Rn�n para cada i, j 2 f1; 2g; x

:
=

�
x1
x2

�
2 R2n con x1, x2 2 Rn; z

:
= Tnx;

z = x1 + ix2 y H
:
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
con H1

:
= 1

2 [M11 +M22 + i (M21 �M12)] y H2
:
= 1

2 [M11 �M22 + i (M21 +M12)].

Supongamos adem�as que H1 es hermitiana. Entonces

85



1. x>Mx = 1
2 � z

H �H � z

2. x>Mx = zHH1z+Re(z
HH2z

�).

Demostraci�on:
1. Por el Corolario 3.1.4 tenemos que x = 1

2T
H
n z. Tambi�en

H =
1

2
TnMTHn =) THn H =

1

2
THn TnMTHn =MTHn =) THn HTn = 2M =) M =

1

2
THn HTn.

Luego

x>Mx =

�
1

2
THn z

�>�
1

2
THn HTn

��
1

2
THn z

�
=
1

4
z>T �nT

H
n H

�
1

2
TnT

H
n

�
z =

1

4
� z> � T �n � THn �H � z. (3.1.18.1)

Pero

T �nT
H
n =

�
In �iIn
In iIn

� �
In In
�iIn iIn

�
=

�
On 2In
2In On

�
,

entonces

z>T �nT
H
n =

�
z
z�

�> �
On 2In
2In On

�
=
�
z> zH

� �On 2In
2In On

�
= 2

�
zH z>

�
,

lo cual implica que

1

2
z>T �nT

H
n =

�
zH z>

�
=

�
z
z�

�H
= zH .

Finalmente, por (3.1.18.1), tenemos que x>Mx = 1
2 � z

H �H � z.

2. Usando la parte 1 obtenemos que

x>Mx =
1

2
� zH �H � z

=
1

2

�
zH z>

� �H1 H2

H�
2 H�

1

� �
z
z�

�
=

1

2

�
zH z>

� �H1z+H2z
�

H�
2z+H

�
1z

�

�
=

1

2

�
zHH1z+ z

HH2z
� + z>H�

2z+ z
>H�

1z
��

=
1

2

�
zHH2z

� + z>H�
2z
�
+
1

2

�
zHH1z+ z

>H�
1z

��
=

1

2

h
zHH2z

� +
�
zHH2z

���i+ 1
2

h
zHH1z+

�
zHH1z

��i
= Re(zHH2z

�) + Re(zHH1z).

Por lo tanto basta ver que zHH1z 2 R. Escribamos H1 = A1 + iB1 con A1 y B1 en Rn�n. Como H1 es hermitiana
se sigue por la Proposici�on 3.1.11 que A1 = A>1 y B1 = �B>1 , entonces

zHH1z =
�
x>1 � ix>2

�
(A1 + iB1) (x1 + ix2)

=
�
x>1 � ix>2

�
(A1x1 �B1x2 + iA1x2 + iB1x1)

= x>1 A1x1 � x>1 B1x2 + x>2 A1x2 + x>2 B1x1 + i
�
x>1 A1x2 + x

>
1 B1x1 � x>2 A1x1 + x>2 B1x2

�
.
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Ahora, como x>1 A1x2 2 R tenemos que x>1 A1x2 =
�
x>1 A1x2

�>
= x>2 A

>
1 x1 = x

>
2 A1x1, con lo cual

x>1 A1x2 � x>2 A1x1 = 0.

Tambi�en, como x>2 B1x2 + x
>
1 B1x1 2 R resulta que

x>2 B1x2 + x
>
1 B1x1 =

�
x>2 B1x2 + x

>
1 B1x1

�>
= x>2 B

>
1 x2 + x

>
1 B

>
1 x1 = �

�
x>2 B1x2 + x

>
1 B1x1

�
,

es decir x>2 B1x2 + x
>
1 B1x1 = 0. Por lo tanto Im

�
zHH1z

�
= 0 y queda entonces culminada la demostraci�on. �

3.2 Distribuciones acumuladas y densidades de C�vectores aleatorios

En esta secci�on extendemos a Cn (con n � 2 entero) lo que vimos en la secci�on 2.1. Sea Ic;n : R2n �! Cn de�nida
por

Ic;n

��
x
y

��
:
=

264x1 + iy1...
xn + iyn

375 , donde x :
=

264x1...
xn

375 2 Rn e y :
=

264y1...
yn

375 2 Rn.
Es sencillo ver que Ic;n es biyectiva. Sean B2n la ���algebra de Borel de R2n y �(Cn)

:
= fIc;n(B) : B 2 B2ng :

Proposici�on 3.2.1
Se cumplen:
1. �(Cn) es una ���algebra de Cn, que llamamos \� � �algebra de Borel de Cn".
2. Ic;n es (B2n; �(Cn))�bimedible.

Demostraci�on:
1. Como Ic;n es biyectiva y B2n es ���algebra de R2n entonces Ic;n (B2n) = fIc;n(B) : B 2 B2ng = �(Cn) es
���algebra de Cn.

2. Si A 2 �(Cn) entonces 9 B 2 B2n tal que A = Ic;n(B), lo cual implica que I
�1
c;n(A) = B 2 B2n. Adem�as si

B 2 B2n entonces Ic;n(B) 2 �(Cn), por de�nici�on. Por lo tanto se cumple 2. �

De�nici�on 3.2.2
Sea (
; �(
)) un espacio medible y Z : 
 �! Cn. Decimos que \Z es un C � vector aleatorio" o que \Z es un
vector aleatorio complejo" si Z es (�(
); �(Cn))�medible.

Notaci�on 3.2.3
Sea Z : 
 �! Cn un C�vector aleatorio. Para cada j 2 f1; :::; ng, sea Zj la j��esima componente de Z. Luego

Z =

264Z1...
Zn

375 =
264X1 + iY1

...
Xn + iYn

375, donde � Xj(!) = Re(Zj(!))
Yj(!) = Im(Zj(!))

8 j 2 f1; :::; ng y 8 ! 2 
. Adem�as, sean X :
=

264X1

...
Xn

375 e

Y
:
=

264Y1...
Yn

375. Entonces Z = X+ iY.
Proposici�on 3.2.4 (Continuaci�on de la Notaci�on 3.2.3)
X : 
 �! Rn e Y : 
 �! Rn son vectores aleatorios reales.

Demostraci�on:
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Probemos que X�1(B) e Y�1(B) est�an en �(
), 8 B 2 Bn. Sea B 2 Bn arbitrario. Como Z es un C�vector
aleatorio entonces Z�1(A) 2 �(
), 8 A 2 �(Cn). En particular Z�1(Ic;n(B � Rn)) 2 �(
). Pero, dado que

Ic;n(B � Rn) =

8><>:
264a1 + ib1...
an + ibn

375 :
264a1...
an

375 2 B y

264b1...
bn

375 2 Rn
9>=>; ,

tenemos que

Z�1(Ic;n(B � Rn)) = f! 2 
 : Z(!) 2 Ic;n(B � Rn)g
= f! 2 
 : X(!) + iY(!) 2 Ic;n(B � Rn)g
= f! 2 
 : X(!) 2 Bg
= X�1(B).

An�alogamente, tomando Ic;n(Rn �B) en lugar de Ic;n(B � Rn) resulta que Y�1(B) 2 �(
). �

Notaci�on 3.2.5
Sea ahora P 2 Prob(
; �(
)). Sean PZ y P(X;Y) las probabilidades sobre (Cn; �(Cn)) y (R2n;B2n) respectivamente,
dadas por

PZ(C)
:
= P (Z�1(C))), C 2 �(Cn)

P(X;Y)(B)
:
= P (f! 2 
 : (X(!);Y(!)) 2 Bg), B 2 B2n.

Nota 3.2.6
No es dif��cil probar que PZ = P(X;Y) � I�1c;n y P(X;Y) = PZ � Ic;n.

Notaci�on 3.2.7
Para cada (x;y)> = (x1; :::; xn; y1; :::; yn)

> 2 R2n y z = Ic;n((x;y)
>) 2 Cn denotamos

R2n� ((x;y)
>)

:
=

n
(x;y)

>
= (x1; :::; xn; y1; :::; yn)

> 2 R2n : xj � xj ^ yj � yj , 8 j = 1; :::; n
o

y Cn�(z)
:
= Ic;n(R

2n
� ((x;y)

>)).

Sean � 2 Prob(Cn; �(Cn)) y � 2 Prob(R2n;B2n). De�nimos F� : Cn �! [0; 1] y F� : R2n �! [0; 1] por

F�(z)
:
= �

�
Cn�(z)

�
, z 2 Cn y

F�((x;y)
>)

:
= �(R2n� ((x;y)

>)), (x;y)> 2 R2n.

Proposici�on 3.2.8 (Continuaci�on de la Notaci�on 3.2.7)
Sea �2n la medida de Lebesgue sobre (R2n;B2n). Se cumplen:
1. FPZ(z) = FP(X;Y)

(I�1c;n(z)), 8 z 2 Cn.
2. Si P(X;Y) admite una �2n�densidad, digamos f(X;Y) : R2n �! [0;1), entonces PZ admite una �2n(Ic;n)�densidad
dada por

fZ(z)
:
= f(X;Y)((x;y)

>), z = Ic;n((x;y)
>) y (x;y)> 2 R2n.

Demostraci�on:
1. Sea z 2 Cn arbitrario. Por la Notaci�on anterior y por la Nota 3.2.6 tenemos que

FPZ(z)
:
= PZ

�
Cn�(z)

�
=

�
P(X;Y) � I�1c;n

� �
Cn�(z)

�
= P(X;Y)

�
R2n� ((x;y)

>)
�

= FP(X;Y)
((x;y)>)

= FP(X;Y)
(I�1c;n(z)).
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2. Sea z 2 Cn tal que z = Ic;n((x;y)
>). Como f(X;Y)((x;y)

>) = fZ(z) = (fZ � Ic;n) ((x;y)>) entonces

f(X;Y) = fZ � Ic;n:

Luego, para todo B 2 B2n, vale que

PZ (Z 2 Ic;n (B)) = P(X;Y) ((X;Y) 2 B) =
Z
B

f(X;Y)d�2n =

Z
B

(fZ � Ic;n) d�2n =
Z
Ic;n(B)

fZd�2n(Ic;n). �

3.3 Propiedades estad��sticas de segundo orden

Dado un vector aleatorio complejo Z, de�nimos su matriz de covarianza y matriz de pseudocovarianza.
Estudiamos el caso especial en que la matriz de pseudocovarianza se anula y adoptamos una nueva de�nici�on para
la no�correlaci�on de dos vectores aleatorios complejos. Adem�as, introducimos el concepto dematriz de covarianza
aumentada y obtenemos una importante caracterizaci�on. Concluimos la secci�on analizando la potencia de Z y su
relaci�on con la matriz de covarianza aumentada.

Sean (
;F ; P ) e:p:, X1 : 
 �! Rn y X2 : 
 �! Rn vectores aleatorios, X :
=

�
X1

X2

�
un vector aleatorio real

2n�dimensional, Z :
= X1 + iX2 y Z

:
= TnX =

�
Z
Z�

�
=

�
X1 + iX2

X1 � iX2

�
. Supongamos que X1 y X2 est�an en

L2(
;F ; P ;Rn). Luego Z y Z� est�an en L2(
;F ; P ;Cn). Notemos que E(X) =
�
E(X1)
E(X2)

�
y

�(X) =

�
�(X1) �(X1;X2)

�(X1;X2)
> �(X2)

�
,

donde �(X1)
:
= E

h
(X1 � E(X1)) (X1 � E(X1))

>
i
, �(X2)

:
= E

h
(X2 � E(X2)) (X2 � E(X2))

>
i
y

�(X1;X2)
:
= E

h
(X1 � E(X1)) (X2 � E(X2))

>
i
.

De�nici�on 3.3.1
Llamamos \vector media aumentado de Z" al elemento de C2n dado por

E(Z)
:
= TnE(X) =

�
E(Z)
E(Z�)

�
=

�
E(X1) + iE(X2)
E(X1)� iE(X2)

�
.

De�nici�on 3.3.2
Llamamos \matriz de covarianza aumentada de Z" a la matriz compleja 2n� 2n dada por

�(Z)
:
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
.

Proposici�on 3.3.3
Se cumple que

�(Z) = Tn�(X)T
H
n

=

�
�(X1) + �(X2) + i

�
�(X1;X2)

> � �(X1;X2)
�

�(X1)� �(X2) + i
�
�(X1;X2) + �(X1;X2)

>�
�(X1)� �(X2)� i

��
�(X1;X2) + �(X1;X2)

>�� �(X1) + �(X2)� i
�
�(X1;X2)

> � �(X1;X2)
��

=

"
�(Z) e�(Z)e�(Z)� �(Z)�

#
,
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donde �(Z)
:
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
y e�(Z) := E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

i
. Luego �(Z) 2 Wn�n.

Demostraci�on:
Por de�nici�on tenemos que

�(Z)
:
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
= E

h
(TnX� TnE(X)) (TnX� TnE(X))H

i
= E

�
(TnX� TnE(X))

�
XHTHn � E(X)HTHn

��
= E

h
Tn (X� E(X)) (X� E(X))H THn

i
= TnE

h
(X� E(X)) (X� E(X))H

i
THn

= Tn�(X)T
H
n ,

con lo cual vale la primera igualdad. Ahora

Tn�(X)T
H
n =

�
In iIn
In �iIn

� �
�(X1) �(X1;X2)

�(X1;X2)
> �(X2)

� �
In In
�iIn iIn

�
=

�
�(X1) + �(X2) + i

�
�(X1;X2)

> � �(X1;X2)
�

�(X1)� �(X2) + i
�
�(X1;X2) + �(X1;X2)

>�
�(X1)� �(X2)� i

��
�(X1;X2) + �(X1;X2)

>�� �(X1) + �(X2)� i
�
�(X1;X2)

> � �(X1;X2)
�� ,

por lo tanto es cierta la segunda igualdad. Finalmente

(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H = (X1 + iX2 � E (X1 + iX2)) (X1 + iX2 � E (X1 + iX2))
H

= [X1 � E(X1) + i(X2 � E(X2))] [X1 � E(X1) + i(X2 � E(X2))]
H

= [X1 � E(X1) + i(X2 � E(X2))]
h
(X1 � E(X1))

> � i(X2 � E(X2))
>
i

= (X1 � E(X1)) (X1 � E(X1))
>
+ (X2 � E(X2)(X2 � E(X2))

> +

i
h
(X2 � E(X2)) (X1 � E(X1))

> � (X1 � E(X1)) (X2 � E(X2))
>
i
,

entonces

E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
= E

h
(X1 � E(X1)) (X1 � E(X1))

>
i
+ E

�
(X2 � E(X2)(X2 � E(X2))

>�
+i
n
E
h
(X2 � E(X2)) (X1 � E(X1))

>
i
� E

�
(X1 � E(X1)) (X2 � E(X2))

>�o
= �(X1) + �(X2) + i

�
�(X1;X2)

> � �(X1;X2)
�
:

An�alogamente se veri�ca que e�(Z) = �(X1)��(X2)+ i
�
�(X1;X2) + �(X1;X2)

>�. Queda entonces culminada la
prueba. �

De�nici�on 3.3.4
A �(Z) la llamamos \matriz de covarianza de Z" y a e�(Z) la llamamos \matriz de pseudocovarianza de Z" o
\matriz de covarianza complementaria".

Observaci�on 3.3.5
La matriz de covarianza de Z es hermitiana y la matriz de pseudocovarianza de Z es sim�etrica.

Demostraci�on:

�(Z)H =
n
E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

ioH
= E

�h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

iH�
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
= �(Z)
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y, similarmente, tenemos que

e�(Z)> =
n
E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

io>
= E

�h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

i>�
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

i
= e�(Z). �

De�nici�on 3.3.6
Sea Z 2 L2(
;F ; P ;Cn). Decimos que \Z es propio" si e�(Z) = 0. De lo contrario decimos que \Z es impropio".

Corolario 3.3.7
Sea Z 2 L2(
;F ; P ;Cn) y sean X1, X2 en L2(
;F ; P ;Rn) tales que Z = X1 + iX2. Entonces Z es propio

() �(X1) = �(X2) y �(X1;X2) = ��(X1;X2)
>.

Demostraci�on:
Sigue directamente de la Proposici�on anterior. �

Nota 3.3.8 (Continuaci�on del Corolario 3.3.7)
La segunda condici�on del Corolario 3.3.7 implica que todos los elementos de la diagonal de �(X1;X2) son cero,
pero el resto de los valores de �(X1;X2) podr��a no ser cero.

Proposici�on 3.3.9
Sean Z : 
 �! C, X1 : 
 �! R y X2 : 
 �! R tales que Z = X1 + iX2. Si Z es propio entonces �(X1; X2) = 0.

Demostraci�on:
Por el Corolario 3.3.7 sabemos que �(X1; X2) = ��(X1; X2)

>, pero como n = 1 esto implica que �(X1; X2)
> =

�(X1; X2). Luego �(X1; X2) = ��(X1; X2) y, por lo tanto, �(X1; X2) = 0. �

Proposici�on 3.3.10
Sea Z : 
 �! C propio y sean X1 : 
 �! R y X2 : 
 �! R tales que Z = X1 + iX2. Entonces

1. �(Z) = 2�(X1)

2. �(Z) =

�
�(Z) O
O �(Z)�

�
3. �(Z) = �(Z)H .

Demostraci�on:
1. Por la Proposici�on 3.3.3 sabemos que �(Z) = �(X1) + �(X2) + i

�
�(X1; X2)

> � �(X1; X2)
�
. Adem�as seg�un la

Proposici�on 3.3.9 y el Corolario 3.3.7 tenemos que �(X1; X2) = 0 y �(X1) = �(X2). Por lo tanto �(Z) = 2�(X1).

2. Es consecuencia directa de la Proposici�on 3.3.9 y la De�nici�on 3.3.6.

3. Como X1 toma valores en R entonces �(X1)
H = �(X1). Luego, utilizando la parte 1 resulta que

�(Z) = 2�(X1) = (2�(X1))
H = �(Z)H . �

Proposici�on 3.3.11

Sean X1, X2, Y1 y Y2 en L2(
;F ; P ;Rn). Sean Z1
:
= X1 + iX2, Z2

:
= Y1 + iY2, X

:
=

�
X1

X2

�
, Y

:
=

�
Y1

Y2

�
,

Z1
:
= TnX =

�
Z1
Z�1

�
, Z2

:
= TnY =

�
Z2
Z�2

�
. Adem�as sean �(Z1;Z2)

:
= E

h
(Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))H

i
,

e�(Z1;Z2) := E
h
(Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))>

i
y �(Z1;Z2)

:
= E

h�
Z1 � E(Z1)

� �
Z2 � E(Z2)

�Hi
. Entonces

91



1. �(Z1;Z2) = �(X1;Y1) + �(X2;Y2) + i [�(X2;Y1)� �(X1;Y2)]

2. e�(Z1;Z2) = �(X1;Y1)� �(X2;Y2) + i [�(X2;Y1) + �(X1;Y2)]

3. �(Z1;Z2) =

"
�(Z1;Z2) e�(Z1;Z2)�e�(Z1;Z2)�� (�(Z1;Z2))

�

#
. Luego �(Z1;Z2) 2 Wn�n.

Demostraci�on:
1. Notemos que

(Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))H = [X1 + iX2 � E (X1 + iX2)] [Y1 + iY2 � E (Y1 + iY2)]
H

= [X1 + iX2 � E (X1)� iE(X2)] [Y1 + iY2 � E (Y1)� iE(Y2)]
H

= [X1 � E(X1) + i (X2 � E(X2))] [Y1 � E(Y1) + i (Y2 � E(Y2))]
H

= [X1 � E(X1) + i (X2 � E(X2))] [Y1 � E(Y1)� i (Y2 � E(Y2))]
>

= [X1 � E(X1) + i (X2 � E(X2))]
h
(Y1 � E(Y1))

> � i (Y2 � E(Y2))
>
i

= (X1 � E(X1)) (Y1 � E(Y1))
>
+ (X2 � E(X2)) (Y2 � E(Y2))

>

+i (X2 � E(X2)) (Y1 � E(Y1))
> � i (X1 � E(X1)) (Y2 � E(Y2))

>,

entonces �(Z1;Z2) = �(X1;Y1) + �(X2;Y2) + i�(X2;Y1)� i�(X1;Y2).

2. Se obtiene por un razonamiento an�alogo al desarrollado en 1.

3. Puesto que

�
Z1 � E(Z1)

� �
Z2 � E(Z2)

�H
=

��
Z1
Z�1

�
�
�
E(Z1)
E(Z�1)

����
Z2
Z�2

�
�
�
E(Z2)
E(Z�2)

��H
=

�
Z1 � E(Z1)
Z�1 � E(Z�1)

� �
Z2 � E(Z2)
Z�2 � E(Z�2)

�H
=

�
Z1 � E(Z1)
Z�1 � E(Z�1)

� h
(Z2 � E(Z2))H (Z�2 � E(Z�2))

H
i

=

�
Z1 � E(Z1)
Z�1 � E(Z�1)

� h
(Z2 � E(Z2))H (Z2 � E(Z2))>

i
=

"
(Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))H (Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))>

(Z�1 � E(Z�1)) (Z2 � E(Z2))
H

(Z�1 � E(Z�1)) (Z2 � E(Z2))
>

#

entonces

�
�
Z1;Z2

�
= E

h�
Z1 � E(Z1)

� �
Z2 � E(Z2)

�Hi
= E

 "
(Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))H (Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))>

(Z1 � E(Z1))� (Z2 � E(Z2))H (Z1 � E(Z1))� (Z2 � E(Z2))>

#!

=

"
�(Z1;Z2) e�(Z1;Z2)�e�(Z1;Z2)�� (�(Z1;Z2))

�

#
. �

Corolario 3.3.12 (Continuaci�on de la Proposici�on anterior)
Se cumplen:

1. �(Z1;Z2) = 0 ()
�
�(X1;Y1) + �(X2;Y2) = 0
�(X2;Y1)� �(X1;Y2) = 0
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2. e�(Z1;Z2) = 0 () �
�(X1;Y1)� �(X2;Y2) = 0
�(X2;Y1) + �(X1;Y2) = 0

3. e�(Z1;Z2) = 0 = �(Z1;Z2) ()
8>><>>:
�(X1;Y1) = 0
�(X2;Y2) = 0
�(X2;Y1) = 0
�(X1;Y2) = 0

4. e�(Z1;Z2) = 0 = �(Z1;Z2) () �(Z1;Z2) = 0

Demostraci�on:
Sigue inmediatamente de la Proposici�on anterior. �

Nota 3.3.13
Si U y V est�an en L2(
;F ; P ;Rn) entonces de�nimos \U y V est�an no � correlacionados si �(U;V) = 0". De
all�� que se estar��a tentado de de�nir \Z1 y Z2 est�an no�correlacionados si �(Z1;Z2) = 0"; pero por el inciso 1 del
Corolario anterior podr��a suceder que en tal caso �(X1;Y1), �(X2;Y2), �(X2;Y1) y �(X1;Y2) fuesen no nulas,
lo que dir��a que la parte real de Z1 puede estar correlacionada tanto con la parte real como con la parte imaginaria
de Z2; an�alogamente la parte imaginaria de Z1 puede estar correlacionada tanto con la parte real como con la
parte imaginaria de Z2. Este resultado indica que no ser��a adecuada la de�nici�on de Z1 y Z2 no-correlacionados
s�olo pidiendo que �(Z1;Z2) = 0. De aqu�� y por la parte 3 del Corolario 3.3.12 parece m�as adecuada la siguiente
de�nici�on.

De�nici�on 3.3.14
Sean Z1 y Z2 en L2(
;F ; P ;Cn). Decimos que \Z1 y Z2 est�an no�correlacionados" si e�(Z1;Z2) = 0 = �(Z1;Z2)
(o, lo que es lo mismo, por la parte 4 del Corolario 3.3.12, si �(Z1;Z2) = 0).

Caracterizaci�on de las matrices de covarianza aumentadas.

Proposici�on 3.3.15
Sea n 2 N y H 2 C2n�2n. Son equivalentes:
1. H 2 Wn�n y es semide�nida positiva.

2. Existen (
;F ; P ) e:p: y Z 2 L2(
;F ; P ;Cn) tal que H = �(Z), donde Z
:
=

�
Z
Z�

�
.

Demostraci�on:
(1 =) 2) Con una demostraci�on an�aloga a la de la Proposici�on 3.1.13 podemos ver que si

M
:
=
1

4
THn HTn,

entonces M 2 R2n�2n es sim�etrica y semide�nida positiva. Por lo que sabemos de Estad��stica para vectores

aleatorios reales 9 (
;F ; P ) e:p: y X : 
 �! R2n vector aleatorio tal que M = �(X). Escribamos X
:
=

�
X1

X2

�
, con

X1 y X2 en L2(
;F ; P;Rn), y sea Z
:
= TnX =

�
X1 + iX2

X1 � iX2

�
. Luego, si Z

:
= X1+ iX2, entonces Z 2 L2(
;F ; P ;Cn).

Adem�as por las Proposiciones 3.3.3 y 3.1.3 tenemos que

�(Z) = Tn�(X)T
H
n = TnMTHn = Tn

�
1

4
THn HTn

�
THn = H.

(2 =) 1) Por la Proposici�on 3.3.3 sabemos que H 2 Wn�n y H =

"
�(Z) e�(Z)e�(Z)� �(Z)�

#
, con lo cual

HH =

"
�(Z) e�(Z)e�(Z)� �(Z)�

#H
=

"
�(Z)H e�(Z)>e�(Z)H �(Z)>

#
.
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Ahora, por la Observaci�on 3.3.5, tenemos que

�(Z)> = �(Z)� y e�(Z)H = e�(Z)�.
Por lo tanto HH = H. Sea ahora z 2 C2narbitrario. Debido a que

zHHz = zH�(Z)z

= zHE
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
z

= E
h
zH (Z� E(Z)) (Z� E(Z))H z

i
= E

h
zH (Z� E(Z))

�
zH (Z� E(Z))

�Hi
= E

h��zH (Z� E(Z))��2i � 0
resulta que H es semide�nida positiva. �

Proposici�on 3.3.16
Sean A, B, C y D en Cn�n tales que A y D son inversibles. Entonces

1. A :=
�
A B
C D

�
=

�
In BD�1

On In

� �
A�BD�1C On

On D

� �
In On

D�1C In

�
=

�
In On

CA�1 In

� �
A On
On D � CA�1B

� �
In A�1B
On In

�
2. det (A) = det

�
A�BD�1C

�
det(D) = det(A) det(D � CA�1B).

Demostraci�on:
1. Se obtiene directamente haciendo multiplicaci�on de matrices bloque.
2. Por la parte 1 tenemos que

det (A) = det

��
In BD�1

On In

��
det

��
A�BD�1C On

On D

��
det

��
In On

D�1C In

��
= det(In)

2 det
�
A�BD�1C

�
det (D) det(In)

2

= det
�
A�BD�1C

�
det (D)

y, de la misma manera,

det (A) = det

��
In On

CA�1 In

��
det

��
A On
On D � CA�1B

��
det

��
In A�1B
On In

��
= det(In)

2 det (A) det
�
D � CA�1B

�
det(In)

2

= det (A) det
�
D � CA�1B

�
. �

De�nici�on 3.3.17 (Continuaci�on de la Proposici�on anterior)
A la matriz A�BD�1C la llamamos \complemento de Schur de D en A". An�alogamente, a la matriz D�CA�1B
la llamamos \complemento de Schur de A en A ".

Lema 3.3.18
1. Si A 2 Cn�n es invertible y hermitiana entonces A�1 es hermitiana y

�
AH
��1

=
�
A�1

�H
.

2. Si A 2 Cn�n es invertible y semide�nida positiva entonces A�1 es semide�nida positiva.

3. Si A, B, C , D 2 Cn�n y
�
A B
C D

�
es semide�nida positiva entonces A y B son semide�nidas positivas.
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4. Si A 2 Cn�n es semide�nida positiva entonces A� es semide�nida positiva.

5. Si A y B est�an en Cn�n y son semide�nidas positivas entonces
�
A On
On B

�
es semide�nida positiva.

6. Si A 2 Cn�n es semide�nida positiva entonces BHAB es semide�nida positiva, 8 B 2 Cn�n.

Demostraci�on:
1. Como A = AH entonces A�1AH = In = AHA�1 y, por la unicidad de la inversa, resulta que

�
AH
��1

= A�1.
Adem�as

In = IHn =
�
AA�1

�H
=
�
A�1

�H
AH =

�
A�1

�H
A y In = IHn =

�
A�1A

�H
= AH

�
A�1

�H
= A

�
A�1

�H
,

lo cual implica que
�
A�1

�H
= A�1. Por lo tanto A�1 es hermitiana y

�
AH
��1

=
�
A�1

�H
.

2. Por el punto 1 sabemos que A�1 es hermitiana. Sea w 2 Cn arbitrario. Por hip�otesis tenemos que zHAz � 0, 8
z 2 Cn. En particular

0 �
�
A�1w

�H
A
�
A�1w

�
= wH

�
A�1

�H
AA�1w = wHA�1Inw = w

HA�1w,

y por ende A�1 es semide�nida positiva.

3. Por ser

�
A B
C D

�
es hermitiana tenemos que

�
A B
C D

�
=

�
A B
C D

�H
=

�
AH C�

B� DH

�
, con lo cual A = AH y

D = DH . Adem�as, dado x 2 Cn tenemos que�
x
0

�H �
A B
C D

� �
x
0

�
� 0 y

�
0
x

�H �
A B
C D

� �
0
x

�
� 0,

es decir xHAx � 0 y xHDx � 0.

4. Como A = AH entonces A� = A>, con lo cual (A�)
H
=
�
A>
�H

= A�. Ahora sea w 2 Cn arbitrario. Para cada
z 2 Cn se cumple que 0 � zHAz, entonces 0 �

�
zHAz

��
= z>A�z�. Tomando z

:
= w� en esta �ultima desigualdad

obtenemos que wHA�w � 0.

5. Sea z
:
=

�
x
y

�
2 C2n arbitrario, luego

zH
�
A On
On B

�
z =

�
xH yH

� � A On
On B

� �
x
y

�
=
�
xHA yHB

� �x
y

�
= xHAx+ yHBy � 0.

6. Como A es hermitiana entonces
�
BHAB

�H
= BHAH

�
BH
�H
= BHAB, es decir BHAB es hermitiana. Adem�as,

para cada w 2 Cn, tenemos que wH
�
BHAB

�
w = (Bw)

H
A (Bw) � 0. Por lo tanto vale 6. �

Teorema 3.3.19

Sean H1 y H2 en Cn�n con H1 invertible y sea H
:
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
. Son equivalentes:

1. Existen (
;F ; P ) e:p: y Z 2 L2(
;F ; P;Cn) tales que H1 = �(Z) y H2 = e�(Z).
2. Se cumplen

2.1. H1 es semide�nida positiva
2.2. H2 es sim�etrica
2.3. La matriz complemento de Schur de H�

1 en H es semide�nida positiva.

Demostraci�on:
(1 =) 2) Debido a que
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HH
1 = �(Z)H =

n
E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

ioH
= E

�h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

iH�
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
= �(Z) = H1

resulta H1 hermitiana. Ahora sea z 2 Cn arbitrario,

zHH1z = zHE
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
z

= E
h
zH (Z� E(Z)) (Z� E(Z))H z

i
= E

n�
zH (Z� E(Z))

� �
zH (Z� E(Z))

�Ho
= E

h��zH (Z� E(Z))��2i � 0.
Por lo tanto H1 es semide�nida positiva. Tambi�en

H>
2 = e�(Z)> = nE h(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>io>

= E

�h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

i>�
= E

h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

i
= e�(Z) = H2.

Por lo tanto valen 2.1 y 2.2. Finalmente probemos 2.3. Por hip�otesis existen (
;F ; P ) e:p: y Z 2 L2(
;F ; P ;Cn)
tales que

H =

"
�(Z) e�(Z)e�(Z)� �(Z)�

#
= �(Z).

Luego, por las Proposiciones 3.3.15 y 3.1.9, tenemos que H 2 Wn�n es semide�nida positiva y adem�as

H�1 =

" �
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1 �
�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2

��1
H2(H

�
1 )
�1

�
�
H�
1 �H�

2H
�1
1 H2

��1
H�
2H

�1
1

�
H�
1 �H�

2H
�1
1 H2

��1
#
.

Se sigue por los incisos 2 y 3 del Lema anterior que H1 �H2(H
�
1 )
�1H�

2 es semide�nida positiva.

(2 =) 1) Por la Proposici�on 3.3.15 es su�ciente probar que H 2 Wn�n y que es semide�nida positiva. Como

H
:
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
claramente vale que H 2 Wn�n. Notemos que las hip�otesis 2.1 y 2.2 implican que

H�
1 = H>

1 y H�
2 = HH

2 .

Luego

HH =

"
HH
1 (H�

2 )
H

HH
2 (H�

1 )
H

#
=

�
H1 H>

2

HH
2 H>

1

�
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
= H,

o sea H es hermitiana. Ahora, seg�un la Proposici�on 3.3.16, tenemos que�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
=

�
In H2 (H

�
1 )
�1

On In

� �
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2 On
On H�

1

� �
In On

(H�
1 )
�1
H�
2 In

�
(3.3.19.1)

Sean X
:
= (H�

1 )
�1
H�
2 y B

:
=

�
In On
X In

�
, luego

XH =
h
(H�

1 )
�1
H�
2

iH
= (H�

2 )
H
h
(H�

1 )
�1
iH

= H>
2 (H

�
1 )
�1
= H2 (H

�
1 )
�1
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y, por (3.3.19.1), obtenemos que�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
=

�
In XH

On In

� �
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2 On
On H�

1

� �
In On
X In

�
= BH

�
H1 �H2(H

�
1 )
�1H�

2 On
On H�

1

�
B.

Utilizando la hip�otesis 2.3 y los incisos 4, 5 y 6 del Lema concluimos que H es semide�nida positiva. �

Nuestro objetivo ahora ser�a obtener un resultado similar al del Teorema anterior pero en el caso que H1 sea singular.
Para ello necesitamos conceptos y resultados del �Algebra de matrices de inter�es en s�� mismo.

Teorema 3.3.20
Sea H 2 Cm�n con m � n y rg(H) = r � m. Entonces existen V 2 Cm�m, W 2 Cn�n matrices unitarias y
� 2 Cm�n tales que:
1. H = V �WH .

2. � =

�
�1 Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

�
con �1

:
=

266664
�1 0 � � � 0

0 �2
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �r

377775 y �1 � �2 � � � � � �r > 0.

3.
�
�21; �

2
2; :::; �

2
r

	
es el conjunto de los autovalores de HHH .

4. Para cada j 2 f1; :::; rg, V�; j (columna j��esima de V ) es autovector de �2j .
5. Para cada j 2 f1; :::; ng, W�; j (columna j��esima de W ) es autovector de �2j .
Decimos que \(V;�;WH) es una descomposici�on SV D de H".

Demostraci�on:
Esta prueba se puede encontrar en la p�ag. 415 del libro [5].

De�nici�on 3.3.21
Sea � 2 Cm�n con m � n una matriz de la forma:

�
:
=

�
�1 Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

�
con �1

:
=

266664
�1 0 � � � 0

0 �2
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �r

377775 y �1 � �2 � � � � � �r > 0.

Llamamos \pseudoinversa de Moore� Penrose de �" a:

�y
:
=

�
��11 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

�
2 Cn�m.

De�nici�on 3.3.22
Sean H 2 Cm�n con rg(H) = r � m � n y (V;�;WH) una descomposici�on SVD de H. Llamamos \pseudoinversa
de Moore� Penrose de H definida por (V;�;WH)" a

Hy :=W�yV H ,

donde �y es la pseudoinversa de Moore-Penrose de �.

Proposici�on 3.3.23 (Continuaci�on de la De�nici�on 3.3.22)
Se cumplen:

1. HyH =
�
HyH

�H
2. HHy =

�
HHy�H

3. HyHHy = Hy

4. HHyH = H

Demostraci�on:
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A�rmaci�on 1: �>
�
�y
�>
=

�
Ir Or�(n�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(n�r)

�
= �y�

Demostraci�on A�rmaci�on 1:

�>
�
�y
�>

=

�
�1 Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

�> �
��11 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

�>
=

�
�>1 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

�" �
��11

�>
Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

#

=

�
Ir Or�(n�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(n�r)

�

�y� =

�
��11 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

� �
�1 Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

�
=

�
Ir Or�(n�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(n�r)

�

A�rmaci�on 2: ��y =

�
Ir Or�(m�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(m�r)

�
=
�
�y
�>
�>

Demostraci�on A�rmaci�on 1:

�
�y
�>
�> =

�
��11 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

�> �
�1 Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

�>
=

" �
��11

�>
Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

# �
�>1 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

�
=

�
Ir Or�(m�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(m�r)

�

��y =

�
�1 Or�(n�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(n�r)

� �
��11 Or�(m�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(m�r)

�
=

�
Ir Or�(m�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(m�r)

�
Para facilitar la notaci�on, sea P

:
= Hy.

1. Por la De�nici�on 3.3.22 y la A�rmaci�on 1 tenemos que

(PH)
H

= HHPH =
�
V �WH

�H �
W�yV H

�H
=W�>V HV

�
�y
�>
WH

= W�>
�
�y
�>
WH =W�>�WH =

�
W�>V H

� �
V �WH

�
= PH.

2. Por De�nici�on 3.3.22 y la A�rmaci�on 2 tenemos que

(HP )
H

= PHHH =
�
W�yV H

�H �
V �WH

�H
= V

�
�y
�>
WHW�>V H

= V
�
�y
�>
�>V H = V ��yV H =

�
V �WH

� �
W�yV H

�
= HP .

3. Por la A�rmaci�on 2 resulta que

�y
�
�y
�>
�> = �y

�
Ir Or�(m�r)

O(m�r)�r O(m�r)�(m�r)

�
= �y,
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con lo cual

PHP =
�
W�yV H

� �
V �WH

� �
W�yV H

�
=W�y��yV H =W�y

�
�y
�>
�>V H =W�yV H = P .

4. Por la A�rmaci�on 1 resulta que

��y� = �

�
Ir Or�(n�r)

O(n�r)�r O(n�r)�(n�r)

�
= �,

lo que implica que

HPH =
�
V �WH

� �
W�yV H

� �
V �WH

�
= V ��y�WH = V �WH = H.

Queda entonces �nalizada de demostraci�on. �

Proposici�on 3.3.24 (Unicidad de la inversa de Moore-Penrose)
Sea H 2 Cm�n con rg(H) = r � m � n. Sean P1 y P2 que satisfacen para j = 1; 2:

1. PjH = (PjH)
H

2. HPj = (HPj)
H

3. PjHPj = Pj
4. HPjH = H.
Entonces P1 = P2.

Demostraci�on:
Por un lado tenemos que

P1 = P1HP1 = P1 (HP1)
H
= P1P

H
1 H

H = P1P
H
1 (HP2H)

H

= P1P
H
1 H

HPH2 H
H = P1 (HP1)

H
(HP2)

H
= P1HP1HP2 = P1HP2

y, por otro lado

P2 = P2HP2 = (P2H)
H
P2 = HHPH2 P2 = (HP1H)

H
PH2 P2

= HHPH1 H
HPH2 P2 = (P1H)

H
(P2H)

H
P2 = P1HP2HP2 = P1HP2.

Luego P1 = P2. �

Nota 3.3.25 (Continuaci�on del Teorema 3.3.19)
En el caso que H1 no sea invertible, 2.3 debe reemplazarse por:
a. La matriz H1 �H2 (H

�
1 )
y
H�
2 es semide�nida positiva.

b. H1z = 0 =) H�
2z = 0, 8 z 2 Cn.

De�nici�on 3.3.26
Sean (
;F ; P ) e:p: y n 2 N. Para cada j 2 f1; :::; ng sean X1(j), X2(j) en L2(
;F ; P ;R); Z(j)

:
= X1(j) + iX2(j);

X1
:
=

264X1(1)
...

X1(n)

375; X2
:
=

264X2(1)
...

X2(n)

375; X :
=

�
X1

X2

�
; Z

:
=

264Z(1)...
Z(n)

375 y Z :
=

�
Z
Z�

�
.

Llamamos \potencia promedio de Z" a

prPZ
:
=
1

n

nX
j=1

E
�
jZ(j)j2

�
:

Proposici�on 3.3.27 (Continuaci�on de la De�nici�on 3.3.26)

Si E(Z) = 0 entonces prPZ =
1
n tr (�(Z)) =

1
2n tr (�(Z)) =

1
n tr (�(X)).
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Demostraci�on:
Como

�(Z) = E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
= E(ZZH) = E

0B@
264Z(1)...
Z(n)

375 �Z(1)� � � � Z(n)�
�1CA

= E

0B@
264jZ(1)j

2

. . .

jZ(n)j2

375
1CA =

26664
E
�
jZ(1)j2

�
. . .

E
�
jZ(n)j2

�
37775 ,

entonces tr (�(Z)) =
Pn

j=1E
�
jZ(j)j2

�
, es decir prPZ =

1
n tr (�(Z)). Para la segunda igualdad notemos que

�(Z)� =

26664
E
�
jZ(1)j2

��
. . .

E
�
jZ(n)j2

��
37775 =

26664
E
�
jZ(1)j2

�
. . .

E
�
jZ(n)j2

�
37775 = �(Z)

y, como �(Z) =

"
�(Z) e�(Z)e�(Z)� �(Z)�

#
, entonces tr (�(Z)) = tr (�(Z)) + tr (�(Z)�) = 2tr (�(Z)).

Finalmente demostremos la �ultima igualdad. Debido a que Z = X1 + i X2 y E(Z) = 0 resulta que E(X1) = 0 =
E(X2), luego

�(X1) = E(X1X
H
1 ) = E

0B@
264X1(1)

...
X1(n)

375 �X1(1) � � � X1(n)
�1CA =

26664
E
�
jX1(1)j2

�
. . .

E
�
jX1(n)j2

�
37775 ,

con lo cual tr (�(X1)) =
Pn

j=1E
�
jX1(j)j2

�
. An�alogamente obtenemos que

tr (�(X2)) =
nX
j=1

E
�
jX2(j)j2

�
.

Por lo tanto

tr (�(X)) = tr

��
�(X1) �(X1;X2)

�(X1;X2)
> �(X2)

��
= tr (�(X1)) + tr (�(X2))

=
nX
j=1

h
E
�
jX1(j)j2

�
+ E

�
jX2(j)j2

�i
=

nX
j=1

E
�
X1(j)

2 +X2(j)
2
�

=
nX
j=1

E
�
jZ(j)j2

�
,

es decir prPZ =
1
n tr (�(X)). �
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3.4 Distribuci�on Gaussiana compleja

En esta secci�on estudiamos una importante distribuci�on: la distribuci�on Gaussiana compleja. Para ello
partimos de la funci�on de densidad de probabilidad del vector aleatorio real Gaussiano compuesto por las partes
real e imaginaria del vector aleatorio complejo Z. Derivamos la funci�on de densidad de Z en t�erminos del vector
media y la matriz de covarianza aumentada, junto con un importante caso especial.

Sean (
;F ; P ) e:p: y n 2 N. Para cada j 2 f1; :::; ng sean X1(j) y X2(j) en L2(
;F ; P ;R) y Z(j)
:
= X1(j)+iX2(j).

Adem�as sean

X1
:
=

264X1(1)
...

X1(n)

375 , X2
:
=

264X2(1)
...

X2(n)

375 , Z =
264Z(1)...
Z(n)

375 , X :
=

�
X1

X2

�
y Z = TnX =

�
Z
Z�

�
.

Nota 3.4.1
Por lo que suponemos conocido de la Estad��stica para vectores reales, decimos que \X es un vector aleatorio (real)
Gaussiano de media � (X) 2 R2n y matriz de covarianza � (X)" si PX admite una �2n�densidad fX dada por

fX(x)
:
= (2�)

�n
(det (� (X)))

�1=2
exp

�
�1
2
(x� � (X))>� (X)�1 (x� � (X))

�
.

En s��mbolos, X � N2n (� (X) ;� (X)). Sabemos tambi�en que � (X) es sim�etrica y de�nida positiva.

Proposici�on 3.4.2
SiX � N2n (� (X) ;� (X)) entonces PZ admite una �2n(Ic;n)�densidad dada por fZ(z)

:
= fX(x), donde z = Ic;n(x).

Demostraci�on:
Se obtiene directamente por la Nota 3.4.1 y la Proposici�on 3.2.5. �

Proposici�on 3.4.3
Si X � N2n (� (X) ;� (X)) entonces

fZ(z) = ��n (det (� (Z)))
�1=2

exp

�
�1
2
(z� E (Z))H � (Z)�1 (z� E (Z))

�
donde z

:
=

�
z
z�

�
y Z =

�
Z
Z�

�
.

Demostraci�on:
Por la Proposici�on 3.3.3 tenemos que � (Z) = Tn� (X)T

H
n , entonces � (X)

�1
= THn � (Z)

�1
Tn. Adem�as, por

Proposici�on 3.3.16

det (Tn) = det

�
In iIn
In �iIn

�
= det (In � iIn (�iIn) In) det (�iIn) = det (2In) (�i)n = (�2i)n

det
�
THn
�
= det

�
In In
�iIn iIn

�
= det

�
In + In (iIn)

�1
iIn

�
det (iIn) = det (2In) i

n = (2i)
n
.

Luego det (� (Z)) = det (Tn) det (� (X)) det
�
THn
�
= (�2i)n det (� (X)) (2i)n = 22n det (� (X)), lo cual implica que

(det (� (X)))
�1=2

= 2n (det (� (Z)))
�1=2

.

Ahora, si z = Ic;n(x), entonces

Tn (x� � (X)) = Tnx� Tn� (X) =
�
z
z�

�
�
�
E(Z)
E(Z�)

�
= z� E(Z).
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Por �ultimo, por la Proposici�on 3.4.2, tenemos que

fZ(z) = (2�)
�n
(det (� (X)))

�1=2
exp

�
�1
2
(x� � (X))>� (X)�1 (x� � (X))

�
= (2�)

�n
2n (det (� (Z)))

�1=2
exp

�
�1
2
(x� � (X))> THn � (Z)

�1
Tn (x� � (X))

�
= ��n (det (� (Z)))

�1=2
exp

�
�1
2
(z � E(Z))H � (Z)�1 (z � E(Z))

�
. �

De�nici�on 3.4.4
Decimos que \ Z es un C� vector aleatorio Gaussiano impropio de media E (Z) y matriz de covarianza � (Z)",
y denotamos

Z � NCn;I (E (Z) ;� (Z)) ,
si Z tiene densidad con respecto a �2n(Ic;n) como fZ de la Proposici�on 3.4.3.

Observaci�on 3.4.5
Si A 2 Cn�n es invertible entonces A� tambi�en y (A�)�1 =

�
A�1

��
.

Demostraci�on:
Por hip�otesis A�1A = In = AA�1 entonces In = I�n =

�
AA�1

��
=
�
A�1

��
A� y In = I�n =

�
A�1A

��
= A�

�
A�1

��
.

Luego, por la unicidad de la inversa resulta lo que quer��amos probar. �

Proposici�on 3.4.6
Si X � N2n (� (X) ;� (X)) y Z es propio entonces

fZ(z) = ��n jdet (� (Z))j�1 exp
h
� (z� E (Z))H �(Z)�1 (z� E (Z))

i
,

donde z
:
=

�
z
z�

�
y Z =

�
Z
Z�

�
.

Demostraci�on:

Por la Proposici�on 3.3.3 tenemos que � (Z) =

"
�(Z) e�(Z)e�(Z)� �(Z)�

#
, y, como e�(Z) = On resulta que

� (Z) =

�
�(Z) On
On �(Z)�

�
.

Entonces det (� (Z)) = det (�(Z)) det (�(Z)�) = det (�(Z)) det
�
�(Z)>

�
= [det (�(Z))]

2
, con lo cual

[det (� (Z))]
�1=2

= jdet (�(Z))j�1 . (3.4.6.1)

Por otro lado tenemos que

(z� E(Z))H � (Z)�1 (z� E(Z)) =

��
z
z�

�
�
�
E(Z)
E(Z�)

��H �
�(Z) On
On �(Z)�

��1��
z
z�

�
�
�
E(Z)
E(Z�)

��
=

h
(z� E(Z))H (z� � E(Z�))H

i ��(Z)�1 On
On (�(Z)�)

�1

� �
z� E(Z)
z� � E(Z�)

�
=

h
(z� E(Z))H (z� � E(Z�))H

i � �(Z)�1 (z� E(Z))
(�(Z)�)

�1
(z� � E(Z�))

�
= (z� E(Z))H �(Z)�1 (z� E(Z)) + (z� � E(Z�))H (�(Z)�)�1 (z� � E(Z�)) .
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A�rmaci�on: (z� � E(Z�))H (�(Z)�)�1 (z� � E(Z�)) = (z� E(Z))H �(Z)�1 (z� E(Z)).

Demostraci�on A�rmaci�on:
Basta suponer que E(Z) = 0. Luego

zH�(Z)�1z = zH
h
E
�
ZZH

�i�1
z =

h
E
�
jZj2

�i�1
zHz =

h
E
�
jZj2

�i�1 �
z�1 � � � z�n

� 264z1...
zn

375
=

h
E
�
jZj2

�i�1 nX
j=1

jzj j2 � 0,

lo cual implica que zH�(Z)�1z 2 R y, por tanto,

zH�(Z)�1z =
�
zH�(Z)�1z

��
= z>

�
�(Z)�1

��
z�.

Ahora, usando la Observaci�on anterior obtenemos que

zH�(Z)�1z = z> (�(Z)�)
�1
z�

Por lo tanto la A�rmaci�on es cierta y, en consecuencia,

1

2
(z� E(Z))H � (Z)�1 (z� E(Z)) = (z� E(Z))H �(Z)�1 (z� E(Z)) . (3.4.6.2)

Finalmente, reemplazando en la f�ormula de la Proposici�on 3.4.3 las igualdades (3.4.6.1) y (3.4.6.2), resulta que

fZ(z) = ��n jdet (� (Z))j�1 exp
h
� (z� E (Z))H � (Z)�1 (z� E (Z))

i
. �

3.5 Distribuci�on condicional Gaussiana compleja

En esta secci�on mostramos como se puede generalizar la distribuci�on Gaussiana condicional real al caso com-
plejo. Derivamos una expresi�on general para la funci�on de densidad de probabilidad y estudiamos el caso particular
en que el vector aleatorio complejo Z sea Gaussiano propio.

Sean (
;F ; P ) e:p:, n ym naturales, X1;1 y X1;2 en L2(
;F ; P ;Rn), X2;1 y X2;2 en L2(
;F ; P ;Rm). Adem�as sean:

Z1
:
= X1;1+ iX1;2

�
2 L2(
;F ; P ;Cn)

�
, Z2

:
= X2;1+ iX2;2

�
2 L2(
;F ; P ;Cm)

�
, X1

:
=

�
X1;1

X1;2

� �
2 L2(
;F ; P ;R2n)

�
,

X2
:
=

�
X2;1

X2;2

� �
2 L2(
;F ; P ;R2m)

�
, Z1

:
= TnX1 =

�
Z1
Z�1

�
, Z2

:
= TnX2 =

�
Z2
Z�2

�
,XR

:
=

�
X1;1

X2;1

� �
2 L2(
;F ; P ;Rn+m)

�
,

XI
:
=

�
X1;2

X2;2

� �
2 L2(
;F ; P ;Rn+m)

�
, bX :

=

�
XR

XI

�
, Z

:
=

�
Z1
Z2

�
y Z

:
=

�
Z
Z�

�
= T(n+m) bX.

Notemos que Z =

�
X1;1

X2;1

�
+ i

�
X1;2

X2;2

�
= XR + iXI y Z =

2664
Z1
Z2
Z�1
Z�2

3775 2 L2(
;F ; P ;C2(n+m)).
Proposici�on 3.5.1

1. E (Z) =

2664
E (Z1)
E (Z2)
E (Z1)

�

E (Z2)
�

3775
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2. � (Z) =

26664
� (Z1) � (Z1;Z2) e� (Z1) e� (Z1;Z2)

� (Z2;Z1) � (Z2) e� (Z2;Z1) e� (Z2)e� (Z1)� e� (Z1;Z2)� � (Z1)
�

� (Z1;Z2)
�e� (Z2;Z1)� e� (Z2)� � (Z2;Z1)

�
� (Z2)

�

37775.
Demostraci�on:

1. Como Z =

2664
Z1
Z2
Z�1
Z�2

3775 entonces E(Z) =
2664
E(Z1)
E(Z2)
E(Z�1)
E(Z�2)

3775 =
2664
E(Z1)
E(Z2)
E(Z1)

�

E(Z2)
�

3775.
2. Por la Proposici�on 3.3.3 tenemos que � (Z) =

"
� (Z) e� (Z)e� (Z)� � (Z)

�

#
.

Basta ver entonces que � (Z) =

�
� (Z1) � (Z1;Z2)

� (Z2;Z1) � (Z2)

�
y e� (Z) = " e� (Z1) e� (Z1;Z2)e� (Z2;Z1) e� (Z2)

#
. Pero

� (Z) = E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))H

i
= E

"��
Z1
Z2

�
�
�
E(Z1)
E(Z2)

����
Z1
Z2

�
�
�
E(Z1)
E(Z2)

��H#

= E

��
Z1 � E(Z1)
Z2 � E(Z2)

� h
(Z1 � E(Z1))H (Z2 � E(Z2))H

i�
= E

"
(Z1 � E(Z1)) (Z1 � E(Z1))H (Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))H

(Z2 � E(Z2)) (Z1 � E(Z1))H (Z2 � E(Z2)) (Z2 � E(Z2))H

#

=

�
� (Z1) � (Z1;Z2)

� (Z2;Z1) � (Z2)

�
y, similarmente,

e� (Z) = E
h
(Z� E(Z)) (Z� E(Z))>

i
= E

"��
Z1
Z2

�
�
�
E(Z1)
E(Z2)

����
Z1
Z2

�
�
�
E(Z1)
E(Z2)

��>#

= E

��
Z1 � E(Z1)
Z2 � E(Z2)

� h
(Z1 � E(Z1))> (Z2 � E(Z2))>

i�
= E

"
(Z1 � E(Z1)) (Z1 � E(Z1))> (Z1 � E(Z1)) (Z2 � E(Z2))>

(Z2 � E(Z2)) (Z1 � E(Z1))> (Z2 � E(Z2)) (Z2 � E(Z2))>

#

=

" e� (Z1) e� (Z1;Z2)e� (Z2;Z1) e� (Z2)
#
. �

Nota 3.5.2

Supongamos que

�
X1

X2

�
� N2(n+m)

��
E (X1)
E (X2)

�
;�

��
X1

X2

���
. Por lo que suponemos conocido de Probabilidad y

Estad��stica para vectores aleatorios reales tenemos que

X1 � N2n (E (X1) ;� (X1)) y X2 � N2m (E (X2) ;� (X2)) .

Si para x2 2 R2m tenemos que X1jX2=x2 es el vector aleatorio con distribuci�on P (X1 j X2 = x2), entonces

X1jX2=x2 � N2n
�
E
�
X1jX2=x2

�
;�
�
X1jX2=x2

��
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donde

E
�
X1jX2=x2

�
= E (X1) + � (X1;X2) � (X2)

�1
(x2 � E (X2)) y

�
�
X1jX2=x2

�
= �(X1)� � (X1;X2)� (X2)

�1
� (X2;X1) .

Nota 3.5.3
Veamos ahora la extensi�on del resultado de la Nota anterior al caso de Gaussianos complejos. Basamos esta extensi�on
en dos resultados de car�acter m�as general, pero de inter�es en s�� mismo.

De�nici�on 3.5.4
Sean (
;F ; P ) e:p:; (X ;� (X )) y (T ;� (T )) dos espacios medibles; X : 
 �! X (F ; � (X ))�medible y T : 
 �! T
(F ; � (T ))�medible. Decimos que \�XjT : � (X )�T �! [0; 1] es una distribuci�on condicional regular de X dada
T con respecto a (
;F ; P )" si
1. Para cada � 2 T , �XjT (� j �) es una probabilidad sobre (X ;� (X )).
2. Para cada B 2 � (X ), �XjT (B j �) es � (T )�medible.
3. Para cada B 2 � (X ) y cada C 2 � (T ) se cumple queZ

C

�XjT (B j �)PT (d�) = P
�
X�1(B) \ T�1(C)

�
,

donde PT es la probabilidad sobre (T ;� (T )) de�nida por PT (C)
:
= P

�
T�1(C)

�
, C 2 � (T ).

Lema 3.5.5
Sean (
;F ; P ) e:p:; (X ;B), (T ;C), (X1;B1) y (T1;C1) espacios medibles; X : 
 �! X ; T : 
 �! T ; X1 : 
 �! X1 y
T1 : 
 �! T1 funciones medibles; S : X �! X 1 medible; S1 : T �! T 1 biyectiva y bimedible; � : B � T �! [0; 1]
una distribuci�on condicional regular de X dada T con respecto a (
;F ; P ). Supongamos que S � X = X1 y
S1 � T = T1. Sea 	 : B1 � T1 �! [0; 1] de�nida por

	 (B1 j �1)
:
= �

�
S�1(B1) j S�11 (�1)

�
, (B1; �1) 2 B1 � T1.

Entonces 	 es una distribuci�on condicional regular de X1 dada T1 con respecto a (
;F ; P ).

Demostraci�on:
Veamos que se cumplen para 	, 1, 2 y 3 de la De�nici�on anterior. Sea �1 2 T1 y probemos que 	 (� j �1) es una
probabilidad sobre (X1;B1). Por hip�otesis sabemos que �

�
� j S�11 (�1)

�
es una probabilidad sobre (X ;B). Luego

	 (B1 j �1) = �
�
S�1(B1) j S�11 (�1)

�
� 0, 8 B1 2 B1 y

	 (X1 j �1) = �
�
S�1(X1) j S�11 (�1)

�
= �

�
X j S�11 (�1)

�
= 1.

Adem�as, dada una sucesi�on fAngn2N de elementos en B1 tal que Ai \Aj = ; 8 i 6= j, resulta que

	 ([nAn j �1) = �
�
S�1 ([nAn) j S�11 (�1)

�
= �

�
[nS�1 (An) j S�11 (�1)

�
=

X
n2N

�
�
S�1 (An) j S�11 (�1)

�
=

X
n2N

	(An j �1) .

Por lo tanto se cumple 1. Sean B1 2 B1 y c 2 (0; 1), entonces f�1 2 T1 : 	 (B1 j �1) > cg =�
�1 2 T1 : �

�
S�1(B1) j S�11 (�1)

�
> c
	
. Luego f�1 2 T1 : 	 (B1 j �1) > cg 2 C1, pues � cumple 2 de la De�nici�on

anterior y S�11 es medible. Finalmente probemos que si B1 2 B1 y C1 2 C1, entoncesZ
C1
	(B1 j �1)PT1(d�1) = P

�
X�1
1 (B1) \ T�11 (C1)

�
,
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donde PT1 es la probabilidad sobre (T1; C1) de�nida por PT1(C1)
:
= P (T�11 (C1)), C1 2 C1.

A�rmaci�on: PT1(C1) = PT (S
�1
1 (C1)), C1 2 C1.

Demostraci�on A�rmaci�on:
Sea C1 2 C1 arbitrario. Como S1 � T = T1 entonces

T�11 (C1) = f! 2 
 : T1(!) 2 C1g = f! 2 
 : (S1 � T ) (!) 2 C1g
=

�
! 2 
 : T (!) 2 S�11 (C1)

	
= T�1(S�11 (C1)).

As��
PT1(C1) = P (T�11 (C1)) = P

�
T�1(S�11 (C1))

�
= PT (S

�1
1 (C1)),

con lo cual queda demostrada la A�rmaci�on. De aqu�� y por resultados de Teor��a de la Medida tenemos que si
h : T1 �! R es medible no negativa o

R
T1 jhj dPT1 <1, entoncesZ
T1
hdPT1 =

Z
T
(h � S1) dPT . (3.5.5.1)

Luego, si B1 2 B1 y C1 2 C1, tenemos queZ
C1
	(B1 j �1)PT1(d�1) =

Z
T1
XC1 (�1)	 (B1 j �1)PT1(d�1)

=

Z
T1
XC1 (�1)�

�
S�1(B1) j S�11 (�1)

�
PT1(d�1)

=

Z
T
(XC1 � S1) (�) �

�
S�1(B1) j S�11 (S1(�1))

�
PT (d�)

=

Z
T
(XC1 � S1) (�) �

�
S�1(B1) j �1

�
PT (d�)

=

Z
T
XS�11 (C1)

(�) �
�
S�1(B1) j �1

�
PT (d�)

=

Z
S�11 (C1)

�
�
S�1(B1) j �1

�
PT (d�)

= P
�
X�1 �S�1(B1)� \ T�1 �S�11 (C1)

��
= P

�
X�1
1 (B1) \ T�11 (C1)

�
.

Por lo tanto 3 est�a probado. �

Corolario 3.5.6 (Continuaci�on del Lema 3.5.5)
Adem�as de los supuestos del Lema anterior supongamos que
1. � es una medida ���nita sobre (X ;B).
2. �1 es una medida ���nita sobre (X1;B1).
3. Se cumple que

�1 (B1) = �
�
S�1 (B1)

�
, 8 B1 2 B1

(o equivalentemente Z
X1
hd�1 =

Z
X
(h � S) d�, (3.5.6.1)

8 h : X1 �! R medible no negativa o �1�integrable).
4. S : X �! X 1 es biyectiva y bimedible.
5. Para cada � 2 T , � (� j �) est�a dada por una densidad �� : X �! [0;1] con respecto a �. Es decir

� (B j �) =
Z
B

��d�, 8 B 2 B.
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Para cada �1 2 T1 sea  �1 : X1�! [0;1] de�nida por

 �1 (x1)
:
= �S�11 (�1)

�
S�1(x1)

�
, 8 x1 2 X1.

Entonces  �1 es una densidad de 	 (� j �1) con respecto a �. Es decir

	 (B1 j �1) =
Z
B1

 �1d�1, 8 B1 2 B1.

Demostraci�on:
Sea �1 2 T1 y de�nimos �

:
= S�11 (�1). Usando la de�nici�on de 	, 4 de las hip�otesis, la de�nici�on de  �1 y (3.5.6.1)

respectivamente, obtenemos que

	 (B1 j �1) = �
�
S�1(B1) j S�11 (�1)

�
=

Z
S�1(B1)

��d� =

Z
S�1(B1)

�S�11 (�1)
d�

=

Z
S�1(B1)

h�
�S�11 (�1)

� S�1
�
� S
i
d� =

Z
S�1(B1)

�
 �1 � S

�
d�

=

Z
X
XS�1(B1)

�
 �1 � S

�
d� =

Z
X
(XB1

� S)
�
 �1 � S

�
d�

=

Z
X

�
(XB1 : �1) � S

�
d� =

Z
X1
XB1 : �1d�1 =

Z
B1
 �1d�1. �

Proposici�on 3.5.7 (Continuaci�on de la Nota 3.5.2)

Si Z � NC(n+m);I (E (Z) ;� (Z)) entonces
1. Z1 � NCn;I

�
E
�
Z1
�
;�
�
Z1
��

2. Z2 � NCm;I
�
E
�
Z2
�
;�
�
Z2
��

3. Para cada z2 2 Cm se tiene que

Z1jZ2=z2 � NCn;I
�
E
�
Z1jZ2=z2

�
;�
�
Z1jZ2=z2

��
,

donde Z1jZ2=z2 es el vector aleatorio con distribuci�on P (Z1 j Z2 = z2),

E
�
Z1jZ2=z2

�
= E

�
Z1
�
+�

�
Z1;Z2

�
�
�
Z2
��1 �

z2 � E(Z2)
�
y

�
�
Z1jZ2=z2

�
= �

�
Z1
�
� �

�
Z1;Z2

�
�
�
Z2
��1

�
�
Z1;Z2

�H
.

Es decir, la densidad de Z1jZ2=z2 con respecto a �2n(Ic;n) esta dada por

fZ1jZ2=z2 (z1) = ��n
h
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

��i�1=2
�

� exp
�
�1
2

�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

���
.

Demostraci�on:
Decir que Z � NC(n+m);I (E (Z) ;� (Z)) es equivalente (por de�nici�on) a decir que�

X1

X2

�
� N2(n+m)

��
E (X1)
E (X2)

�
;�

��
X1

X2

���
.

Luego
X1 � N2n (E (X1) ;� (X1)) y X2 � N2m (E (X2) ;� (X2)) .

Ahora Z1 = TnX1 y Z2 = TmX2. Por lo tanto 1 y 2 son consecuencias directas de la De�nici�on 3.4.4 y de la
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Proposici�on 3.4.3. Sean X :
= R2n, T :

= R2m, X1
:
= Cn, T1

:
= Cm, X :

= X1, T
:
= X2, X1

:
= Z1, T1

:
= Z2, S

:
= Ic;n

y S1
:
= Ic;m. Para cada x2 2 R2m, sea �x2 la densidad de X1jX2=x2 . Adem�as, para cada z2 2 Cm de�nimos

 z2 : C
n �! [0;1) dada por

 z2 (z1)
:
= �x2 (x1) ,

donde x1 2 R2n y x2 2 R2m son �unicos que satisfacen que Ic;n (x1) = z1 y Ic;m (x2) = z2. Notemos que tambi�en se

cumplen z1 = Tnx1 y z2 = Tnx2. Entonces,  z2 es la densidad de Z1jZ2=z2 . Ahora, por la Nota 3.5.2, tenemos que

�x2 (x1) = (2�)
�n �

det
�
�
�
X1jX2=x2

����1=2
exp

�
�1
2

�
x1 � E

�
X1jX2=x2

��>
�
�
X1jX2=x2

��1 �
x1 � E

�
X1jX2=x2

���
.

Por el Corolario anterior, si para simpli�car la notaci�on ponemos V
:
= Ic;n (U) con U

:
= X1jX2=x2 , resulta que

V = Z1jZ2=z2 y tiene densidad  z2 . Tambi�en notemos que, si V =

�
V
V �

�
, entonces V = TnU. Luego, como en la

demostraci�on de la Proposici�on 3.4.3, tenemos que

E (V ) = TnE (U) = Tn

h
E (X1) + � (X1;X2) � (X2)

�1
(x2 � E (X2))

i
= TnE (X1) + Tn� (X1;X2)� (X2)

�1
(x2 � E (X2))

= TnE (X1) +
�
Tn� (X1;X2)T

H
m

� h�
THm
��1

� (X2)
�1
T�1m

i
[Tmx2 � TmE (X2)]

= E (TnX1) + � (TnX1; TmX2) [� (TmX2)]
�1
[Tmx2 � E (TmX2)]

= E
�
Z1
�
+�

�
Z1;Z2

� �
�
�
Z2
���1 �

z2 � E
�
Z2
��

y

� (V ) = Tn� (U)T
H
n

= Tn

h
� (X1)� � (X1;X2) � (X2)

�1
� (X2;X1)

i
THn

= Tn� (X1)T
H
n � Tn� (X1;X2) � (X2)

�1
� (X2;X1)T

H
n

= Tn� (X1)T
H
n �

�
Tn� (X1;X2)T

H
m

� h�
THm
��1

� (X2)
�1
T�1m

i �
Tm� (X2;X1)T

H
n

�
= �

�
Z1
�
� �

�
Z1;Z2

� �
�
�
Z2
���1

�
�
Z2;Z1

�
= �

�
Z1
�
� �

�
Z1;Z2

� �
�
�
Z2
���1

�
�
Z1;Z2

�H
.

Por lo tanto la Proposici�on queda demostrada. �

De�nici�on 3.5.8
Sean (
;F ; P ) e:p:; n;m 2 N; Z1 2 L2 (
;F ; P ;Cn); Z2 2 L2 (
;F ; P ;Cm). Decimos que \Z1 y Z2 son

conjuntamente propios" si Z
:
=

�
Z1
Z2

�
es propio.

Proposici�on 3.5.9 (Continuaci�on de la De�nici�on 3.5.8)
Si Z1 y Z2 son conjuntamente propios entonces

� (Z) =

2664
� (Z1) � (Z1;Z2) O O

� (Z2;Z1) � (Z2) O O
O O � (Z1)

�
� (Z1;Z2)

�

O O � (Z2;Z1)
�

� (Z2)
�

3775 .
Demostraci�on:
Es una consecuencia inmediata de la Proposici�on 3.5.1. �
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Proposici�on 3.5.10

Sean Z1 2 L2(
;F ; P ;Cn) y Z2 2 L2 (
;F ; P ;Cm) tales que Z
:
=

�
Z1
Z2

�
es Gaussiano propio. Entonces para cada

z2 2 Cm se cumple que

f
Z1jZ2=z2

(z1) = ��n
�
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

����1
exp

h
�
�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��i
,

donde

E
�
Z1jZ2=z2

� :
= E (Z1) + � (Z1;Z2) � (Z2)

�1
(z2 � E(Z2)) y

�
�
Z1jZ2=z2

� :
= �(Z1)� � (Z1;Z2) � (Z2)�1 � (Z1;Z2)H .

Demostraci�on:
Como Z1 y Z2 son conjuntamente propios tenemos que e� (Z1) = e� (Z2) = e� (Z1;Z2) = e� (Z2;Z1) = 0, entonces

�
�
Z1
�
=

�
� (Z1) 0
0 � (Z1)

�

�
, �
�
Z2
�
=

�
� (Z2) 0
0 � (Z2)

�

�
y �

�
Z1;Z2

�
=

�
� (Z1;Z2) 0

0 � (Z1;Z2)
�

�
.

Como Z � NC(n+m);I (E (Z) ;� (Z)), por la Proposici�on 3.5.7 sabemos que la densidad de Z1jZ2=z2 con respecto a

�2n(Ic;n) esta dada por

fZ1jZ2=z2 (z1) = ��n
h
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

��i�1=2
exp

�
�1
2

�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

���
,

donde

E
�
Z1jZ2=z2

�
= E

�
Z1
�
+�

�
Z1;Z2

�
�
�
Z2
��1 �

z2 � E(Z2)
�
y

�
�
Z1jZ2=z2

�
= �

�
Z1
�
� �

�
Z1;Z2

�
�
�
Z2
��1

�
�
Z1;Z2

�H
.

Luego, basta ver que
h
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

��i1=2
= det

�
�
�
Z1jZ2=z2

��
y que

�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��
= 2

�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��
.

Para la primera igualdad notemos que

�
�
Z1jZ2=z2

�
= �

�
Z1
�
� �

�
Z1;Z2

�
�
�
Z2
��1

�
�
Z1;Z2

�H
=

�
� (Z1) 0
0 � (Z1)

�

�
�
�
� (Z1;Z2) 0

0 � (Z1;Z2)
�

�"
� (Z2)

�1
0

0
�
� (Z2)

���1
#"
� (Z1;Z2)

H
0

0 � (Z1;Z2)
>

#

=

�
� (Z1) 0
0 � (Z1)

�

�
�
"
� (Z1;Z2)� (Z2)

�1
� (Z1;Z2)

H
0

0 � (Z1;Z2)
�
h
� (Z2)

�1
i�
� (Z1;Z2)

>

#

=

"
� (Z1)� � (Z1;Z2)� (Z2)�1 � (Z1;Z2)H 0

0
h
� (Z1)� � (Z1;Z2) � (Z2)�1 � (Z1;Z2)H

i�#

=

�
�
�
Z1jZ2=z2

�
0

0 �
�
Z1jZ2=z2

��� .
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Adem�as, por ser � (Z1) y � (Z2) hermitianas, resulta que

�
�
Z1jZ2=z2

�H
=

h
� (Z1)� � (Z1;Z2) � (Z2)�1 � (Z1;Z2)H

iH
= �(Z1)

H � � (Z1;Z2)
h
� (Z2)

�1
iH
� (Z1;Z2)

H

= �(Z1)� � (Z1;Z2) � (Z2)�1 � (Z1;Z2)H

= �
�
Z1jZ2=z2

�
.

Entonces

det
�
�
�
Z1jZ2=z2

��
= det

�
�
�
Z1jZ2=z2

�
0

0 �
�
Z1jZ2=z2

���
= det

�
�
�
Z1jZ2=z2

��
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

���
= det

�
�
�
Z1jZ2=z2

��
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

�>�
=

�
det
�
�
�
Z1jZ2=z2

���2
.

Ahora probemos la segunda igualdad.

E
�
Z1jZ2=z2

�
= E

�
Z1
�
+�

�
Z1;Z2

�
�
�
Z2
��1 �

z2 � E(Z2)
�

=

�
E(Z1)
E(Z1)

�

�
+

�
� (Z1;Z2) 0

0 � (Z1;Z2)
�

�"
� (Z2)

�1
0

0
�
� (Z2)

���1
# �

z2 � E(Z2)
z�2 � E(Z2)�

�

=

�
E(Z1)
E(Z1)

�

�
+

"
� (Z1;Z2) � (Z2)

�1
(z2 � E(Z2))

�(Z1;Z
�
2)
�
� (Z2)

�1
��
(z2 � E(Z2))�

#

=

"
E(Z1) + � (Z1;Z2) � (Z2)

�1
(z2 � E(Z2))

E(Z1)
� +�(Z1;Z2)

�
�
� (Z2)

�1
��
(z2 � E(Z2))�

#

=

�
E
�
Z1jZ2=z2

�
E
�
Z1jZ2=z2

��� .
Ahora �

z1 � E
�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��
=

�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

�
z�1 � E

�
Z1jZ2=z2

���H "� �Z1jZ2=z2��1 0

0
�
�
�
Z1jZ2=z2

��1��# � z1 � E �Z1jZ2=z2�z�1 � E
�
Z1jZ2=z2

���
=

h�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��i
+

+
h�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��i�
= 2

�
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��H
�
�
Z1jZ2=z2

��1 �
z1 � E

�
Z1jZ2=z2

��
,

donde la �ultima igualdad se debe al hecho de que �
�
Z1jZ2=z2

�
es de�nida positiva. �
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3.6 Entrop��a diferencial para vectores aleatorios complejos

En esta secci�on de�nimos la entrop�{a diferencial de un vector aleatorio complejo y, a modo de ejemplo,
calculamos la entrop��a para el caso Gaussiano complejo. Adem�as introducimos las transformaciones d�ebilmente
unitarias y concluimos la secci�on con un resultado en torno a dicho concepto.

Sean (
;F ; P ) e:p:; n 2 N; X : 
 �! Rn un vector aleatorio real; FX : Rn �! [0; 1] la P�distribuci�on acumulada
de X, esto es:

FX

�
(x1; :::; xn)

>
�
= PX

�
Rn�

�
(x1; :::; xn)

>
��
= P

�
X 2 Rn�

�
(x1; :::; xn)

>
��
,

8 (x1; :::; xn)> 2 Rn. Supongamos que X admite una densidad (con respecto a la medida de Lebesgue sobre
(Rn;Bn)), digamos fX.

De�nici�on 3.6.1
Llamamos \soporte de X", y denotamos Sop(X), al conjunto

n
(x1; :::; xn)

> 2 Rn : fX
�
(x1; :::; xn)

>
�
> 0
o
.

De�nici�on 3.6.2
Supongamos que ln (fX) 2 L1 (Sop(X); PX;R). Llamamos \entrop�{a diferencial de X" a

H(X)
:
= �

Z
Sop(X)

ln(fX)dPX = �
Z
Sop(X)

ln(fX)fXd�n.

Ejemplo 3.6.3
Si a > 0 y X � U(0; a) entonces H(X) est�a de�nida y H(X) = ln(a).

Demostraci�on:

Como X � U(0; a) entonces fX(x) =
�

1
a si x 2 (0; a)
0 si x =2 (0; a) . Adem�as

Sop(X) = fy 2 R : fX(y)) > 0g = fy 2 R : 0 < y < ag .

Luego, para cada y 2 Sop(X) resulta que

ln(fX(y)) = ln

�
1

a

�
= ln(1)� ln(a) = � ln(a).

As��

H(X) = �
Z
Sop(X)

ln(fX(y))fX(y)dy = �
Z
Sop(X)

� ln(a)
a
X(0;a) (y) dy = ln(a)

Z a

0

1

a
dy = ln(a). �

Ejemplo 3.6.4 (La entrop��a diferencial en el caso Gaussiano real)

Si X : 
 �! Rn y X � Nn(0;� (X)) entonces H(X) = 1
2 ln [(2�e)

n
det (�(X))].

Demostraci�on:
Como X � Nn(0;� (X)) entonces

fX(x) = (2�)
�n=2

(det� (X))
�1=2

exp

�
�1
2
x>� (X)

�1
x

�
= [(2�)

n
(det� (X))]

�1=2
exp

�
�1
2
x>� (X)

�1
x

�
, x 2 Rn.
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Luego

ln (fX(x)) = ln
n
[(2�)

n
(det� (X))]

�1=2
o
+

�
�1
2
x>� (X)

�1
x

�
= �1

2
ln [(2�)

n
(det� (X))] +

�
�1
2
x>� (X)

�1
x

�
y, por tanto

H(X) = �
Z
Sop(X)

ln(fX(x))fX(x)d�n(x)

=

Z
Sop(X)

�
1

2
ln [(2�)

n
(det� (X))] +

�
1

2
x>� (X)

�1
x

��
fX(x)d�n(x)

=
1

2
ln [(2�)

n
(det� (X))]

Z
Sop(X)

fX(x)d�n(x) +
1

2

Z
Sop(X)

x>� (X)
�1
xfX(x)d�n(x)

=
1

2
ln [(2�)

n
(det� (X))] +

1

2

Z
Sop(X)

�
x>� (X)

�1
x
�
fX(x)d�n(x).

=
1

2
ln [(2�)

n
(det� (X))] +

1

2
EP

�
X>� (X)

�1
X
�
.

A�rmaci�on: EP

�
X>� (X)

�1
X
�
= n.

Demostraci�on A�rmaci�on:

Escribamos X =

264X1

...
Xn

375, � (X) =
24 j j
a1 � � � an
j j

35 y � (X)�1 =
264� b>1 �

...
� b>n �

375. Luego ai = EP (XiX) y b
>
i aj = �i;j

8 i, j 2 f1; :::; ng. Pero

X>� (X)
�1
X=

264X1

...
Xn

375
> 264� b>1 �

...
� b>n �

375X =
�
X1 � � � Xn

� 264b
>
1 X
...

b>nX

375 = X1b
>
1 X+ � � �+Xnb

>
nx,

con lo cual
EP

�
X>� (X)

�1
X
�
= b>1 EP (X1X) + � � �+ b>nEP (XnX) = b>1 a1 + � � �+ b>n an = n

y por lo tanto la A�rmaci�on queda probada. Se sigue ahora que

H(X) =
1

2
ln [(2�)

n
(det� (X))] +

n

2

=
1

2
fln [(2�)n (det� (X))] + ng

=
1

2
fln [(2�)n (det� (X))] + ln (exp (n))g

=
1

2
ln [(2�)

n
(det� (X)) exp (n)]

=
1

2
ln [(2�e)

n
det (�(X))] .

Luego, el Ejemplo 3.6.4 queda desarrollado. �

Consideremos ahora el C�vector aleatorio Z : 
 �! Cn y sea X :
=

�
Re(Z)
Im(Z)

�
. Supongamos que PX admite una

�2n�densidad fX tal que est�a de�nida H (X) = �
R
Sop(X)

ln(fX)fXd�2n. Sea fZ(z) = fX

�
(x;y)

>
�
, 8 z = x+ iy 2

Cn.
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De�nici�on 3.6.5
Llamamos \entrop�{a diferencial de Z" a H(Z)

:
= H (X).

Ejemplo 3.6.6 (La entrop��a diferencial en el caso Gaussiano complejo)

Si Z � NCn;I (0;� (Z)), donde Z
:
=

�
Z
Z�

�
entonces H(Z) = 1

2 ln
h
(�e)

2n
det (�(Z))

i
.

Demostraci�on:
Como Z � NCn;I (0;� (Z)) entonces X � N2n (0;� (X)). Luego, por el Ejemplo 3.6.4 (para este caso 2n en lugar
de n) tenemos que

H(Z) = H (X) =
1

2
ln
h
(2�e)

2n
det (�(X))

i
.

Ahora, por lo visto en la demostraci�on de la Proposici�on 3.4.3, resulta que det (� (Z)) = 22n det (� (X)). Finalmente,

H(Z) =
1

2
ln

�
(2�e)

2n
det (� (Z))

1

22n

�
=
1

2
ln
h
(�e)

2n
det (�(Z))

i
:

De�nici�on 3.6.7
Sea U 2 Wn�n. Decimos que \U es d�ebilmente unitaria" si U � UH = UH � U = I2n.

Proposici�on 3.6.8

Sea U =

�
U1 U2
U�2 U�1

�
2 Wn�n d�ebilmente unitaria y Z � NCn;I (0;� (Z)), donde Z =

�
Z
Z�

�
. Si Z1 = U1Z + U2Z

�

entonces H(Z) = H(Z1).

Demostraci�on:

Escribamos Z =

264Z(1)...
Z(n)

375 =
264X1(1) + iX2(1)

...
X1(n) + iX2(n)

375 = X1 + iX2, con X1
:
=

264X1(1)
...

X1(n)

375 y X2
:
=

264X2(1)
...

X2(n)

375. Entonces
Z1 = U1Z+ U2Z

� = U1 (X1 + iX2) + U2 (X1 � iX2) = (U1 + U2)X1 + i (U1 � U2)X2.

Sean X
:
=

�
X1

X2

�
y X1

:
=

�
(U1 + U2)X1

(U1 � U2)X2

�
. Como Z � NCn;I (0;� (Z)) entonces X � N2n (0;� (X)).

Adem�as X1 = AX, donde A =

�
U1 + U2 On
On U1 � U2

�
2 C2n�2n. Luego X1 � N2n (E (X1) ;� (X1)), donde�

E (X1) = AE (X) = 0
� (X1) = A� (X)AH

. Por lo tanto Z1 � NCn;I
�
0;�

�
Z1
��
:

Ahora, como Z1 =

�
Z1
Z�1

�
=

�
U1Z+ U2Z

�

U�2Z+ U
�
1Z

�

�
=

�
U1 U2
U�2 U�1

� �
Z
Z�

�
= U � Z entonces

�
�
Z1
�
= �(U � Z) = E

�
U � Z � (U � Z)H

�
= E

�
U � Z � ZH � UH

�
= U � E

�
Z � ZH

�
� UH = U � � (Z) � UH ,

lo cual implica que

det
�
�
�
Z1
��

= det
�
U� (Z)UH

�
= det (U) det (� (Z)) det

�
UH
�

= det
�
U � UH

�
det (� (Z)) = det (I2n) det (� (Z)) = det (� (Z)) .

Se sigue el resultado por el Ejemplo 3.6.6. �
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3.7 La distribuci�on Gaussiana compleja unidimensional

La distribuci�on Gaussiana compleja unidimensional es lo su�cientemente importante para revisarla en de-
talle.

Sean X1 y X2 con valores en R y sea X
:
=

�
X1

X2

�
� N2 (0;� (X)). Luego, por de�nici�on Z

:
= X1 + iX2 �

NC1;I (0;� (Z)), con Z =

�
Z
Z�

�
. Como ya sabemos � (Z) =

"
� (Z) e� (Z)e� (Z)� � (Z)

�

#
, donde � (Z) = E (ZZ�) =

E
�
jZj2

�
> 0 y e� (Z) = E

�
Z2
�
.

Proposici�on 3.7.1
Existe �Z 2 C tal que e�(Z) = �Z� (Z) con j�Z j � 1.

Demostraci�on:
Puesto que Z2 = (X1 + iX2)

2
= X2

1 �X2
2 + 2iX1X2 entonces

e� (Z) = E
�
Z2
�
= E

�
X2
1 )� E(X2

2

�
+ 2iE (X1X2) = � (X1)� � (X2) + 2iE (X1X2) .

Sea Corr (X1; X2) el coe�ciente de correlaci�on entre X1 y X2, esto es

Corr (X1; X2) =
E (X1X2)p

� (X1)
p
� (X2)

.

Luego e� (Z) = � (X1)� � (X2) + 2iCorr (X1; X2)
p
� (X1)

p
� (X2), lo cual implica que���e� (Z)���2 = (� (X1)� � (X2))

2
+ 4

�
Corr (X1; X2)

p
� (X1)

p
� (X2)

�2
= �(X1)

2
+�(X2)

2 � 2� (X1) � (X2) + 4Corr (X1; X2)
2
� (X1) � (X2) .

Pero

� (Z)
2
= E

�
jZj2

�2
= E

�
X2
1 +X

2
2

�2
=
�
E
�
X2
1 ) + E(X

2
2

��2
= (� (X1) + � (X2))

2
= �(X1)

2
+�(X2)

2
+ 2� (X1) � (X2) ,

con lo cual ���e� (Z)���2 = �(Z)
2 � 4� (X1) � (X2) + 4Corr (X1; X2)

2
� (X1) � (X2)

= � (Z)
2
+ 4� (X1) � (X2)

�
Corr (X1; X2)

2 � 1
�
.

Como Corr (X1; X2)
2 � 1 entonces

���e� (Z)���2 � � (Z)2. Finalmente, tomando
�Z

:
=
e� (Z)
� (Z)

,

tenemos que j�Z j
2
=
je�(Z)j2
�(Z)2

� 1. Por lo tanto j�Z j � 1. �

Proposici�on 3.7.2
Si j�Z j = 1 entonces 9 R � C, recta en el plano complejo, tal que Z(
) = R.
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Demostraci�on:

A�rmaci�on:
�
1� j�Z j

2
�
� (Z)

2
= 4� (X1) � (X2)

�
1� Corr (X1; X2)

2
�
.

Demostraci�on A�rmaci�on:

Por de�nici�on tenemos que
���e� (Z)���2 = j�Z j2 � (Z)2 y, por demostraci�on de la Proposici�on anterior, sabemos que���e� (Z)���2 = �(Z)2 + 4� (X1) � (X2)

�
Corr (X1; X2)

2 � 1
�
.

Entonces �
1� j�Z j

2
�
� (Z)

2
= 4� (X1)� (X2)

�
1� Corr (X1; X2)

2
�
.

De aqu�� deducimos que

� (X1) � (X2)
�
1� Corr (X1; X2)

2
�
= 0.

Luego, sucede al menos una de las siguientes situaciones:
1. � (X1) = 0
2. � (X2) = 0
3. Corr (X1; X2) = �1.

Si ocurre 1 entonces X1 es constante, lo cual implica que Z = c + iX2 con c 2 R y, por lo tanto Z (
) =
fc+ iy : y 2 Rg. Si ocurre 2 entonces X2 es constante, con lo cual Z = X1 + ic con c 2 R y, por lo tanto
Z (
) = fx+ ic : x 2 Rg. Por �ultimo, si ocurre 3 entonces, por el Teorema de Cauchy-Schwartz, tenemos que 9
c 2 R tal que c 6= 0 y X2 = cX1. Luego Z (
) = fx+ icx : x 2 Rg. Por lo tanto la Proposici�on 3.7.2 est�a probada.
�

Proposici�on 3.7.3
Si Z � NC1;I (0;� (Z)) entonces

fZ(z) =
1

�� (Z)

q
1� j�Z j

2
exp

0@�jzj2 � Re
�
�Z (z

�)
2
�

� (Z)
�
1� j�Z j

2
�
1A , z 2 C.

Demostraci�on:
Por la de�nici�on de �Z tenemos que

� (Z) =

�
� (Z) �Z� (Z)

��Z (� (Z))
�

� (Z)
�

�
=

�
� (Z) �Z� (Z)

��Z (� (Z)) � (Z)

�
= �(Z)

�
1 �Z
��Z 1

�
.

Sea A
:
=det (� (Z)) luego A = �(Z)

2
�
1� j�Z j

2
�
y � (Z)

�1
= �(Z)

A

�
1 ��Z
���Z 1

�
. Entonces

zH� (Z)
�1
z =

�(Z)

A

�
z� z

� � 1 ��Z
���Z 1

� �
z
z�

�
=
�(Z)

A

�
z� z

� � z � �Zz�
���Zz + z�

�
=

�(Z)

A
[z� (z � �Zz�) + z (���Zz + z�)] =

� (Z)

A

h
jzj2 � �Z (z�)

2 � ��Zz2 + jzj
2
i

=
�(Z)

A

h
2 jzj2 � 2Re

�
�Z (z

�)
2
�i
= 2

jzj2 � Re
�
�Z (z

�)
2
�

� (Z)
�
1� j�Z j

2
� .

Por la Proposici�on 3.4.3 tenemos que fZ(z) = ��n (det (� (Z)))
�1=2

exp
�
� 1
2z
H� (Z)

�1
z
�
. Reemplazando obten-

emos que fZ(z) =
1

��(Z)
p
1�j�Z j2

exp

�
� jzj2�Re(�Z(z�)2)

�(Z)(1�j�Z j2)

�
, lo cual demuestra la Proposici�on. �
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Nota 3.7.4
Seg�un probamos en la Proposici�on 3.7.1

�Z� (Z) = e� (Z) = � (X1)� � (X2) + 2iCorr (X1; X2)
p
� (X1)

p
� (X2).

Luego, podemos distinguir las siguientes situaciones:
1. � (X1)� � (X2) = 0 y Corr (X1; X2) = 0;
2. � (X1)� � (X2) 6= 0 y Corr (X1; X2) = 0;
3. � (X1)� � (X2) 6= 0 y Corr (X1; X2) 6= 0.

Si ocurre 1 entonces Z es propio y �Z = 0. Si ocurre 2 entonces Z es impropio y, como � (Z) es real, �Z es real. Si
ocurre 3 entonces Z es impropio y �Z es imaginario puro.

3.8 Distribuciones el��pticas

Esta secci�on se puede considerar como una continuaci�on de lo visto en la Nota 2.2.19. Comenzamos de�niendo
los vectores aleatorios reales con distribuci�on el�{ptica, obtenemos una expresi�on para su funci�on caracter��stica y
presentamos dos ejemplos ilustrativos: la distribuci�on Gaussiana multivariada y la distribuci�on t�multivariada.
A continuaci�on discutimos algunas propiedades de la distribuci�on esf�erica, concentr�andonos en las distribuciones
marginales, los momentos y la densidad.

Sean (
;F ; P ) e:p:; n � 2 entero; 1 � k � n entero y X : 
 �! Rn un vector aleatorio real.

Notaci�on 3.8.1
Si Y : 
 �! Rk es un vector aleatorio y � : [0;1) �! C, denotamos

Y � Sk(�),

si la funci�on caracter��stica de Y es cY(t) = �
�
t>t
�
, t 2 Rk. Por el Teorema 2.2.19.13, Y � Sk(�) es equivalente

a decir que Y tiene distribuci�on esf�erica. A � la llamamos \funci�on caracter�{stica generadora de la distribuci�on
esf�erica".

De�nici�on 3.8.2
Sean � 2 Rn; � 2 Rn�n sim�etrica, semide�nida positiva con rg (�) = k; A 2 Rk�n tal que A>A = � y � :
[0;1) �! C. Decimos que \X tiene distribuci�on el�{pticamente sim�etrica (o simplemente distribuci�on el�{ptica)
de par�ametros � y � (o m�as precisamente de par�ametros �;�; A; k y �)" si

X $ �+A>Y con Y � Sk(�):

En este caso escribimos X � ECn(�;�; A; k; �), o simplemente X � ECn(�;�; �) si no hay lugar a confusi�on.

Proposici�on 3.8.3
Sean �, �, A, k y � como en la De�nici�on anterior. Si X � ECn(�;�; A; k; �) entonces

cX (t) = exp
�
it>�

�
�
�
t>�t

�
, t 2 Rn.

Demostraci�on:
Por la De�nici�on 2.2.19.12 tenemos que

cX (t) = EP
�
exp

�
it>X

��
= EP

�
exp

�
it>

�
�+A>Y

���
= EP

�
exp

�
it>�

�
exp

�
it>A>Y

��
= exp

�
it>�

�
EP

�
exp

�
i (At)

>
Y
��
= exp

�
it>�

�
cY (At) = exp

�
it>�

�
�
�
(At)

>
At
�

= exp
�
it>�

�
�
�
t>A>At

�
= exp

�
it>�

�
�
�
t>�t

�
. �

116



Proposici�on 3.8.4
Sean �, �, A, k y � como en la De�nici�on 3.8.2. Son equivalentes:
1. X � ECn(�;�; A; k; �).
2. X $ �+RA>U (k), donde:

2.1. R : 
 �! [0;1) es una variable aleatoria, FR su f:d:a.
2.2. U (k) � U

�
Sk
�
.

2.3. R y U (k) son independientes.
2.4. � : [0;1) �! C est�a dada por

� (t) =

Z 1

0

 k
�
tr2
�
G(dr), 8 t 2 [0;1)

con  k : [0;1) �! C y G : [0;1) �! R que satisfacen

cU(k) (t) =  k
�
t>t
�
, t 2 Rk y G(u) = FR(u), u 2 [0;1) .

Demostraci�on:
Es una consecuencia inmediata de la De�nici�on 3.8.2 y el Corolario 2.2.19.23. �

De�nici�on 3.8.5
Sea S2 : 
 �! [0;1) tal que S2 � X 2

k , entonces, decimos que \S
:
=
p
S2 tiene distribuci�on chi con k grados de

libertad" y denotamos S � Xk.
Tambi�en, si S21 � X 2

m y S
2
2 � X 2

n , entonces decimos que \
mS21
nS22

tiene distribuci�on F con (n;m)�grados de libertad"

y denotamos
mS21
nS22

� F (n;m).

Ejemplo 3.8.6 (La distribuci�on Gaussiana multivariada)

Sea Y =

264Y1...
Yk

375un vector aleatorio real tal que Y � Nk(0; Ik), entonces la funci�on caracter��stica de Y satisface que

cY (t) = �
�
t>t
�
para cada t 2 Rk, siendo � 2 �k dada por

� (u) = exp
�
�u
2

�
, u � 0.

Por la Notaci�on 3.8.1 tenemos que Y � Sk(�). Ahora sean � 2 Rn y A 2 Rk�n tal que k = rg(A) � n y A>A es
de�nida positiva. Tambi�en sabemos que si

X $ �+A>Y,

entonces X $ Nn (�;�), siendo � :
= A>A. Luego, por la De�nici�on 3.8.2, tenemos que

X � ECn(�;�; A; k; �)

y, por la Proposici�on 3.8.4, esto es equivalente a

X $ �+RA>U (k),

donde R � 0 es independiente de U (k) � U
�
Sk
�
. Entonces

R = R
U (k) = RU (k) $ kYk .

Adem�as, como Y � Nk(0; Ik), entonces Y1; :::; Yk son independientes e Yj � N(0; 1) 8 j = 1; :::; k. Luego Y 2j �
�
�
1
2 ;

1
2

�
8 j = 1; :::; k, por lo cual

kYk2 =
kX
j=1

Y 2j � �
�
k

2
;
1

2

�
.
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Por lo tanto R � Xk.

Ejemplo 3.8.7 (La distribuci�on t�multivariada.)

De�nici�on 3.8.7.1
Sean m 2 N, n � 2 entero, V � Nn(0; Ik), S � Xm, V y S independientes e Y : 
 �! Rn tal que

Y $
p
mV

S
.

En esta situaci�on decimos que \Y tiene la distribuci�on t�multivariada n�dimensional con m grados de libertad"
y denotamos Y �Mtn (m; 0; In).

Proposici�on 3.8.7.2
Sean m 2 N, n � 2 entero e Y : 
 �! Rn. Son equivalentes:
1. Y �Mtn (m; 0; In)

2. Y $ pm �R � U(n)

S , donde
2.1. R : 
 �! [0;1) es una variable aleatoria
2.2. R, U (n) y S son independientes
2.3. R � Xm
2.4. U (n) � U(Sn)
2.5. S � Xm.

Demostraci�on:
Es inmediata por la De�nici�on y el Ejemplo anterior. �

Nota 3.8.7.3 (Continuaci�on de la Proposici�on 3.8.7.2)
Sea

R�
:
=

p
mR

S
.

Por la De�nici�on 3.8.5 tenemos que (R�)2

n = mR2

nS2 � F (n;m). Luego Y $ R�U (n) con R� y U (n) independientes

tales que (R�)2

n � F (n;m) y U (n) � U(Sn). Por lo tanto Y 2 SP (n;R�) (ver la Notaci�on 2.2.19.24), lo cual implica,
por el Corolario 2.2.19.22 que Y tiene distribuci�on esf�ericamente sim�etrica.

De�nici�on 3.8.7.4
Sean � 2 Rn; � 2 Rn�n; A 2 Rn�n tal que A>A = �; m 2 N y X : 
 �! Rn. Decimos que \X tiene distribuci�on
t multivariada n� dimensional de par�ametros �; � y m grados de libertad" si

X $ �+A>Y con Y �Mtn (m; 0; In) .

En s��mbolos X �Mtn (m;�;�).

La siguiente Proposici�on muestra que si X � Sn (�), entonces todas las distribuciones marginales de X son esf�ericas
y todas las funciones caracter��sticas marginales tienen el mismo generador.

Proposici�on 3.8.8

Sean � 2 �n, X � Sn (�), m 2 f1; :::; n� 1g, X1 : 
 �! Rm, X2 : 
 �! Rn�m tales que X =

�
X1

X2

�
. Entonces

X1 � Sm (�).

Demostraci�on:
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Como X � Sn (�) entonces cX (t) = �
�
t>t
�
, t 2 Rn. Ahora, para cada t1 2 Rm, sea t

:
=

�
t1

0n�m

�
2 Rn. Luego

exp
�
it>X

�
= exp

�
i
�
t>1 0m�n

� �X1

X2

��
= exp

�
it>1 X1

�
,

con lo cual

cX1
(t1) = EP

�
exp

�
it>1 X1

��
= EP

�
exp

�
it>X

��
= cX (t)

= �
�
t>t
�
= �

��
t>1 0m�n

� � t1
0n�m

��
= �

�
t>1 t1

�
.

Por lo tanto X1 � Sm (�). �

Teorema 3.8.9
Si U (n) � U (Sn) con n � 2 entonces E

�
U (n)

�
= 0 y �

�
U (n)

�
= 1

nIn.

Demostraci�on:

Sea X =

264X1

...
Xn

375 � Nn (0; In). Por el Ejemplo 3.8.6, tenemos que X $ kXkU (n) con kXk2 � X 2
m y kXk y

U (n) independientes. Entonces 0 = E (X) = E
�
kXkU (n)

�
= E (kXk)E

�
U (n)

�
y, como E (kXk) > 0, resulta que

E
�
U (n)

�
= 0. Adem�as

In = �(X) = E
�
XX>

�
= E

�
kXk2 U (n)

�
U (n)

�>�
= E

�
kXk2

�
E

�
U (n)

�
U (n)

�>�

= E
�
kXk2

�
�
�
U (n)

�
= E

0@ nX
j=1

X2
j

1A��U (n)� = nX
j=1

E
�
X2
j

�
�
�
U (n)

�
.

Pero, como Xj � N(0; 1) entonces E(X2
j ) = 1 para cada j = 1; :::; n. Luego In = n�

�
U (n)

�
, es decir �

�
U (n)

�
=

1
nIn. �

Corolario 3.8.10
Sean R 2 L2 (
;F ; P ; [0;1)); U (n) � U (Sn); n � 2; R y U (n) independientes; � 2 �n; X $ RU (n) y X � Sn(�).

Entonces E (X) = 0 y � (X) = E(R2)
n In.

Demostraci�on:
Aplicando el Teorema anterior tenemos que E (X) = E

�
RU (n)

�
= E(R)E(U (n)) = 0 y

� (X) = E
�
XX>

�
= E

�
R2U (n)

�
U (n)

�>�
= E(R2)E

�
U (n)

�
U (n)

�>�
= E(R2)�

�
U (n)

�
=
E(R2)

n
In. �

De�nici�on 3.8.11
Sean X1; :::; Xm+1 variables aleatorias independientes tales que Xi � � (�i; 1), 8 i = 1; :::;m+1 donde �i > 0. Para
cada j = 1; :::;m+ 1 sean

Yj
:
=

XjPm+1
i=1 Xi

.

Entonces decimos que \(Y1; :::; Ym) tiene distribuci�on de Dirichlet con par�ametros �1; :::; �m+1" y denotamos
(Y1; :::; Ym) � Dm (�1; :::; �m+1).
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Teorema 3.8.12
Sean n � 2; m 2 f1; :::; ng; n1; :::; nm 2 N0 tales que

Pm
j=1 nj = n; � 2 �n; X � Sn(�); R : 
 �! [0;1) una

variable aleatoria tal que X = RU (n) y para cada j 2 f1; :::;mg sean X(nj) : 
 �! Rnj tales que X =

264X
(n1)

...
X(nm)

375.
Entonces

X $

264 Rd1U
(n1)

...
RdmU

(nm)

375 , donde
1. dj : 
 �! [0;1) es una variable aleatoria, 8 j = 1; :::;m
2.
�
d21; :::; d

2
m

�
� Dm

�
n1
2 ; :::;

nm
2

�
3. U (nj) � U (Snj ), 8 j = 1; :::;m
4. (d1; :::; dm) y

�
U (n1); :::; U (nm)

�
son independientes.

Demostraci�on:
Sea Y � Nn(0; In). Entonces Y $ kYkU (n), con kYk2 � X 2

n y kYk y U (n) independientes, seg�un vimos en el

Ejemplo 3.8.6. Sabemos que Y $

264Y
(n1)

...
Y(nm)

375, con Y(nj) � Nnj (0; Inj ), 8 j = 1; :::;m. Luego, por el Ejemplo 3.8.6

Y(nj) $
Y(nj)

U (nj) con Y(nj)
2 � X 2

nj , U
(nj) � U (Snj ) y

Y(nj)
 y U (nj) independientes. Luego

U (n) $ Y

kYk $
1

kYk

264Y
(n1)

...
Y(nm)

375 =
2664
Y(n1)

kYk
...

Y(nm)

kYk

3775 $
26664
kY(n1)kU(n1)

kYk
...

kY(nm)kU(nm)

kYk

37775
y si para cada j = 1; :::;m de�nimos dj

:
=
kY(nj)k
kYk entonces se cumple 1 de la Proposici�on. Ahora pongamos

Y =

264Y1...
Yn

375 con Y1; :::; Yn v:a:i:i:d: N(0; 1). Entonces Y(n1) =

264 Y1...
Yn1

375, Y(n2) =

264 Y1...
Yn2

375, ...,Y(nm) =

264 Y1
...

Ynm

375.
De�nimos

S1
:
=

n1X
k=1

Y 2k , S2
:
=

n2X
k=n1+1

Y 2k , ..., Sm
:
=

nX
k=n1+���+nm�1+1

Y 2k .

Luego, S1; :::; Sm son independientes y Sj � X 2
nj , 8 j = 1; :::;m. Entonces

d2j =

Y(nj)
2

kYk2
=

SjPm
k=1 Sk

=
Sj=2Pm

k=1 (Sk=2)
,

con
Sj
2 � �

�nj
2 ; 1

�
, 8 j = 1; :::;m y S1

2 ; :::;
Sm
2 independientes.

Por la De�nici�on anterior resulta que
�
d21; :::; d

2
m

�
� Dm

�
n1
2 ; :::;

nm
2

�
. Adem�as U (n) $

264d1U
(n1)

...
djU

(nj)

375 y, como X =

RU (n), se sigue que X $

264 Rd1U
(n1)

...
RdmU

(nm)

375. �
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Notaci�on 3.8.13
Denotamos

Rn+
:
= f(x1; :::; xn) 2 Rn : xi � 0; 8 i = 1; :::; n g ,

D(x1; :::; xn)
:
=

(
(x1; :::; xn) 2 Rn+ :

nX
i=1

xi < 1

)
y

Bn (�)
:
=

n+1Y
i=1

� (�i)

�
�Pn+1

i=1 �i

� , donde � = (�1; :::; �n)>.
Adem�as para cada funci�on medible no negativa f , sea

In (f j �)
:
=

Z
Rn+
f

 
nX
i=1

xi

! 
nY
i=1

x�i�1i dxi

!
, donde � = (�1; :::; �n)

>. (3.8.13.1)

Lema 3.8.14
Se cumple que In (f j �) = Bn�1 (�) � I1 (f j

Pn
i=1 �i), siempre que cada integral exista.

Demostraci�on:

Transformando

�
yi = xi, i = 1; :::; n� 1
yn = x1 + � � �+ xn

en (3.8.13.1) y notando que el Jacobiano de la transformaci�on es 1,

tenemos que

In (f j �) =
Z
D

f (yn)

 
yn �

n�1X
i=1

yi

!�n�1 n�1Y
i=1

y�i�1i dyi

!
dyn,

dondeD
:
=
n
(y1; :::; yn) 2 Rn+ :

Pn�1
i=1 yi < yn

o
. Consideremos ahora otra transformaci�on

�
ui =

yi
yn
, i = 1; :::; n� 1
y = yn

.

Su Jacobiano es yn�1, entonces

In (f j �) =

Z
D(u1;:::;un�1)

 
1�

n�1X
i=1

ui

!�n�1 n�1Y
i=1

u�i�1i dui

!
�
Z 1

0

f(y)y
Pn

i=1 �i�1dy

= Bn�1 (�) � I1

 
f j

nX
i=1

�i

!
. �

Lema 3.8.15
Para �i > 0, i = 1; :::; n, tenemos queZ

Rn
f

 
nX
i=1

x2i

! 
nY
i=1

jxij2�i�1 dxi

!
= In (f j �) .

Demostraci�on:
Por la simetr��a de x1; :::; xn alrededor del origen tenemos que

I =

Z
Rn
f

 
nX
i=1

x2i

! 
nY
i=1

jxij2�i�1 dxi

!
= 2n

Z
Rn+
f

 
nX
i=1

x2i

! 
nY
i=1

x2�i�1i dxi

!
.

Sea ui = x2i , i = 1; :::; n, entonces el Jacobiano de esta transformaci�on es

 
2n

nY
i=1

u
1=2
i

!�1
. Luego

I =

Z
Rn+
f

 
nX
i=1

ui

! 
nY
i=1

u�i�1i dui

!
= In (f j �) . �

121



Corolario 3.8.16
Sea g : [0;1) �! [0;1) medible y n � 2 entero. EntoncesZ

Rn
g
�
x>x

�
dx =

�
n
2

�
�
n
2

� Z 1

0

y
n
2�1g(y)dy.

Demostraci�on:
Aplicando los Lemas anteriores con �i =

1
2 8 i = 1; :::; n tenemos queZ

Rn
g
�
x>x

�
dx =

Z
Rn
g

 
nX
i=1

x2i

!
dx1 ::: dxn =

Z
Rn
g

 
nX
i=1

ui

! 
nY
i=1

u
�1=2
i dui

!

= In (g j �) = Bn�1 (�) � I1
�
g j n

2

�
=
� (1=2)

n

� (n=2)

Z
R1+
g(y)y

n
2�1dy

=
�n=2

� (n=2)

Z 1

0

g(y)y
n
2�1dy.

Por lo tanto queda demostrado el Corolario. �

De�nici�on 3.8.17
Sea g : [0;1) �! [0;1) medible y n � 2 entero. Decimos que \g es una funci�on generatriz de densidad de
dimensi�on n" si Z

Rn
g
�
x>x

�
dx = 1.

De�nici�on 3.8.18
Sea X : 
 �! Rn un vector aleatorio. Decimos que \X admite una generatriz de densidad dada por g : [0;1) �!
[0;1) medible" si se cumplen:
1. g es una funci�on generatriz de densidad de dimensi�on n

2. P (X 2 B) =
R
B
g
�
x>x

�
dx, 8 B 2 Bn.

Nota 3.8.19
Sea X 2 SP (n) tal que X admite una densidad con respecto a la medida de Lebesgue sobre Rn, digamos fX. Por
el Teorema del cambio de variable tenemos que fX (�y) = f�>X (y), para cada � 2 O(n) e y 2 Rn. Pero, dado que

�>X $ X 8 � 2 O(n),

resulta que f�>X (y) = fX (y), para cada � 2 O(n) e y 2 Rn. Luego fX (�y) = fX (y), para cada � 2 O(n)
e y 2 Rn, es decir fX es O (n)�invariante. Se sigue por el Lema 2.2.19.11 y el Teorema 2.2.19.7 que existe
g : [0;1) �! [0;1) tal que

fX (x) = g
�
x>x

�
, 8 x 2 Rn.

Por lo tanto, son equivalentes:
1. X admite una densidad.
2. X admite una generatriz de densidad de dimensi�on n.

En este caso, por el Corolario anterior, tenemos queZ
Rn
g
�
x>x

�
dx =

�
n
2

�
�
n
2

� Z 1

0

y
n
2�1g(y)dy = 1.

Por lo tanto, una funci�on medible g : [0;1) �! [0;1) puede ser usada para de�nir una densidad cg
�
x>x

�
para

alguna distribuci�on esf�erica si y s�olo si Z 1

0

y
n
2�1g(y)dy <1.
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En este caso, escribimos X �Sn(g).

Teorema 3.8.20
Sean R : 
 �! [0;1) medible; n � 2 entero; U (n) � U(Sn); R y U (n) independientes; � 2 �n; X � Sn(�);
X $ RU (n) y g : [0;1) �! [0;1) una generatriz de densidad de dimensi�on n. Si X admite a g como generatriz de
densidad entonces R tiene densidad fR dada por

fR(t) =
2�

n
2

�
�
n
2

� tn�1g(t2), t 2 [0;1) .
Demostraci�on:

Notemos que X>X $
�
RU (n)

�> �
RU (n)

�
= R2

�
U (n)

�> �
U (n)

�
= R2, pues si U (n)(!) =

2664
U
(n)
1 (!)
...

U
(n)
n (!)

3775, entonces
�
U (n)(!)

�> �
U (n)(!)

�
=
Pn

j=1

�
U
(n)
j (!)

�2
= 1 para cada ! 2 
. Sea h : [0;1) �! [0;1) medible. Por de�nici�on

y por el Corolario 3.8.16 tenemos que

EP (h(R)) = EP

�
h
�p
X>X

��
=

Z
Rn
h
�p
x>x

�
fX (x) dx =

Z
Rn
h
�p
x>x

�
g
�
x>x

�
dx

=
�
n
2

�
�
n
2

� Z 1

0

y
n
2�1h (

p
y) g(y)dy. (3.8.20.1)

Sea s
:
=
p
y () ds = dy

2
p
y () dy = 2sds. Por (3.8.20.1) resulta que

EP (h(R)) =
2�

n
2

�
�
n
2

� Z 1

0

sn�1h (s) g(s2)ds. (3.8.20.2)

Sea fR : [0;1) �! [0;1) dada por fR(t) = 2�
n
2

�(n2 )
tn�1g(t2), t 2 [0;1). Por ser g una generatriz de densidad de

dimensi�on n y por Corolario 3.8.16 obtenemos que

1 =

Z
Rn
g
�
x>x

�
dx =

�
n
2

�
�
n
2

� Z 1

0

y
n
2�1g(y)dy =

Z 1

0

2�
n
2

�
�
n
2

�sn�1g(s2)ds = Z 1

0

fR(s)ds,

lo cual implica que fR es una densidad de probabilidad. Sea ahora C 2 B1 \ [0;1) y h
:
= XC . Seg�un (3.8.20.1)

PR(C) = EP (XC(R)) =
2�

n
2

�
�
n
2

� Z 1

0

sn�1XC (s) g(s2)ds =
Z
C

fR(s)ds.

Por lo tanto fR es una densidad de R. �

Corolario 3.8.21
Si X � Sn(g) entonces h : [0;1) �! [0;1) de�nida por

h(t)
:
=

�
n
2

�
�
n
2

� tn2�1g(t), 8 t 2 [0;1)
es una densidad de la variable aleatoria X>X.

Demostraci�on:
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Por el Teorema anterior sabemos que la densidad de fR est�a dada por

fR(t) =
2�

n
2

�
�
n
2

� tn�1g(t2)X[0;1)(t).

Sea h la funci�on densidad de la variableX>X = R2 y de�namos F : [0;1) �! [0;1) dada por F (t) := t2, t 2 [0;1).
Por el Teorema del cambio de variable tenemos que

h(t) = fR
�
F�1(t)

� ���� ddt �F�1(t)�
���� = fR

�p
t
� 1

2
p
t
=
2�

n
2

�
�
n
2

� tn�12 g(t)X[0;1)(t)
1

2
p
t
=

�
n
2

�
�
n
2

� tn2�1g(t)X[0;1)(t). �

3.9 Distribuciones el��pticas complejas

En esta secci�on presentamos una generalizaci�on de la distribuci�on Gaussiana compleja: la distribuci�on el�{ptica
compleja.

Sea n 2 N y sea F : R2n �! C2n� dada por F (x)
:
= Tnx una biyecci�on, donde Tn =

�
In iIn
In �iIn

�
. Para cada

B 2 B2n, escribimos F (B)
:
= fTnx : x 2 Bg.

De�nici�on 3.9.1
Llamamos \� � �algebra de Borel sobre C2n� ", y denotamos �

�
C2n�

�
, al conjunto fF (B) : B 2 B2ng.

De�nici�on 3.9.2
Sea �2n la medida de Lebesgue sobre

�
R2n;B2n

�
. Llamamos \medida de Lebesgue sobre

�
C2n� ; �

�
C2n�

��
" a

��2n(C)
:
= �2n(F ) (C) = �2n(F

�1 (C)), C 2 �
�
C2n�

�
.

Recordemos que, por la Proposici�on 3.1.3, T�1n = 1
2T

H
n . Luego F

�1(C) =

��
Re(z)
Im(z)

�
:

�
z
z�

�
2 C2n�

�
.

Nota 3.9.3
En la Secci�on 3.2 de�nimos sobre (Cn; � (Cn)) una medida que denotamos �2n(Icn), donde �2n es la medida de
Lebesgue sobre

�
R2n;B2n

�
e Icn es la biyecci�on de R2n sobre Cn dada por

Icn

��
x1
x2

��
= x1 + ix2,

�
x1
x2

�
2 R2n.

Ahora, si de�nimos In : Cn �! C2n� por

In(z)
:
=

�
z
z�

�
, z 2 Cn

tenemos que In es biyectiva. As��, a partir de � (Cn) (que de�nimos como � (Cn) = Icn (B2n)) y de In podemos
de�nir la ���algebra de C2n� como

C :
= In (� (Cn)) = In (Icn (B2n)) .

Tambi�en, a partir de la medida �2n(Icn) y de In podemos de�nir la medida �2n(Icn)(In) sobre
�
C2n� ; C

�
. Es

natural entonces preguntarnos las relaciones entre �
�
C2n�

�
de la De�nici�on 3.9.1 y C, y las relaciones entre ��2n de

la De�nici�on 3.9.2 y �2n(Icn)(In).

A�rmaci�on: C = �
�
C2n�

�
y ��2n = �2n(Icn)(In).
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Demostraci�on A�rmaci�on:
Notemos que F = In � Icn, entonces C = In (Icn (B2n)) = F (B2n) = �

�
C2n�

�
y

��2n(C) = �2n(F
�1 (C))

= �2n((In � Icn)�1 (C))
= �2n(I

�1
cn

�
I�1n (C)

�
)

= �2n(Icn)
�
I�1n (C)

�
= �2n(Icn)(In) (C) , 8 C 2 �

�
C2n�

�
. �

Proposici�on 3.9.4
1. Sea f : R2n �! [0;1) una �2n�densidad de probabilidad. Entonces ef : C2n� �! [0;1) dada por ef :

= f � F�1
es una ��2n�densidad de probabilidad.

2. Rec��procamente, sea ef : C2n� �! [0;1) una ��2n�densidad de probabilidad, entonces f : R2n �! [0;1) dada
por f = ef � F es una �2n�densidad de probabilidad.

Demostraci�on:
Bastar��a probar 1 pues la parte 2 es an�aloga. Por la De�nici�on anterior tenemos que, para cada C 2 �

�
C2n�

�
Z
C2n�

XCd��2n = ��2n(C) = �2n
�
F�1(C

�
) =

Z
R2n

XF�1(C)d�2n =

Z
R2n

(XC � F ) d�2n.

Luego, para toda eh : C2n� �! [0;1) �
�
C2n�

�
� medible vale queZ

C2n�

ehd��2n = Z
R2n

�eh � F� d�2n.
Entonces Z

C2n�

efd��2n = Z
R2n

� ef � F� d�2n = Z
R2n

�
f � F�1 � F

�
d�2n =

Z
R2n

fd�2n = 1.

Por lo tanto queda demostrada la Proposici�on. �

Proposici�on 3.9.5
Sean g : [0;1) �! [0;1) medible tal que 0 <

R1
0
tn�1g(t)dt < 1, X 2 L2

�

;F ; P ;R2n

�
, �

:
= E (X), �

:
= �(X)

y p : R2n �! [0;1) dada por

p (x)
:
=

cn(g)p
det (�)

g
�
(x� �)>��1 (x� �)

�
, x 2R2n,

donde cn(g)
:
= (n�1)!

�n
R1
0
tn�1g(t)dt

. Entonces p es una �2n�densidad de probabilidad.

Demostraci�on:
Como � es sim�etrica y de�nida positiva, existe L 2 R2n�2n matriz triangular inferior invertible tal que � = LL>.

Luego ��1 =
�
L�1

�>
L�1 y det (L) =

p
det (�), con lo cual

p (x) =
cn(g)

det (L)
g
�
(x� �)>

�
L�1

�>
L�1 (x� �)

�
=

cn(g)

det (L)
g
��
L�1 (x� �)

�> �
L�1 (x� �)

��
.
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Sea y
:
= L�1 (x� �) entonces dy = (det (L))

�1
dx. Se sigue por el Teorema del cambio de variable y por el

Corolario 3.8.16 que Z
R2n

pd�2n =
cn(g)

det(L)

Z
R2n

g
��
L�1 (x� �)

�> �
L�1 (x� �)

��
dx

= cn(g)

Z
R2n

g
�
y>y

�
dy

= cn(g)
�n

� (n)

Z 1

0

yn�1g(y)dy

=
(n� 1)!

�n
R1
0
tn�1g(t)dt

�n

� (n)

Z 1

0

yn�1g(y)dy

= 1. �

Notemos que, si tomamos a p como la densidad de X resulta que X � S2n (cn(g) � g).

Proposici�on 3.9.6 (Continuaci�on de la Proposici�on 3.9.5)
Sea Z = TnX. Entonces Z tiene una �

�
2n�densidad dada por

pZ (z) =
2ncn(g)p
det (H)

g
��
z� �

�H
H�1 �z� ��� ,

donde �
:
= Tn� y H

:
= Tn�T

H
n .

Demostraci�on:
Por la Proposici�on 3.3.3 sabemos queH = �(Z). Adem�as, comoX 2 L2

�

;F ; P ;R2n

�
entonces Z 2 L2 (
;F ; P ;Cn).

Luego se sigue por la Proposici�on 3.3.15 que H es semide�nida positiva, con lo cual�
z� �

�H
H�1 �z� �� � 0, 8 z 2 C2n� .

Notemos que, por la Proposici�on 3.9.4, es su�ciente ver que pZ = p � F�1. Sean z 2 C2n� y x = 1
2T

H
n z arbitrarios.

Puesto que

��1 = THn H
�1Tn, � =

1

2
THn �, In =

1

2
TnT

H
n y det (�) = 2�2n det (H)

entonces

p
�
F�1 (z)

�
= p (x)

=
cn(g)p
det (�)

g
�
(x� �)H ��1 (x� �)

�
=

cn(g)p
det (�)

g

 �
1

2
THn z�

1

2
THn �

�H �
THn H

�1Tn
��1
2
THn z�

1

2
THn �

�!

=
cn(g)p
det (�)

g

��
z� �

�H 1
2
TnT

H
n H

�1Tn
1

2
THn

�
z� �

��
=

cn(g)p
det (�)

g
��
z� �

�H
H�1 �z� ���

=
2ncn(g)p
det (H)

g
��
z� �

�H
H�1 �z� ��� = pZ (z) . �

De�nici�on 3.9.7

En el caso de la Proposici�on anterior decimos que \Z; tal que Z =

�
Z
Z�

�
; tiene densidad el�{ptica compleja bajo P;

con par�ametros � 2 C2n� ; H 2 Wn�n y g : [0;1) �! [0;1)". En s��mbolos Z � EC
�
n; �; H; g

�
.
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Proposici�on 3.9.8
Si Z � EC

�
n; �; H; g

�
y Z es propio entonces

pZ (z) =
2ncn(g)

det (� (Z))
g
�
2 (z� �)H (� (Z))�1 (z� �)

�
con z =

�
z
z�

�
y � =

�
�
��

�
.

Demostraci�on:

Por la Proposici�on 3.3.3 y por ser Z propio tenemos que H =

�
� (Z) 0
0 � (Z)

�

�
. Entonces

�
z� �

�H
H�1 �z� �� =

�
z� �
(z� �)�

�H "
� (Z)

�1
0

0
�
� (Z)

���1
# �

z� �
(z� �)�

�

=
h
(z� �)H (z� �)>

i " � (Z)
�1
(z� �)�

� (Z)
���1

(z� �)�

#
= (z� �)H � (Z)�1 (z� �) + (z� �)>

�
� (Z)

���1
(z� ��) .

Como vimos en la demostraci�on de la Proposici�on 3.3.15, � (Z) es semide�nida positiva y hermitiana, lo cual implica
que

(z� �)H � (Z)�1 (z� �) + (z� �)>
�
� (Z)

���1
(z� �)� = 2 (z� �)H � (Z)�1 (z� �) y

det (H) = det (� (Z)) det
�
� (Z)

��
= det (� (Z)) det

�
� (Z)

>
�
= [det (� (Z))]

2
.

Ahora, por la Proposici�on 3.9.6, tenemos que

pZ (z) =
2ncn(g)p
det (H)

g
��
z� �

�H
H�1 �z� ��� = 2ncn(g)

jdet (� (Z))jg
�
2 (z� �)H � (Z)�1 (z� �)

�
.

Queda entonces culminada de prueba. �

Podemos generalizar el concepto dado en la De�nici�on 3.9.7 trabajando con H 2 Wn�n no necesariamente igual a
� (Z) para Z 2 L2 (
;F ; P ;Cn).

De�nici�on 3.9.9
Sean g : [0;1) �! [0;1) medible, � 2 C2n� , H 2 Wn�n de�nida positiva, cn(g) > 0 tal que

cn(g)p
det (H)

Z
C2n�

g
��
z� �

�H
H�1 �z� �����2n (dz) = 1.

Entonces decimos que \p : C2n� �! [0;1) dada por

p (z)
:
=

cn(g)p
det (H)

g
��
z� �

�H
H�1 �z� ���

es una densidad el�{ptica generalizada compleja de par�ametros : n; �; H y g". En s��mbolos Z � EGC
�
n; �; H; g

�
.

Ejemplo 3.9.10 (El��ptica generalizada compleja Gaussiana)
Como en la De�nici�on 3.9.9 con g dada por

g(t)
:
= exp

�
�t
2

�
, t 2 [0;1) .
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Ejemplo 3.9.11 (El��ptica generalizada compleja t�multivariada con m�grados de libertad)
Como en la De�nici�on 3.9.9 con g dada por

g(t)
:
=

�
1 +

t

m

��n�m
2

, t 2 [0;1) .

Si m = 1 ser�a el ejemplo de El�{ptica generalizada compleja Cauchy.

Veamos el siguiente caso particular de una Cauchy. Sean n = 1, �
:
=

�
0
0

�
, H

:
=

�
1 �
�� 1

�
con � 2 C tal que j�j < 1,

y g : [0;1) �! [0;1) dada por g(t) := (1 + t)�
3
2 , t > 0. Entonces

p (z) =
1

2�

q
1� j�j2

241 + 2 jzj2 � 2Re
�
� (z�)

2
�

1� j�j2

35�
3
2

.

Demostraci�on:

Notemos que det (H) = 1� j�j2 entonces H�1 = 1
1�j�j2

�
1 ��
��� 1

�
. Luego, para cada z =

�
z
z�

�
2 C2�, tenemos que

zHH�1z =
1

1� j�j2
�
z
z�

�H �
1 ��
��� 1

� �
z
z�

�
=

1

1� j�j2
�
z� z

� � z � �z�
���z + z�

�
=

1

1� j�j2
[z� (z � �z�) + z (���z + z�)] = 1

1� j�j2
h
2 jzj2 � 2Re

�
� (z�)

2
�i

=
2 jzj2 � 2Re

�
� (z�)

2
�

1� j�j2
.

Adem�as c1(g) =
1

�
R1
0
(1+t)�

3
2 dt

y, como
R1
0
(1 + t)

� 3
2 dt =

R1
0
u�

3
2 du = 2, resulta que c1(g) =

1
2� . Ahora, por la

De�nici�on 3.9.9, obtenemos que

p (z) =
c1(g)p
det (H)

g
�
zHH�1z

�
=

1

2�

q
1� j�j2

g

0@2 jzj2 � 2Re
�
� (z�)

2
�

1� j�j2

1A

=
1

2�

q
1� j�j2

241 + 2 jzj2 � 2Re
�
� (z�)

2
�

1� j�j2

35�
3
2

. �

3.10 Estad��sticas su�cientes para C�matrices de covarianza: la dis-
tribuci�on de Wishart compleja

En esta secci�on, establecemos que la matriz de covarianza muestral aumentada y el vector medio muestral
aumentado son un par de estad��sticos su�cientes para estimar la matriz de covarianza y el vector medio aumentado
de un vector aleatorio complejo Z con distribuci�on Gaussiana compleja. Adem�as, presentamos la distribuci�on de
Wishart compleja.

Lema 3.10.1

Sean n � 2 entero, A :
=

264a11 � � � a1n
...

. . .
...

an1 � � � ann

375 2 Cn�n y v :
=

264v1...
vn

375 2 Cn. Entonces vHAv = tr
�
AvHv

�
.
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Demostraci�on:
Por un lado tenemos que

AvHv =

264a11 � � � a1n
...

. . .
...

an1 � � � ann

375
264v1v

�
1 � � � v1v

�
n

...
. . .

...
vnv

�
1 � � � vnv

�
n

375 =
264
Pn

j=1 a1jvjv
�
1 � � �

Pn
j=1 a1jvjv

�
n

...
. . .

...Pn
j=1 anjvjv

�
1 � � �

Pn
j=1 anjvjv

�
n

375 ,
por lo que tr

�
AvHv

�
=
Pn

k=1

Pn
j=1 akjvjv

�
k. Por otra parte

vHAv =
�
v�1 � � � v�n

� 264a11 � � � a1n
...

. . .
...

an1 � � � ann

375
264v1...
vn

375 = �v�1 � � � v�n
� 264
Pn

j=1 a1jvj
...Pn

j=1 anjvj

375 = nX
k=1

nX
j=1

akjvjv
�
k.

Por lo tanto vHAv = tr
�
AvHv

�
. �

Ejemplo 3.10.2 (Una forma de inter�es de expresar la densidad conjunta de una muestra aleatoria de
una Gaussiana)

Sean M � 2 entero, � 2 R, � > 0, X � N
�
�; �2

�
, X

:
=

264X1

...
XM

375 una muestra aleatoria de tama~no M de X y

pX : RM �! [0;1) la densidad de X. Entonces

pX (x) =
�
2��2

��M
2 exp

"
� 1

2�2

MX
m=1

(xm � x)2
#
exp

264�1
2

(x� �)2�
�p
M

�2
375 , x =

264 x1...
xM

375 2 RM ;
donde x

:
= 1

M

PM
m=1 xm.

Demostraci�on:
Ya sabemos que

pX (x) =
�
2��2

��M
2 exp

"
�1
2

MX
m=1

(xm � �)2

�2

#
. (3.10.2.1)

Ahora, teniendo en cuenta que
PM

m=1(xm � x)(x� �) = 0, resulta que
MX
m=1

(xm � �)2

�2
=

MX
m=1

[(xm � x) + (x� �)]2

�2

=

MX
m=1

�
xm � x)2 + 2(xm � x)(x� �) + (x� �

�2
�2

=
MX
m=1

(xm � x)2
�2

+
2

�2

MX
m=1

(xm � x)(x� �) +
MX
m=1

(x� �)2
�2

=
MX
m=1

(xm � x)2
�2

+
M(x� �)2

�2
.

Finalmente, reemplazando en (3.10.2.1), obtenemos que

pX (x) =
�
2��2

��M
2 exp

"
�1
2

MX
m=1

(xm � x)2
�2

#
exp

�
�1
2

M(x� �)2
�2

�

=
�
2��2

��M
2 exp

"
� 1

2�2

MX
m=1

(xm � x)2
#
exp

264�1
2

(x� �)2�
�p
M

�2
375 ,
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lo que prueba la igualdad propuesta en el ejemplo. �

Ahora extendemos el resultado del Ejemplo anterior al caso en que Z � NCn;I
�
�;�

�
, siendo

�
:
= E (Z) = E

��
Z
Z�

��
y �

:
= �(Z) =

"
� (Z) e� (Z)e� (Z)� � (Z)

�

#
.

Sean M � 2 entero y Z
:
= (Z1; :::; ZM )

>
una muestra aleatoria de tama~no M de Z (es decir Z1; :::; ZM son

C�vectores aleatorios independientes y todos con distribuci�on NCn;I
�
�;�

�
).

Proposici�on 3.10.3
Z es un C�vector aleatorio de dimensi�on nM con una densidad (con respecto a la medida �2Mn (Ic;Mn)) dada por

fZ

�
(z1; :::; zM )

>
�

= ��nM [det (�)]
�M

2 exp

"
�1
2

MX
m=1

�
zm � �

�H
��1

�
zm � �

�#

= ��nM [det (�)]
�M

2 exp

�
�M
2
tr
�
��1S (z)

��
exp

�
�M
2

�
z� �

�H
��1

�
z� �

��
,

donde

z
:
=
�
z1; :::; zM

�> 2 C2nM� , z
:
=
1

M

MX
m=1

zm y S (z)
:
=
1

M

MX
m=1

�
zm � z

� �
zm � z

�H
.

Demostraci�on:
Aplicando el Lema 3.10.1 para cada m = 1; :::;M tenemos que�

zm � �
�H
��1

�
zm � �

�
= tr

h
��1

�
zm � �

� �
zm � �

�Hi
.

Luego

MX
m=1

�
zm � �

�H
��1

�
zm � �

�
=

MX
m=1

tr
h
��1

�
zm � �

� �
zm � �

�Hi
= tr

(
MX
m=1

h
��1

�
zm � �

� �
zm � �

�Hi)

= tr

(
��1

MX
m=1

h�
zm � �

� �
zm � �

�Hi)

= Mtr

(
��1

1

M

MX
m=1

h�
zm � �

� �
zm � �

�Hi)
.

Pero

1

M

MX
m=1

�
zm � �

� �
zm � �

�H
=

1

M

MX
m=1

��
zm � z

�
+
�
z� �

�� ��
zm � z

�
+
�
z� �

��H
=

1

M

MX
m=1

�
zm � z

� �
zm � z

�H
+
1

M

MX
m=1

�
zm � z

� �
z� �

�H
+
1

M

MX
m=1

�
z� �

� �
zm � z

�H
+
1

M

MX
m=1

�
z� �

� �
z� �

�H
=

1

M

MX
m=1

�
zm � z

� �
zm � z

�H
+
�
z� �

� �
z� �

�H
= S (z) +

�
z� �

� �
z� �

�H
,
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con lo cual

MX
m=1

�
zm � �

�H
��1

�
zm � �

�
= Mtr

h
��1S (z) + ��1

�
z� �

� �
z� �

�Hi
= Mtr

�
��1S (z)

�
+Mtr

h
��1

�
z� �

� �
z� �

�Hi
= Mtr

�
��1S (z)

�
+M

�
z� �

�H
��1

�
z� �

�
.

Finalmente se sigue que

exp

"
�1
2

MX
m=1

�
zm � �

�H
��1

�
zm � �

�#
= exp

�
�M
2
tr
�
��1S (z)

��
exp

�
�M
2

�
z� �

�H
��1

�
z� �

��
y, por ende, queda demostrada la Proposici�on. �

Observaci�on 3.10.4

S (z) =

"
S (z) eS (z)eS (z)� S (z)

�

#
,

donde

S (z)
:
=

1

M

MX
m=1

(zm � z) (zm � z)H , eS (z) := 1

M

MX
m=1

(zm � z) (zm � z)> ,

z = (z1; :::; zM )
>
, z =

1

M

MX
m=1

zm y z =

�
z
z�

�
.

A la matriz S (z) la llamamos \matriz de covarianza muestral aumentada" y a las matrices S (z) y eS (z) las
llamamos \matriz de covarianza muestral" y \matriz de pseudocovarianza muestral", respectivamente.

Demostraci�on:
Para cada m = 1; :::;M tenemos que

zm � z =
�
zm
(zm)

�

�
�
�
z
(z)

�

�
=

�
zm � z

(zm)
� � (z)�

�
,

entonces �
zm � z

� �
zm � z

�H
=

�
zm � z
(zm � z)�

� h
(zm � z)H (zm � z)>

i
=

"
(zm � z) (zm � z)H (zm � z) (zm � z)>

(zm � z)� (zm � z)H (zm � z)� (zm � z)>

#

=

"
(zm � z) (zm � z)H (zm � z) (zm � z)>�
(zm � z) (zm � z)>

�� �
(zm � z) (zm � z)H

��# .
Por lo tanto

S (z) =
1

M

MX
m=1

�
zm � z

� �
zm � z

�H
=

"
1
M

PM
m=1 (zm � z) (zm � z)

H 1
M

PM
m=1 (zm � z) (zm � z)

>

1
M

PM
m=1

�
(zm � z) (zm � z)>

��
1
M

PM
m=1

�
(zm � z) (zm � z)H

��#

=

"
S (z) eS (z)eS (z)� S (z)

�

#
. �
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Notaci�on 3.10.5
Sea n � 2 entero. Denotamos por

Cov (n� n) =
�
� 2 Wn�n : existen (
;F ; P ) e:p: y Z 2 L2 (
;F ; P ;Cn) tales que � = �(Z)

	
.

Nota 3.10.6:
Apelando al Teorema de factorizaci�on de Fisher-Neyman podemos deducir, por la Proposici�on 3.10.3, que la funci�on
de�nida por

(z1; :::; zM )
> �! (z; S (z))

>
, 8 (z1; :::; zM )> 2 CM ,

es una estad��stica su�ciente para estimar los par�ametros en la familia
�
NCn;I

�
�;�

�
: � 2 C2n� y � 2 Cov (n� n)

	
.

Distribuci�on de Wishart compleja.

Supongamos ahora que E(Z) = 0 entonces � = E (Z) = 0. Sean X1
:
= Re (Z) y X2

:
= Im (Z). Para cada

m = 1; :::;M sean X1;m
:
= Re (Zm) y X2;m

:
= Im (Zm). Consideremos tambi�en X

:
=

�
X1

X2

�
y Xm

:
=

�
X1;m

X2;m

�
. Por lo

estudiado en la Secci�on 3.4 sabemos que X � N2n (0;� (X)) con

� (X) = T�1n � (Z)
�
THn
��1

=
1

4
THn � (Z)Tn:

Sea X la matriz aleatoria 2n�M cuya m��esima columna es el vector aleatorio Xm. Es decir X =
�
X1 � � � XM

�
.

Entonces W2n
:
= X (X)> es una matriz aleatoria 2n � 2n cuya distribuci�on llamamos \Wishart de dimensi�on 2n

con M grados de libertad y par�ametro � (X)". En s��mbolos W2n �W2n (� (X) ;M).

Extendemos ahora la distribuci�on de Wishart a los complejos. Para ello procedemos de manera similar a la realizada

en la Secci�on 3.4. Notemos que Zm =

�
Zm
(Zm)

�

�
= TnXm, 8 m = 1; :::;M . Por lo tanto Z =

264 Z1...
ZM

375 = TnX. Luego

Z � ZH = TnX (TnX)H = TnX (X)> THn = TnW2nT
H
n .

SeaW 2n
:
= Z �ZH . Es natural entonces llamar \distribuci�on de Wishart compleja de dimensi�on 2n con M grados

de libertad y par�ametro � (Z)", a la distribuci�on de W 2n. En s��mbolos W 2n �WC2n (� (Z) ;M).

3.11 Funciones caracter��sticas de C� v:a:

La funci�on caracter��stica es una caracterizaci�on equivalente de la funci�on de densidad de probabilidad de un
vector aleatorio y trabajar con ella puede ser m�as conveniente. En esta secci�on nos concentramos en estudiar esta
funci�on. En particular analizamos la funci�on caracter��stica de un C�vector aleatorio con distribuci�on el�{ptica
compleja, obteniendo dos expresiones para la misma. De�nimos los vectores aleatorios complejos con distribuci�on
el�{ptica generalizada compleja y, �nalmente, establecemos una simple conexi�on entre la matriz de covarianza
aumentada y el par�ametro H.

Sean (
; � (
) ; P ) e:p:, n 2 N, X1;X2 : 
 �! Rn vectores aleatorios, Z : 
 �! Cn de�nido por

132



Z (!)
:
= X1 (!) + iX2 (!), 8 ! 2 
, X

:
=

�
X1

X2

�
y Z

:
= TnX =

�
Z
Z�

�
.

De�nici�on 3.11.1
Llamamos \funci�on caracter�{stica del vector Z" a cZ : Cn �! C dada por

cZ(z)
:
= c(X1;X2) (x;y) = EP

�
exp

�
i
�
x>X1 + y

>X2

��	
, 8 z = x+ iy 2 Cn.

Proposici�on 3.11.2
Se cumple cZ(z) = EP

�
exp

�
iRe

�
zHZ

��	
= EP

�
exp

�
i
2z
HZ
��
, 8 z 2 Cn.

Demostraci�on:
Sea z = x + iy 2 Cn arbitrario. Como zHZ =

�
x> � iy>

�
(X1 + iX2) =

�
x>X1 + y

>X2

�
+ i
�
x>X2 � y>X1

�
entonces

Re
�
zHZ

�
= x>X1 + y

>X2.

Adem�as

zHZ =
�
zH z>

� � Z
Z�

�
= zHZ+ z>Z�

=
�
x> � iy>

�
(X1 + iX2) +

�
x> + iy>

�
(X1 � iX2)

= 2
�
x>X1 + y

>X2

�
,

con lo cual z
HZ
2 = x>X1 + y

>X2. �

Funci�on caracter��stica de un C�vector aleatorio con distribuci�on el��ptica.

Sean 1 � k � 2n; �1 y �2 en Rn; �
:
=

�
�1
�2

�
2 R2n; � 2 R2n�2n matriz sim�etrica semide�nida positiva tal que

rg (�) = k; A 2 Rk�2n tal que A>A = � y � : [0;1) �! C.

Lema 3.11.3

Sean H1 y H2 en Cn�n tales que
�
H1 H2

H�
2 H1

�
= H

:
= Tn�T

H
n . Entonces

1. H es hermitiana

2. H1 es hermitiana

3. zHH1z 2 R, 8 z 2 Cn

Demostraci�on:
1. Como H = Tn�T

H
n entonces

HH =
�
Tn�T

H
n

�H
= Tn�

HTHn = Tn�T
H
n = H.

2. Puesto que HH = H y

HH =

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�H
=

�
HH
1 H�H

2

HH
2 H�H

1

�
=

�
HH
1 H>

2

HH
2 H>

1

�
resulta que HH

1 = H1.

3. Sea z = x+ iy 2 Cn arbitrario con x e y 2 Rn. Pongamos H1 = A1 + iB1 con A1 y B1 en Rn�n. Como H1 es
hermitiana, por la Proposici�on 3.1.11, se sigue que A1 = A>1 y B1 = �B>1 ; con lo cual
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zHH1z =
�
x> � iy>

�
(A1 + iB1) (x+ iy)

=
�
x> � iy>

�
(A1x�B1y + iA1y + iB1x)

= x>A1x� x>B1y + y>A1y + y>B1x+ i
�
x>A1y + x

>B1x� y>A1x+ y>B1y
�
.

Ahora, como x>A1y 2 R entonces

x>A1y =
�
x>A1y

�>
= y>A>1 x = y

>A1x,

lo cual implica que x>A1y � y>A1x = 0. Tambi�en, como y>B1y + x>B1x 2 R tenemos que

y>B1y + x
>B1x =

�
y>B1y + x

>B1x
�>

= y>B>1 y + x
>B>1 x

= �
�
y>B1y + x

>B1x
�
,

es decir y>B1y + x
>B1x = 0. Por lo tanto Im

�
zHH1z

�
= 0. Queda entonces terminada la prueba del Lema. �

Supongamos ahora que

X =

�
X1

X2

�
� EC2n (�;�; A; k; �)

(recordar la De�nici�on 3.8.2). Por la Proposici�on 3.8.3, sabemos que la funci�on caracter��stica deX es cX : R2n �! C
dada por

cX (t) = exp
�
it>�

�
�
�
t>�t

�
, 8 t 2 R2n (�)

Sea Z = X1 + iX2.

De�nici�on 3.11.4 (Extensi�on de la De�nici�on 3.9.7)
Decimos que \Z tiene distribuci�on el�{ptica compleja con par�ametros �

:
= Tn� 2 C2n� ; H

:
= Tn�T

H
n 2 Wn�n y

� : [0;1) �! C". En s��mbolos
Z � EC

�
n;�;H; �

�
.

Proposici�on 3.11.5
La funci�on caracter��stica de Z es cZ : Cn �! C dada por

cZ(z) = exp

�
i

2
� zH � �

�
�

�
1

4
� zH �H � z

�
= exp

�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
�

�
1

2
zHH1z+

1

2
Re
�
zHH2z

��� , 8 z 2 Cn,
donde � =

�
�1
�2

�
.

Demostraci�on:
Sea z = x + iy 2 Cn arbitrario con x, y 2 Rn. Comprobemos la primera igualdad. Por la De�nici�on 3.11.1 y por
(�) tenemos que

cZ(z) = EP
�
exp

�
i
�
x>X1 + y

>X2

��	
= cX

��
x
y

��
= exp

�
i
�
x> y>

� ��1
�2

��
�

��
x> y>

�
�

�
x
y

��
. (3.11.5.1)

Sea z = Tn

�
x
y

�
entonces

�
x
y

�
= T�1n z = 1

2T
H
n z, por lo que

�
x> y>

�
=

�
x
y

�>
=

�
x
y

�H
=

�
1

2
THn z

�H
=
1

2
zHTn.
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Luego

exp

�
i
�
x> y>

� ��1
�2

��
= exp

�
i
1

2
zHTn

�
�1
�2

��
= exp

�
i
1

2
zH�

�
y

�
x> y>

�
�

�
x
y

�
=

1

4
zHTn�T

H
n z =

1

4
� zH �H � z.

Reemplazando en (3.11.5.1) concluimos que

cZ(z) = exp

�
i

2
� zH � �

�
�

�
1

4
� zH �H � z

�
.

Ahora veri�quemos la segunda igualdad. Por un lado tenemos que

zH� =

�
z
z�

�H �
�
��

�
=
�
x> � iy> x> + iy>

� ��1 + i�2
�1 � i�2

�
=

�
x> � iy>

�
(�1 + i�2) +

�
x> + iy>

�
(�1 � i�2) = 2

�
x>�1 + y

>�2
�
,

mientras que, por otro lado

zH (�1 + i�2) =
�
x> � iy>

�
(�1 + i�2) =

�
x>�1 + y

>�2
�
+ i
�
x>�2 � y>�1

�
.

As��
zH� = 2Re

�
zH (�1 + i�2)

�
,

lo cual implica que

exp

�
i

2
zH�

�
= exp

�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
. (3.11.5.2)

Teniendo en cuenta que, por el Lema anterior, zHH1z 2 R obtenemos que

1

4
� zH �H � z =

1

4

�
zH z>

� �H1 H2

H�
2 H�

1

� �
z
z�

�
=

1

4

�
zHH1z+ z

>H�
2z+ z

HH2z
� + z>H�

1z
��

=
1

4

h
zHH1z+

�
zHH2z

��� + zHH2z
� +

�
zHH1z

��i
=

1

2

��
zHH1z

�
+Re

�
zHH2z

��� .
Luego

�

�
1

4
� zH �H � z

�
= �

�
1

2
zHH1z+

1

2
Re
�
zHH2z

��� . (3.11.5.3)

De (3.11.5.2) y (3.11.5.3) obtenemos que

cZ(z) = exp
�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
�

�
1

2
zHH1z+

1

2
Re
�
zHH2z

��� .
Por lo tanto queda �nalizada la demostraci�on. �

Ejemplo 3.11.6
Sea X como en el Ejemplo 3.8.6. Esto es X � N2n (�;�) y � : [0;1) �! C dada por

� (u)
:
= exp

�
�u
2

�
, 8 u � 0.
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En este caso H = �(Z) =

"
� (Z) e� (Z)e� (Z)� � (Z)

�

#
, con Z = X1 + iX2 y X =

�
X1

X2

�
. Luego, por la Proposici�on anterior,

cZ(z) = exp
�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
�

�
1

2
zH� (Z) z+

1

2
Re
�
zH e� (Z) z��

= exp
�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
exp

�
�1
4
zH� (Z) z� 1

4
Re
�
zH e� (Z) z�� .

Por lo tanto, si Z es propio, entonces

cZ(z) = exp
�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
exp

�
�1
4
zH� (Z) z

�
.

De�nici�on 3.11.7 (Extensi�on de la De�nici�on 3.11.4)

Decimos que \Z tiene distribuci�on el�{ptica generalizada compleja con par�ametros � 2 Cn y H :
=

�
H1 H2

H�
2 H�

1

�
2

Wn�n semidefinida positiva" si la funci�on caracter��stica de Z es cZ : Cn �! C dada por

cZ(z) = exp

�
i

2
� zH � �

�
�

�
1

4
� zH �H � z

�
, 8 z 2 Cn.

En s��mbolos Z � EGC
�
n;�;H; �

�
.

Proposici�on 3.11.8

Si Z � EGC
�
n;�;H; �

�
entonces

cZ(z) = exp
�
iRe

�
zH (�1 + i�2)

�	
�

�
1

2
zHH1z+

1

2
Re
�
zHH2z

��� , 8 z 2 Cn.
Demostraci�on:
Es una consecuencia directa de la De�nici�on anterior y de la Proposici�on 3.11.5. �

Proposici�on 3.11.9

Sea Z 2 L2 (
; � (
) ; P ;C) tal que Z � EGC (1; 0;H; �) con H de�nida positiva. Entonces

� (Z) =

24EP �jZj2� EP
�
Z2
�

EP
�
Z2
��

EP

�
jZj2

�35 = cH,

donde c = �2�
0
(0).

Demostraci�on:
Por la De�nici�on 3.11.7, tenemos que cZ(z) = �

�
1
4 � z

H �H � z
�
, 8 z 2 C. Como Z 2 L2 (
; � (
) ; P ;C) sabemos,

por el Teorema 2.2.10, que cZ 2 C2r (C;C). (3.11.9.1)

A�rmaci�on 1: � 2 C2r ((0;1) ;C)

Demostraci�on A�rmaci�on 1:

Como H es de�nida positiva, en particular tenemos que

�
z
0

�H �
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
z
0

�
> 0, para todo z 2 C� f0g. Pero

�
z
0

�H �
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
z
0

�
=
�
z� 0

� �H1z
H�
2 z

�
= z�H1z = jzj2H1,
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lo cual nos dice que H1 > 0. Nuevamente, usando que H es de�nida positiva, sabemos que�
1
1

�H �
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
1
1

�
> 0,

pero �
1
1

�H �
H1 H2

H�
2 H�

1

� �
1
1

�
=
�
1 1

� �H1 H2

H�
2 H1

� �
1
1

�
= H1 +H

�
2 +H2 +H1 = 2 [H1 +Re (H2)] ,

entonces H1 +Re (H2) > 0. Ahora, sea t > 0 y de�nimos z
:
=
q

2t
H1+Re(H2)

2 R. Luego

cZ(z) = �

�
1

4
� zH �H � z

�
= �

�
1

4

�
z z

� �H1 H2

H�
2 H1

� �
z
z

��
= � (t) ,

para todo z 2 C. De aqu�� sigue la A�rmaci�on, por (3.11.9.1). Ahora, por el Corolario 2.2.11, tenemos que

EP
�
Z2
�
= �4 @2

(@��)
2 (cZ)(0) y EP

�
jZj2

�
= �4 @2

@�@��
(cZ)(0).

A�rmaci�on 2: Se cumplen

1. @2

(@��)2
(cZ)(0) =

1
2H

�
2�

0
(0)

2. @2

@�@�� (cZ)(0) =
1
2H2�

0
(0)

Demostraci�on A�rmaci�on 2:
Por la De�nici�on 1.5.6 tenemos que

@2

(@��)
2 (cZ)(0) =

1

4

�
D2
r(cZ)(0)(1; 1) + 2iD

2
r(cZ)(0)(1; i)�D2

r(cZ)(0)(i; i)
�
y

@2

@�@��
(cZ)(0) =

1

4

�
D2
r(cZ)(0)(1; 1) +D

2
r(cZ)(0)(i; i)

�
. (3.11.9.2)

Sean ahora u, v : R2 �! R dadas por u(x; y) := Re (cZ(x+ iy)) y v(x; y)
:
= Im (cZ(x+ iy)), 8 (x; y) 2 R2. Por la

Proposici�on 1.4.22 tenemos que

D2
r(cZ)(0)(1; 1) = D2

1(u)(0; 0) + iD
2
1(v)(0; 0),

D2
r(cZ)(0)(i; i) = D2

2(u)(0; 0) + iD
2
2(v)(0; 0) y

D2
r(cZ)(0)(1; i) = D2D1(u)(0; 0) + iD2D1(v)(0; 0). (3.11.9.3)

Por otra parte, por la Proposici�on anterior sabemos que

cZ(z) = �

�
1

2
z�H1z +

1

2
Re (z�H2z

�)

�
= �

�
1

2
jzj2H1 +

1

2
Re
�
(z�H2z

�)
���

= �

�
1

2
jzj2H1 +

1

2
Re
�
z2H2

��
= �

�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

��
, 8 z = x+ iy.

Luego

u(x; y) = Re

�
�

�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

���
y

v(x; y) = Im

�
�

�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

���
.
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De aqu��, no es dif��cil probar que

D1(u)(x; y) = Re

�
�
0
�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

���
fxH1 +Re [(x+ iy)H

�
2 ]g ,

D1(v)(x; y) = Im

�
�
0
�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

���
fxH1 +Re [(x+ iy)H

�
2 ]g ,

D2(u)(x; y) = Re

�
�
0
�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

���
fyH1 +Re [(x+ iy)H

�
2 i]g y

D2(v)(x; y) = Im

�
�
0
�
1

2

�
x2 + y2

�
H1 +

1

2
Re
�
(x+ iy)

2
H2

���
fyH1 +Re [(x+ iy)H

�
2 i]g .

De estas igualdades es directo obtener que

D2
1(u)(0; 0) = [H1 +Re (H

�
2 )] Re

�
�
0
(0)
�
,

D2
1(v)(0; 0) = [H1 +Re (H

�
2 )] Im

�
�
0
(0)
�
,

D2
2(u)(0; 0) = [H1 � Re (H�

2 )] Re
�
�
0
(0)
�
,

D2
2(v)(0; 0) = [H1 � Re (H�

2 )] Im
�
�
0
(0)
�
,

D2D1(u)(0; 0) = Im (H2)Re
�
�
0
(0)
�
y

D2D1(v)(0; 0) = Im(H2) Im
�
�
0
(0)
�
. (3.11.9.4)

Finalmente, reemplazando en (3.11.9.3) las correspondientes f�ormulas de (3.11.9.4) y luego por las f�ormulas de
(3.11.9.2) se prueba la A�rmaci�on 2. Ahora, usando la A�rmaci�on 2, obtenemos que

EP
�
Z2
�
= �2H�

2�
0
(0) y EP

�
jZj2

�
= �2H2�

0
(0) .

Por lo tanto � (Z) =

24EP �jZj2� EP
�
Z2
�

EP
�
Z2
��

EP

�
jZj2

�35 = cH con c = �2�
0
(0). �

3.12 C�invariancia por rotaci�on

Hemos llegado �nalmente a la �ultima secci�on de este cap��tulo, en donde de�nimos los C� vectores aleatorios
invariantes por rotaci�on. Analizamos la esperanza, covarianza y pseudocovarianza de estos vectores y obtenemos
un resultado que caracteriza f�acilmente a las variables aleatorias con distribuci�on el��ptica generalizada compleja e
invariantes por rotaci�on.

Sean (
; � (
) ; P ) e:p: y Z : 
 �! Cn un C�vector aleatorio de dimensi�on n.

De�nici�on 3.12.1
Decimos que \Z es C� invariante por rotaci�on (o simplemente C� IR)" si PZ = Pexp(i�)Z, 8 � 2 R.

Proposici�on 3.12.2
Sea Z 2 L1 (
; � (
) ; P ;Cn). Si Z es C� IR entonces EP (Z) = 0.

Demostraci�on:
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Como jexp (i�)Zj = jZj para todo � 2 R y Z 2 L1 (
; � (
) ; P ;Cn) entonces exp (i�)Z 2 L1 (
; � (
) ; P ;Cn), 8
� 2 R. Ahora, como Z es C � IR entonces EP (Z) = EP [exp (i�)Z] = exp (i�)EP (Z), 8 � 2 R. En particular,
tomando � = �, resulta que EP (Z) = exp (i�)EP (Z) = �EP (Z). Por lo tanto EP (Z) = 0. �

Notaci�on 3.12.2
Para cada � 2 R y Z : 
 �! Cn medible, denotamos Z�

:
= exp (i�)Z.

Proposici�on 3.12.3
Sea Z 2 L2 (
; � (
) ; P ;Cn). Si Z es C� IR entonces �P (Z�) = �P (Z), 8 � 2 R.

Demostraci�on:
Por la Proposici�on anterior EP (Z) = 0, lo cual implica que EP (Z�) = 0 8 � 2 R. Luego

�P (Z�) = EP
�
Z�Z

H
�

�
= EP

n
[exp (i�)Z] [exp (i�)Z]

H
o
= EP

h
exp (i�)ZZH exp (�i�)

i
= exp (i�)EP

�
ZZH

�
exp (�i�) = EP

�
ZZH

�
= �P (Z),8 � 2 R. �

Proposici�on 3.12.4
Sea Z 2 L2 (
; � (
) ; P ;Cn). Si Z es C� IR entonces e�P (Z) = 0.
Demostraci�on:
Por la Proposici�on 3.12.1 EP (Z) = 0, con lo cual EP (Z�) = 0 para todo � 2 R. Luego

e�P (Z�) = EP
�
Z�Z

>
�

�
= EP

h
exp (i�)ZZ> exp (i�)

i
= exp (2i�)EP (ZZ

>) = exp (2i�) e�P (Z) , 8 � 2 R.
Adem�as, como Z $ Z� 8 � 2 R entonces e�P (Z) = e�P (Z�) 8 � 2 R. Por lo tantoe�P (Z) = exp (2i�) e�P (Z) 8 � 2 R y,
tomando � = �

2 , obtenemos que
e�P (Z) = 0 . �

Lema 3.12.5
Sean U � C abierto, A � R abierto, f : U �! A R�diferenciable en z 2 U y g : A �! R diferenciable en f(z).
Entonces g � f es R�diferenciable en z y se cumplen

1. Dr (g � f) (z) = D(g)(f(z)) �Dr(f)(z)

2. @(g�f)@� (z) = D(g)(f(z)) @@� (f) (z)

3. @(g�f)@�� (z) = D(g)(f(z)) @
@�� (f) (z).

Demostraci�on:
An�aloga a la demostraci�on de la Proposici�on 1.2.12. �

De�nici�on 3.12.6
Sean �1 : [0;1) �! R; �2 : [0;1) �! R; � : [0;1) �! C de�nida por

� (t)
:
= �1(t) + i�2(t), t 2 [0;1)

y p 2 N. Decimos que \� es p � veces diferenciable en [0;1)" si �1 y �2 son p�veces diferenciables en (0;1) y
p�veces diferenciables a derecha en 0. Escribimos

Dp (�) (t)
:
= Dp (�1) (t) + iD

p (�2) (t), 8 t 2 [0;1)

donde Dp (�1) (t) y D
p (�2) (t) son las derivadas de orden p de �1 y �2 en t, respectivamente. A Dp (�) (t) la

llamamos \derivada de orden p de � en t".
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Nota 3.12.7
Sean � como en la De�nici�on anterior, U � C abierto y f : U �! (0;1) R�diferenciable en z 2 U . Entonces � � f
es R�diferenciable en z y se cumplen

1. Dr (� � f) (z) = D (�) (f (z)) �Dr (f) (z),

2. @(��f)@� (z) = D(�)(f(z)) @@� (f) (z),

3. @(��f)@�� (z) = D(�)(f(z)) @
@�� (f) (z),

con D (�)
:
= D1 (�) seg�un de�nimos anteriormente.

Demostraci�on:
Sigue por el Lema 3.12.5. �

Proposici�on 3.12.8
Sea Z 2 L2 (
; � (
) ; P ;C) tal que Z � EGC

�
1; �;H; �

�
con H de�nida positiva. Supongamos que � : [0;1) �! C

es 2�veces diferenciable en [0;1) y D (�) (0) 6= 0 (D (�) (0) entendida como derivada de � en 0 a la derecha).
Entonces

Z es C� IR () � = 0 y H2 = 0.

Demostraci�on:
( =) ) Como Z 2 L2 (
; � (
) ; P ;C) existen E(Z), E(Z�), E

�
jZj2

�
, E(Z2) y E

�
(Z�)

2
�
. Por el Corolario 2.2.11

tenemos que

E(Z) = �P;1;0(Z) =
2
i
@
@�� (cZ) (0),

E(Z�) = �P;0;1(Z) =
2
i
@
@� (cZ) (0),

E
�
jZj2

�
= �P;1;1(Z) = �4 @2

@�@�� (cZ) (0),

E
�
Z2
�
= �P;2;0(Z) = �4 @2

(@��)2
(cZ) (0) y

E
�
(Z�)

2
�
= �P;0;2(Z) = �4 @2

(@�)2
(cZ) (0). (3.12.8.1)

Como Z � EGC
�
1; �;H; �

�
se sigue por la Proposici�on 3.11.8 que

cZ(z) = exp [iRe (z��)]�

�
1

2
z�H1z +

1

2
Re (z�H2z

�)

�
= exp

�
i

2
(z��+ z��)

�
�

�
1

2
z�zH1 +

1

4

h
(z�)

2
H2 + z

2H�
2

i�
.

para cada z 2 C. Ahora de�nimos f1, f2 : C �! C por

f1(z)
:
= exp

�
i

2
(z��+ z��)

�
y f2(z)

:
= �

�
1

2
jzj2H1 +

1

4

h
(z�)

2
H2 + z

2H�
2

i�
, 8 z 2 C.

Notemos que cZ(z) = f1(z) � f2(z) para todo z 2 C. Luego se sigue por la Proposici�on 1.6.6 que

@

@�
(cZ) (z) = f1(z)

@

@�
(f2) (z) + f2(z)

@

@�
(f1) (z), 8 z 2 C. (3.12.8.2)

Cuentas directas muestran que

@

@�
(f1) (z) = exp

�
i

2
(z��+ z��)

�
i

2
��. (3.12.8.3)

140



Ahora consideremos f : C �! C de�nida por f(z)
:
= 1

4 � z
H � H � z, z 2 C. Notemos que f(z) > 0 para todo

z 2 C� f0g (pues H es de�nida positiva) y f(0) = 0. Como fue probado en la Proposici�on 3.11.5

f(z) =
1

2
jzj2H1 +

1

2
Re (z�H2z

�) =
1

2
jzj2H1 +

1

4

h
(z�)

2
H2 + z

2H�
2

i
, 8 z 2 C.

As��
f2(z) = � (f(z)) , 8 z 2 C. (3.12.8.4)

Teniendo en cuenta la Nota anterior (extendida a las derivadas laterales de � en 0), tenemos que

@

@�
(� � f) (z) = D(�)(f(z))

@

@�
(f) (z) y

@

@��
(� � f) (z) = D(�)(f(z))

@

@��
(f) (z), 8 z 2 C.

Luego, para cada z 2 C, se cumple que

@

@�
(� � f) (z) = D(�)(f(z))

�
1

2
z�H1 +

1

2
zH�

2

�
y

@

@��
(� � f) (z) = D(�)(f(z))

�
1

2
zH1 +

1

2
z�H2

�
. (3.12.8.5)

Ahora, como Z es C � IR, se sigue por la Proposici�on 3.12.2 y la Proposici�on 3.12.4 que E(Z) = 0 = E(Z2); con

lo cual E(Z�) = 0 = E
�
(Z�)

2
�
. Pero, por (3.12.8.1), (3.12.8.2) y (3.12.8.3) respectivamente, obtenemos que

E(Z�) =
2

i

@

@�
(cZ) (0) =

2

i
f1(0)

@

@�
(f2) (0) + f2(0)

@

@�
(f1) (0) = � (0)

i

2
�� = cZ(0)

i

2
�� =

i

2
��.

Por lo tanto � = 0. Faltar��a ver que H2 = 0. Por (3.12.8.4) y (3.12.8.5) tenemos que

@

@�
(f2) (z) = D(�)(f(z))g1(z),

donde g1(z)
:
= 1

2z
�H1 +

1
2zH

�
2 para cada z 2 C. Luego

@2

(@�)
2 (f2) (z) = D2(�)(f(z)) � @

@�
(f) (z) � g1(z) +D(�)(f(z)) �

@

@�
(g1) (z)

= D2(�)(f(z)) � @
@�
(f) (z) � g1(z) +D(�)(f(z)) �

1

2
H�
2 , 8 z 2 C.

As��, teniendo en cuenta que g1(0) = 0 y que f(0) = 0, resulta que

@2

(@�)
2 (f2) (0) = D(�)(0) � 1

2
�H�

2 .

Por otra parte, por (3.12.8.2), obtenemos que

@2

(@�)
2 (cZ) (z) = 2 �

@

@�
(f1) (z) �

@

@�
(f2) (z) + f1(z) �

@2

(@�)
2 (f2) (z) + f2(z) �

@2

(@�)
2 (f1) (z)

Y, como @
@� (f1) (0) = 0, f1(0) = 1 y f2(0) = 0, resulta que

@2

(@�)
2 (cZ) (0) = 2 � @

@�
(f1) (0) �

@

@�
(f2) (0) + f1(0) �

@2

(@�)
2 (f2) (0) + f2(0) �

@2

(@�)
2 (f1) (0)

= D(�)(0) � 1
2
H�
2 .
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Por consiguiente, teniendo en cuenta (3.12.8.1), deducimos que

0 = E
�
(Z�)

2
�
= �4 @2

(@�)
2 (cZ) (0) = �2D(�)(0)H

�
2

y, como D(�)(0) 6= 0, entonces H2 = 0.

((= ) Como � = 0 y H2 = 0 se sigue por la Proposici�on 3.11.8 que

cZ(z) = �

�
1

2
jzj2H1

�
, 8 z 2 C.

Luego, usando la Proposici�on 3.11.2, resulta que para cada z 2 C

cZ�(z) = E fexp [iRe (z�Z�)]g = E
�
exp

�
iRe

�
z�ei�Z

��	
= E

n
exp

h
iRe

��
ze�i�

��
Z
�io

= cZ
�
ze�i�

�
= �

�
1

2

��ze�i���2H1

�
= �

�
1

2
jzj2H1

�
= cZ(z).

Lo cual implica que Z $ Z�, 8 � 2 R. Esto es, Z es C� IR. M�as a�un, como

cZ�(z) = E [exp (iRe (z�Z�))] = E [exp (iRe (zZ))] = E
�
exp

�
iRe

�
(z�)

�
Z
���

= cZ(z
�) = �

�
1

2
jz�j2H1

�
= �

�
1

2
jzj2H1

�
= cZ(z) 8 z 2 C,

entonces Z� $ Z y, por la Proposici�on 2.2.19, resulta que Z es P�circular. �
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Conclusi�on

A lo largo del presente trabajo, introducimos al lector en el c�alculo diferencial conocido como C�alculo de
Wirtinger y proporcionamos un tratamiento riguroso de las propiedades de los vectores aleatorios complejos. In-
cluimos la de�nici�on de R�diferenciabilidad de una funci�on y postulamos teoremas en torno a dicho concepto los
cuales fueron debidamente probados. As�� mismo logramos establecer conexiones entre objetos aparentemente no
relacionados, tales como los momentos, las funciones caracter��sticas y la circularidad de las variables aleatorias com-
plejas. Adem�as relacionamos descripciones de vectores aleatorios complejos con las descripciones correspondientes
en t�erminos de sus partes real e imaginaria. Un hallazgo clave es que la informaci�on en la matriz de covarianza
est�andar debe ser complementada por una segunda matriz de covarianza, la matriz de pseudocovarianza. M�as ade-
lante, caracterizamos las matrices de covarianza aumentada y mostramos qu�e papel juegan en la potencia y en la
entrop��a. Finalmente presentamos dos distribuciones complejas: la distribuci�on Gaussiana y la distribuci�on el��ptica.
Obtenemos sus funciones caracter��sticas y expresamos sus funciones de densidad de probabilidad en t�erminos de
matrices de covarianza y pseudocovarianza.

Con el �n de continuar con este trabajo sugerimos estudiar los procesos estoc�asticos complejos y para ello
recomendamos el an�alisis del libro [6], el cual recorre muchos conceptos ajenos a este trabajo.

143



Anexo
Funciones R-diferenciables de orden 2

De�nici�on A.1
Sea L : C2 �! C una funci�on. Decimos que \L es R� bilineal" si se cumplen
1. L(au+ bv; w) = aL(u;w) + bL(v; w), 8 a, b 2 R y 8 u, v, w 2 C.
2. L(w; au+ bv) = aL(w; u) + bL(w; v), 8 a, b 2 R y 8 u, v, w 2 C.

Notaci�on A.2
Denotamos LR2(C;C)

:
=
�
L : C2 �! C : L es R� bilineal

	
y V :

= LR(C;C) := fL : C �! C : L es R� lineal g.

De�nici�on A.3
Sea L : C �! V una funci�on. Decimos que \L es R� lineal" si L(az + w) = aL(z) + L(w), 8 a 2 R y 8 z, w 2 C.

Notaci�on A.4
Denotamos LR(C;V) := fL : C �! V : L es R� lineal g.
Para cada � 2 C, L, L1 y L2 en LR(C;V) de�nimos

(�� L)(z) :
= �L(z), 8 z 2 C

(L1 � L2) (z)
:
= L1(z) + L2(z), 8 z 2 C

Tambi�en para cada � 2 C, L, L1 y L2 en LR2(C;C) de�nimos

(�� L) (z; w) :
= �L(z; w), 8 (z; w) 2 C2

(L1 � L2) (z; w) :
= L1(z; w) + L2(z; w), 8 (z; w) 2 C2.

No es dif��cil comprobar que (LR(C;V);�;�) y (LR2(C;C);�;�) son C�espacios vectoriales.

Proposici�on A.5
Sea = : LR2(C;C) �! LR(C;V) dada por = (L) (z) (w) := L (z; w), 8 z; w 2 C. Entonces = es un isomor�smo.

Demostraci�on:
Supongamos que = (L1) = =(L2) con L1 y L2 en LR2(C;C), luego

= (L1) (z) (w) = = (L2) (z) (w) , para todos z y w en C.

Es decir L1 (z; w) = L2 (z; w), para todos z y w en C. Con lo cual L1 = L2 y por lo tanto = resulta inyectiva.
Ahora tomemos L1 2 LR(C;V) arbitrario y sea L2 : C2 �! C de�nida por

L2(z; w)
:
= (L1 (z)) (w) , 8 (z; w) 2 C2.

L2 es R�bilinial pues

L2 (au+ bv; h) = (L1 (au+ bv)) (h)

= (aL1 (u) + bL1(v)) (h)

= a (L1(u)) (h) + b (L1(v)) (h)

= aL2(u; h) + bL2(v; h)

y

L2 (h; au+ bv) = (L1 (h)) (au+ bv)

= a (L1 (h)) (u) + b (L1 (h)) (v)

= aL2(h; u) + bL2(h; v),
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para cada a, b en R y para cada u, v, h en C. Adem�as

= (L2) (z)(w) = L2(z; w) = (L1 (z)) (w) 8 z, w 2 C,

lo cual implica que = (L2) = L1, es decir = es sobreyectiva. S�olo nos queda probar la linealidad, es decir que se
cumplen:

= (�� L) = ��= (L) , 8 � 2 C y 8 L 2 LR2(C;C)
= (L1 � L2) = = (L1)�= (L2) , 8 � 2 C y 8 L, L1, L2 2 LR2(C;C).

Sean z, w 2 C arbitrarios, entonces

= (�� L) (z) (w) = (�� L) (z; w) = �L(z; w) = �= (L) (z) (w) y
= (L1 � L2) (z)(w) = (L1 � L2) (z; w) = L1(z; w) + L2(z; w) = = (L1) (z)(w) + = (L2) (z)(w).

Queda entonces demostrado que = es un isomor�smo. �

Nota A.6
Recordemos que, por las Proposiciones 1.4.8 y 1.4.9, dim (LR(C;C)) = 2 y dim (LR(C;V)) = 4.

Proposici�on A.7
Sea k�k : LR(C;C) �! [0;1) dada por kLk :

= sup fjL(z)j : jzj � 1g, L 2 LR(C;C). Entonces
1. kLk = 0 () L = 0
2. k�Lk = j�j kLk, 8 � 2 C, 8 L 2 LR(C;C)
3. kL1 + L2k � kL1k+ kL2k, 8 L1, L2 2 LR(C;C).

Demostraci�on:
1. ( =) ) Por hip�otesis 0 = supjzj�1 jL(z)j, entonces L(z) = 0 para cada jzj � 1. Sea ahora w 2 C tal que jwj > 1,
entonces

1

jw�j =
1

jwj < 1

y, por lo anterior, resulta que L
�
1
w�

�
= 0. Luego

L(w) = L

�
ww�

w�

�
= L

 
jwj2

w�

!
= jwj2 L

�
1

w�

�
= 0.

Por lo tanto obtenemos que L(z) = 0, 8 z 2 C.
((= ) Es inmediato.

2. k�Lk = supjzj�1 j(�L)(z)j = supjzj�1 j�L(z)j = j�j supjzj�1 jL(z)j = j�j kLk.

3. kL1 + L2k = supjzj�1 j(L1 + L2)(z)j = supjzj�1 jL1(z) + L2(z)j � supjzj�1 (jL1(z)j+ jL2(z)j) = kL1k+ kL2k.

Queda entonces �nalizada la prueba. �

De�nici�on A.8
Sean U un abierto en C y f : U �! C. Decimos que \f es dos veces R� diferenciable en z 2 U" si existe V � U
abierto con z 2 V tal que
1. f es R�diferenciable en V .
2. Existe L2(z) 2 LR(C;V) tal que

lim
jhj�!0

kDr(f)(z + h)�Dr(f)(z)� L2(z)(h)k
jhj = 0.
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No es dif��cil probar que L2(z) 2 LR(C;V) con la propiedad anterior es �unico, por ello a un tal L2(z) lo llamamos
\R� derivada segunda (o R� derivada) de f en z" y la denotamos por D2

r(f)(z). Esto es

lim
jhj�!0

Dr(f)(z + h)�Dr(f)(z)�D2
r(f)(z)(h)


jhj = 0.

Proposici�on A.9
Sean U un abierto en C y f : U �! C. Son equivalentes:
1. f es dos veces R�diferenciable en z 2 U
2. Existe V � U abierto con z 2 V tal que:

2.1. f es R�diferenciable en V
2.2. Existe M2(z) 2 LR2(C;C) tal que dado " > 0, 9 � > 0 que cumple:

2.2.1. B(z; �) � V
2.2.2. para todo h 2 C con jhj < � se satisface que

sup
juj�1

jDr(f)(z + h)(u)�Dr(f)(z)(u)�M2(z)(u; h)j � jhj ".

Demostraci�on:
(1 =) 2) Por hip�otesis existe V � U abierto con z 2 V tal que:
1.1. f es R�diferenciable en V .
1.2. Existe D2

r(f)(z) 2 LR(C;V) tal que

lim
jhj�!0

Dr(f)(z + h)�Dr(f)(z)�D2
r(f)(z)(h)


jhj = 0.

De�nimos M2(z) : C2 �! C por

M2(z)(u; h)
:
= D2

r(f)(z)(h)(u), 8 (u; h) 2 C2.

Probemos en primer lugar que M2(z) 2 LR2(C;C). Sean a 2 R y u, v en C arbitrarios, luego

M2(z)(au+ v; h) = D2
r(f)(z)(h)(au+ v)

= aD2
r(f)(z)(h)(u) +D

2
r(f)(z)(h)(v)

= aM2(z)(u; h) +M2(z)(v; h)

y, an�alogamente,

M2(z)(h; au+ v) = D2
r(f)(z)(au+ v)(h)

=
�
aD2

r(f)(z) (u) +D
2
r(f)(z) (v)

�
(h)

= aD2
r(f)(z) (u) (h) +D

2
r(f)(z) (v) (h)

= aM2(z)(h; u) +M2(z)(h; v).

Sea " > 0 arbitrario, por 1.2 sabemos que 9 �1 > 0 tal que si h 2 B(0; �1) entonces

sup
juj�1

jDr(f)(z + h)(u)�Dr(f)(z)(u)�M2(z)(u; h)j < jhj ".

Por otro lado, puesto que V es un entorno de z, tenemos que 9 �2 > 0 tal que B(z; �2) � V . Finalmente, tomando
�
:
= min f�1; �2g, resulta 2.2.

(2 =) 1) De�nimos L2(z) : C �! LR(C;C) por L2(z) (h) (u)
:
=M2(z)(u; h), 8 u, h 2 C.
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Veamos que, en efecto, L2(z) (h) 2 LR(C;C), 8 h 2 C. Para cada a 2 R y cada u, v, h 2 C tenemos que

L2(z) (h) (au+ v) = M2(z)(au+ v; h)

= aM2(z)(u; h) +M2(z)(v; h)

= aL2(z) (h) (u) + L2(z) (h) (v) ,

adem�as L2(z) 2 LR(C;V) pues

L2(z) (au+ v) (h) = M2(z)(h; au+ v)

= aM2(z)(h; u) +M2(z)(h; v)

= aL2(z)(u)(h) + L2(z)(v)(h)

= (aL2(z)(u) + L2(z)(v)) (h).

Faltar��a entonces demostrar que

lim
jhj�!0

kDr(f)(z + h)�Dr(f)(z)� L2(z)(h)k
jhj = 0. (A.9.1)

Pero, por 2.2, dado " > 0 9 � > 0 tal que si h 2 B(0; �) entonces

sup
juj�1

jDr(f)(z + h)(u)�Dr(f)(z)(u)�M2(z)(u; h)j < jhj ".

Y como

kDr(f)(z + h)�Dr(f)(z)� L2(z)(h)k = sup
juj�1

jDr(f)(z + h)(u)�Dr(f)(z)(u)�M2(z)(u; h)j

entonces vale (A.9.1). �

Proposici�on A.10
Sean U � C un abierto y f : U �! C dos veces R�diferenciable en z 2 U . Entonces

D2
r(f)(z)(h1; h2) = D2

r(f)(z)(h2; h1), 8 (h1; h2) 2 C2.

Demostraci�on:
Se puede encontrar en la p�ag. 181 de [2]. �

Proposici�on A.11
Sean V � U � C abiertos; f : U �! C una funci�on R�diferenciable en V y dos veces R�diferenciable en
z0 2 V ; w0 2 C y g : V �! C dada por g(v) :

= Dr(f)(v)(w0), 8 v 2 V . Entonces g es R�diferenciable en z0 y
Dr(g)(z0)(h) = D2

r(f)(z0)(w0; h), 8 h 2 C.

Demostraci�on:
Sea h 2 C� f0g tal que z0 + h 2 V , entonces��g(z0 + h)� g(z0)�D2

r(f)(z0)(w0; h)
��

jhj =

��Dr(f)(z0 + h)(w0)�Dr(f)(z0)(w0)�D2
r(f)(z0)(w0; h)

��
jhj

= jw0j

���Dr(f)(z0 + h)
�
w0
jw0j

�
�Dr(f)(z0)

�
w0
jw0j

�
�D2

r(f)(z0)
�
w0
jw0j ; h

����
jhj

� jw0j
jhj supjuj�1

��Dr(f)(z0 + h) (u)�Dr(f)(z0) (u)�D2
r(f)(z0) (u; h)

��
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Por la Proposici�on A.10 tenemos que

lim
jhj!0

supjuj�1
��Dr(f)(z0 + h) (u)�Dr(f)(z0) (u)�D2

r(f)(z0) (u; h)
��

jhj = 0.

Luego, por la desigualdad anterior, resulta que

lim
jhj!0

��g(z0 + h)� g(z0)�D2
r(f)(z0)(w0; h)

��
jhj = 0.

Adem�as la funci�on h 7�! D2
r(f)(z0)(w0; h) es R�lineal. Finalmente, por la De�nici�on 1.2.3, concluimos que g es

R�diferenciable en z0 y que Dr(g)(z0)(h) = D2
r(f)(z0)(w0; h), 8 h 2 C. Queda entonces culminada la prueba. �

Proposici�on A.12
Sean U � C un abierto, f : U �! C, A :

=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
, (x0; y0) 2 A, uf : A �! R y vf : A �! R

dadas por uf (x; y)
:
= Re (f (x+ iy)) y vf (x; y)

:
= Im (f (x+ iy)) 8 (x; y) 2 A.

1. Si f es R�diferenciable en z0
:
= x0 + iy0, entonces existen D1(uf )(x0; y0), D1(vf )(x0; y0), D2(uf )(x0; y0) y

D2(vf )(x0; y0) y adem�as

D1(uf )(x0; y0) = Re (Dr(f)(z0)(1)) ,

D1(vf )(x0; y0) = Im (Dr(f)(z0)(1)) ,

D2(uf )(x0; y0) = Re (Dr(f)(z0)(i)) y

D2(vf )(x0; y0) = Im (Dr(f)(z0)(i)) .

2. Si f es dos veces R�diferenciable en z0 entonces

D2
r(f)(z0)(1; 1) = D2

1(uf )(x0; y0) + iD
2
1(vf )(x0; y0),

D2
r(f)(z0)(i; i) = D2

2(uf )(x0; y0) + iD
2
2(vf )(x0; y0) y

D2
r(f)(z0)(1; i) = D1D2(uf )(x0; y0) + iD1D2(vf )(x0; y0).

Demostraci�on:
Aplicaci�on directa de la Proposici�on 1.4.22. �

Proposici�on A.13
Sea p 2 f1; 2g, U � C abierto y f 2 Cpr (U;C). Entonces uf , vf 2 Cpr (A;R) y adem�as
1. Para p = 1 se cumplen

D(uf )(x; y)(t; s)
> = D1(uf )(x; y)t+D2(uf )(x; y)s y

D(vf )(x; y)(t; s)
> = D1(vf )(x; y)t+D2(vf )(x; y)s

para todo t, s 2 R y para todo (x; y) 2 A.
2. Para p = 2 se cumplen

D2(uf )(x; y) (t; s) = D2
1(uf )(x; y)t1s1 +D1D2(uf )(x; y)t1s2 +D2D1(uf )((x; y))t2s1 +D

2
2(uf )(x; y)t2s2

D2(vf )(x; y) (t; s) = D2
1(vf )(x; y)t1s1 +D1D2(vf )(x; y)t1s2 +D2D1(vf )(x; y)t2s1 +D

2
2(vf )(x; y)t2s2

para todo t =(t1; t2)
>
y s =(s1; s2)

>
en R2 y para todo (x; y) 2 A.

Demostraci�on:
Aplicaci�on directa de las Proposiciones 1.4.23 y 1.4.24. �
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Proposici�on A.14
1. L : C �! C es R�lineal () 9! � y � en C tales que L(z) = �z + �z�, 8 z 2 C.

2. L : C2 �! C es R�bilineal () 9! �L, �L, L y �L en C tales que

L(z; w) = �L (zw) + �L (zw
�) + L (z

�w) + �L (z
�w�) , 8 (z; w) 2 C2.

Demostraci�on:
1. Ya la hicimos en la Proposici�on 1.1.5.
2. ( =) ) Existencia:
Sea (z; w) 2 C2 arbitrario y consideremos2664

�L
�L
L
�L

3775 :
=
1

4

2664
1 �i �i �1
1 i �i 1
1 �i i 1
1 i i �1

3775
2664
L(1; 1)
L(1; i)
L(i; 1)
L(i; i)

3775 ,
haciendo las cuentas se puede ver que L(z; w) = �L (zw) + �L (zw

�) + L (z
�w) + �L (z

�w�).
Unicidad:
Supongamos que

0 = �L (zw) + �L (zw
�) + L (z

�w) + �L (z
�w�) , 8 (z; w) 2 C2. (A.14.1)

En particular vale para (1; 1), (i; i) y (1; i). Es decir se cumplen

0 = �L + �L + L + �L, (A.14.2)

0 = ��L + �L + L � �L, (A.14.3)

0 = �L � �L + L � �L. (A.14.4)

Ahora, sumando (A.14.2) con (A.14.3) obtenemos que �L + L = 0 y sumando (A.14.2) con (A.14.4) resulta
que

�L + L = 0. (A.14.5)

Restando estas �ultimas dos igualdades obtenemos que

�L = �L. (A.14.6)

Tambi�en sumando (A.14.3) con (A.14.4) tenemos que

�L = L. (A.14.7)

Si ahora reemplazamos (A.14.6) y (A.14.7) en (A.14.1) resulta que

0 = �L(zw + zw
�) + L(z

�w + z�w�) = �L(zw + zw
�) + L(zw + zw

�)�, 8 (z; w) 2 C2.

En particular, si tomamos (i; 1), tenemos que

�L = L. (A.14.8)

Se sigue entonces por (A.14.5) y (A.14.8) que �L = L = 0, lo cual implica que �L = �L = 0.
((= ) Inmediata. �

Corolario A.15
1. Sean �0 : C �! C y �� : C �! C de�nidas por �0(z)

:
= z, ��(z)

:
= z� para todo z 2 C.

Entonces f�0; ��g es una base de LR(C;C) como C�espacio vectorial. Adem�as (usando la notaci�on de la Proposici�on
anterior)

L = ��0 + ���, 8 L 2 LR(C;C).
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2. Sean �0;0 : C� C �! C, �0;� : C� C �! C, ��;0 : C� C �! C y ��;� : C� C �! C de�nidas por

�0;0 (z; w)
:
= zw,

�0;� (z; w)
:
= zw�,

��;0 (z; w)
:
= z�w ,

��;� (z; w)
:
= z�w�, 8 (z; w) 2 C� C.

Entonces f�0;0; �0;�; ��;0; ��;�g es una base de LR2(C;C). Adem�as (usando la notaci�on de la Proposici�on anterior)

L = �L�0;0 + �L�0;� + L��;0 + �L��;�, 8 L 2 LR2(C;C).

Demostraci�on:
1. Por la Proposici�on anterior es su�ciente probar que �0 y �� est�an en LR(C;C). Sean a 2 R y u, v 2 C entonces

�0(au+ v) = au+ v = a�0(u) + �0(v) y

��(au+ v) = (au+ v)� = au� + v� = a�0(u) + �0(v).

2. Como en el inciso anterior, basta demostrar que las funciones �0;0, �0;�, ��;0 y ��;� pertenecen a LR2(C;C).
Pero

�0;0 (au+ v; h) = (au+ v)h = auh+ vh = a�0;0(u; h) + �0;0(v; h),

�0;0 (h; au+ v) = h(au+ v) = ahu+ hv = a�0;0(h; u) + �0;0(h; v),

�0;� (au+ v; h) = (au+ v)h� = auh� + vh� = a�0;�(u; h) + �0;�(v; h),

�0;� (h; au+ v) = h(au+ v)� = ahu� + hv� = a�0;�(h; u) + �0;�(h; v),

��;0 (au+ v; h) = (au+ v)�h = au�h+ v�h = a��;0(u; h) + ��;0(v; h),

��;0 (h; au+ v) = h�(au+ v) = ah�u+ h�v = a��;0(h; u) + ��;0(h; v),

��;� (au+ v; h) = (au+ v)�h� = au�h� + v�h� = a��;�(u; h) + ��;�(v; h),

��;� (h; au+ v) = h�(au+ v)� = ah�u� + h�v� = a��;�(h; u) + ��;�(h; v).

Por lo tanto queda �nalizada la prueba. �

Nota A.16:
Sean U � C abierto, f : U �! C y z 2 U .
1. Si f es R�diferenciable en z, entonces Dr(f)(z) 2 LR(C;C). Luego, por la Proposici�on A.14, tenemos que

Dr(f)(z)(h) = �h+ �h�,

donde

�
:
=
Dr(f)(z)(1)� iDr(f)(z)(i)

2
y �

:
=
Dr(f)(z)(1) + iDr(f)(z)(i)

2
.

Pero el Corolario 1.2.8 implica que Dr(f)(z)(h) =
@f
@� (z)h+

@f
@�� (z)h

�, h 2 C. Con lo cual concluimos que

@f

@�
(z) =

Dr(f)(z)(1)� iDr(f)(z)(i)

2
y
@f

@��
(z) =

Dr(f)(z)(1) + iDr(f)(z)(i)

2
.

2. Si f es dos veces R�diferenciable en z, entonces D2
r(f)(z) 2 LR2(C;C). Luego, por la Proposici�on A.14, tenemos

que
D2
r(f)(z)(u; v) = �L (uv) + �L (uv

�) + L (u
�v) + �L (u

�v�) , 8 (u; v) 2 C2.

Por extensi�on del Corolario 1.2.8 de�nimos

@2

(@�)
2 (f)(z) = �L,

@2

@�@��
(f)(z) = �L,

@2

@��@�
(f)(z) = L y

@2

(@��)
2 (f)(z) = �L.
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Por lo tanto

@2

(@�)
2 (f)(z) =

1

4

�
D2
r(f)(z)(1; 1)� iD2

r(f)(z)(1; i)� iD2
r(f)(z)(i; 1)�D2

r(f)(z)(i; i)
�
,

@2

@�@��
(f)(z) =

1

4

�
D2
r(f)(z)(1; 1) + iD

2
r(f)(z)(1; i)� iD2

r(f)(z)(i; 1) +D
2
r(f)(z)(i; i)

�
,

@2

@��@�
(f)(z) =

1

4

�
D2
r(f)(z)(1; 1)� iD2

r(f)(z)(1; i) + iD
2
r(f)(z)(i; 1) +D

2
r(f)(z)(i; i)

�
y

@2

(@��)
2 (f)(z) =

1

4

�
D2
r(f)(z)(1; 1) + iD

2
r(f)(z)(1; i) + iD

2
r(f)(z)(i; 1)�D2

r(f)(z)(i; i)
�
.

Luego, por la parte 2 de la Proposici�on anterior, obtenemos que

D2
r(f)(z)(u; v) =

@2

(@�)
2 (f)(z)uv +

@2

@�@��
(f)(z)uv� +

@2

@��@�
(f)(z)u�v +

@2

(@��)
2 (f)(z)u

�v�.

Teorema A.17. F�ormula de Taylor para funciones 2 �veces continuamente R�diferenciables.
Sean U � C abierto, f 2 C2r (U;C) y z 2 U . Entonces dado " > 0, 9 r > 0 tal que B(z; r) � U y

f(z + h)� f(z) = @

@�
(f)(z)h+

@

@��
(f)(z)h� +

@2

(@�)
2 (f)(z)

h2

2
+

@2

@�@��
(f)(z) jhj2 + @2

(@��)
2 (f)(z)

(h�)
2

2
+ jhj2 " (h)

con h 2 B(0; r) y 0 � " (h) � ".

Demostraci�on:
Aplicaci�on directa del Teorema 1.6.4. �

Lema A.18
Sea U � C un abierto. Se cumplen:
1. A

:
=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
es un abierto en R2.

2. M�f0g es un abierto en R, donde M :
=
n
jzj2 : z 2 U

o
.

Demostraci�on:
1. Como U es un abierto en C y la funci�on f : R2 �! C de�nida por f (x; y) := x+ iy es continua, entonces f�1 (U)
es un abierto en R2. Pero f�1 (U) = A, con lo cual vale 1.

2. Sea z0 2 U tal que z0 6= 0, es decir jz0j2 2 M�f0g. Escribimos z0 = r0 exp (i�0), con r0 > 0 y �0 2 [0; 2�).
Por ser U un abierto en C que contiene a z0, sabemos que 9 � > 0 tal que B(z0; �) � U . Denotemos, para cada
t 2 (��; �), z(t) := (r0 + t) exp (i�0). Puesto que

jz(t)� z0j = j(r0 + t) exp (i�0)� r0 exp (i�0)j = jt exp (i�0)j = jtj jexp (i�0)j < �

y B(z0; �) � U , entonces z(t) 2 U , 8 t 2 (��; �). Ahora de�nimos a :
= (r0 � �)2 y b

:
= (r0 + �)

2
. Es claro que

jz0j2 = r20 2 (a; b), adem�as (a; b) � M�f0g, pues si x 2 (a; b) entonces 9 t 2 (��; �) tal que x = (r0 + t)2, con lo
cual x = jz(t)j2. �

Lema A.19
Sean h0 : C �! R, h1 : C �! C y h2 : C �! C de�nidas por

h0(z)
:
= jzj2 , h1(z)

:
= z y h2(z)

:
= z�, 8 z 2 C.

Adem�as sean g 2 C1r (M;R) y f : U �! R dada por f = g � h0. Entonces f 2 C1r (U;R) y se cumplen
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1. @
@� (f) = (D(g) � h0) � h2,

2. @
@�� (f) = (D(g) � h0) � h1.

Demostraci�on:
Como f es composici�on de dos funciones continuamente diferenciables entonces f 2 C1r (U;R). Adem�as, por la
Proposici�on 1.2.12 y el Corolario 1.6.7, tenemos que

Dr(f)(z)(h) = D(g)(h0(z)) �Dr(h0)(z)(h)

= D(g)(h0(z)) � (zh� + z�h)
= D(g)(h0(z)) � (zh�) +D(g)(h0(z)) � (z�h), 8 z, h 2 C.

Luego, por el Corolario 1.2.8, resulta que

@

@�
(f) (z) = D(g)(h0(z))z

� = D(g)(h0(z))h2(z) y
@

@��
(f) = D(g)(h0(z))z = D(g)(h0(z))h1(z). �

Notaci�on A.20

C2r;j:j (U;R)
:
=
n
f : U �! C : 9 g 2 C2r (M;R) tal que f(z) = g

�
jzj2
�
8 z 2 U

o
Corolario A.21
Sean h0, h1 y h2 como en el Lema anterior. Sean g :M �! R dos veces continuamente diferenciable y f : U �! R

dada por f = g � h0. Entonces

1. f 2 C2r;j:j (U;R)

2. Existen g1, g2 y g3 funciones con dominio en M y rango en R que son continuas y que cumplen:

2.1. @2

@�2
(f) = (g1 � h0) � h22,

2.2. @2

(@��)2 (f) = (g2 � h0) � h
2
1,

2.3. @2

@��@� (f) = g3.

Demostraci�on:
1. Se deduce por el hecho de que f es composici�on de dos funciones dos veces continuamente R�diferenciables.
2. Denotemos F1

:
= @

@� (f) entonces
@2

@�2
(f) = @

@� (F1). Por la parte 1 del Lema anterior sabemos que

F1 = (Dr(g) � h0) � h2.

Luego, por la Proposici�on 1.6.6 y el Corolario 1.6.7, obtenemos que

@

@�
(F1) = (Dr(g) � h0) �

@

@�
(h0) + h2 �

@

@�
(Dr(g) � h0) = h2 �

@

@�
(Dr(g) � h0) .

Aplicando una vez m�as el Lema anterior tenemos que 9 g1 :M�! R continua tal que

@

@�
(Dr(g) � h0) = (g1 � h0) � h2.

Por lo tanto @2

@�2
(f) = (g1 � h0) � h22, lo que prueba 2.1.

Como 2.2 se demuestra de forma an�aloga al inciso 2.1 entonces probemos 2.3. Puesto que

F1 = (Dr(g) � h0) � h2,
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la Proposici�on 1.6.6 y el Corolario 1.6.7 implican que

@

@��
(F1) = (Dr(g) � h0) �

@

@��
(h0) +

@

@��
(Dr(g) � h0) � h2 = (Dr(g) � h0) +

@

@��
(Dr(g) � h0) � h2.

Ahora, aplicando el Lema anterior, sabemos que 9 h :M�! R continua tal que

@

@��
(Dr(g) � h0) = (h � h0) � h1.

Reemplazando obtenemos que

@2

@��@�
(f) =

@

@��
(F1) = (Dr(g) � h0) + (h � h0) � h1 � h2 = (Dr(g) � h0) + (h � h0) � h0

:
= g3. �

Corolario A.22
Sea f 2 C2r;j:j (U;C). Entonces

1. @
@� (f)(0) =

@
@�� (f)(0) = 0

2. @2

@�2
(f)(0) = @

(@��)2 (f)(0) = 0

Demostraci�on:
Se obtiene aplicando el Lema A.20, el Corolario anterior y teniendo en cuenta que h1(0) = h2(0) = 0. �

Corolario A.23
Sea f 2 C2r;j:j (U;C) con 0 2 U . Entonces dado " > 0, 9 � > 0 tal que B(0; r) � U y adem�as

f(h) =
@2

@�@��
(f)(0) jhj2 + jhj2 " (h) ,

para todo h 2 B(0; r) con 0 � " (h) � ".

Demostraci�on:
Es una consecuencia directa del Teorema A.17 y del Corolario anterior. �

Proposici�on A.24
Sean U � C abierto, A :

=
�
(x; y) 2 R2 : x+ iy 2 U

	
, f 2 C2r (U;C), uf : A �! R y vf : A �! R dadas por

uf (x; y) = Re (f (x+ iy)) , (x; y) 2 A
vf (x; y) = Im (f (x+ iy)) , (x; y) 2 A.

Entonces uf y vf est�a en C
2 (A;R) y valen

1. @
@� (f)(z) =

1
2 [D1(uf )(x; y) +D2(vf )(x; y)] +

i
2 [D1(vf )(x; y)�D2(uf )(x; y)]

2. @
@�� (f)(z) =

1
2 [D1(uf )(x; y)�D2(vf )(x; y)] +

i
2 [D1(vf )(x; y) +D2(uf )(x; y)]

3. @2

(@�)2 (f)(z) =
1
4

( �
D2
1(uf )(x; y)�D2

2(uf )(x; y) + 2D1D2(vf )(x; y)
�
+

+i
�
D2
1(vf )(x; y)�D2

2(vf )(x; y)� 2D1D2(uf )(x; y)
� )

4. @2

(@��)2 (f)(z) =
1
4

( �
D2
1(uf )(x; y)�D2

2(uf )(x; y)� 2D1D2(vf )(x; y)
�
+

+i
�
D2
1(vf )(x; y)�D2

2(vf )(x; y) + 2D1D2(uf )(x; y)
� )

5. @2

@�@�� (f)(z) =
1
4

��
D2
1(uf )(x; y) +D

2
2(uf )(x; y)

�
+ i
�
D2
1(vf )(x; y) +D

2
2(vf )(x; y)

�	
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para todo z = x+ iy 2 U .

Demostraci�on:
1 y 2 siguen por la de�nici�on dada en el Corolario 1.2.8.Adem�as 3, 4 y 5 siguen por la Nota A.16 y la Proposici�on
A.12. �
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