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Abstract

In many practical applications we are dealing with functions f that are not differentiable in the complex
sense. In these cases, our only option is to work with the real derivatives of u and v (where v and v are the
real and imaginary parts of f). However, this might make the computations of the gradients cumbersome and
tedious. To cope with this problem, we will develop an alternative formulation which, although it is based on
the real derivatives, it strongly resembles the notion of the complex derivative. In fact, if f is differentiable in
the complex sense, the developed derivatives will coincide with the complex ones. In this paper we study this
idea in detail. In chapter 1 we consider the preliminaries of the complex field and we deal with the Wirtinger’s
Calculus for functions of one complex variable. In chapter 2 we introduce the concept of complex random variable
and show how the results from the previous chapter lead to derivation and characterization of complex random
variable quantities such as moments, cumulants and circularity. Finally, in chapter 3 we study the complex
random vectors and characterize their second-order statistical properties. In addition, we present two important
distributions: the multivariate compler Gaussian distribution and its generalization, the complex multivariate
elliptic distribution.

Keywords: R—differentiability, Wirtinger’s Calculus, complex random vector, complex Gaussian distribution.
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Resumen

En muchas aplicaciones practicas trabajamos con funciones f que no son diferenciables en el sentido complejo.
En estos casos, nuestra tnica opcién es trabajar con las derivadas reales de u y v (donde u y v son las partes real e
imaginaria de f). Sin embargo, esto podria hacer que los célculos de los gradientes sean engorrosos y tedioso. Para
hacer frente a este problema, desarrollamos una formulacién alternativa que, a pesar de que se basa en las derivadas
reales, se asemeja mucho a la nocién de la derivada compleja. De hecho, si f es diferenciable en el sentido complejo,
las derivadas desarrolladas van a coincidir con las complejas. En el presente trabajo estudiamos con detalle esta
idea. FEn el capitulo 1 consideramos los preliminares del campo complejo y nos ocupamos del Cédlculo de Wirtinger
para funciones de una variable compleja. En el capitulo 2 introducimos el concepto de variable aleatoria compleja
y mostramos céomo los resultados del capitulo anterior conducen a la derivacién y caracterizacion de las cantidades
de una variable aleatoria compleja tales como momentos, cumulantes y circularidad. Finalmente en el capitulo
3 estudiamos los vectores aleatorios complejos y caracterizamos sus propiedades estadisticas de segundo orden.
Ademds presentamos dos distribuciones importantes: la distribucion Gaussiana compleja multivariada y su
generalizacion, la distribucion eliptica compleja multivariada.

Palabras clave: R—diferenciabilidad, Calculo de Wirtinger, vector aleatorio complejo, distribucién Gaussiana
compleja.
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Notacion

04, delta de Kronecker

o composicién de funciones

M1 inversa de una matriz no singular M

MT transpuesta de la matriz M

M* conjugada de la matriz M

MH transpuesta conjugada de la matriz M
O, matriz nula n x n

Onxm matriz nula n X m

I, matriz identidad n X n

det (M) determinante de la matriz M

tr(M) traza de la matriz M

rg(M) rango de la matriz M

Oy cero del espacio vectorial V

dim (V) dimensién del espacio vectorial V

Nu (T) nicleo de la transformacién T

sup(A) supremo del conjunto A

P (A) partes del conjunto A

A° complemento del conjunto A

#A cardinalidad del conjunto A

No conjunto de los nimeros naturales unién el 0
Xa funcién indicadora del conjunto A

Sm permutaciones de {1,...,n} en {1,...,n}
() coeficiente binomial

n! factorial

U(a,b) distribucién uniforme en el intervalo (a, b)
Fx funcién de distribucién acumulativa de la variable aleatoria X
E(X) esperanza de la variable aleatoria X

O(n) matrices ortogonales n X n

e.p. espacio de probabilidad

v.a. variable aleatoria

v.a.1.1.d. variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

= igualdad en distribucién
[x] parte entera de x

X ~ distribucion de X
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Introduccion

Las senales a valores complejos surgen frecuentemente en aplicaciones tan diversas como las comunicaciones,
el radar y la biomedicina, ya que la mayoria de los formatos de modulacién préactica son de tipo complejo y las
aplicaciones como el radar y la imagen por resonancia magnética conducen a datos que son inherentemente a valores
complejos. El dominio complejo no sélo proporciona una representacién conveniente para estas senales, sino también
una forma natural de preservar las caracteristicas fisicas de las seniales y las transformaciones que atraviesan, tales
como la distorsion de fase y magnitud que experimenta una senal de comunicaciones. En todos estos casos, el
procesamiento también debe llevarse a cabo en el dominio complejo de tal manera que la informacién completa
(representada por la interrelacién de las partes real e imaginaria o la magnitud y la fase de la senal) pueda ser
totalmente explotada.

El célculo de Wirtinger se ha hecho muy popular en la comunidad de procesamiento de senales principalmente
en el contexto de filtrado adaptativo complejo, como un medio para calcular, de manera elegante, gradientes de
funciones de pérdida a valores reales definidas en dominios complejos (C™). Tales funciones, obviamente, no son
holomorfas y por lo tanto la derivada compleja no puede ser utilizada. Tradicionalmente se considera que la funcién
de pérdida est4 definida en un dominio euclidiano con una doble dimensionalidad (R?"), entonces las derivadas reales
pueden ser empleadas. Debido a que este enfoque divisorio de las partes real e imaginaria conduce a expresiones
largas y complicadas, especialmente cuando se trabaja con funciones no lineales y / o derivadas de segundo orden,
a menudo obliga a hacer ciertas suposiciones para hacer los célculos mas manejables. Una de esas suposiciones que
se hace comunmente es la circularidad de las senales, lo que limita la utilidad de las soluciones desarrolladas ya que
muchas senales practicas tienen distribuciones no circulares. El calculo de Wirtinger proporciona una formulacién
equivalente alternativa, que se basa en reglas y principios sencillos y que tiene una gran semejanza con las reglas
de la derivada compleja usual. Aunque esta metodologia es relativamente conocida en los paises de habla alemana,
después del trabajo pionero del matematico Wilhelm Wirtinger en el ano 1926, y se ha implementado en aplicaciones
précticas, solo recientemente se ha popularizado en la comunidad de investigacién de procesamiento de senales.

Cabe destacar que el fundamento tedrico del célculo de Wirtinger es la definicién comun de la derivada real.
Sin embargo, cuando la estructura compleja es tenida en cuenta resulta que, las derivadas reales se pueden describir
usando una formulacién equivalente y mas elegante que tiene una sorprendente semejanza con la derivada compleja.
Por lo tanto, se pueden derivar reglas simples y los calculos de los gradientes, que pueden volverse tediosos si se
considera el espacio de doble dimensién R?”, se simplifican.

El objetivo del presente trabajo consiste en establecer un conocimiento detallado acerca del cédlculo de Wirtinger
asi como proporcionar un tratamiento riguroso de las propiedades de los vectores aleatorios complejos. Esta dividido
en tres partes principales. En el Capitulo 1 introducimos el concepto de R—diferenciabilidad de una funcién y
desarrollamos un marco til en torno a dicha diferenciacion. Ademds deducimos una extensién novedosa de la serie
de Taylor compleja usual, junto con importantes casos especificos. A continuacién, en el Capitulo 2 definimos las
variables aleatorias complejas y establecemos relaciones entre los momentos, funciones caracteristicas, cumulantes
y circularidad de dichas variables. Finalmente, en el Capitulo 3 presentamos los vectores aleatorios complejos y
proporcionamos una descripcién detallada de sus propiedades estadisticas. Ademads en este informe incluimos un
anexo, el cual tiene la intencién de facilitar la comprensién de la Seccién 4 del Capitulo 1.



1 Calculo de Wirtinger sobre c

1.1 Campo complejo y funciones R-lineales

En esta seccién consideramos los preliminares del campo complejo y, puesto que C es un R— espacio vectorial
asi como un C— espacio vectorial, definimos dos tipos de funciones lineales: la funcién R — lineal y la funcién
C — lineal.

Notacién 1.1.1

El “campo complejo” es el conjunto de los nimeros complejos, denotado por C, junto con la adicién y la multipli-
cacién compleja. El “complejo conjugado” de z = (z,y) = x + iy € C estd definido como z* = (z,—y) = = — iy.
Con esta notacién podemos escribir la “parte real” y la “parte imaginaria” de un nimero complejo z como
Re(z) =z = 3 (2 +2") y Im(z) = % (2" — 2), respectivamente. El “médulo” de z = x + iy estd definido
como el niimero real no negativo |z| = /22 + y2 = Vzz*. La “exponencial compleja”, denotada por exp(z), esta
definida como el niimero complejo exp(z) = exp(x) [cos(y) + isin(y)], donde exp(x) para valores reales = denota
la funcién exponencial usual. Cualquier nimero complejo no nulo tiene una representacién polar, z = |z| exp(if),
donde 6 = arg(z) se llama el “argumento” de z. El argumento dnico § = Arg(z) en el intervalo —7 < 6 < 7 se
llama “argumento principal”. El “logaritmo complejo” de z # 0, denotado por log(z), se define como el niimero
complejo log(z) = log(|z|) +iArg(z) 4+ i2nn donde n es un entero arbitrario. El valor particular del logaritmo dado
por log(|z|) + iArg(z) es llamado el “logaritmo principal” y serd denotado por Log(z).

El disco abierto con centro ¢ = a +ib € C y radio r > 0 estd definido como B(c,r) = {z € C: |z — ¢| < r}.
Durante el presente trabajo U representara un conjunto abierto en C, es decir, para cada ¢ € U existe r > 0 tal que
B(e,r) CU.

Definicién 1.1.2
Sea L : C — C. Decimos que “L es R — lineal” si L(az + bw) = aL(z) + bL(w),V a, be Ry V z, w € C.

Definicién 1.1.3
Sea L : C — C. Decimos que “L es C — lineal” si L(az 4+ fw) = aL(a) + fL(w),V o, € CyV z, w € C.

Observacién 1.1.4
Si L:C — C es C—lineal o R—lineal entonces L(0) = 0.

Demostracion:
LO)=L(0-0)=L(1-0+(-1)-0)=1L(0)+(—-1)L(0)=0. &

Observacién 1.1.5
Sean L1, Ly : C — C R—lineales y L : C — C dada por L(z) = L1(z) + L2(2), z € C. Entonces Ly o Ly y L son
R—lineales.

Demostracion:
Sean a,b € Ry z,w € C. Entonces
LyoLy(az+bw) = Li(aLa(z)+ bLle(w))
a(L1(La(2)) + b(L1 (L2 (w)
= a(LyoLy)(z)+b(Ly o La)(w)

L(az+bw) = Li(az+bw)+ La(az + bw)
= ali(z) +bLy(w) + aLa(z) + bLa(w)
= a(L1(z) + La(2)) + b(L1(w) + La(w))
= alL(z)+ bL(w).
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Por lo tanto L es R—lineal. W

Proposicién 1.1.6

L:C— CesR-lineal <= 3! a € C, g € C tales que L(z) = az + z*,V z € C.

Demostracién:
(=) Eumistencia:

Sea z = x + iy € C y consideramos o =

az + Bz*

Unicidad:

Supongamos que existen «, &, 8y B € C tales que L(z) = az + Bz* y L(z)
a—l—ﬂ.—aA—i—ﬁA ., es decir {
(a=pi=(a—p)

Sumando miembro a miembro las igualdades anteriores obtenemos que a« = &y 8
(<) Seana,be Ry z, we C. Por hipitesis

oz + B2* = az + B2*, ¥ z € C. En particular {

entonces L es R—lineal. W

Proposicion 1.1.7

(

L) L)

2

N
1
2

L(1)—iL(3)
p)

v 3= L(l)—giL(i)

. Luego

) + (L D) L;Z )(:riy)

L(1) .L(1) LG LG L) L) . LG) L)
2x—|—22y—2w 2—|—2x—z2y—|—z2x+
L(1)xz + L(i)y

L1z + yi)

L(2).

L(az + bw)

alaz + bw) + Blaz + bw)*
aaz + abw + B(a*z" + b*w*)
aaz + baw + Baz* + Sbw*
alaz + Bz") + b(aw + pw™)
aL(z)+ bL(w),

L:C— Ces C—lineal <= 3 a € C tal que L(z) = az, ¥V z € C.

Demostracion:

(=) Sea z € C arbitrario y consideremos « = L(1), entonces L(z) = L(1-2+0-z) = zL(1)+0L(z
(<=) Sean a, b, z y w € C arbitrarios, luego L(az + bw) = a(az + bw) = aaz + baw = aL(z)

tanto L es C—lineal. A

Definicion 1.1.8

Sean n y p € N. Decimos que:
“L:C" — CP es R — lineal” si L(az + bw) = aL(z) + bL(w),Va,be Ry V¥ z, we C"
“L:C" — CP es C —lineal” si L(az + pw) = aL(z) + fL(w),YVa, € Cy V¥V z, weC

Proposicién 1.1.9

L:C" — CP es C—lineal < 3 M € CP*™ tal que L(z)

Demostracién:

11

=Mz,VzeC".

)=z
+ bL(w

L(1) = za,
). Por lo



€14
(=) Paracada je€{l,..,n} scae; = € C", donde e;; = d;; para todo i € {1,...,n}. Es decir {eq, ...

enj
es la base candnica de C". Por tanto,

n
z € C" <= ! 21,...,2, € C tales que z = szej.

Jj=1
mij mi1 M2 Min
Ahora, para cada j € {1,...,n}, sea L(e;) = eCPy M=
) ] Mpj | Mp1 Mp2 Mpn
Por hipdtesis
n mir Mi2 ... Min z1
L(z) = E zjL(e;) = | D = Mz,
—
J _mpl Mp2 Mpn Zn

de donde se sigue el resultado.

(<=) Sean «, § € Cy z, w € C" arbitrarios, entonces
L(az + fw) = M(az + fw) = aMz + SMw = aL(z) + SL(w).
Por lo tanto L es C—lineal. B

Proposiciéon 1.1.10
L:C" — CP es R—lineal <= 3 Ly, Ly : C* — CP C—lineales tales que L(z) = L1(z) + Lo(2z*), V z € C".

Demostracion:
(=) Por la Proposicién 1.1.9 es suficiente ver que 3 M y N € CP*™ tales que L(z) = Mz + Nz*,V z € C".
Sean

L(ej) — zL(zeJ)

M [M.l Mo Mn] con M.; = 5 ,Vie{l,..n}y
L(e; 1 L(ie;
N = [Ni N, N.,] con N = M Vijie{l,..,n}.
21 x1 + iy

Ademads, supongamos que z = | : | =

Zn

: € C™. La R—linealidad
Ty + 1Yn

de L implica que

L(z) = L(z1€1 + ... + 2nen) = ¥ _ (x;L(e;) + y; L(ie;)) .

Por otra parte

Mz = (

Il
g

1

.
I

[\
I

Il Il
'[\E‘ﬂ’_l: MH:

° B

j=1

.1)21 + (M.2)22 + ...+ (Mn)zn

[(M.j)zj +i(M.;)y;]

1

<
I
—

12

[(L(e;) —iL(iej)) z; + i(L(e;) —

iL(ie;))y;]

(L(ej)zj —iL(ie;)x; +iL(e;) y; + L(ie;)y;).

,€n}



Anélogamente,
n

Nz* = %Z(L(eg‘)%‘ +iL(ie;)z; —iL(e;)y; + L(ie;)y;).

j=1
De ello y de lo anterior se sigue que
L 1I¢ . - ,
Mz+ Nz* = B Z(QL(ej)ajj +2L(iej)y;) = Z(L(ej)xj + L(ie;)y;).
j=1 Jj=1

Finalmente obtenemos que L(z) = Mz+ Nz*.

( <) Supongamos que L(z) = L1(z) + L2(z*), Vz € C". Sean a, b € Ry z, w € C" arbitrarios. Puesto que Ly y
Lo son C—lineales

L(az+bw) = Li(az+bw)+ La(az® + dbw™)

alq(z) + bL1(w) + aLa(z*) + bLa(W™)

= a( Li(z) + La(2")) + b(La(w) + La(w"))
al(z) + bL(w),

con lo cual L es R—lineal. W

1.2 Calculo C-R

La idea esencial de la diferenciacién es la linealizacién de una funcién alrededor de un punto. Como hay
dos tipos de funciones lineales en el dominio complejo, entonces tenemos dos tipos de diferenciacién: la R —
diferenciabilidad y la C — di ferenciabilidad. En esta seccién trabajamos con estos conceptos. Ademas, dada una
funciéon R—diferenciable f, definimos los operadores R — derivada de f y R —derivada conjugada de f. Por ultimo,
derivamos una versién de la regla de la cadena para funciones R—diferenciables.

Definicién 1.2.1
Sea U C C un abierto. Decimos que:
“f: U — Ces R—diferenciable en z € U” si 3 L : C — C R-—lineal tal que

fz+h) = f(z) = L(h)

1m
= R

=0.

“f: U — Ces C—diferenciable en z € U” si 3 L : C — C C—lineal tal que

p TG+ = 1) — L)

= 0.
= R

Ademas decimos que:
“f: U — Ces R—diferenciable en U” si f es R—diferenciable en z, Vz € U.
“f:U — C es C—diferenciable en U” si f es C—diferenciable en 2z, Vz € U.

Las funciones que son C—diferenciables en un dominio se llaman “holomor fas” y son el objeto de estudio del

Anélisis Funcional. Sin embargo nosotros estaremos interesados principalmente en aquellas funciones que son
R—diferenciables.
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Observacion 1.2.2
Sea U C C un abierto. Si f: U — C es R—diferenciable en z € U entonces f es continua en z.

Demostracion:
Por hipétesis 3 L : C — C R—lineal tal que

fz+h) = f(z) = L(h)

1im
|| —0 R

=0.

Entonces f(z + h) — f(z) = L(h) + |h|e(h) con lim;_oe(h) = 0y, por consecuencia

Jim (7(=+h) = £(2)) = Hm (L() +[hl<(h) = lim L(h)+ lim [h]=(h) = 0.

Por ende, f es continua en z. W

Proposicién 1.2.3
Sean U C C un abierto, f : U — C R—diferenciable (C—diferenciable) en z € U, L; : C — Cy Ly : C — C
R—lineales (C—lineales) tales que

f(z+h) = f(z) = Li(h)

=0 e {1,2}).
Il 7] para j € {1,2}

Entonces L; = Lo.

Demostracion:
Notemos que

Lu(h) = La(h) Lu(h) + f(2) = (2) + S (2 + h) = f(z+ ) = Lo(h)

\’HIEOT - |i£i\130 |h|
_ gy TGN - f) —La(h) L fzth) — f(2) — La(h)
|h—0 || |h|=0 |h]
= 0-0=0.

Queremos probar que Li(u) = La(u), ¥V u € C. Si u = 0 entonces Ly(u) = 0 = La(u) por la Observacién 1.1.4.

Supongamos ahora que u # 0. Como
Ly(h) — La(h)

li =0
CET
dado e > 0 360 > 0 tal que si h € B(0,0) entonces w < 1. Consideremos h = ﬁj‘ y, puesto que

|h| = £ < 6, resulta que
€
|Li(h) — La(h)| < |A| Tl (1.2.3.1)

La R—linealidad de L; junto con (1.2.3.1) implican que

2ul u 2ul u
L <5|) — L2 (52lu
5 5
2u 2|u
() 2= (55

20y
= T|L1(h)*L2(h)|

|Li(h) — La(R)| =

2l h| = = 2[uld e
) lu| 0 2]y

14



Tomando limite cuando € — 0 obtenemos que L;(u) = La(u). B

Definicién 1.2.4
Sean U C C un abierto, f : U — C R—diferenciable (C—diferenciable) en z € U. Llamamos “R — derivada de f
en 2" (“C —derivada de f en 2”) a la tnica funcién R—lineal (C—lineal), denotada por D,.(f)(z) : C — C, tal que

i R = f(2) = D (f)(Z) (W]
k|0 R

=0.

Notacién 1.2.5

Sean A C R? un abierto, g : A — R una funcién y (z,y) € A.

Si la funcién t +— g(t,y) es diferenciable en x, escribimos D1(g)(x,y) para denotar la derivada de tal funcién en x
y la llamamos “derivada parcial con respecto a la primer variable de g en (x,y)”.

Andlogamente si la funcién t — g(x,t) es diferenciable en y, escribimos Dy(g)(z,y) para denotar la derivada de tal
funcién en y y la llamamos “derivada parcial con respecto a la segunda variable de g en (x,y)”.

Definicién 1.2.6
Sea f: C — C una funcién. Llamamos “parte real de f ” a la funcién uy : R* — R dada por

ug(z,y) = Re(f(x +iy)), (z,y) € R%
Analogamente llamamos “parte imaginaria de f 7 a la funcién vy : R? — R dada por

vp(z,y) = Im(f(z +1iy)), (z,y) € R%

Proposicion 1.2.7
Sean U C C un abierto, f: U — C R—diferenciable en z = x + iy € U. Entonces

1. Existen Di(us)(x,y), Di(ve)(z,y), Do(us)(z,y) y D2(vs)(z,y).
2. Se cumple que

D.(f)(2)(h) = D1(f)(z) - Re(h) + D2(f)(2) - Im(h), Vh € C
donde

Di(f)(z) = Di(ug)(@,y) +iDi(vs)(z,y) y
Dy(f)(2) = Dalug)(z,y) +iDa(vf)(z,y).

Demostracién:
1. Para abreviar notacién sea L = D,.(f)(z).

Afirmacién 1:
t — us(t,y) es diferenciable en = y su derivada es Re(L(1)). Es decir Dy (uy)(z,y) = Re(L(1)).

Demostracion Afirmacién 1:

up(x+t,y) —up(z,y) = Re(

|
j=e]
2

entonces

SRR N (S GEVIC BRNE0)
)
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y, por tanto,
o Re f(z + 1, yi —Ref(@.9) _ per1y).

Di(up)(z,y) =1
Afirmacién 2:
t— vs(t,y) es diferenciable en « y su derivada es Im(L(1)). Es decir D;(vs)(x,y) = Im(L(1)).

Demostracion Afirmacién 2:
vp(r +ty) —vp(z,y) = Im(f(z+1¢) = f(2))

= Im(f(z+1) - f(2) £ L(?))
= Im(f(z+1) = f(2) =

entonces
ve(z +t,y) —ve(z,y) fz+1t)— f(z) = L(t) L(t)
f yt @y Im( t )+Im(t>
~ (LSO LY gy
y, por tanto,
Dy(vf)(z,y) = lim vzt yi —u @) ).

Afirmacién 3:
t — us(z,t) es diferenciable en y y su derivada es Re(L(¢)). Es decir Da(us)(x,y) = Re(L(7)).

Demostracién Afirmacién 3:
ur(z,y+1t) —up(z,y) = Re(f(z+it) — f(z))
Re(f(z +1it) — f(z) £ L(it))
— Re(f(z+it) - f(z)

entonces
up(z,y+1t) —us(z,y) f(z+it) — f(z) — L(it) L(it)
fytfy:Re< : >+Re<t>
- R <f(””){( )L(”)) 1 Re(L(i)
y, por tanto,

Afirmacién 4:
t — vy(z,t) es diferenciable en y y su derivada es Im(L(z)). Es decir Dy(vy)(z,y) = Im(L(37)).

Demostracién Afirmacién 4:
vp(,y+1t) —vp(z,y) = Im(f(z+it) — f(2))
Im(f(z+1it) — f(z) £ L(it))
— Im(f(z +it) - f(z) -

entonces

et ulen) o, (Rt G2 LY |y, (L)

; =

~+
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y, por tanto,
. velz,y+t) —vs(z,
Dfog)(,9) = Jimg PHZYH D = 01 (2:0)

2. Sea h = hy + thy € C arbitrario. Por la R—linealidad de L y las afirmaciones anteriores tenemos que

D.(f)(z)(h) = L(h)
= Re(L(h)) + i Im(L(h)
= Re(h1L(1) + hoL(7)) + ¢ Im(hy L(1) + ho L(7))
= hiRe(L(1)) + ha Re(L(7)) + thy Im(L(1)) + iho Im(L(7))
= hy [Re(L(1)) +4Im(L(1))] + ho [Re(L(7)) + 2 Im(L(3))]
= hi[Di(ug)(z,y) +iD1(vy) (2, y)] + ho [Da(ug)(z, y) +iD2(vy) (2, y)]
= Re(h)D1(f)(z) + Im(h)D2(f)(2),

= Im(L(3)).

lo cual prueba 2. W

Corolario 1.2.8
Sean U C C un abierto, f: U — C R-—diferenciable en z = z + iy € U. Entonces

DG = 95+ ) v hec
donde
of . Di(ug)(z,y) + Da(vg)(z,y) . Di(ve)(z,y) — Da(ug)(z,y)
Uiy = @D Pbley) | Ild@s) - Daluied)
of (z) - D1(Uf)(x7y) _D2(’Uf)($7y) +Z.D1(Uf)(:v,y)+D2(uf)(x7y)
o¢” 2 9 :
of of

Decimos que —E(z) es la “R — derivada de f en 27 y que g5 (2) es la “R — derivada conjugada de f en 27.
calculo diferencial basado en estos operadores es conocido como “Caélculo de Wirtinger” o “Calculo C — R”.

Demostracion:
Sea h € C arbitrario. Como D,.(f)(z) es R—lineal, la Proposicién 1.1.6 nos asegura que

Dy (f)(z)(h) = ah + Bh*

donde
D, (f)(2)(1) —iDy(f)(2)(9)

D (f)(z)(1) +iDr(f)(2)(D)
5 .

El

Pero, por la parte 2 de la Proposmlon anterlor sabemos que D,.(f)(2)(1) = D1(f)(2) y D,(f)(2)(@) = Da(f)(2).

Reemplazando resulta que o = as( 2)y B = 85* I (z), con lo cual queda culminada la prueba. W

Proposicion 1.2.9

Sea f: C — C dada por f(z) = z*, V z € C. Entonces

1. f no es C—diferenciable.

2. f es R—diferenciable en C, ag( 2)=0y 2L(z)=1,VzeC.

Demostracién:

1. Sea z = = + iy € C cualquiera y supongamos por el absurdo que f es C—diferenciable en z. Por definicién 3

L:C — C C-lineal tal que
i LD =@ =L _

|| —0 R
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luego

0= ljm FHM =2 L0) o BT L(R) BT RLQ)

h|—0 |h| ih|—0 |h] = |h|

Pero si este limite existe entonces debe existir independientemente de la direccién en la cual |h| se aproxima a 0.
Sea h — 0 a lo largo del eje real por derecha entonces

h* — hL(1)
lim —————~ =1-—L(1).
=0 |h] m
Ahora sea h — 0 a lo largo del eje imaginario por arriba entonces

h* — hL(1) .
lim —— = —i(1+ L(1)).
|h|—0 |h] ( (1))
Por tltimo, si me aproximo al origen a lo largo del eje imaginario por abajo, resulta que

h* —hL(1
fimn 2= AL

Jim S = i1 L),

Por lo tanto no puede existir tal limite.
2. Sean a, b € Ry z, w € C arbitrarios, entonces

flaz 4+ bw) = (az + bw)* = az" + bw* = af(z) + bf (w),

as{ f es R—lineal. Ademaés

et = fE =M _ oy (G ===
|h|—0 |h| h|—0 |h|
Por lo tanto f es R—diferenciable. Ahora sea z = = + iy € C arbitrario, como us(z,y) = = y vr(z,y) = —v,

entonces
Di(us)(@,y) =1, Da(vy)(@,y) = =1y Di(vg)(z,y) = 0= Da(us)(z,y).

Se sigue por la Proposicién 1.2.8 que

%g(z) _ Di(ug)(=,y) ;FDQ(Uf)(x,y) PEICTICIY)) ; Da(us)(z,y) _ .
of _ Di(up)(w,y) = Da(vp)(x,y) | Di(vp)(@,y) + Da(ug)(z,y) _
ag*(z) = ! 5 2 +i 5 2 =1. 1

Proposicién 1.2.10
Sea L : C — C R-—lineal y sea L* : C — C dada por L*(z) = (L(2))*, V z € C. Entonces L* es R—lineal.

Demostracion:
Sean a, b € Ry z, w € C arbitrarios. Entonces

L*(az + bw) = (L(az + bw))* = (aL(z) + bL(w))* = a(L(2))* + b(L(w))* = aL*(z) + bL* (w),
lo que implica la R—linealidad. W
Proposicién 1.2.11

Sean U C C un abierto, f : U — Cy f*: U — C dada por f*(u) = f(u)*,V u € U. Si f es R—diferenciable en
z € U entonces f* también y se cumplen

o= (80 » = ()
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Demostracién:

Sea L* como en la Proposicién anterior. Por la Proposicién 1.2.9 la funcién g : C — C dada por g(z)

z € C es R—diferenciable. Luego, por la Observacion 1.2.2, g resulta continua. Entonces

i LGB = @) L) fE R f(2) = L(R)
k|0 |h| 7| —0 A
_ gy FEER) - f(2) - L)
h|—0 |h|
~ m [f(z+h)—f(2)—L(h)T
[h|—0 ||
_ {hm f(z+h)f(Z)L(h)r
|h|—0 |
= 0
0

y por lo tanto f* es R—diferenciable en z. Ahora, dado que

Uf*(xvy) =

resultan

Re(f*(z +1iy)) = Re(f(z +iy)") = Re(f(x +iy)) = us(2,y) y
Im( =

f
[ (@ +iy)) = Im(f(z +iy)*) = — Im(f(z +iy)) = —vs(z,y)

Di(uy-)(@,y) + Da(vp)(@,y) | Dilvy-)(@,y) — Da(us-)(2,y)
2 2

Dy(us)(z,y) — Da(v)(@,y) _ Divr)(z,y) + Dauy)(2,y)

2 2
of *
()
Dy (ug+)(z,y) — Da(vy=)(2,y) n Di(vp-)(z,y) + Da(us-)(2,y)
2 2
Di(uy)(@,y) + Da(vg)(@,y) _ Di(vs)(@,y) = Da(uy)(z,y)
2 2

(5cr).m

Proposicién 1.2.12 (Regla de la cadena)
Sean U y V abiertosen C, f: U — C, g: V — Cy z € U tal que f(z) € V. Si f es R—diferenciable en z y g es
R—diferenciable en f(z) entonces:

1. go f es R—diferenciable en z.

2. Se cumple que
D

3. Se cumple que

r(g0 f)(2)(h) = Dr(9)(f(2)) o Dr(f)(2)(h), ¥ h e C.

dgof) _ of of*
7€ (2) = ag(f( ))35( )+ ag Y (£(2) o€ (2) y
dgof) dg of of*

Demostracién:

280 = LU )+ g ) e

oE*

19
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L. Por ser f R—diferenciable en z tenemos que limyy, o LEFM=LE=LIO — 0, donde Ly = D,(f)(2); 0 sea
f(z+h) = f(z) = Li(h) + [h| e1(h)
con lim,|—g€1(h) = 0. Notemos que
(g0 f)(z+h) —g(f(2)) = g(f(2) + k(h)) — g(f(2))

donde k(h) = f(z + h) — f(2). Como g es R—diferenciable en f(z) entonces lim,_ ‘g(f(z)+h)_-|"}§|/£(z))_L2("’)‘ =0,
donde Ly = D,(g)(f(2)); o sea

(9o f)(z+h) = g(f(2)) = La(k(h)) + |k(h)| e2(k(h))
con limy(py|—o €2(k(h)) = 0. Luego

(go f)(z+h)—g(f(2)) = La(L1(h)+ |hle1(h)) + |k(h)|e2(k(h
= Lo(Li(h)) + La(|h|e1(h)) + k(R
= (L1 o La)(h) + |h| La(e1(h)) + |k

)

h
— (LyoLy)(h) + A (L2<el<h>>+ i 52(k<h>>).

Por la Definicién 1.2.4 faltaria ver que

k()]

Jim (Lg(al(h))—i— H ag(k(h))) =0. (1.2.12.1)

Pero como Ly es R—lineal entonces es continua, por lo cual

lim Ly(ey(h)) = Lo ( lim El(h)) = Ly(0) =0.
|h|—0 [h|—0
Ademas, por ser f R—diferenciable en z, f resulta continua en z. Entonces

0= |illi\glof(z +h)—f(z) = |illi\rllok(h) = |i1Li|Elo ga(k(h)) = 0.

Ahora, por la R—linealidad de L; sabemos que 3 «a, 8 € C tales que L1(z) = az + 8z*,V z € C. Luego

k) [f(z+h) = f(2)] _ [La(h) + |h|e1(h)]
|h] || |h
< |L|1}(lfz) N |h€|1h(|h>| _ Iah|+h|ﬂh | ler(h)
< ol + 8]+ ler(h)]
y, por tanto, k()]
_ |k(h .
\}LI\I—I}OW < |a‘ + |B| + \}P|r—r>lo|€1(h)| = |Cl/,| + |B| .
Finalmente
. |[k(h)] o _ |k(h)] :
I, (L2<el(h>> + e2<k<h>>) = Jm Laa () + (;;lrgow) <}111|r30€2(k(h)))
<t a(ei ) + (al + 13 Jim <ah(i) =0

es decir se cumple (1.2.12.1).
2. Se deduce directamente por la Proposicién 1.2.3.
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3. Por el Corolario 1.2.8 se siguen las siguientes igualdades

_ of . 0F
Lil) = D) = S E@h+ g (on
Lal) = D@)(f)0) = G2 (FCDA+ S (DA v
Dy(go f)(2)(h) = 5(gazf)(z)h+8(g§f)( )h*, ¥ h e C.

Utilizando el inciso 2 y la Proposicién 1.2.11 tenemos que

Dy(go f)(2)(h) = Dr(9)(f )OD(f)( )(R)
- (o i)t (o))

= L Len- 5g*<f<z>>(8f<z>h) + 995 2L oy a%<f<z>><ai<z>h*>

o€ o¢ o€ o€ 23 o€

- a—gf(z))%g(z)ma—g(f(z)) (5) w+ Zisenghom + 22 (2e)
- OF 10 i ) G I+ ) g (I + 5 () e (2

= (S E o+ g5 ) n+ (UG + e g )i

Luego por la unicidad de la Proposicién 1.1.5 y el Corolario 1.2.8 resulta 3. B

Nota 1.2.13
Sean U  C un abierto y f : U — C R—diferenciable en z = o + iy € U. Usando la definicién de Di(f)(2),
Dy (f)(2), 75( z) y de 7( ) deducimos que

%(z) _ Di(f)(2) —iD>(£)(2) ;o (2) = D1 (f)(2) +iDa(f)(2)
2 2 o™ 5 .

1.3 El gradiente y la matriz Hessiana complejas

En esta seccién proponemos una definicién para el gradiente complejo y la matriz Hessiana compleja de
una funcién real de variables complejas. Mostramos que, tanto el gradiente como la Hessiana compleja, estan
relacionados con sus contrapartes reales mediante simples transformaciones lineales. Ademads, obtenemos algunas
propiedades de la Hessiana compleja, en particular sus autovalores. Un buen tratamiento de estos temas se pueden
encontrar en el trabajo de Van den Bros [7].

Notacién 1.3.1
Sean n € N, A C R?" un abierto y F : A — R dos veces continuamente diferenciable en A. El gradiente de F en
W = (w1, ..., wa,) | € A serd

VE(w) = (D1(F) (W), ..., Doy (F)(W)) ",

donde D;(F)(w) es la derivada en w; de la funcién

t— F((’U)l, ...,wj_l,t,wj+1, ...7U}2n)T),
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para cada j € {1,...,2n}. La matriz Hessiana de F' en w € A serd

0 B - B
DXF)w) = | o o ,
DouDi(F)(W) DanDs(F)(w) .. D3, (F)(w)

donde D3(F)(w) es la derivada segunda en w; de la funcién
t— F((’U.)l, ...,wj_l,t,ij, ...,wgn)T),
para cada j € {1,...,2n} y D;Dy(F)(w) es la derivada en w; de la funcién
t— Dk(F)((wl, cony wj,l, t, ’U.)j+1, seey wgn)—r),
para cada j,k € {1,...,2n} con j # k.

Definicion 1.3.2

Sea wo = (W}, ...,wd") T € A. Llamamos “polinomio de Taylor de orden 2 de F en wq” a

w — F(wo) + VF(wo) " (w — wo) + %(W —wy) ! D*(F)(wo)(w — wp), Vw € R*™,

Nota 1.3.3

Sea J = ' | € C2%2. Es sencillo ver que J~ ! = %JH. Para cada j € {1,...,n} sea z; = z; +iy; € C donde z;

1
1 —i
e y; estan en R. Entonces

Sea v € C?" dada por

J  Os O4
vEla o o oz, Z;]T =Mz y1 - yn]T donde M = O:2 J O:2 € Cnxam,
0, 0, J
No es dificil ver que M es invertible y que M~ = %MH. Luego [arl Y1 - Tp yn]T = %MHV.
Pero, como x1, y1,..., Tn, Yyn € R, resulta que [a:l Yy o Ty yn]—r = [ml Y o Ty y,L]H y asi
[#1 y1 - @y yn]T = %MTV*.

Veamos ahora las férmulas de la Notacién 1.3.1 y de la Definicién 1.3.2, en la notacién de arriba. Para cada
je{l,..,n} sea ' 4 '

2 =z + iy}
1

i i , . . . . 2i.1 . i 2i . i
donde z) e y estdn en R. Definimos para cada j € {1,...,n} woj_1 = xj, wa; = y;, wy' = = x) y wy’ = y).

Ademds sean

- 1 1yx* n nyx] T - 1 2 2n] T - T
Vo = [Zo (z0)" - 2 (20) ] » Wo = [wo Wy - Wo } yw= [wl w2 o w2n}
Luego, como mas arriba, tenemos que
1 1 1
W:§MHv:§MTV*yw0:fM v _§MT ;



Por lo tanto v = Mw y vg = Mwy.
Sea U = {Mw :w € A}. Como A es abierto en R*" y la funcién g : C** — R?*" dada por g(v) = M~1v es
continua, entonces U es un abierto en C?". Definimos f : U — C por

f(v)=F(w)siv=Mw.

Definicién 1.3.4 (Continuacién de la Nota 1.3.3)
Llamamos “gradiente complejo de f en vo" a V f(vy) = %M*VF(WO).
Nota 1.3.5

Como $MTM* = I, entonces VF(wo) = M 'V f(vy). Por otra parte, como f es en realidad a valores en R,
tenemos que uy = 'y vy = 0.

Nota 1.3.6
Notemos que

D1 (F)(wo)—iD2(F)(wo)

J* Oy ... O Dy F(wy) Dl(F)(wo)-EiDg(F)(Wo)
Vf(vo) = S M*VF(wo) = » S B .
VO = — WO = — . . . = .
2 S : Do 1 (F)(wo)—iDan (F)(wo)
02 02 J DQ,LF(W())

Dan_1(F)(wo)-riDan (F)(wo)
2

Teniento en cuenta las definiciones dadas en el Corolario 1.2.8, definimos

ﬁ(vO) . Daj 1 (F)(wo) — iDs; (F)(wo) . ﬁ(vO) . Daj 1 (F)(wo) +iDs; (F)(wo)

0, 2 3 2 ’
para cada j € {1,...,n}. Luego

.
3 3 3 3
Vf(ve) = {Tfl(vo) %(Vo) %(Vo) %(Vo)} . (1.3.6.1)

Como vo = [z5 (z)* 2y (zg)*]T ywo=|wj wj - w%”]T entonces

(20 () G)) )] [ 22N bt ) )00 (b)) ]

C% (28, ()", ,zg,(zg)*)T Dl(F)((xcl)vyé»-wxgvyg)-r)';Z'Dz(F)((xé7yé7---,$3,y{')L)T)

(o) ()) )| | Pt b)) D) ()

1.1 2y V—iDa, algl oz )T
_8852 (z(l),(zé)*, 7237(28)*)T | _D27171(F)((~Lovyo»--*v 0,Y0) )2 D, (F)(( 0-Yo 0:Y0) )_

Una cuenta directa prueba que

.
* 0 0 0 0
(Vi)' = [ v0) Fh(vo) - FEvo) Fh(vo)] . (1.3.6.2)
Finalmente, teniendo en cuenta la Definicién 1.3.4, (1.3.6.1) y (1.3.6.2), se verifica que si

A) VE(wg) =0, B) Vf(vo) =0y C) (Vf(vo))" =0

entonces
A) = B)AC)
B) = A)ANC)
C) = A)AB).
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Definicién 1.3.7
Lamamos “Hessiana compleja de f en vo” a D*(f)(vo) =+ - M - D*(F)(wy) - M 1.

Nota 1.3.8

Puesto que M ! = SM*H | se vé facilmente que D?(F)(wq) = M7 - D?(f)(vo) - M.

Nota 1.3.9
Recordemos que una matriz cuadrada M sobre C se dice “hermitiana” si M = M.

Proposicion 1.3.10
D?%(f)(vo) es hermitiana.

Demostracién:
Dado que
H

(D) w0 = (JUDHE) )M ) = L (D20 o)) D = JO(DH () w17

basta probar que D?(F)(wg) es hermitiana. Como

D3 (F)(wo) D11272(F)(W0) o D1Dan(F)(wo)
D(F)(w) = D2D1(.F)(W0) Dz(F.)(WO) D2D2n(.F)(Wo)
Doy Dy (F)(Wo) DanDa(F)(wo) ... D3, (F)(wo)

es claro que D?(F)(wyp) es simétrica. Ademds F toma valores reales, lo cual implica que D?(F)(wq) € R?"*2", Por
lo tanto D?(F)(wg) es hermitiana. W

Proposicién 1.3.11
A es un autovalor de D?(f)(vo) <= 2\ es un autovalor de D?(F)(wy).

Demostracion:

Notemos que
D?(f)(vo) = Ma, = iMD2(F)(w0)MH A, = iMDQ(F)(WO)MH —)\%MMH = iM(DQ(F)(wo) — 2o, )M

luego

[N

det (D*(f)(vo) — Als,) = det (iM(Dz(F)(wo)—MIgn)MH)

det (M) det(D*(F)(wo) — 2AIa,) det(M )

det(M M) det(D?(F)(wq) — 2\I2,)

)
)
>2n det 2 det(D*(F)(wo) — 2\ Iay,)
)
)

Con lo cual, det(D?(f)(vo) — Aa,) =0 <= det(D?*(F)(wq) — 2\2,) =0. B
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1.4 Funciones R-diferenciables de orden superior

En esta seccion primero estudiamos algunos conceptos y resultados del Algebra lineal, los cuales son nece-
sarios para definir las funciones R — diferenciables de orden superior. Ademéas obtenemos algunas propiedades
importantes de la R — derivada de orden superior, como por ejemplo la simetria.

Definicién 1.4.1
Sean p > 2 entero y f : CP — C una funcién. Decimos que “L es R — p — lineal” si

T T T
L ((217 e Zi1,0U bV, Zj 11, 2Zp) ) =alL ((z1, ey 21y Uy 21y ey Zp) ) +bL ((zl, ey 21, Uy By ooy Zp) )

para cada a, b € R; 21,..., Zj_1, Zj+1,.-s 2p, u, v € Cy j € {1, ..., p} entero.

Notacién 1.4.2
Denotamos LR,(C,C) ={L:C? — C : L es R — p — lineal}.

Definicién 1.4.3
Sea V un C—espacio vectorial. Decimos que “L : C — V es R — lineal” si

L(az +bw) =aLl(z) + bL(w),Ya, beR yV 2z weC.

Notacién 1.4.4
Denotamos LR(C,V) ={L:C —V : L es R — lineal}.

Observacion 1.4.5
Para cadaa € C; L, Ly y Ly € LR(C,V) definimos

(a®L)(z) = aL(2),VzeC
(L1 ® L2)(z) = L1(2)+ La(2),¥Y z€C.

Para cada a € C; f, f1 y f2 € LR,(C,C) definimos

(@l f)(z) = af(z),VzeC’
(LB f)(z) = fi(z)+ f2(z),Vz e CP.

Es facil comprobar que (LR(C,V),®,®) y (LR,(C,C),H, B) son ambos C—espacios vectoriales.

Proposicion 1.4.6
Sea p > 2 entero y para cada L € LR,(C,C) y cada z; € C definimos J(L)(z1) : CP~! — C dada por

(L) (1) (225 ey 2p) T) = L((21, 225 0y 2p) )y V{22, 000y 2,) T € CPTL.

Entonces

1. (\}(L)(Z’l) € £Rp_1(c, (C)

2. §:C— LR,_1(C,C) definida por S(z1) = (L)(z1), pertenece a LR(C, LR,,_1(C, C)).
y L C7 1

3. ¥ es un isomorfismo entre LR,(C,C) y LR(C, LR,_1(C,C)).
Demostracion:
1. Veamos que 3(L)(z1) es R — (p — 1)—lineal. Para ello sean a, b € R; 22, ..., 2j_1, Zjt1, oy 2Zp, U, v € Cy

j €{2,...,p} entero. Entonces

(L) (21) (zQ, e Zj—1,0u + b, Zjq, zp)T) =L ((zl, 29, ey Zj—1, QU + bU, 241, ., zp)T)

=al ((zg, ey 21, Uy 21y ey zp)T) +bL ((zz, e Zj1,0U b, Zj 4, zp)T)
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= ac\\y(L)(zl) ((Z27 vy Bf—1, Uy Zjq1y eeey Zp)T) + b%(L)(Zl) ((ZQv vy Bj—1, Uy 241,y oeny ZP)T)

2. Por el inciso 1 es suficiente probar que S es R—lineal. Tomemos entonces a, b € R; z, w € Cy (za, ..., zp)T e cr!
arbitrarios. Luego

S(az +bw)((22,-,2,) ") = S(L)(az+bw)((22,.-, 2p) ")
= L((az +bw,z9, ..., 25) ")

L((z, 22, ..., zp)T) +bL((w, 22, ..., zp)T)
S(2)((z2y -y zp)T) +bS(w)((22, ... zp)T)
= (aS(z) +bS(w))((22, . 2p) ).

3. En primer lugar veamos que & : LR,(C,C) — LR(C, LR,_1(C,C)) es lineal. Sean o € Cy L1, Ly € LR,(C,C).
Para cualquier z; € C y para cualquier (2o, ..., ,zp)—r € CP~! tenemos que

Q

IS

S(aLy + La) (1) (225, 2p) 7)) = (aLy + La)((21, 22, - 2p) 1)

= aLi((21,22, -, 2p) ") + La((21, 29, 0, 2p) )

= aS(L1)(z1) (22,0 2) 1) + S(La)(21) (22, 0y 2) T)
aS(L1)(z1) + S(L2)(21)) (22, 2) ")
aS (L) + 3(L2))(21) (225, 2p) 1),

S~ o~

lo que significa que S(aLi + La) = aS(L1) + S(La).

Ahora veamos que 3 es inyectiva, para ello basta ver que Nu(3) = Ocr,(cc)- Pero si L € Nu(S) entonces
S(L) = 0zr(c,cr,_, (C,c))> s decir I(L)(z1)((22, e 2p) 1) = L((21, 22,y 2p) ) = Oc, ¥ (21, ...,2,) T € CP. Lo cual
implica que L = Ozg,(c,c)-

Por dltimo veamos la sobreyectividad. Tomemos T' € LR(C, LR,_1(C,C)) y definamos L : C*» — C por

L((21, 29,y 2p) ) = T(21)((22, 0, 2p) 1), (21,00, 2p) | € CP.
Claramente L € LR, (C,C) y ademds
S(L)(21) (22 2) 1) = L(21, 22, s 2p) 1) = T(21) (225 0 2) ),

para cada z; € C para cada (22, ...,2,) " € CP~1. Por lo tanto J(L) = T.
Queda entonces demostrada la Proposicién. B

Nota 1.4.7
Recordemos los siguientes conceptos y resultados de espacios normados.
Sea V un C—espacio vectorial (o R—espacio vectorial) y sean [|-||; y ||-||; dos normas sobre V. Decimos que “||-|; v

|-l son equivalentes” si las topologias inducidas por ellas son equivalentes.
-1, v II[l; son equivalentes <= Ja >0y b> 0 tales que aljv||; < v, < by, VveV.

Sean V un C—espacio vectorial (o R—espacio vectorial) de dimensién finita p € N, B = {v1,...,v,} una base de V
y para cada v € V sea
o]l 5 = |(v1, ...,vp)T’p siv=z1v1 + ... + 20

con (21,...,2,) " €CPy ||, la norma euclidea de C”. Entonces ||-|| 5 es una norma sobre V.
Sea Ip : CP — V definida por I5((21,...,2p) ) = 2101 + ... + 2,v,. Entonces I es un isomorfismo topolégico entre
(CP,1-,) v (V,[|-lg)- Sea [|-|| otra norma sobre V. Entonces ||-|| y [|-[| 5 son equivalentes.

Proposicion 1.4.8
Sea p € N entonces dim(LR(C, CP)) = 2p.
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Demostracién:
Sea T :CP x CP — LR(C,CP) dada por T(a,B)(2) = za+2*3,Va, B CPy z € C.
Veamos primero que T (a, 3) estd en efecto en LR(C,CP). Sean a, b € Ry z, w € C arbitrarios. Entonces
T(a,B)(az+bw) = (az+bw)a+ (az+bw)* B
= aza+bwa+az*B+ bw*
= a(za+ z*0) + b(wa + w*B)
— aT(a B)(2) + bT(cv, B) (w).

y por lo tanto T'(ex, 3) € LR(C,CP). Ahora veamos que T es un isomorfismo. Sean v € C y a1, aa, B4, 35 € CP;
entonces

T(y(a1, By) + (02,8,))(2) = T(yar+o2,78; + By)(2)

z(yar + az2) + 27 (78 + B)

zyan + zow + 2* B + 276,

V(zar +2°B1) + (202 + 278,)

= 7T(a1,B1)(2) + T(az2,8;)(2), V z € C.

Luego T es lineal. Notemos que si (o, 3) € Nu(T) entonces T'(ct,3) = Ozpr(c,cr), es decir T'(ct, B)(z) = Oc para
cada z € C. Por definicién esto nos dice que

za+2"3=0¢,V zeC.

Tomando en particular z =1y z = ¢ resulta que a + 3 = 0c y @ — 3 = Oc. Sumando las igualdades anteriores
obtenemos que a = Oc = B y, por lo tanto, la inyectividad de T. Finalmente probemos que T es sobreyectiva.
Sea L € LR(C,CP) arbitrario, por la demostracién de la Proposicién 1.1.10 sabemos que 3 M, N € CP tales que
L(z)=zM +2*N,V z € C. Estoes L =T (M, N). Por ende, T es un isomorfismo, lo cual implica que

dim(LR(C,CP)) = dim(C? x C?) = 2p. W

Proposicién 1.4.9
Si V es un C—espacio vectorial tal que dim(V) = p entonces dim(LR(C,V)) = 2p.

Demostracion:
Sean B = {v1,...,v,} una base de V, Ip : C» — V la funcién definida por

Ig((215 . 2p) 1) = 2101 + oo + 20, ¥ (21,00, 2p) | € CP
y Tp : LR(C,CP) — LR(C,V) dada por
Tp(L)(z) = Ip(L(z)),V L € LR(C,C?)yV z € C.

En primer lugar probemos que T es un isomorfismo. Sean Ly, Ly € LR(C,CP) y o € C arbitrarios. Para cada
z€Csea L1(2) = (21,..,2p) | ¥ La(2) = (w1, ...,wp) ", luego
Tp(aLi + Ly)(z) = Ip((aly+ L2)(2))

= Ip(aLi(z) + La(2))

= Ip((az +wi,.az, +wp)")

= (az1 +wi)vy + ... + (@zp + wp)vy

= a(ziv1 + ... + 2pvp) + (wiv1 + ...+ wpuy)

= alp((z1,.2p) ") + Ip((wi,.oywp) 1)
alp(Li(2)) + Ip(La(2))
aTp(L1)(2) + T(L2)(2)
= (aTB(L1) + TB(L2)) (2),
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con lo cual Tg(aLy + Lo) = aTs(L1) + Ts(Lsa); o sea Ty es lineal.

Ahora si L € Nu(T'p) entonces Tp(L) = Ozr(c,v), es decir Tp(L)(z) = Oy para todo z € C, o sea Ip(L(z)) = Oy
para todo z € C. Lo que equivale a decir que

L(z) € Nu(Ipg),¥V z€ C

Pero como Ip es un isomorfismo L(z) = Ocr V z € C, lo que significa que L = Ozg(c,cr). Por lo tanto Tp es
inyectiva.

Por tltimo tomemos L € LR(C, V) arbitrario. Como I es sobreyectiva, para cada z € C existe un vector (21, ..., 2p) |

en CP tal que
Ig((#, ...,zp)T) = L(z).

Asi defino L : C —s CP dada por R
L(2) = (21, 2y), ¥V 2z € C.

Luego L € LR(C,CP) y Ts(L)(z) = I (f(z)) = L(z), V z € C. Lo que prueba la sobreyectividad.
Se sigue por lo recién demostrado y por la Proposicién anterior que
dim LR(C, V) = dim LR(C, C?) = 2dim(C?) = 2p. A

Definicién 1.4.10
Sean pe Ny T : CP x C?P — LR(C,CP) el isomorfismo dado en la demostracién de la Proposicién 1.4.8, esto es

T(a,B8)(2) =za+z2z"B,Va,B€ClyzeC.
Llamamos “base canénica de LR(C,CP)” a
{T(ef,0,),....,T(e},0,),T(0p,,€Y),....T(0,,€") }

donde 0, es el “cero” de CP y {ef, e eg} es la base canoénica de CP.

Nota 1.4.11 (Continuacién de la Definicién anterior)
Para cada j € {1,...,p} definimos L, ; : C — C? y L, p4,; : C — C? por

Lyj(z) = T(e?, 0,)(z) = zef y
Lyptj(z) = T(0p,€%)(z) =2"€],VzeC.

p
€

Ademads sean Vi = LR(C,C) y Va» = LR (C,Vyp-1) con p € N.
Afirmacién: dim(Va») = 2PT1 V p e N.

Demostracién Afirmacién:
Procedemos por induccién en p. Si p = 1 se sigue por la Proposicién 1.4.8 y la Proposicion 1.4.9 que

dim(Vy) = dim(£LR(C, V;)) = 2dim(V;) = 2dim(LR(C,C)) =2 -2 = 2! 1.

Supongamos por hipétesis inductiva que vale la afirmacién para k y probemos que dim(Vax) = 251, Nuevamente
por Proposicion 1.4.8 resulta que

dim(Vors1) = dim(LR(C, Vor ) = 2dim(Vai ) = 2 - 28+ = o(h+D+1
Queda entonces demostrada la afirmacién. W
Ahora sea By = {L1,1, L1 2}, que llamamos “base candénica de V1" y sean Ip, : C? — V; dada por

I, (21,20) = 21011 + 22L1 9, (21,29) € C?
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y Tp, : LR(C,C?) — Vj el isomorfismo de la Proposicién 1.4.9; esto es
Tg, (L)(z) = Ip,(L(2)), L € LR(C,C?) y z € C.

Sea,
By ={Tp,(L2,1),TB,(L2,2),TB,(L23), T, (L2,4)}

que llamamos “base canonica de V5.

Sea ahora p > 2 entero. Por induccién definimos Ig Tp,, , y Baw por:

op—1)

I, ,: C?" — Vyp-1 dada por
Isz—l (Zlv (XX} ZQP> = ZlTsz72 (L217fl,1) + -+ ZQI?TBQP,2 (L2p*172p) y (Zl, ceny ng) (S (czp
Tp,, , : LR(C,C?*") — Vy» dada por

Ts,, ,(L)(z) =1Ip,, ,(L(z)), L € LR(C,C*)y € C

BQP = {Tsz,l (L2p,1) 3 "'aTsz—l (L2p72p+1)}

base de Vy» que llamamos “base candénica de Vop”.
Finalmente, para cada p € N sea Sy, : Vo1 — LR, (C, C) dada por

Sp(L) (21, ooy 200) = (. ((L(21))(22))--) (2p)-

Por la Proposicién 1.4.6 resulta que 3, es un isomorfismo. Luego llamamos “base candnica de LR,(C,C)” a

{8 (Toye (L2r11)) S (T (Lav12)) 58y (Typa (Lovr,20)) -

Para abreviar, denotamos
= &k
byv=1j = Sp (T, (Lav-1,5))

para cada j € {1,2,...,2P}. Una cuenta directa prueba que

b2p7171 Ry -y Rp = Z2122..-Zp—1Z%p

(
bor-12(21, .0y 2p) = Z122...2p—1%
(
(

prfl 3(%15 -y 2p

)

= 2’122...Zp_1zp

bor-1 4(21, .0 2p) = 2122..25_ 1%

p—1%p
_ * % * *
bop—120(21, 0 2p) = 212525 1%

Nota 1.4.12

Recordemos que si V es un K—espacio vectorial ( K =R o K = C) decimos que “¢ : V. — [0,00) es una norma
sobre V7 (y que “(V,¢) es un espacio normado”) si se cumplen:

1. ¢(v) =0 <= v =0y

2. ¢p(kv) = |k|p(v),VEkeKyVYoveV

3. ¢(U1 +”UQ) < ¢(v1) + (25(7)2), YV vy, v € V.

Afirmacién 1: R R
Si V es un K—espacio vectorial y ¢ es una norma sobre V entonces ¢ : LR(C,V) — [0,00) dada por ¢(L) =
sup {¢(L(2)) : |z| < 1}, L € LR(C,V) es una norma sobre LR(C,V), a la cual llamamos “norma inducida por ¢”.

Demostraciéon Afirmacién 1:
Veamos que se satisfacen 1, 2 y 3 de la definicién anterior.

29



1. (=) Si gAzS(L) = 0 entonces 0 = sup {#(L(2)) : |z| < 1}, lo cual implica que ¢(L(z)) =0, V |z| < 1. Como ¢ es
una norma sobre V resulta que L(z) =0, V |z| < 1. Faltaria ver que L(z) =0, V¥ |z] > 1. Sea z € C tal que |z| > 1

cualquiera, luego
1

2|

y, por lo recién probado, tenemos que L (Z%) = 0. Teniendo en cuenta la R—linealidad de L resulta que

L(z)zL(f)zL('j' ) 12| L( >=|z20=o.

Finalmente obtenemos que L(z) =0,V z € C.
(=) Si L = 0zr(c,v) entonces L(z) = Oy, V z € C. Luego, por ser ¢ una norma, tenemos que ¢(L(z)) = 0, V
z € C. Por lo tanto ¢(L) = 0.

2. Sean L € LR(C,V) y k € K arbitrarios, luego

$(kL) = sup{p((kL)(2)): |2| <1}
= sup{p(kL(2)) : [2| <1}
= sup{[k|o(L(2)) : [2| <1}
= [klsup{o(L(2)) : [2| < 1}
= [kl &(L).

3. Dados L1, Ly € LR(C,V), se cumple

sup {¢((L1 + L2)(2)) : |2] < 1}

sup {¢(L1(z) + L2(2)) : [z < 1}

sup {¢(L1(2)) : 2| < 1} +sup{p(La(2)) : 2] < 1}
d(L1) + ¢(La).

Por lo tanto queda probada la Afirmacién. B

$(L1 + Lo)

IAIA

Como un caso particular tenemos que ¢, : Vi1 — [0, 00) definida por
¢1(L) = sup{[L(z)| : |z]| <1}, L eV,
es una norma sobre V; y, para p > 2, la funcién ¢, : Vop-1 — LR, (C, C) definida por
6p(L) = sup {6,y (L(2) : |2 1}, L € Vpps
es una norma sobre Vop-1.

H”p : ERP((Cu (C) I [07 OO) deﬁnida pOr

17N, = sup {|T'(21, ..., 2p)[ ¢ |21 < 1,y |2p] < 1},
para toda T € LR,(C, C) es una norma sobre LR, (C, C).

Demostracion Afirmacién 2:
1. Claramente si T’ = Org,(c,c) se sigue que || T[], = 0. Supongamos ahora que || T'[|,, = 0 y veamos que T'(21, ..., 2,) =
0,V (1,...,2p) € CP.
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Sea (21, ..., zp) € CP arbitrario. Si |z;] <1V j € {1,...,p} por la definicién de supremo tenemos que lo cual implica
que T'(z1,...,2p) = 0. Supongamos, de lo contrario, que existe al menos un j € {1,...,p} tal que |z;| > 1 y sean

i1, 9% € {1, ..., p} tales que { }ZI z } zi é ; Ei»,z’]ﬁ . Consideremos w = (w1, ...,w,) € CP, donde

. { Zl sil ¢ {il, ,Zk}
w; =

% sil€ {ir,.ir} -

Luego |w;| < 1,V 1 € {1,....,p} y, por el caso anterior, resulta que T'(w) = 0. Por otro lado, utilizando que T es
R — p—Ilineal, tenemos que

28
= T<..., “2,...,”“2,...>
|2, | |2y |

1

= 3 3 2T(Z17"'7Zp)
|Zl1‘ |Z12‘ |Z1k|

y por ende T'(z1, ..., 2p) = 0.
2. Sean T' € LR,(C,C) y a € K arbitrarios. Entonces

HaTHp = sup{[(aT)(z1,...,2p)| : |z1]| < 1,...,|z| < 1}
= sup{|ad(z1,....,2p)| : |z1| < 1,...,]%] < 1}
= sup{la||T(z1,....2p)| : |z1] < 1,...,]%] < 1}
= |a|sup{T(z1,..., 2p) : |21] < 1,..., |2 < 1}
= JolJTl,.

3. Sean T, S € LR, (C, C) arbitrarios. Entonces

1T+ S|, = sup{|(T+S)(21,...., )| [21] < 1,...i 2| <1}

sup{|T(z1,...,2p) + S (21, ..., 2p)| |21 < 1,0, |2p| < 1}

sup{|T(z1, ..., 2p)| + |S(21, ..y 2p)| t |z1] <1, ]2] < 1}

sup{|T(z1, .., 2p)| : |21] < 1y, |2p| < 1} +sup {|S(21, -0, 2p)| 1 |21] < 1,0, |2p] < 1%
11, + 15,

IAIA

Por lo tanto es vilida la Afirmacién. B

Ademés Sy 1 (Vap-1,¢,) — (LR,(C,C), [[|,) definida en la Nota 1.4.11, es una isometrfa. Es decir
1Sp(D)l, = ¢p(L), L € Vapa.

Definicién 1.4.13
Sea U C C un abierto y (V,¢) un K—espacio normado (con K = R o K = C). Decimos que “f : U — V es
R — diferenciable en z € U” si 3 L, € LR(C,V) tal que

i PG E L) — f(z) = La(h))
= |h|

=0.

Nota 1.4.14
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Sean U C C un abierto, (V, ¢) un K—espacio normado (con K=RoK =C)y f: U — V una funcién R—diferenciable
enze€U. Si L,y L, son dos elementos de LR(C, V) tales que

L O R) — 1) — La(h) O+ 1) = () = L()

|h|—0 |h] T |h|

entonces L, = L; .
Por esto, a la tinica L, € LR(C, V) tal que lim,|_ ¢(f(z+h)_‘{l|(z)_LZ(h)) = 0 la llamamos “R — derivada de f en 2"
y la denotamos por D,.(f)(z).

Definicién 1.4.15
Sean U C C un abierto, f: U — C y p > 2 entero. Decimos que “f es p —veces R — diferenciable en z € U” si
existe un V C U entorno abierto de z tal que existe:

1.1. Ly : V. — V; que estd dada por Lq(v) = D,.(f)(v),v € V.

1.2. Lj(’U) €EVyi-1y

¢;_1(Lj-1(v+h) = Lj—1(v) — L;j(v)(h))

lim =0
|h|—0 |h|
para todov € V y para j € {2,...,p — 1}.
13 Lp(Z) S Vgp—l y
i Pero-1(z+h) — Lpa(2) — Lp(2)(R)) _
im =0.
|h|—0 |h|

Nota 1.4.16 (Continuacién de la Definicién 1.4.15)
Por la Nota 1.4.14 tenemos que L1 (v) es el unico elemento de V; tal que

L O B) = () = La(e)(h)

= 0.
|h|—0 R

Del mismo modo se puede ver la unicidad de L;(v) parav € V, j € {2,...,p — 1} y la de L,(z). Por ello, escribimos

Di(f)(v) = Lj(v),paraveVyje{2.,p—1}
DI(f)(z) = Ly(2).

También decimos que “Di(f)(v) es la R — derivada de orden j de f en v” parav €V y j € {2,....,p— 1}.

Definicién 1.4.17

Sean p € N, U C C un abierto y f: U — C. Decimos que “f es p — veces continuamente R — di ferenciable en
U7 y denotamos f € CP(U,C) si f es p—veces R—diferenciable en z € U, V z € U y la funcién U — Vg,—1 dada
por z — DP(f)(z) es continua, ¥V z € U.

Proposicion 1.4.18
Sean U C C un abierto, f: U — C y p > 2 entero. Son equivalentes:
1. f es p—veces R—diferenciable en z € U.
2. 3V C U entorno abierto de z tal que
2.1. f es R—diferenciable en V. Escribimos M;(v) = D,(f)(v), Vv e V.
2.2. Para cada j € {2,...,p — 1} existe M, : V — LR;(C,C) satisfaciendo para cada v € V' lo siguiente:
dadoe > 03¢ >0 tal que B(w,d) CV ysiu e B(0,0) entonces

sup {IM;_1(v+u)(hi,....hj—1) = Mj_1(v)(h1, ..., hj—1) — M;(v)(h1, ..., hj_1,u)|} < |u|e.

B <1, By ] <1

2.3. Existe M,(z) € LR,(C, C) satisfaciendo lo siguiente:
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dado € >0 3§ > 0 tal que B(z,0) C V y siu e B(0,0) entonces

sup {{Mp—1(z +u)(h1, ..., hp—1) = Mp_1(2)(h1, .os hp—1) — Myp(2)(ha, s hp—1,w) [} < |ufe.
[h1]<1,...;lhp—1]<1

Demostracion:
(1 = 2) Por el inciso 1.1 de la Definicién 1.4.15 resulta que f es R—diferenciable en V', es decir vale 2.1. Ahora
definimos para cada j € {2,...,p — 1} la funcién M; : V — LR;(C,C) por

Mj(U)(hh ...7hj) = ( (((LJ(’U)) (hj)) (hjfl)) ) (hl), VveV y (hl, ...,hj) c (Cj.
Seae>0,75€{2,..,p—1} y v € V fijos. Por un lado sabemos que 3 §; > 0 tal que si v € B(0,0;) entonces
¢j_1(Lj—1(v+u) = Lj—1(v) = Lj(v)(u)) < |ule.
Utilizando las definiciones de las normas ¢, para k € {1,...,j — 1} y de la funciones M;_; y M; obtenemos que

¢j_1(Lj—1(v+u) — Lj—1(v) — L;(v)(u))

sup {|Mj,1(v + u)(hl, ceey hjfl) — Mjfl(U)(hl, ceey hjfl) — Mj(v)(hl, veoy hj,l,u)\} .
[h1]<1,...,h;—1]<1

Por otro lado, como V es un entorno de v, 3 d2 > 0 tal que B(v,d3) C V. Luego, considerando ¢ = min {d1,02}, se
satisface 2.2. Por tltimo definimos M,(z) € LR,(C,C) por

Mp(2) (has oy hp) = (o ((Lp(2)) (Bp)) (Bp—1)) -..) (R1) , ¥ (ha, .y Bp) € CP.
Por 1.3 de la Definicién 1.4.15 tenemos que 3 67 > 0 tal que si u € B(0,0;) entonces
Pp—1(Lp-1(z + 1) = Lp-1(2) = Lp(2)(u)) < Jule.
Utilizando las definiciones de las normas ¢, para k € {1,...,p — 1} y de la funcién M,_, y M, resulta que

Gp-1(Lp-1(z +u) = Lp-1(2) = Ly(2)(u))

= s (M b)) = Mpoa () Pp) = My (2) s B )]}
ha <1y al<1

Ademds, como V es un entorno de z, 3 d2 > 0 tal que B(z,d2) C V. Por lo tanto, considerando ¢ = min {d1,02},
obtenemos 2.3.

(2 = 1) Similar a lo hecho recién, por ello omitimos la prueba. W

Proposiciéon 1.4.19
Sean U C C un abierto, p > 2 entero, f : U — C p—veces R—diferenciable en z € U y 7 : {1,...,p} — {1,...,p}
una biyeccién. Entonces

DY(f)(2)(21, s 2p) = DE(f)(2)(2r(1)s o1 Zn(p))
V (#1,..., 2p) € CP.

Demostracién:
La demostracién de este resultado se puede encontrar en las pags. 181 y 182 de [2]. B

Proposicion 1.4.20
Sean U C C un abierto, p > 2 entero, f : U — C p—veces R—diferenciable en z € U, 21,...,2, € Cy g: U — C
dada por

g(u) = DEH(f)(u) (21,0 2p-1), Yu € U.

Entonces g es R—diferenciable en z y para cada h € C

Di(9)(2)(h) = DE(f)(2) (21, -+ Zp-1, ).
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Demostracion:

Probemos que
L Jg(eh) — g(2) = DR 2, h)
[h|—0 |h]

=0. (1.4.20.1)

Utilizando la definicién de g, la Definicién 1.4.15 y la Proposicién anterior tenemos que

l9(z + 1) = g(2) = DE(f)(2) (21, - 2p—1, 1)
= ‘Df_l(f)(z + h)(Zh e Zp—l) - Df_l(f)(z)(zl, e Zp—l) - Df(f)(z)(zlv w5 Zp—1, h)‘
= |z1] ... |zp_1] X

DY)+ (e T2 ) = DY) (o 72 ) DR (o T
G i) () - 2o )

X N — .., — ... ,
21| |2p—1] |21] |2p—1] |21] |zp—1]

< |Zl| |Zp—1| X
< AP ) estpn) = DEOE) s tpo1) = DRIE) s 1)
= |z1|...|zp_1|| Klsulp ‘<1{|Df.’71f(z+h)(ul,...,up_l)—D,],”flf(z)(ul,...,up_l)—fo(z)(h,ul,...,up_l)”
= a1l lzp-1l @poy (D27 (2 + h) — DYV f(2) — DR f(2)(h)) -
Luego
L gz +h) — g(z) = DEE) e, 21, )]
|h|—0 |h]
-1 _ -1 _
< Joalzal o rpa] tim St PFDEHR) = D) — DHAER)
|h|—0 ||
= 0,

es decir vale (1.4.20.1). Ademds h — D?(f)(z)(z1,..., 2p—1, 1) es R—lineal. Por lo tanto g es R—diferenciable en
2y Dr(g)(z)(h) - Dg(f)(Z)(Zl, cees Bp—1; h)a VheC 1

Notacién 1.4.21

Sean A C R? un abierto, g : A — R, (x,9) € Ay p > 2 entero. Sit s g(t,y) es p—veces diferenciable en z,
escribimos DY (g)(x,y) para denotar la derivada de orden p de t — g(t,y) en .

Sit+— g(z,t) es p—veces diferenciable en y, escribimos D% (g)(z,y) para denotar la derivada de orden p de t — g(z,t)
en y.

Proposicion 1.4.22

Sean U C Cun abierto; p € N; f : U — C p—veces R—diferenciable en zg = xo+iyg € U; A = {(x,y) eR?2:z+iyc U};
ug, vy : A — R dadas por us(z,y) = Re(f(z +1iy)) y ve(z,y) =Im(f(z +iy)), (z,y) € A.

Entonces uf(-,40), v¢(-,%0), us(zo,-) y ve(zo,-) son p—veces diferenciables y

DY (ug) (w0, o) = Re(DE(F)(z0)(T, 1)),
DY (o) (@o,90) = Tm(D2(F)(z0)(1, s 1)),
DY(us)(w0,y0) = Re(DE(F)(20)(is 1)) ¥
D3 (vg)(zo,90) = Tm(DE(f)(20)(3, ..., 1))
Ademaés, para p > 2, se cumplen
k p—k
DEDE M (ug)@osyo) = Re(DE(f)(z0) (T, s 1ty ) con b € {1,ep— 1} ¥
k p—k
DEDE ™ (op)(zo.y0) = Im(D2(f)(20) (T, o35 d)) con k€ {1, ...p— 1}



Demostracion:
Procedemos por induccién sobre p. Para p = 1 el resultado se sigue por la demostracién de la Proposicién 1.2.7.
Veamos que ug(-, o) es p—veces diferenciable y que

DY (ug)(wo, y0) = Re(D7(f)(20)(L; .., 1))

Supongamos que es cierto para p y probemos para p + 1. Puesto que f es (p+ 1) —veces R—diferenciable en zg
sabemos, por la Proposicién 1.4.20, que g : U — C definida por

P
. /_/\
g(u) = DX(f)(u)(1,....,1), ue U
p+1
—
es R—diferenciable en 29 y DP*1(f)(20)(1,...,1,1) = D!(g)(20)(1). Luego
Re(DZ(f)(20) (1, - 1,1)) = Re(D(g)(z0)(1)). (1.4.22.1)
Como la Proposicion vale para p = 1 en particular tenemos que
Re(D}(g)(20)(1)) = D} (uy) (w0, o). (1.4.22.2)
Ademsds, por hipdtesis inductiva
DY(ug)(@o,yo) = Re(g(20)). (1.4.22.3)
Segin (1.4.22.1), (1.4.22.2) y (1.4.22.3) resulta que
Re(DP(f)(20)(1, ..., 1, 1)) = DYDY (ug) (w0, %0) = DY (us) (0, yo)-
Por un razonamiento andlogo al desarrollado recién, obtenemos que
DY (vg)(wo,50) = Im(DP(f)(20)(L, ..., 1)),
Dj(us)(zo,50) = Re(DP(f)(20)(,..,7)) ¥
Dy (vg)(xo,y0) = Im(DP(f)(20)(, ..., 4))-

Ahora veamos que, para p > 2,

D¥ D (ug) (z0,90) = Re(D2(f)(20)(1, ..., 1,7, ..., 2))

con ke {l,..p—1}.
Nuevamente hacemos induccién en p. Si p = 2 entonces basta ver que

D1 Ds(ug)(xo, yo) = Re(DF(f)(20)(1,9))-
Aplicando lo ya probado tenemos, para t € R — {0}, que

Do(ug)(wo +t,y0) — D2(uys)(o,90) = Re(Dr(f)(20 +1)(i)) — Re (Dr(f)(20)(7))
= Re(Dr(f)(20 +1)(i) — Dr(f)(20)(i))
= Re (Dr(f)(20 +t)(i) — Dr(f)(20) (i) — DF(f)(20) (i, 1))
+Re (D(f)(20)(i,1)) .

Luego, por las Proposiciones 1.4.20 y 1.4.19, resulta que
Do(ug)(xo +t,y0) — Da(ug) (2o, yo)

D1Dsy(ug)(xo,y0) = }Ln; t
o Be(DA) o 406~ D)) ~ DENC)GD) | | Re (D) ()6 0)
t—o t e !
L tRe (DR (20 1)
t—o 4
= Re(DI(f)(20)(i, 1))
= Re(DI(f)(20)(1,)) -
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+1)7k( ——

—~
Ahora verifiquemos que D’fDép ur)(zo,y0) = Re(DEY(f)(20)(1,..., 1, %,...,2 )). Por la Proposicién 1.4.20

tenemos que
ko (p+1)—k
—~
DI (f)(20)(1, 000, 1, %y s ) = Dyp(9)(20) (3),
k p—k

—
donde g : U — C, dada por g(u) = DP(f)(u)(1,...,1,4,...,2), u € U es R—diferenciable en zy. Luego

T

ko (pHl)—k
—~
Re(DPHL(f)(z0)(T o1, £ od )) = Re (Dr(g)(20)(3)) . (1.4.22.4)

Por otra parte, como la Proposicién vale para el caso p = 1, entonces

Re (D, (9)(20)())) = Ds (Re (g (0))) . (1.4.22.5)
Ademas, teniendo en cuenta la hipotesis inductiva, tenemos que

k p—k
D (Re(g(0)) = Da(Re(D2(f)(z0)(T, 1y 1))
= DyD{DY " (ug)(wo, y0)
= DFDFPTITF(ug) (2o, yo). (1.4.22.6)

Finalmente, por (1.4.22.4), (1.4.22.5) y (1.4.22.6), resulta lo que querfamos probar. De manera andloga se
k p—k

demuestra que D¥ D5 *(v;) (20, y0) = Im(D2(f)(20)(1, ..., 1,7, ...,2)). W

Proposicion 1.4.23
Sean p € N, U C C un abierto y f € C2(U,C). Entonces uys, vy : A — R definidas en la Proposicién 1.4.22 estdan
en CP(A,R).

Demostracion:

Por lo Proposicién anterior se sigue que, para p > 1, D¥V(uy), DV (vy), D5(us) y D5(vs) son continuas en A.
También D’ng_k(uf) y D’ng_k(vf) son continuas sobre A parap > 2y k € {1,....,p — 1}. Luego, por resultados
ya conocidos del Analisis (ver (8.12.8), pag. 183 de [2]), tenemos que us y vy estdn en CP(A,R). B

Proposicion 1.4.24
Sean p € N, U C C un abierto, f € CP(U,C) y uy, vy : A — R como en la Proposicién 1.4.22 . Entonces para
cada (z,y) € Ay para cada t; = (t;1,t;2)" € R? con j € {1,...,p} se cumplen

Dp(uf)(xay)(tla"wtp) = Z Djl"'Djp(uf)(x’y)tlyjl"'tpvjp y
(jl,“.,jp)E{l,?}p
DP(vy)(z,y) (b1, ..., 6p) = > Dj,...Dj, (vp) (@, y)t1 gy - tp j,-

(jli"'7jp)€{1’2}p

Demostracién:
Esta prueba se puede encontrar en la pag. 182 de [2].
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1.5 D2(f)(20)(z1, -, %) en funciom de z, 2, ..., 2, 2

En esta seccidon obtenemos una caracterizacion de las funciones R—p—lineales, lo cual nos va a permitir escribir
a la R—derivada de orden p, digamos D?(f)(z0)(21, .-, 2p), en términos de los niimeros complejos z1, 27, ..., 2p, 2.
Ademds demostramos que la suma y la multiplicacién por un escalar complejo de funciones R—diferenciables sigue
siendo R—diferenciable.

Notacion 1.5.1

sz— 1 T2p— 1
iTop1  —iTyp1 |’

11 . . .
Sea Ty = L —i] y para p > 2 entero definimos por recurrencia Tor = {
Lema 1.5.2

Se cumple que TQ_I,1 = %Tg, VpeN.

Demostracion:
Procedemos por induccién sobre p. Si p = 1 entonces

TfTFE ﬂ B —14:{3 8]

1 e Y .
0} , es decir T, 1= %TQH Sea p > 2. Por hipétesis inductiva, tenemos que

lo cual implica que (3737) Tp = {O .

iTHT — i -T2p—1 Tgp—l = T2p—1 T2p—1
op 22T 2w [Ty —iToe— iTop—1  —iTop—1
_ i -(Tprl)H ('L’TQp*l)H sz—l T2p—1
B 2]3 _(TQ;}—I)H (—iTQp—l)H iTQp—l —iTQp—l
B i _(TQp—l)H —i(T2p_1)H Top—1 Top—1
- op _(T2p_1)H i(TQp—l)H ’L'Tgpfl _iT2p71
_ 1 -zpl—l(Tm’*l)H —igp%l(Tm’*l)H Top— Top—1
2 gt (o) i (Top-1) | [iTop-1 —iTop
— 1 _21)1*1 (sz—l)HTgp—l + ZT}(T2P—1)HT21)—1 #(T?p—l)Hsz—l - #(TQp—l)Hz—ép—l
2 _21,,1 (TQp—l)HTQp—l — F(T2p—1)HT2p—l F(sz—l)HTgp—l + F(TQp—l)HTQp—l
_ 1 -IQp—l + IQp—l IQp—l - IQp—l
B 2 _Izp—l - IQp—l IQp—l + IQp—l
_ 1 2[2;:71 OQp—l
9 _02;)71 2[2;)71
= I». 1
Lema 1.5.3
Sea p € N.
1. Sean a1, g, ...., agp en Cy L : CP — C definida por
(&3]
. az
L(z1, ..., 2p) = [zl...zp,lzp Z1eZp-12p ZleZp_1Zp zi‘...z;_lz;} e V (21,...,2p) € CP.
Qop

Entonces L es R — p—lineal.
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Qaq L(l,...,l,l)
s L)
2.8 L:CP —CesR—p-linealy | . | =15 ) entonces

Qg L(1,i,....i,7)
aq
(5]

L(z1, ..., 2p) = [zl...zp,lzp Z1eZp-12p ZleZp_1Zp zf...z;_lz;} sV (21, 2p) € CPL

Qop

Demostracién:
1. Es inmediato.
2. Procedemos haciendo induccién sobre p. Si p = 1, por el Lema anterior tenemos que

o [18] -3 ][] - [

luego 2 es cierta en este caso por la demostracién de la Proposicién 1.1.6. Sea p > 2 y supongamos que 2 es valida
para p — 1. Sea (21, ..., 2p) € CP arbitrario y definamos L : C — C por

L(u) = L(u, 29, ..., 2p), u € C.
Puesto que L es R—lineal sabemos, por la Proposicién 1.1.6, que z(u) = fiu+ Byu*, u € C donde 8, = M
y By = w Ahora consideremos M; : CP~' — C y M, : CP~! — C dadas por

My (ug,.yup) = L(1,ug,...,up), (Ug,...,u,) € CP71
Ma(ug, .yup) = L(i,ug, . up), (g, ..oy upy) € CPE

Por hipétesis inductiva existen vy, ..., Yop-1,01, ..., 020—1 en C tales que, para cada (ug, ..., u,) € CP~1, se cumplen

[ 1
* * * * * T2
Mi(ug, .ytp) = [UgUp_1lpy Uplp (U Up U (Up oo U U] : y
| Vor—1
F s
P
Mo(ug,...,up) = [uz...up,lup UgeeUp—1Uy  Uelpy qUp - u;..u;_lu;] : ,
Oop—1
donde
vy Mi(1,...,1,1)] [L(1,...,1,1)
Y I RV ) |, i)
: = T,% : =T34 . y
Yor1] | My (i, ...y iy i) | | L(1,4,....1,4)
51 ] [Ms(1,...,1,1)] [ L(i,...,1,1)
5o (1) R AW
. - 1} : =T,k : . (1.5.3.1)
Sop1 ] | My(i, ...y | | L(3,4, .y i, 1)
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L(1) = L(1,22,...,2) = Mi(22, ..., 2p) = 71(22---2p-12p) + Y2 (22--2p—12,) + ... + Voo (232p_12,) ¥
LG) = L(i,22,...,2p) = My(22, ., 2p) = 61(22...2p-12p) + 02(z22p12p) + o +0,, 1 (2525 _12,),
con lo cual
Y —z’(51 Y —i52 * Yor—1 —16 p—1 % % %
B, = 1?(zg...zp,lzp) + 2?(zg...zp,lzp) +..+ %(,’52 2y 12y) Y
v +261 v +252 * Yop—1 +7;62T’*1 * * *
Ba ! 5 (22...2p—12p) + 2T(z;..zp,lzp) +..+ %(22...21771%).
Entonces
L(z1, 22, ..., 2p) = E(zl) = G121 + Boz]
Y —7;(51 Y i52 * p—1 — i0gp—1 % « «
= 4 5 (212p_12p) + 2 5 (21.2p-12) + +v2%(2122...zp71zp)
Y +Z(51 * 'Y +Z§2 * * Yor-1 +7;62p’1 * * *
! 5 (2} 2.02p_12p) + 22 5 (2122.-2p-12,) + .o + %(2122""2?*12?)'
Por lo tanto, si definimos
. Y1 — 0y . Yop-1 — 102p—1 . Y1 0y . Yor—1 + 109p-1
ay = 177.__7%%1 - 21%’@2[)741 - 177 ey Ol o1 = 2‘1%
resulta, segin (1.5.3.1), que
[ oy ] (T vy ] [ 6 7 [L(1,...,1,1) ] [L(1,...,1,1) ]
: il :
Qgp—1 1] [y 0o ] | _ 1 [T50 =Ty [ L(Li, ey d,4) _ et | L, i)
Qop—141 2 7 01 2| T, Tyt L(i,..,1,1) | — 72 | L(i,...,1,1)
. il o
| o | L | var—1] [0op—1] | | L(%,4,...,7,1) | | L(%,4,...,1,1) |

Finalmente obtenemos que L(z1, 22, ..., 2p) = a1(21..-2p-12p) + a2(21...2p-125) + ... + q2r(2725...25_125) ¥ el Lema
queda probado. W

Corolario 1.5.4
Sean p € N, U C C un abierto y f : U — C p—veces R—diferenciable en zy € U. Entonces, para cada
(21, 22, ..., zp) € CP se cumple que

D2(f)(20)(21, 22, oo 2p) = [21002p—12p  21-2p12y o+ Zi2h.zh 2] Top' D

Demostracion:
Es una aplicacién directa del Lema anterior. H

Nota 1.5.5

Sea p > 2 entero y sea <, la relacién en {0,1}” dada por (gp,...,e1) <p (6p, ..y 1) 81 D p_; ex2F < 3P, 5x2k.
Veamos que <,, define un orden total en {0,1}”. Es decir para cada (ep, ...,&1), (0py .-y 01) ¥ (Bps s B1) en {0, 1}se
cumplen:
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1) Reflexividad: (ep,...,e1) <, (ep, ..., €1).

2) Completitud: (gp,..,€1) <p (0py--,01) 6 (0p, ..y 01) <p (€p, .oy €1)-

3) Transitividad: (gp,...,€1) <p (0py--+,01) ¥ (Ops -5 01) <p (Bps oo 1) = (€py-s€1) <p (Bpy - B1)-

4) Antisimetria: (ep,...,€1) <p (0p, .., 01) ¥ (0p,-.,01) <p (€p,-ov€1) = (€p,..s€1) = (Ops .., 01).

1, 2 y 3 se verifican inmediatamente, por lo tanto veamos 4. Si (ep,...,€1) <p (0p, ., 01) ¥ (6py -y 01) <p (€p, .. €1)

entonces
P P P
PORELED SUETE it
k=1 k=1 k=1
lo cual implica que
P P
Sest =Y ht
k=1 k=1

es decir
p

Z(Ek — 5k)2k =0
k=1
Notemos que, como &g, 0 € {0,1} V k € {1,...,p} entonces g — §, € {-1,0,1}, V k € {1,...,p}.

Afirmacién:
SipeN;ar € {-1,0,1},Vk e {1,...,p} y S r_; ax2¥ = 0 entonces a, =0, V k € {1, ..., p}.

Demostracién Afirmacién:
Sip =1 entonces 0 = a12, con lo cual a; = 0. Supongamos que la afirmacién es vélida para 2 < ¢ < p y probemos
que también es cierta para p + 1. Sabemos que

0= a12 + a222 —+ -4 ap2p =+ ap+12p+1 = 2(0,1 + a22 + ...+ ap2p_1 + ap+12p),

conlocual 0 =ay +as2+---+ ap2p_1 + ap+12P. Ahora si consideramos el caso en que a; = 0 entonces
0=as2+ - +ay2° " +a,.12°

y, por hipétesis inductiva, resulta que as = --- = a, = 0. Por lo tanto a;, = 0, V k € {1,...,p} y listo. Si de lo
contrario tenemos que a; = 1 o0 a; = —1 entonces

0=a;+a2+- - +ay2P~' +a,,12°,

es decir
—a; = a2+ -+ ap2P 7+ ap12P = 2(ag +az2 + -+ ap2P % 4+ a1 2P0,

lo cual resulta un absurdo pues —a; no es par. Queda entonces demostrada la Afirmacién y, con ello, la Nota.

Notacién 1.5.6 (Continuacién de la Nota 1.5.5)

Sea It : {1,2,3,...,2P} — {0,1}" biyectiva tal que i < j <= IJ(i) <, I}(j), Vi, j € {1,2,3,...,2P}.
Sea I : {0,1} — {1,4} dada por I; (0) =1y I (1) =1

Sea I7 : {0,1}Y — {1,4}" dada por I} (ep, ...,e1) = (I1(gp), ..., [1(€1)), (€p,-.re1) € {0, 1}7.

Sea I” : {1,2,...,2P} — {1,i}" dada por I? = IV o I}. Asi, por ejemplo

P0) = B = F0,0) = (h(0), o 1(0) = (1, 1)

If(Q) = If([g(?)):ff( ’ ‘7071) (Il() ( )7 1(1)) ( 17i)
I;(3) = I{U§3)) =17(0,....1,0) = (11(0), . ,11( ) 1(0)):(7 5 1,,1)
P = P = B 1) = (L1, h(1) = (i)

40



L, L] [LIP(1)
L(1,...,1,7) L(I7(2))

Con esta notacién tenemos que en la parte 2 del Lema 1.5.3 . = .
L(iy ..., 1) L(IP(27))

Definicién 1.5.7
Sean p € N, U C C un abierto y f : U — C p—veces R—diferenciable en zg € U. Para cada k € {1,2,...,2P}

definimos
D2(f)(20)(I7(1))

DE(f)(20)(17(2))
Do g f (20) = Ty () X

DE(f)(20) (I} (27)
donde Ty, (k, -) es la k—ésima fila de la matriz Ty,'. Asf, en el Corolario 1.5.4, tenemos que 8€p(k)f(zo) es el nimero
0
complejo que multiplica al k—ésimo elemento del vector (zl...zp_lzp, 21.0-Zp—1%p, ey zi‘zg...z;_lz;).

Corolario 1.5.8
Sean p € N, U C C un abierto y f: U — C p—veces R—diferenciable en zy € U. Entonces

D2(f)(z0) (1,00 2p) = ('9%(1)11(20)2122...2,; + 3%(2)f(zo)zl...zp,1z;
—|—81;g(3)f(zo)zl...z;_1zp +oe 4 8?5(2p)f(zo)zfz§...z;,
para cada (21, ..., zp) € CP.

Demostracién:
Se sigue inmediatamente por la Definiciéon anterior y el Lema 1.5.3. l

Notacién 1.5.9 (Continuacién de la Notacién 1.5.6)

Sea I : {0,1} — {1,*} dada por I5(0) =1y I5(1) = .

Sea I : {0,1}Y — {1,*}” dada por I (ep, ...,e1) = (L2(ep), ..., I2(21)), (€p, .. e1) € {0,1}F.
Sea IY : {1,2,...,2P} — {1,%}" dada por I¥ = I o Il'. Asi por ejemplo

(1) = IB(IE(L) = 120, ..., 0) = (Io(0), ..., I5(0)) = (1,..., 1)
P(2) = IZIE(2) = I2(0,...,0,1) = (I3(0), ..., I5(0), Iz(1)) = (1, ..., 1, %)

PPy = IF(IF(2P) =15(1,...,1) = (L2(1), ..., I2(1)) = (%, ..., %).
Ahora para cada z = (21, ..., z,) € CP y para cada k € {1,2,...,2P} sea
ZI (k) = zflzsz...zzp,

si I¥ (k) = (€1, ...,ep) € {1,#}". Usando esta notacién el Lema 1.5.3 es equivalente al siguiente:

Lema 1.5.10 .
Sea p € N. Entonces L € LR,(C,C) <= 3! (a1, a9, ...,a) € C¥ tal que L(z) = Zi:l az!*F) V¥ 7 € CP.

Demostracion:
Faltarfa probar la unicidad. Supongamos que existen (a1, aa,...,a20) y (81, ..., Bop) €n C?" tales que

2P 2P
S oz = 37 5,50 v g€ .
k=1 k=1
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Luego

2P op
0="> (o —B)z"® =>"(ax — By) baw s, ¥ z € CP.
k=1 k=1

Pero, por la Nota 1.4.11, sabemos que {bor j : k =1,...,2P} es una base de LR,(C,C), con lo cual ap = 3, V
k=1,..,2P.

Observacién 1.5.11 (Continuacién de la Definicién 1.5.7) ’
Como DP(f)(z0) € LR,(C,C), por el Lema anterior sabemos que 3! (ay, ag, ..., v9r) € C* tal que

2P
DE(f)(20)(z) = ZakZIf(k), VzeCP.
k=1
Por otro lado tenemos que
Oy (20)
. L | Oy f(0)
D2(f)(20) (21, -, ) = [21--2p-12p Bl Zp—1Zp v 25122...2;)*1217] : LV (21, 2p) € CP.
g anyf (20)

Luego, por unicidad resulta que ay = 8?p(k)f(zo), Vke{l, ., 2’} 1
0

Lema 1.5.12

Sean U C C un abierto, f1 : U — Cy fo : U — C funciones R—diferenciables en U, « € Cy g : U — C dada
por g(z) = afi(z) + f2(z), z € U. Entonces g es R—diferenciables en U y D, (g)(z) = aD,(f1)(z) + D.(f2)(2),
zeU.

Demostracién:
Sea z € U arbitrario. Por hipétesis sabemos que

lim J1E+R) = fi(2) = Dr(f1)(2)(R) i L2+ R) = fa(2) — Di(f2)(2)(R)

|h|—=0 || |h|—0 |hl ’

por consiguiente

9(z+h) — g(z) — aD.(f1)(2)(h) — Dr(f2)(2)(h)

lim
|h\—>0 |h|

— fim afi(z+h)+ fa(z+h) —afi(z) = f2(2) — aD.(f1)(2)(h) — D,(f2)(2)(h)
|h\—>0 |h,|

_ g @G ER) = £(2) = Dr(£)()(R) + (fo(z + h) = fa(2) = Di(f2)(2)(h))
|h[—0 R

o AGER ZAE = DGE®) | fale ) = fa(z) = De(f) ()(R)

|h|—0 |k |h|—0 |h
= a-04+0=0.

Ademas, como D, (f1)(z) y Dr(f2)(2) son R—lineales entonces aD,-(f1)(z)+ D, (f2)(z) también. Por lo tanto, segin
la Definicién 1.2.1, g es R—diferenciables en U y D,(9)(z) = aD,(f1)(z) + D.(f2)(2), z € U. B

Proposiciéon 1.5.13
SeapeN, ke {1,2,..,2°}, U C C un abierto, f € C?*}(U) y g: U — C dada por

g(z) = 8?5(k)f(z), Vzel.
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Entonces
1. g es continuamente R—diferenciable en U.

2. Para cada z € U se cumplen: 6%&11(k)f(z) =0g(2) y 8?L11(2p+k)f(z) = 0ig(2).
Demostracion:
1. Por la Definicién 1.5.7 tenemos que
gi(;)@)(?z(é))
9(z) = Tyt (k, ) H )(Z)( @) ZTZP (k,5)DP(£)(2)(IP(§)), ¥V z € U. (1.5.13.1)

DR(f)(= )(IP(Q”)
Ademsés, la Proposicién 1.4.20 nos asegura que si 21, ..., 2, € C entonces la funcién h : U — C definida por
h(z) = D2(f)(2) (21,0, 2p), 2 €U

es R—diferenciable en U. Luego el resultado se obtiene aplicando el Lema anterior.
2. Sea z € U arbitrario. Por la Definiciéon 1.5.7 aplicada a g con p = 1 tenemos que

9] _ .- [D$< ><z><13<1>>}:1{1 —z] [D$<g><z><13<1>>}
311(2)9(2) 2 DH9) ()} (2)] 21 i) [DHg)()(I(2)]’
es decir
Og(z) = D;(9)(2)(1) —iD;(g)(2)(2) v Olg(z) = D, (9)(2)(1) + D, (g)(2) (i)

2 2
Luego por (1.5.13.1), el Lema anterior y las Proposiciones 1.4.20 y 1.4.19, resulta que

D;(9)(2)(1) = iD;(g)(2)(i)
2

= i(Zszlm')Df“(f)( )IF(), 1) =iy Ty ky)DP“(f)(z)(If(j),z’))

j=1 J=1

9 9(2)

217
= i(ZTzﬂ’me“(f) )L 17 Z i) T3 ( kJD”“(f)(z)(iJf’(j)))
j=1

op+1

= YTk )DEN AU G) = AL ).

j=1
Andlogamente probamos

D;(9)(2)(1) +iDy(g)(2)(3)
2

dig(z) =

4

N | =

5" (k, ) DEFH(F)(2)(IF (7),1) +iZTﬁl(k,j)Df“(f)(Z)(ff(j%i))

Jj=1

N
]

N | =

J=1

5" (k, ) DEFL(F)(2) (1, IF (7 +22T2p (k J)D”“(f)(Z)(Mf(j)))

op+1

= ST @ R NDI NI G) =, TG,

j=1

quedando asi finalizada la prueba. B
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Nota 1.5.14
Sea p > 2 entero y ny, o : {0,1}Y — {0,1,2,...,p} la funcién definida por

np,0(017"'7gp) = #{1 S .] S p:o;= 0}3 (017"'7Up) € {07 1}17
Notemos que si (01, ...,0,) y (d1,...,0,) estan en {0,1}", entonces
Npo(01, ..., 0p) =Npo(01,...,0,) <= I 7 €SP tal que (01,...,0,) = (6,,(1), ...,57r(p)) .

Proposicién 1.5.15

Sean p > 2 entero, U C C abierto, f : U — C p—veces R— diferenciable en U y j, k € {1,...,2P — 1} con j # k. Si

p.0(15(5)) = 1p,0 (I (K))

entonces
(’“)%(j)f(z) = 8?£(k)f(z), Vzel.

Demostracion:
Procedemos por induccién sobre p. Sea z € U arbitrario. Sea p = 2 y denotemos

ar = D?(f)(z)(la 1)7 ag = D%(f)(z)(lﬂ)? az = D?"(f)(z)(% 1)7 ag = D?(f)(z)(z,z),
61 = 8(20,0).]0(2)’ ﬁQ = 8(2071).]((2), ﬁ& = 8(2170)f(z)a 54 = 8(2171)]0(2),
a= (0417012,053,044)T y ﬁ = (ﬁl7ﬂ23537ﬂ4)—r

Queremos probar que 5 = 5. Por la Proposicién 1.4.19 y por la Definicién 1.5.7 tenemos que ae = ais y 8 = Tzzla.

Luego
1 - — 1| |og
L[y —rfl 1t i i 1| |
p= 22 {TQ ’LT2H:| T4l —ioi 1| |ag|”
1 =« T =1 |y

lo cual implica que

(041+044)Yﬁ3:1

4(0&1 — iOtQ +i()é2 +OL4) = Z(al + 014).

R

62 = Z(al +i0[2 — iOéQ +OL4) =

Por lo tanto 8, = (5. Ahora sea p > 2 y supongamos que la Proposicién es cierta para 2 < ¢ < p. Sean

0= (0ps1,0p,,01) T ¥ 8= (6p41,0p,...,61) " en {0, 1}p+1 tales que np11,0(0) = npy1,0(0) y veamos que
o f(2) = 05T £ ().

No es dificil verificar que se d4 una (y sélo una) de las siguientes situaciones:

—_

0,0p, ...,01)—r y 0 =(0,0,, ...,51)T

1,0p, .., )T y 0 =(1,0,, ...,51)T
0,1,0p 1,.,01) y8=(1,0,0,_1,...,61)
0,1,0p 1,.,01) y8=(1,1,8,1,...,61)"
0,0,0p 1,.,01)" ¥ 6 =(1,0,8,_1,...,61)
0,0,0p_1,.,01) y8=(1,1,0,_1,...,01)

)

= W
D D O —

Ut

9 9 9 9 9 9

(=2}

y las situaciones 3, 4, 5 y 6 cambiando o con § y viceversa.
Consideremos en primer lugar la situacién 1. Como ny,41,0(0) = np+1,0(8) y 0py1 =0 =, 41 entonces

’n/p’o(O'p, ...,01) = np’0(5p, ceoy (51),
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con lo cual, por hipétesis inductiva, resulta que

8?0’;;,..470'1)-]0(2) = 8?61”761)‘]0(,2)

Por otro lado, la Proposicién 1.5.13 nos dice que

O f(2) = 050], L f(2)y BTf(z) = 05005 5 f(2).

Py

Por lo tanto

05 f(2) = 95 f(2).

La situacién 2 se resuelve en forma andloga a la situacién 1 cambiando 9} por 1. Veamos la situacién 3. Como
Np+1,0(0) = Np11,0(0), 0p =1=109p41 y 0py1 = 0= J, entonces

nP—LO(O—p—l, sy 01) = np—lyo(dp—la 33) 51),
luego, por hipétesis inductiva tenemos que
. ap—1 -1
9(2) = 8?@'1)71,”.’01)'](‘(2) = a{gpfl,m,gl)f(z)-
Ahora, por la Proposicién 1.5.13 (aplicada dos veces) obtenemos que

O f(z) = 9otan, () =00 )y

s —Lyeen

8§+1f(z) = 5118&8?511,...,51)f(2):6(21,0)65511,...,51)f(z)~

Por lo tanto
1
Oy f(2)) = 0%,1)9(2) ¥ 05 f(2) = 01 09(2).
Luego, por lo ya probado para p = 2, resulta que

05 f(2)) = 0o,1)9(2) = 1,0)9(2) = F5 " f(2).

Consideremos ahora la situacién 4. Dado que ny11,0(0) =npi1,0(8),0 = (0,1,0p—1,....01) " y8 = (1,1,86,-1,...,61) "
entonces 3 j € {1,...,p — 1} tal que §; = 0. Luego, existe 7 € SP tal que

(Or(p): O (p=1)> -+ O(1)) = (0, 0m(p1)yoos Om()) -
Definimos v = ((5,T(p,1), e 6W(1))T. Por la Nota anterior tenemos que

np70(1, 5p_1, ceny 51) = np,o(tsp,(sp_l, N 51) =MNpo (57r(p),57r(p,1), ceny (Sﬂ(l)) = np,o(o,’)’)

Luego, por hipétesis inductiva
8?1,5,,,1,...,51)“2) = 8€o,y)f(z)-

Ademas, por la Proposicién 1.5.13 tenemos que
05" f(2) = 0100, 5,

,,,,,,

Por lo tanto
1 1
(=) = 0100y [ (2) = g £ (2).

Ahora, por lo ya probado en la situacién 3 y debido a que np_1,0(7y) = np—1,0(cp-1,...,01), resulta que

o () =001, 0 f(z) =35 f(2).

Finalmente obtenemos que 957" f(2) = 95+! f(2).
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Veamos la situacién 5. Como nyi1,0(0) = npt1,0(8), ¢ = (0,0,0p-1,...,01)" y 6 = (1,0,6,—1,...,61) " entonces 3
j€A{l,...,p—1} tal que o; = 1. Luego 3 m € S? tal que

(Uw(p)a Orm(p—1)s -+ 0-71’(1)) = (17 Orx(p—1)s -+ U‘n’(l)) .
Definimos v = (0r(p—1), -+ a,r(l))T. Por la Nota anterior tenemos que

npyo(l,'y) =MNp,o (Uw(p)a ceey O'ﬂ.(l)) =MNp,0 (O'p, ceey 0'1) =MNp,0 (0, Op—1, ...,01) .
Luego, por hipétesis inductiva
(1 “/)f( z) = (0 Op—1,- 701)f( 2)-
Ademsds por la Proposicién 1.5.13 tenemos que

G (2) =005, ...ond (2):

por tanto,
1
() = 0N, F(2) = DL 1),
Ahora, como
np_l,o (5;0—1’ ceey 61) = Tlp,g (O'p7 ...70'1) = ’I'Lp70 (0,0'p_l, ceey 0'1) = Tlp70 (1,’7) = ?’Lp_Lo(")’),
y por lo ya probado en la situacién 3, tenemos que

+1 +1
a?lO(;p 1, 51)f( ) ?0717'7)']0( )

Finalmente obtenemos que

O (=) = 0 05, 1 s f(2) = 05T f(2).

Por tiltimo probemos el caso en el que se dé la situacién 6. Puesto que o = (0,0,0p-1,...,01) ", 8 = (1,1,6p—1,...,01) "
¥ Npt1,0(0) = npy1,0(8) entonces existen j, k € {1,...,p— 1} con j # k tales que §; = 0 = 5. Luego 3 7 € SP tal
que

(0r(p)s On(p=1)> -+ Om(1)) = (0,0, 0 (p—2y)s -+ On(1))-

Definimos v =(0x(p—2); - 5W(1))T. Por la Nota anterior tenemos que

Np,0 (1,(5;,,1, ceey 51) =MNp,o (5p, ) 51) = MNp,0 ((sﬂ.(p), ceey 67(1)) =MNp,0 (0, 0, 57r(p—2)7 ceey 571.(1)) =MNp,0 (0, 0, ‘)’) 5

con lo cual la hipétesis inductiva implica que

8€1»6P71»“~151)f(z) = 88)1077)'](.(2).
Aplicando la Proposicién 1.5.13 resulta que
1 1
8§+ f(z) = 818€)1 Sp_1,e ,51)f( z) = a1 07)f( z) = af)roo-,)f(z)-
Ahora, dado que

TijLL() (0, O,Upfl, ...,0’1) = nPJrl,O (0’) = anrl’O ((5) = np70 (1,(5}7,1, ...,51) = np70 (0,07’7) = anrl,O (1, 0, 0,‘)’) 5

tenemos entonces por la situacién anterior que

+1 +1
310,02 =000, 1. o) f(2)-
Por lo tanto obtenemos que

B2 = oy f () = o, () =05 f(2).
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Queda entonces culminada la demostracién. H

Nota 1.5.16 (Continuacién de la Proposicién anterior)
Denotamos entonces

oP _
apige(20) = 0 on(20) = =0, o) (20).
En general, para k € {1,...,p— 1}
P

Gerrae ! ) = e e [ (20)

stk =301 xqy(8) s ¥ (e1,,8p) € {0,1}F tal que 0 < 3°7_, xq1y(g;) < p. Finalmente

or . P '
wf(zo) = 350,...,0),70(20) y Wf(zo) = 8{1).”’1)f(20).
Luego, por el Corolario 1.5.8, tenemos que
or P
D2 (f) (20) (21, 2p) = wf(zo)zwz...zp + Wf(zo)(zl...zp,lz; ot 2 29002p) +
P
+ Z W}”(m)(zl...%,kz;_k“...z; ot 2z kg1

k=2
or

(aé- ) f( )le2 *

1.6 Operadores R—derivadas parciales y formula de Taylor para fun-

ciones R—diferenciables

Finalmente hemos llegado a la tltima seccién de este capitulo, donde definimos los operadores R — derivadas
parciales y derivamos una generalizacién de la serie de Taylor compleja usual, junto con algunos casos particulares.
Por ultimo, probamos que toda funcién holomorfa es R—diferenciable y que su derivada coincide con la R—derivada

definida en la seccién 2.

Definicién 1.6.1

Sean p € N, U C C un abierto y C(U,C) = {f : U — C: f es continua en U}. Para cada p y cada k € {0,...,p

sea
opP

G raey  CHUC) — Cw.o)

zp) +

el operador que a cada f € CP(U,C) le hace corresponder la funcién definida en U por z — Wf( z). A

este operador lo llamamos “operador R — derivada parcial con respecto a & (p — k) — veces y con respecto a &

k — veces”.
Nota 1.6.2
Por la Definicién anterior y la Proposicién 1.5.13 tenemos que
or+t 0 or
. -
(9§)r+t a¢ - (o§)r’
oprt+1 ) op
@y T g Sy
—3p+1 _ 9 o o9 o or ara k € {1 }
R G L T G e 7 L S (1O T (T L e
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Proposicion 1.6.3
Sean p € N, U C C abierto, A = {(x,y) ER?2:x+iyc U}, fecC?UC)yur,vy: A— C dadas como en la
Proposicién 1.4.22. Si h € Cy h,, h, € R dadas por h = h, + ith, entonces
ot ot
h— +h"—
G-
Demostracion:
Sea (z,y) € A arbitrario y defino z = z + iy € C. Hacemos induccién sobre p. Sea p = 1. Por el Corolario 1.2.8 y
la Proposicién 1.2.7 tenemos que

> ()@ +iy) = ((ho Dy + hyD3)? (ug) + i(he Dy + hy D3)? (vg)) (@, y), ¥ (2,y) € A,

9 .9 B 3f < Of
<ha§+h a§*>(f)(z) = e T EE )
= D(f)(z)(n)
= Dr(f)(z)(hs + ihy)

= Di(f)(2)ha + Da(f)(2)hy
donde D1 (f)(z) = D1(uy)(x,y) +iD1(vs)(x,y) vy Da2(f)(2) = Da(uy)(x,y) +iDs(vs)(z,y). Esto es
0 0

h— +h*
(8&+ 9"

) (N)z) = [Diug)(@,y) +iDi(ve)(z,y) he + [Daup)(@,y) +iD2(vye)(z,y)] hy
= ((haDy + hyDs)(uy) + i(he Dy + hyD2)(vy)) (@, ).

Sea p > 2 y supongamos cierta la Proposicién para p — 1. Sea g : U — C dada por

g(w) = DP=L(F)(w)(hy ... h), u € U.

Definimos g1,g2 : A — R por ¢1(z,y) = Re(g(z + iy)) v g2(z,y) = Im(g(z + iy)) para cada (x,y) € A. Por el
Corolario 1.2.8 y por la hipdtesis inductiva tenemos que

9z) = DI,
(1o +1 7 )

= ((haDi + hyD3)P " (us) 4 i(he Dy + hy Do)~ (vf)) (2, y),

con lo cual
g1(z,y) = Re(DX () (2)(h, ..., h)) = (ha Dy + hy D3P~ (up)(2,y) y
ga(x,y) = Im(DE(f)(2)(h, ..., b)) = (ha D1 + hyD3)P ™ (vg) (, y)

Ademsds por la Nota 1.6.2 y por lo ya probado para p = 1 obtenemos que

((hgf w2 Yo (n2 i)) (1))

- (nE ) )

((he D1 + hyD3)(g91) +i(ha Dy + hyD3)(g2)) (2, y)-

ot ot
ho + h* ——
( o€ 0§

)p (1))

Reemplazando concluimos que

ol ot
h— +h"—
( €3 23

> (f)(z) = (haDy +hyD3)(he D} + hyD3)" ™" (ug)(w,y) + i [(ho D} + hyD3)(ha Dy + hy D) (ve) (2, )]

(he D1 + hyD3)"(ug)(2,y) + i(ha D1 + hy D3)? (vg) (2, y). W
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Teorema 1.6.4 (Férmula de Taylor para funciones R—diferenciables)
Sean p € N, U C C un abierto, f € CP(U,C) y z=x +iy € U. Entonces dado € > 0,3 ¢ > 0 tal que B(z,0) C U y

h I~ ()RR o
flz+h)—f(z) = ;;0 3k =)t (og)k—i (9e*Y

(F)(2) + [hl"e(h)

con h € B(0,6) y e(h) € [0,¢].

Demostracién:

Sean A, uy y vy como en la Proposicién 1.4.22. Entonces f(z + iy) = us(z,y) + tvf(z,y), (z,y) € A. Por
la Proposicién 1.4.24 sabemos que uy y vy estan en C?(A,R). Luego, por la Férmula de Taylor para funciones
diferenciables (consultar, por ejemplo, (8.14.3) pag. 190 de [2]), tenemos que dadoe > 036 > 0 tal que B((z,y), ) C
A, h = (hgy,hy) € B((0,0),0) y

P

k —N— » B
D*(ug)(z,y)(h, ... 0) + ||h|” £1(h) con &1(h) € [0,

2)

2

==

us(x + hg,y + hy) —us(z, y)

p

k — P
D" v7)(@,y)(h, .., B) + [B]]” e2(h) con =(h) € o,

| —

e

2]

2

M~ T

Uf($+hx,y+hy)_vf($,y) ]

=

=~
Il
-

Pero la Proposicién 1.4.23 implica que

D¥(ug)(x,y)(h,...,h)
Dk(vf)(xvy)(hv () h)

para cada k € {1,...,p}. Luego

(he D1 + hyD3)" (ug)(z,y)
(ha Dy + hy D3)* (vg) (2, y)

| —

k
wp(e + by + hy) — up(a,y) (haD} + by DY) (up) () + B <1 (h)

NE

Bl
™

,_.
| —

(he D1 + hyD3)"(vs)(x,y) + [h]]” e2(h).

NE

Uf($+h£,y+hy)_vf($,y) |

=~
o

[

Aplicando la Proposicén anterior con h = h; + ih, tenemos que

f(z+h) = f(2) (@ +iy) + (hy +1ihy)) — f(2 + iy)
[Uf(ZE + hayy + hy) - Uf(l‘,y)] —|—Z'[’Uf(1‘—|-hx,y+ hy) — Uy (‘T7y)]

p |:1

> 71 (D1 + hy D) (uy) + i(ha D1 + hy D) (vy)) (2, y) | + [ (e1(h) + £2(h))

k=1
81

k
) ()@ + i) + [ (=1 (0) + ea(h)).

, 1 « 1 k k k *\ i o k
Adem4s (hg—f +h 59?) > i=0 (j)(h Y hF J(ag)k_aw. Por lo tanto

k
) Y e s () () + P (1) + 22w

f(z+h) = f(2) W

8k
= () (2) + [IB]” (e1(h) + e2(h))

1 \F ph—3
(Y i e

'k = 3)

()i k=i

ak

=) (

26y (96°) (£)(2) + [n["e(h)
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con g(h) € [0,e]. B

Definicién 1.6.5
Sean U C C un abierto y f : U — C. Decimos que “f es infinitamente R — diferenciable en U” si f € CP(U,C)
para todo p € N. Si ademds, para cada z € U, 3§ > 0 tal que B(2,§) CU y

h* ]hk 7 8k
z+h lim z
fz+h) - pqoogiggig G0 e ) -(N)(2)

con h € B(0,9), decimos que “f es real analitica en U”.

Proposicién 1.6.6
Sean U C C un abierto, hy : U — C y hy : U — C funciones R—diferenciables en z € U. Entonces hg = hq - ho
es R—diferenciable en z y se cumplen:

L. Dy(ho)(2) = h1(2) Dy () (2) + B () Dy () (2)
2. B(2) = hy ()22 (=) + ha() % (2) y B(2) = ()2

2(z) 4 ha(2) g?i (2).

Demostracion:
1. Queremos ver que 3 L : C — C R—lineal tal que

lim |ho(z + h) — ho(z) — L(h)|
|h]—0 |h|

Por hipétesis 3 L1, Ly : C — C R—lineales tales que

) =) = L)
|h|—0 |h |R|—0 |h

Consideramos L : C — C definida por

Notemos que, por ser he continua, tenemos que

Jm o=+ W) = ha2)] - (1.6.6.2)

También, la R—linealidad de L; implica que

Jim Ly (1) = 0. (1.6.6.3)

Por ser ho R—diferenciables en z resulta que

ha(z 4+ h) — ha(z) = La(h) — e(h) |h| con \ilzl\glog(h) 0.

Ademsds, por Proposicién 1.1.5 3! e y 8 en C tales que Lo(u) = au + fu*, V u € C. Entonces

|ha(z + h) — ha(z)| _ |La(h) —e(h) || _ |oh + Bh* — e(h) |A]]
|h || ]

< lel + 18]+ le(h)],

con lo cual
lha(z + h) — ha(2)|

=0 Ih]

<lo|+18]. (1.6.6.4)
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Teniendo en cuenta (1.6.6.1), (1.6.6.2), (1.6.6.3) y (1.6.6.4) resulta que
i [o(z+h) = ho(2) — L(h)]

h|—0 |hl
_ lim |h1(Z + h)hQ(Z + h) — hl(z)hg(z) — hl(Z)LQ(h) — hQ(Z)Ll(h)|
h|—0 A
. |hi(z + h)ha(z + h) — hi(2)ha(2) — hi(2)La(h) — ho(2)Li(h) + hi(2)ha(z + k) — hi(2)ha(z + h)|
h|—0 Al
< iy ) [h2(z 4 ) — ho(z) — La(R)]] + lim |h1(2 + h)ha(z + h) — ha(2)L1(h) — h1(2)h2(2 + h)|
= h—0 |h| |h| =0 A
- h A |h2(2 + h) — hg(z) — Lg(h)| . |h1(2: + h)hg(z + h) — hQ(Z)Ll(h) — hl(z)hg(z + h>|
= hi(z)- lim + lim
|h|—0 |h| |h|—0 ‘h|
_ iy A Wha(z+ k) = ha(2)Li(h) = ha(2)he(z + h) + Li(R)ha(z + h) — Li(h)ha(z + h)|
|h[—0 R
_ lim |h2(z + h) [hl(z + h) — hl(Z) — Ll(h)} — hQ(Z)Ll(h) + Ll(h)hg(z =+ h)|
|h[—0 |h|
|hi(z+h) —hi(z) = Li(B)] | .. . |ha(z 4+ h) — ha(2)|
S myha(z+ A i, A T, ()] A

= 0.
2. Sea h € C arbitrario. Por el Corolario 1.2.8 sabemos que

Oho Oho

D (k) () = G+ S0
Do) () = G+ Sy
Dy (h) (1) = G+ GE N
Por esto y por la parte 1 tenemos que
Dy (ho)(2)(h) = hi(2)Dr(h2)(2)(h) + ha(2) Dy (h1)(2)(h)
= ) (G GRem ) + ) (G en+ Sen)
= (M52 @ T ) h+ (mEFEE + g ) i

La prueba se sigue entonces por la unicidad de la Proposicion 1.1.5. B

Corolario 1.6.7
Sean hy : C — C y hy : C — C definidas por hi(z) = 2z y ha(z) = z*, 2 € C. Entonces hg = hy - hy es
R—diferenciable en C y ademés se cumplen

1 ) Vo2,

2. Dy (ho)(2)(h) = h*, ¥z, h € C

3. D.(ho)(2)(h) = zh* + 2*h, ¥ z, h € C
4. 92(z) =1y Ju(z)=0,Vz€C

5. G2(2) =0y g(z)=1,Vz€C

6. %(z)zz*yg—?“( z)=2zVzeC
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Demostracion:

Sean z = x + iy y h € C arbitrarios.

1. Como h; es R—lineal y

h1(2+h>—h1(2:)—h1(h) z+h—z—-h

lim — lim 21— "
h|—0 R h|—0 |h|

resulta, por la unicidad de la Proposicién 1.2.3, que D,.(h1)(z) = hy. Lo cual implica que D,.(h1)(z)(h) = h.
2. Como hsy es R—lineal y

lim h2(2+h)—h2(2)—h2(h) — lim (Z+h) —z*—h _

0
|h|—0 |h| || —0 |h|

por unicidad tenemos que D, (ha)(z) = ho, entonces D,.(hg)(2)(h) = h*.
3. Aplicando la parte 1 de la Proposicién anterior y los dos incisos recién probados resulta que

Dy (ho)(2)(h) = h1(2) Dy (h2)(2)(h) + ha(2) Dr(h1)(2)(h) = zh" + 2"h.

4. Por ser hy R—diferenciable en z tenemos que

%(z) = D1 (up,)(z,y) + Da(vp, ) (2, y) +iD1(”h1)($»y)_D2(uh1)($»y)
o€ 2 ’
_ D1(x);D2(y) +Z_D1(y);D2(93) =1
y
ohy () = Dy (up, )(x,y) — Da(vn,)(z,y) + z’Dl(Uhl)(ﬂfvy) + Da(un,)(2,y)
_ D1(x);D2(y) +iD1(y)—12—D2(SC) =0.

5. Lo probamos en la Proposicién 1.2.9.
6. Por el inciso 2 del resultado anterior y por 4 y 5 de esta Proposiciéon tenemos que

Oho Ohs Ohy Oho Ohs Ohy

T =T +ha) ) = 2 ¥ G = M FE ) + hal(2) ger () = = @
Notacion 1.6.8
Sea U C C un abierto, M = {|z|2 1z € U} y p € N. Denotamos
C,;)O(U, C) = mpGNCf(Uv (C),
i U,C) = {f € CX(U,C):3g: M — C tal que g(|2|*) = f(2), z € U} y
cr (U0 = {f € CP(U,C):3g: M — C tal que g(|2°) = f(2), z € U} .

Lema 1.6.9
Sea f e CX (U C). Entonces

1. Existe una sucesién {fy }, oy en X ‘(U C) tal que (ag)p (F)(z) = folz) - (z*)P,V2zeUyVpeNlN
2. Existe una sucesién {g,}, .y en C:j~I(U’ C) tal que W(f)(z) =gp(z)-2P,VzeUyVpeN

3. Existe una sucesion {Fy,}, oy en C7Y |

(U,C) tal que F,)=F,41,VneNycon Fy = f.

82
(0€)(0¢™) (

Demostracion:
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Como f € C . ‘(U C) entonces 3 g : M — C tal que go hy = f; donde hg = hy - ha, con hg, hy y ho definidas en
el Corolario anterior. También

20 = (gtoem) ) = (o) -
0

o) = (gestaeno)) - etin) = (elaoh)) -
con lo cual 5 5
N6 = (500100} (=" ¥ 5= (D) = (gelaonn)) ()5 ¥ 2 €U
Luego, tomando f; = (g ohg)y g1 = di (g © ho) resulta que fi y g1 estén en C7% (U, C) y

(%(f)(z) =fi(z)-z"y aig*(f)(z) =q1(2) 2, VzeU.

Aplicando lo probado hasta ahora y el Corolario anterior tenemos que

o = e () = Bl b = Bl b+ gn ()
_ ({fg(é(goh@) B+ 835( )
- [leten) () e
() o )] o
_ :<8§;£*(goho)>.(h1~0+h2~1)]'h1+g1
- (o) ] o= (o) v

Luego si definimos F; = (%@2*(9 o h0)> - hg + g1 entonces

0? 02

W(FO) = W(f) = I

y € C ( ,C). Asi queda probado 1, 2 y 3 para el caso p = 1. De lo hecho, sigue facilmente el proceso iterativo
para 1, 2 3 |

Corolario 1.6.10

Sea U C C un abierto tal que 0 € U y sea f € C (U, C). Entonces para cada p € N se cumple que

ml

P
CHUCIT
sik£p—kyke{0,..p}
Demostracion:
Procedemos haciendo induccién sobre p. Si p = 1 queremos ver que

0

W(]‘)(O) =0 para k=0,1.
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Por el Lema anterior existen f1 y g1 en ), (U, C) tales que %(f)(z) = fi(z)-z*y %(f)(z) =q((2)-z,VzeUl.
En particular

0 0

8?(J”)(O) =0= Tg(f)(o)'

Supongamos por hipétesis inductiva que el Corolario vale para p y probemos que es cierto para p + 1. Esto es
oprt+1
(98" )m(ag)pt1-m

(HO)=0sim#(p+1)—myme{0,...,p+1}. (1.6.10.1)

Caso m = 0:
Por la parte 1 del Lema anterior sabemos que 3 fp41 € C;X"'l(U, C) tal que
aPJrl

et (N =) ()Pt vz e U.

En particular (g;)%(f)(O) =0, luego

oprtl oprt+1

Caso m=p+ 1:
Por la parte 2 del Lema anterior 3 g,+1 € C25,(U, C) tal que

Ll

ap+1

W(f)(z) =gps1(2) - ()P, V2 €U,

+1

En particular (E)?fw(f)(O) =0, luego

ort+1 or+1

ey O = g (N0 = 0.

Caso m € {1,...,p}:
Si m # p —m, por la Nota 1.6.2 y por la hipétesis inductiva tenemos que

O (DO = o ()= 20 =0,

(967 )™ (Dg)r1=m ¢ " (0 ) (g o€
Si m = p — m entonces p = 2m. Luego
ap-i—l a?m—i—l o 827”
e e Y = GEymagr O = 5 gm0

Por el inciso 1 del Lema sabemos que
62

W(f) € C,(U,C),

7|

con lo cual

52 m o2m -
(56%) 0= @R <100
a2m

Aplicando nuevamente la parte 2 del Lema, con F = W(f) , resulta que 3 f; € C:’OH(U,(C) tal que
B%(F)(z) = f1(z)-2z*,V z € U. Por lo tanto B%(F)(O) = 0, obteniendo asi que

3p+1

@) @gri—m 0 =0
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Finalmente queda probado (1.6.10.1), y con ello el Corolario. B

Corolario 1.6.11
Sean U C C un abierto talque 0 e U, pe Ny f € CT‘ ‘(U,(C). Entonces dado e > 0,3 6 > 0 tal que B(0,§) CU y

p 2k
F) = 10 =3 A DO + 7<),
k=1 ’
con h € B(0,9), e(h) € [0,¢] y
AR = e (N(E) = etz (D), 2 € U.

El polinomio diferencial A es conocido como el “operador de Laplace” y juega un rol crucial en el andlisis de
funciones arménicas.

Demostracién:
Por el Teorema 1.6.4, dado e >0 3 § > 0 tal que B(0,0) CU y

*\jHk—j k
ZZ el ; O () + )

k=1j=0 7 &)k—=3 (9€*)’
con h € B(0,0) y e(h) € [0,e]. También sabemos, por el Corolario anterior, que para cada k € N
ak 1 - . .
ey ag O =0sij#k=jyjef0 .k}

Notemos que si j = k — j entonces k = 2j. Luego dado e >0 3 6 > 0 tal que B(0,6) CU y

P h*JhJ a2ﬂ' 2p
Z:) i ey DO+ ke

con h € B(0,9) y e(h) € [0,¢]. Ademds A(f)(0) = 465‘985* (£)(0), 1o cual implica que A7 (f)(0) = 43'%@)(0),
AY()0)

. Reemplazando resulta que dado € >0 3§ > 0 tal que B(0,6) CU y

. 27
es decir W(f)@) =

100 =70 = Y- B SO e

con h € B(0,d) y e(h) € [0,¢]. B

Proposiciéon 1.6.12
Sean U C C un abierto; f € C2(U,C) y A, uy , vy definidos como en la Proposicién 1.4.22. Entonces

A(f)(@ +iy) = (D} + D3)(ug)(x,y) + (D} + D3)(vs)(,y), ¥ (z +iy) € U.

Demostracion:
Dado h = h; +ih, con h, y h, reales, se sigue por la Proposicién 1.6.3 con p = 2, que

(hal g )2(” = (hoDi + hyD3)* (ug) + i(ha D} + hy D3)*(vy)
o0& 86* B Y2 f /7 yL/o f)-
Luego
02 vy 02 . 07
hQa? (f) + (h*)? (85*)2(f) + 2hh SeoE (f)

= hiD3(ug) + by D3(ug) + 2hghy Dy Dy(uy) + i [h2DF(vg) + hiD3(vs) + 2hghy D1 Dy (vy)] .
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Si hy € R—{0} y hy = 0 entonces h = h, = h*, con lo cual

82 82 82
12 (5 )+ g + 25 () ) = DR ) + D3 ),
es decir
62 82 82 ) o
8—£2(f) + CRE (f)+ 23565* (f) = D3(ug) +iDi(vy). (1.6.12.1)

Si ahora h, = 0y h, € R — {0} entonces h = ih,, h* = —ih,, h*> = —hi (h*)? = —h,? y hh* = h; Por lo que

02 o? 0?
1 (~ 522~ gt + 25 (D) = Hi(D3lus) + D3 (07).
es decir
o? 0? 02 5 o
_67§2<f) CEE (f)+ 2@(]”) = D3(uy) +iD5(vy). (1.6.12.2)
Efectuando la operacién suma entre (1.6.12.1) y (1.6.12.2) obtenemos que
82
Yaeae ) = Di(uy) + D3 (uy) +i(D (vy) + D3 (vy)) = (DY + D3)(uy) +i(DY + D3)(vy)-

Se sigue por la definicién de A(f) que
2

A(f)(x +iy) = 4&(]”)(% +iy) = (DY + D3)(uy)(w,y) +i(D} + D3)(vy)(2,y), ¥ (z+iy) €U. W

Nota 1.6.13 (Operadores R—derivadas parciales.)
Sean U C C un abierto, A = {(z,y) eR*:z+iyc U}, F(U,C) = {f:U —C} y F(AR) = {f: A— R}
Para cada f € F(U,C) sean uy : A — Ry vy : A — R dadas por

up(z,y) = Re(f(z +1iy)), vs(z,y) = Im(f(z +iy))
para todo x + iy € U. También sean:
1. I : {0,1} — {1, %} la funcién definida por [2(0) =1y Iz(1) = *
2. peN
3. 17 :{1,2,...,2°} — {1,*}” dada por IZ(j) = (I2(ep), ..., I2(€1)) si (ep,...,e1) = I§(5), j € {1,2,...,2P}
1 DPY(AR) = {f € F(AR) : 3 Di(f)(@y) y Dalf)(wp), ¥ (2,5) € A}
5. DPY(U,C) = {f € F(U,C) : us y vy estén en DP*(A,R) }
6. 8, : DPY(U,C) — F(U,C) definida por

D1 (uy) + Da(vy) n D1 (vy) — Da(uy)

o(f) = 5 i 5

(se llama “operador R — derivada parcial de primer orden”).

7. 8. : DPY(U,C) — F(U,C) dada por

D1 (uy) — Da(vy) . Z.Dl(Uf) + Do (uy)

0.(f) = 5 >
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(se llama “operador R — derivada parcial conjugada de primer orden”)

8. DP*(A,R) = {f € DP'(A,R) : 3 Di(D1(f))(2,y), D2(D1(f))(,y), Di(Da2(f))(2,y) y D2(Da(f))(2,y), ¥ (z,y) € A}

9. DP?(U,C) = {f € DPY(U,C) : 8:(f) y 0x(f) estén en DP*(U,C)}.

Notemos que

U, (f) = Daluy) ; DQ(Uf), up, () = Dafuy) g DQ(Uf), Vo () = D1 (vy) ; Dy (uy) ¥ vo. i) = Dy (vy) ;Dz(uf)'
Luego, si 91(f) y 0«(f) estdn en DP (U, C), entonces us y vy estdn en DP?(A,R). Sean:
811y : DP(U,€) — F(U,C) dada por 91, (f) = 01(31 (1)), | € DPA(U,C),
0.0y : DP(U,€) — F(U,C) dada por du.+(f) = 04(8.(f)), | € DP(U,C),
d(x1) : DP?(U,C) — F(U,C) dada por 9. 1)(f) = 8.(01(f)), f € DP*(U,C).
s,y : DP*(U,C) — F(U,C) dada por 0. (f) = 0:(0.(f)), f € DP*(U,C).

Al conjunto {8(171), 9(1,%), 9(x,1)5 3(*7*)} lo llamamos “operadores R — derivadas parciales de orden 27.

Definimos ahora DPP(U,C) y los operadores R—derivadas parciales de orden p, para p > 3, por induccién.
DPP(U,C) = {f € DPPH(U,C) : dpp-1;,(f) € DPY(U,C), ¥ j € {1, ...,zp—l}} .
Denotamos I%(j) = (1,Iffl(j)) y I (2771 4 ) = (* P )) para j € {1,...,2P"1}. Definimos entonces
D12 (£) = 01 (1015 (1) ¥ Drzanr) (1) = s (0131, ()
para f € DPP(U,C) y j € {1,...,2°='}. Al conjunto

{0y :j e {1.2,...,2"71}}

lo llamamos “operadores R — derivadas parciales de orden j”.
No es es dificil ver que si f € CP(U,C), entonces

P
@(f) = 9Ja,.n(f),
9P
ypara ke {l,..,p—1}
P

W(f) = ey, ()

si k=20 Xy () V(€155 6p) € {1, %} tal que 0 < 3771 X,y (&) < p.
Notemos que DPP(U,C) C DPP~Y(U,C) para todo p > 2 entero.

Nota 1.6.14
Sea U C C un abierto y f : U — C una funcién holomorfa en zg = ¢ + iyg € U. Entonces f es derivable en zg,
es decir 3 limy,_.q M y escribimos

f/(ZO) — fllli% f(ZO + h’})L - f(ZO)
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Luego

h—0 h h—0 h ’
lo cual implica que

Por lo tanto f es R—diferenciable en zy y D, (f)(z0) : C — C esté dada por D,(f)(z0)(h) = f (z0)h, ¥ h € C.
Como f es holomorfa en zy entonces se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, esto es

D1 (ug)(wo,y0) = D2(vy)(zo,yo)
Ds(us)(wo,y0) = —Di(vs)(Zo,y0)
donde uy = Re(f) y vy =Im(f). Luego
%(zo) _ Da(ug)(@o, yo) = Da(vg) (o, yo) L Z.D1(Uf)($o7y0) + D (uy)(0,y0) _ 0
¢ 2 2
y, por el Corolario 1.2.8, resulta que 5
£ () = 2 (a0

o€
Por la Proposicién 1.1.7 sabemos que existe una correspondencia uno a uno entre funciones C— lineales y el cuerpo
de los complejos, por lo que la derivada en un punto se define como un nimero en vez de como una funcién C—

lineal. Por lo tanto tenemos que
/ of

Dy (f)(20) = f (20) = 875(20)'
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2 Variables aleatorias con valores en c

En esta seccion introducimos el concepto de variable aleatoria compleja. Explicamos que la distribucion de
probabilidad y la densidad de dicha variable deben ser interpretadas como la distribucién y la densidad conjunta
de sus partes real e imaginaria. Ademas, definimos la esperanza de una variable aleatoria compleja y su funcién
caracteristica.

2.1 Elementos basicos

Sea I. : R? — C definida por I.(z,y) = x + iy, (x,y) € R?. Claramente I. es biyectiva. Sea By la o—4lgebra de
Borel de R? y definimos
o(C) ={I.(B): B € By}.

Observacién 2.1.1
Sean X e Y dos conjuntos, f : X — Y una funcién biyectiva y F C P(X) una o—4dlgebra sobre X. Entonces
f(F)={f(A): A€ F} es una o—4élgebra sobre Y.

Demostracion:

Puesto que F # () entonces f(F) # (). Sea A € F arbitrario, luego A¢ € F y, por biyectividad, f(A¢) = f(A)¢. Esto
implica que f(A)¢ € f(F). Por tltimo sea {f(4;)};cy una sucesion de elementos en f(F). Como F es o—élgebra
y A; € F VY i € N entonces UjenA4; € F. Ademds, por ser f biyectiva, f(UjenAi) = U, f(4;). Por lo tanto
UieNf(Ai) € f(]:) n

Proposiciéon 2.1.2

Se cumplen:

1. 0(C) es una o—4élgebra de C, que llamamos “o — dlgebra de Borel de C”.
2. I, es (By,0(C)) —biyectiva y bimedible.

Demostracion:

1. Se obtiene inmediatamente por la Observacién anterior.

2. Sea A € o(C) arbitrario. Por definicién 3 B € By tal que A = I.(B), luego I;7'(A) = I;1(I.(B)) = B € Bs.
Ademas, si B € By entonces I.(B) € (C). Por lo tanto I, es (B2, 0(C))—bimedible.ll

Notacién 2.1.3
Sean (21,0(21)) v (Q2,0(Q2)) dos espacios medibles y sea T : 3 — s una funcién biyectiva y bimedible.
Luego o(Q1) = {T71(A) : A€ a(Q2)} y 0(Q2) = {T(B) : B € o(Q)}. Sea p una medida sobre (Q1,0(Q;)) y sea
w(T) : 0(Q2) — R dada por

WT)(A) = u(T7H(A), A € o).
Afirmacién: u(T') es una medida sobre (22, 0(€22)).
Demostracion:
a. Como p es una medida sobre (Q1,0(Q1)) entonces pu(B) > 0V B € a(Q1), esto es u(T)(A) = u(T~(A)) >0,V
Ae O'(QQ).
b. u(T)(0) = w(T~H(D)) = u(0) = 0.
c. Sea {T(B;)},cn C 0(Q2) tal que T(B;) NT(B;) =0,V i# jy U, T(B;) € 0(). Por ser T biyectiva tenemos
que T(B;NB;) =T(B;)NT(Bj) =0V i+#j,conlocual B,NB; =0V i+ j. Ademds, puesto que B; € o(£2;) para
cada i y o(f21) es o—algebra, UjenB; € o(§21). Luego pu(UienBi) = > ;e 1(B;), pues p es una medida. Finalmente

T (UienT (By)) = (T~ (UienT(By))) = w(UienBy) = Y u(Bi) = Y (T~ T (By)) = Y w(T)(T(B;)). W
€N €N €N
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M4s atn, si p es una probabilidad, entonces p(T) también pues p(T) () = u(T1(Q2)) = u() = 1.

Definicién 2.1.4
Sea (©,0(€)) un espacio medible. Decimos que “Z : Q@ — C es una variable aleatoria con valores en C”, y
denotamos Z es C — v.a., si Z es (0(2),0(C))—medible.

Proposicién 2.1.5
Sean Z : Q@ — C una C —v.a., X : @ — R dada por X (w) =Re(Z(w)) e Y : @ — R dada por Y (w) = Im(Z(w))
para cada w € €. Entonces (X,Y") es un vector aleatorio.

Demostracion:
Queremos ver que X e Y son variables aleatorias, es decir,

{we: X(w)<z}eo@),VeeRy {we:Y(w)<y}eo(),VyeR.

Sean z, y € R arbitrarios. Como Z es (o(f2), o(C))—medible entonces Z~1(1.(B)) € o(2), V B € By. En particular
Z Y I ((—o00,2] x R)) y Z7H(I.(R x (—00,9])) estéan en o(Q). Pero

Z7MI((—o0,2] xR)) = {weQ:Z(w) € I((—o0,z] xR)}
= {weQ:Re(Z(w)) € (—o0,z] ANIm(Z(w)) € R}
= {weQ: X(w) <z}.

Andlogamente obtenemos que Z~(I.(R x (—o0,y])) = {w € Q: Y (w) < y}. Queda probada la Proposicién. B

Notacién 2.1.6
Sean P € Prob(Q,0(2)), Pz € Prob(C,o(C)) y Pix,y) € Prob(R?, B) las distribuciones de Z y (X,Y’) respectiva-

mente.

Nota 2.1.7
Es sencillo ver que Pz = Px yyo I 'y Pixy)=Pzol.

Notacion 2.1.8
Denotamos:

R<(x,y) = {(my) eER*:T<azAT< y} para cada (z,y) € R* y R(z) = I.(R<(z,y) para cada z = 2 + iy € C.
Sean p € Prob(C,o(C)) y v € Prob(R?, By). Definimos F), : C — [0,1] y F,, : R? — [0,1] por
Fuz) = w(R(2), z€C
Fy(z,y) = v(R<(zy)), (z,y) € R

Proposicion 2.1.9

Sea o la medida de Lebesgue sobre (R?, By). Se cumplen:

L. Fp,(2) = Fpyxy,(2,y), V2 =2 + iy € C.

2. Si P(x y) tiene una A\y—densidad, f(x,y), entonces Pz admite una Ao(I.)—densidad dada por

fz(2) = fix vy (@,y),Vz=a+iy € C.

Demostracién:
1. Sea z = z + iy € C arbitrario. Por definicién y por la Nota 2.1.7 tenemos que

Fp,(z) = Pz(R(2)) = Pz(I.(R<(z,y))) = Px,v)(R<(z,y)) = Fpx y, (2, 1).

2. Notemos que para cada z = z + 1y € C vale que

f2(2) = fxexy (@,y) = foenry(I7H(2) = (fixyy o I.1) (2),
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con lo cual fz = fixy)o It es decir fx,y)y = fz o I.. Luego para cada B € By tenemos que

Pz(Z S IC(B)) = P(X,y)((X, Y) S B) = /Bf(X’Y)d)\Q = /B(fz OIC)d)\g = /I ) fzd/\Q(Ic).

Queda entonces culminada la prueba. H

Proposiciéon 2.1.10
Supongamos que existen D% (FP(wa))7 DD (Fp(Xﬁy)) y D% (FP(ny)) y que D1Dsy (Fp(ny)) = DsDq (Fp(x)y)).
Entonces

L. fix,y)y = D1Ds (FP<x,y)) es una Ap—densidad de Pyy).
2. Existen 02 (Fp,) (2) y %(Fp,)(2), V z € C.
3.0 [0} (Fp,)(2) — 02(Fp,)(2)] = D1Da (Fp y,) (2,9y) = fz(2), para cada z = z + iy € C.

Demostracién:
1. Como

T Yy
Fricy, (@y) = Pxy) (R<(2,y)) = / / fix.y) (7,7) dzdy,

entonces
D1D; (Fp y, (,9)) = fix,v)(z,9).

Para demostrar 2 y 3 vamos a introducir cierta notaciéon. Denotamos F' = Fp, y u = Fp ,,,. Por la Nota 1.6.13
sabemos que

Di(up)+ Da(vp) n iDl('UF) — Dy (up)

Di(ur) — Da(vp) n Z.Dl(UF) + Do(up)
2 2 ’

2 2

O (F) = y 0.(F) =

Pero como F toma valores en [0,1], up = u y vp = 0. Lo cual implica que

ovp) = 21 P g gy = D

Luego

D) ey = m(r (F) = -

wory) = Re(@.(F) = 22 gy = (o, (r) = 22

ug,(ry = Re(01(F)) =

!

Entonces

Di(u) — D3(u) _ D1Ds(u) + DyDs(u)
4 4

D}(u) — D3(u) _ D1Ds(u)
4 2

D1 (up, (ry) — D2 (va, (r)) N iDl(US*(F)) + D2 (ug, (r))
2 2
D}(u) — D3(u) | .D1Da(u) + DaDi(u)
+1
4 4
Di(u) = D3(u) = .DiDa(u)
1 +1 5 .
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Finalmente, restando miembro a miembro las expresiones anteriores, obtenemos que 93(F) — §%(F) = —iD1Ds(u),
lo cual implica que i [03(Fp,)(z) — 8%(Fp,)(z)] = D1Ds(Fpxy)(2,y),Vz=2+iycC. B

Ejemplo 2.1.11
Sea Z: Q0 — Ctal que Z = X +4Y; con X ~U(0,1), Y ~U(0,1) y X e Y independientes.

0 sixz <0
Como X ~ U(0,1) entonces Fx(z) = x size[0,1] . Andlogamente, como Y ~ U(0,1), tenemos que
1 sixz>1
0 siy <0
Fy(y) = y siyel0,1] . Luego, como X e Y son independientes, se sigue que
1 siy>1
0si(z,y) € A= {(z,y) € R?: (z,y) & [1,00) x [1,00)}
x si (z,y) € B=1[0,1] x [1,00)
F(X,Y)($ y) = Fx(2)Fy(z) = 1 si (z,y) € C'=[1,00) x [1,00)
y si (z,y) € D = [1,00) x [0,1]
xy si (z,y) € E=[0,1] x [0,1]
Entonces Dy D1 (Fix,yy)(z,y) = { (1) : g:zg ; g .
0 si (z,y) € A
= si (z,y) € B
Por otra parte, si z =z + iy € C entonces Fyz(z) = 1 ) si (z,y) e C
—iEE si (z,y) € D
‘2227(%)2
—i=—= = si (z,y) € E
Una cuenta directa prueba que
aﬁ&mw—a%mmazawm@wxa—a<a@wx@:{Z?ZGE
* e Osiz¢ E

es decir,

@ - ) = { 45T

Por lo tanto
Dy Dy (Fix y))(w,y) = i [07(Fz)(2) — 02(Fz)(2)] ,
para todo z = z + iy € C.
Definicién 2.1.12
Sea (92,0(£2), P) un espacio de probabilidad. Si X e Y estan en £1(Q,0(Q), P;R), entonces decimos que “Z €
LY(Q,0(Q), P;C)” y denotamos Ep(Z) = Ep(X) +iEp(Y).

Definicién 2.1.13
Sea (2,0(€), P) un espacio de probabilidad y Z : @ — C una C — v.a. Llamamos “funcién caracteristica de Z”
a la funcion ¢z : C — C definida por

cz(2) = cx,y)(z,y) = Ep(exp(i(zX + yY))),

para todo z = x + iy € C.

Proposicién 2.1.14
Sea (Q,0(€), P) un espacio de probabilidad y Z : 2 — C una C — v.a.. Entonces

c(2) = Ep(exp(iRe(2*2))) = Ep (exp <;(z*z + zz*)>> zeC.
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Demostracion:
Sea z = z + iy € C arbitrario. Dado que 2*Z = (z —iy)(X +iY) = 2 X +yY + i(2Y — yX), entonces

Re(2*Z) = X +yY.
Por lo tanto es vélida la primera igualdad. Ahora

27 427" =[x X +yY +i(xY —yX)] 4+ [z X +yY +i(yX —2Y)] =22 X +yY),

lo cual implica que Z*Z%Z =zX + yY. Reemplazando obtenemos la segunda igualdad.

2.2 Momentos, cumulantes y circularidad de variables aleatorias con
valores en C

En esta seccién definimos los momentos de una variable aleatoria compleja y mostramos como los resultados
del capitulo anterior conducen a la derivacién de una importante relacién entre los momentos y las funciones
caracteristicas. Mds adelante estudiamos las variables aleatorias complejas circulares, para ello introducimos las
distribuciones esféricamente simétricas y damos algunos resultados en torno a dicha distribucién. Para este
estudio, nos basamos principalmente en [3] aunque también anadimos informacién complementaria de [4].

Sean (£2,0(2), P) un espacio de probabilidad, X : @ — R, Y : Q@ — R variables aleatorias y Z = X + Y.
Definicién 2.2.1

Sea p € N y supongamos que X e Y tienen momento finito de orden p. Sea Ny = (n,m) € Ng x Ny : n+m =p}
y para cada (n,m) € Ny sea

Ep(Z™(Z*)™ ZZ( )( ) iV ()R Ep (X TRy mAn—i—ky,

k=0 j=0
Llamamos “momento de orden p de Z” al conjunto Mp,(Z) = {Ep(Z™(Z*)™) : ( ) e N*}
Observaciéon 2.2.3
#(Mpp(Z)=p+1,¥pelN
Demostracion:
Puesto que Mp,(Z) = {Ep(Z™(Z*)™) : (n,m) € N*} es suficiente probar que # N =p+1, V p € N. Procedemos

haciendo induccién sobre p. Sip =1 entonces Ny = {(n,m) e Ng xNg:n+m= 1} = {(0, 1) (1,0)}, con lo cual
# N;, =2 =1+1. Supongamos por hipdtesis inductiva que # N = p+1y probemos que # Ny, = p+2. Notemos
que

N*

bl ,m)ENgxNg:n+m=p+1}

(n
(n,m) € No x No : n 4 (m —1) = p}

(n,l) € Ng x {-1,0,1,2,...} :n+1=p}

{(n,]) eNgxNg:n+1l=ptu{(n,—1) €Ng:n—1=p}
= Nyu{lp+1,-1)}.

Il
A

Luego, como la unién es disjunta, resulta que #N; | = #(N)) +1=(p+1)+1=p+2. B
Nota 2.2.2

Denotamos apnm(Z) = Ep(Z™(Z*)™), ¥ (n,m) € Nj. Ademas, para cada ¢ € Q¢ sea p,(Z) = Ep(|Z]").
Notemos que puede suceder que 3p ,(Z) = occ. Tamblen Bpaon(Z) = apnn(Z).
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Definicién 2.2.3
Sea p € N9 y supongamos que Mp,(Z) esta definido. Llamamos “momentos centrales de orden p” a

apyn(Z) = Ep((Z - Ep(2))"(Z" = Ep(Z7))"), ¥ (n,m) € N,

Definicién 2.2.4
Supongamos que Mp2(Z) estd definido. Llamamos “varianza de Z”, y denotamos var(Z), a

Bpn(2) = Ep(1Z — Ep(2)])
mientras que la “pseudovarianza de Z”, denotada por pvar(Z), es
QP,2,0(Z) =Ep((Z - EP(Z))Q)-

Supongamos que Mp ,(Z), con p € N> estd definido y sea ¢ € Q>0 tal que ¢ < p. Llamamos “momento central
absoluto de orden q” a

B, (2) = Ep(|Z ~ E(2)|").

Observacion 2.2.5
Sean p, ¢ € N tales que ¢ < p. Si Mp,(Z) estd definido entonces Mp ,(Z) también.

Demostracion:
En primer lugar, veamos la siguiente
Afirmacién:

Si Ep (|Z]") < oo entonces Ep (|Z]7) < P({w € Q: |Z (w)| < 1}) + Ep (|1 Z]7).

Demostracién Afirmacién:
Sean A ={weN:|Z(w)|<1l}yB={weQ:|Z(w)|>1}. Notemos que |Z|? X4 < Xay |Z|"Xp < |Z|" Xp <
|Z|”, con lo cual

12" = 12" Xa+ |2]" Xp < Xa+ |2,
entonces Ep (|Z|") < Ep (Xa +|Z") = Ep (Xa) + Ep (|1Z|") = P(A) + Ep (| Z]").

Ahora probemos que Ep (Z" (Z*)") < 00, ¥V (r,5) € N¥. Por la afirmacién tenemos que
Ep (127 (2%))) = Ep (12I") = Bp (12 < P({w € 0 |Z @) < 1) + Ep (12]°) < o,
lo cual implica que Ep (Z7 (Z*)°) < co. B

Proposicion 2.2.6
Si Mp,(Z) esté definido entonces |ap . m(Z)| < Bp,(2), ¥V (n,m) € Ny,

Demostracién:
Sea (n,m) € Ny arbitrario. Por Cauchy-Schwarz sabemos que |Z™(Z*)™| < |Z™||(Z*)™|, entonces

lopnm(2)] = |Ep(Z"(Z2")")| < Ep(12™(Z")") < Ep(12"1(Z27)"]) = Ep(1Z]" |Z7]"™)
= Ep(12]"12]") = Ep(1Z]""™") = Bpnim(Z) = Bp,y(Z). W

Lema 2.2.7 (Reciproca de la Proposicién 1.2.7)
Sean U C C un abierto, z =z +iy € Uy f: U — C una funcién. Supongamos que D1 (uy), Di(vs), Da(uy) y
Ds(vy) existen y son continuas sobre A = {(z,y) € R? : x + iy € U}. Adem4s, sean

a = Dy(ug)(@,y) +iDi(vf)(@,y), B = Da(uy)(x,y) +iD2(vy)(z,y)
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y L:C — C dada por L(h, + ihy) = ah, + Shy, ¥ hy + ih, € C. Entonces

1. L(h) = 01(f)(z) - h+ 0.(f) - h*, ¥V h € C.

2. L es R—lineal.

3. limyp o |f(z+h)7‘£?z)7”h)| =0, luego f es R—diferenciable en z y D,.(f)(z) = L.

4. D,(f) es continua en U.

Demostracion:
1. Sea h = h, +1ihy € C, luego

- (Dleden) Do), Do) Dater)en) g,

(=) - h : .

— L Diug) @ y) + Dalon)(@,y) + (D) (@,y) — Daug) (@, y))] (e + ihy)

[(D1(ug)(@,y) + Da(vp)(@,y)he — (D1(vg)(z,y) — Dalug) (@, y))hy] +

[NCRRCRN I N

[ (Di(ug)(@,y) + Da(vp) (@, y))hy + (Di(vs)(2,y) = Da(ug) (2, y))hal

Di(uy)(z,y) = Da(vg)(,y)  Di(vs)(z,y) + Da(ug)(z,y) ’
= S i ! )(hz—zhy)

(D1 (g (@,y) — Davg)(w,9)) +i(Da (07) (@, y) + Daug) ()] (s — ihy)

[(D1(up)(2,y) = Da(vg) (@, y))ha + (Dr(vf)(2,y) + Da(us)(x,y))hy]

é [=(Di(ug)(,y) = Da(vs)(@,y))hy + (Di(vp) (@, y) + Da(us) (@, y))hal -

Sumando las expresiones anteriores obtenemos que
N()(2)-h+0.(f)-h* = (Di(uf)(@,y) +iD1(vs)(x,y))ha + (Da(uy) (2, y) +iD2(vf)(2,y))hy
= a-hy+8-hy
= L(h).

+ NIRRT

2. Sean a, b € R y sean h, k € C arbitrarios. Por el inciso 1 tenemos que
L(ah +bk) = 01(f)(2)(ah + bk) 4+ 0x(f)(ah + bk)*
01 (f)(2)(ah + bk) + 0.(f)(ah™ + DE™)
= a0 (f)(2)h+ 001 (f)(2)k + a0« (f)h" + bO.(f)k*
= a(01(f)(2)h + 0. (f)R") + b(01(f)(2)k + 0. (f)E7)
= aL(h)+bL(k)

f
f

3. Por lo supuesto en el enunciado y por el Teorema (8.9.1), pag. 173 de [2] tenemos que us y vy son diferenciables

y ademas

D(ug)(,y)(hashy) = Di(ug)(@,y)he + Da(up)(2,y)hy,
D(vp)(@,y)(has hy) = Di(vp)z,y)ha + Da(vr)(z,y)hy.
Luego
fz+h) = f(2) = L(h) = [us(x+hay + hy) —up(2,y) — Di(ug)(@,y)he — Da(up)(z, y)hy] +

+i [Uf(.l? +he,y + hy) - Uf(x’y) - Dl(vf)(x’y)hl - DQ(’Uf)(xvy)h’y}
[ug(@ + hasy + hy) —up(z,y) — D(ug)(@,y)(ha, hy)] +
i [Uf(:L’ +he,y + hy) - Uf(l',y) - D('Uf)(xay)(hfb’ hy)} )
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con lo cual

o R = 1)~ L)

|hl—0 ] = ||
_ i VRUGHR) = f(z) = L) + Im(f (= + h) - f(z) - L(R)”
|h|—0 R
C o o (BeU G R~ f(2) — L)\® | (Im(f(z+h) — [(2) = L() )
B |1L0¢< A ) ( A )
= 0.

Por lo tanto f es R—diferenciable en z y D,.(f)(z) = L.
4. Sigue por lo supuesto sobre Di(uyf), Di(vs), Da(us) y Da(vy). B

Lema 2.2.8
Sean p € N, U C C un abierto, A = {(:E,y) ER?:z+iyc U} y f: U — C. Son equivalentes:
1. feCrti(U,C).
2.
2.1. f es p—veces R—diferenciable en U ( luego

2P

DE(F)(=)(0) = 3 0y (N0, ¥ he ).

k=1
2.2. Para cada k € {1,2,...,2P}, existen y son continuas en A:
Di(ug,, ). Di(vy,. ). Dalug, ) y Dalvg, ) con gy, : U — C dada por gi, p(2) = 9%y, (£)(2), 2 € U.
2.3. Para cada z € U existe un entorno abierto V' C U de z tal que se satisface:

dado e > 036 > 0 tal que B(2,d) CV ysiu e B(0,0) entonces

sup  {IDR()(z + ) (s s ) = DR (B, s ) = My (2) (o Py )]} <
[hi|<1,.., hy|<1

donde Mp41 : U — LRp;1(C, C) esta dada por

op+1

Mpi1(2)(hay ooy Bpi1) = Z My i1e(2) (B, ooy hpi) T 8
k=1

con MZH‘Lk(Z) = 8(%(.97& p)(z) y MP+1,2P+1€(Z) = 811(gk, P)(Z) VEke {1? 2) [ 217}7 zeU Yy (hla ) hp+1)€ (Cp+1'

Demostracion:
(1 = 2) Que se cumple 2.1 es inmediato. Probemos entonces los incisos 2.2 y 2.3. Por la Proposicién 1.5.12
tenemos que gi. , € C}(U,C) y se cumplen:

O (g, p)(2) = O (1)) y B an ) (2) = D48, (D)(2)

para cada z € U y k € {1,2,..,2P}. Luego, segin la Proposicién 1.4.23, las funciones Di(ug, ,), D1i(vg, ,),
Dy (ug, )y D2(vg, ,) estdn en C}(A,R), lo cual demuestra 2.2. Ademds, por la Proposicién 1.4.18, dado z cU
3V C U entorno de z y M,.1(2) € LR,,(C,C) satisfaciendo que: dado ¢ > 0 3§ > 0 tal que B(z,6) C V y si
u € B(0, ) entonces

" \<1ST.l.p\h <1 {|D£(f)(z + u)(hh "'7hp) - Dﬁ(f)(z)(hh "'7hp) - MPJrl(Z)(hh "'7hp7u)|} < |u| €.
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Teniendo en cuenta la Proposicién 1.4.19 y el Corolario 1.5.7 tenemos que

Mpi1(2)(ha, o hpy1) = DEFYE)(2) (A1, ..y h1)
= DPYY(f)(2) (R, -y hpya)
op+1
= Zaitll(k) 2)(ha ooy hpy) TP
op+1

= Z Mp-i—l,k(z)(hlv--'7h’p+1)If+1(k)'

Por lo tanto se cumple 2.3 de la Proposicién.

(2 = 1) Gracias a la Proposicién 1.4.18 sabemos que f es (p + 1)—veces R—diferenciable en U, entonces basta
ver que

U—>‘/2p

2—DPH(£)(2)

es continua en U. Denotemos g = DP(f). Puesto que

9(2)(has e bp) - = Dp(f)( )(has s hp)

1P (k
= Za,p(k) 2)(ha, ooy ) )

= Zg,w )(hi, .oy hy) )

y, por hipétesis, Di(ug, ), Di(vg, ,), Da(ug, ,) y D2(vg, ,), existen y son continuas en A para cada k €
{1,2,...,2P} entonces Di(ug), D1(vg), Da(ug) y D2(vy) existen y son continuas en A. Luego, por el Lema an-
terior, resulta que D,.(g) = DPT1(f) es continua. Queda asf culminada la prueba. B

Lema 2.2.9
Sean g: Q@ — C, uy : 2 — Ry vy : Q@ — R tales que:
a) g(w) = ug(w) +ivy(w), Vw € Q.
b) ugX, usY, v, X y v,Y pertenecen a L1(Q,0(52), P;R).
Ademas, sea G : C — C dada por
G(z) = Ep(gexp(iRe(2*Z2))), z € C

y denotemos ug = Re(G) y vg = Im(G). Entonces
1. Di(ug), D1(vg), Da(ug) y Da2(vg) existen y son continuas en R2.
2. G € C}C,C) y se cumplen:

0 i 0

a—g(G)(z) = 5 Bp(9Z" exp(iRe(z"2))) y e

(G)(z) = %Ep(gZexp(iRe(z*Z))), vV zeC.

Demostracién:

1. Sea z = z + iy € C y denotemos c(z,y) = cos(zX +yY) v s(z,y) = sin(zX + yY).

Afirmacién: exp(i Re(2*2)) = ¢(x,y) + is(z, y).

Demostracién Afirmacién:

Como 2*Z = (x —iy)(X +iY) = X + yY +i(2Y — yX) entonces Re(z*Z) = 2X + yY y, por tanto,

exp(iRe(z*2Z)) = exp(i(zX + yY)) = cos(z X +yY) + isin(zX + yY) = c(z,y) + is(z, y).
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Luego vale la Afirmacién. Ahora

gexp(iRe(2"2)) = (ug +ivg)(c(z,y) +is(z,y))
= ugc(x, y) - 'UgS(SC, y) + i(ugs('ra y) + UgC(:L‘, y))a
con lo cual
G(Z) = EP(ugc(x’y) - vgs(xvy) + i(ugs(x’y) + vgc(m,y)))
= Ep(ugc(z,y) —vgs(z,y)) + iEp(ugs(z,y) + vge(z,y))

y

uG(mv y) = Ep(ugc(z, y) - UgS(I, y))

UG('T7 y) = EP(ugS(xv y) + ’UgC(.%‘, y))

Por el Teorema de Lebesgue y las hipétesis sobre ug, v4, X € Y tenemos que

Di(ug)(@,y) = Ep(—ugs(z,y)X —vge(z,y)X) = —Ep(ugs(z,y)X) — Ep(vgc(z, y)X),
Dy(uc)(@,y) = Ep(—ugs(z,y)Y —vge(z,y)Y) = —Ep(uys(z,y)Y) — Ep(vge(z,y)Y),
Di(ve)(z,y) = Ep(—vgs(z,y)X + uge(z,y)X) = —Ep(vgs(z,y)X) + Ep(uge(z, y)X) y
Ds(ve)(w,y) Ep(—vy8(2,9)Y +ugc(z,9)Y) = —Ep(vys(x,y)Y) + Ep(uge(z,y)Y).

Por lo tanto vale 1.

2. Por el inciso 1 y por el Lema 2.2.7 tenemos que G es R—diferenciable en C y D,.(G) es continua en C, con lo
cual G € C}(C,C). Ahora, por definicién y por lo ya probado tenemos que

0

aff(G)(Z) = 01(G)(2)

Dy (ug)(w,y) + Da(va)(z,y) n @-Dl(UG)(% y) — Da(uc)(z,y)
2 2

= ; [—Ep(ugs(z,y)X) — Ep(vge(z, ) X) — Ep(vgs(z,y)Y) + Ep(uge(z,y)Y))
—|—% [—Ep(vgs(z,y)X) + Ep(uge(z,y)X) + Ep(ugs(z,y)Y) + Ep(vge(z,y)Y)].  (2.2.9.1)

Por otro lado, aplicando la Afirmacién obtenemos que

9Z" exp(iRe(2"2)) = (ug +ivg)(X —iY)(c(z,y) +is(z,y))
= [(ugX +v,Y) +i(vg X —ugY)] (c(z,y) +1is(z,y))
= [(ugX +vgY)e(z,y) — (v X —ugY)s(z,y)]
+i [(ug X +vyY)s(z,y) + (05X —uyY)e(z,y)]
= uygXc(z,y) +vgYe(z,y) —vgXs(z,y) —ugYs(z,y)
+i(ugXs(z,y) +vgYs(z,y) +veXe(z,y) —ugYe(z,y)),

lo cual implica que

Ep(gZ° exp(iRe(*Z))) = Ep(ugXe(z,y)) + Eplu,Ye(z,y)) - Ep(v,Xs(z,)) — Ep(uYs(z,y))
+iEp(ugXs(z,y)) +iEp(vgYs(z,y)) + Ep(vgXe(z,y)) — Ep(ugYe(z,y)).
Por (2.2.9.1) y por la férmula de arriba resulta que

0

5 (C)E) = §ErlaZ" expliRe(=*2)).
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Finalmente comprobemos la ultima igualdad. Como G(z) = Ep(gexp(iRe(2*Z))) entonces

G*(z) = (G(z))

(Ep(gexp(iRe(2"2))))"
Ep(g* exp(—iRe(2*2)))

= FEp(9*exp(iRe(z*(—=2))).

Luego, por lo anterior, tenemos que

S (G)) = JEpg" (-2 expliRe(s" (~2))
con lo cual

) o N\

() = (5§<G ><z>)

i ) .
= —5Ep(g9(=2)exp(~iRe("(~2))))
= %Ep(gZ exp(i Re(z*2))).
Queda entonces finalizada la prueba. B

Teorema 2.2.10
Sea p € N. Si Mp,(Z) esta definido entonces cz € CE(C,C) y

a'm-i-n
(05)™(0¢")"

para todo (m,n) € {(m,n) eNg xNp:1<m+n<p}yzeC.

i m—+n
(cz)(z) = (2> Ep (Z"(Z*)™ exp(iRe(2* 7)),

Demostracién:
Procedemos por induccién en p. Sea p = 1 y tomemos (m,n) € Ny x Ny tal que m+mn = 1. En este caso sélo puede
serm=0,n=1ym=1,n=0. Sean g : Q@ — C definida por g(w) =1y G : C — C dada por

G(z) = Ep (gexp(iRe(z*2))), z € C.

Por la Proposicién 2.1.14 tenemos que G(z) = cz(z), V z € C. Luego, por el Lema anterior, concluimos que
cz € CHC,C) y se cumplen

0 i N . B 0 i ) N

5 (€2)(2) = 3Ep (2" expliRe(2))) ¥ 555(e2)(2) = 5B (Zexp(iRe(:"2))

para cada z € C. Ahora sea p > 1, supongamos que la férmula del teorema estd probada para p y veamos que
también es cierta para p+1. Sea (m,n) € Ng x Ny tal que m+n = p+1, entonces m > 2 o bien n > 2. Supongamos
sin pérdida de generalidad que m > 2. Luego 1 < m — 1 < p y, por hipétesis inductiva, resulta que

i (m—1)+n
W(CZ)(Z) = <2) Ep (Z"(Z*)(m_l) exp(i Re(z*Z))) . (2.2.10.1)

Aplicando el Lema anterior con g(w) = Z(w)™(Z*(w))

8(m—1)+n
m=1" € Q tenemos que

6% (Ep (Z2"(Z*)™ 'exp(iRe(z*2)))) = %Ep (Z2M(Z*)" ' Z* exp(iRe(2*2)))

B %EP (Z2"(Z7)™ exp(iRe(z"2))) .

69



Luego, por (2.2.10.1) se sigue que

8m+n 0 a(m 1)+n
G e DD = ° e e (e2)(2)
8 (m 1+

Ep(2™(Z")™ Y exp(i Re(Z*Z)))>

I

Ep(Z™"(Z*)™ " exp(i Re(z*Z))))

N | .

(m—1)+

pr (Z™(Z*)" exp(iRe(2*2)))

<(m 1)+n
)
)

I
I TN D

DN | .

_ (2>m+n o(Z7(Z7)™ expli Re(2* 2))).

Que cz € CPTL(C,C) sigue de la férmula recién probada y el Lema 2.2.8. B

Corolario 2.2.11
Sea p € N. Si Mp,(Z) estd definido entonces existe Oyr () (cz)(2) para cada z € Cy k € {1,2,...,2P}, y

arnn?)= (2)" de2)0)

para todo (m,n) € Ny x Ny tal que 1 <n+m < py para todo k € {1,2,...,2P} tal que n = Y *_, X{+} (&) donde
I (k) = (e1,...,€p). Més brevemente

2 m+n 8m+n
ornn=(5) " a0

Demostracion:
Sea (m,n) € Ny x Ny tal que 1 <n+m < p. Por el Teorema anterior sabemos que ¢z € C?(C,C) y

8m+n

i m+n
W(Cz)(o) = (2> Ep(Z™(Z7)™).

Ademaés, por definicién
apnm(Z)=Ep(Z"(Z*)™).

Resulta entonces que

2\t gmin
) = (c)(0). m

ran@=(3) G

7

Proposicion 2.2.12
Sea k € N y sea U un entorno abierto del 0 € C tal que ¢z € DP?*71(U,C) y tal que existen dyzr(;)(cz)(0), ¥V
je {172, ...,2%}. Entonces Mp o (Z) estd definido.

Demostracién:
Sean v = Re(cz) y v = Im(cz). Teniendo en cuenta la Definicién 2.1.13 resulta que

u(z,y) = Re(cz(z)) =Re[Ep(exp(i(zXz +yYz)))] = Ep (cos (X +yY)) y
v(z,y) = Im(cz(z)) =Im[Ep(exp(i(zXz +yYz)))] = Ep (sin (zX + yY)),

para cada z = x + iy € C. En particular

u(z,0) = Ep (cos(z X)),V e Ry v(0,y) = Ep (sin(yY)),VyeR.
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Pero

cx(x) = Ep(exp(izX)) = Ep(cos(zX)+isin(zX)) = Ep (cos (zX)) + iEp (sin (zX))
ey(y) = Ep(exp(iyY)) = Ep (cos(yY) +isin(yY)) = Ep (cos (yY)) +iEp (sin (yY)),

con lo cual
u(z,0) = Re (ex(z)) y v(z,0) = Im (cy (y)) -

Asi, por las hipétesis y las definiciones dadas en la Nota 1.6.13 tenemos que existen
D*(u)(0,0) = D*(ex)(0) y D3*(v)(0,0) = D*(ey)(0).

Luego, por el Teorema 6.4.1, pag. 175 de [1], tenemos que X, Y € £2! (Q, F, P;R). De aqui es directo ver que
Mp ok (Z) esta definido. B

Corolario 2.2.13
Sea p € N. Si Mp,(Z) estd definido entonces para todo z € C se tiene que

13 5)

m m —

Z Waan,m—n(z) +o(l2]"),

Demostracion:
Por el Teorema 2.2.10 sabemos que ¢z € CP(C,C). Luego, por el Teorema 1.6.4, tenemos que dadoe > 03§ >0
tal que

m n 8m

cz(2) — ez (0 :22:: G n(ag)( 2)(0) + |2[P £(2) con z € B(0,8) y 0 < () < e.

=1

Aplicando el Corolario 2.2.11 resulta que, dado € > 0 3 § > 0 tal que
- p ™ m (Z*)nszn p »
z)—1= mZ::l 5 ; maan,m_n( )+ 12" e(z)

con z € B(0,0) y 0 <e(z) <e. De aqui sigue facilmente la prueba del Corolario. B

Definicién 2.2.14
Sea Z : QQ — C una C — v.a.. Llamamos “sequnda funcion caracteristica de Z” a scfz : C — C definida por

scfz(z) = Log(cz(z)), z € C.

Definicién 2.2.15
Sean p €N, (n,m) € NgxNgtalquel <n+m <py Zuna C—wv.a.. Siscfz € CP(C,C) entonces llamamos
“cumulante de orden (n,m) de Z” a

2 n+m aner
) (9¢ (scfz)(0).

Kean)=(5) " GeeET

2

Definicién 2.2.16
Sea (X,Y) : © — R? un vector aleatorio. Decimos que “(X,Y) es P — esféricamente simétrico” si

Pixy)(H) = Pxy), VH € 0(2).

Definicién 2.2.17
Sea Z : 3 — C una C — v.a.. Decimos que “Z es P — circular” si (X,Y) es P—esféricamente simétrico, donde

Xw)=Re(Z(w)) yY(w)=Im(Z (w)), w € Q.
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Proposicion 2.2.18
Sea Z : ) — C una C — v.a.. Entonces Z es P—circular <= Z = Z*y Z = ¢eZ,V § c R.

Demostracién:
(=) Sea 0 € R arbitrario. Por hipétesis Px y)(H) = Pixy), V H € O(2). Es decir

H ﬁ/(] > {;(],VHEO(Q).

En particular vale para cosd —sinf I L0 es son claramente matrices ortogonales. Luego
p u p sind  cosp | YPara |y |, puessonc S g s. Lueg

cosf —sinf| | X 0[X] . |X
sinf cosf | |Y -1/ (Y| |Y |’
} = [‘;(] [ ] = K,(], lo cual concluye que Z = €7y Z = 7Z*.

X cos —Y sin6

por tanto, {X sinf +Y cos6

. . cosf) —sinf cosf  sinf
(<= ) Sea H € O(2) arbitraria, luego H = {sin@ cos 0 } H= [sin@ ~ cosf

} para algin 6 € R. Supongamos
cos) —sinf

o ,if .
sinf  cosd } Como Z = e Z, tenemos que

en primer lugar que H = {
X +1iY = X(cos€ +isinf) +iY (cosd + isinf) = (X cos@ — Y sinf) + ¢(X sinf + Y cosb),

1 1 X| . [Xcos@—Ysinf|  |cosf® —sinf| |X _F X Ah d |
con lo cual |y 1 = |y & 0 v iosal = lsing  coso | |v]| = v ora consideremos el caso en que

__|cos@  sinf
" |sinf® —cosé

] . Dado que Z = ¢ Z*, entonces

X +1Y = X(cosf + isinf) —iY (cosf +isinf) = (X cos + Y sinf) +i(X sinf — Y cos6).

Esto impli X| o |Xcos@+Ysinf|  |cosf sinf X| I X
SLO HPHCa qUe Hy 1 = | X 6inh — Ycos| ~ |sinf —cosf - Y
Proposicién. B

]. Queda entonces demostrada la

Nota 2.2.19

Breve estudio de vectores aleatorios n—dimensionales (n > 2) con distribucién esféricamente simétrica. La definicién
2.2.17 explica, de alguna forma, nuestro interés por esta breve resena sobre distribuciones esféricamente simétricas.
Dicha resefna esta basada en el libro [4].

Definicién 2.2.19.1

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad, n > 2 entero, X :  — R™ una variable aleatoria n—dimensional y
V : @ — R una variable aleatoria. Decimos que “Px es una versién n — dimensional de V7 si 3 ¢ : R™ — [0, 00)
tal que:

1. ¢(x) >0,V x#0.

2.a'X = c(a)V,VacR"

Definicién 2.2.19.2
Sea G C {g: Q2 — Q: g es biyectiva}. Decimos que “G es un grupo de transformaciones sobre 0’ si se cumplen:

1.g1€G,g2€G = g10og2€G.
2. e:Q — Qdadapor e(w) =w, Vw e N, estd en G.
3.9eG = JdgeGtalquegog=gog=ce.
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Notemos que g es unico, pues si existiese un g* € G con la propiedad go g* = ¢g* 0o g = e entonces g = goe =
go(gog*)=(gog)og* =eog* = g*. Por ello denotamos g~ ! = g.

Definicién 2.2.19.3
Sea G un grupo de transformaciones sobre 2. Decimos que “w; y we en Q son G — equivalentes” si 3 g € G tal

que w1 = g(ws).

Notacion 2.2.19.4
Sea G un grupo de transformaciones sobre Q. Si w; y wg en 2 son G—equivalentes entonces denotamos w; ~
we mod(G).

Proposicion 2.2.19.5
Sea G un grupo de transformaciones sobre . La relacién w; estd relacionado con wy si wi ~ wo mod(G), es una
relacion de equivalencia entre elementos de ().

Demostracién:

Debemos probar que para cualesquiera w, wi, wo y ws € ) se cumplen:

1. w ~ wmod(G).

2. w1 ~wamod(G) = wy ~ w; mod(G).

3. w1 ~wamod(G) y wy ~ w3mod(G) = w; ~ w3z mod(G).

Sea e : 1 — Q dada por e(w) = w para cada w € Q. Por definicién e € G y por lo tanto vale 1. Si w; ~ wy mod(G)
entonces 3 g € G tal que w1 = g(wsz). Luego wy = e(w2) = (g7 0 g)(w2) = g7 (g(w2)) = g~ (w1), con lo cual
w2 ~ wi mod(G) y por lo tanto vale 2. Si wy ~ we mod(G) y wa ~ w3z mod(G) entonces existen g y g € G tales que
w1 = g(wa) ¥y w2 = g(ws), luego wy = g(w2) = g(g(ws)) = (g 0 g)(ws), lo cual implica 3. W

Definicién 2.2.19.6
Sean X un conjunto, G un grupo de transformaciones sobre Q y f : 2 — X una funcién. Decimos que:

1) “f es G —invariante”, si f(g(w)) = f(w) para cadaw € Qy g € G.

2) “f es mazimal G — invariante”, si f es G—invariante y

f(wi) = f(wz2), con wy y we en Q@ = wi ~ wy mod(G).

Teorema 2.2.19.7
Sean X un conjunto, G un grupo de transformaciones sobre €2, f : Q — X maximal G—invariante y h : Q@ — X
. Entonces h es G—invariante <= dc¢: X — X talque h =co f.

Demostracién:
(=) Sea Y = f(Q). Supongamos primero que X —Y # ) y consideremos 9 € X — Y. Definimos entonces
c: X — X por
. zosiz ¢ Y;
olw) = { h(w) con f(w)==z,sizeY

y resulta h = co f. Ahora supongamos que X =Y y consideremos ¢ : X — X dada por ¢(z) = h(w) con f(w) = .

Afirmacién:
Si f(wy) = f(wsz) con wy y wy en Q entonces h(wy) = h(ws).

Demostraciéon Afirmacién:
Como f es maximal G—invariante se sigue que w; ~ wo mod(G), o sea 3 g € G tal que wy = g(w3). Luego, por ser
h G—invariante, tenemos que h(wy) = h(g(ws)) = h(ws).

Dicha Afirmacién nos asegura la buena definicién de ¢, ahora comprobemos que h = cof . Seaw € Qyz = f(w) € Y,

luego (co f)(w) = e(f(w)) = c(x) = h(w).
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(<) Sean w € Q y g € G arbitrarios. Como f es G—invariante entonces f(g(w)) = f(w). También sabemos, por
hipétesis, que h(g(w)) = ¢(f(g(w))). Luego h(g(w)) = ¢(f(w)) = (co f)(w) = h(w) y resulta h G—invariante. W

Nota 2.2.19.8

Seann > 2 entero, S™ = {7 : {1,...,n} — {1,...,n} : 7 es biyectiva}, M (n,R) = {M : M es una matriz real n x n}
y Gl(n) = {M € M(n,R) : M es invertible}. Para cada M € M (n,R) definimos Tps : R" — R™ por T/ (x) = Mx,
x € R™

Afirmacién 1:
Si M € Gi(n) entonces Ty es lineal, biyectiva y su inversa estd dada por Thr-1.

Demostracién Afirmacién 1:

Sean a € Ry x, y € R". Luego Tiy(ax+y) = M(ax+y) = aMx+ My = aTp(x) + Ta(y), lo cual implica la
linealidad de Ths. Ahora si T (x) = Tas(y) entonces Mx = My. Aplicando la inversa de M miembro a miembro
obtenemos que x =y, por lo tanto Ty es inyectiva. Seay € R" arbitrario entonces y = (MM )y = M(M~'y) =
Tar(M~1ty), es decir Tys es sobreyectiva. Finalmente, como (Ths o Thr—1)(x) = Tayr(M~'x) = M(M~'x) = x y
(Tas-1 0 Tar)(x) = Tpy—1 (Mx) = M~ (Mx) = x, V¥ x € R” resulta que Ty, = Ty;—1. B

Tn Tr(n)

= {M,eGln):meS"},
{Ty:R* — R": M € P(n)},
{MeMnR): MM"=M"M=1,}y
= {Ty:R*"—R":MeO(n)}.

o
===
V\S/\/v

I

A P(n) lo lamamos “grupo de permutaciones sobre R™” y a O(n) lo llamamos “grupo de transformaciones
ortogonales sobre R™”.

Afirmacién 2: P(n) C O(n).

Demostracion Afirmacién 2:

z1 Tr(1) €r 1y
Sea Ty, € P(n) y probemos que M, M| = MM, = I,. Como M, o= entonces M, = o

T Lr(n) err(")
donde e; es un vector fila de longitud n tal que tiene un 1 en la j—ésima posicién y ceros en todas las otras entradas.

Luego

n

(MM, = (Ma)i(MI iy = Y (M)ip (M) = b,
k=1 s

para cada i,j € {1,...,n}. W

Definicién 2.2.19.9
Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad, n > 2 entero y X :  — R™ un vector aleatorio. Decimos que “X tiene
distribucion esféricamente simétrica” (o simplemente distribucion esférica ), y denotamos X € Sp(n), si

I'X=X,VT e O0(n).
Esto es Px(Tr) = Px, V Tt € O(n).
Notacion 2.2.19.10
Denotamos por Sp(n) al conjunto {X € Sp(n) : P(X =0) = 0}.
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Lema 2.2.19.11
Sea f:R"™ — R dada por f(t) =t't, V¥t € R”. Entonces f es O(n)—invariante maximal.

Demostracion:
Sea Tt € O(n) y t € R™. Luego

F(Tr(t)) = f(Tt) = (Tt) T (Tt) =t ' T Tt =t "t = f(t),

o sea, f es O(n)—invariante. Ahora sean t, s € R™ tales que f(t) = f(s). Entonces |[t|*> =tTt =sTs =|s|’ y,
como ||t|| > 0V t € R", resulta que ||t|| = ||s||. Luego, por lo que sabemos de Algebra lineal, 3 T' € O(n) tal que
s =T't, es decir s ~ t mod(Q(n)). Por lo tanto f es O(n)—invariante maximal. W

Definicién 2.2.19.12
Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad, n > 2y X : @ — R”™ un vector aleatorio. Llamamos “funcién
caracteristica de X con respecto a P” a la funcion cx : R — C dada por

ex(t) = Ep(exp(i(t ' X)), V t € R™.

Teorema 2.2.19.13
Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, n > 2 y X :  — R” un vector aleatorio. Entonces X € Sp(n) < 3
¢ :[0,00) — C tal que cx(t) = ¢(t"t), V t € R™.

Demostracion:
(=) SeanT' € O(n) y t € R". Por hipétesis I'X = X | entonces

Cx(FTt) = Ep(exp(i(tTFX)) = Cpx(t) = Cx(t)
es decir cx es O(n)—invariante. Ademés el Lema anterior nos asegura que f : R® — R dada por f(t) =t't, V

t € R" es O(n)—invariante maximal. Luego, por el Teorema 2.2.19.7, tenemos que 3 ¢ : R — R tal que ¢x = co f.

( <= ) Queremos probar que I'X = X,V I" € O(n). Es decir que crx (t) = cx(t), V t € R™. Por definicién tenemos
que
crx (t) = Ep(exp(i(t "TX)) = Ep(exp(i(TTt) ' X)) = ex(I'"t).

Adems4s, por hipdtesis
ex(TTt) =o((TTt) ' TTt) =p(t ' TTTt) = p(tTt) = ex(t).

Queda asi culminada la prueba. l

Nota 2.2.19.14
Sean X € Sp(n), ¢ : |
P(t) = ¢(t), VT € [0,00

0,00) — Cy ¢ : [0,00) — C tales que (t't) = cx(t) = ¢(t't), ¥ t € R". Entonces
)

Demostracién:
Sea t € [0,00) arbitrario y consideremos t =€ R™. Por hipétesis 1 (t't) = ¢(t Tt), pero

Tt = (ﬁ,o,...,o) (\/2,0, ...,o)T - (\/2)2 —

con lo cual obtenemos que ¥(t) = ¢(t). B
Definicién 2.2.19.15
Sea X : Q — R una variable aleatoria. Decimos que “X es P — simétrica en torno a 07 o simplemente que “X

es simétrica”, y denotamos X € Sp(1), si X = —X.

Proposicion 2.2.19.16
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X € Sp(l) <= F¢:[0,00) — C tal que cx(t) = ¢(t?), Vt € R.

Demostracién:
(=) Como X = —X entonces

cx(t) = c—x(t) = Ep(exp(it(=X))) = Ep(exp(i(—t)X)) = cx(—1).

Luego considero ¢ : [0,00) — C dada por ¢(u) = cx () si u = t%.
(<= ) Para cada t € R tenemos que

ex(t) = ¢(t?) = ¢((—1)?) = cx(—t) = Ep(exp(i(—t)X)) = Ep(exp(it(—X))) = c_x(t)
Por lo tanto X = —-X. &

Notacion 2.2.19.17
Para cada n € N denotamos por ®,, al conjunto

{$#:[0,00) — C:3(Q,F,P) ep.y X:Q— R" vaa. tal que cx(t) = ¢(t't), vVt € R"}
y sea oo = Npen®y,.

Proposicion 2.2.19.18
La sucesién {®,}, . es decreciente.

Demostracion:
Sea n € N y probemos que ®,,,1 C ®,,. Sea ¢ € ®,,,1 entonces 3 (2, F, P) ep. y X = (X1, Xpp1) : @ — R
v.a. tal que

ex(t) = o(t't), vVt e RMHL

SeaY = (X1,..., Xp) : @ — R v.a.. Queremos ver que
cy(u) = ¢(u'u), ¥ ueR"

Sea u = (uq, ...,un)—r € R™ arbitrario y sea t = (uq, ...,un,O)T € R, Puesto que

n n
tTt= Zuf =uuyt'X= ZuiXi =u'Y,
i=1 i=1

tenemos que
ex(t) = ¢(tTt) = p(u'n) y ex(t) = Ep(exp(i(t' X))) = Ep(exp(i(u' Y)) = cy(u).
Igualando las dos expresiones anteriores obtenemos que cy(u) = ¢(u'u). B

Definicién 2.2.19.19
Para cadan € N a @, la llamamos “familia de funciones generatrices de funciones caracteristicas de variables
aleatorias n — dimensionales con distribucion esférica’.

Nota 2.2.19.20
Sea n > 2 entero y sea U™ : QO — R™ un vector aleatorio con distribucién uniforme sobre

S" = {x = (21,...,zn) ER": Zw? = 1}.
i=1

Esto es, para cada B € o(S") (0—élgebra de Borel de S™) tenemos que

P(U(n) c B) = US"/ XBdl’l’S” = Usn fhgn (B)
sn
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donde pg. es la medida sobre (S™,0(S™)) tal que vsnpugn (S*) = 1, y vsn = I?ZT://QZ). En sfmbolos U™ ~ U (S™).
Suponemos también que
pisn (T'ar) = pign, ¥V M € O(n),

con Ty : S® — S™ dada por T (x) = Mx, V x € R™.
Afirmacién: U™ € Sp(n).

Demostraciéon Afirmacién:
Sean M € O(n) y B € o(S™) arbitrarios. Luego

P (MU(") € B) - P (U(") € M—lB) = vgn pign (M~LB) = vsn ign (Tag—1 (B)) = vgn fign ((TM)‘1 (B))
— wsnpizn (Tar) (B) = vsnpin (B) = P (U™ € B),

por lo tanto MU = (™). Ahora, por el Teorema 2.2.19.13 y la Nota 2.2.19.14, sabemos que 3! ¢, : [0, 00) — C
tal que

cym (8) = v / exp(i(6T X)) (d%) = 0, (£76), V £ € R,

Definicién 2.2.19.21

Decimos que “G : [0,00) — R es una funcién de distribucién acumulada sobre [0,00)” (y escribimos G es f.d.a.
sobre [0, 00)) si:

1.0<t<s = G(t) < G(s).

2. G es continua a derecha en todo punto.

3. G(0) >0

4. G(o0) =

Teorema 2.2.19.22 (Continuacién de la Nota 2.2.19.20)
Sea n € N. Entonces ¢ € &,, < I G :[0,00) — [0,1] f.d.a. sobre [0, 0) tal que

t) = /000 Y, (tr*)G(dr), V t € [0,00).

Demostracion:
(= ) Supongamos que ¢ € ®,, entonces existen (2, F, P) espacio de probabilidad y X :  — R™ vector aleatorio
tales que

ex(t)=0(t"t),VteR™

Sea F': R® — R la funcién de distribucién acumulada de X. Notemos que, para cada t € R" e y € S tenemos
que .
2 2 2 2
(tlhy) " (tly) =117y Ty = It1° Iyl = 1t]° =t ¢,

entonces

¢ (tTt)

o ((ely) " (1t1y)) = ex (bl y) = vse /S ex([tll)msn (dy)

vgn /S Ep [exp (i (1t y) " X) | pse(dy) = ver /S B [exp (1 41y X)) s (d)

= o [ Bp [exp (101X7Y)] i (ay) = 150 / ) [ [ exilelx"y) F <dx>} psn (dy)
= [ [ [ e Gy s dy>] P = [ o [ e (10107 ) et F a0
= [ e (W07 Qe0) £ i) = [ (160 ) F(a).
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Si definimos G : [0,00) — R dada por G(u) = f”x”<uF (dx), u € [0,00) se puede ver facilmente que G es f.d.a.
sobre [0,00). Ademds, como

6 (70 = [ v (16 1xI°) F(ax) v e R,
en particular vale para t = (V/,0, ..., O)T, donde t € [0, 00). Por lo tanto
000 = [ v (tII7) F a0 = [ (%) G ).
( <) Supongamos que existe G : [0,00) — [0,1] f.d.a. sobre [0,00) tal que
¢(t):/ooo¢n(tr2)G(dr),Vte[O,oo).

Tomemos (Q, F,P) e.p. y R : Q — [0,00) variable aleatoria tal que sea independiente de U™ y tal que G sea
f.d.a de R. Luego

crue (t) = Ep [exp (itTRU(”)ﬂ :/0 Ep [exp (thrU " )} G(d :/ Ep [exp( (rt) U ))} G(dr)

[ v 016t = [T w0070 = [ (1607 2) Gl = o)
= ¢(t't),VteR™

Por lo tanto ¢ € ®,,. R

Corolario 2.2.19.23
Sean n € N, (Q, F, P) un espacio de prababilidad y X :  — R”™ un vector aleatorio. Son equivalentes:
1. X € Sp(n) o, lo que es lo mismo, existe ¢ : [0,00) — C tal que

ex (t)=¢(tTt), VteR™

2. X = RU™ donde:
2.1. R: Q — [0,00) es una variable aleatoria.

2.2. Ry U™ son independientes.
2.3. Para cada t € [0,00) se cumple que
0= [ vutr)Gan)
0
donde G(u) = Fr(u), Vu >0y Fg es la f.d.a. de R.
Demostracion:
Es una consecuencia directa del Teorema anterior. ll

Notacion 2.2.19.24
Sean n € N, X : Q@ — R™ un vector aleatorio y R : 2 — [0, 00) una variable aleatoria. Denotamos X € Sp(n, R)
para indicar que X = RU™ con Ry U P—independientes.

Teorema 2.2.19.25
Sean n 2 2 entero y X € Sp(n, R) N .SH(n). Entonces

2. = U(">

HXH
31Xy H))E—H son P—independientes.
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Demostracion:
Como X € S} (n) entonces P(X = 0) = 0. Definimos f; : R" — {0} — [0,00) ¥ f2 : R" — {0} — R por

hix) = x[,x#0

X
folx) = —,x#0.
0=
Puesto que X = RU( tenemos que
1] _ [0 - [f1<RU<”>>] _[I=ui L] =[]
Xl X)) [f(RUM) TaUe]| B U]

Ademids Ry U™ son P—independientes, con lo cual el Teorema queda probado. W

Teorema 2.2.19.26
Sean n > 2 entero y X = (X1,..., X,,) | : © — R™ un vector aleatorio n—dimensional. Entonces

X € Sp(n) <= a'X = |ja|| X1, VacR"

Demostracién:
(=) Por el Teorema 2.2.19.13. existe ¢ : [0,00) — C tal que cx(t) = ¢(t't), ¥ t € R". Luego para todo t € R
tenemos

ex,(t) = Ep(exp(itXy)) = Ep(exp(i(tX; +0Xa 4 --- +0X,,))) = Ep(exp(i (£,0, ...,0) (X1, ..., X,) 1))
= Ep(exp(i(t,0,...,0)X) = ex((£,0,..,0) ") = ¢(£).

Sean a € R™ y u € R arbitrarios. Entonces

carx(u) = Ep(exp(i(ua’X) = Ep(exp(i(ua)'X) = cx(ua)

¢((ua) "ua) = ¢(u” |[a]*) = ex, (u |la]]) = ¢jayx, (w),

por tanto a' X = ||a X;.
(<) Sea t € R™ arbitrario. Luego

ex (8) = Ep(exp(it X)) = cyrx(1) = ey, (1) = ex, (J61]) = ex, (VETE).
Consideremos ¢ : [0,00) — C dada por

d(u) = ex, (Vu), V u € [0,00) .

Entonces tenemos que cx(t) = ¢(tt) y, por el Teorema 2.2.19.13, resulta que X € Sp(n). B
Continuacion del tema central de la Seccién 2.2.

Proposicion 2.2.20
Sea Z : Q) — C una C —v.a. y sean X =Re(Z) e Y =Im(Z). Entonces
Z es P — circular <= 3 ¢ :[0,00) — C tal que cz(z) = ¢(|z]*), z € C.

Demostracién:
Por las definiciones 2.2.17, 2.1.13 y el Teorema 2.2.19.13 tenemos que
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Z es P — circular

[

Corolario 2.2.21
Sea Z:Q — Cuna C—v.a.y ¢ € N. Si Mp,(Z) esta definido y Z es P—circular entonces

- £

2k
L Bpan(@) + ol ¥ ey p = [1].

Demostracion:
Por el Corolario 2.2.13 sabemos que

q .\ m m *\N ,m—n
Z) =1+ Z (;) Z MQP,n,m—n(z) + O(|Z|q)a vzeC
m=1 n=0

n!(m —n)!

Ademas, el Corolario 2.2.11 nos dice que

(5) crnne(?) = Ggmorgrgr e
Luego
- Z Z 7(’L 8§)man(8€ ) ( Z)(O) +O(|Z|q)a V S C

Por otra parte, como Z es P—circular, por la Proposicién anterior, cz es funcién de z — \z|2, con lo cual ¢z €
C (C,C). Luego, por el Corolario 1.6.10, tenemos que

ml
o
(0g)m—n(9¢")"

sin#m—n,n€{0,..,m};VmeN. Asi, para todo z € C, tenemos que
P
B (Z*)kzk a2k
cz(z) = 1+ (hI (ag)k(ag*)k(CZ)(O) +o(]2]")
p N\ 2k
(z*)kzk (i
= 1+) ez \2 apk(Z) +o(|2]")

p 2k, 4N\ Fk
= 1+ |i;l!)z (41> Bpak(Z) +o(|z]*). B

(cz)(0) =0
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3 Introduccion a los c—vectores

3.1 Conexiones entre R— y C—vectores

En esta seccion establecemos relaciones entre las descripciones de un vector complejo con su correspondiente
descripcién en términos de sus partes real e imaginaria. Introducimos el conjunto W"*™ de todas las matrices
aumentadas y obtenemos una definicién diferente de la factorizacién de Cholesky para una matriz definida positiva
perteneciente a W™*". Por ultimo relacionamos los productos internos y las formas cuadraticas definidos sobre los
espacios R”, C" y C2". Esta seccién, como la mayoria de las secciones de este capitulo, esta basada en el libro [6].

Notacién 3.1.1
Sean € Ny C" = {z = (=, ...,zn)T 1z; €CVj=1, ,n} Para cada z € C" llamamos “conjugada de z” a

<[]

*

: T
z" = (27,...,2%)  y “vector aumentado de z” a

Sea C?" = {z:z € C"}. Sea T;, € C*"*2?" dada por T, = [ﬁ" jﬁf } . La “adjunta conjugada” de T, es
I I
H - n n
Tn B |:_7;In Z.In:| .

Si x € R?", llamamos “vector complejo conjugado asociado a x” a T,X.
Nota 3.1.2

Sea x = [Xl} € R?" con x1, X2 € R™. Se ve facilmente que T,,x = {Xl + Z.Xﬂ .
X9 X1 — X2

Proposicién 3.1.3
Se cumple que Tan = TTIL{ T, = 215,.

Demostracion:
H __ In i[n I’n ITL _ In + I’n In - In _ 2ITL On _
Tl = [I —il, | | =i, il,| |I,—1, I,+1I,| |0, 2L, 2U3n
' o)
I L1 [, i I, +1, il, — il 21
H _ n n n n _ n n n n| _ n n| __
T T = {—i[n un] [In —UJ - [—un +il, I, +JJ - [On 21,1} =20 W

Corolario 3.1.4
Sean x € R*™ y z € C?". Entonces z = T,,x <= x= 3Tz,

Demostracién:
Se sigue facilmente teniendo en cuenta la Proposicién anterior.

Definicién 3.1.5
Sean H; y Hy en C™*™. Llamamos “matriz aumentada de (Hy, H3)” a la matriz

[Hl Hy

2mx2n
] o,
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Proposicion 3.1.6
My Mo

Sea M = [Mm Mas

} € R?m*2n con M;; € R™*™ para cada i, j € {1,2} y sea H = %TmMTf. Entonces

1. T,,Mx = H (T,x), V x € R?". Es decir, el vector complejo conjugado asociado a Mx € R?™ es el vector
complejo conjugado asociado a x € R?" pre multiplicado por la matriz compleja H.

2. H es la matriz aumentada de (Hy, Hy), donde

L1 . ! .
Hy = 5 [Mui1 + Mo + i (Mo — My2)] y He = 5 [M11 — Mag + i (Ma1 + Ma2)].

Demostracion:
1. Por la Proposicién 3.1.3 sabemos que %Tf T, = I,, con lo cual

1 1
H(T,x) = <2TmMTf ) (T,x) = T,,,LMin T,x = T, Mx.

2. Notemos que

88
I

1 g_ 1 [In ily | [Min M| | In In
ETmMTn N 5 |:I7n _iITTL:| |:M21 M22 _ZIn ZIn

_ LMy + Moy Mg + Mo I, I,
2 | My —iMay  Myy — iMoo | |—il, i,

_ L [Muy + Moy +i (Mo — Miz) My — Moo + i (M — Ma)
2 | My — Moy — i (Mg + Msy) My + Moy — i (May — M)

_|H1 H»

- |H3 Hy|

Por lo tanto queda demostrada la Proposiciéon. B

Nota 3.1.7 (Continuacién de la Proposicién 3.1.6)
1. Definimos L : C* — C™ por
L(z) = Hyz + Hyz*,V z € C™.
Por las Proposiciones 1.1.9 y 1.1.10 tenemos que L es una transformaciéon R—lineal. Como
{L(z)] B {le—l—ng*} - {le—i—ng*} B [Hl Hg] [z] .

L(z)*| |Hiz*+ Hjz Hiz+ Hiz* H; Hf| |z*
entonces el vector aumentado de L(z) es H -z, V z € C".

2. Si My = —Mjo y My1 = Mas entonces Hy = 0. Luego L(z) = Hyz, V z € C" y, por la Proposicién 1.1.9, L
resulta C—lineal.

Notacion 3.1.8

Sean m, n € N. Denotamos W"*™ = {H € C?x2n . 3 Hy v Hy en C™*" tales que H = [I}{I;" gﬂ }
Proposicién 3.1.9

Sea n € N. Entonces W"™*"™ es una R — dlgebra de matrices. Esto es:

L. HeWwwny Le W™ — H+ LeW" "y H.Lec W™,

2. HeWr " yaeR = a-H e W™,

3. Si H € W™*™ y es invertible entonces H~t e ynxn,
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Demostracién:

H, H, Ly Ly Hi+Ly Hy+ Ly Hy+ Ly Hy + Ly
1. H L - = — * % nXn
H+L [H2 Hf} + [L; Lf] {Hz L LE H +L§} [(H2 4 Lo)" (Hy+IL) } eWwry
H.L— H1L1+H2L§ HlLQ-‘rHQLT _ HlLl“l‘HQL; HlLQ“V‘HQLT c Ynxn
= 7 HyLi+H{Ly; HyLy+ HiLy (HiLy + H>L})"  (HiLy+ HaL3) '
o H1 H2 o aH1 CLHQ . aH1 CLHQ nxn
2.a-H=a [H2 Hf] = LH; aHf} = [(QHQ)* (aHl)*] ew

H, H,

mnXxXn ) p—
3. Como H e W entonces H = [H; H;

} . La inversa de la matriz H puede ser calculada como

-1

H

o [ [Hy — Hy(H7)~ ' Hj]
— ( —1

— [Hy — Ho(H})'H3] ™ Ho(Hp)™
— (Hi — HyH;'Hy) " H3H;* (Hi — H3Hy ' Hy) '

s\—1 7% —1 * *\—1 pr*1* -1 * *r7—1 -1
Pero{[Hl—Hg(Hl) ;) }:{[Hl—HQ(Hl) HQ]} = (Hf — HyH{'Hy) 'y

{[m =m0

L) —1
= {[m - m0m) 1)) H

{{m ~ (7)) ()}

= (Hf — H;Hy'Hy) 'H;H .
Por lo tanto H~' e W»*". R

Definicién 3.1.10
Sea A € C™*" hermitiana. Decimos que “A es definida positiva” si z/ Az >0,V z € C" — {0}.

También decimos que “A es semide finida positiva” si z" Az >0,V z € C".

Proposicion 3.1.11

Sea H € C™"*" y escribamos H = A+ iB con Ay B en R"*™. Entonces
1. H es hermitiana <= A= A"y B=-B".

2. H es definida positiva <= se cumplen:

x'Ax+y Bx—x'By+y Ay > 0,V (x,y) e R™ {0}y
X' Bx—y'Ax+x'Ay+y ' By = 0,V (x, y) € R*".
Demostracion:

1. Como T
HY = (H)" =[(A+iB)"] =(A—iB)  =AT —iBT = A" +i(-B"),

resulta que
A=AT

Hf=H < A" +i(-B")=A+iB — { B_ BT

2. Sea z € C™ — {0}. Escribamos z = x + iy con x, y € R™ tales que (x,y) # 0. Notemos que
z"Hz = (x' — )(A—|—ZB)(x—|—iy)
= [ A—i—zB ) — iy (A—l—iB)}(x—&-iy)
T T T T .
( A+ix B—iy A+y B)(x+zy)

= x'Ax+ix' Bx—iy Ax+y'Bx+ix' Ay —x' By +y' Ay +iy' By
= (x'Ax+y ' Bx-x'By+y'Ay)+i(x'Bx—y' Ax+x' Ay +y'By).
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Luego H es definida positiva <= zHz >0,V z € C" — {0}
- { x"Ax+y ' Bx —x"By +y Ay >0,V (x,y) € R?" — {0} y n
x"'Bx—y'Ax+x"Ay +y "By =0,V (x,y) € R*" ’
Nota 3.1.12
Por lo que sabemos de Algebra lineal si H € C"*" es hermitiana, entonces
1. H es definida positiva <= A > 0, V X autovalor de H.
2. H es semidefinida positiva <= A > 0, V X\ autovalor de H.
3. H es definida positiva <= 3 Ly € C"*™ triangular inferior tal que H = LHLg. En este caso decimos que
“Ly es una descomposicion de Cholesky de H” y denotamos

HY?* =Ly

de la que diremos que “es una raiz cuadrada de H”.
Es claro que, en general si H € W"™*™ con n > 2 y es definida positiva, entonces Ly no necesariamente estd en
Wnxn . Por esto, adoptaremos una definicién diferente de descomposicién de Cholesky para H € W™*". Antes de
hacerlo, veamos un resultado de interés en si mismo.

Proposicion 3.1.13
Sea H € W"*" y sean Hy y Hy en C"*™ tales que H = [

Mll M12
M21 M22

H, H,

. *} . Si H es definida positiva y existen M7y, Mia,
Hj Hj

Moy, Moy en R™ ™ tales que M = [ ] = %TfﬂTn entonces

1. M € R2n><2n
2. M es definida positiva.
3. Hy = 3 [My1 + Moy + i (May — Mio)] y Ho = 3 [My1 — Moo + i (May + Mio)).

Demostracion:
1. Supongamos que H; = A1 + By y Hy = Ay +iBs con Ay, By, Ay y By en R™*". Luego

1o 1L, Ly {Hi Ha| (I, il,| _[A1+Ay Bs— DB
M=3T HT”_Q[iIn ZI] [H; Hi| |l —il,] = |Bi+ By A — Ay

con lo cual M € R2nx2n,

2. Como H es hermitiana entonces M = %Tf HT, = %Tf H H T, = MY lo que implica que M es hermitiana.
Ahora sea z € C** — {0} arbitrario, entonces

1 1
2 Mz = 2" <2TfHTn> 2= (To2)" H (T,z).
Sea x = T),z, como x # 0 y H es definida positiva, resulta que %XHEX > 0. Por lo tanto M es definida positiva.

3. Por la Proposicién 3.1.3 tenemos que H = %TnMTf y por la Proposicién 3.1.6 resultan

1 ] 1 .
=5 [Mi1 + Mg + i (M21 — Mi2)] y Hay = 3 [Miy — Mag + i (M1 + Mio)] .

Queda entonces finalizada la prueba. B

Definicién 3.1.14 (Continuacién de le Proposicién 3.1.13)
Sea Lj; una descomposicién de Cholesky de M y sea

1
N = 3 WL TH.
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Decimos que “N es una descomposicion de Cholesky de H”.

Observacién 3.1.15 (Continuacién de la Definicién 3.1.14)
H=N-N"

Demostracion:
Por ser M = LMLJT/[ = LMLf{ y, por la Proposicién 3.1.3, tenemos que

H
1 1 1 1 1 1
N.-N" = (QTnLMTf> (QTnLMTf) = 5Tl (T,?QT,L> LETH — 5T,LLML]’@T;? = iTnMTf —H
Proposicién 3.1.16 (Continuacién de la Definicién 3.1.14)
Se cumple que N € Wmx",

Demostracion:
Escribimos Ly, = él g"] con Ly y Ly en R™*™ triangulares inferiores y L, € R"*"  luego
n 2
N = 1 In Un Ll On In In, — 1 Ll + L2 + Z.Ln Ll - L2 + iLn
= 2|I, —il,||L, Lol |—il, il, 2 |Li—Ly—1iL, Li+Lo—iL,|’
es decir N = % [%}k xz] donde Ny = Ly + Lo+iL, y Ny = L1 — Ly +iL,. Finalmente, utilizando la Proposicién
2 1

3.1.9 concluimos que N € W"*". R

Proposiciéon 3.1.17

Seann € N; x = [zl] ey = Bl} con X1, Xz, y1 €ye en R™; z; =x1 +1X9; 25 =y1 +1y2; 21 = Thxy 2o =1,y
2 2 — -
Entonces 1
x'y = i-iH-@:Re(zsz).
Demostracion:
Por el Corolario 3.1.4 sabemos que y = %ngj yX= %Tfﬂ Luego, por la Proposicién 3.1.3, se sigue que
1 T 1
xTy = XHy = <2sz1) (2szQ> = leHTnﬁszz = leH@
Ahora
zi'zy = (x1 4 ix2)" (y1 +iy2) = (X1T - ZX;) (y1+iy2) =x{y1 + X y2 +1i (XlTY2 - X;.Y1) ;
con lo cual

Re (zfzz) = xlTyl + x;yg.
Por otro lado .
T X1 Y1 T T1 | Y1 T T
X = = X X = X + X .
y [XJ [yg] [ 1 2 ] [YJ 1Y1 2Y2

Por lo tanto la Proposicién es cierta.

Proposiciéon 3.1.18

My1 Mo o . x )
, donde M;; € R™"*" para cada i, j € {1,2}; x = € R2™ con x1, X2 € R"?; 2z = T,,x;
]\421 ]\422 J 1% J { } X 1 2 4

Hi Hi} con Hy = 5 [Myy + May + i (My — Myp)] y Hy = § [Myy — Mg + i (May + Mis)].
2 Hip

Supongamos ademds que H; es hermitiana. Entonces

Sean M = [
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L.x'Mx=3%-2"-H-z

2. x' Mx =z Hyz + Re(z" Hyz*).

Demostracién:
1. Por el Corolario 3.1.4 tenemos que x = leg. También

1
H= 7T MTH — THH = _THT,MTH = MT! — TFHT, =2M — M = inﬂTn.

Luego

.
1 1 1 1 1 1
x Mx = <2Tf ) <2TfHTn> <2Tf ) = EZTT;Tfﬁ <2THT§>ZZ —.z T TH . H. .z (3.1.18.1)

4
Pero .
e | KA R
entonces

lo cual implica que

1 H
S T = 2 27) = [Z*] — .
2

Finalmente, por (3.1.18.1), tenemos que x ' Mx = % zf - H -3z
2. Usando la parte 1 obtenemos que
-z H-z
H, H Z
H T 1 2
| ) |2

H,z + Hyz*
H T 1 2
=" 2] [H;z - Hfz*]

x' Mx =

(2" Hiz + 2" Hoz* + z' Hjz + zTHfz*)

(2" Hoz* +ZTH2z) ;( Hle—i—zTHfz*)

2" Hoz* + Hng*)*} +% {zHle—F (zHle)*}
e(z" Hyz*) + Re(z" H1z).

=s B I T N e Y e N R e

Por lo tanto basta ver que z" Hyz € R. Escribamos H; = A; +iB; con A; y By en R™*". Como H; es hermitiana
se sigue por la Proposicién 3.1.11 que A; = A] y B; = —B], entonces

2"z = (x{ —ixy) (A1 +iB1) (x1 + ix2)

== (Xir - ’LX2 ) (A1X1 BIX2 + ’iA1X2 + ilel)

T . T
= x TA1x; — X, le2 + x;Ale +xo B1x1 + 1 (xIAle + xIlel — x;Alxl + X, BlXQ) .
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Ahora, como xi'—Ale € R tenemos que XTA1X2 = (XTA1X2)T = X;Airxl = x;—Alxl, con lo cual
xlTAlx2 — x;Alxl =0.
También, como x;—le2 + xi'—lel € R resulta que
x;leQ + XIB1X1 = (x;—leQ + xlTlel)—r = x;—B;—XQ + xIBle = — (X;—BlXQ + xIlel) ,

es decir x4 B1xs + x{ B1x; = 0. Por lo tanto Im (2 H;2z) = 0 y queda entonces culminada la demostracién. W

3.2 Distribuciones acumuladas y densidades de C—vectores aleatorios

En esta seccién extendemos a C™ (con n > 2 entero) lo que vimos en la seccién 2.1. Sea I, : R*" — C" definida
por

1 + 1 z1 Y1
([ﬂ) = ydondex=|: | c€R"ey=|:!]| €R"

Es sencillo ver que I.., es biyectiva. Sean Ba, la c—algebra de Borel de R*" y ¢(C") = {I.,(B) : B € Ba,}.

Proposicién 3.2.1

Se cumplen:

1. o(C™) es una o—algebra de C", que llamamos “o — dlgebra de Borel de C™”.
2. I, es (Bay,o(C™))—bimedible.

Demostracion:

1. Como I., es biyectiva y B, es o—algebra de R®" entonces I., (B2,) = {I.n(B): B € Ba,} = o(C") es
o—algebra de C".

2. Si A € 0(C") entonces 3 B € By tal que A = I.,(B), lo cual implica que I, (A) = B € Ba,. Ademés si
B € By, entonces I, ,(B) € o(C"), por definicién. Por lo tanto se cumple 2. W

Definicién 3.2.2
Sea (2,0(R2)) un espacio medible y Z : Q@ — C". Decimos que “Z es un C — vector aleatorio” o que “Z es un
vector aleatorio complejo” si Z es (o(2), o(C™))—medible.

Notacién 3.2.3
Sea Z : Q@ — C" un C—vector aleatorio. Para cada j € {1,...,n}, sea Z; la j—ésima componente de Z. Luego

21 e (@) = Re(Z;()) .
X (w) =Re(Z;(w

Z=|:|= : , donde J J Vie{l,...,ntyVweQ Ademds, sean X = | : | e
; - { Yj(w) = Im(Zj(w) 7 { by :
Zn_ Xp 1Y, Xn
Y]

Y = | . |. Entonces Z =X +17Y.
Y,

Proposicién 3.2.4 (Continuacién de la Notacién 3.2.3)
X:Q—R" eY:Q — R" son vectores aleatorios reales.

Demostracion:
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Probemos que X~ 1(B) e Y~1(B) estdn en o(2), V B € B,,. Sea B € B, arbitrario. Como Z es un C—vector
aleatorio entonces Z71(A) € o(2), V A € ¢(C"). En particular Z=1(I.,(B x R")) € o(Q). Pero, dado que

a1 + iby ay by
I. (B xR") = || eBy || €R” &,
a, + b, an by,

tenemos que

Z YI..(B xR")) {weQ:Z(w) el ,(BxR")}

{weQ: X(w) +iY(w) € I..(B x R™)}
{weN:X(w) e B}

X~1(B).

Andlogamente, tomando 1., (R™ x B) en lugar de I..,,(B x R") resulta que Y 1(B) € o(2). W

Notacién 3.2.5
Sea ahora P € Prob(Q2,0(R)). Sean Pz y Pix y) las probabilidades sobre (C™,a(C™")) y (R*", By, ) respectivamente,
dadas por
Pz(C) = P(Z7'(C))), C €o(C")
Pxy)(B) = P{HweQ: (X(w),Y(w)) € B}), B <€ Ba,.

Nota 3.2.6
No es diffcil probar que Pz = Px yyo I,y Pxy) =Pz o l.n.

c,n

Notacioén 3.2.7
Para cada (%,¥)" = (Z1,.0, Ty U1, s Yn) | ER yz=1,,((x,y)") € C" denotamos

R¥((x,y)") = {(i,y)T = (TT, o Ty UL o Um) | ERP T <y AT; <w;,Vi=1, ,n}
yCL(z) = L. (RZ((x,y)")).
Sean p € Prob(C",a(C")) y v € Prob(R*', Bs,). Definimos F, : C" — [0,1] y F,, : R*" — [0, 1] por
Fu(z) = p(Ci(z)),zeC"y
Fo((x,y)") = vw(RZ((xy)"), (x,y)" € R*™

Proposicién 3.2.8 (Continuacién de la Notacién 3.2.7)
Sea Mg, la medida de Lebesgue sobre (R?", By,,). Se cumplen:

1. Fp,(2) = Fpy v, (I (2), ¥V 2 € C™.

2. Si Px,y) admite una Ay, —densidad, digamos f(x v) : R?*" — [0, o0), entonces Pz admite una Aa,, (1., ) —densidad
dada por
fZ(z) = f(X,Y)((XaY)T)v z = Ic,n((xa y)T) y (X,y)—r € RQ“'

Demostracion:
1. Sea z € C" arbitrario. Por la Notacién anterior y por la Nota 3.2.6 tenemos que
Fp,(z) = Pz(C%(2))
(Px.y) 0 12,) (C(2))
= Pxy) (BZ((xy)")
Fracv, (x,y)7)
-1

= FP(x,Y) (Ic,n(z))'
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2. Sea z € C" tal que z = Ic,n((xa y)T) Como f(X,Y)((Xay)T) = fZ(z) = (.fZ © Ic,n) ((XaY)T) entonces
f(X,Y) = fZ © Ic,n~

Luego, para todo B € Bs,, vale que

Pz (Z € Ic,n (B)) = P(X,Y) ((XaY) € B) = / f(X,Y)dAQn = / (fZ © Ic,n) dAa, = / de>\2n(Ic,n)' n
B B ¢,n(B)

3.3 Propiedades estadisticas de segundo orden

Dado un vector aleatorio complejo Z, definimos su matriz de covarianza y matriz de pseudocovarianza.
Estudiamos el caso especial en que la matriz de pseudocovarianza se anula y adoptamos una nueva definicién para
la no—correlacién de dos vectores aleatorios complejos. Ademads, introducimos el concepto de matriz de covarianza
aumentada y obtenemos una importante caracterizacién. Concluimos la seccién analizando la potencia de Z y su
relacién con la matriz de covarianza aumentada.

X |
X |

Sean (2, F,P) ep., X1 : Q@ — R" y X3 : @ — R"™ vectores aleatorios, X = [ un vector aleatorio real

Z]  [Xi+iX,
z*| T X, —iX,

L2(Q, F, P;R™). Luego Z y Z* estan en £2(Q, F, P;C"). Notemos que E(X) = {

2n—dimensional, Z = X; +iXo y Z = T,X = [ } Supongamos que X; y Xs estan en

E(X{)]
ngzg Y

N(X1)  N(Xy,Xo)
B(X) = [E(X17X2)T E(X2) } ’
donde £(X,) = E [(X1 — B(Xy)) (X; — E(Xl))w, S(Xy) = B [(X2 ~B(X)) (X — BE(X2) | v
2(X,,Xs) = E {(x1 ~B(X))) (Xa — E(Xg))T]

Definicién 3.3.1
Llamamos “vector media aumentado de Z” al elemento de C?" dado por

. E(Z E(X;) +iE(X
p@) = 500 - [ B2 - [B%) i)

Definicién 3.3.2
Llamamos “matriz de covarianza aumentada de Z” a la matriz compleja 2n x 2n dada por

S(2) = E (2~ E@)(Z- E2)"].

Proposicién 3.3.3
Se cumple que

2(Z2) = TLEX)T)
B {E(Xl) E(X)+z(E(X1,X2) fz(xl,xg)) B(X,) — B(Xa) +i (B(Xy, Xa) + X(X,X5)7T)
T EX) - B(X2) — i ((B(X1,Xa) + B(X1, X)) B(Xy) + B(Xa) — i (B(X1, X2) T - £(X1, X2))
Z)  X(Z)
2(Z)" 2(2)*

)
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%mmz@)ﬁE(z_E@»@-Jﬂquyi@yiEUz_mz»@_fxm)]Im%om ) € Wnxn,

Demostracion:
Por definiciéon tenemos que

©zZ) = E|Z- - B(2))"]

- [TX T, E(X)) (T, X — TE(X))H]
E[(T,X - T,EX)) (X1 — E(X)"T!)]

— B[ (X~ EX) (X~ BEX)" T}

- TE[( E(X)) (X —E(X))H}Tf
= T,LE(X)TT{{,

con lo cual vale la primera igualdad. Ahora
H _ In Z.In E(Xl) (Xl XZ) n In
T.5X)T, = I:In —il, | |2(Xq,Xo) T (Xs) —il, i,

_ [ B(Xy) + B(Xa) +1 (B(Xp, Xo) T = B(Xy,Xp))  B(Xy) - B(Xa) +i (B(Xy, Xa) + 2(Xy, Xz)T)]
B = B(Xy) =i ((B(X1, X)) + B(X1, X)) 1)) B(X) 4+ B(Xs) =i (B(X1,X2) T - B(X1,Xy)) |

por lo tanto es cierta la segunda igualdad. Finalmente

(Z—-E(2))(Z- E(Z))H = (X1 +iXe— E(X; +iXy)) (X +iXy — E(Xy + iXQ))H
X1 = B(X) +i(Xz = B(X2))] X1~ B(X)) +i(Xz — BE(X2)))"
X1 — E(X1) (X5 — B(X2))] | (X1 — B(X1)) " —i(Xs — E(X2)) }

= (Xq - E(X1)) (Xq = E(X1))" + (Xs - E(X2)(Xy - E(X2))" +
i |(Xs = E(X2)) (X1 — E(X1))" = (X1 — B(X4)) (Xa — (X2))T}
entonces
E|(Z-E2)(Z-E@)"] = B[Xi-BX) (X - EX1)'| + B (X2 — B(X2)(Xz - B(X2))]
+i{ B |(X2 — B(X2)) (X1~ BX1))" | = E[(X1 — B(X1) (X2 — B(X2)) "] |
= B(X1)+E(X2) +i [5(X1, Xo) T = E(X4,X2)]

Anélogamente se verifica que $(Z) = $(X;) — $(X) +1 [2(X4,X3) + £(X1,X2) "], Queda entonces culminada la
prueba. W

Definicién 3.3.4 B
A 3(Z) la llamamos “matriz de covarianza de Z” y a 3(Z) la llamamos “matriz de pseudocovarianza de Z” o
“matriz de covarianza complementaria’.

Observacién 3.3.5
La matriz de covarianza de Z es hermitiana y la matriz de pseudocovarianza de Z es simétrica.

Demostracién:

S(2)"

Il
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y, similarmente, tenemos que

%(z)"

I
—
=
N
|
gl
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N
|
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N
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——

—
Il
=
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Definicién 3.3.6 B
Sea Z € L%(Q, F, P;C"). Decimos que “Z es propio” si X(Z) = 0. De lo contrario decimos que “Z es impropio”.

Corolario 3.3.7
Sea Z € L%(Q,F,P;C") y sean Xy, Xo en L2(Q, F, P;R") tales que Z = X; + iXy. Entonces Z es propio

<~ E(Xl) = E(Xg) y E(Xl,Xz) = —E(Xl,Xg)T.

Demostracién:
Sigue directamente de la Proposicién anterior.

Nota 3.3.8 (Continuacién del Corolario 3.3.7)
La segunda condicién del Corolario 3.3.7 implica que todos los elementos de la diagonal de (X1, X3) son cero,
pero el resto de los valores de (X1, X3) podria no ser cero.

Proposicién 3.3.9
Sean Z: Q) —C, X;: Q— Ry X5:Q— R tales que Z = X; +iXs. Si Z es propio entonces X(X;, Xs) =0.

Demostracion:
Por el Corolario 3.3.7 sabemos que (X, X3) = —3(X1, X3) T, pero como n = 1 esto implica que X(X;, X3)" =
Y(X1, X5). Luego (X1, X5) = —3(X1, Xs) y, por lo tanto, (X, X2) =0. B

Proposicion 3.3.10
Sea Z : Q0 — C propio y sean X7 : Q) — Ry X5 : Q — R tales que Z = X; + iX5. Entonces

1. 5(Z) = 25(X1)

Demostracion:
1. Por la Proposicién 3.3.3 sabemos que X(Z) = X(X1) 4+ X(X2) 4+ i [S(X1, X2) T — (X1, X2)]. Ademds segin la
Proposicién 3.3.9 y el Corolario 3.3.7 tenemos que 3(X1, X2) =0y X(X;1) = £(X3). Por lo tanto ¥(Z) = 23(X7).

2. Es consecuencia directa de la Proposicién 3.3.9 y la Definicién 3.3.6.

3. Como X; toma valores en R entonces ¥(X;)? = ¥(X;). Luego, utilizando la parte 1 resulta que
Y(Z)=22(X) =X ) =2(2)". m

Proposicion 3.3.11

Sean Xi, Xo, Y1 v Yy en L2(Q, F,P;R"). Sean Z; = X; +iXs, Zo = Y, +iYs, X = &1] Y = gl]
2 2

Z,
Z;

Z

L =T z;

], Zy = T,Y = { } Ademés sean X(Z1, Zo) = E [(z1 ~ B(Z1)) (Zs — E(Zg))H},

(21, Z2) = B (21— B(Z0)) (Zo — B(Z2))" | ¥ $(21,%2) = E (21— B(Z)) (22— E(Z2))"|. Entonces
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1. %(Z1,2Z5) = 5(X1, Y1) + 5(X2, Yy) +i [
2. X(Z1,Z) = (X1, Y1) — B(Xs, Yo) +i [
3(Z1,Z,) E(Zl,Zg)
(521.22) (2122

]. Luego 3(Z1,Zy) € W .

Demostracion:
1. Notemos que

(Zy — BE(Z1)) (Zo — B(Z))" = [X4+iXy— E(Xy +iXo)][Y1 +iYs — E(Y1 +4Yy)]"
= [Xy+iXy— E(Xy) —iBE(Xy)][Y1 4iYy — E(Y1) —iB(Y2)]"”
= [Xi - B(Xy) +i(Xz = BE(X2))][Y1 = B(Y1) +i (Ys — BE(Y2)]"
= [Xi - BE(X)) +i(Xz — BE(X2))] [Y1 — E(Y1) —i (Y2 — E(Y2))]
= X1 - B(X)) +i (X2 = B(X2))] (Y1 = B(Y1)| =i (Y2 — E(Y2))]
= (X1 - E(X1)) (Y1 = E(Y1))" + (X2 — BE(X2)) (Y2 — E(Y2))"

+i (Xa — B(Xs)) (Y1 = E(Y1))" —i(Xq = E(X1)) (Y2 — E(Y2))",

entonces X(Z1,Z2) = £(X1,Y1) + (X2, Y2) +i5(Xo, Y1) — iX(X1,Y2).
2. Se obtiene por un razonamiento analogo al desarrollado en 1.

3. Puesto que

_ _ H o Zl _ E(Zl) ZQ _ E(Zg) A
@~ r) - r)" = (7] - |5 ) (2] - B
_ [21- B(Zy)] [22 E(z2)]H
Zi - E(2})] |25 - E(Z3)
= |7 b @ - B @ - 5]
- |m | (@ E@) (- pe)]
_ (21 - B(21) (22 — E(Z2)" (21— B(Z4)) (Z2 — (Z2))T]
(Zi - E(Z})) (Z2 — E(2))" (Z} - E(Z})) (Z2 — E(Z2))"

entonces
S (21,2) = E[(Zi-E@) (Ze - B(Z2)"]
. (l (21 — B(Z0)) (Zo — B(Z))" (21 — B(Z1)) (22 — E(Z2)) " D
(Z1 — E(21))" (Z2 — E(Z2))" (Z1 — E(Z1))" (22 — E(Z2))"
(21, Zs) S(Zy,Zs)
(S(z1.22)) <2<zl,22>>*]

Corolario 3.3.12 (Continuacién de la Proposicién anterior)
Se cumplen:

1. 5(Z1,Z5) =0 < { E(X1,Y1)+E(X2,Y2)zg

(X2, Y1) — X(X4,Y2)
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2. E(ZhZQ):O — { E(XhYl)_

5( )=0
(X2, Y1)+ 2(X1,Ys) =0
(X1, Y1) =0
3. X(Z1,Z) = 0= %(Z1,Zy) < gg;%; :8
(X1, YY) =0

4 (21, Z) = 0= (21, Zy) <= %(Z1,Z2) =0

Demostracion:
Sigue inmediatamente de la Proposicién anterior. B

Nota 3.3.13

Si Uy V estan en £2(Q, F, P;R™) entonces definimos “U y V estan no — correlacionados si X(U, V) = 0. De
alli que se estaria tentado de definir “Z; y Zs estan no— correlacionados si ¥.(Z1,Zs) = 07; pero por el inciso 1 del
Corolario anterior podria suceder que en tal caso ¥(X;,Y1), £(X2,Y3), (X2, Y1) y £(X1,Ys) fuesen no nulas,
lo que diria que la parte real de Z; puede estar correlacionada tanto con la parte real como con la parte imaginaria
de Z,; analogamente la parte imaginaria de Z; puede estar correlacionada tanto con la parte real como con la
parte imaginaria de Zs. Este resultado indica que no seria adecuada la definiciéon de Z; y Zs no-correlacionados
s6lo pidiendo que ¥(Z1,Zs) = 0. De aqui y por la parte 3 del Corolario 3.3.12 parece més adecuada la siguiente
definicién.

Definicién 3.3.14 _
Sean Zq y Zo en L2(Q), F, P;C"). Decimos que “Zy y Zy estdn no— correlacionados” si ¥(Zy,Z) = 0 = X(Zy, Zo)
(0, lo que es lo mismo, por la parte 4 del Corolario 3.3.12, si ¥(Z1,Zy) = 0).

Caracterizacion de las matrices de covarianza aumentadas.

Proposicion 3.3.15
Sean € Ny H € C?"*2", Son equivalentes:

1. H e W**" y es semidefinida positiva.

2. Existen (0, F, P) e.p. y Z € L2(Q, F, P;C") tal que H = X(Z), donde Z = [ZZ*}
Demostracion:
(1 = 2) Con una demostracién andloga a la de la Proposicién 3.1.13 podemos ver que si

1
M = JTHT,,

R27%27 eg simétrica y semidefinida positiva. Por lo que sabemos de Estadistica para vectores

X1
X

entonces M €
aleatorios reales 3 (Q, F, P) e.p. y X :  — R?" vector aleatorio tal que M = %(X). Escribamos X = [ , con

X +1iXy
X1 — 11Xy

Ademas por las Proposiciones 3.3.3 y 3.1.3 tenemos que

Xy y Xz en L2(Q,F, P,R"), ysea Z =T,X = [ } Luego, si Z = X; +iXgy, entonces Z € L%(Q, F, P;C").

1
2(2) = LXX)T) = T.MT,' =T, (4T5HTn) T, =H.
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Ahora, por la Observacion 3.3.5, tenemos que
2(2)" =%(2) y S(2)" = ()"
Por lo tanto HY = H. Sea ahora z € C2"arbitrario. Debido a que
ziHz = 2z'%(Z)z
- B[z~ E2)(Z- B2)"]

= Eo"(z- B(2)(Z- E2)" ]
- B[z E@) (" 2 E@)"]
= B[+ z-B@)"] >0

resulta que H es semidefinida positiva. Bl

Proposicion 3.3.16
Sean A, B, C 'y D en C"*™ tales que A y D son inversibles. Entonces

1 A- A B| |1 BD Y] [A-BD C o0, I, O,

" |C D) |0, I, O, D||D Cc 1I,
| In O, | A O, I, A°'B
~|lcA™Y' I1,||l0, D-CA-'B| |0, 1,

2. det (A) = (A BD~ 10) det(D) = det(A)det(D — CA'B).

Demostracion:

1. Se obtiene directamente haciendo multiplicaciéon de matrices bloque.
2. Por la parte 1 tenemos que

I, BD-! A-BD™C 0, I, O,
ity = aoc([ P2 a ([ 2270 O Yau (] 15 )

= det(l,)*det (A — BD'C) det (D) det(I,,)?
= det (A—BD 'C)det (D)

y, de la misma manera,

det (A) = det<[0"1 n])det({OA D—gﬁ‘lBDdetq& AIiBD

= det(I,)*det (4) det (D — CA™'B) det(1,)?
= det(A)det(D-CA™'B). &

Definicién 3.3.17 (Continuacién de la Proposicién anterior)
A la matriz A— BD~1C la llamamos “complemento de Schur de D en A”. Analogamente, a la matriz D —CA~'B
la llamamos “complemento de Schur de A en A 7.

Lema 3.3.18 L H
1. Si A € C™*™ es invertible y hermitiana entonces A~! es hermitiana y (4#) " = (471)".

2. Si A € C"*" es invertible y semidefinida positiva entonces A~! es semidefinida positiva.

3.51A B,C,DeC"™y ] es semidefinida positiva entonces A y B son semidefinidas positivas.

A
C D
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4. Si A € C™*™ es semidefinida positiva entonces A* es semidefinida positiva.

5. Si Ay B estan en C"*" y son semidefinidas positivas entonces [ "} es semidefinida positiva.

O, B
6. Si A € C"*" es semidefinida positiva entonces B AB es semidefinida positiva, ¥V B € C"*",

Demostracién: )
1. Como A = A" entonces A7'A” = I,, = A A=" y, por la unicidad de la inversa, resulta que (A¥) " = A~%
Ademds

L=1=@a )" =@ a? —a " ayr, =17 =) =a2(a " =44

lo cual implica que (A_l)H = A~ Por lo tanto A~! es hermitiana y (AH)_1 = (A‘l)H.

2. Por el punto 1 sabemos que A~" es hermitiana. Sea w € C" arbitrario. Por hipétesis tenemos que z7 Az > 0, V
z € C". En particular

)

0< (Ailw)H A (Ailw) =wh (Ail)H AA'w = WHAillnw =wilA lw
y por ende A~! es semidefinida positiva.
A B} B [A B]H B [AH o

A B L
3. Por ser [C D] es hermitiana tenemos que [C D C D B* DH

}, con lo cual A = A y

D = D . Ademis, dado x € C" tenemos que

H H

X A B |x 0 A Bl |0

o o )= [ [E 2R =o
esdecirxHAXZnyHDXZO.

4. Como A = AH entonces A* = AT, con lo cual (4%)" = (AT)H = A*. Ahora sea w € C" arbitrario. Para cada

z € C" se cumple que 0 < zT Az, entonces 0 < (ZHAZ)* =z A*z*. Tomando z = w* en esta tltima desigualdad
obtenemos que w A*w > 0.

5. Sea z = [ﬂ € C?" arbitrario, luego

A O A O, [x b4
H n|, _ [ H H n _ [H H _ JH H
z |:On B]z—[x y ]|:On B} {y]_[x Ay B] [y}—x Ax+y“ By > 0.
6. Como A es hermitiana entonces (BHAB)H = BHAH (BH)H = BH AB, es decir B AB es hermitiana. Ademas,
para cada w € C", tenemos que w (B¥AB) w = (Bw)" A (Bw) > 0. Por lo tanto vale 6. B

Teorema 3.3.19

Sean Hy y Hy en C"*™ con H; invertible y sea H = {Hl H,

H; Hf
1. Existen (Q, F, P) e.p. y Z € L2(Q, F, P,C") tales que Hy = X(Z) y Hy = %(Z).
2. Se cumplen
2.1. Hi es semidefinida positiva
2.2. Hy es simétrica
2.3. La matriz complemento de Schur de H; en H es semidefinida positiva.

} . Son equivalentes:

Demostracion:
(1 = 2) Debido a que
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H

' = s@" = {p[z-r@)z-s@)")} - {[z- s@)@- 52"}
- B|(Z-E@)(Z-E2)"| =%(2) = i

resulta H; hermitiana. Ahora sea z € C" arbitrario,

' Hz = 2"E {(z ~ B(Z))(Z — E(Z))H} z

- B [’zH (Z - E(Z))ﬂ > 0.
Por lo tanto H; es semidefinida positiva. También
S2) = {e|@-B@)z- 2]}
- #{[z- @) - 52)] |

- E {(z ~ B(Z))(Z — E(Z))T] — S(Z) = H>.

Hy

Por lo tanto valen 2.1 y 2.2. Finalmente probemos 2.3. Por hipétesis existen (Q,F, P) e.p. y Z € L*(Q, F, P;C")
tales que

%(Z) %(2Z)
H‘li(zy E(Z)*]

Luego, por las Proposiciones 3.3.15 y 3.1.9, tenemos que H € W™*"™ es semidefinida positiva y ademas

= 5(2).

G| [Hy-Ha(HP)TUHZ) T = [Hy— Hy(H7)TUH3] T Ha(H7) !

H _ _
. l— (Hf — H3Hy 'Hy) ™ HyH! (H — HyHy 'Hy) ™'

Se sigue por los incisos 2 y 3 del Lema anterior que H; — Ho(H;) ' Hj} es semidefinida positiva.

(2 = 1) Por la Proposicién 3.3.15 es suficiente probar que H € W™*™ y que es semidefinida positiva. Como

H = {gi gﬁ} claramente vale que H € W™*™. Notemos que las hipdtesis 2.1 y 2.2 implican que
2 1
Hf =H| y H} = HY.
Luego
gH _ |HE (H)™| _[H HJ| _[H1 Hy o
= | ompT) o HS HT| O |HS Hp]
o sea H es hermitiana. Ahora, segtin la Proposicién 3.3.16, tenemos que
x\—1 *) — *
o Hal Do Mo (D7 [Hy= Ha(HD TG Ol I Onl o (3.5.19.0)
H; Hj On I, O, HY| |(HY) H; I,

Sean X = (H;) 'Hi y B= E? ?n], luego

x# = [y m] " = () ()] = BT () = o ()
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y, por (3.3.19.1), obtenemos que
Hy Hy| [I, X"|[Hi—-HxH{)'H; O,|[l, O.| _ pH H, — Hy(H})"'H; O, B
H; HY| |0, I, Oy, Hi| | X I,| On Hy| ™
Utilizando la hipdtesis 2.3 y los incisos 4, 5 y 6 del Lema concluimos que H es semidefinida positiva. B

Nuestro objetivo ahora serd obtener un resultado similar al del Teorema anterior pero en el caso que H; sea singular.
Para ello necesitamos conceptos y resultados del Algebra de matrices de interés en si mismo.

Teorema 3.3.20
Sea H € C™*™ conm <nyrg(H)=r < m. Entonces existen V€ C™*™ W & C"*™ matrices unitarias y
3 € C™*™ tales que:

1. H=VIWH.
g1 0 0
2. %= 0 1 OO"'X("_T) con Y1 = 0 o : yoi1 202220, >0.
(m—r)xr (m—r)x(n—r) . 0
0 - 0 o

3. {U%, o3, ..., O’%} es el conjunto de los autovalores de HH.
4. Para cada j € {1,...,r}, V. ; (columna j—ésima de V') es autovector de UJQ-.
5. Para cada j € {1,...,n}, W. ; (columna j—ésima de W) es autovector de o3.

Decimos que “(V, %, WH) es una descomposicién SV D de H”.

Demostracién:
Esta prueba se puede encontrar en la pag. 415 del libro [5].

Definicién 3.3.21
Sea ¥ € C™*"™ con m < n una matriz de la forma:

or 0 - 0
*=lo . OOM(W) }CODEF 0 o YOo1> 05> >0, >0,

(m—r)xr (m—r)x(n—r) : ) 0

0 --- 0 o,

Llamamos “pseudoinversa de Moore — Penrose de X7 a:

2;1 Orx(m—r)

wf = [ eCmm.
O(nfr) Xr O(nfr) X (m—r)

Definicién 3.3.22
Sean H € C™*" conrg(H) =r <m <ny (V,%, W) una descomposicién SVD de H. Llamamos “pseudoinversa
de Moore — Penrose de H definida por (V,%, WH)” a

Ht =wxfvH,
donde 2T es la pseudoinversa de Moore-Penrose de .

Proposicién 3.3.23 (Continuacién de la Definicién 3.3.22)
Se cumplen:

1. HYH = (HH)"
2. HH' = (HH')"
3. HIHHT = H'

A HH'H=H

Demostracion:
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T _ Ir Orx(nfr)

Afirmacién 1: 7 (ET) = o Oty ()
(n—r)xr (n—r)x(n—r

}:zfz

Demostracion Afirmacion 1:

r T _ T
»T (ZT)T = 21 OTX("—T) :| l: E11 Orx(m—r) :|

_O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)
B 1N T

_ EI Or><(m—r) :| (21 1) Orx(nf'r‘)
_O(n*T)XT O("*T)X(mfr) O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

— [ I’!' Orx(nfr) :|
_O(n—r)xr O(n—r)x(n—r)

2t Oy (m— ) Opx(n—
1 — 1 rx(m—r) 1 rx(n—r)
o o |

n—r)Xxr O(nfr)x(mfr) m—r)xr O(mfr)x(nfr)

_ |: I, Orx(n—r) :|
O(nf'r)><7’ O(nfT)X(nfr)

Afirmacién 2: £¥F = {O L OO’”X(m#) } = (ZT)T xT
(m—r)xr (m—r)x(m—r)
Demostracién Afirmacién 1:
r _ T T
(ET)T ET — E1 ! Orx(mfr) :| |: > Orx(nfr) :|
_O(n—r)xr O(n—7')><(m—7') O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)
— (EII)T Orx(nfr) |: Eir Orx(m—r) :|
_O(mfr)xr O(mfr)x(nfr) O(H—T)XT O(n—T)X(m—r)
_ [ I, Or><(7n7r) :|
_O(mf'r)xr O(mfr)x(mfr)

EZT = |: 2 Orx(nfr) :| |: E1_1 Orx(mf'r) :|
O(mfr)xr O(mfr)x(nfr) O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

_ |: I Orx(mfr) :|
O(mfr)xr O(mfr)x(mfr)

Para facilitar la notacién, sea P = HT.

1. Por la Definicién 3.3.22 y la Afirmacién 1 tenemos que
(PEY! = HEPH = (vswH)! (wstvh)! —wsTvHY (sh) T wH
= weT (=) W =wsTsw? = (wsTvH) (vsw) = PH.
2. Por Definicién 3.3.22 y la Afirmacién 2 tenemos que
(HP)! = pHEY = (wstvh)T (vsw )T = v (st wHwsTvH
= v STV = vestvd = (vewH) (wstvH) = BP.
3. Por la Afirmacion 2 resulta que

s 5ot T O |y
O(m—r)xr O(m,—r)x(m—r)

)
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con lo cual
PHP = (WsivH) (vsw™) (WeivH) = weissivi — wsi (s)' 5TV = wsiv? = p.
4. Por la Afirmacién 1 resulta que

I, OT‘X(TL—T’)

IHHDIEEDY
O(n—r)xr O(n—r)x(n—r)

=%

)

lo que implica que
HPH = (vsw) (wstvH) (vew!) = vesisw? =vsw? = H.
Queda entonces finalizada de demostracién. H

Proposicién 3.3.24 (Unicidad de la inversa de Moore-Penrose)

Sea H € C™*™ con rg(H) =r <m < n. Sean P, y P, que satisfacen para j = 1,2:
1. P;H = (P;H)"

2. HP; = (HP)"

3. P;HP; = P;

4. HP;H = H.

Entonces P, = Ps.

Demostracion:
Por un lado tenemos que

P, = PHP =P (HP)" =P PPH" = PPF (HP,H)"
= P PPHEPFHY = p(HP)" (HP,)" = PLHP,HP, = P HP,

y, por otro lado

P, = PHP, = (P,H)" P,=H"PI'P, = (HP,H)" PI'P,
= HYPHH"PHP, = (P H)" (P,H)" P, = PLHP,HP, = PHP;.

Luego P, =P,. 1

Nota 3.3.25 (Continuacién del Teorema 3.3.19)

En el caso que H;y no sea invertible, 2.3 debe reemplazarse por:
a. La matriz H, — Hy (H?)" H} es semidefinida positiva.

b. Hi1z=0 = H3z=0,VzecC".

Definicién 3.3.26
Sean (Q,F,P) e.p. y n € N. Para cada j € {1,...,n} sean X;(j), X2(j) en L2(Q, F, P;R); Z(j) = X1(j) + iX2(j);
X1(1) Xo(1) Z(1)
X, = . - X, = . - X = Xl.z; . 7 = Z
1= . ) 2 = . ) - X2 ) - . Yy 4= VAR
X1(n) Xa(n) Z(n)
Llamamos “potencia promedio de Z” a
RN 2
rPa= S E(126)F).
J=1
Proposicién 3.3.27 (Continuacién de la Definicién 3.3.26)
Si E(Z) = 0 entonces prPz = 1tr (S(Z)) = 5-tr (X(2)) = Ltr (X(X)).

~ 2n n
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Demostracién:
Como

(Z) = E|(Z-E®2)Z- E(Z))H} — B(ZZH)=E (

1Z(1))? E(1Z()P)
{0
Zm)f? E(|12(n))

entonces tr (X(Z)) = 2?21 E (|Z(j)|2>, es decir prPz = Ltr (3(Z)). Para la segunda igualdad notemos que

E(1z)P) B (12(1)P)
5(Z)" = - = %(z)

E(1zm)P) E(12m)?)

, entonces tr (X(Z)) = tr (X(2)) + tr (X(Z2)*) = 2tr (X(Z)).

£(Z) X(2)

y, como %(Z) = E(Z)* »(Z)*

Finalmente demostremos la dltima igualdad. Debido a que Z = X1 + ¢ Xy y E(Z) = 0 resulta que E(X;) =0 =

E(X3), luego
E (1))

[(Xi(1) - Xl(n)}) ,
B (jx:(m)f)

X1(1)
(X)) = E(XiX{) = E (

X1(n)
con lo cual tr (X(X1)) = 2?21 E <|X1 (j)\z) Anglogamente obtenemos que

5(X,)) = ZE (1%20)P) -

Por lo tanto

e (B )
— ¢ (E(Xl))+tr( (X2))
> |

B (%)) + B (1%.0))]

<

[
NE

<.
Il
—

E (X1(5)% + X2(5)?)

<
Il
Ja

I

E(12()F),

<
Il
i

I

es decir prPz = 1tr (3(X)). B
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3.4 Distribucion Gaussiana compleja

En esta seccién estudiamos una importante distribucion: la distribucion Gaussiana compleja. Para ello
partimos de la funcién de densidad de probabilidad del vector aleatorio real Gaussiano compuesto por las partes
real e imaginaria del vector aleatorio complejo Z. Derivamos la funcién de densidad de Z en términos del vector
media y la matriz de covarianza aumentada, junto con un importante caso especial.

Sean (Q,F, P) e.p.yn € N. Paracada j € {1,...,n} sean X1(j) y Xa2(j) en L2(Q, F, P;R) y Z(j) = X1(j)+iX2(j)-
Ademas sean

X1(1) Xo(1) Z(1)

Nota 3.4.1
Por lo que suponemos conocido de la Estadistica para vectores reales, decimos que “X es un vector aleatorio (real)
Gaussiano de media 1 (X) € R* y matriz de covarianza 3 (X)” si Px admite una Ay, —densidad fx dada por

F) = (2) " (et (X)) exp |~ (- 0 (00)T £ (- ()|

En simbolos, X ~ Na, (1 (X), X (X)). Sabemos también que X (X) es simétrica y definida positiva.

Proposicién 3.4.2
Si X ~ N, (11 (X), X (X)) entonces Pz admite una Aoy, (I, ) —densidad dada por fz(z) = fx(x), donde z = I, ,,(x).

Demostracién:
Se obtiene directamente por la Nota 3.4.1 y la Proposicién 3.2.5. B

Proposiciéon 3.4.3
Si X ~ Nay, (1 (X), 2 (X)) entonces

Fal) = 7" (det (5 (2)) 2 exp |3 (- B(2)" $(2) 7 (2 B (2))

.|z Z
donde z = [z*] yvZ= {Z*}

Demostracion:
Por la Proposicién 3.3.3 tenemos que ¥ (Z) = T, (X) T2

H - entonces ¥ (X)”' = THY(Z)™ ' T,,. Ademés, por
Proposicién 3.3.16

det(T,) = det [I” i ] = det (I,, — i, (—il,) I,) det (—il,) = det (2I,,) (—i)" = (—2i)"
I, —il,
det (TF) = det I Inl e (I + I, (i) "l )det (il,) = det (21,,) " = (2i)"

Luego det (X (Z)) = det (T3,) det (X (X)) det (TF) = (—2i)" det (X (X)) (20)" = 22" det (X (X)), lo cual implica que
(det (3 (X)) ™% = 2" (det (3 (2))) /7.

Ahora, si z = I, ,(x), entonces



Por tltimo, por la Proposicién 3.4.2, tenemos que

fale) = (2" @t (S0 exp | x - 0 (X0) 200 (X))

= Cn) 2 @t (@) e |5 (x - () TR (@) T (x-  (X))]

- e (@) e -5 - B2 S@) 7 - @) .

Definicién 3.4.4
Decimos que “ Z es un C — vector aleatorio Gaussiano impropio de media E (Z) y matriz de covarianza % (Z)”,
y denotamos

Z NN(Cn,I (E (Z);E(Z))a

si Z tiene densidad con respecto a Aoy (I.,) como fz de la Proposicién 3.4.3.

Observacién 3.4.5
Si A € C"*" es invertible entonces A* también y (A*) ' = (A_l)*.

Demostracion:
Por hipétesis A1 A = I,, = AA~! entonces I, = [; = (AA™)) = (A") A y I, =I; = (A1A)" = A* (A~1)".

Luego, por la unicidad de la inversa resulta lo que queriamos probar. Bl

Proposicién 3.4.6
Si X ~ Noy, (11(X),2 (X)) y Z es propio entonces

fa(z) = 7" ldet (2 (2)| " exp [~ (5~ B(2)" 5(2) (2 - B (2))],
donde z = [ZZ*] yvZ= {ZZ*}

Demostracién:

Por la Proposicién 3.3.3 tenemos que X (Z) = l~

) $(Z) —
Sz w(z) | y, como X (Z) = O,, resulta que
X(Z) O
(

E(Z): |:On N n)*]
Entonces det (2 (Z)) = det (2(Z)) det (£(Z)*) = det (£(Z)) det (2(Z)T) = [det (2(Z))]?, con lo cual

[det (2 (2))] Y% = |det (2(Z))| . (3.4.6.1)

Por otro lado tenemos que

wraysee-ra) - ([2-[E20) B2 %] ([2]-[22))

Il
7 N

= Je-m@y" @m0 o] [ )
~ Je-p@)" - 5E] | e o)
)



Afirmacién: (z* — E(Z*)" (2(2)*) " (z* — E(Z*)) = (z — E(Z))" S(Z)"! (z — E(Z)).

Demostracién Afirmacidn:
Basta suponer que E(Z) = 0. Luego

rsay s = oo (@) o= o (2)] ' ora= (e o s

Zn

[B(128)] " le 20

lo cual implica que z7¥(Z)~1'z € R y, por tanto,

* *

z"%(Z2) 'z = (2"2(2)'z) =2 (2(Z)7") 7"
Ahora, usando la Observacién anterior obtenemos que
2'5(Z) 2=z (2(2)") ' z*
Por lo tanto la Afirmacién es cierta y, en consecuencia,

%@— EZ)"S(2)7" (z- E(2)) = (z - E(2))" %(Z) " (z - E(Z)). (3.4.6.2)

Finalmente, reemplazando en la férmula de la Proposicién 3.4.3 las igualdades (3.4.6.1) y (3.4.6.2), resulta que

fz(z) = 7" |det (S(Z))] " exp [— (z-E(Z)"2(2)" (z-E(2)|. W
3.5 Distribucion condicional Gaussiana compleja

En esta seccién mostramos como se puede generalizar la distribucién Gaussiana condicional real al caso com-
plejo. Derivamos una expresion general para la funcién de densidad de probabilidad y estudiamos el caso particular
en que el vector aleatorio complejo Z sea Gaussiano propio.

Sean (Q, F, P) e.p., n'y m naturales, X1 1y X120 en £L2(Q, F, P;R"), Xo1 y Xa2 en L2(Q, F, P;R™). Ademds sean:

X1

Zy =Xy +iXq (€ L2(Q,F, P;C")), Zo =Xy +iXo s (€ L2(Q, F, P;C™)), Xy = [X } (€ £2(Q, F, P;R?™)),

s

- | X2 . R2m . Z, ~ Z, X ndm
X2 = |:X272:| (E EQ(Q’]:,PJRQ ))?é: TnX1 = |:ZT:|,Z2: TnX2 = |:Z;:|7XR = |:X271:| (e CQ(Q,]:,P7R + ))7
= X1’2 2 . Rn+m T Xr - Z, . Z o S
XI_|:X’:|(€[’(Q7F7P1R ))7X_ XI ) - Z2 yZ— 7% _T(n+m)X
Z,
Notemos que Z = &1’1] +1 [i“} =Xp+iX;yZ= éi € L2(Q, F, P;C2(ntm)),
2,1 2,2 1
Z;
Proposicion 3.5.1
E(Z1)
E(Z,)
= £z
E(Z>)
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$(Z1) 2 (Z1,Zy) S(Zy)  2(Z1,Zs)

$(Z2,Z1) S(Zo)  S(Z2,Z) S (Zn)

2. x(z) = | “l42 41 . ; e
2) Sz 222 2(Z) (21,2
$(Z2,20)"  X(Zo)"  3(Z3,Z1)"  X(Zo)
Demostracion:
VA E(Zy) E(Zl)
|2 _ | E(Z2)| _ | BE(Z2)
1. Como Z = z: entonces E(Z) = EZ)| = | B2z
Z; E(Z3) E(Zy)*
2. Por la Proposicién 3.3.3 tenemos que X (Z) = > (Z)* = (Z)*
$(Z) $(Z)

)
¥(Z,) X(Za Zz)] &

Basta ver entonces que X (Z) = [Z (Zo,Z1) % (Z’z) y X(Z) = 5 (Z0.2))  5(Z) | Pero
©(2) = E|(Z-E®2)(Z-E@2)"|
B Z.]  [EZ) 7] [E@)\"
- 5|([2)-[am)) (2] - [z ]
= 5(|7 | [ - @y @ - me)))
_ g |@ - B(Z0) (20 B(Z0)" (2o~ B(Z0) (2~ B(Z2)))
(Zy — E(Z2)) (Z1 — E(Z4))"  (Z2 — E(Z2)) (Z2 — E(Z2))

_ [E(Zl) 2(21,22)}
¥ (Z2,Zy) ¥ (Z2)

y, similarmente,

MEREAIEREAN

= 2(|7 " pi | 2 ma” @ pe)])

[ f@) @) 4
¥ (Z2,Z4) ¥ (Z2)
Nota 3.5.2
Supongamos que {ij ~ Ng(n_;,_m) ([g Ei;ﬂ ) ({i;])) Por lo que suponemos conocido de Probabilidad y

Estadistica para vectores aleatorios reales tenemos que
X1~ Noy (B(X1),8(X1)) vy Xo ~ Noy, (B (X2),E(X2)).
Si para xo € R?™ tenemos que X |x,=x, €s el vector aleatorio con distribuciéon P (X; | X2 = x3), entonces

X1|X2=X2 ~ NZn (E (X1|X2=X2) Y (Xl\ngxQ))
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donde

E(Xixaxs) = E(X1)+3(X1,Xp)E(X) ! (x2 - E(X2)) ¥
S (Xijxomxs) = D(X1) - 2(X1,X2) 2 (X2) ' 2 (Xo, X1).
Nota 3.5.3

Veamos ahora la extension del resultado de la Nota anterior al caso de Gaussianos complejos. Basamos esta extension
en dos resultados de cardcter mas general, pero de interés en si mismo.

Definicién 3.5.4

Sean (Q,F, P) e.p.; (X,0 (X)) y (T,0(T)) dos espacios medibles; X : @ — X (F,0 (X)) —medibley T : Q — T
(F,0 (7)) —medible. Decimos que “®x |7 : 0 (X) x T — [0, 1] es una distribucion condicional regular de X dada
T con respecto a (Q,F, P)” si

1. Para cada 7 € T, ®x7 (- | 7) es una probabilidad sobre (X,0 (X)).

2. Para cada B € 0 (X), ®x 7 (B | ) es 0 (T) —medible.

3. Para cada B € 0 (X) y cada C € o (7) se cumple que

/C Byyr (B | 7) Pr(dr) = P (X"Y(B) N T-(C)),

donde Pr es la probabilidad sobre (7,0 (7)) definida por Pr(C) = P (T~(C)), C € o (T).

Lema 3.5.5

Sean (Q, F, P) e.p.; (X,B), (T,C), (X1,B1) y (71,C1) espacios medibles; X : Q — X;T:Q —T7; X1:Q— X1y
Ty : Q@ — T, funciones medibles; S : X — X medible; Sy : 7 — T biyectiva y bimedible; ® : B x T — [0, 1]
una distribucién condicional regular de X dada T con respecto a (2, F, P). Supongamos que So X = X; y
S1oT =T;. Sea ¥ : By x Ty — [0, 1] definida por

)\ (Bl | 7'1) = (5_1(31) ‘ 51_1(7'1)) 5 (Bl,T1) S Bl X ’Tl
Entonces ¥ es una distribucién condicional regular de X; dada 77 con respecto a (2, F, P).

Demostracion:
Veamos que se cumplen para ¥, 1, 2 y 3 de la Definicién anterior. Sea 71 € 77 y probemos que ¥ (- | 71) es una
probabilidad sobre (X;, B1). Por hipétesis sabemos que @ (- | S;'(71)) es una probabilidad sobre (X',B). Luego

U(Bi|71) = @(SHB1)|S (1)) >0,VBeByy
V(X 1) = @(SHX)| ST () =@ (XS (m)) =1

Ademéds, dada una sucesién {A,} de elementos en By tal que A; N A; =0 YV i # j, resulta que

neN

U(UpAy [ 71) = @ (S (Undn) | S71(m1))
= @ (UySTH(An) | ST ()
= Z@(S*l(Anns;l(n))

neN

= > U(A,|7).

neN

Por lo tanto se cumple 1. Sean By € By y ¢ € (0,1), entonces {71 € 71 : ¥ (By | 71) > ¢} =
{r1€T:@(S7YBy) | Sy (r1)) >c}. Luego {r1 € T : ¥ (B | 71) > ¢} € C1, pues & cumple 2 de la Definicién
anterior y S7 ! es medible. Finalmente probemos que si By € By y C; € C1, entonces

/c U (B1 | 1) Pry(dm1) = P (X7 '(B1) N Ty ' (C)),
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donde Py, es la probabilidad sobre (7;,C;) definida por Pr, (Cy) = P(T; Y(C1)), Cy € Cy.
Afirmacién: Pr, (C1) = Pr(S;*(Ch)), Cy € Cy.

Demostracién Afirmacion:
Sea C; € Cq arbitrario. Como S; o1 = T} entonces

T7HC) = {weQ:Tiw el }={weQ:(S10T)(w)eC}
= {weQ:T(w)e ST (C)}=T1(ST"(Ch)).
Asi
Pr,(C1) = P(T; 1(Cy)) = P(T~H(SH(Ch))) = Pr(S7H(Ch)),

con lo cual queda demostrada la Afirmacién. De aqui y por resultados de Teoria de la Medida tenemos que si
h:Ti — R es medible no negativa o [ |h|dPp, < oo, entonces
thTl = / (h o Sl) dPT (3.551)
T T

Luego, si By € By y Cy € Cy, tenemos que

/ U(By |70) Pri(dr) = [ Xe,(r)¥(Bi| )P (dr)
Ci T1

= /. X, (11) @ (S7H(B1) | Sy (1)) Pry (dr1)

/T (X, 051) (1)@ (STH(B1) | ST (S1(71))) Pr (dr)

/T (Xe, 081) (1)@ (S (By) | 1) Pr(dr)
= /TXSfl(Cl)(T)(I)(Sil(Bl) |7'1) Pr (dT)

_ / ® (S7Y(By) | 1) Pr (dr)
Sy HCh)

— P(XN(STYB))NT T (STHC)))
P (XN (B) NI HC)).

Por lo tanto 3 estd probado. B

Corolario 3.5.6 (Continuacién del Lema 3.5.5)
Ademss de los supuestos del Lema anterior supongamos que
1. p es una medida o—finita sobre (X,5).

2. pq es una medida o—finita sobre (X,B).

3. Se cumple que
py (Br) = p (S71(B1)), ¥ Bi € By

(o equivalentemente

/x1 ey, = /X (hoS)dp, (3.5.6.1)

YV h: X1 — R medible no negativa o p; —integrable).
4. S: X — X es biyectiva y bimedible.
5. Para cada 7 € T, ® (- | 7) estd dada por una densidad ¢, : X — [0, 00] con respecto a u. Es decir

CIJ(B\T)z/QSpo,VBEB.
B

106



Para cada 71 € 71 sea 1, : X1— [0, 00] definida por
Y, (r1) = Ds=1(r1) (S~ Hz1)), V 21 € X

Entonces 1, es una densidad de W (- | 71) con respecto a p. Es decir
V(Bi|71)= [ %, du,V B € B.
B

Demostracion:
Sea 71 € 7; y definimos 7 = Sy *(71). Usando la definicién de ¥, 4 de las hipétesis, la definicién de Y. vy (3.5.6.1)
respectivamente, obtenemos que

\I/(B1|7'1)

B IS ) = [ bdu= [ ogndu
S=1(B1) S=1(B1)

/51(31) K(bsfl(”) ° S_l) ° S} = /Sl(Bl) (¢, 08)du

= / Xs-1(By) (wﬁ o S) dp = / (Xp, 0 5) (z/JTl o S) du
X X

/X [(Xp,4,,) 0 S]du = /X Xp, W, dpy = /B1 ¥, dyy.

Proposicién 3.5.7 (Continuacién de la Nota 3.5.2)
Si Z ~ NC(yim),1 (E(Z),%(Z)) entonces

L 2y~ Nt (E(21) 5 (21))

2. o~ NCt (E(22) .5 (22))

3. Para cada z; € C™ se tiene que

Z1\2,=0, ~ NCp 1 (E (é|z2:zZ) ) (@zzzzz)) ’

donde Zy|z,—., es el vector aleatorio con distribucién P (Z; | Zy = z2),

B(Zyy,,_,,) = E(Z)+T(Z02)T(2) (22— B(Z) ¥

S (Zag, ) = 5(20) -3 (202) 2 (Ze) ' (20,22)"

Es decir, la densidad de Z|z,—,, con respecto a Agp (I ) esta dada por
. —1/2
f202y 0 (1) = 7 [det (E (Alzz:m))} X

1 H -1
X €Xp |:2 (zil —FE (A|Z2:zz)> Y <A|Z2:z2) (ﬂ -E (Z1|Z2_Z2)):| :
Demostracién:

Decir que Z ~ NCpym),1 (E(Z),%(Z)) es equivalente (por definicién) a decir que
X1 E (X4) X1
o]~ ([0 = (R])

X1~ Nop (B(X1),2(X1)) v Xo ~ Mo (B(X2), 2 (X2)).
Ahora Z; = T,,X; y Zy = T,,X5. Por lo tanto 1 y 2 son consecuencias directas de la Definicién 3.4.4 y de la

Luego
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Proposicién 3.4.3. Sean X = RQn, T=R>™ X =C*", 11 =C"™, X=X, T=Xy, X1 =71, T4 =75, 8 = Ien
y 51 = I,,,. Para cada x5 € R2™ sea by, la densidad de Xyx,—x,. Ademds, para cada zo € C™ definimos

Yy, : C" — [0,00) dada por
Vg, (21) = by, (X1),

donde x; € R?" y x5 € R?*™ son tnicos que satisfacen que I.,, (x1) = 21 ¥ Iom (X2) = 2. Notemos que también se

cumplen z; = T),x; y 22 = T;,X2. Entonces, v,, es la densidad de Zy|z,—,, . Ahora, por la Nota 3.5.2, tenemos que

—1/2

¢X2 (Xl) = (277)771 [det (2 (Xl\X2:X2))] exp [_; (Xl - K (X1|X2:x2))T by (Xl\X2:x2)_1 (Xl - B (X1|X2:X2))

Por el Corolario anterior, si para simplificar la notacién ponemos V = I..,, (U) con U = X1|X;=xs, Tesulta que
. . ., . \%4
V = Zy|z,—z, y tiene densidad v,,. También notemos que, si V = [V*}’ entonces V = T, U. Luego, como en la

demostracion de la Proposicién 3.4.3, tenemos que

E(V) = T,E(U)=T, [E(Xl)+2(x1,x2)2(xg)‘1 (XQ—E(X2))}
= T,E(X1)+T1,5(X1,X5) 2 ( 2)7! (X2— (Xz))
= T.E(Xy)+ [T,5 (X, X,) TH [( )_1T,,;1} [Ty — Ty B (X2)]
= E(T,X1) + 3 (T X1, T X2) [S (T Xa)] " [Tnx2 — B (T, X2)]
= E(21) +3(20.2) [2(22)] ' [ - B (Zo)]
y
(V) = T,n(U)TH

(
T, [2 (X1) - (X1, X0) 2 (Xo) ' 2 (XQ,Xl)} T
7,5 (X)) TH —T,% (X1, X2) 2 (Xy) ' & (Xg,Xl)Tf
= T,%(X))TH - 1,9 (X, Xo) TH] [ z(xz)*lT;} [T, 3 (Xo, Xy) TH]
= 2(Z1) -2 (21, 2) [B(Z2)] T (22, Z1)

= 3(Z) -2 (21, %) [5(Z)] ' B (21,2)" .

V]

Por lo tanto la Proposicién queda demostrada. W

Definicién 3.5.8
Sean (0, F,P) ep.; n,m € N; Zy € L2(Q,F,P;C"); Zy € L2(Q,F,P;C™). Decimos que “Z; y Zo son

Z,

conjuntamente propios” si Z = 7
2

es propio.

Proposicién 3.5.9 (Continuacién de la Definicién 3.5.8)
Si Z; y Zs son conjuntamente propios entonces

S(Z1)  %(Z1,Zs) O %
$(Z2,Z1)  X(Zo) O 0
¥(z2) = ) 1) ¥ (Zy)" E(Z1,Zz)
10} 0] Y (Z2,Z1)" (Zy)"

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 3.5.1. B
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Proposicion 3.5.10

Sean Z; € L2(Q, F,P;C") y Zy € L2 (Q, F, P;C™) tales que Z = [%1} es Gaussiano propio. Entonces para cada
2

zo € C™ se cumple que

le\ZQZZQ (z1) =7" [det (2 (Zl\z2zzz>>]_1 exXp [_ (Zl -E <Z1\22:Z2))H by (Z1|Z2222)_1 (Zl - LK (Zl\zzzm))} )
donde

E(Zi\z,=0,) = E(Z1)+X(Z1,22)%(Z2) " (22— E(Z2)) ¥y
S (Z1jzomz) = B(Z1) — % (Z1,20) 2 (Zs) " 2 (Z1,Zo)" .

Demostracién: B B B B
Como Z; y Zs son conjuntamente propios tenemos que % (Zy1) = X (Z2) = X (Z1,Zs) = X (Z2,7Z,) = 0, entonces

s@)= "0 sy t@ =T say] @z = P 0l

Como Z ~ NC(yym),1 (E(Z),% (Z)), por la Proposicién 3.5.7 sabemos que la densidad de Zyz,—,, con respecto a
Ao (Ie.n) esta dada por

o) =7 160 (5 (2 )] o0 |5 (B (2,)) S (Binn) (2 B ()]

donde
B (2 ) = E(Z)+3(202)% (Z) ' (22— B(Z) v

2 (Zagsy) = (21 - T (2022) T (22)

Luego, basta ver que [det (2 (A\ZFZQ))} 1/2 =det (X (Z1)2,=2,)) ¥ que

(-5 <é|z2:Zz))H > (21, -2) B (27 (Zmn))

= 2 (Zl - LK (Zl\z2:Z2))H by (Z1|Z2:ZQ)_1 (Zl - LK (Zl\z2:Z2)) :

Para la primera igualdad notemos que

2 (Zyy,,,) = S(2) - (202) S (2) S (20 2)"
L [2(zy) 0 } {2(21,22) 0 ] 2 (Zy) ! 0 S (Z1,Z)" 0
- 0 X(Z)" 0 S (Z1,Zs)" 0 [2(Z2)"] " 0 S (Z1,Z5)"
[2(zy) 0 $(Z1,22) 2 (Z2) ' B (21, Zo)" o
| o E(Zl)*} - 0 $(Z1,Z)" [2 (zg)‘l} $(Z1,Zs)"
L [B(Z0) - 2(24,22) S (22) 7 B (20, Z0)" 0 )
Il 0 [2 (Zy) — 2(zl,z2)z(zz)‘12(zl,z2)H}
2 (Zzams) 0 ]
0 Y (Z112y=2,) |
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Ademsds, por ser ¥ (Z1) y X (Z2) hermitianas, resulta que

S (Zajzo,)” = [2 (Z1) — S (Z1,Z2) S (Zo) " S (Zs, z2)H} "

$(Z)Y - $(Z1,Z0) [2 (ZQ)*} SIS

= N(Z1) -~ B (Z1,Z2) S (%) B (21, Za)"
Y (Z1|22=22) .

Entonces

i (2 (2, ,,)) = aw[T P 0]

= det (E (Zl\zg=zz)) det (E (Z”ZZZZZ)*)
= det (2 (Z1)z,=s,)) det (E (lezfzz)T)
= [det (% (Z1zamns)]

Ahora probemos la segunda igualdad.

(2, ) = B(Z)+5(202)2(22) " (e - B(Z)
[ E(Z) (Z1,Z5) 0 ¥ (Zy) ! 0 2o — E(Zy)
LB Z ] [ (21, Z)" } o [z (ZQ)*]*] [ —E(Zg)*]
] ( 1 ] N Zl Z2 (Z3)~ £Z2 — E(Zy))
- B@) (Z2)") (2 —E(ZQ))*]

)
E(Zl)—f—Z(Zl ZQ)Z(ZQ) (ZQ—E(ZQ))
B(Z1) + % (21,2)" (S(22)7") (22— B(Z2))"

— _E (Z1|Z2_Z2)*:|
LB (Zl\Z‘z:Zz) .

Ahora

(2~ 7 (215, ))HE(E‘Z2:22>7 (22~ (Z1|zz—Zz)>

-1
|: Zl‘Z2 =Z2 :|H E(Z1|Z2:Z2) . * |: E(Zl‘ZQ ZQ)
Zl\Zg—ZQ 0 ( Z1|Z2 22 ) Z1|Z2 z2)
= |: (Zl‘ZQZZQ)) E (21|Z2:22)71 Zl‘ZQ =Z> :| +
(@1 - B (Zh2.2)) " S (Zazmn) " (21— B (Zaz=s))]

= 2 (Zl - B (Zl\z2zz2>) by (lez2:Z2)71 (z1 - B (21|Z2222)) )

donde la ultima igualdad se debe al hecho de que X (Z1|22:z2) es definida positiva. l
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3.6 Entropia diferencial para vectores aleatorios complejos

En esta seccion definimos la entropia diferencial de un vector aleatorio complejo y, a modo de ejemplo,
calculamos la entropia para el caso Gaussiano complejo. Ademaés introducimos las transformaciones débilmente
unitarias y concluimos la seccién con un resultado en torno a dicho concepto.

Sean (2, F,P) e.p.; n € N; X : Q — R™ un vector aleatorio real; Fix : R™ — [0, 1] la P—distribucién acumulada
de X, esto es:

Fx ((xl, ...,xn)T) — Px (Rg <(x1, ...,zn)T)) —pP (X € RY ((xl, ...,xn)T)) :

A (xl,...7mn)T € R™. Supongamos que X admite una densidad (con respecto a la medida de Lebesgue sobre
(R, B,)), digamos fx.

Definicién 3.6.1
Llamamos “soporte de X”, y denotamos Sop(X), al conjunto {(ml, ...,xn)T eR™: fx ((:cl, ...,xn)T) > 0}.

Definicién 3.6.2
Supongamos que In (fx) € £ (Sop(X), Px,R). Llamamos “entropia diferencial de X" a

H(X)=- /Sop(x) In(fx)dPx = 7/ In(fx)fxd\,.

Sop(X)

Ejemplo 3.6.3
Sia>0y X ~U(0,a) entonces H(X) estd definida y H(X) = In(a).

Demostracién:

1
Como X ~ U(0,a) entonces fx(z) = {

~size(0,a)

Osiz¢(0.a) Adems3s

Sop(X)={yeR: fx(y)) >0} ={yeR: 0<y <a}.

Luego, para cada y € Sop(X) resulta que

In(fx(y)) =1In <1> =In(1) — In(a) = —In(a).

1= [ s == [ B @y =mG) [ L= ). m

Sop(X) a
Ejemplo 3.6.4 (La entropia diferencial en el caso Gaussiano real)

SiX:Q—R"y X~ N, (0,2 (X)) entonces H(X) = L 1In[(2me)" det (B(X))].

-2

Demostracion:
Como X ~ N, (0,% (X)) entonces

Fx(x) 27) "% (det £ (X)) exp (—;xTE (X)~! x>

= [(2m)" (det ¥ (X))] /% exp (;XTZ (x)™* x) ,x € R™.
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Luego

In (fx(x))

In {[(2m)" (det 33 (X))} +

/~
»
4‘
™
s
L
»
~——

- _%m[(%)" (det X (X))] + (—XTE (x)™ X)
y, por tanto

H(X)

- / In( fx (x)) fx (x)dAn (%)
Sop(X)

/S ) {;m [(27)" (det = (X))] + <;XTZ (X)_1X> } F ()M (x)

In [(27)" (det = (X))] / fx(X)dAn() +

1
Sop(X) 2

/ T3 (X)L f () dn ()
Sop(X)

il et S )] 45 [ (578007 x) fxGod 0.

Nl—= N = N =

In [(27)" (det 2 (X))] + %Ep (xTz (X)~" x) .

Afirmacién: Fp (XTZ x)™! X) =n.

Demostracién Afirmacion:

X, | | b — blT —
Escribamos X = | @ |, X(X) = a1 -+ an| y X (X)"' = : . Luego a; = Ep (X;X) y b a; = 6; 5
X, | | -
Vi, 5 €{l,..,n}. Pero
X1 - o] - b] X
XTS(X) ' X=| : : X=[X1  Xo]| @ | =X/ X+ +Xub)x,
X, - b —] bl X

con lo cual
Ep (XTZ (X)™* X) = bl Ep(X1X) + -+ b Ep(XnX) =blai + -+ blan =n

y por lo tanto la Afirmacién queda probada. Se sigue ahora que

H(X) = %ln[(Qﬂ)"(detE(X))]+g

% {In [(2m)" (det = (X))] + n}

5 (I [(2m)" (et (X))] +In (exp (n)))

% In [(27)" (det ¥ (X)) exp (n)]

- % In [(2me)"™ det (X(X))] .

Luego, el Ejemplo 3.6.4 queda desarrollado. B

Consideremos ahora el C—vector aleatorio Z:  — C" y sea X = [Eﬁg%ﬂ Supongamos que Px admite una
Aon—densidad fx tal que estd definida H (X fsw n(fx)fxdAan. Sea fz(z) = fx ((x, y)T), Vz=x+iy €
Ccn.
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Definicién 3.6.5
Llamamos “entropia diferencial de Z” a H(Z) = H (X).

Ejemplo 3.6.6 (La entropia diferencial en el caso Gaussiano complejo)

Si Z ~ NC,.1 (0,5 (2)), donde Z = [ZZ} entonces H(Z) = 11n [(m)z” det (Z(Z))]

Demostracién:
Como Z ~ NC,, 1 (0, (Z)) entonces X ~ Ny, (0,3 (X)). Luego, por el Ejemplo 3.6.4 (para este caso 2n en lugar
de n) tenemos que

H(Z) = H (X) = %m [(27re)2n det (Z(X))] .

Ahora, por lo visto en la demostracién de la Proposicién 3.4.3, resulta que det (X (Z)) = 22" det (X (X)). Finalmente,
1 2n 1 1 2n
H(Z) = 5l |(27e)™" det (2 (Z)) 57 | = 51n [(m) det (z@)} .

Definicién 3.6.7
Sea U € W™*", Decimos que “U es débilmente unitaria” si U - U =uf.U=1I,.

Proposicion 3.6.8
Uy Us
u; Uf

entonces H(Z) = H(Z,).

Sea U = [ ] € Wn*" débilmente unitaria y Z ~ NC,, 1 (0,3 (Z)), donde Z = [Z*] SiZ, =UZ+ Us,Z*

Z

Demostracién: .
Z(1) X1(1) +1iXa(1) X1(1) Xa(1)

Escribamos Z = : = : = X1 +iX5, con X1 = : y Xo = : . Entonces
Z(n) X1(n) +iXa(n) X1(n) Xz(n)

Zy =N Z+ UsZ* = Uy (X1 +iX2) 4 Us (X1 — iXs) = (U + Us) X1 + i (Uy — Uz) X.

Sean X = [gj y X; = {Egi i— gz; ig;] . Como Z ~ NC,, 1 (0,X(Z)) entonces X ~ Ny, (0,3 (X)).

U1+U2 On

Ademéas X; = AX, donde A = [ 0, Uy — U,

} € C Luego X; ~ N, (E(X1),X (X)), donde
E(X,) = AE(X) = 0
{ E(Xll):AE(X)A . Por lo tanto Z1 ~ N'C,, 1 (0,5 (Z1)) .

Ahora, como Z; = [Zl] = {

NZ+UZ*| _ |Up Us
VA -

Z
UsZ +U;Z* Us Uf] [Z*] = U - Z entonces

S(2) =2 2)=EB(U-z2-W-2")=E(U-z2-2" ") =U-B(z-2")-U" =U-2(2)-U",
lo cual implica que

det (2 (Z41)) det (US(Z)U") = det (U) det (= (Z)) det (UT)

= det (U-U") det (2 (2)) = det (2, det (X (Z)) = det (3 (Z)).

Se sigue el resultado por el Ejemplo 3.6.6. B
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3.7 La distribucién Gaussiana compleja unidimensional

La distribucion Gaussiana compleja unidimensional es lo suficientemente importante para revisarla en de-
talle.

Xy

Y ] ~ N5 (0,2 (X)). Luego, por definicién Z = X; + iXy ~
2

Sean X7 y X5 con valores en R y sea X = [

Z

$(2) 2(2)
Z* *

S s@r| donde $(Z) = E(Z2*) =

NCy1(0,2(2)), con Z = [ } Como ya sabemos X (Z) =

E(12]*) >0y $(2) = E (22).

Proposicién 3.7.1
Existe p, € C tal que X(Z) = p; X (Z) con |py| < 1.

Demostracién:
Puesto que Z2? = (X7 + 'L'Xg)2 = X? — X2 + 2iX; X, entonces

X(Z2) =E(Z%) = E(X}) — BE(X2) +2iE (X1X2) = 2 (X)) — 2 (Xa) + 2iE (X1 Xa).
Sea Corr (X1, X3) el coeficiente de correlacién entre X; y Xo, esto es

E(X1X5)

Corr (X1,X5) = S ONSIED)

Luego ¥ (Z) = 2 (X1) — 2 (Xa) + 2iCorr (X1, X2) /S (X1) /S (X2), lo cual implica que

= (2(X1) - D(X2)? +4 (C’orr (X1, X2) V= (X1)V/E ()(2))2

Y (X124 2 (X2)? = 28 (X1) B (X3) + 4Corr (X1, X2)2 2 (X1) B (X,) .

Pero

\g/
N
h®
|

B (121%) = B (X7 +X3)" = (B (x]) + B(X3))’
= (X)) +3(X)? =T (X)) + 2 (X2)" 425 (X)) S (Xs),
con lo cual
‘i (Z)'Q = 2(2)? — 4% (X1) B (Xa) + 4Corr (X1, X2)? ¥ (X1) 2 (X2)

= R(Z2)?+43(X)) 2 (Xs) (C’orr (X1, X2)? — 1) .

< 2(Z)?. Finalmente, tomando

~ 2
Como Corr (X1, X5)? < 1 entonces ‘E (Z)’

= (2)
Pz = E(Z)y
2 _ B
tenemos que |p,|” = sz S 1 Por lo tanto |p;| < 1. &

Proposicién 3.7.2
Si |pz| =1 entonces 3 R C C, recta en el plano complejo, tal que Z(2) = R.
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Demostracion:
Afirmacién: (1 - |pZ|2) $(2)? = 4% (X1) D (Xa) (1 — Corr (Xl,XQ)Q).

Demostraciéon Afirmacion:

~ 2
Por definicién tenemos que ‘Z (Z)‘ = |p4° = (Z)? y, por demostracién de la Proposicién anterior, sabemos que

‘i (Z)’2 =3 (2)? + 42 (X1) D (X2) (Corr (X1, X5) — 1) .

Entonces (1 B |pz|2) o (Z)2 =43 (X)) 2 (Xa) (1 —Corr (X17X2)2) )

De aqui deducimos que
2 (X)) T (Xa) (1 _ Corr (Xl,XQ)Q) ~0.

Luego, sucede al menos una de las siguientes situaciones:
1.¥(X1)=0

2. % (X9)=0

3. Corr (X1,Xs) = £1.

Si ocurre 1 entonces X; es constante, lo cual implica que Z = ¢+ iX3 con ¢ € Ry, por lo tanto Z(Q) =
{c+iy:y € R}. Si ocurre 2 entonces Xs es constante, con lo cual Z = X; + ic con ¢ € Ry, por lo tanto
Z(Q) = {x+ic:xz € R}. Por ultimo, si ocurre 3 entonces, por el Teorema de Cauchy-Schwartz, tenemos que 3
ceRtal que c # 0y Xo = cX;. Luego Z (Q) = {z +icx : x € R}. Por lo tanto la Proposicién 3.7.2 estd probada.
|

Proposicién 3.7.3
Si Z ~NCiy1(0,X(Z)) entonces

1 2" = Re (p (=")?)
fz(2) = exp | — ; ,z€C.
7S (Z)\/1 = |pyl? X (Z) (1—|pz\ )

Demostracion:
Por la definicién de p, tenemos que

-] 1L

py (2(2))" =(2) gy 1

Sea A =det (X (Z)) luego A = X (2)° (1 — |pZ|2) y2(2) " = ¥ {_1* —pz}' Entonces

Pz 1
s = SR AL TSR0 A0
- E./(xz) (2% (2 = pg2") + 2 (—pyz + 27)] = ¥ [|z|2 —pz () = py2” + |2
_ ¥ { 2% — 2Re (Pz (z*)Q)} _ 2|Z| —Re (pz (z%) )

2(2) (1-1p2)

Por la Proposicién 3.4.3 tenemos que fz(z) = 7" (det (£ (Z)))fl/2 exp <f%§HZ (z)"! g). Reemplazando obten-

27R *\2 .
—lzle(pZ(Z))) lo cual demuestra la Proposicién. B

‘ 1
emos que fz(z) = N P ( =(2)(1-1p4%)
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Nota 3.7.4
Segun probamos en la Proposicién 3.7.1

P22 (2) =3 (Z) =2 (X)) — £ (Xa) + 2iCorr (X1, X2) VE (X1)VE (Xa).

Luego, podemos distinguir las siguientes situaciones:
1. 2(X1) =3 (X2) =0y Corr (X1,Xs5) =0;
2. 3(X1) —X(X2) #0y Corr (X1,X2) =0;
3. X (Xl) - (XQ) 7é 0 y Corr (X17X2) # 0.

Si ocurre 1 entonces Z es propio y p, = 0. Si ocurre 2 entonces Z es impropio y, como % (Z) es real, p, es real. Si
ocurre 3 entonces Z es impropio y p, es imaginario puro.

3.8 Distribuciones elipticas

Esta seccién se puede considerar como una continuacién de lo visto en la Nota 2.2.19. Comenzamos definiendo
los vectores aleatorios reales con distribucion eliptica, obtenemos una expresién para su funcién caracteristica y
presentamos dos ejemplos ilustrativos: la distribucion Gaussiana multivariada y la distribucion t —multivariada.
A continuacién discutimos algunas propiedades de la distribucién esférica, concentrdndonos en las distribuciones
marginales, los momentos y la densidad.

Sean (2, F, P) e.p.; n > 2 entero; 1 < k < n entero y X :  — R"™ un vector aleatorio real.

Notacion 3.8.1
Si Y :Q — RF es un vector aleatorio y ¢ : [0,00) — C, denotamos

Y ~ Si(¢),

si la funcién caracteristica de Y es cy (t) = ¢ (t7t), t € R*. Por el Teorema 2.2.19.13, Y ~ Sj,(¢) es equivalente
a decir que Y tiene distribucion esférica. A ¢ la llamamos “funcion caracteristica generadora de la distribucién
esférica”.

Definicién 3.8.2

Sean p € R"; ¥ € R™ ™ simétrica, semidefinida positiva con rg(X) = k; A € RF*" tal que ATA =X y ¢ :
[0,00) — C. Decimos que “X tiene distribucion elipticamente simétrica (o simplemente distribucién eliptica)
de parametros p y % (o mas precisamente de pardmetros p, %, Ak y ¢)” si

X2pu+ATY con Y ~ Si(o).
En este caso escribimos X ~ EC,,(u, X, A, k, ¢), o simplemente X ~ EC,,(u, X, ¢) si no hay lugar a confusién.

Proposiciéon 3.8.3
Sean p, X, A, k y ¢ como en la Definicién anterior. Si X ~ EC,,(u, X, A, k, ¢) entonces

cx (t) = exp (z’tTu) 10) (tTEt) ,t e R™

Demostracion:
Por la Definicién 2.2.19.12 tenemos que

cx (t) = Ep(exp (itTX)) = Ep (exp (itT (n+ ATY))) = Ep (exp (itTp) exp (itTATY))
exp (itT,u) Ep (exp (z (At)" Y)) = exp (itT,u) cy (At) =exp (it "p) ¢ ((At)T At)
exp (itT,u) 10) (tTATAt) = exp (itT,u) 10) (tTEt) .
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Proposicion 3.8.4
Sean p, 3, A, k'y ¢ como en la Definicién 3.8.2. Son equivalentes:
1. X ~ EC,(u, X, A Ky ).
2. X = u+ RATU® donde:
2.1. R: ) — [0,00) es una variable aleatoria, Fg su f.d.a.
2.2. UM ~ U (SF).
2.3. Ry U™ son independientes.
2.4. ¢:[0,00) — C estd dada por

b (1) = /Oo by () G(dr), ¥ t € [0, 00)
0
con ¢, : [0,00) — Cy G : [0,00) — R que satisfacen
cum (8) =1, (tTt), t € R y G(u) = Fr(u), u € [0,00).

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de la Definicién 3.8.2 y el Corolario 2.2.19.23. B

Definicién 3.8.5
Sea S? : Q0 — [0,00) tal que S? ~ X2, entonces, decimos que “S = v/S? tiene distribucién chi con k grados de
libertad” y denotamos S ~ Xj.

2
m5L tiene distribucion F con (n,m) — grados de libertad”

1A 2 Q2 2 2 2 : «
También, si ST ~ X, v S5 ~ X, entonces decimos que 53

mS?
y denotamos nsgl ~ F(n,m).

Ejemplo 3.8.6 (La distribucién Gaussiana multivariada)
Y

Sea Y = | ! | un vector aleatorio real tal que Y ~ N (0, I,), entonces la funcién caracteristica de Y satisface que
Yy,
cy (t)=¢ (tTt) para cada t € R¥, siendo ¢ € ®;, dada por

¢ (u) = exp (—%) ,u> 0.

Por la Notacién 3.8.1 tenemos que Y ~ Si(¢). Ahora sean u € R” y A € R¥*™ tal que k = rg(A) <ny AT A es
definida positiva. También sabemos que si
X=u+A"Y,

entonces X = N, (1, ¥), siendo ¥ = AT A. Luego, por la Definicién 3.8.2, tenemos que
X~ EC, (11,5, Ak, )
y, por la Proposicién 3.8.4, esto es equivalente a
X =4+ RATUW,

donde R > 0 es independiente de Uk ~ Y (Sk). Entonces

e o] = Jroo] <

Ademds, como Y ~ Nj(0, I), entonces Y7, ...,Y) son independientes e Y; ~ N(0,1) V j = 1,...,k. Luego ng N
['(3,3)Vji=1,..k, porlo cual

k
k1
2 _ 2N —_, =
Yl —jEZlYJ F(Q’Z)'
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Por lo tanto R ~ X}.

Ejemplo 3.8.7 (La distribucién t—multivariada.)

Definicién 3.8.7.1
Sean m € N, n > 2 entero, V ~ N, (0, I}), S ~ X,,,, V y S independientes e Y : Q — R” tal que

. vmV
Y = +—.
S

En esta situacion decimos que “Y tiene la distribucién t—multivariada n—dimensional con m grados de libertad”
y denotamos Y ~ Mt, (m,0,I,).

Proposicion 3.8.7.2
Sean m € N, n > 2 entero e Y : Q — R™. Son equivalentes:

1. Y ~ Mt, (m,0,1,)

2. Yé\/ﬁ~R~¥, donde
2.1. R: ) — [0,00) es una variable aleatoria
2.2. R, U™ y S son independientes
23. R~ X,
2.4. UM ~ U(S™)
2.5. 8~ X,,.

Demostracion:
Es inmediata por la Definicién y el Ejemplo anterior. ll

Nota 3.8.7.3 (Continuacién de la Proposicién 3.8.7.2)

Sea,
. R

R S

Por la Definicién 3.8.5 tenemos que (B)? _ mR? F(n,m). Luego Y = R*U™ con R* y U™ independientes

n nS2
tales que @ ~ F(n,m)y U™ ~U(S"™). Por lo tanto Y € Sp(n, R*) (ver la Notacién 2.2.19.24), lo cual implica,
por el Corolario 2.2.19.22 que Y tiene distribucién esféricamente simétrica.

Definicién 3.8.7.4
Sean € R™"; X € R™*™; Ac R™™ tal que ATA=3; me Ny X:Q — R Decimos que “X tiene distribucion
t multivariada n — dimenstonal de parametros p, ¥ y m grados de libertad” si
X=p+A"Y conY ~ Mt, (m,0,1,).
En simbolos X ~ M¢,, (m, p, X).

La siguiente Proposicién muestra que si X ~ S, (¢), entonces todas las distribuciones marginales de X son esféricas
y todas las funciones caracteristicas marginales tienen el mismo generador.

Proposiciéon 3.8.8

Sean ¢ € ®,,, X ~ S, (¢), m € {1,....n—1}, X1 : @ — R™, X5 : Q@ — R™ ™ tales que X = {?1] Entonces
2

X1 ~ S ().

Demostracion:
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Como X ~ S, (¢) entonces cx (t) = ¢ (t"t), t € R". Ahora, para cada t; € R™, sea t = [Otl } € R™. Luego
n—m
exp (itTX) =exp (¢ [tT 0 } X = exp (itTX )
1 m—n X2 1 1)
con lo cual
ex, (t1) = Ep[exp (z’tIXl)] = Ep [exp (itTX)] =cx (t)
t
= o(tTt) =0 <[t1T 01— {OnlmD
= ¢ (t]t1).
Por lo tanto Xy ~ S,, (¢). B
Teorema 3.8.9
Si UM ~ U (S") con n > 2 entonces E (UM) =0y X (UM) =11,
Demostracion:
X1
Sea X = | : | ~ N, (0,I,). Por el Ejemplo 3.8.6, tenemos que X = || X[ U™ con IX[? ~ X2y |IX]| y
Xn

U™ independientes. Entonces 0 = E (X) = E (|X[|U™) = E(|X|) E (U™) y, como E (||X||) > 0, resulta que

E(U™) = 0. Ademds

L = S(X)=E(XX")=E <||X||2 g™ (U(")>T) =5 (IX|?) B (Um) (Um))T)

E(IXIP)s (v™) =B (Y x2 | = (v™) = ZE (x3)s (v™).

j=1

Pero, como X; ~ N(0,1) entonces E(Xf) = 1 para cada 7 = 1,...,n. Luego I, = nX (U(”)), es decir (U(")) =
1
17, m

Corolario 3.8.10

Sean R € L% (Q, F,P;[0,00)); U™ ~ U (S"); n > 2; Ry U™ independientes; ¢ € ®,; X = RU™ y X ~ S,,(¢).
2

Entonces E(X) =0y X(X) = @Iw

Demostracién:
Aplicando el Teorema anterior tenemos que E (X) = E (RU™) = E(R)E(U™) =0y

T T E(RQ)
2(X)=E(XX")=E(RU™ (U™ =BRHE(U™ (U™) ) =ER)S (U™) = I, H
o) = 8 (xx7) = B (R0 (00)) = ptyp (000 (0) ) = oty (0) = 2
Definicién 3.8.11
Sean X1, ..., X,,,+1 variables aleatorias independientes tales que X; ~ I' (a;;,1), Vi =1,...,m+1 donde ; > 0. Para
cada j =1,...,m + 1 sean

Y, = i
i= Zm-‘rl X,
i=1 “%i
Entonces decimos que “(Y1,...,Y;,) tiene distribuciéon de Dirichlet con pardametros ai,...,m+1” y denotamos

(Yl, ,Ym) ~ Dm (011, veoy Oém+1).
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Teorema 3.8.12
Sean n > 2; m € {1,...,n}; ny,...,n, € Ny tales que Z;n:l nj=mn; ¢ € Dp; X ~ 5,(¢); R: Q2 — [0,00) una

X (n1)
variable aleatoria tal que X = RU™ y para cada j € {1,...,m} sean X(™) : Q@ — R™ tales que X = :
X (nm)
Entonces
Rd;U™)
X = , donde
Rd,,, U (")

1. dj : @ — [0,00) es una variable aleatoria, ¥V j =1,...,m
2. (di,....,d%) ~ D, (%, ..., )

3. UM ~U(S™),Vji=1,..,m

4. (d1,.vd) y (UMD, ..,U™)) son independientes.

Demostracion:

Sea Y ~ N,(0,1,). Entonces Y = [[Y||U™, con ||[Y|]> ~ X2y |[Y] y U™ independientes, segtin vimos en el

Y (1)
Ejemplo 3.8.6. Sabemos que Y = : , con Y(i) ~ Ny, (0,1,,), ¥V j = 1,...,m. Luego, por el Ejemplo 3.8.6
Y = [ Y0 || U con |[Y0)|* ~ X2, UM ~ Y (S™) y [ YD) y U™ independientes. Luego
R B i
v 1 [Y™ T gl
g = _—_ = _—_ : = : = :
Y Y . . .
H H H || Y(’ﬂm) Y("Tn) | Y‘("nL)HU("?n)
Y]] YT
(ny)
y si para cada j = 1,...,m definimos d; = ”‘\{IY7T|| entonces se cumple 1 de la Proposicién. Ahora pongamos
Y1 Yl Yl Yl
Y = | | con Yy,..,Y, vaiid N(0,1). Entonces Y1) = S, Y(2) = S, LY ) = :
)/'VL Ynl leg Y’L/nl
Definimos
ni n2 n
S1=> V2 8= > YE ., Sy > V2.
k=1 k=ni1+1 k=ni+-+nm_1+1
Luego, 51, ..., Sm son independientes y S; ~ ij, VvV j=1,...,m. Entonces
N
o _IY™IT s 82
Y XSSk X (Sk/2)
con %” ~T (%17 1), Vi=1,...my %, s Sﬁ" independientes.
dyU )
Por la Definicién anterior resulta que (d%, ...,dfn) ~ Dy, (%, - "7’”) Ademés U™ = y, como X =
de(nj)
Rd,;U™)
RU™  se sigue que X = .l
Rd,,, U (m)
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Notacion 3.8.13

Denotamos
RY = {(z1,..,zn) ER":2; 20, Vi=1,..,n},
D(xq,...,xy) = {(ml,...,xn) e R} : in < 1} y
i=1
n+1
IIT ()
B,(a) = —=1 — donde o= (ay,...,an)".

Adem3s para cada funcién medible no negativa f, sea

I,(fla)= /]Rn f <ixl> (ﬁ x?i_ldxi> , donde o = (ay,...,a,) . (3.8.13.1)
T \i=1 i=1

Lema 3.8.14
Se cumple que I, (f | &) = By—1 (a) - I1 (f | D11 @), siempre que cada integral exista.

Demostracion:
Yi=x;,t=1,...n—1

n—1 an—1 /p 4
i=1 i=1

) W= Yi i —
donde D = {(yl, v Yn) ERY Z?le Y < yn} Consideremos ahora otra transformacién { T Y

Transformando en (3.8.13.1) y notando que el Jacobiano de la transformacion es 1,

tenemos que

n—1

Su Jacobiano es y"™ -+, entonces

n—1 oan=1 /p_1 oo
Li(fla) = / (1 - Zm—) (H u?i_ldui> ></ fly)y>=i=r @iy
D(ul,..‘,un71) i=1 i=1 0
n
= Bn—l (a) . Il <f | ZO{Z> .
i=1

Lema 3.8.15
Para a; > 0,7 =1, ...,n, tenemos que

n n
/ f <Z Z‘?) (H |xi|2%_1 dxl) = In (f | a) .
" i=1 i=1
Demostracién:

Por la simetria de z1, ..., x, alrededor del origen tenemos que
I 2/ / (Z xf) (H |2 |7 d$i> = 2"/ f (Zx?) (H xfai_ldxl') .
R" i=1 i=1 R% i=1 i=1

n -1
. . - 1/2
Sea u; = 2%, i = 1,...,n, entonces el Jacobiano de esta transformacién es (2" H ui/ > . Luego

i=1

IZ/H ! (;u> <1:[1u?i1dui> =L,(f|a).m
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Corolario 3.8.16
Sea g : [0,00) — [0, 00) medible y n > 2 entero. Entonces

Demostracién:
Aplicando los Lemas anteriores con «; = % Vi=1,...,n tenemos que

/Rn g <z§ x2> dxy ... dx, = /R g (zn: u) (ﬁl uil/zdui>

(o) = Bus (@)1 (a1 5) = T2 [ty ~ay

| obTx)ix

n/2

- rzn/2) /OOO suy*dy

Por lo tanto queda demostrado el Corolario. B

Definicién 3.8.17
Sea g : [0,00) — [0,00) medible y n > 2 entero. Decimos que “g es una funcién generatriz de densidad de

dimension n” si
/ g (xTx) dx = 1.

Definicién 3.8.18

Sea X : 2 — R™ un vector aleatorio. Decimos que “X admite una generatriz de densidad dada por g : [0, 00) —
[0, 00) medible” si se cumplen:

1. g es una funcion generatriz de densidad de dimension n

2. P(XeB)= [,9(x"x)dx,V B € B,.

Nota 3.8.19
Sea X € Sp(n) tal que X admite una densidad con respecto a la medida de Lebesgue sobre R™, digamos fx. Por
el Teorema del cambio de variable tenemos que fx (I'y) = frrx (y), para cada I’ € O(n) e y € R™. Pero, dado que

I'X=XVTeO(n),

resulta que frrx (y) = fx (y), para cada I' € O(n) e y € R™. Luego fx (I'y) = fx(y), para cada I' € O(n)
ey € R es decir fx es O(n)—invariante. Se sigue por el Lema 2.2.19.11 y el Teorema 2.2.19.7 que existe
g :10,00) — [0, 00) tal que

fx(x)=g(x'x),VxeR"

Por lo tanto, son equivalentes:
1. X admite una densidad.
2. X admite una generatriz de densidad de dimensién n.

En este caso, por el Corolario anterior, tenemos que

tLMJQW—(;/m" o)y =1.

Por lo tanto, una funcién medible g : [0, 00) — [0, 00) puede ser usada para definir una densidad cg (x X) para
alguna distribucién esférica si y sélo si

/ y2 g(y)dy < oo.
0
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En este caso, escribimos X ~S,,(g).

Teorema 3.8.20

Sean R : Q — [0,00) medible; n > 2 entero; U™ ~ U(S"); R y U™ independientes; ¢ € ®,; X ~ S,,(¢);
X=RUM yg: [0,00) — [0, oo) una generatriz de densidad de dimensién n. Si X admite a g como generatriz de
densidad entonces R tiene densidad fr dada por

s
fr(t) = ——~t""1g(t?), t € [0,00).
(%)
Demostracion:
. . U1 ()
Notemos que XTX = (RU(")) (RU(")) = R? (U(")) (U(")) = R?, pues si UM (w) = , entonces

T(Ln) (w)

(U™ (w))T (UM (w)) = Py (U(n)( )) = 1 para cada w € Q. Sea h : [0,00) — [0, 00) medible. Por definicién

y por el Corolario 3.8.16 tenemos que

Ep(h(R)) = Ep (h( XTX>> :/nh(\/ﬁ> fX(x)dx:/nh( xTx)g(xTx) dx
)/OOO i1 (V) g(y)dy.  (3.8.20.1)

Sea s = /Yy = ds= ;l—yﬁ <= dy = 2sds. Por (3.8.20.1) resulta que

Ep (h(R)) = FQ?TL) /0 T (s) g(sD)ds. (3.8.20.2)

n
2m2

Sea fr : [0,00) — [0,00) dada por fgr(t) = F(Q)If"—lg(tz), t € [0,00). Por ser g una generatriz de densidad de
2

dimensién n y por Corolario 3.8.16 obtenemos que

1:/n’g(XTX) dx = Wé) /Ooyglg(y)dy/ooo 1??2) dsf/ fr(s

lo cual implica que fg es una densidad de probabilidad. Sea ahora C € By N[0,00) y h = X¢. Segun (3.8.20.1)

n

PR<0>=EP<XC<R>>=F27(T§) / T X () 9(7)ds = / Frs

Por lo tanto fr es una densidad de R. B

Corolario 3.8.21
Si X ~ S,(g) entonces h : [0,00) — [0, 00) definida por

es una densidad de la variable aleatoria X T X.

Demostracién:
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Por el Teorema anterior sabemos que la densidad de fr estd dada por
o
()

Sea h la funcién densidad de la variable X ' X = R? y definamos F : [0, 00) — [0, 00) dada por F(t) = ¢, ¢ € [0, o0).
Por el Teorema del cambio de variable tenemos que

fr(t) =

"9 (t*) Xjo,00) (B).

n
212 a1 1 s

1 2-1
Wi 9(£)Xj0,00)(t) -7 = O 9(£)Xj0,00) (1) W

0 = Fi (F0) | (7 0)] = 7 (V0)

3.9 Distribuciones elipticas complejas

En esta seccion presentamos una generalizacién de la distribucion Gaussiana compleja: la distribucion eliptica
compleja.

Sean € Nysea F : R*™ — C?" dada por F (x) = T,x una biyeccién, donde T, = [ﬁn ZZL
n —Uin

B € By, escribimos F(B) = {T,,x : x € B}.

}. Para cada

Definicién 3.9.1
Llamamos “o — dlgebra de Borel sobre C2"”,y denotamos o (C2"), al conjunto {F(B) : B € Bay}.

Definicién 3.9.2
Sea Ag, la medida de Lebesgue sobre (RQ", Bgn). Llamamos “medida de Lebesgue sobre (Cf”, o ((Cf”))” a

N (C) = Xy (F) (C) = Xan(F71(0)), C € 0 (C27).

Recordemos que, por la Proposicién 3.1.3, T); ! = %Tf Luego F~1(C) = { E?EEZ;] : [ZZ*] € (CE”}

Nota 3.9.3
En la Seccién 3.2 definimos sobre (C™, o (C™")) una medida que denotamos Az, (I, ), donde Mg, es la medida de
Lebesgue sobre (R?", Ba,,) e I,y es la biyeccién de R*™ sobre C" dada por

Ion Q“D =21 + iv2, [“] € R*".
i) X9

Ahora, si definimos Z,, : C* — C2" por
T,(z) = LZ} ,zeC"
tenemos que Z,, es biyectiva. Asi, a partir de o (C™) (que definimos como o (C") = I, (Bay)) v de Z,, podemos

definir la o—4&lgebra de C2" como
C=TI,(0(C") =17, Ien, (Bay)).

También, a partir de la medida Ay, (I.,) y de Z, podemos definir la medida Aoy, (I.,)(Z,) sobre ((Ci”,C). Es
natural entonces preguntarnos las relaciones entre o ((Ci") de la Definicién 3.9.1 y C, y las relaciones entre A5, de
la Definicién 3.9.2 v Aoy, (Ien)(Zy).

Afirmacién: C = o ((Cz”) Y A5y = Aan(Ien) (Z1n).
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Demostracion Afirmacion:
Notemos que F' =Z,, o I, entonces C = Z,, (1o, (Bay)) = F (Bay,) = 0 ((Cz”) y

= )\2n (In
1

(FH(O)
(
= ol
= (
(

r’a\‘
3
N
|
-
=
a
=

I.,)(Z,) (C),VC€o(C2"). M

Proposicion 3.9.4 B _
1. Sea f:R?*™ — [0,00) una Mg, —densidad de probabilidad. Entonces f : C2* — [0,00) dada por f = fo F~!
es una A5, —densidad de probabilidad.

2. Reciprocamente, sea f : C2" — [0, 00) una A}, —densidad de probabilidad, entonces f : R2" — [0, 00) dada
por f = f o F es una Ao, —densidad de probabilidad.

Demostracion:
Bastaria probar 1 pues la parte 2 es andloga. Por la Definicién anterior tenemos que, para cada C' € o (CE")

Xod)s, = A5, (C) = Ao (F7H(C)) = / Xp-1(cydAay = / (X o F)dAgy,.
C2n R2n R2n

Luego, para toda h : C2" — [0, 00) o (C2") — medible vale que

/C . hdX;, = /R B (E ° F) Aoy

fdxs, = / (fo F) dAop = / (foF loF)dXy, = fdAa, = 1.
Cc2n R27 R2n R27

Entonces

Por lo tanto queda demostrada la Proposicién. B

Proposicién 3.9.5
Sean g : [0,00) — [0, 00) medible tal que 0 < [~ ¢""1g(t)dt < 0o, X € L* (Q,F, P;R*), p = E(X), & = ¥ (X)
y p:R?" — [0, 00) dada por

P00 = g (- )T 57 (- ) x B2

V/det (32)

(n—1)! Entonces p es una \s, —densidad de probabilidad.

donde ¢, (g) = T gt

Demostracion:
Como ¥ es simétrica y definida positiva, existe L € R?"*2" matriz triangular inferior invertible tal que ¥ = LLT.

Luego Y71 = (L‘l)T L=! ydet (L) = +/det (%), con lo cual

p0) = g (e (@) L )
= st (B o) e ).

125



Sea y = L' (x — p) entonces dy = (det (L)) " dx. Se sigue por el Teorema del cambio de variable y por el
Corolario 3.8.16 que

[optan = 20 ] g (17 e ) [ )] e
= cal9) /R Qng(yTy) dy

() /0 y"g(y)dy

n—1)! ™ /°° _—
= = Yy g(y)dy
T fo tn=1lg(t)dtI' (n) Jo )

= 10

™

= cal9)

—~

Notemos que, si tomamos a p como la densidad de X resulta que X ~ S, (¢, (g) - 9).

Proposicién 3.9.6 (Continuacién de la Proposicién 3.9.5)
Sea Z = T,,X. Entonces Z tiene una A3, —densidad dada por

= 2ol () ().

bz (Z) - \/m

donde p =T, ,py H = T,XTH.

Demostracion:
Por la Proposicién 3.3.3 sabemos que H = ¥ (Z). Ademds, como X € £2 (Q, F,P; RQ") entonces Z € L2 (Q, F, P;C").
Luego se sigue por la Proposicion 3.3.15 que H es semidefinida positiva, con lo cual

(z—pw)" H ' (z—p)20,VzeC™
1

Notemos que, por la Proposicién 3.9.4, es suficiente ver que pz = po F~!. Seanz € C" y x = §ng arbitrarios.
Puesto que

1 1
S =THET, n= §T,{IH, I, = §Tan y det (X) = 27" det (H)

entonces

p(F'(z) = px

Definicién 3.9.7

En el caso de la Proposicién anterior decimos que “Z, tal que Z = { } , tiene densidad eliptica compleja bajo P,

Z
Z*
con pardmetros p € C3n H e W™ 3y g :[0,00) — [0,00)”. En sfmbolos Z ~ EC (n, n, H, g).
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Proposicion 3.9.8
SiZ~EC (n, u, H, g) y Z es propio entonces

v (e) = g migo (20" (@) - )

_ |z _| M
s [ ve- 1]

Demostracion:
Por la Proposicion 3.3.3 y por ser Z propio tenemos que H = {E éz) > (OZ)*} . Entonces

P z—p " 2@ 0 2~
(e—p) H (z-p) = {(z_,f)*] 0 (z(z)*)*] {(z—ﬁ)*}

. a1l @ E-w

= le-w" @-w] (Z(Z)*)-l(z_“m*

= z-w'S@)  e-w+E-w (2@)) (z-u).

Como vimos en la demostracién de la Proposicién 3.3.15, ¥ (Z) es semidefinida positiva y hermitiana, lo cual implica

que
(z-w"'2@2) - m+ - (2@)) -w =20-w'S@) -y

det (H) = det (X (Z)) det (X (2)*) = det (3 (Z)) det (z (Z)T) — [det (2 (Z))]?.

Ahora, por la Proposicién 3.9.6, tenemos que

pa(@) = 2D g (g ) B (2 ) = )y (2e-w"s@) " (- w).

Z J/det (H) " Jdet (2 (2))]

Queda entonces culminada de prueba. B

Podemos generalizar el concepto dado en la Definicién 3.9.7 trabajando con H € W"*"™ no necesariamente igual a
Y (Z) para Z € L? (Q,F, P;C").

Definicién 3.9.9
Sean g : [0,00) — [0,00) medible, p € C2", H € W™*™ definida positiva, ¢,(g) > 0 tal que

enl9) (- " H " (2— 1)) X, (d2) = 1.

et (&) Jez !

Entonces decimos que “p : C2" — [0, 00) dada por

. calg) _
P = @ (e-w" 2" (z-n)

es una densidad eliptica generalizada compleja de pardametros : n, pu, H y g”. En simbolos Z ~ £GC (n, u, H, g).

Ejemplo 3.9.10 (Eliptica generalizada compleja Gaussiana)
Como en la Definiciéon 3.9.9 con g dada por

9(t) = exp <;> te0,00).
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Ejemplo 3.9.11 (Eliptica generalizada compleja t—multivariada con m—grados de libertad)
Como en la Definicién 3.9.9 con g dada por

g(t) = (1+ ;L)n? ,t€10,00).

Si m =1 serd el ejemplo de Eliptica generalizada compleja Cauchy.
p

o J con p € C tal que |p| <1,

Veamos el siguiente caso particular de una Cauchy. Sean n =1, p = 8 ,H = [

_3
2

y g:[0,00) — [0,00) dada por ¢g(t) = (14+¢)" 2, t > 0. Entonces

e

| 212" —2Re (p(=)°) |

p(z)= 1+ 5
om\/1 — |p|? 1—pl

Demostracion:
Notemos que det (H) =1 — |p|2 entonces H ™' = ﬁ [1/)* _{1 . Luego, para cada z = Li} € C2, tenemos que
H
1 — 1 — pz*
O [ P P
=P =] = 1] T 2tz
1 * * * * 1 2 %\ 2
= — [ E-—p)t2(—p2+)]= —— [2|z\ —2Re(p(z ) )]
1—1pl 1—1p|
2|2|* — 2Re (p (z*)2>
1—|pf*
Ademés ¢1(g) = m y, como [;* (1+ t)_% dt = [;° uw3du = 2, resulta que ¢1(g) = 5. Ahora, por la

Definicién 3.9.9, obtenemos que

0 (ZHH—l B 1 2|z|2 — 2Re (p (Z*)Q)

g(Z"H™'z) = g 5
det (H) o /1_|p|2 1—1p|

p(z) =

3.10 Estadisticas suficientes para C-matrices de covarianza: la dis-
tribucion de Wishart compleja

En esta seccion, establecemos que la matriz de covarianza muestral aumentada y el vector medio muestral
aumentado son un par de estadisticos suficientes para estimar la matriz de covarianza y el vector medio aumentado
de un vector aleatorio complejo Z con distribucién Gaussiana compleja. Ademds, presentamos la distribucion de
Wishart compleja.

Lema 3.10.1
11 o Gip v1

Sean n > 2 entero, A = | . eCr"yv= . | € C". Entonces vH Av = tr (AVHV).

anl e Qpn Un,
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Demostracion:
Por un lado tenemos que

aiy v Qip | |V1V7 o V1Y, Zj:l 15051 Zj:l 15UV,
Aviv = | : : : = : : ,
* * n * n *
An1 - Gpp] [Un¥1 -0 UnU, Zj:l GnjUjvy - Zj:l OnjUjUp
H = n n Ly .y ¥
por lo que tr (Avfv) =3, > j—1 @kjv;vy. Por otra parte

a0 a| [ur >y arv;
vilAv =[v; - X)L Sl =op o vl

n
An1 '+ Qnn| |Un Zj:l AnjUj

*

n n
*
= E E akjvjvk.

k=1 j=1

Por lo tanto v Av = tr (AVHV). |

Ejemplo 3.10.2 (Una forma de interés de expresar la densidad conjunta de una muestra aleatoria de
una Gaussiana)

X1
Sean M > 2 entero, p € R, 0 >0, X ~ N (u,oQ), X = : una muestra aleatoria de tamano M de X y
X
px : RM — [0,00) la densidad de X. Entonces
M _ 2 1
M 1 1(x—
px (x) = (2%02) 2 exp ~557 Z:l (Tm —X)Q] exp —5()(07/02 x=|1|€ RM.
"= (ﬁ) TM
donde X = ﬁ Z%Zl T
Demostracion:
Ya sabemos que
2\~ % 1 < (Im*/‘)Q
px (x) = (270°%) " % exp _§;T . (3.10.2.1)
Ahora, teniendo en cuenta que Z]\m/[:l(xm —X)(X — p) =0, resulta que
M 2 M - - 2
(Tm — )" _ 3 [(Zm —%) + (X — )]
o2 N o2
m=1 m=1
N iw: (wm 2)2 + Q(mm - i)(i - ,u) + (i - ,u)
- 2
m=1 g
M _ M
(@m —%)? | 2 . (% — p)°
L T
m=1 m=1 m=1
M
S (Tm —X)*  M(X—p)?
- 2 2
m=1 g g
Finalmente, reemplazando en (3.10.2.1), obtenemos que
M =\2 = 217
ey [1& @a-w) 1 M- p)
px(x) = (2m0%) * exp [‘zmz_:lgz e =R

—y R > L(®—p)°
= (2%02) ® exp 72—22(@”7?) exXp |[—=——= |,
g

m=1
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lo que prueba la igualdad propuesta en el ejemplo. B
Ahora extendemos el resultado del Ejemplo anterior al caso en que Z ~ NC, ; (1, %), siendo

$(Z) 2(2)
(2 2(2)

M;E(Z)—EQZZ*D yX=3%(2)=

Sean M > 2 entero y Z = (Zl,...,ZM)—r una muestra aleatoria de tamafio M de Z (es decir Zi,..., Zp son
C—vectores aleatorios independientes y todos con distribucién NC,, (H’ Z))

Proposicion 3.10.3
Z es un C—vector aleatorio de dimensién nM con una densidad (con respecto a la medida Aaary (Ie,amn)) dada por

exp [—; i (2m— ) 27! (zm—u)]

I\J‘E

fz ((zh...,zM)T) = M [det (2)]

m=1
_ ﬂ_f’nl\f [det (Z)]_% exp |:_‘]2Wt,r, (Els(z)):| exp |:— (Z_H)H 3 1 (Z_ H) )
donde
. T oM - . 1 .- 1 S zZ z)"
z=(z1,2m) €CMY, 2= MW;Z’—’"YS(Z) = M;(@—Z) (zm—2)
Demostracion:

Aplicando el Lema 3.10.1 para cada m = 1, ..., M tenemos que

(= )" =7 (o= 1) =7 |27 (2 — 1) (2 — )]

Lueso
RIS TR
- oS ) ]
_ tr{zli [Ex (Zm#)H]}
_ Mtr{zlj\zni[(zm_ﬂ) (2m “)H}}
pero

(1) o) = 5 (2 + @ )] [ 2) + (2 )"

NI
NE

3
ﬂ‘
3
ﬂ‘



con lo cual

X_:l(@*ﬁ)HZ’l(Lm*ﬁ) - Mur[zT'S@+2 " Z-p) E-n)"]

= Mur[s7S @)+ Mir[S7 Z-p) (- )"
= Mtr[ZS@]+M(E-p)" S @),

Finalmente se sigue que

M

exp _% Z (@_H)Hz—l (Zm—M)} = exp [—]\;tr( 1S (z ))] exp {_

m=1

y, por ende, queda demostrada la Proposicién. B

Observacion 3.10.4

donde

. 1 M _ _\H 1 &l — T
S(z) = MZ(Zm—Z)(Zm—Z) »S(Z)ZMZ(Zm—Z)(Zm—Z) ;

m=1
M _
z = (Zla ey ZI\I § Zmy 2= |:*:| .

A la matriz S (z) la llamamos “matriz de covarianza muestral aumentada” y a las matrices S (z) y S (z) las
llamamos “matriz de covarianza muestral” y “matriz de pseudocovarianza muestral”, respectivamente.
y ,

Demostracion:
Para cada m =1, ..., M tenemos que

entonces

_ [ en-DCn -9 (e —2) (m —z)T]
(om = 2) (2m =D (2 —2) (2m —7)

— —\H — —
(Zm - Z) (Zm - Z) (Z'm - Z) (Z'm —Z

. .
T (-9 -27) (Gn-2) e -2)") ] '

Por lo tanto

S@ = 37 Y (=7 (a-2)"
_ [M met (G =8) (2 =2 0L (2 —2) (2 — 2) ]
EEn (=D en-2T) F T (Gn =2 (en —2)")
_ [$@ S@
B [S(z)* S (z)* - .
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Notacion 3.10.5
Sea n > 2 entero. Denotamos por

Cov(nxn)={XeW"™" :existen (QF,P) ep.y Z € L*(Q,F,P;C") tales que L =% (Z)}.

Nota 3.10.6:
Apelando al Teorema de factorizacién de Fisher-Neyman podemos deducir, por la Proposicién 3.10.3, que la funcién
definida por

(z1,02m) — (5 (@),V (21,0, 2m) " €CY,

es una estadistica suficiente para estimar los parametros en la familia {./\/'(Cm] (H’ Z) tpE Cny ¥ eCov(nx n)}
Distribucién de Wishart compleja.

Supongamos ahora que E(Z) = 0 entonces yp = E(Z) = 0. Sean X; = Re(Z) y X» = Im(Z). Para cada
. . . ., . Xl . Xl m
m=1,..,M sean X1 ,, =Re(Z,,) y X2,y =Im(Z,,). Consideremos también X = | Y X, = X, | Por lo
2 2,m
estudiado en la Seccién 3.4 sabemos que X ~ Ny, (0, (X)) con

(X) =T, '2(2) (1) ' = JTIS (D) T,

n

Sea X la matriz aleatoria 2n x M cuya m—ésima columna es el vector aleatorio X,,,. Es decir X = [Xl o X M] .

Entonces W, = X (X)T es una matriz aleatoria 2n x 2n cuya distribucién llamamos “Wishart de dimension 2n

con M grados de libertad y pardametro 3 (X)”. En simbolos Wy, ~ Wa, (2 (X), M).

Extendemos ahora la distribucién de Wishart a los complejos. Para ello procedemos de manera similar a la realizada

en la Seccién 3.4. Notemos que Z,, = [(sz)*} =T, X, Vm=1,....M. Por lo tanto Z = = T, X. Luego

7z 2" =T, X(T,X)" =T,X(X)" T = T,W,,, T

Sea W,, =Z- Z" . Es natural entonces llamar “distribucién de Wishart compleja de dimensién 2n con M grados

de libertad y pardametro X (Z)”, a la distribucién de W,,,. En simbolos W,,, ~ WCay, (X(Z),M).

3.11 Funciones caracteristicas de C — v.a.

La funcién caracteristica es una caracterizacién equivalente de la funciéon de densidad de probabilidad de un
vector aleatorio y trabajar con ella puede ser més conveniente. En esta seccién nos concentramos en estudiar esta
funcién. En particular analizamos la funcién caracteristica de un C—vector aleatorio con distribucién eliptica
compleja, obteniendo dos expresiones para la misma. Definimos los vectores aleatorios complejos con distribucién
eliptica generalizada compleja y, finalmente, establecemos una simple conexién entre la matriz de covarianza
aumentada y el parametro H.

Sean (Q,0 (), P) ep., n € N, Xq,X5 : Q — R™ vectores aleatorios, Z : @ — C™ definido por
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Z(w) =X, (w)+iXy (W), VweQ, X = Ej yZ=T,X = [ZZ}

Definicién 3.11.1
Llamamos “funcion caracteristica del vector Z” a cz : C" — C dada por

cz(z) = ¢x, ,x,) (X,¥) = Ep {exp [z (XTX1 + yTXQ)]} ,Vz=x+1iy € C".

Proposiciéon 3.11.2
Se cumple cz(z) = Ep {exp [iRe (2Z)]} = Ep [exp (32"Z)], Vz € C".

Demostracién:
Sea z = x + iy € C" arbitrario. Como z7Z = (x" —iy") (X; +iXs) = (x X1 +y Xs) +i (x' Xo —y ' Xy)
entonces

Re (ZHZ) = XTX1 + yTXQ.

Ademas
H _ H Z| g Trpx
ZZ—[Z ]Z*_ZZ+ZZ
= (x" —iy") (X1 +iXo) + (x" +iy ') (X1 —iXa)
= 2(x X erTXz)
con lo cual 2.2 =xTX;, —I—yTXQ. |

Funcién caracteristica de un C—vector aleatorio con distribucidon eliptica.

251
Ho

rg(X)=k; AcRF*?" talque ATA=Xy ¢:[0,00) — C.

Sean 1 < k < 2n; puq v py en R p = [ } € R?™; ¥ € R?™*2" matriz simétrica semidefinida positiva tal que

Lema 3.11.3

Sean Hy y Ha en C™*™ tales que {Hl Hy

— - H
H; H1] = H =T,YT;". Entonces

1. H es hermitiana

2. H; es hermitiana
3.z"HizeR, VzeC

Demostracion:
1. Como H = T,,XTH entonces

HY = (T,>1" = 1,97 = T,5TH = H.

2. Puesto que HY =H y

gH — [Hl Hz]H

_[HE =) [H{T HY
Hy Hy| -

oy m") o |\Hy' HY
resulta que H{f = H;.
3. Sea z = x + iy € C" arbitrario con x e y € R"™. Pongamos H; = A; +iB; con Ay y By en R"*™. Como H; es

hermitiana, por la Proposicién 3.1.11, se sigue que 4; = A] y By = —B/ ; con lo cual
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ZHle = (XT — ZyT) (Al + ZBl) (X + Zy)
(XT — in) (A1x — B1y + iA1y +iB1x)
= x Aix—x'Biy+y Aiy+y Bix+i(x Aiy+x Bix—y Aix+y' Biy).
Ahora, como x" A,y € R entonces
x Ay = (x"Aiy) =yTAlx =y Aix,
lo cual implica que x" A;y —y " A;x = 0. También, como y ' By + x" B;x € R tenemos que

T
yTBly + xTle = (yTBly + XTle)

= y'B/y+x'B/x

= —(y'Biy +x'Bix),

es decir y' By +x' B1x = 0. Por lo tanto Im (ZHH1Z) = 0. Queda entonces terminada la prueba del Lema. B

Supongamos ahora que

X = |:§1:| ~ ECQ” (l"’v Ea Aa ka ¢)
2
(recordar la Definicién 3.8.2). Por la Proposicién 3.8.3, sabemos que la funcién caracteristica de X es cx : R*® — C
dada por
ex (t) =exp (it p) ¢ (tTSt), Vt € R ()

Sea Z = X1 +’LX2

Definicién 3.11.4 (Extensién de la Definicién 3.9.7)
Decimos que “Z tiene distribucion eliptica compleja con parémetros pu = T,pu € C*, H = T,XTH ¢ Wnxn y
¢ :[0,00) — C”. En simbolos N

Z~EC(n,p,H,¢).

Proposiciéon 3.11.5
La funcién caracteristica de Z es ¢z : C"* — C dada por

cz(z) = exp (;~ZH'H>¢<i~zH~H~z>

= exp{iRe[z" (1 +iny)|} o (;ZHle + %Re (zHsz*)) ,V zeC",

251
donde p = .
# [“2]

Demostracién:
Sea z = x + iy € C™ arbitrario con x, y € R". Comprobemos la primera igualdad. Por la Definicién 3.11.1 y por
(%) tenemos que

e2(z) = Ep {exp [i (XX, +yTX2)]} = ex (m) — exp (z X" yT] M) ¢ ([XT b [;‘D L (3.115.1)

H2

Seaz=1T, [ﬂ entonces [;] =Tz = %ng, por lo que



Luego

Reemplazando en (3.11.5.1) concluimos que

0z(Z)=eXp(;-ZH'N>¢<i~zH-H-z>.

Ahora verifiquemos la segunda igualdad. Por un lado tenemos que
2y = {Z}H [H] = [xT—iyT xT +iyT] {/h +7;1U'2}
Ze e iy — ity
= (x" =iy ") (u +ipe) + (X" +iy ") (g —ipe) =2 (X 4y p2)
mientras que, por otro lado
2 (g +ipg) = (xT =iy ") (i) = (x g +y T p) i (x s —y )

Asi
2" p = 2Re 27 (1) +ips)]

lo cual implica que

exp (;zHu> = exp {iRe [ZH (py +ipg)] ). (3.11.5.2)

Teniendo en cuenta que, por el Lema anterior, z7 Hyz € R obtenemos que

2 o [ ] |

(zHle + ZTH2*Z +z" Hyz* + zTHfz*)

'ZH'E'Z =

| =

[ZHle + (ZHng*)* +z" Hyz* + (ZHle)*:|

[(ZHle) + Re (ZHHQZ*)} .

DO = s = s = | =

Luego
1 1 1
) ( .z .H.z) =0 <2ZHH1Z + 3 Re (ZHHQZ*)> . (3.11.5.3)
De (3.11.5.2) y (3.11.5.3) obtenemos que
. H . L u 1 Hopp %
cz(z) = exp {iRe [2" (uy +ipy)] } & 72 Hyz + 3 Re (z"' Hyz") | .
Por lo tanto queda finalizada la demostraciéon. W

Ejemplo 3.11.6
Sea X como en el Ejemplo 3.8.6. Esto es X ~ Ao, (1,3) v ¢ : [0,00) — C dada por

o (u) = exp (—%),Vuz().
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En este caso H =X (Z) = %(2) ;J(Z)

(2)"

,eonZ =X, +iXoy X = Bgl} . Luego, por la Proposicién anterior,
2

cz(z) exp {iRe [z (uy +ip,)]} o (;ZHE (Z)z + %Re (zHi (Z) z))
= exp {iRe [z (u; +ip,)] } exp <£112HZ (Z)z — iRe (zHi (Z) z)> .

Por lo tanto, si Z es propio, entonces

cz(z) = exp {iRe [z (1, +ip,)] } exp (izHE (Z) z) .

Definicién 3.11.7 (Extensién de la Definicién 3.11.4)

Decimos que “Z tiene distribucion eliptica generalizada compleja con parametros p € C* y H = [ ! 2] €

H; Hf
2 1
WX semide finida positiva” si la funcién caracteristica de Z es ¢z : C* — C dada por

cz(z) = exp <;~ZH'H>¢G~ZH'H-Z>7Vz€C”.
En simbolos Z ~ £GC (n, p, H, ¢).

Proposiciéon 3.11.8
SiZ~EGC (n,g, H, ng) entonces

cz(z) = exp {iRe [ZH (1 +ipg)] } @ (;ZHle + %Re (ZHHQZ*)> ,VzeC

Demostracion:
Es una consecuencia directa de la Definicién anterior y de la Proposicién 3.11.5. B

Proposiciéon 3.11.9
Sea Z € L2 (Q,0(Q), P;C) tal que Z ~ EGC (1,0, H, ¢) con H definida positiva. Entonces

B (127)  Er(2?)
Ep(22) Er(12F)

(2) = ~

==

donde ¢ = —2¢ (0).

Demostracién:

Por la Definicién 3.11.7, tenemos que cz(z) = ¢ (3 -2 - H-2),V z € C. Como Z € L2 (Q,0 (), P;C) sabemos,
por el Teorema 2.2.10, que ¢z € C? (C,C). (3.11.9.1)

Afirmacién 1: ¢ € C?((0,00),C)

Demostracion Afirmacién 1:

H
Como H es definida positiva, en particular tenemos que [g} [gi gi] [g] > 0, para todo z € C — {0}. Pero
2 1

H
z H1 HQ z _ « le % _ 2
o) [ ] )=t o[ -



lo cual nos dice que H; > 0. Nuevamente, usando que H es definida positiva, sabemos que
N" 1, HN ~o
1 Hy Hy| |1 ’

H
1 Hl H2 1 [—I1 H2 1 .

pero

entonces Hy + Re (Hsz) > 0. Ahora, sea t > 0 y definimos z = , /Hl+1§7tc(H2) € R. Luego

ca) =0 (32" m2) o (11 A i 12| [7]) - e

para todo z € C. De aqui sigue la Afirmacién, por (3.11.9.1). Ahora, por el Corolario 2.2.11, tenemos que

2 2

2\ __ 2\ _ 0
Bp (27) =~ (e2)0) v B (12F°) =~z c2) 0).

Afirmacién 2: Se cumplen

Demostracién Afirmacién 2:
Por la Definicién 1.5.6 tenemos que

82
(ag*)z(cz)(o) = %[DE(CZ)(O)(lvl)+2in(cz)(0)(17i)—DE(CZ)(O)(Z'J)} .
e €20 = P01+ Den)0)G)] . (311.92)

Sean ahora u, v : R? — R dadas por u(z,y) = Re (cz(x +iy)) y v(z,y) = Im (cz(z +iy)), V (x,y) € R%. Por la
Proposicién 1.4.22 tenemos que

D}(ez)(0)(1,1) = D} (u)(0,0) +iD}(v)(0,0),
D}(cz)(0)(i,4) = D3(u)(0,0) +iD3(v)(0,0) y
D2%(cz)(0)(1,i) = DaD1(u)(0,0) +iDyD1(v)(0,0). (3.11.9.3)

Por otra parte, por la Proposicién anterior sabemos que

1 1 1 1 "
cz(2) o] (QZ*le + 2Re(z*H2z*)) =¢ <2 |2|* Hy + 5 Re ((z*Haz") ))
1. 9 1 9 1,5 9 1 .92 .
= ¢ §|z| H1—|—§Re(z Hg) =¢ 5(56 +y)H1—|—§Re(($—|—zy) Hg) , Vz=ux+1iy.
Luego

u(z,y) = Re {qﬁ [; (2® +y*) Hi + %Re ((a:—i—iy)QHz)}} y
|

v(z,y) = Im{qﬁ B(x2+y2)H1+;Re((m—kiy)zHg)]
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De aqui, no es dificil probar que

D1 (u)(z,y)

Re{d)l (wQ—i—yg)Hl—}—fRe (:E+iy)2H2 _ {zH; + Rel[(z +1iy) H}]},

Im {qﬁl

Dy(w)(wy) = Re{¢’

Dy (v)(z,y) {zHy + Re[(z +1iy) H3]}

{yHy + Re[(z +iy) H3i]} v

.
N = N~ N = N~

(#* +y*) Hi + 5 Re {yH1 + Re[(x +iy) Hyil}.

—— —— —(— ——

Dyo)(z,y) = Im{¢’

De estas igualdades es directo obtener que

S

u)(0,0) = [Hy + Re (H3)] Re (¢ (0)),
tm (60
w)(0,0) = [H; — Re (H3) Re( 0)
(¢ ©

)
)
)

3

£ (u)(
D2(v)(0,0) = [H, + Re (H3)]
3(u)(
2(v)(0,0) = [Hy — Re (H3)]Tm (¢ (0
Dy D1 (u)(0,0) = Im (H>) Re ((/5 (0 )) y
(

DDy (v)(0,0) = Im(Hs) Im (qs (0)). (3.11.9.4)

Finalmente, reemplazando en (3.11.9.3) las correspondientes férmulas de (3.11.9.4) y luego por las férmulas de
(3.11.9.2) se prueba la Afirmacién 2. Ahora, usando la Afirmacién 2, obtenemos que

Ep (2%) = —2H36 (0) y Ep (|2°) = —2H>6 (0).

. (\Z|2> Ep (2?)

Por lo tanto X (Z) = ok o\ | =cH conc= —2¢4 (0). W
Ep(22) Ep(12P)

3.12 C-invariancia por rotacion

Hemos llegado finalmente a la tltima seccién de este capitulo, en donde definimos los C — vectores aleatorios
invariantes por rotacion. Analizamos la esperanza, covarianza y pseudocovarianza de estos vectores y obtenemos
un resultado que caracteriza facilmente a las variables aleatorias con distribucién eliptica generalizada compleja e
invariantes por rotacién.

Sean (2,0 (2),P) e.p. y Z : Q@ — C™ un C—vector aleatorio de dimensién n.

Definicién 3.12.1
Decimos que “Z es C — invariante por rotacion (o simplemente C — IR)” si Pz = Pexp(iayz, V @ € R.

Proposicion 3.12.2
Sea Z € L (Q,0 (), P;C"). Si Z es C — IR entonces Ep(Z) = 0.

Demostracion:
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Como |exp (ia) Z| = |Z| para todo a« € Ry Z € L (Q,0 (), P;C") entonces exp (ia) Z € L (Q,0(Q), P;C"), V
a € R. Ahora, como Z es C — IR entonces Ep(Z) = Ep [exp (i) Z] = exp (ia) Ep(Z), ¥V o € R. En particular,
tomando « = m, resulta que Ep(Z) = exp (in) Ep(Z) = —Ep(Z). Por lo tanto Ep(Z) = 0. B

Notacién 3.12.2
Para cada o € Ry Z : 2 — C™ medible, denotamos Z,, = exp (ia) Z.

Proposicion 3.12.3
Sea Z € L% (Q,0 (), P;C"). Si Z es C — IR entonces Xp (Z,) = Xp(Z),V a € R.

Demostracién:
Por la Proposicién anterior Ep(Z) = 0, lo cual implica que Ep(Z,) =0V « € R. Luego

Yp(Z,) Ep (Z,ZY) = Ep {[exp (ic) Z] [exp (icx) Z]H} =FEp [exp (ie) ZZH exp (—ic)

exp (ia) Ep (zzH) exp (—ia) = Ep (zzH) =Sp(Z)VacR M

Proposicion 3.12.4 _
Sea Z € L%(Q,0(Q),P;C"). Si Z es C — IR entonces Xp (Z) = 0.

Demostracion:
Por la Proposicién 3.12.1 Ep(Z) = 0, con lo cual Ep(Z,) = 0 para todo o € R. Luego

Sp(Za) = Ep (ZoZ)) = Ep [exp (ia) ZZ" exp (ic)| = exp (2ir) Ep(ZZ") = exp (2ia) Sp (Z), ¥V o € R.

Ademés, como Z = Z, ¥ o € R entonces Sp (Z) = Sp (Zy) V o € R. Por lo tanto
Sp(Z) =exp(2ia)Sp(Z) VaeRy,
tomando o = 7, obtenemos que Sp(Z)=0. 1

Lema 3.12.5
Sean U C C abierto, A C R abierto, f : U — A R—diferenciable en z € U y g : A — R diferenciable en f(z2).
Entonces g o f es R—diferenciable en z y se cumplen

L. Dy (ge f)(2) = D(9)(f(2)) o Dr(f)(2)
2. 282D (2) = D(9)(f(2) & (f) (2)
3. 24l (2) = D(9)(f(2) 5% (f) (2).

Demostracion:
Ansloga a la demostracién de la Proposicién 1.2.12. B

Definicién 3.12.6
Sean ¢ : [0,00) — R; ¢ : [0,00) — R; ¢ : [0,00) — C definida por

¢ (t) = ¢1(t) +1igs(t), t € [0,00)

y p € N. Decimos que “¢ es p — veces diferenciable en [0,00)” si ¢; y ¢5 son p—veces diferenciables en (0,00) y
p—veces diferenciables a derecha en 0. Escribimos

DP(¢) (t) = DP (1) (t) +iD" (¢,) (), ¥ T € [0, 00)

donde DP (¢,) (t) y DP (¢5) (t) son las derivadas de orden p de ¢, y ¢, en ¢, respectivamente. A DP (¢) (t) la
llamamos “derivada de orden p de ¢ en t”.
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Nota 3.12.7
Sean ¢ como en la Definicién anterior, U C C abiertoy f: U — (0, 00) R—diferenciable en z € U. Entonces ¢ o f
es R—diferenciable en z y se cumplen

1. D, (¢0 f)(2) = D(¢) (f (2)) o Dy (f) (),
2. 2820 (2) = D()((2)) % (f) (2),
3. %l (2) = D()(f(2) 2= () (2),

con D (¢) = D' (¢) segtin definimos anteriormente.

Demostracion:
Sigue por el Lema 3.12.5. B

Proposicion 3.12.8
Sea Z € L%(Q,0 (), P;C) tal que Z ~ EGC (1, w, H, ¢) con H definida positiva. Supongamos que ¢ : [0,00) — C
es 2—veces diferenciable en [0,00) y D (¢)(0) # 0 (D (¢) (0) entendida como derivada de ¢ en 0 a la derecha).
Entonces

ZesC—IR < pu=0y Hy =0.

Demostracion:
(=) Como Z € L%(Q,0 (), P;C) existen E(Z), E(Z*), E (|Z|2), E(Z*)y E ((Z*)Q) Por el Corolario 2.2.11

tenemos que

E(Z) = ap1,0(Z) = 352 (c2) (0),
E(Z%) = apoa(Z) = 24 (c2) (0),
E(12]*) = ap11(2) = ~455e (c2) (0),
E(2%) = aps0(Z) = —4g25s (c2) (0) ¥

E ((z*f) = apa(Z) = ~472 (c2) (0). (3.12.8.1)

Como Z ~ £GC (1,&, H, ¢)) se sigue por la Proposicién 3.11.8 que

cz(z) = expliRe(z"w)]¢ Bz*le + %Re (z*sz*)}

1 1 1
= exp [2 (z*u+ zu*)] 0] {22*2H1 + 1 {(z’")2 Hy + Z2H;:| } .

para cada z € C. Ahora definimos f;, fo : C — C por

fil2) = exp [2 (="t zu*ﬂ Y () = 6 {; o Hy - [(2")? Ha + 22005] } Vel

Notemos que cz(z) = f1(z) - f2(z) para todo z € C. Luego se sigue por la Proposicién 1.6.6 que

0 7]
% (f2) (2) + fa(2) o7

(c2) (2) = Fi(2) o =

BTz (fi)(2),V z€C. (3.12.8.2)

Cuentas directas muestran que

pt. (3.12.8.3)

N | .

8% (f1) (2) = exp [; (2" + Z“*)}
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Ahora consideremos f : C — C definida por f(z) = % -zH . H .z z € C. Notemos que f(z) > 0 para todo

z € C—{0} (pues H es definida positiva) y f(0) = 0. Como fue probado en la Proposicién 3.11.5
1

f(Z): §‘Z|2H1+§RG(Z Hoz ): §‘Z|2H1—|—4

[(z*)Q Hy+ 22Hi|, ¥ z € C.

Asi
f2(2) =9 (f(2)),VzeC. (3.12.8.4)

Teniendo en cuenta la Nota anterior (extendida a las derivadas laterales de ¢ en 0), tenemos que

9 9

% @9NE) = DOUE) RN E
5 000G = DO g0 (N, V2 e C.
Luego, para cada z € C, se cumple que
80N @) = DOUE) (32 + 5285 ) ¥
aig*(gi)of) () = D@)(f(2) (;zH1+;z*H2>. (3.12.8.5)

Ahora, como Z es C — IR, se sigue por la Proposicién 3.12.2 y la Proposicién 3.12.4 que E(Z) = 0 = E(Z?); con
locual E(Z*)=0=F ((Z*)2> Pero, por (3.12.8.1), (3.12.8.2) y (3.12.8.3) respectivamente, obtenemos que

0 t 1 T

5 2 00+ F20) 57 (5 0) = 6.(0) " = c2(O) " = Ly

Por lo tanto p = 0. Faltarfa ver que Hy = 0. Por (3.12.8.4) y (3.12.8.5) tenemos que

B(Z") =5z (c2) (0) = %fl(o)

)
7 (f2) (1) = D) (f(2)g (=),

donde g1(z) = 12*Hy + 32Hj para cada z € C. Luego

P @) = DAOFE) -2 () () a() + DO)FE) - (g1) (=)
(85)2 2 = o€ g1 o€ g1
0

= D*9)(f(2))- T (f) (2) - 91(2) + D(9)(f(2)) - %HQ VzeC

Asi, teniendo en cuenta que ¢g1(0) = 0y que f(0) =0, resulta que

0? 1,
() (f2) (0) = D(¢)(0) - 5 - H;.
Por otra parte, por (3.12.8.2), obtenemos que
0? 0 0 0? 0?
@e° (cz)(2) =2- € (/1) (2) - % (f2) (2) + f1(2) - T5E (f2) (2) + f2(2) - 00 (/1) (2)
Y, como 6% (f1)(0) =0, f1(0) =1y f2(0) =0, resulta que
0? 0 0 02 0?
@ (cz)(0) = 2- £ (f1) (0) - £ (f2) (0) + f1(0) - 96)? (f2) (0) + f2(0) - (@67 (f1) (0)
= D(B)(0)- 5.
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Por consiguiente, teniendo en cuenta (3.12.8.1), deducimos que

a2 _ _ ,
O:E((Z ) ) - 4(3@2 (cz) (0) = —2D($)(0)Hj

y, como D(¢)(0) # 0, entonces Hy = 0.

(<= ) Como =0y Hs = 0 se sigue por la Proposicién 3.11.8 que

cz(z) = (; |z|2Hl> ,VzeC.
Luego, usando la Proposicién 3.11.2, resulta que para cada z € C
cz.(2) = E{exp[iRe(z*Z,)]} = E{exp [iRe (z*¢'*Z)]}
= FE {exp {z Re ((ze*m)* Z)]} =cyz (ze*m)
1 , 1
- o3pen) (ot
= cz(2).

Lo cual implica que Z = Z,, V o € R. Esto es, Z es C — I R. M4s atin, como

E[exp (iRe (2*Z*))] = E[exp (iRe (2Z))] = E [exp (iRe ((z*)" Z))]

= () =0 (; |z*|2H1) — s (; |H> —er() V2 e,

cz+(z)

entonces Z* = Z vy, por la Proposicion 2.2.19, resulta que Z es P—circular. B
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Conclusion

A lo largo del presente trabajo, introducimos al lector en el cdlculo diferencial conocido como Célculo de
Wirtinger y proporcionamos un tratamiento riguroso de las propiedades de los vectores aleatorios complejos. In-
cluimos la definicién de R—diferenciabilidad de una funcién y postulamos teoremas en torno a dicho concepto los
cuales fueron debidamente probados. Asi mismo logramos establecer conexiones entre objetos aparentemente no
relacionados, tales como los momentos, las funciones caracteristicas y la circularidad de las variables aleatorias com-
plejas. Ademsds relacionamos descripciones de vectores aleatorios complejos con las descripciones correspondientes
en términos de sus partes real e imaginaria. Un hallazgo clave es que la informacién en la matriz de covarianza
estandar debe ser complementada por una segunda matriz de covarianza, la matriz de pseudocovarianza. Més ade-
lante, caracterizamos las matrices de covarianza aumentada y mostramos qué papel juegan en la potencia y en la
entropia. Finalmente presentamos dos distribuciones complejas: la distribucién Gaussiana y la distribucion eliptica.
Obtenemos sus funciones caracteristicas y expresamos sus funciones de densidad de probabilidad en términos de
matrices de covarianza y pseudocovarianza.

Con el fin de continuar con este trabajo sugerimos estudiar los procesos estocasticos complejos y para ello
recomendamos el andlisis del libro [6], el cual recorre muchos conceptos ajenos a este trabajo.
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Anexo
Funciones R-diferenciables de orden 2

Definicién A.1

Sea L : C2 — C una funcién. Decimos que “L es R — bilineal” si se cumplen
1. L(au + bv,w) = aL(u,w) + bL(v,w),Va, b e Ry YV u, v, w € C.

2. L(w,au + bv) = aL(w,u) + bL(w,v),Va,be Ry VYV u, v, w € C.

Notacién A.2
Denotamos LR;(C,C) = {L:C?> — C: L es R — bilineal } y V= LR(C,C) ={L:C — C: L es R — lineal }.

Definicién A.3
Sea L : C — V una funcién. Decimos que “L es R — lineal” si L(az + w) = aL(z) + L(w),Va e Ry ¥V z, w € C.

Notacién A.4
Denotamos LR(C,V) ={L:C — V: L es R — lineal }.
Para cada oo € C, L, Ly y Ly en LR(C,V) definimos

(@ L)(z) = aL(z),VzeC
(L1® L2)(2) = Li(2)+ L2(2),V2€C
También para cada « € C, L, L1 y Lo en LRy (C,C) definimos
(@@ L) (z,w) = alL(z,w),V (z,w) € C?
(L1 B Ly) (z,w) = Li(z,w)+ La(z,w), V (z,w) € C2
No es dificil comprobar que (LR(C,V),®,®) v (LRs(C, C),H, ) son C—espacios vectoriales.

Proposicion A.5
Sea &: LRo(C,C) — LR(C,V) dada por (L) (2) (w) = L (z,w), V z,w € C. Entonces & es un isomorfismo.

Demostracién:
Supongamos que S (L1) = S(La) con Ly y Ly en LRy(C, C), luego
S(L) (2) (w) = S (L2) (2) (w), para todos z y w en C.

Es decir L; (z,w) = Ls (z,w), para todos z y w en C. Con lo cual L1 = Lo y por lo tanto & resulta inyectiva.

Ahora tomemos L; € LR(C,V) arbitrario y sea Ly : C?2 — C definida por
Lo(z,w) = (L1 (2)) (w), V (2,w) € C2.
Lo es R—Dbilinial pues

Ly (au+bv,h) = (L (au+ bv)) (h)

(aLy (w) + bLy(v) (h)

= a(Li(w) (h) +b(L1(v)) (h)
aLs(u, h) 4+ bLa(v, h)

Ly (hyau+bv) = (L1 (h)) (au + bv)
= a(Ly(h)) (u) + b (L1 () (v)
= aLy(h,u) + bLy(h,v),
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para cada a, b en R y para cada u, v, h en C. Ademads
S (L2) (2)(w) = La(z,w) = (L1 (2)) (w) V 2, w € C,

lo cual implica que S (Ly) = Ly, es decir & es sobreyectiva. Sélo nos queda probar la linealidad, es decir que se
cumplen:

S(@BL) = a®S(L),VaeCyVLeLRyC,C)
%(LlELQ) = %(Ll)@%(LQ), VYV« S (CyVL, Ll, L2 € E]RQ((C,C)

Sean z, w € C arbitrarios, entonces

S(a@dL)(2)(w) = («dL)(z,w)=al(z,w)=aS(L)(2)(w) y
S8 L) (2)(w) = (LB Lg) (z,w) = La(z,w) + La(z,w) = S (L) (2)(w) + S (L2) (2)(w).

Queda entonces demostrado que & es un isomorfismo. W

Nota A.6
Recordemos que, por las Proposiciones 1.4.8 y 1.4.9, dim (LR(C,C)) = 2 y dim (LR(C,V)) = 4.

Proposiciéon A.7

Sea ||-|| : LR(C,C) — [0, 00) dada por || L|| = sup {|L(z)| : |2] < 1}, L € LR(C,C). Entonces
1. |L|=0 <= L=0

2. |laL|| = || |L||l, Va € C, ¥V L € LR(C,C)

3. |IL1 + La|| < ||L1|| + || L2]|, ¥ L1, Ls € LR(C,C).

Demostracién:
1. (== ) Por hipétesis 0 = sup|,|<; |L(2)|, entonces L(z) = 0 para cada [z| < 1. Sea ahora w € C tal que |w| > 1,
entonces

] ~ Tl

y, por lo anterior, resulta que L (%) = 0. Luego

L(w) =L (“:}") =L <|Z|2> = |w|’ L (J) =0.

Por lo tanto obtenemos que L(z) =0, V z € C.
( <) Es inmediato.

2. |leL]l = supy,j<; (L) (2)| = sup, <y [aL(2)] = || sup), <y [L(2)] = [al | L]].
3. 1Ly + La|| = supp <1 [(L1 + L2)(2)] = supj, <1 [L1(2) + L2(2)] < sup<q (IL1(2)| + [ L2(2)]) = [[ L1l 4[| L]
Queda entonces finalizada la prueba. B

Definicién A.8

Sean U un abierto en Cy f: U — C. Decimos que “f es dos veces R — diferenciable en z € U” si existe V C U
abierto con z € V tal que

1. f es R—diferenciable en V.

2. Existe La(z) € LR(C,V) tal que

L IDA)(z +B) = D)) — La(2)(B)]

=0.
|h|—0 A
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No es dificil probar que Lo(z) € LR(C,V) con la propiedad anterior es tnico, por ello a un tal Ly(z) lo llamamos
“R — derivada segunda (o R — derivada) de f en 27 y la denotamos por D2(f)(z). Esto es

o 1DADG+ B - DU E) - D2

|h|—0 Al

Proposicion A.9
Sean U un abierto en Cy f: U — C. Son equivalentes:
1. f es dos veces R—diferenciable en z € U
2. Existe V C U abierto con z € V tal que:
2.1. f es R—diferenciable en V'
2.2. Existe Ms(z) € LR3(C,C) tal que dado € > 0, 3 § > 0 que cumple:
2.2.1. B(z,0) CV
2.2.2. para todo h € C con |h| < § se satisface que

sup |Dy(f)(z + h)(u) — Dr(f)(2)(u) = M2(2)(u, h)| < [h|e.

lul<1

Demostracién:

(1 = 2) Por hipdétesis existe V' C U abierto con z € V tal que:
1.1. f es R—diferenciable en V.

1.2. Existe D2(f)(z) € LR(C, V) tal que

L DA+ B = D)) - DHNE M)

=0.
h|—0 Al

Definimos Ma(z) : C2 — C por
Ms(2)(u, h) = D}(f)(2)(h)(u), ¥ (u,h) € C2.
Probemos en primer lugar que Ms(2) € LRy(C,C). Sean a € Ry u, v en C arbitrarios, luego

My (2)(au+v,h) = DZ(f)(2)(h)(au+ v)
aD}(f)(2)(h)(u) + D7 (f)(2)(h)(v)
= aMs(z)(u, h) + Ma(z)(v, h)

y, analogamente,

Ma(2)(h,au+v) = D}(f)(2)(au +v)(h)
(aDZ(f)(2) (w) + DF(f)(2) (v)) (h)
aD}(f)(2) (u) (h) + D7 (f)(2) (v) (h)
aMs(2)(h,u) + Ma(2)(h,v).

Sea e > 0 arbitrario, por 1.2 sabemos que 3 d; > 0 tal que si h € B(0,0;) entonces

sup |Dy(f)(z + h)(u) — Dr(f)(2)(w) = M2(2)(u, h)| < [h|e.

lu|<1

Por otro lado, puesto que V es un entorno de z, tenemos que 3 d5 > 0 tal que B(z,d2) C V. Finalmente, tomando
0 = min {01, 02}, resulta 2.2.

(2 = 1) Definimos Lz(z) : C — LR(C,C) por La(z) (h) (u) = Ma(2)(u, h), ¥V u, h € C.
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Veamos que, en efecto, La(2) (h) € LR(C,C), V h € C. Para cada a € Ry cada u, v, h € C tenemos que
La(2) (h) (au+v) = Msy(z)(au+v,h)
= aMs(z)(u,h) + Ma(z)(v, h)
aLy(z) (h) (u) + La(2) (h) (v)

ademds Ly(z) € LR(C,V) pues

La(2) (au+v)(h) = My(z)(h,au+v)

aMs(z)(h,u) + Ma(z)(h,v)
= ala(2)(u)(h) + La(2)(v)(h)
= (aL2(2)(u) + La(2)(v)) (h).

Faltaria entonces demostrar que

i 1Pz + ) = Dr(f)(z) = La(2) ()]
|| =0 A

0. (A.9.1)

Pero, por 2.2, dado e > 0 3 § > 0 tal que si h € B(0,0) entonces

sup |Dr(f)(z + h)(u) — Dr(f)(2)(w) — M2(2)(u, h)| < [h|e.

lul<1

Y como

1Dr(£)(z +h) = Di(f)(2) = La(2)(h) || = sup |Dr(f)(z + k) (w) — Dr(f)(2)(u) — Ma(2)(u, h)|

|ul<1

entonces vale (A.9.1). B

Proposicion A.10
Sean U C C un abierto y f: U — C dos veces R—diferenciable en z € U. Entonces

DZ(f)(2)(h1,h2) = D(f)(2)(h2, h1), V (b1, h2) € C*.

Demostracién:
Se puede encontrar en la pdg. 181 de [2]. B

Proposiciéon A.11

Sean V. C U C C abiertos; f : U — C una funcién R—diferenciable en V' y dos veces R—diferenciable en
20 € V;wg € Cyg:V — C dada por g(v) = D,.(f)(v)(wp), ¥V v € V. Entonces g es R—diferenciable en zy y
Dy (g)(20)(h) = D}(f)(20)(wo, h), ¥ h € C.

Demostracién:
Sea h € C — {0} tal que 2o + h € V, entonces
|9(20 + ) — g(20) — DX(f)(20)(wo, h)| _ [Dr(f)(20 + h)(wo) — Dr(f)(20)(wo) — D7(f)(20) (o, h)|
|l ||
o D)0+ 1) (22) = De()z0) (7227) = D2()(z0) (7227,
= wWo
R
|q|uh0|| Sap. | D (£)(20 + ) (u) = Di(f)(20) (u) — D7 (f)(20) (u, h)
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Por la Proposicién A.10 tenemos que

iy SPll<t | D () (20 + h) (w) = Dp(f)(20) (w) = D7 (f)(20) (u, B)| 0
|h[—0 |h B

Luego, por la desigualdad anterior, resulta que

- l9(20 + h) — g(20) — D2(f)(20)(wo, h)]|
|h|—0 |h|

=0.

Ademés la funcién h — D2(f)(20)(wo, h) es R—lineal. Finalmente, por la Definicién 1.2.3, concluimos que g es
R—diferenciable en 2z y que D,(g9)(z0)(h) = D2(f)(20)(wo, h), ¥ h € C. Queda entonces culminada la prueba. B
Proposicion A.12

Sean U C C un abierto, f : U — C, A = {(z,y) e R*:z+iy € U}, (zo,y0) € A, up: A—Ryvs: A—R

dadas por uy (z,y) = Re(f (x+1y)) y vf (z,y) =Im(f (x +1iy)) ¥V (z,y) € A.

1. Si f es R—diferenciable en zyg = x¢ + iyo, entonces existen Di(us)(xo,y0), Di(vs)(zo,v0), Da(ur)(zo, o) ¥
Ds(vy)(wo,30) y ademés

Dy (ug) (o, yo) Re (D (f)(20)(1)),
Di(vp)(@o,y0) = Im(Dy(f)(20)(1)),
Do (ug)(zo.yo) = Re(Dr(f)(20)(7) ¥
Doy (ve)(osyo) = Im(Dr(f)(20)(4))-
2. Si f es dos veces R—diferenciable en 2, entonces
DZ(f)(20)(1,1) = DF(uy)(wo,90) +iDi(vy) (w0, y0),
DZ(f)(20)(i,7) = D3(ug)(wo,y0) +iD3(vy)(wo, yo) ¥
D2(f)(20)(1,i) = DiDsy(ugs)(wo,y0) + iD1D2(vf) (o, yo)-

Demostracion:
Aplicacién directa de la Proposicién 1.4.22. B

Proposicién A.13
Sea p € {1,2}, U C C abierto y f € C?(U,C). Entonces uy, vy € CP(A,R) y ademds
1. Para p = 1 se cumplen

D(ug)(x,y)(t,s)" = Dilug)(x,y)t + Da(us)(w,y)s y
D(vs)(z,y)(t,s)" = Di(vg)(w,y)t+ Dalvy)(z,y)s

para todo t, s € R y para todo (z,y) € A.
2. Para p = 2 se cumplen

D?*(ug)(z,y) (t,8) = D3(us)(x,y)tis1 + Dy Da(uyp)(x,y)tise + DaDy(up)((x,y))tas1 + Di(uy)(x,y)tass
D?(vf)(x,y) (t,8) = Di(vg)(w,y)trsy + D1Da(vs) (2, y)trs2 + DaDi(vp)(x, y)tas1 + D (vs)(x, y)tas

para todo t = (tl,tQ)Ty s =(s1, SQ)T en R? y para todo (z,y) € A.

Demostracion:
Aplicacién directa de las Proposiciones 1.4.23 y 1.4.24. &
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Proposicion A.14
1. L:C — Ces R-lineal <= 3l ay [ en C tales que L(z) = az + 2",V z € C.

2. L:C? — C es R—bilineal += I ay, B;, v, v 01 en C tales que
L(z,w) = ar, (zw) + B (zw*) + v, (z"w) + 61 (z*w*), ¥V (z,w) € C%

Demostracién:

1. Ya la hicimos en la Proposicién 1.1.5.
2. (=) Euistencia:

Sea (z,w) € C? arbitrario y consideremos

ar 1 —i —i —=1| [L(1,1)
Bol . 1|1 i —i 1| |L(1,9)
vl 4|l —i i1 (3,1) ]’
or, 1 ;

haciendo las cuentas se puede ver que L(z,w) = ay, (2w) + 8, (zw*)
Unicidad:
Supongamos que

0= ar, (z2w) + By (z2w*) + 7, (z*w) + 6 (z*w*), ¥ (z,w) € C*. (A.14.1)
En particular vale para (1,1), (,7) y (1,4). Es decir se cumplen

0 = ar+8+7.+601, (A.14.2)
O = (XL_BL‘F’YL—éL. (A.14.4)

Ahora, sumando (A.14.2) con (A.14.3) obtenemos que 5; + v, = 0 y sumando (A.14.2) con (A.14.4) resulta
que
ap+v, =0. (A.14.5)

Restando estas tultimas dos igualdades obtenemos que
ap=B,. (A.14.6)
También sumando (A.14.3) con (A.14.4) tenemos que
o, =7 (A.14.7)
Si ahora reemplazamos (A.14.6) y (A.14.7) en (A.14.1) resulta que
0 = ap (2w + zw*) + v, (2w + 2*w*) = ap (2w + 2w*) + v (2w + 2w*)*, ¥ (2,w) € C2.
En particular, si tomamos (7, 1), tenemos que
arp =v.. (A.14.8)

Se sigue entonces por (A.14.5) y (A.14.8) que ay =y, =0, lo cual implica que 5, = d;, = 0.
(<) Inmediata. B

Corolario A.15
1. Sean 7y : C — C y 7, : C — C definidas por 7o(z) = z, 7.(z) = z* para todo z € C.

Entonces {7, 7.} es una base de LR(C, C) como C—espacio vectorial. Ademds (usando la notacién de la Proposicién
anterior)

L =amy+ By, ¥V L € LR(C,C).
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2. Sean mpp:CXxC—C, 1 :CxC—C, mp:CxC— Cymyy:CxC— C definidas por

Too (2, w) = zw,

o« (z,w) = 2w,

Teo (z,w) = 2w,

T (z,w) = 2Z'w™,V (z2,w) € Cx C.

Entonces {700, 70+, T+,0, T+« } €s una base de LR2(C, C). Ademds (usando la notacién de la Proposicién anterior)
L=oarmoo+ Brmos +vrmw0+00me s, VL € LRy(C,C).

Demostracion:
1. Por la Proposicién anterior es suficiente probar que gy y 7, estdn en LR(C,C). Sean a € R y u, v € C entonces

molau+v) = au+v=am(u)+m(v)y
m(au+v) = (au+v)* =au™ 4+ 0" = amg(u) + 7o(v).

2. Como en el inciso anterior, basta demostrar que las funciones g0, To«, T4,0 ¥ T« pertenecen a LRy (C,C).
Pero

( ) = (au+v)h =auh+vh=amgo(u,h)+ m,0(v,h),

( ) = h(au+v)=ahu+ hv =amgo(h,u) + m,0(h,v),

( ) = (au+v)h" = auh™ + vh™ = amg «(u, h) + 7o (v, h),
o« (hyau+v) = h(au+v)" = ahu™ + ™ = amg «(h,u) + 7o «(h,v),

( ) = (au+v)"h=au"h+v*h=am.o(u,h) + mso(v, h),

( ) = h'(au+v) =ah"u+ h"v = am.o(h,u) + 7, o(h,v),

( ) = (au4v)"R" =auh* +v*h" = am, . (u, h) + 7o (v, B),

( ) = h'(au+v)" =ahu" + R = am, o (h,u) + 7yl (Byv).

Por lo tanto queda finalizada la prueba. B

Nota A.16:
Sean U C C abierto, f: U — CyzeU.
1. Si f es R—diferenciable en z, entonces D, (f)(z) € LR(C,C). Luego, por la Proposicién A.14, tenemos que

Dy (f)(2)(h) = ah + SR,

donde
o = Dr(NEQ) —iDr(f)(2)(0) - D (f)(z)(1) + 1D, (£)(2) ()

2 2
Pero el Corolario 1.2.8 implica que D,.(f)(z)(h) = %(z)h + 2L (2)h*, h € C. Con lo cual concluimos que

aE
of D.(f)(z)(1) —iD:(f)(2)(@)  Of D,(/)(2)(1) +iDx(f)(2)(i)

ac?) = 5 Y 58 = 5

2. Si f es dos veces R—diferenciable en z, entonces D?(f)(z) € LR2(C, C). Luego, por la Proposicién A.14, tenemos

que
D2(f)(2)(u,v) = ar, (wv) + By, (uv*) + g, (u*v) + 61 (u*v*), ¥ (u,v) € C*.
Por extensién del Corolario 1.2.8 definimos
9? 0?2 9?2 0?

@(f)(Z) =L Gege D) =01 5ege (D) =71y W(f)@) =0r.
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Por lo tanto

o Lipe ;D2 ) — iD?(f)(2)(i,1) — D?(£)(2)(3,
w(f)(%‘) = 7 [DXNEA ) =D ()(2)(1,8) = iDr(f)(2) (0 1) = DE(f)(2)( )]
82 1 2 -2 . -2 . 2 s
@(f)(z“) = 7 [DXNEA ) +iD()(2)(1,8) = iDr(f)(2) (0 1) + DE(f)(2)( )]
82 1 2 -2 . -2 . 2 -
W(f)(@ = 7 [DXNEA 1) =iDA ()1, 8) +iDE(f)(2) (0 1) + D)) 6]y
%(f)(Z) - 3 [DY(F)(2)(1,1) +iD7(f)(2)(L,8) +iD7(f)(2)(i, 1) — DI (f)(2) (5, 9)] -

(9¢7) 4
Luego, por la parte 2 de la Proposiciéon anterior, obtenemos que
2 = 872 Z)uv 872 z2)uv™ 872 z)u v 872 z)u v*
DHNE) = Gz (NEu+ e (N + geme (e + o oD

Teorema A.17. Férmula de Taylor para funciones 2 —veces continuamente R—diferenciables.
Sean U C C abierto, f € C?(U,C) y z € U. Entonces dado ¢ > 0, 37 > 0 tal que B(z,r) CU y

92 (h*)?

0 0 0? h? 0?
GO

flz+h) = f(z) = 57 e NN+ ——(F)(z) 5 + W(f)(@ Ihl* +

06)° +1hl"e (h)

con h € B(0,r) y0<e(h) <e.

Demostracion:
Aplicacién directa del Teorema 1.6.4. B

Lema A.18
Sea U C C un abierto. Se cumplen:

1. A={(z,y) € R? : 2+ iy € U} es un abierto en R?.

2. M—{0} es un abierto en R, donde M = {|z|2 1z € U}.

Demostracion:

1. Como U es un abierto en C y la funcién f : R> — C definida por f (x,y) = x + iy es continua, entonces f~1 (U)
es un abierto en R%. Pero f~! (U) = A, con lo cual vale 1.

2. Sea zg € U tal que zy # 0, es decir \zo|2 € M—{0}. Escribimos zy = rgexp (i6y), con rg > 0 y 6y € [0, 27).
Por ser U un abierto en C que contiene a zj, sabemos que 3 6 > 0 tal que B(zp,d) C U. Denotemos, para cada
t € (=4,9), z(t) = (ro + t) exp (i6p). Puesto que

|2(t) — zo| = |(ro + t) exp (i00) — roexp (i0y)| = |texp (i0p)| = |t] |exp (i00)| < 6

y B(z0,0) C U, entonces z(t) € U, ¥ t € (—8,6). Ahora definimos a = (ro —0)° y b = (ro +6)°>. Es claro que
|20|” = r2 € (a,b), ademés (a,b) € M—{0}, pues si z € (a,b) entonces 3 ¢ € (—4,0) tal que z = (o +£)>, con lo
cual z = |z(¢t)]*. W

Lema A.19
Sean hg : C — R, hy : C — C y hy : C — C definidas por

ho(z) = |27, hi(z) = z y ha(2) = 2%,V z € C.

Ademss sean g € CH(M,R) y f: U — R dada por f = go hg. Entonces f € C! (U,R) y se cumplen
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2. 52 (f) = (D(g) o ho) - hn.

Demostracion:
Como f es composicién de dos funciones continuamente diferenciables entonces f € C! (U,R). Ademas, por la
Proposicién 1.2.12 y el Corolario 1.6.7, tenemos que

D(f)(z)(h) = Dlg)(ho(2))- Dr(ho)(2)(h)
— D(g)(ho(2)) - (=" +="h)
D(g)(ho(2)) - (zh") + D(g)(ho(2)) - (+"h), V z, h € C.

Luego, por el Corolario 1.2.8, resulta que

a% () (2) = D(g)(ho(2))z" = D(g)(ho(2))ha(2) ¥ aig* (f) = D(9)(ho(2))z = D(g)(ho(2)) 1 (2). B

Notacion A.20

C’Q’H(U,R) = {f:U—>(C:ﬂg€C’3(M,R) tal que f(z) :g(|z|2) Vze U}

Corolario A.21

Sean hg, h1 v he como en el Lema anterior. Sean g : M — R dos veces continuamente diferenciable y f: U — R
dada por f = go hg. Entonces

1. feC?  (UR)

2. Existen g1, g2 v g3 funciones con dominio en M y rango en R que son continuas y que cumplen:

2
2.1. 5—52(]“) = (g1 0 ho) - h3,
2
2.2. ez (f) = (92 0 ho) - hi,
2
2.3. 5&ae (f) = 5.
Demostracion:

1. Se deduce por el hecho de que f es composiciéon de dos funciones dos veces continuamente R—diferenciables.
2
2. Denotemos F; = a%(f) entonces g?(f) = a%(Fl). Por la parte 1 del Lema anterior sabemos que

F1 = (Dr(g) e} ho) . hg.

Luego, por la Proposicién 1.6.6 y el Corolario 1.6.7, obtenemos que

0 0 0 0
—(F1) = (D, ho) - = (h ho - — (D, ho) = he - — (D» ho) .
35( 1) = (Dr(g) © ho) 85( 0) + ho 85( (9) 0 ho) = ha 65( (9) © ho)
Aplicando una vez més el Lema anterior tenemos que 3 ¢g; : M — R continua tal que
O (Dy(g) o ho) = (g1 0 ho) -
o€ r\g 0) = (g1 0 2-
Por lo tanto %(f) = (g1 0 ho) - h3, lo que prueba 2.1.

Como 2.2 se demuestra de forma andloga al inciso 2.1 entonces probemos 2.3. Puesto que

P = (Dr(g) o ho) - ha,

152



la Proposicién 1.6.6 y el Corolario 1.6.7 implican que

0 0 0

(F1) = (Dr(g) o ho) - Tg*(ho) + o (Dy(g) © ho) - ha = (Dr(g) o ho) + i* (Dy(g) o ho) - ha.

3 0¢
Ahora, aplicando el Lema anterior, sabemos que 3 h : M— R continua tal que
0
875* (Dr(g) [¢] ho) = (h o ho) . hl.

Reemplazando obtenemos que
0? 0]
w(f )= 875*(1? 1)

Corolario A.22
Sea f € C’EH (U,C). Entonces

= (Dr(g) 0 ho) + (hohg) - h1 - ha = (Dy(g) 0 ho) + (h o hg) - hg = g3. B

Demostracion:
Se obtiene aplicando el Lema A.20, el Corolario anterior y teniendo en cuenta que hy(0) = h2(0) = 0. B

Corolario A.23
Sea f € C? 1 (U,C) con 0 € U. Entonces dado £ >0, 3§ > 0 tal que B(0,7) C U y ademds

£(h) = &m(e) B2+ b2 e (B,

para todo h € B(0,r) con 0 < e (h) <e.

Demostracién:
Es una consecuencia directa del Teorema A.17 y del Corolario anterior. l

Proposicion A.24
Sean U C C abierto, A = {(z,y) e R* 1z +iy € U}, f € C2(U,C), uy : A— Ry vy : A— R dadas por

Uf($,y) = Re(f(x+zy)),(x,y)€A
vi(e,y) = Im(f(z+1wy)), (z,y) € A

Entonces us y vy estd en C? (A,R) y valen

L S ()(2) = § [Di(ug)(z,y) + Da(vp)(z,y)] + 5 [Dr(vp)(z,y) — Dalus)(2,y)]
2. 52=(£)(2) = 5 [D1(ug)(@,y) — Da(vp) (@, y)] + & [D1(vp)(x,y) + Da(uy)(z,y)]
5 (1)) = i{ (D (uyp)(z,y) — D3(us)(z,y) +2D1Da(vg)(x,y)] + }
+i [D} (vy)(w,y) — D3(vs)(x,y) — 2D1 Ds(uy)(x,y)]
[D3(ug)(z,y) — D3(ug)(z,y) — 2D1Da(vy) (2, y)] +
+i [Df(vf)(2,y) — D3(vy)(2,y) + 2D1 D2 (uy)(, y)] }

5. aee = 1 {[Di(up)(@.y) + Di(ug)(@,y)] +1i [Di(vy)(w,y) + D3(vy) (=, y)] }
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para todo z = x + iy € U.
Demostracion:

1 y 2 siguen por la definicién dada en el Corolario 1.2.8.Ademaés 3, 4 y 5 siguen por la Nota A.16 y la Proposicién
Al12. 1
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