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Resumen

En este trabajo analizamos la teoria de lentes gravitaciones débiles sobre un
background plano. Obtenemos expresiones concretas para los escalares opticos a
segundo orden en la perturbacion de la métrica plana de forma general en el sentido
que no hacemos mencion ni de la extension de la lente ni de la forma de la misma.
Calculamos explicitamente los escalares 6pticos en el gauge generalizado de Poisson.
Finalmente, considerando lentes axialmente simétricas en la aproximacion de lente
delgada obtenemos una expresion para el angulo de deflexién a segundo orden en la

perturbacion de la métrica plana.

Abstract

In this work we analyze the theory of gravitational weak lenses on a flat back-
ground. We obtain concrete expressions for the optical scalars at the second order
in the flat metric perturbation in a general way in the sense that we do not mention
neither the extension of the lens nor the shape thereof. We explicitly calculate the
optical scalars in the generalized Poisson gauge. Finally, considering axially symme-
trical lenses in the approximation of thin lens obtain an expression for the deflection

angle at the second order in the flat metric perturbation.
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Introduccion

El fenémeno de lentes gravitacionales, que consiste en la desviacién de la tra-
yectoria de la luz en presencia de un campo gravitacional, fue una de las primeras

predicciones de la Relatividad General y sirvié para testear la validez de la misma.

Hasta 1979 el estudio de lentes gravitacionales fue considerado un area de es-
tudio bastante esotérico sin gozar de mucho respeto por parte de la comunidad
cientifica[25]. En 1912, tres anos antes de completar su teoria de la Relatividad Ge-
neral, Einstein ya habia hecho avances en el estudio de la desviacién de la luz en
un campo gravitacional, pero no publicé su trabajo sino hasta 1936. A modo de
anécdota contamos que ese trabajo fue publicado debido a la insistencia de un joven
ingeniero y cientifico aficionado de nombre Rudi W. Mandl, a quien le interesaba el
tema. Finalmente, y rendido ante la insistencia de Mandl, Einstein publica un traba-
jo titulado Lens-Like Action of a Star by the Deviation of Light in the Gravitational
Field donde recupera sus resultados de 1912. Pero era tal el nivel de descrédito por
parte de Einstein respecto de este tema que en una carta al editor de la revista
Science, donde se publica el trabajo, escribe[23]: “ Let me also thank you for your
cooperation with the little publication, which Mister Mandl squeezed out of me. It is

of little value, but it makes the poor guy happy ”.

Esta situacion cambio con el anuncio de la deteccién del primer candidato a lente
gravitacional (Walsh et al) en 1979. A partir de ese momento las lentes gravitacionales
se convirtieron en una poderosa herramienta para la investigacion astrondmica y

astrofisica.

Hoy en dia las lentes gravitacionales tienen importancia fundamental, tanto teori-
ca como observacional, a la hora, por ejemplo, de abordar el problema de la materia

contenida en el Universo, principalmente para proponer modelos sobre la naturaleza
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Introduccion 10

ultima de la materia oscura, a partir de analizar el comportamiento de la luz en la
vecindad de una distribucién de materia.

Otra aplicacion de las lentes gravitacionales es que se utilizan técnicas basadas
en este efecto para analizar el espectro de potencias del CMB[I8]. Y la lista de usos
practicos de las lentes gravitacionales continua.

El presente trabajo tiene por finalidad ahondar en los resultados obtenidos en
[13], donde se obtuvieron expresiones para los escalares épticos a primer orden en
la perturbacién de la métrica sobre un background plano, asi como también una
expresion para el angulo de deflexion producido por lentes delgadas y axialmente
simétricas también a primer orden, siempre dentro del contexto de lentes débiles.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 damos un
introduccién general sobre lentes gravitacionales débiles y presentamos los resulta-
dos principales obtenidos en [13]. En el Capitulo 2, obtenemos expresiones para los
escalares Opticos a segundo orden en la perturbacion de la métrica plana de forma
general en el sentido que no hacemos mencién de la extension de la lente ni de su
forma. Como una aplicacién de ello, realizamos el calculo explicito en el gauge de
Poisson considerando no solo perturbaciones escalares sino también vectoriales y ten-
soriales. En el Capitulo 3 obtenemos expresiones para los escalares opticos bajo la
aproximacion de lente delgada. Dentro de esta aproximacién estudiamos el caso de
lentes axialmente simétricas y damos una expresién tanto para los escalares épticos
como para el angulo de deflexién.

Concluimos con un resumen de los principales resultados de este trabajo y una

lista de posibles estudios futuros.



Capitulo 1
Lentes gravitacionales

La bibliografia referida a lentes gravitacionales es amplia y extensa [2, 25], por
citar algunas. Aqui s6lo haremos mencién de los conceptos mas relevantes y que
seran objeto de estudio en este trabajo.

En la Figura se considera una situacion tipica de lente gravitacional débil,
donde tenemos una distribucién de materia a una distancia d;, respecto del observa-
dor, desviando la luz emitida por una fuente situada a una distancia dj, respecto del
mismo observador. Estas distancias se denominan distancias diametro-angular.

Esta desviacion de la luz viene determinada por el angulo de deflexion « que se
muestra en la misma figura. La ecuacién para lentes débiles, que relaciona la posicién

de la fuente [ con la posicién de la imagen 6 viene dada por:

g =g — Wogn (1.1)

y constituye la ecuacion fundamental en la teoria de lentes gravitacionales débiles.
Vamos a estudiar los efectos de las lentes gravitacionales en el régimen de lentes

débiles sobre un background plano, es decir:

» Los efectos gravitacionales sobre la trayectoria de la luz son débiles. Lo cual

nos permitird abordar un enfoque perturbativo del problema.

= La trayectoria real de la luz puede ser considerada como una trayectoria sin
perturbar mas una correcién de algun orden. Al trabajar sobre un background

plano la trayectoria sin perturbar corresponde a una linea recta desde la fuente

11
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Figura 1.1: Situacion tipica de lente gravitacional

hasta el observador.

En muchas situaciones astrofisicas de interés suele considerarse que la lente se
encuentra muy alejada tanto de la fuente como del observador. Esto nos permite
pensar que tanto la fuente como la lente se encuentran cada una colapsada en planos
los cuales llamaremos plano de la fuente y plano de la lente, este tltimo perpendicular
a la linea de visién. Esta aproximacion se denomina aproximacion de lente delgada.

En esta aproximacion, y despreciando ciertas componentes del tensor energia-
momento, la expresién usualmente utilizada para el angulo de deflexién viene dada
por|[25]:

Lo AG G E— €
il =g [ @)=, (1.2)
¢ Jre £ — ¢
donde E es el vector de impacto, que indica la posicion por la que la luz atravieza el
plano de la lente; 2(5’ ) es la densidad de masa superficial que resulta de proyectar
la densidad de masa de la lente en el plano de la lente. La integral se realiza so-

bre el plano de la lente R?. Sin embargo, hay que mencionar que en esta expresién

no se consideran las posibles contribuciones espaciales del tensor energia-momento,
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restringiendo los posibles modelos de materia oscura que se podrian proponer ana-
lizando el comportamiento de la luz en la vecindad de la distribucién de materia.
Este inconveniente ha sido subsanado en [13] al presentar una expresién para este
angulo en términos tanto de las componentes temporales como espaciales del tensor
de energia-momento para un espaciotiempo estacionario y esféricamente simétrico.
Recientemente dicha expresion fue generalizada al contexto cosmoldgico[3].

El diferencial de (1.1)) puede ser expresada de la siguiente manera

5B = A% 560°. (1.3)

En [13] se resolvié iterativamente la ecuacién de lentes hasta primer orden, donde
la matriz de amplificacion A% resulta ser simétrica[25], pero a fin de considerar los

efectos a segundo orden, esta matriz adopta la siguiente forma més general(g]

A%:(l_’f_% TR ) (1.4)

—Yet+w l—kK+m

Los escalres opticos k, v = 71 + 172 v @ se denominan convergencia, shear y
rotacion, respectivamente. Esta matriz se compone tanto de una parte simétrica,

que es la Unica parte que se tiene en cuenta a primer orden, y otra antisimétrica

1-— 0 — — 0 —&
Aab —_ K + 71 Y2 + ) w . (15)
0 11—k —Y2 M w 0

— — -
simétrica con traza simétrica libre de traza antisimétrica

El efecto de la convergencia x, concentrada en la parte simétrica con traza de A%,
es la de cambiar el tamano de la imagen fuente sin modificar su forma (deformacién
isotrépica de la imagen). La parte de A%, simétrica libre de traza, dominada por
el shear v = v, + ¢y, es la responsable de la distorsiéon de la forma de la imagen
(deformacién anisotrépica). Por ultimo, la parte antisimétrica de A%,, dominada por
el escalar w, es la responsable de la rotacion de la imagen fuente. Constituye el efecto
de rotacion para angulos pequenos. Aclaremos que este efecto no se aprecia en los
trabajos sobre lentes a primer orden. Por lo tanto, en esos trabajos no es necesario
considerar la parte antisimétrica de A%[13]. En este caso esperamos ver este efecto

y por lo tanto si consideramos esta contribucién antisimétrica.
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Para poder determinar los elementos de matriz de A%, y asi obtener informacion
de la imagen fuente a partir de los escalares opticos procederemos de la siguiente
manera.

Consideramos la luz emitida por la fuente como una congruencia de geodésicas
nulas moviéndose en el espaciotiempo perturbado (fisico) debido a la distribucién
de materia que esta actuando como lente. Vamos a analizar cémo cambia el vector
desviacién de geodésica desde la fuente hasta el observador y, a partir de esto, ob-
tendremos los escalares 6pticos y el angulo de deflexién que nos daran informacion

acerca de la lente (y la fuente).

1.1. La ecuacién de desviacion de geodésicas

Consideremos una congruencia de geodésicas nulas desde el punto p, (fuente)
hasta el punto py (observador). Sea ¢ = % el vector tangente a una de las curvas de

la congruencia

PVt =0, (1.6)

A es parametro afin a todas las geodésicas de la congruencia.
Construimos la congruencia de tal forma que emane perpendicular de una su-
perficie 2-dimensional espacial S, caracterizada por una funcién v = u(z?) tal que

u = const a lo largo de la congruencia. Entonces podemos escribir

by, = Vau, (1.7)

lo que nos dice que la congruencia tiene twist nulo.
Completamos una tetrada nula {¢*, n* m® m®} en este punto considerando dos

vectores espaciales ortonormales a [*, {a®, b*} en la superficie S, de tal manera que

1
m* = —(a* + i b%), (1.8)

V2
y realizamos el transporte paralelo de dichos vectores a lo largo de la congruencia.

Luego de realizar el transporte paralelo de la tetrada, en particular cuando llegue a

Do, €l vector desviacion tendra componentes en las direcciones {m®, m?, (*}.
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C* = (m® + (m® + ¢ 0. (1.9)

Sin embargo, la imagen que nosostros percibimos de la fuente es solo la proyeccion
del vector desviacién. Por ello no nos interesaremos en la componente de (* en la
direccion de (%,

A fin de propagar el vector desviacion a lo largo de la congruencia, es necesario

que su derivada de Lie a lo largo de la misma sea cero[22]

L =0, (1.10)

lo cual implica que ¢,(* es una cantidad conservada a lo largo de ¢. Explicitamente

escribimos la condicién (|1.10)) como

TAVGEN GV A (1.11)

Como ya dijimos, ¢ tiene la forma ((1.9) a lo largo de la congruencia, entonces

reemplazando en (|1.11]) y contrayendo con m, cada lado obtenemos

M lPVy(C® + Cm® + (%) = =PV + Cma (OVyim®) + (mg (1PVym®)
+ Mg Co (OV %) + mal® OV, (1.12)
= _gbvbC7

mientras que en el lado derecho de la ecuacién ((1.11))

Mo (Cm° + CmP 4 G 0) Vil = ((mam"Vipl®) + ((mam®V,l®)
+ Mg G (V") (1.13)
=(p+ (o,
donde hemos introducido los coeficientes de spin p y o[20].

Obtenemos entonces la siguiente ecuacion para el vector desviacién de geodésicas

en términos de la expansion (p) y el shear (o) locales de la congruencia.

U¢) = —¢p— Co (1.14)
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La expansion, el shear y el twist de la congruencia estdan definidos[I1] por

0= %vaea, (1.15)
1 1/2
lo| = kv(béa)vbéa - 02] : (1.16)
1 1/2
W = {év[bea] Vbéa] : (1.17)

Su relacién con los coeficientes de spin[22] es

1
0=—3(p+0p) (1.18)
lo|* =00, (1.19)

1
w=zlo—pl (1.20)

Ademas estos escalares satisfacen las siguientes condiciones|20]

Up) = (p* + 00) + Dy, (1.21)
o) = (p+p)o+ Vo, (1.22)
donde
1 b
oo = —5 Rapl "0, (1.23)
Ug = Cpeal™mLm?. (1.24)

Reescribimos estas relaciones como

((P)=P*+Q, (1.25)
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donde

P:(_p ‘f) (1.26)
g P

Qz( Do Yo ) (1.27)

(X)=—-PX, (1.28)
donde

G
; ) , (1.29)

0 mejor aun

((6(X)) = —(P)X — PU(X) = —P’X — QX + P’X = —QAX, (1.30)

es decir, obtenemos una ecuacién para el vector desviacion de geodésicas que sélo

involucra cantidades de curvatura

(X)) = —QX| (1.31)

Definiendo

V=— (1.32)

X:(j), (1.33)

obtenemos una ecuacién de primer grado en X:

((X) = AX], (1.34)
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con

0 1
() s

Esta ecuacion puede integrarse numéricamente o bien obtenerse una solucion

analitica aproximada hasta el orden que deseemos en las componentes de la métrica.

1.2. Solucién a primer orden

La solucion a primer orden en las componentes de curvatura fue estudiada en
detalle en [13]. En ese trabajo, se estudié ademads lentes axialmente simétricas en
la aproximacién de lente delgada (donde el eje de simetria coincide con la linea de
visién a través de la regién central de la distribucién de materia y el observador). Se
obtuvieron los siguientes resultados invariantes de gauge para el angulo de deflexién

y los escalares opticos

a(J) = J(Doo(J) + 1ho(J)),

dyod; -
w(J) = == Pao( ),
ésd ) (1.36)
Y1 (J, ) = — ld Lo () cos(20),
dyody - ,
Yo (J, ) = — Id Lo (J) sin(209),

donde J es la coordenada radial en el plano de la lente correspondiente al pardmetro
de impacto y v es la coordenada angular en el mismo plano. Se define \ifo(J ) =

—e?)(J) v las proyecciones sobre la linea de visién como

ds . ds
(I)OO - / (I)OO d)\ 5 \Do = / \IJO d)\, (137)
0 0

donde A es un pardmetro afin a la trayectoria.

En particular, en [13] se presenta un estudio detallado de lentes esféricamen-
te simétricas y estacionarias, donde se obtienen expresiones no en términos de las
componentes de la métrica sino en términos de las componentes del tensor energia-

momento
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an=7 [ E : (M= 00)) + amtot) + P |ave (139

—d, 72 r3 3

K(T) = 4W§id“ /_ d {p(r) P+ (R P,@))} dy,  (139)
o= [ antotn) 4 2 - PD|ar (140

donde r = \/W y hemos definido v := 1 + i7s.

Hay que resaltar que la expresion contempla las componentes espaciales
del tensor energia-momento (P, P.) y no sélo la componente temporal (p) del mismo,
como sucede en la bibliograffa estandar[25].

Aplicaciones de estas ecuaciones pueden ser encontradas en [5, 12].






Capitulo 2

Solucion a segundo orden

2.1. Escalares 6pticos a segundo orden

En este capitulo nos proponemos extender algunos de los resultados hallados en
[13] a segundo orden en la perturbacién de la métrica plana. Este no es el primer
trabajo que hace estudios del fenémeno de lentes a dicho orden. Varios autores han
analizado el mismo tanto en situaciones astrofisicas como cosmoldgicas. Por ejemplo,
para situaciones astrofisicas, en [6] se estudia la deflexién de la luz a segundo orden
en G/c* = e para un sistema ligado de dos masas puntuales. En [I0] se estudia
la ecuacién de la lente débil exacta en un espaciotiempo de Schwarzschild y en
particular la ecuacién de la lente a segundo orden en €. En [26] se estudia la ecuacién
de lente débil a segundo orden en ¢ dentro del formalismo postnewtoniano. Estudios
de indole cosmolégica que incluyen efectos de lente a segundo orden tanto para
analizar el espectro de potencias del CMB o la relacion distancia-redshift pueden ser

encontradas en [4, (9] 14] [16], 19, 21, 24]

A diferencia del trabajo presentado en [I3], no es nuestra intencién obtener expre-

siones similares a (|1.38)), (1.39)) y (1.40) en términos de las componentes del tensor

energia-momento a segundo orden. Sino que dejaremos expresado los escalares 6pti-
cos a segundo orden en la perturbacién de la métrica plana, y finalizaremos el capitulo
con el calculo explicito de estas cantidades en un gauge en particular considerando
perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales[4].

Para ello, empezaremos resolviendo la ecuacién ((1.34) de forma iterativa hasta

21
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quedarnos so6lo con cantidades cuadraticas de QE]:

X1\ = X, + /A AN XodX, (2.1)
Xo(\) = X + /A AN XdX, (2.2)

reemplazando (2.1)) en (2.2)

AN
Xo(\) = X; + / / AMNYAN ) Xod\ dN, (2.3)
Ao Y Ao

notemos que en el n-ésimo paso iterativo aparece n veces la matriz A entonces:

AMNYANYAN ) ANY) = ( QA )OQW) 0 (X)Z) O ) : (2.4)

QAN AN VAN AR = ( oo g ) 25)

AN)AN AN AN AN) AN =

( —Q\)QN™)Q(A™) 0 ) (2.6)
Q)IQAMQRAQN) —QN)QMQNY) )

Por lo tanto, basta considerar hasta la 5 iteracién para obtener todos los térmi-

nos cuadraticos en (). Despreciando el término cibico en () que aparece obtenemos:

! Asumiendo que @ es pequeiio, en algin sentido, uno espera que esta sucesién converja a una
solucién.
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K=o | (—Qom )CM”/AO /. ( Q —QO(X)>
dX/dXXM/ /)\ /A < Q") Qéw )dA AN dN X,

/“ /A /A /A ( AW) Q(A’)Z(A”’) )dwwd”dXXo

+/AO /AO /AO /AO /A: (8 Q(A”)()Q(Aw) >d>\vd)\i”d>\md/\”d>\'xo,

(2.7)

reescribimos de la siguiente manera

X5(\) = ( Bu  Bun )XO, (2.8)

donde

A /\/ 7 " ’ A A )\” )\W 7 1n "1
Bgo = 1 —/ QA")dN"dA +/ / / QN )YQN" )N dN" dN" N,
)\0 /\0 )\0 )\0 )\O )‘0
(2.9)

A x o
By =1-— / (A = X)Q\)aN + / / / (A" = X)QNYQN YN dX"dN,
Ao Ao Y Ao Ao

(2.10)
A Ao
Bw:—/AO QN )d +/A0 /A [ Qo iy, (2.11)
A A . . . ,
Bor = 1(\ — Xo) —/ / (A" = X)QN")dN" dX
Ao @20 (2.12)

)\ )\, )\N )\/// " 12 " "
+/ / / / (A" = X)Q QN )N dX" dX"dX .
>\0 )\O )\() )\0
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Notemos que en Bi; vy By hemos realizado algunas integrales explicitamente,

pues @ no depende del parametro respecto del cual estamos integrando.

Realizamos las integraciones desde la posicion del observador en )\y. Como el
vector desviacion de geodésicas debe ser nulo en \y pero no asi su derivada respecto

del parametro afin, el dato inicial debe ser

0
X, = ( Vo) > : (2.13)

Con estas consideraciones obtenemos lo siguiente:

(2.14)

entonces

PR
X(\) = {H(A—AO)—/ / (A" = X0) Q)N dN
;o e (2.15)
)\ )\ )\ )\ " 1" " " n " /
+// / / A" = 2)Q\)QN )N AN dA d/\}V()\O),
)\D )\O )\0 )\Q

V() = []1— / :<X_A0>Q<A’>dx+ / A / A / :Nu’”—xo)@(x’)@(k’”) 216

dX"dX'dX} V( o),

donde (2.16)) coincide con la derivada de (2.15)) respecto de A, como tiene que ser.

Usando la siguiente relaciéon que se obtiene integrando por partes

/A /A (A" = X)Q\ )N dN = /A()\ — AN =)\ )aN, (2.17)

Ao

obtenemos de (2.15)) lo siguiente:
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>\ / ’ /7 /
X0 = [M—Ao) - [N = gemi
g (2.18)

)\ )\l )\ll
+/ / / (A//_AIII>(AH/ _AO)Q<AH)Q(A”/)dA”ldA//dA/ V(AO).
Ao Y Ao Ao

Si la métrica fuera plana (Q) = 0) el vector desviacién en la posicién de la fuente
As = Ao + d; seria

= X0 = (= AV() = V() = el S ) )

En presencia de una lente gravitacional, si un observador ve una imagen de ta-
mano Xy, que significa Xy = ds)y, entonces ésta debe ser producida por una lente
de tamano X; = X(\s) descripta por ([2.18). Para simplificar la notacién elegimos

Ao = 0, entonces

1 AS !/ / ! ! 1 AS >\l >\II "’ 1" 1"
st{n——/ P CICO T A A PP
As Jo AsJo o Jo (2.20)

" "

QINHQ(X )d)\"'d)\”d/\’}xo,

donde el vector desviacion en la posicion de la fuente X y en la posicion del obser-

vador &} vienen dados por

XS:<<_5> X():(C_O). (2.21)
Cs CO

A fin de dejar expresado (2.20)) en término de las cantidades de curvatura ®gy y

U, debemos considerar el siguiente producto matricial
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oy B ) ) ()
e >_( B) <">>( B0 B )

)
)
_< Do (A)Poo(X") + Wo(X)Wo(X™) Doo(A")To(A") + To(A") Poo(A")
T\ Poo(A) + Poo(A)Te(A") To(A)T(X”) + Pao(A ) Poo(A”)

(2.22)
Entonces, considerando sélo la primer componente en la relacién vectorial

obtenemos lo siguiente

]. )\S / ’ ’ / ]. AS A A,, nr " " "
G = 1=+ )\()\s—)\)q)oo()\)d)\‘i‘)\— A (A=A Poo(A)
s Jo sJo Jo Jo

" 17 = " " " I 1 )\5 ! ! I !
Doo(A") + To(A" ) Tg (A ))d)\ A dA}COjL {— A—/ A (s — X)W\ )dA
s JO

1 PV mon 1 " " M " o
" A_/ / / A=A )(CDOO()‘ JWo(A) + o (A )Poo(A ))d/\ d\ d)\]
s JO 0 0
Co-

(2.23)

Obviamente no es necesario considerar la segunda componente en (2.20) pues es

s6lo el complejo conjugado de la primera.

Consideremos ahora dos cuestiones

1. A priori nos hace falta considerar los escalares @y y ¥, a segundo orden en la
perturaciéon de la métrica, excepto obviamente en aquellos términos donde apa-
rece el producto entre ellos donde sélo basta considerarlos hasta primer orden.
Para ello es necesario considerar los tensores R, v Cyupeq hasta segundo orden
y la tetrada (€%, n*, m®, m®) s6lo hasta primer orden pues en el background R,

yV Capea SON cero. Es decir, sea

Cuabea = & Clohy+ 2 Clpy + O(%),

o (2.24)
Ray =€ R, + &2 Rab + O(e?)
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(¢ = (O 4 ¢ gMa 4 O(e?),

(2.25)
m® =m0 4 e mWa L O(?).

Para los otros dos vectores de la tetrada hacemos lo mismo pero no los usamos
en lo que sigue. Con las expansiones ([2.24]) y (2.25)) obtenemos lo siguiente

gy = € DYy + 22 B + O(), (2.26)
Uy =c¢ \I/((Jl) +&° \1'82) +O(e?), '

donde

W — 150 0
oy = —5 Ry, (OO,
(I)é%) = _R((,j)) (E(O)ag(l)b + g(O)bé(l)a) + %}2L(1211)€(0)(J,€(0)I)7

\I,(()l) — C((lll)idf(o)am(O)bg(O)cm(O)d’

\I,(()Q) — QCC(Lll)ng(O)am(O)b(g(O)cm(l)d + m(O)dg(l)c) + ngdg(ommm)be(mcm(O)d‘
(2.27)

2. A priori las integrales en ([2.23|) son realizadas a lo largo de la trayectoria
perturbada, la cual, via la aproximaciéon de Born, puede ser aproximada de la

siguiente manera

Tpori(A) = 20N + e 6zM(N) + O(£?). (2.28)

En el régimen de lentes débiles, suponemos que ésta es una buena aproximacion

a la trayectoria perturbada.

Expandiendo los escalares @y v ¥, alrededor de la trayectoria del background
y considerando lo explicado en el punto anterior obtenemos que la contribuciéon

a segundo orden de estos escalares es
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a a a a\]:l(l) a
(e () = 1@ ON) BN BP0,
a2 (A)
a a a 8¢(1) a
Pro(an(V) = B 0) + 6OV )
z(0)a(\
(2.29)

Teniendo en consideracion estas cuestiones, las componentes del vector desviaciéon

a segundo orden seran las siguientes

¢, — {1—%/&)\()\ —A)OO(A)d)\——/AS )\—/\)cb(%(A)dA

As As
__/ )\ _)\ 5x(1 ( )6®00 _/ / / /// )\ _)\///)

ox®
(@gm B0 () + 05T () <X”>)dA ax dA]co [—r / N =)
s JO

’ ’ ]_ s ’ ’ As ’ (9\11(1)
g 1 / ) L / 0
P\ 5 ) A (A —N) )dX A)ozMe(\ o
/ 1 As A A " " " (1) " (1) " (1) " (1) " i
d)\+)\— A A=A ) DPog A )TN )+ Ty (N )Py (A ) |dA

s JO 0 0

d\”’ dx} G,

)\/

(2.30)
donde todas las cantidades quedan ahora expresadas en término de la trayectoria sin

perturbar de la geodésica nula y las integrales se realizan a lo largo de la misma, y

ya no de la trayectoria perturbada.

Separemos en parte real y parte imaginaria el escalar de Weyl y las componentes

del vector desviacion en la fuente y en el observador. Sea

Vo = Wor +1i VYo,
Cs = CSR +1 CSD (2'31>
Co - <0R+i<ol'
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Luego, reemplazando en ([2.30) podemos separar la parte real e imaginaria del vector

desviacién en la fuente de la siguiente manera

sR — A oR T B ol s
CsR /C R /CI (2.32)
Cs[ =A COR + B gob

donde los coeficientes {4, A", B, B'} vienen dados por

/ ) (I)(l) ,
A_l——/ ‘M=) (@ <A>+q>go><x>+5x<”“u>% + Tip(\)
)\/
owly

o /)dA+—/AS/ / "= A"

(¢gz)<x>q>gz><x"> + WA )TN+ T OB )+ el (A ) ()

F U 4 bz (\) T

+ ool (X”))d)\ dN'dN
(2.33)

AS —(1)
B = —i/ A=) (‘I’( )(>\ ) + \IJOI (/\/) + DX a;:;(;]
0

) d\
)\/

1 As A A » » ) y )
)‘_/0 /0 /0 Y- )<‘I’ o (N5 (\) 4+ W) (A) g (X ))dA A" dN

1 As N Az N " 1)\ (1) (1) /" 1)\ e

_ )\_/O /0 /O A(A = A )(WOI (A)TAN") = TN )W (A ))d/\ d\ dX\,

(2.34)

/ 1 /\S / / (1) / (2) / (1)a / (9\1181[)
A=—— i AAs =AYy, (X)) + U7 (V) + oz (A)W

) d\
)\/

1 [r Ao ) ;
A_/O /0 /0 A=A )(‘I’&)(A YA + o A (N ))dA I AN

1 As N A\ ; ) ) N )
e e () - SRR ax oy,
(2.35)

+
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B —1__/AS (A —A)<<I>00(A)+<I>éo)<k>+5w () 2000

As
+—/ // 5 —A)(mm DB + TN

+\Ifg?(A”)xp“>(A”’)>dA dN"d\ +—/ "(As —A)(\I/ DY 4+ B

d)\> L / / / % —A”’)(@m(x’)\lfég(x”)

+ o8l (X”))dA dN"d\.

a\pgﬁ%

+ sV () =0

(2.36)

Ahora lo que necesitamos es relacionar las componentes del vector desviacién
en la posicion de la fuente y en la posicion del observador mediante la ecuacion de
lentes (1.3]) para poder expresar los escalares 6pticos en términos de las cantidades

de curvatura &g y Vy.

La ecuacién de lentes (1.3]) relaciona las componentes espaciales del vector des-

viacién de geodésicas en la fuente y en el observador por

(=A%¢, (2.37)
donde {¢’, ('} son los vectores espaciales asociados con {(;, (,}-

Como no estamos interesados en la componente de (* en la direccién de (%,

consideraremos unicamente la proyeccion del vector desviacion en la base {m®, m®}

¢ = ¢m® +¢m?. (2.38)

Separando sus componentes en parte real e imaginaria y expresando (* en una

base ortonormal {a®, b*} donde

(a® +1b7), (2.39)

EIH

obtenemos lo siguiente
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("= %(@a“ + (rb?). (2.40)

Entonces en esta base, la relacién (2.37)) nos queda
s 1- - - -« o.
GsR _ K :Yl Y2 — W CoR ' (2.41)
Csr —Yet+w l1—rk+7) \Co

Gr=1—r—=") Gr— (72 +@) Cor,
CGr=—(72—w) Gr+ (1 —K+m) Cor

Comparando ([2.42)) con ([2.32)) obtenemos las siguientes expresiones para los escalares

) d\

As
- / / / "N _X")(cpgg@ )4 (A1) + TN )TN (243)

"

Explicitamente

(2.42)

opticos

A 1) 2) OBl
:—/ "(As —)\)(@00()\)+<I>00()\)+5m “(\) ax‘{f

+ oY (A )>d>\ AN dX,

» D L @)y \ OUy
:—/ (qf( (V) + WX + daDe(X) 08
xa

/

dX) d\
Al

"

i _/ / / /N )\ _ )\///)(¢00 ()\//)\Ilolf)i()\///) + wég(A//)®ét ()\ ))d}\ d)\ d)\
(2.44)
)dx
)\/

)\s
- / / / "N —X")(cboo AT + 05 () Dl (A”’))d)\ NN,
(2.45)
~ 1 As A A N m M) N (1) (1) /77y (1) mooo
o=+ i AN =N W, AT N =T p (A )W/ (A7) JaX"dN aN,
(2.46)

As (1)
- — / (\y“)(X) + U\ + oM\ a(;p 0
T
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Podemos reescribir todo como

acb(%)

)\s
:_/ "(As —A)(cbgg)(A)Jrcb(’(X)+5:c1“(X) 5
xa

,)dX
__/ / / "\ _X">(q>gg><x>q>gg< ")+ Re{WSI (AW (A "')}>
AN AN AN,

(2.47)

ol ,
88 )d)\
rd ’

S e (seown o)

dN"d\'dN

)\s
71+mg——/ "M —)\)(\If TN+ 0PN + 62 (\)

(2.48)

:_/As/ / T = NV IO WY TD NN AN DN, (2.49)

Las expresiones ([2.47)), (2.48)) y (2.49) para los escalares 6pticos son las expresio-

nes a segundo orden méas generales que podemos obtener sin hacer ninguna suposicién
acerca de la extensién de la lente ni de su forma y constituyen uno de los resultados

principales de este trabajo.

Una cuestion muy importante acerca de estas expresiones es la siguiente. Consi-
deremos primero la convergencia k. A primer orden podemos decir que la distorsién
isotrépica de la imagen tiene su fuente debida unicamente a la presencia de ®gq
de forma lineal. Sin embargo, a segundo orden nos aparecen términos de la forma
(ID(()B)CD(()B) y \If(()l)\ffél), es decir que ahora s también tiene contribuciones de ®¢ y de
Uy pero de forma cuadratica. Algo similar ocurre con el shear 7. A segundo orden
no sélo tenemos contribuciones de ¥, de forma lineal sino que aparecen términos de

la forma @élo)lllél). La pregunta es, ;Tiene sentido que suceda esto?
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Si analizamos las ecuaciones ([1.21) y (1.22)) para la expansién p y el shear o
locales de la congruencia

U(p) = (p* + 07) + Do, (2.50)

l(o) = (p+ p)o + Vo, (2.51)

vemos que efectivamente solo a primer orden p estd domina por ®yy y o por Vg, pero
a segundo orden p tendra tanto contribuciones de ®y9 como de ¥y, y lo mismo pasa
con o. Entonces tiene bastante sentido que nos hayan quedado las expresiones para

los escalares 6pticos de esa forma.

Veamos que sucede con w. Recordemos que habiamos considerado que la con-
gruencia emanaba perpendicularmente de una superficie espacial S, para la cual era
condicion necesaria y suficiente que la congruencia tuviera twist cero, sin embargo en
(2.49) vemos que el escalar optico asociado a la rotacién de la imagen no es cero. Lo
que pasa es que si bien el twist vale cero, ésta es una propiedad local de la congruen-
cia y cuando integramos iterativamentes la ecuacion de desviacion de geodésicas, el
efecto acumulativo debido al shear en distintos puntos del camino de las geodésicas
nulas hace que esta propiedad local de la congruencia no se mantenga globalmente
y nos aparezca el escalar @ asociado a la rotacién de la imagen. Ver [I5] para la

discusion de este fenémeno.

Como novedad podemos decir que @ no aparece en trabajos a primer orden [13] y
en muchos trabajos a segundo orden lo consideran directamente nulo o despreciable.
En particular, en la aproximacién de lente delgada que desarrollaremos en el préximo

capitulo, veremos que w es exactamente nulo.

2.2. Aplicacién

En este seccion calcularemos explicitamente los escalares épticos en el llamado
gauge generalizado de Poisson donde la métrica puede ser escrita de la siguiente

maneral7]
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ds? = —e*dt? + 2wdtdz’ + (e72V6;5 + hyj)da'da? (2.52)

donde se cumplen las siguientes condiciones

(9%2- - 0 y @lh” - O y h; = 0 , hij = hﬂ (253)

Los coeficientes de conexién asociados a esta métrica son

Iy, = %, (2.54)

Iy, = %, (2.55)

I, = aa—f + e2<¢+¢>§—i, (2.56)

ro — —% (gt‘;] + g;) - e—2<¢+¢>%—f6¢j + %%, (2.57)
N i e
= —%5; - %52 + g—iéjk + % (gg; + gZ’; - %2”“) (2.59)

El motivo de analizar los escalares en este gauge, se debe a que el mismo es muy
utilizado en cosmologia (donde ademas, claro estd, aparece el factor de expansion),
y por otro lado resultados parciales de los escalares épticos a segundo orden ya se
encuentran en la literatura (ver por ejemplo [4], donde se analiza la convergencia a
segundo orden en este gauge pero despreciando términos asociados a las perturbacio-
nes vectoriales y tensoriales). De este modo, este gauge se convierte en un candidato
a tener en cuenta para calcular explicitamente los escalares 6pticos y comparar con
aquellos encontrados en [4]. Como dijimos, en el contexto analizado en [4], se consi-
dera que tanto las perturbaciones vectoriales w; como tensoriales h;; son cantidades
a segundo orden, ya que estan analizando perturbaciones primordiales de origen cos-

mologico motivadas en modelos inflacionarios. Una justificacion para tal hecho, en
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dichos modelos, puede ser encontrada enf[lI]. Por otro lado, ellos también desprecian
todas aquellas derivadas temporales de las componentes de la métrica y en la di-
reccion del movimiento de las geodésicas nulas. En particular, también descartan
todo término que contenga menos de cuatro derivadas en la direccion transversal
al movimiento . Si bien todas estas suposiciones estan bien motivadas en su marco
(para mayor detalle referirse a [4]), nosotros no haremos uso de ninguna de tales
suposiciones, con la unica excepcion de que también consideraremos a las compo-
nentes vectoriales y tensoriales como de segundo orden, pero esto es tan solo al fin
de simplificar los calculos. Cabe destacar entonces, que si bien nuestros resultados
seran mas generales que los presentados en [4], estos ain no son lo suficientemente

generales como para contener otras potenciales situaciones astrofisicas.

Como vimos anteriormente en (2.29)) necesitamos contar explicitamente con una
tetrada transportada paralelo hasta primer orden (en realidad sélo necesitamos ¢*
y m?), ademds debemos calcular la correcién dz® a la trayectoria y los tensores de

Ricci y Weyl hasta segundo orden.

Calculo de la tetrada

A fin de poder comparar nuestras expresiones con otras encontradas en la litera-

tura, en particular en [4], consideraremos el siguiente cambio de coordenadas

donde t es el tiempo de observacion actual. Por otro lado, se puede reparametrizar
a las geodésicas nulas y utilizar a xy como parametro. En este sentido, a orden ce-
ro, x coincide con el pardmetro afin A (no asi a orden 1 o superior). Entonces, en
estas nuevas coordenadas, las geodésicas nulas x*(\) vendran reparametrizadas en

términos de y como

2 Ax) = (2 (x) , 2’ =zy 2 (2.61)

Consideremos la siguiente tetrada en el background
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1 1 1
(01 =(1,¢,), n9=_(1,-¢,), mP"=—(0,¢;), mV*=—(0,¢_), (2.62
(1,¢) 5 ) \/5( +) \/§< ), (2.62)
donde
é_=¢6p—iéy, €4 =¢é+iéy. (2.63)
Y ademéds
ép = (cosB cos ¢, cosf sin ¢, —sinf), (2.64)
éy = (—sin ¢, cos ¢, 0), (2.65)
é, = (sin® cos ¢,sinf sin ¢, cos ). (2.66)

El vector é, indica la direccion de la linea de vision en la esfera celeste y es totalmente
arbitrario. La base se completa con los vectores ¢y y €4, tangentes a las curvas

¢ = const y 0§ = const, respectivamente.

Realizamos entonces el transporte paralelo

b d (e (Da b
OVt =0 = —— = =T}, (O O, (2.67)
b d nte (Da »(0)b
OV =0 = —— = -Ty, 0O e (2.68)
d mWa "
PVym?® =0 = ZZA = (V4 g0 O)c. (2.69)
d mMe u
OVt =0 = ZL)\ = —T{De O 7 O)c. (2.70)

Definamos ¥ := # y realizemos el transporte paralelo de la tetrada quedandonos
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s6lo con cantidades a primer orden en €.

A 00,00 i w5 iy

N __&_2817’ Dy ij€rEr
(8¢ N &béz) B 8¢él oY
dx Ox* " 8:1:“" 8)(
e, 2 S
ox oxt "

d¢+8¢+8¢ do

dx 8>< 8X dx

_ 49
= -2 dX+2 8><
A9y, o, Y

+2—¢ +2_rr_

dA __8171 ox " oxk or;
dip
py 2—
8xz+ dx "
dm™" :i a¢Al +e (¢+¢>)a¢5 ézA]'
d\ V2 Bt ax
1 (%5
B \/_3ml €
dm!") LoV, OV iy OV pgiy OV o
P\ _—2(@@6] + ke ehojel + @ei%ei o 'if%kei)
1 aqu)Az al/JAkAl aw 7 k:
:_2<8X ++ﬁ + r+ﬂe+ r
L O 8@/} o
(B (e
L O, Yy
-t )

d nM° 109 109 ., 1 8¢5 _ 1672(¢+¢) &p 5l g

dx 28X+28xzr 28x’r 2 1% 01
_1og 1oy _0o¥

20y 20y  Ox

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)
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d n)? 1, op 10y ., 10v ., 10¢ ... 100 _ . 10y
— 2y Y 2T Wi D W siskaj  Z T sisjsk
d\ 2°¢ ox; + 28)(67’ 28)(67" 28xk6] e 283:?6’“67’6’" 2 0x;
_ 100 O 5 10V
20z, O " 20
= _5)\1/ — a_wéjéi
Oy 0w T
2.76
dm®o 1 op . o . (2.76)
= | = 2= e el
d\ V2 o’ ox (2.77)
R0t
d m) L (oY gy | 00 gy 00 4 00 o
=5 (aéje]_ + %6_5365, + @6_(5,?654 ~ o e_5jkeﬁ,>
1 A A A
L (% g 8—%’1@1 + a—%’_é’:
2\ Ox Oxk oxk (2.78)
L 8—¢é’“éi+ a_w+a_wék é |
Vo \ozk = dx OxF ") T
_ 1 (92/1 NN dw A1
B \/5(3:1?’“ ST
Veamos lo siguiente
dx
P=—"=1 2.
N + O(e), (2.79)
y por lo tanto, como sélo queremos la tetrada a primer orden
drMe gy deWe g eMa
=X - +O(). (2.80)

A\ d\ dy  dy

Lo mismo vale para los demas vectores de la base. Entonces, reparametrizando la

geodésica por el pardametro y y considerando sélo cantidades a primer orden obtene-
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mos

X . ) . X o,
g0 — 94 +/ dx'20, (V= 2pel — / dy 20"V,
0 0

X . ) X, (X,
M0 = —/ dy' U, nMi= —/ dx 0'V — é;éﬁ/ dx 00,
0 0 0

Ad X Py sisk  rx (2.81)
(D0 _ _\6/% Ay 06, mDi = e\;%b N e:/eg / iy O,
0 0
=1 b% =i st sk X
R0 _ dv' O mi — ﬂ + & / dv' O
\/§ 0 X Z¢a 5 \/§ 0 X k¢7
donde hemos definido
. ov
U= 2.82
0 (282)

Calculo de la correccion 6z

Teniendo en cuenta la nueva parametrizacion, las correcciones a la trayectoria

geodésica 6z, vienen dadas por

X i
(5x(1)i(x):/ dxlﬁ—o. (2.83)
0

Para ello debemos considerar ¢//¢° sélo a primer orden

i . . X ’ . X ’ . -1
5—02 <é;+52¢é;—a/ dxzaﬂp) (1—52¢+5/ dxm)
0 0 (2.84)

. . X, ) X,
z<é;+s2¢é;—e/ dXQaZ\IJ)(Hszqs—g/ dx2\11>.
0 0

Quedandonos sélo con terminos a primer orden en £ obtenemos lo siguiente

gi . . X ’ s X ’ .
6—0:4@(33—@;/ dXQ\If—/ dy'2 0", (2.85)
0 0

expandiendo el gradiente de ¥ en la base {é,,é_,¢é,}



Capitulo 2. Solucion a sequndo orden 40

A N AVANE A AN A A
o — < i )éu (‘”JT)éH(érj P V)el, (2.86)

y escribiendo la derivada parcial de ¥ como

A\ A
W —_ Y/ — . o 2'
i g s (2.87)

obtenemos

Vi ‘ A X, ‘ ~i Aj_ 50 AJ X
5= Ave —20¢ +é;/ dx'2(é,; 9T) — (M) / dx 20,7
0 0 (2.88)

2
. X ’ .
- éj,/ dx'2(¢1 0,).

0
Entonces, solo a primer orden en el parametro € obtenemos lo siguiente

i siopd 4 si Bl
ézijéi_<€+e_+ee+)

X
5 / dy 20, V. (2.89)

0

Luego, utilizando (2.83)) e integrando por partes obtenemos
(i (Y e el e el o :
e (x)=¢e. [ dy2¥ - | ——= dx (x — x )20;¥. (2.90)
0 0

Calculo de los escalares ¢y y ¥,

Antes de realizar el célculo de las componentes del tensor de Weyl notemos lo

siguiente

\110 = Cabcdfambfcmd = Rabcdéambfcmd. (291)

Por lo tanto sélo necesitamos calcular las componentes del tensor de Riemann

hasta segundo orden
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Rori = 5[3X8ﬂ/15lk - 8X5’l¢5z‘k] + 52[_2¢ax8i¢5lk + 2¢3x81¢5ik - 8i¢ax¢5lk

1 1 (2.92)
+ 0100\ Yor; — 5(3149@'001 — 0pOw;) + 5(@(81}% — 0y O;lhu)],

ROkOj = 5[8,4%(;5 + 8X8X¢6jk] -+ 82 [8k1/1(9]¢ —+ 8@@(]& + 2¢8k8]¢ — 8X¢8Xz/zc5jk

1 1
— 8m¢8mw5jk — <8X¢)25kj + 8@@1/} — 5(8X8kwj + 8X8jwk) — §8X8thk],
(2.93)

Rigim = €[—010i1001m + OpOmtbyi + 010500 i — O10mh0i] + €220, 050 01m
— 200,000 — 2008108k + 200010110 Ski + (O3 )* 81Ok
— OOkt + Oyt — OOt — Db D610 (2.94)
(OBt DB+ POy + 5 (DhDihn

1
— OkOpmhu;) + §(alamhik — 010ihm)),

y las componentes del tensor de Ricci a segundo orden

Ry = —€[00'0 + 30,0,0] — 200,06 + 200,06 + 060’6 — 3(0,))*

, (2.95)
— 30,90\ — 0;00"Y],

1 .
Roi = —e[20,00] + X060, + 50,0 wil, (2.96)

Rz‘j = —6[8m8m¢5ij + &@w — 8,8j¢ — 8X8X@/)5ij] — 82 [8m¢8m’¢5w + 3(8X’17Z))2(S”
+ 00050 — 0 0™ b5 — 0;00;¢ — 0;00;%) — 0;00; ¢ + 2(¢ + 1) 0,0y 10y
1 1 1
+ 8X¢8X¢5ij + 5(8)((91‘&)]‘ + axc?jwi) + §8X8Xhij — §8m8mhw]
(2.97)

Con estas expresiones y definiendo los operadores
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. o .1 0\ . .
0, := —sin®(6) (% +1 sinﬁa_(b) sin—*(6), (2.98)
_ . g 1 0N .
0, := —sin"*(0) (% — Sin90_¢) sin®(0); (2.99)

actuando sobre cantidades con peso de spin s, los escalares ®yy y Wy a segundo orden

en las componentes de la métrica vienen dados por

1 o )
Dy = (A0 + A + 00,4 — 0)E8] + 20,010 + 40,0:0¢}), (2.100)

1
2
. . X ’ - X ’ .
+ 8(t) — ¢y DE + 40,0 <é; / dy' 20 — / dy 20%11)
0

0

o) = (2(¢ — )AP — 1200, 0,1 + 2A¢ /0 ! dy' 20 4 6(8,0,1) /0 ! dx 20

F A (AY — 0,0 ) + 400, (1 — §)ELel — 2( A — D\ D)) E /0 " iy 20,0

. X 12 . B . .
— 28,0; (1 — ¢)él / dX 207 + 8;60' § — D) — 20,301 — 49,1, e’

0
+ (&'W%@/} - ai¢aj¢ - 23¢¢3j¢)éf«éfi + 2(¢ + ¢>axax¢ + Awiéi + axaiwjéiéi

1 .
— 5 (Ahi; — 0,0,hij)é; éﬂ),
(2.101)

ol = ?6?)@, (2.102)
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v

X2

b X 1 1

08,6 [ A3+ —0,08,0 + 5 0,000
0 X 2x

(2) é;; X / é:n X ’ 1 2 X / . 2
Vo' = 5750000 | dx 0ot + —50:0,0 [ dx 0,0+ —0,0 [ dx 2V +2—0,¢
2
X 0 X 0 X 0

2 2 Ak X i 2
- —25ower dx OV + —
X 0 X
1 1 . A 1.. . .
— 000+ 5B+ m i (0 = )+ 2m e (01

+ Ohag;) — m©TmO%elel (0,00 + 0:0kh;).
(2.103)
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Escalares 6pticos

Finalmente llegamos a las siguientes expresiones para los escalares 6pticos (2.47)),

e v @19

1
2Xs

K =

Xs . . . X .

/ XX (s = X) | QAW + & & 0,0,(1) — 6) + 20 + 461 O1)
0
X/
<2ek8kA\Il + kel e10,0,0,( — @) + 28R + 4¢F ¢ 0, lw) / dx" 20
0
i ; N AN e S
+ 260A\If + 60(67" €, 813] (w — ¢)) + 260w + 460(@" aﬂb) dX 7260\11
0

<25 AW + 3, (6 69 0,016 — B)) + 25,0 + 48, (¢ ai@b)) / o XD g5 g
0 X X
+2() — @) AP — 12000 + 2A¢ /X dx" 20 + 61 /X dy’ 20
0 0

; . . ; X/ "o X/ ” ;
+ 8(¢) — ¢)é D) + 49 (é; / dy" 20 — / dy 231\1/)
0 0
+ 4 (A — ) + 4 E8 & 0,0;(1 — ¢) — 2(Ah — 1)él /X dx" 20,0

0

/

— 20,0, (1 — B)é: / : dx 2000 + 99 O'p — Dah DY — 20p — da &1 D,

0

+ ¢ (0 O0p — 0,0 D5 — 20,0 Dsab) + AW) + ¢ Aw; + ¢ &2 0y,

1 Ry .
— 56 &l (Ahy; — hz‘j)}

" /// 1" "

1 " i AT
- — dx/ dx/ dx x (x —x )[Z(QA\I’(XHGTGM@W

" 1"

) +€.€.0:0; (1) — 6)(x

. " " 1 P "
20" + 48 Od(x >) X,,2X,,,QRe{62 () By >H

_ ) + 2D + 48 az-w<x”>) (mu )

(2.104)
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1 XS 7 ! ! 1 Xl "
v=— / dx x (xs — x) {—/2 (53‘11 + é,’f@kﬁi‘l’/ dx 2\If>
Xs Jo X 0

/

1 X, . li o 1" 3 B X . ! o 1"
- = (263\1/ / dy (X—,,X)zéoxpmaoégxp / dy u% \11>
X 0 X 0

5t X At X/
+%8¢60¢ / dx”ﬁﬁoere—,’"aﬁm / dx”60¢+ 6g¢ / dy 2\p+2—52
0

X/ " ]_
,265 / dx ak\lur —5 610,001 / dx 0,0 + — 061000 + 575000000
0 X X 2x

1.
_hij) + 2m( )]m( lé:, (8j8[iwl]

1
2 i O (9o —
X/2 ¢6o¢ + 2X/2 60¢60¢ + m m J (a(lw]) 2

+ Ohy;) — (O)jm )k gi l(aa hagi +88[khl]])

e L / o [* o B o) (2800

L0000 — H)) + 200 + 4éz;ai¢<x”>) L) (mwx

"

)

1"

L0060 — A + 20(") + 480 (x >)]

(2.105)
b=— dx/ dx/ dx"' ,,; >Im{52 (”)8?,\1/()("')}. (2.106)

En [4], donde se explica que no se considerardn ciertos términos debido a la naturaleza

del problema que estan tratando, se obtienen expresiones para x y v a primer orden

¥ Xs X &
kM = / dx>—20,0,%(x), (2.107)
0 XXs

(1) X - X 2
0 XXs ( ) ( )

Luego de descartar los términos que se sugieren en [4] encontramos que nuestras
expresiones reproducen exactamente estos resultados. Por lo tanto, nuestro resul-
tado es bastante mas general. Ademé&s en [4] se presenta una expresién para £ a
segundo orden (no asi para ), aunque la misma sélo considera perturbaciones esca-
lares. Nuestros resultados, luego de despreciar los términos sugeridos, coinciden con

la mayoria de los términos, excepto con los nuestros que tienen integrales triples.
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Esta diferencia parece provenir del método de integracién de la ecuaciéon de desvia-
cién de geodésicas. Sin embargo, si bien no hemos podido chequear analiticamente
que dichas integrales sean ciertamente equivalentes, para algunos ejemplos simples
donde se puede realizar la integral explicitamente hemos obtenido que dan la misma

contribucion a la convergencia.



Capitulo 3

Aproximacion de lente delgada

3.1. Escalares 6pticos a segundo orden

Como bien dijimos en el Capitulo [I], la aproximacién de lente delgada consiste
en suponer que las distancias lente-observador y lente-fuente son muy grandes com-
paradas con la extension de la lente. Esto nos permitia considerar a la fuente y a la
lente como distribuidas cada una en un plano: el plano de la fuente y el plano de la

lente, este iltimo perpendicular a la linea de vision.

Hasta el momento hemos llegado a las expresiones (2.47)), (2.48)) y (2.49)) para

los escalares 6pticos, a partir de expresar el vector desviacién ([2.30) en términos de

cantidades sobre la trayectoria sin perturbar haciendo uso de la aproximaion ([2.29).

Notemos que si hubiéramos dejado el vector desviacién en su forma original ([2.23])
y hubiéramos procedido a obtener las expresiones para los escalares épticos de la

misma manera que lo hicimos, obtendriamos

1 AS ’ / ’ ’ 1 AS A/ AH " " " " "
o= 5 [ N0 = e = 5 [N 8 () @m)
>\8 0 )‘S 0 0 0

+ Re{\Ilo()\”)\Ifo()\m)}) dX"d\"dN,
(3.1)

47
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1 >\S / 1 ! / 1 >\S >\/ )\// " " " 12
wrin=g [ X0 - [ [N —A)(%(A)
>\S 0 )\5 0 0 0

" " "

To(X") + TN ) Do (A ))dX”dX’dX,
(3.2)

1 As >\l >\H " 17 " " = " " " !
aJ:A—/ / / AN = N Im{ W (A ) To(A" 1N dN" N (3.3)
s JO 0 0

donde, si ahora aplicamos la aproximacion ([2.29)) volvemos a obtener las expresiones
(2.47)), (2.48) v (2.49)) para los escalares 6pticos.

La diferencia obvia de estas tultimas relaciones con las obtenidas originalmente
es que tanto los escalares de curvatura como las integrales ahora estan calculadas
sobre la trayectoria real, y la aproximaciéon de lente delgada se debe realizar sobre
la trayectoria real. Vamos a aplicar la aproximacién de lente delgada sobre estas
expresiones y luego implementaremos la aproximaciéon a la trayectoria real

para obtener el resultado final.

Denotemos por C o D alguno de los escalares {®, U} y definamos lo siguiente:

C\) = /0 ' c\d\" ; D)= /0 " D(\")dN", (3.4)

donde ambas integrales estan hechas sobre la trayectoria real.

La idea de la aproximacion es que un rayo de luz que parte desde la fuente viaja
en una geodésica nula sin percibir la presencia de la lente hasta la posicién del plano
de la lente. En ese instante la geodésica se desvia “repentinamente” en un angulo «
debido a la presencia de la lente. Por lo tanto, aproximamos los escalares de la

siguiente forma

~ 0 VN <\N—0
{ = A (3.5)

CA)=9 - "
) C VX >N+94

y lo mismo para 5()\'), con 0 << A\, 0 << Njs, 0 << Ag (A5 = As — ;). Donde C
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es la proyeccion sobre la linea de vision de C'. Esta expresion condensa completamente

las suposiciones hechas sobre la extension de la lente.

Ahora queremos implementar esta aproximacion a los escalares épticos presen-
tados en (3.1)), (3.2) y (3.3). Para ello vamos a analizar separadamente los términos

que aparecen en estas expresiones.

En (3.1) v (3.2) tenemos términos de la siguiente forma

/ Y O = N)ON )N (3.6)

integrando por partes y usando (3.5)) obtenemos

As

/AS N = NN = N (A — N )TN — /AS(AS — 2O )N

0
As

)\S =~ / / 2 ! ! 2
= —/ A =2X)CNYAN = =C | (A, —2X)d\ = —C{)\S(AS —N) =X+ N
0 Al

=-C [ — N — Al)] = O\
(3.7)
En (3.1)), (3.2) y (3.3)) tenemos términos de la siguiente forma

As )\/ )\//
/ / / A”/(AH . )\”/)O()\”)D()\”/>d>\,”d/\”dA/; (38)
0 0 0

integrando por partes

!/

As s A
/ / / )\l// )\/I )\I// C()\”)D ()\/”)d)\”/d)\”d)\, / d)\/ / d)\”C()\”>
/\ )\ As

_ / ()\/l _ 2)\”/)D )\/l/ d)\l/l:| — / d)\, / dAH
0 0

—/0 d\'C(N )G’(A”)],

|:)\///()\// _ )\//l) D()\///)

"

() /0 ' (N = 2\")D(A")dN" = — /0 Y [G(X')C(A )

EG‘(r)\N)

(3.9)
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y distribuyendo el integrando de G()\") y tomando su derivada respecto de A" obte-

nemos

G'(\)

>\ ~ " ~ " -~ 4 >\ ~ " ~ 17
- / D" )AN" + N'D(\") — 2X"D(\") = / D" )dN" — N'D(\").
0 0

(3.10)

Volviendo a (3.9) nos queda la siguiente relacién

/AS/

As As /\
AN dN + / / / DX )YCNYAN"dN'dN — / / X' D(X
0 0

As N
/ X// )\// )\/// C()\”)D()\/”)d)\”/d)\”d)\’ - / / )\ o 2)\’” ()\”’)
0 0

(3.11)

Apliquemos la aproximacion de lente delgada ([3.5)) a cada término de (3.11])

As A - o~ A As A ) »
_ / / ()\l . 2)\/">D(/\ )C()\ )d)\///d)\’ > _CD / ()\ — 92\ )d)\md)\/
0 0

__¢D

r As , As , As , As
/ (A )2d>\’—>\l/ )\d)\’—/ (A )2d>\’+(>\l)2/ d)\’}
LJ N Al A d

-~ 02+ PO - x| = €D -

Al
As

As N -
d/\’{ / (A — 2X")d)\”’} =-CD

. \ dxN {X(X —N)— (M) + (AZ)Q}

Al

1 1

NAZ N
e Yo )\?1

2 22

N
L -2 ),

(3.12)

A" )dN'dN.
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As A
/ / / D" YCN)dN"dN"dN = CD / / AN"dN'd)N = / /
,\l A
(

" A [ 3 (N)2 =)
(A = X)dN'dN =CD d)\’[/ NN — Al / d)\”} =CD d)\'{

N N N

As

— )\l()‘/ — )\l):| = é[) )\)\5 d\ |:¥ _ @ B )\ZX + ()\l)2:| _ C«f)
CH . Y (LS CH A N Y |

N2
dN {% -\

Al

(3.13)

As
/ / X' DN)YC(NYdN'dN =~ —CD / / N'd\N'dN = -CD dX
)\l Al AL
\) Al (s ()P B
{ 2 2 } OD{ 6 6 2 <A A i

sumando (3.12)), (3.13) v (3.14)) obtenemos finalmente

(3.14)

AS A A n " n " n n " / )\3 )\l (>\5 ) 2 2
N (N = N")C(NYDN")dN"dN"dN = —CD| — 2L — + ()2,
0 0 0

2 2
BES NGO MEES SCY AP ED EY Y

(3.15)
vemos que los términos de la forma (3.8]) no constribuyen a los escalares 6pticos en

la aproximacion de lente delgada.

Ahora lo que nos falta es implementar las aproximacion ([2.29)) a estas expresiones.
Es decir, recién ahora realizamos la aproximacién a la trayectoria real y consideramos
cantidades sélo hasta segundo orden. Para ello expandimos la proyeccién sobre la

linea de vision de los escalares de la siguiente forma
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N )\s >\s >\s 80(1) )\s
C= / C(\)d\ ~ / CH(N)dX + / sxVa(\) —=—— d\ + / CA(N\)dA
0 0 0 Az | iy 0
=CW 44600 4 CO
(3.16)
Entonces
As , L . A A R
/ A (s = X)CN )N = CANs = M (CH +6CD + CP) (3.17)
0

Por lo tanto en la aproximacion de lente delgada los escalares 6pticos seran

A [ 4 Sy | 4
oo 2k (q)é}J)Jréq)&))Jr@é%))’ (3.18)
Ais [+ A :
Y+iye = ;l (\I!él)Jr(S‘Ifél)Jr\PéZ)), (3.19)
D=0, (3.20)
donde
» s L As
@é]):/ IO ‘1’5])2/ vldy =12, (3.21)
0 0
A\ (1) A (1)
: : 0P ; S ov
5B — / a3 2L dx ;oY = / o (N) 72 dA.
0 R MOTION) 0 Oz z®a(x)
(3.22)

Resaltemos que en esta aproximacion el escalar éptico correspondiente a la rota-

cion w resulta ser cero.
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3.2. Lentes axialmente simétricas

Ademas de la aproximacion de lente delgada, ahora consideremos que la distri-
bucion de materia que conforma la lente gravitacional se encuentra simétricamente
distribuida alrededor de la linea de visién, sobre el plano de la lente. Consideramos
la linea de visién en la direccion del eje y en un sistema de coordenas cartesianas
con origen en la posicién del observador. Dada esta simetria conviene ahora trabajar
con coordenadas polares (J, 1) sobre el plano de la lente en vez de las coordenadas

cartesianas (z, z). El cambio de coordenadas viene dado por

r = Jsin(v), (3.23)
z = Jcos(¥),

donde J representa el parametro de impacto y 9 es el angulo polar medido desde el

eje z. Luego,

g . 0  cos(v) 0

P sm(ﬁ)w + T 90 320
9 _ cos(q?)2 _sin) 0 |
0z o  J W

Motivado por el hecho que ¢, y ¥, son cantidades con peso de spin 0 y 2,
respectivamente, asumimos que en el caso de simetria axial su dependencia funcional

serd la siguiente[17]

Dy = @00(3/7 J);
o = —tho(y, J)e*”,

para alguna fase arbitraria en la definicion de m®. Por lo tanto, la proyeccién sobre

(3.25)

la linea de visién de estos escalares tendra la siguiente dependencia

oo = Poo(J),
o 0?( ) , (3.26)
Wy = —o(J)e??,

de donde se puede ver que

~

Jo(J) = —e~2 /0 » Wo(A)dA. (3.27)
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3.2.1. Escalares opticos

Los escalares 6pticos para una lente axialmente simétrica alrededor de la linea de

visién en la aproximacién de lente delgada vienen dados por la siguientes expresiones

N [« . .
o= 20 (D) + 08 () + ) ). (329
AN (e (1) (2)
Y= \ Yy (J)+5¢0 (J)+¢0 (J) 605(279)7 (3-29)
N (1) (2) '
2= = Yo () 09 () + 47 (J) ) sin(20), (3.30)
donde
A As (1)
St = / 53:0)“@)% dA. (3.31)
0 oz 2(a(x)

Recordemos que @w = 0 pues seguimos en la aproximacion de lente delgada.

3.2.2. Angulo de deflexién

A partir de la ecuacién de lentes (|1.3]) vemos que

YWY diéi
As dzi’

g Awda'

TTagi T N dei (332

donde hemos usado que en la aproximacion de lente delgada d‘;i A dii' Definimos
1

las componentes de o' = (a!, a?) como

o = a(J) <§ ;) (3.33)

De aqui podemos obtener las relaciones explicitas entre los escalares dpticos y las

componentes del angulo de deflexion. Para esto conviene tener presente las compo-

nentes de la matriz A% dadas por (|1.4))

Al +AZ=2—

)\13)\1 (dal d042) 1 >\ls)\l (dCMl da2

5 _1 34
N \dz Tar ) TETAR TR g dz+d:v)’ (3:34)
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>\ls)\l dOé2 dOé1 1 )\ls>\l dozl dOé2
Al A2 = _ ~ 9 _ - _ 3.35
Y (da: dz nen=oo N\ T w ) B
NN [dat  do? 1NN (dot  do?
Al A2 - ls/\] — _2 — ls/\] )
2 T4 N \ar n=n=o =\t ) 630

>\ls)\l dan dOzl “ N 1 )\ls)\l dOzl d(lf2
Al — A% = =2 =_ - . 3.37
2T AT T (dz+dx RS W P e (3:37)

Conviene dejar expresado estas derivadas en término de las coordenadas (J, ¢) dadas

por (3.23)). Utilizando las expresiones ([3.24]) obtenemos

oot Do o, )
5, — 08 (ﬁ)a(J) + sin (19)7,
oo, O« o oo J)
5y = oin (19)%((]) + cos (19)7, (3.38)
dat  da* 1 da a(J)
D 0 58”1(2?9)(@7(‘” - T)
Por lo tanto
. 1)\15)\1 oo OJ(J)
"TOTN <6J(J)+ T )

. 1)\ls>\l O Oé(J)
=gt cos<2ﬁ>(aJ<J> ; )

_1>\ls/\l . 8_a _Oé(J)
= g otsin(ai) (g50) - 22),

w=0.

(3.39)

Resaltemos que estas expresiones valen en la aproximacion de lente delgada, por
lo tanto el resultado @ = 0 es consistente con (3.20). A partir de (3.39)) obtenemos

la relacién

)\ls)\l Oz(J)
J

K — 1 cos(20) — 72 sin(20) = SV (3.40)
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Luego, utilizando las ultimas expresiones obtenidas para los escalares opticos

obtenemos

)\l)\ls
As

i = 71 c08(20) — 2in(20) = (éé%}w + 0BG () + B () + 65" () + 6457 ()

HIP))
(3.41)
Por lo tanto, combinando (3.40) y (3.41), obtenemos que el dngulo de deflexién

para una lente axialmente simétrica alrededor de la linea de visién en la aproximacién

de lente delgada viene dado por

o) = J(cﬁél&u) L)+ 68D + 63O + 32 () w(%”u))

(3.42)
De esta forma pudimos extender la expresién encontrada en [I3] para el dngulo

de deflexién a segundo orden en la perturbacion de la métrica plana.



Conclusiones

Resumimos a continuacién los resultados del presente trabajo:

i)

i)

iii)

iv)

Se obtuvieron expresiones a segundo orden en la perturbacién de la métrica
plana para los escalares épticos lo més genéricas posibles sin hacer mencién ni
de la extensién de la lente ni de la forma de la misma (2.47)), (2.48)), (2.49). Los

cuales, y a modo de aplicacién, hemos calculado explicitamente en el gauge de

Poisson.

Se obtuvo una expresiéon a segundo orden para el angulo de deflexién producido
por lentes delgadas y esféricamente simétricas (3.42]).

Se obtuvo la forma general del coeficiente de rotacién a segundo orden y se

demostré que el mismo es cero en lentes delgadas.

Se probé que los términos de la forma @é%))\lf(()l), \Tf(()l) \If(()l) y (IJ(()B)CD(%) no contri-

buyen en la aproximacion de lente delgada.

A futuro se podria realizar lo siguiente:

i)

i)

iii)

iv)

Calcular los escalares épticos en otros gauges que se adecien mejor a la geo-

metria de algiin problema en particular.

A fin de testear el angulo de deflexion (3.42)), se puede calcular explicitamente

para Schwarzschild y comparar con el resultado ya conocido para el mismo.
Extender estos resultados al contexto cosmolégico.

Utilizar el formalismo post-Minkowskiano para intentar expresar los escalares

Opticos en términos de las componentes del tensor de energia-momento.

57
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v) Implementar numéricamente nuestros resultados para distintos espaciotiempos.
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