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Resumen

La tesis trata sobre las reglas de fusion y la resolubilidad de una categoria de fusion.

En la primer parte de esta tesis se aborda el interrogante de si la condicion de que una
categoria de fusion sea o no resoluble esta determinada por sus reglas de fusion, en base
a las nociones de resolubilidad y nilpotencia introducidas por P. Etingof, D. Nikshych y
V. Ostrik. Probamos que la respuesta es afirmativa para algunas familias de ejemplos no
resolubles que surgen de representaciones de algebras de Hopf semisimples asociadas a

factorizaciones exactas de los grupos simétrico y alternante.

La segunda parte esta dedicada al caso de las categorias de fusiéon esféricas. En este
contexto también consideramos el invariante provisto por la S-matriz del centro de Drin-
feld y mostramos que este invariante si determina la resolubilidad de una categoria de

fusion siempre que ésta sea de tipo grupo.

Palabras claves: Algebras de Hopf Semisimples, Categorfas de fusién, Equivarianti-

zacion.

2010 Mathematics subject Classification: 16T05, 18D10.






Abstract

The thesis concerns the relations between fusion rules and solvability of a fusion cate-
gory.

In the first part of this thesis, we address the question whether or not the condition
on a fusion category being solvable is determined by its fusion rules, based on the notions
of solvability and nilpotency introduced by P. Etingof, D. Nikshych and V. Ostrik. We
prove that the answer is affirmative for some families of non-solvable examples arising
from representations of semisimple Hopf algebras associated to exact factorizations of the

symmetric and alternating groups.

The second part is devoted to the case of spherical fusion categories. In this context,
we also consider the invariant provided by the S-matrix of the Drinfeld center and show
that this invariant does determine the solvability of the fusion category provided it is

group-theoretical
Key words: Semisimple Hopf algebras, Fusion categories, Equivariantization.

2010 Mathematics subject Classification: 16T05, 18D10.
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Introduccion

El objetivo principal de estudio de esta tesis son las reglas de fusién y la resolubilidad
de una categoria de fusién sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado y de caracteristica
cero. Basicamente, una categoria de fusién es una categoria tensorial semisimple que
posee un numero finito de clases de isomorfismo de objetos simples. [,Htimamente, la
teoria de categorias tensoriales se ha convertido en un instrumento valioso en el estudio

de numerosos problemas de matematica y fisica.

El concepto de categoria tensorial fue introducido por MacLane y Bénabou [Bén67]
en la década de los 60 y engloba varios tipos de estructuras, por ejemplo categoria de
representaciones de un grupo finito, de dlgebras de Lie, y mas generalmente, a la categoria
de representaciones de un algebra de Hopf. Recordemos que una categoria tensorial sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado K es una categoria monoidal, abeliana K-lineal, rigida,

cuyo objeto unidad es simple.

Armand Borel (1953) y Cartier (1965) introdujeron las primeras definiciones formales
de dlgebra de Hopf. Por un lado, Borel en su trabajo [Bor53] denomina algebre de Hopf
a un algebra munida de un coproducto no necesariamente coasociativo, y utiliza esta
nociéon en el estudio de la homologia de espacios homogéneos. Por otra parte, inspirado
por los trabajos sobre grupos algebraicos de Jean Dieudonné, Cartier introdujo en [Car57]
el concepto de hiperdlgebra. En la actualidad, a este tltimo concepto se lo conoce como
una bidlgebra coconmutativa, la cual esta dotada de una estructura extra que da lugar
a una antipoda. A principios de los '60 estas dos ramas de investigacién se mezclan de
modo tal que a fines de ésta década la nocién de algebra de Hopf se define como se conoce
actualmente. Este hecho tiene lugar en el ano 1969, al publicarse el libro de Sweedler
[Swe69].
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Un hecho esencial para el desarrollo de la teoria de dlgebras de Hopf surge en 1986,
cuando Drinfeld en [Dri87] presenté una clase particular de dlgebras de Hopf, los grupos
cudnticos. Estos pueden presentarse como deformaciones en un parametro de algebras de
funciones regulares de grupos algebraicos afines o de algebras universales de algebras de
Lie. En la misma época, Jimbo en [Jim85|] consideré de modo independiente las deforma-
ciones por un parametro ¢ del algebra envolvente universal asociada a un algebra de Lie

semisimple g de dimensién finita, es decir, las dlgebras envolventes cuantizadas U,(g).

El estudio de las algebras de Hopf se divide en dos ramas: algebras de Hopf semisimples
y no semisimples. Como ha de suponerse, para sus correspondientes analisis se emplean
técnicas diferentes. Por un lado, las algebras de Hopf semisimples pueden pensarse como
una generalizacion no conmutativa de los grupos finitos. Por otra parte, el estudio de
las algebras de Hopf no semisimple se ha profundizado especialmente en una subfamilia
propia: las algebras de Hopf punteadas. Esto tltimo se debe a que la familia de algebras
de Hopf no semisimple es muy amplia. En este ultimo caso, se conoce por unos trabajos
de Andruskiewitsch y Schneider [AS10] que, bajo ciertas condiciones, si el corradical es
un grupo abeliano, el dlgebra de Hopf es fundamentalmente una generalizacion de un
grupo cuantico. En los tltimos anos, el problema de clasificacion de las algebras de Hopf
tomdé impulso. Sin embargo, hasta el momento, la mayoria de los resultados de clasifica-
cién conocidos se refieren a ciertas clases particulares, como ser: las (quasi-)triangulares
[EGO3], semisimples o punteadas. Una de las nociones bésicas en lo que concierne a las
algebras de Hopf de dimensién finita es la de extension. La cual, junto con la nocién de
deformacion por twisting, da lugar a todos los ejemplos no triviales conocidos en el caso
semisimple. Una clase importante de extensiones es la de extensiones abelianas, es decir,
extensiones del algebra de funciones en un grupo finito I' por el algebra de un grupo
finito F. Estas son siempre semisimples en caracteristica cero. La reduccion al caso de
extensiones abelianas ha permitido obtener resultados de clasificacién en dimensién pq?,
p?, p?, etc., donde p y ¢ son ntimeros primos. Un problema importante que se estudia en
[ENOOQ35], es la construccién de dlgebras de Hopf semisimples complejas cuya categoria de
representaciones no fuese de tipo grupo. Nikshych en [Nik08], usando una accién de un
grupo finito en la categoria de representaciones de un dlgebra de Hopf semisimple de tipo
grupo, presentd ejemplos de dlgebras de Hopf semisimples que no son de tipo grupo. Para

ello, utilizdé un proceso conocido como equivariantizacion.

En el ano 1990, Drinfeld introdujo en [Dri89] el concepto de cuasi-dlgebra Hopf, donde
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se debilita la asociatividad del coproducto de modo que la categoria de representaciones
siga siendo tensorial. Dando asi lugar a una versiéon mas general de algebra de Hopf. Es
importante destacar que, la categoria de representaciones de una cuasi-algebra de Hopf de
dimension finita es una categoria tensorial finita. Asimismo, las categorias de representa-
ciones de dimensién finita de (cuasi-)édlgebras de Hopf de dimensién finita estdn munidas
de un (cuasi-)funtor de fibra en la categoria de espacios vectoriales. Reciprocamente, si
una categoria tensorial admite un (cuasi-)funtor de fibra, entonces, mediante una gene-
ralizacién de la teorfa de reconstruccién de Tannaka-Krein para (cuasi-)algebras Hopf, se
puede construir un (cuasi-)dlgebra de Hopf cuya categoria de comédulos es tensorialmente

equivalente a la categoria tensorial inicial.

Un invariante importante de una categoria de fusion C son las dimensiones de
Frobenius-Perron, y mas atn, el anillo de Grothendieck K((C) de C. El primero, es es-
tudiado en detalle por Etingof, Nikshych y Ostrik en el trabajo [ENOO05], donde dicha
dimensién generaliza la dimensién de una representacion. Hablando brevemente, se trata
de un ntimero real positivo que es asignado a cada clase de equivalencia en el anillo de Grot-
hendieck Ky(C) de la categoria de fusion. En dicho trabajo, los autores demostraron que
las categorias de fusion cuyas clases de isomorfismo de objetos simples tienen dimension de
Frobenius-Perron un niimero entero, son exactamente las categorias de representaciones
de cuasi-dlgebras de Hopf semisimples. Muchas propiedades de estas categorias pueden
deducirse a partir del estudio de su anillo de Grothendieck, por ejemplo, éste permite
determinar si la categoria es nilpotente [GNOS]. También se han generalizado nociones de
la teoria de grupos tales como nilpotencia y resolubilidad al contexto de las categorias
de fusion. Por ejemplo, Etingof, Nikshych y Ostrik probaron en [ENOII] un andlogo al
Teorema de Burnside: si C es una categoria de fusion cuya dimensién de Frobenius-Perron

es p'q°®, con p y q primos distintos, entonces C es resoluble.

Actualmente, dar una clasificacién de las categorias de fusién esta fuera de alcance.
Una manera de avanzar en su estudio es centrarse en un conjunto mas restringido de las
mismas, es decir, anadirle alguna condicién extra. Por ejemplo, enfocarse en las categorias
modulares de rango pequeno, y en categorias de fusién con dimension de Frobenius-Perron
baja o con pocas dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples, buscando nuevos

ejemplos.

Una herramienta importante para el estudio de las categorias de fusién, son las cate-

gorias médulo. Las categorias médulo sobre una categoria tensorial corresponden a una
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categorificacion de la nocion de médulo o representacion. Aunque esta nocién corresponde
a los anos sesenta [Bén67], en los tltimos anos renové su importancia. Esto se debe a los
trabajos presentados por Etingof y Ostrik en [Ost03al [Ost03bl [EO04], tanto en el caso
semisimple como en otros méas generales. Las categorias modulos brindan informacién ttil
acerca de la categoria tensorial asociada. Por ejemplo, un camino alternativo para clasi-
ficar las categorias de fusion es hacerlo salvo equivalencia Morita. Esta nocién involucra
la existencia de una categoria médulo indescomponible y categorifica la nocién clasica de
Morita equivalencia en el contexto de anillos. Una clase de categorias de fusién que se dis-
tingue es, la dada por las de tipo grupo. Las cuales son, aquellas categéricamente Morita
equivalentes a una categoria de fusién punteada. Demostrar que una cierta categoria es
de tipo grupo, es uno de los ojetivos para avanzar en el problema de caracterizacion. Esto

se debe a que, las categorias de fusién punteadas se conocen en detalle.
Principales resultados obtenidos

En esta tesis se presentan los resultados de un trabajo en conjunto con Sonia Natale
[ENT6]. Los principales conceptos y resultados estan organizados con el objetivo de que

resulte lo més autocontenida posible. Para ello se la estructurd de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, recordamos las definiciones y ejemplos basicos de la teoria de
grupos finitos que se consideran esenciales a lo largo de este trabajo. Por ejemplo, los
de nilpotencia y resolubilidad de grupos, matched pair de grupos, representaciones y

caracteres de un grupo finito.

En el Capitulo 2, nos enfocamos en las definiciones y nociones sobre categorias.
Ademas se dan definiciones, ejemplos y resultados bésicos sobre categorias abelianas,

tensoriales y trenzadas.

En el Capitulo 3, nos dedicamos a recordar algunas nociones y resultados sobre
algebras de Hopf, profundizando sobre propiedades de las algebras de Hopf semisimples,

las extensiones abelianas y las dlgebras de Hopf cuasitriangulares.

En el Capitulo 4, recordamos propiedades y definiciones asociadas a una clase par-
ticular de categorias tensoriales, las categorias de fusion. Estas categorias junto con las
algebras de Hopf semisimples son uno de los principales objetos de estudio de esta tesis.
Ademas se presentan varios ejemplos conocidos de este tipo de categorias. Asimismo, en
las secciones posteriores, se estudian los conceptos fundamentales para los resultados de los

capitulos subsiguientes de esta tesis. Por ejemplo, los de de dimension de Frobenius-Perron,
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nilpotencia y resolubilidad de categorias de fusion, categorias de tipo grupo, extensiones

y equivariantizaciones de categorias de fusién por un grupo finito, entre otros.

El Capitulo 5, contiene parte de los resultados obtenidos en el trabajo [EN16]. En el
mencionado trabajo, se aborda el cuestionamiento de si la condicién de que una categoria
de fusién sea resoluble esta determianda por sus reglas de fusiéon. Consideramos ejemplos
provenientes de las representaciones de ciertas dlgebras de Hopf semisimples no resolubles
asociadas al grupo simétrico y alternante: J,, = KS-1#KC,,, K,, = KA1 #KC,, H,, = J*,
L, =K}y B, = KA#KC, (donde C,, = ((12...n))) y demostramos que si C es una tal
categoria, entonces cualquier categoria Grothendieck equivalente a C tampoco es resoluble.

Los principales resultados son los siguientes teoremas:

Teorema Sea n un nuimero natural y sea C una categoria de fusién. Supongase
que C es Grothendieck equivalente a la categoria Rep D,,, donde D,, es el grupo dihedral

de orden 2n. Entonces C es resoluble.

Teorema Sea p un ndmero primo mayor o igual a 5 y sea C una categoria de
fusion. Supongamos que C es Grothendieck equivalente a una de las categorfas Rep J, o

Rep K,,. Entonces C no es resoluble.

Teorema Sea C una categoria de fusion y sea n > 5 un niimero natural. Entonces

se tiene:
(i) Si C es Grothendieck equivalente a Rep H,,, entonces C no es resoluble.

(ii) Supongamos que n es impar. Si C es Grothendieck equivalente a Rep L,,, entonces

C no es resoluble.

Teorema |5.2. 21 Supongamos que n > 5. Sea C una categoria de fusién Grothendieck

equivalente a Rep B,,. Entonces C no es resoluble.

Teorema Sea C una categoria de fusién. Si C es Grothendieck equivalente a

Rep B}, con n un nimero natural mayor o igual que 5, entonces C no es resoluble.

Teorema Sean C, C categorfas de fusién trenzadas Grothendieck equivalentes.

Supongamos que C es resoluble. Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:
(i) Cpt es una categorfa de fusién resoluble y ademds no es trivial si C no es trivial.
(ii) Si C no es punteada, entonces contiene una subcategoria Tannakiana no trivial.

En el Capitulo 6, presentamos el resto de los resultados del trabajo [ENT16]. Para ello

nos enfocamos en el estudio de categorias de fusion esféricas. En este contexto, también
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consideramos el invariante provisto por la S-matriz del centro de Drinfeld Z(C) de C,
S = (Sxy)xyvem(), donde Sxy = tr(cy,xcxy). De acuerdo con una conocida férmula
de Verlinde,

1 Sx,ySx,z5xw
NY, = —— 22 ? con Y, Z,W e Irr(Z(0)),
Ve = Tz, 2 dx ! m(2(0)
Xelrr(Z(C))
este invariante determina las reglas de fusién de Z(C), por ser ésta una categoria modular.
Mostramos que la S-matriz si determina la resolubilidad de una categoria de fusién siempre

que sea de tipo grupo. Los principales resultados del capitulo son los siguientes teoremas:

Teorema Sean C y D categorias de fusién esféricas S-equivalentes. Entonces C es

de tipo grupo si y solo si también lo es D.

Teorema Sean C y D categorias de fusién esféricas S-equivalentes y supongamos

que C es de tipo grupo. Entonces C es resoluble si y sélo si D es resoluble.



Capitulo 1
Nociones de la teoria de grupos

En este capitulo se presentaran definiciones y ejemplos basicos correspondientes a la
teoria de grupos finitos, que seran esenciales a lo largo de este trabajo. La bibliografia
recomendada es [Hun03| Tsa76l Kas95l [Ser77, WT5§].

1.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea GG un grupo. Consideremos los subgrupos de G definidos recursivamente de la

siguiente manera:
Zy=A{e}, Ziys=(x € G:[x,y| € Z;,Vy € G),Vi > 0,

donde [z, y| representa al conmutador entre los elementos x e y de G.

Observacion 1.1.1. Para cada i > 0 se tiene Z; <G, y el grupo Z;,1/Z; se identifica con
el centro Z(G/Z;) de G/Z;. En particular el centro Z(G) de G es Z;.

Definicién 1.1.2. Se define la serie central ascendente del grupo G, como la sucesion

ascendente de estos subgrupos:

Zy={e}d2,4---42;4...

De manera similar se define la serie central descendente del grupo G, como la sucesion

descendente de subgrupos:
G996 Gy =G

donde, Gi41 = [G;, Gl = ([z,y] € G : z € G;,y € G), para cada i > 0.
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Definicién 1.1.3. Un grupo G se dice nilpotente si su serie central descendente converge
al subgrupo trivial, es decir existe n € Ny tal que G,, = {e}. Equivalentemente, se dice
que G es nilpotente si y solo si su serie central ascendente converge a G, es decir, si y s6lo

si existe n € Ny tal que Z, = G.

Se dice que un grupo nilpotente G tiene clase de nilpotencia n si la longitud de su

serie central ascendente (o descendente) es n.

Observacién 1.1.4. Si G es un grupo abeliano entonces G es nilpotente. Ademas si p es
un numero primo, los p-grupos finitos (es decir, los grupos de orden igual a una potencia
de p) son nilpotentes. Se sabe ademds, que todo grupo finito nilpotente es el producto
directo de p-grupos. Mas ain, un grupo finito GG es nilpotente si y sélo si es el producto

directo de sus subgrupos de Sylow.

Definicién 1.1.5. Se define la serie derivada del grupo G, como la serie subnormal

descendente:
LGP aa® a0 = G,

donde GO =[Gt GE=D] para todo i > 1.
Definicién 1.1.6. Un grupo G se dice resoluble si su serie derivada converge al subgrupo
trivial.

Si G es un grupo resoluble, el menor entero n para el cual G™ = {e} se denomina la

longitud derivada de G.

Observaciéon 1.1.7. Todo grupo abeliano es resoluble. Mas atin, si G es un grupo nilpo-

tente entonces G es resoluble.

Ademas, toda extension de grupos finitos resolubles es resoluble. Es decir, si 1 —
H — G — K — 1 es una sucesion exacta entonces el grupo G es resoluble si y sélo si
H y K son resolubles. Por lo tanto, el producto semidirecto (y, en particular, el producto

directo) de grupos resolubles es resoluble.

Definicién 1.1.8. Sea G un grupo finito. El zdcalo de G es el subgrupo generado por
los subgrupos normales minimales de G. El grupo G se dice casi simple si su zé6calo es un

subgrupo simple no abeliano.

Ejemplo 1.1.9. Los grupos simples no abelianos son grupos casi simples.

Para n > 5 el grupo simétrico S,, es casi simple.



Definiciones y propiedades basicas 9

Definicién 1.1.10. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G, H se dice subgrupo de

Hall si su orden e indice son primos relativos, es decir si (|H|, [G : H]) = 1.

Proposicién 1.1.11. (P. Hall) Sea G un grupo finito resoluble de orden mn, con (m,n) =

1. Entonces:

(i) G contiene un subgrupo de Hall orden m.
(ii) Cualesquiera dos grupos de Hall de G de orden m son conjugados.

(#ii) Todo subgrupo de G de orden l, donde llm, estd contenido en un subgrupo de Hall

de orden m.

Demostracion. Ver [Hun03, Proposition 7.14]. O

Definicién 1.1.12. Una factorizacion exacta de un grupo GG es un par de subgrupos I', F’

de G tal que la multiplicacién en GG induce una biyeccion m : F x I' — G.

Dada una factorizacién exacta de un grupo G se tiene asociadas una accién a derecha

y una accién a izquierda:
:I'xF—Typ>:I'xF—F,
definidas por

or = (oc>x)(oc<x), (1.1.1)

para todo o € I', x € F. Estas acciones cumplen las siguientes condiciones de compatibi-

lidad:
o>zy=(c>z)((oc<x)>y), (1.1.2)

oT <z = (o< (t>2))(r <), (1.1.3)

paratodo o, 7 € I', x,y € F'. Sesiguniequec>1=1y1<dx =1, paratodoo €',z € F.

Definicién 1.1.13. Un matched pair de grupos (I', F, <1,r>), es un par de grupos F' y I'
munidos de acciones a derecha y a izquierda <1y >, respectivamente, definidas por (1.1.1])

y que cumplen las condiciones de compatibilidad ((1.1.2]) y (1.1.3).

Observacion 1.1.14. Dado un matched pair de grupos F' y I', se puede encontrar un

grupo GG y una factorizacion exacta G = FT.
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Sea (I', F') un matched pair de grupos. Denotaremos por F' < I" a la tnica estructura

de grupo en el conjunto F' x I" con unidad (1, 1) tal que:

(z,0)(y, 7) = (z(o >y), (0 <y)7),

para todo z,y € F, o,7 € I'. Este grupo se denomina producto bicruzado de F y I
Ademas, los grupos F' y T' se indentifican, respectivamente, con los subgrupos F' x {1}
y {1} x ' de F = T, y todo elemento (x,0) de F 1 I" se pueden escribir de manera
tnica como producto de un elemento de F' x {1} y un elemento de {1} x I de la siguiente

maneras:

(x,0) = (z,1)(1,0).

Reciprocamente, sean GG un grupo y F' y I' una factorizacion exacta de G, es decir,
subgrupos de G para los cuales la aplicacién de la multiplicacién induce una biyecciéon
m : F xI' — G. Entonces el par (I', F') es un matched pair de grupos, y la biyeccién
anterior induce un isomorfismo de grupos del producto bicruzado F 1T en G. Ver [Kas95),

Proposition 1X.1.2].

Teorema 1.1.15. Si " y F' son grupos nilpotentes entonces el grupo G=F <11 es reso-
luble.

Demostracion. Ver [WT58]. O

1.2. Representaciones y caracteres de un grupo finito

En lo que sigue G representara un grupo finito.

Sea K un cuerpo. Sean V un espacio vectorial sobre K y sea GL(V) el grupo de

automorfismos K-lineales de V.

Definicién 1.2.1. Una representacion lineal de G en V' es un homomorfismo p del grupo
G en GL(V). En otras palabras, a cada elemento g de G se le asocia un elemento p(g) de

GL(V') de modo que se verifica:

p(gh) = p(g) o p(h) (1.2.1)

para todo g, h € G. El espacio vectorial V' se denomina espacio de representacion de G.

A menudo escribiremos p, en lugar de p(g), con g € G.
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Observacién 1.2.2. La condicién ((1.2.1]) implica que

p() =1y p(g~") =plg)"

Nos restringiremos al caso en que V tiene dimensién finita.

Definicién 1.2.3. Si n es la dimension del espacio de representacion V' de G, diremos

que n es el grado de la representacion considerada.

Definicién 1.2.4. Sean p y p’ dos representaciones del mismo grupo G en los espacios
vectoriales V' y V' respectivamente. Se dice que las representaciones son equivalentes o

isomorfas si existe un isomorfismo lineal 7: V' — V' tal que

Top(g) =p'(g)oT

para todo g € G.

Cuando p y p' estdn dadas en forma matricial por R, y R; respectivamente, significa

que existe una matriz inversible T" tal que
TRy = R,T,
o equivalentemente
-1
R,=TR, T,
para todo g € G.

En particular p y p’ tienen el mismo grado.

Definicién 1.2.5. Sea p : G — GL(V) una representacion lineal y sea W un subespacio
vectorial de V. Supongamos que W es estable bajo la accién de G (es decir, si z € W
implica que py(x) € W para todo ¢ € G). La restriccién ng de p, para W es entonces
un isomorfismo de W en W y se tiene pg‘,/l = p‘g” oV Ast pV 0 G — GL(W) es una

representacion lineal de G en W y se denomina una subrepresentacion de V.

A partir de ahora K serd un cuerpo cuya caracteristica no divida al orden de G.

Teorema 1.2.6. Sea p : G — GL(V') una representacion lineal de G en 'V y sea W un
subespacio vectorial de V estable bajo G. Entonces existe un complemento W° de W en

V' tal que es estable bajo G.
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Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 1]. O

Definicién 1.2.7. Sea p : G — GL(V') una representacién lineal de G. Se dice que p es

irreducible o simple si V' es {0} o si no tiene subespacios propios estables bajo G.

Observacién 1.2.8. Por el Teorema|l.2.6| la Definicién equivale a decir que V' no es
suma directa de dos subespacios de representacién (excepto claro por la descomposicién
trivial V. =0@ V).

Una representacion de grado 1 es claramente irreducible.

Teorema 1.2.9. Toda representacion es suma directa de representaciones irreducibles.

Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 2. O

Definicién 1.2.10. El caracter asociado a la representacion p es la funcién x, : G — K

dada por x,(g9) = Tr(p,), donde Tr es la funcién traza en GL(V).

Definicién 1.2.11. El grado del caracter x, es el valor x,(1) de dicho caracter en 1, o

sea, es igual al grado deg p de la representacién asociada.

Definicién 1.2.12. Un caracter x, se dice irreducible si la representacién asociada p es

irreducible. Denotaremos por G al grupo de caracteres de G.

Manteniendo la notacién de Isaacs [Isa76, Chapter 12] llamaremos c.d.(G) al conjunto

de grados de los caracteres irreducibles del grupo G, es decir

c.d.(G) = {x(e) : x caracter irreducible de G}.

Nos restringiremos ahora al caso especial en el que K = C, los nimeros complejos.
Destaquemos que de hecho, con pequenas modificaciones, la mayoria de lo siguiente fun-
ciona para cualquier cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica que no divide al
orden de G.

Definicién 1.2.13. Si x es un caracter de G, entonces el nicleo de y, denotado Ker y,

se define como
Kerx ={9g€G:x(9) =x(1)}.

Observacién 1.2.14. Es sabido que, si p es una representacion de G con caracter Y,

entonces Ker p = Ker y (ver [[sa76, Lemma 2.19]). En particular, Ker y < G.
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Definicién 1.2.15. Un caracter x de G se dice fiel si Ker y = {1}.

Proposicién 1.2.16. Si x es el caracter de una representacion p de grado n, se tiene:

(1) x(1) = n.

(ii) x(g7') = x(g9) para g € G (donde con x(g) se representa al conjugado de x(g)).
(iii) x(hgh™') = x(g) para g,h € G.
Demostracion. Ver [Ser77, Proposition 1]. O

Observacion 1.2.17. Una funcién f en G que satisface la condicién (iii), o equivalente-

mente f(uv) = f(vu), se denomina funcion clase.

Teorema 1.2.18. Si x1,...,xn son los caracteres irreducibles de G. Entonces
{X1,---,Xn} es una base ortonormal del espacio FC(G) de funciones clase de G.
Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 6. O

Teorema 1.2.19. El nimero de representaciones irreducibles de G (salvo isomorfismo)

es igual al nimero de clases de conjugacion de G.
Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 7). O

Junto con la suma directa, hay una “multiplicacién”: el producto tensorial, a veces

denominado producto de Kronecker. Este se define como sigue:

Definicién 1.2.20. Sean V] y V5 dos espacios vectoriales. Un espacio W munido de una
aplicacién (xq1,x2) — 21 - x5 de Vi x V4 en W se denomina producto tensorial de Viy Vs

si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) x1 - w9 es lineal en cada una de las variables x; y .

(i) Si {e;, } es una base de V; y {e;, }, entonces {e;, - e;,} es una base de W.
Este espacio existe y es unico (salvo isomorfismos) y se denota V; ® V5.
Observacion 1.2.21. La condicién (ii) de la Definicién implica que

dim(V; ® V5) = dim(V7) - dim(V5).
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Definicién 1.2.22. Sean p' : G — GL(V}) y p* : G — GL(V4) dos representaciones de
un grupo G. Para g € G, se define p en GL(V; ® V3) por la condicién:

pg(T1 - x2) = p;(xl) . pz(a:Q) para x; € Vi, 19 € V5.

Escribiremos p, = ,0; ® pz. La aplicacién p, define una representacién lineal de G en

Vi ® V5 que se denomina producto tensorial de las representaciones dadas.

Observacién 1.2.23. La existencia y unicidad de p, en la Definicién [1.2.22] sigue de las
condiciones (i) y (ii) de la Definicién [1.2.20

El producto tensorial de dos representaciones irreducibles no es en general irreducible.

Proposicién 1.2.24. Sean p' : G — GL(V}) y p* : G — GL(Va) dos representaciones

lineales de G, y sean x1 Yy X2 sus caracteres. Entonces:

(i) El caracter x de la representacion suma directa p' & p? es igual a x1 + Xo.

(ii) El caracter v de la representacion producto tensorial p* ® p* es igual a x1X2-

Demostracion. Ver [Ser7T, Proposition 2]. O

1.2.1. Tabla de caracteres

Definicién 1.2.25. Sean xi,..., X, los caracteres irreducibles de G y sean g¢i,..., gk
representantes de las clases de conjugacién de . La matriz k x k cuya entrada ij es

Xi(g;) (para todo i,7 con 1 <1i <k,1 < j <k), se denomina la tabla de caracteres de G.

Observacién 1.2.26. Notemos que en la tabla de caracteres, las filas estan indexadas
por los caracteres irreducibles de G y las columnas por las clases de conjugacion (o en la

practica, por representantes de las clases de conjugacion).

Proposicién 1.2.27. La tabla de caracteres de G es una matriz inversible.

Demostracion. Es inmediato de los Teoremas [1.2.18|y [1.2.19] O

Ejemplo 1.2.28. La tabla de caracteres de G = Dg = (a,b: a® =0?> =1, b~tab = a™!)

es la siguiente:
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1 a b
X1 1 1 1
X2 1 1 -1
X3 2 -1 0

1.2.2. Relaciones de ortogonalidad para los caracteres

En esta subseccién nos restringiremos al caso K = C. Sea G un grupo finito y sea K¢

el espacio de funciones en GG a valores en el cuerpo K.

Sean ¢, 1 € K. Definimos la aplicacién
(g™") ?(g (1.2.2)
e g; e g;
Se tiene (¢, 1) = (¥, ¢). Mas ain es lineal en ¢ y en 1.

Definamos ademaés,

(oly) = Zcb (1.2.3)

gEG

Este es un producto escalar (es lineal en ¢, semilineal en ¢ y (¢|¢) > 0 para todo ¢ # 0).

Si v es la funcién definida por la férmula zﬂ(g) = (g~ 1), se tiene

GO |G|Z¢ (9)9(g™") = (& ).

geG

En particular si x es el caracter de una representacion de GG, tenemos por la Proposicion
1.2.16/ que x = x, y por lo tanto (¢[e)) = (¢,1) para toda funcién ¢ sobre G. Entonces
podemos usar (¢[1) o (¢, x)-

Observacién 1.2.29. Si denotamos por g¢ a la clase de conjugacién de G que contiene

a ¢g; y como los caracteres son constantes sobre las clases de conjugacion se tiene que

> xe(@)xs(9) = 198 1x(90) x4 (90).

969Z

Como G = Ui, 97 v [9%] = |GI/|Cc(g:)], se sigue que

I —
_Z ’G| Xr(gZ)Xs(gl) - Z Xr(gl)Xs(gz)'

Xr Xs Xr
) =11 DY ool

geG
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Teorema 1.2.30. Sean xv y Xy dos caracteres irreducibles de G, tales que V 22 W. Se

cumplen entonces las siguientes condiciones:

(1) (xvixv) =1, es decir x es de norma 1.
(1) (xvIxw) =0, es decir xy y Xy son ortogonales.

Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 3]. O

Las relaciones en el Teorema [1.2.30| pueden resumirse de la siguiente manera, si

X1, -- -, Xn son los caracteres irreducibles de G

(Xrlxs) = 0ps, conr,s €1,... M. (1.2.4)

Existen relaciones similares entre las columnas de la tabla de caracteres, y estan dadas

en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.31. Sean x1, ..., xx los caracteres irreducibles de G y sean g, ..., gy TEPTE-
sentantes de las clases de conjugacion de G. Entonces se cumplen las siguientes relaciones

para todo r,s € {1,... k}.

(i) Relaciones de ortogonalidad para las filas:

ZXT’ gz Xs z :57‘8‘

|CG gz

(i1) Relaciones de ortogonalidad para las columnas:

in(gT)xi(gs) = 6,5|Ca(gr)-

Demostracion. (i) Consecuencia de la Observacién [1.2.29)y Teorema [1.2.30]
(ii) Ver [Isa76, Theorem 2.18]. O

Teorema 1.2.32. Sea V' un espacio de representacion de G, con caracter ¢, y supongamos

que V' se descompone en suma directa en subespacios de representacion:

Entonces, si W es un espacio de representacion irreducible de G con caracter x, el nimero

de W; isomorfos a W es igual al producto escalar (¢x) = (¢, x)-
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Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 4]. O

Corolario 1.2.33. Dos representaciones con el mismo caracter son isomorfas.

Demostracion. Ver [Ser77, Corollary 2. O

Observacién 1.2.34. Si yi,...,xn son los caracteres irreducibles distintos de G, y si
Wi, ..., W, denota los espacios de representacién correspondientes, cada espacio de re-

presentacion V' es isomorfo a una suma directa
V=mW & ®mpW,, con m; enteros > 0.

El caracter ¢ de V' es igual a myx1 + -+ + mpXxn, ¥ m; = (d]xi)-

De modo que si py, ..., py son representantes de las clases de isomorfismo de represen-
taciones irreducibles de G asociadas a los caracteres irreducibles x1, ..., xs, se tiene que

cualquier representacién lineal p : G — GL(V') con caracter ¢, puede expresarse como

h

P = @miﬂi con m; = (¢|x;)

=1

Esto se aplica notablemente al producto tensorial de p; ® p; de dos representaciones

irreducibles, y muestra que:

(i) El producto p; ® p; = @Z:l mfjpk, con mf”J = (xiXj|Xk)-

. h
(ii) El producto x; ® x; = @p_, mfjxk, con mfj = (xaXj|Xk)-

De lo anterior se deduce que conocer la tabla de caracteres de un grupo finito G
equivale a conocer las reglas de fusién de su categoria de representaciones Rep G (ver
Capitulo {4)).

Las relaciones de ortogonalidad entre los x; implican ademas:

i=h

(9l6) = S m?,

i=1

y por lo tanto (¢|¢) = 1 si y s6lo si ¢ es irreducible.
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1.2.3. Aplicaciones de la teoria de caracteres

Luego de haber desarrollado lo basico de la teoria de caracteres de grupos finitos, nos
podemos preguntar, ;qué informacién se puede obtener de un grupo finito a partir de sus
caracteres? La tabla de caracteres puede ser usada para determinar si un grupo es simple

o resoluble.

Proposiciéon 1.2.35. Si x1,...,xn son los caracteres irreducibles distintos de G. Los

subgrupos normales de G son de la forma (,c; Ker x;, para algin I € {1,2,..., h}.

Demostracion. Ver [[sa76, Chapter 2]. O

Observaciéon 1.2.36. La tabla de caracteres de G nos da todos los Ker y; coni =1,...,h
y la Proposicion [1.2.35| nos da todos los subgrupos normales de GG y todas las relaciones

de inclusién entre ellos, en términos de esos nucleos.

Corolario 1.2.37. Si x1,...,Xxn son los caracteres irreducibles distintos de G. El grupo
G es simple y sélo si el inico caracter irreducible x; de G para el cual x;(g) = x:(1), para

algin g # 1 en G, es el caracter trivial x;.

Demostracion. Si G es simple y si sucediera que x;(g) = x;(1) para algin ¢ > 1 y algin
g # 1, entonces g € Ker x; < G, lo que es una contradiccién. Reciprocamente, si G' no
fuera simple, entonces existiria un H <1 G no trivial y propio, es decir, existiria g # 1 en
H. Por la Proposicién [1.2.35] H C Ker x; para algun i > 1 y por lo tanto x;(g) = x:(1),

lo que contradice la hipdtesis. O

Corolario 1.2.38. La tabla de caracteres de un grupo finito G determina si G es 0 no

resoluble.

Demostracion. Por la Observacion [1.2.36] la tabla de caracteres nos permite determinar
todas las series normales de G y los 6rdenes de los términos involucrados. En particular,

nos permite determinar si G tiene o no una serie normal cuyos cocientes sean abelianos. [

También se puede calcular el centro de un grupo a partir de su tabla de caracteres.

Para ello introducimos la siguiente definicion:

Definicién 1.2.39. Dado un caracter y de G, se define su centro como el conjunto

Z(x) ={g € G| Ix(9)| = x(1)}.
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Proposicion 1.2.40. Si x1,...,xn son los caracteres irreducibles distintos de G. Enton-

ces

Demostracion. Ver [Isa76, Corollary 2.28] O

Corolario 1.2.41. A partir de la tabla de caracteres de G se puede determinar si G es o

no nilpotente.

Demostracion. El Z(G) puede ser determinado a partir de la Proposicién [1.2.40] Por lo
que también puede determinarse si G' es o no nilpotente. Para ello luego de encontrar el
Z(G), se determina la tabla de caracteres de G/Z(G) y se reitera el proceso. La sucesién
resultante de subgrupos de G es la serie central ascendente y G es nilpotente si y sélo si

esta sucesion converge a G. [

1.2.4. Representaciones Inducidas

Sea p : G — GL(V) una representacién lineal de G, y sea py su restriccién a H.
Sea W un subespacio de representacion py, es decir un subespacio vectorial de V' estable
bajo pp, con h € H. Denotemos por ¢ : H — GL(WW) la representacién de H en W
asi definida. Sea g € G, el espacio vectorial p,(W) depende solamente de las coclases
a izquierda gH de g, en efecto, si reemplazamos a g por gh con h € H, tenemos que
P (W) = paprn(W) = ps(W) ya que pp(W) = W. Si 0 es una coclase a izquierda de H,
podemos definir un subespacio W, de V' como p,(W) con g € o. Es claro que los W,
son permutados entre si por los py, g € G. Susuma ) . /H W, es asi un subespacio de

representacion de V.

Definicién 1.2.42. Una representacién p de G en V' es inducida por la representacién 6

de H en W si V es igual a la suma de los W, con ¢ € G/H, y si su suma es directa, es

decir si V =D, cq i Wo-
Se puede reformular esta condicion de diferentes formas:

(i) Cada z € V se escribe de manera tinica como deg/H xs, con x, € W, para cada

g.
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(ii) Si R es un sistema de representantes de G/H, es espacio vectorial V' es la suma

directa de los p,.(W), con r € R.

En particular, dim(V) =Y _,dim(p,(W)) =[G : H] - dim(W).

reER

Ejemplo 1.2.43. Sea V' la representacién regular de G, el espacio V' tiene una base
{en}tnec tal que py(ey) = ey para g € G,h € G. Sea W el subespacio de V' con base
{en}nen. La representaciéon 0 de H en W es la representacién regular de H, y es claro que

p es inducida por 6.

Lema 1.2.44. [Ser77, Lemma 1]. Supongamos que p" es inducida por 6W. Sea p' : G —
GL(V') una representacion lineal de G, y sea f : W — V' una aplicacion lineal tal que
f(On(w)) = p)(f(w)) para todo w € W y h € H. Entonces existe una unica aplicacion
lineal F': V' — V' que extiende f y satisface F' o p, = p; o F para todo g € G.

Teorema 1.2.45. Sea 0" wuna representacion lineal de H. Ewiste una representacion

lineal p¥ de G la cual es inducida por pV y que es tinica salvo isomorfismos.
Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 11]. O

Supongamos que p* es inducida por 8" y sean x, y xy los caracteres correspondientes
de Gy H. Como 6" determina p" salvo isomorfismos, podemos computar x, a partir de

xg- En el siguiente teorema veremos como hacerlo:

Teorema 1.2.46. Sea m el orden de H y sea R un sistema de representantes de G/H.

Para cada g € G, se tiene

Xp(9) = Z Xo(r~'gr) = . Z xo(h™'gh).
reRr—lgreH heG,h—1gheH
Demostracion. Ver [Ser77, Theorem 12]. O

Proposiciéon 1.2.47. Sean G un grupo y H C G un subgrupo, f una funcion clase de G

y fu su restriccion a H. Se tiene la siguiente formula de reciprocidad de Frobenius:

(fulxo)m = (f’Xp)G,

donde los productos escalares se calculan sobre H y G respectivamente.



Grupos Ext y grupo de cohomologia 21

1.3. Grupos Ext y grupo de cohomologia

En esta seccién nos basamos en [EGNO15| Section 1.7].

Sea R un anillo, y sean M y N R-modulos a izquierda.

Definicién 1.3.1. Una resolucion proyectiva de M es una sucesion exacta
o= P =P = FP— M =0,

donde P; son R-mdédulos proyectivos.

Dada una tal resolucion proyectiva, se puede definir una sucesién de modulos y mor-
fismos
0— HOIHR(P(),N) — HOIHR(Pl,N) — HOII]R<P2,N) — ...

la cual es un complejo. Denotaremos por d; la aplicaciéon Hom(P,—1, N) — Hom(P;, N)

para i > 0, donde P_; := 0. Se tiene entonces

di+1 O dz =0.

La cohomologia de este complejo, H' := Ker(d;;;)/Im(d;), es independiente de la
resolucién tomada salvo isomorfismo candnico. Para ¢ > 0, esta cohomologia se denota
por Ext'(M, N) y Ext’(M, N) = Homg(M, N).

Sea 0 — N; — Ny, — N3 — 0 una sucesion exacta corta de R-moédulos. Entonces

existe una sucesién exacta larga de cohomologia
- — Ext’(M, Ny) — BExt'(M, No) — Ext'(M, N3) — Ext™ (M, N}) — ...

Consideremos ahora un ejemplo. Sea G un grupo, y sea A un grupo abeliano con una
accién de G (es decir, un G-médulo). Entonces los grupos Exti(Z, A) en la categorfa de
G-médulos (donde G actiia sobre Z trivialmente) son llamados los grupos de cohomologia

de G con coeficientes en A y se denotan H'(G, A).

Los grupos H'(G, A) pueden definirse de una manera méas explicita, ya que existe una
resolucion explicita de Z en la categoria de G-moédulos, llamada la resolucion barra. Los

términos de la resolucién barra tienen la forma P; := Z|G*"!], con la accién de grupo
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por g(90,91,---,9) = (990,91, ---,9i), ¥y las aplicaciones 0; : P, — P;_; se definen por la

formula

9i(go, -+ 91) = (9og1, G2, - -, 9i) — (905 9192, - - -, Gi)+ (1.3.1)
ot (—1)i_1(907 o Gi1Gi) (—1)i(907 s Gic1) (1.3.2)

Se puede ver que ésta es en efecto una resolucion. Se tiene un isomorfismo ~; :
Homg(P;, A) = Fun(G*, A), dado por

f}/l(h)(gl? oo 7gl> = h<1>glv cee 792')7

y las aplicaciones d; = 0F : Homg(P,_1, A) — Homg(FP;, A) por esta identificacién toman

la forma

dZ(f)(glv R 791) = glf(QQa o 791) - f(glg2a cee 7gl)+ (133)
A (DT (g1 90090 + (D) (91,5 gi)- (1.3.4)

El complejo con términos C* = C(G, A) := Fun(G?, A) y diferenciales definidos se este
modo se denomina el complejo estandar de G con coeficientes en A. Los cociclos Ker(d; 1)
y cobordes Im(d;) de este complejo se denotan por Z(G, A) y B(G, A), respectivamente,

y el grupo cohomologia H*(G, A) es la cohomologia de este complejo.

Observacién 1.3.2. Notemos que si A es un anillo conmutativo y la G-accién preserva
la multiplicaciéon en A entonces H*(G, A) es un anillo conmutativo graduado, con multi-

plicacion inducida por el producto de A sobre grupos Ext.



Capitulo 2
Categorias

En este capitulo recordaremos definiciones y nociones sobre categorias. En capitulos
siguientes nos adentraremos en el estudio de una clase particular de categorias, para lo
cual es importante este estudio previo. La bibliografia recomendada para este tema es

[EGNO15, [Mac98]

Definicién 2.0.1. Una categoria C consiste de:

(i) Una clase Ob(C) de objetos .

(ii) Una clase Hom(C) de morfismos entre los objetos. Cada morfismo tiene un obje-
to de origen X y un objeto de destino Y en Ob(C). Un tal morfismo se deno-
tard ¢ : X — Y, y diremos que ¢ es un morfismo de X en Y. Denotaremos por
Home(X,Y) a la clase de morfismos de X en Y, y cuando no haya confusion sobre
la categoria a la que se hace referencia, simplemente por Hom(X,Y").

Para cada objeto X € Ob(C) existe un morfismo distinguido en Hom¢ (X, X') deno-

tado por idx y denominado la identidad.

(iii) Para cualesquiera tres objetos X, Y, Z € Ob(C) una operacién binaria
o : Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z),

llamada composicién de morfismos, tal que es unitaria (para todo ¢ € Home(X,Y),
idy 0 = ¢ = ¢oidy) y es asociativa (para todo ¢ € Home(X,Y), v» € Home(Y, Z),
n € Home(U, X) se cumple que o (pon) = (¢ o ¢p) on).
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Definiciéon 2.0.2. Una categoria C se dice localmente pequenia si para todo par de objetos

X,Y € Ob(C), la clase de morfismos Home (X, Y') es un conjunto.

Definicién 2.0.3. Una categoria C se dice pequena si tanto la clase Ob(C) y las clases de

morfimos Home (X, Y') para todo par de objetos X, Y € Ob(C) son conjuntos.

Ejemplo 2.0.4. Veamos algunos ejemplos de categorias:

1) La categoria Set es la categoria cuyos objetos son conjuntos y los morfimos entre
dos conjuntos son las funciones entre dichos conjuntos. Dado un conjunto X el
morfismo idx es la identidad de X y la composiciéon de morfismos es la composicién

de funciones.

2) La categoria Grp es la categoria cuyos objetos son los grupos y los morfimos entre

dos grupos son los homomorfismos de grupos.

Definicién 2.0.5. Una subcategoria D de C es una categoria tal que Ob(D) C Ob(C) y
para cualesquiera X,Y € Ob(D) se tiene que Homp(X,Y) C Home(X,Y'). Las composi-

ciones de los morfismos de D son las composiciones como morfismos en C.

Definicién 2.0.6. Una subcategoria D de C, se dice plena si D es una subcategoria tal
que Homp(X,Y) = Home (X, Y) para cualesquiera X,Y € Ob(D).

Definicién 2.0.7. Sea C una categoria, sean ademas X, X, Xy objetos de C y sean
i1+ X1 — X, i2 : Xo — X monomorfismos (ver [Hun03, Definition 3.1]). Se dice que

los monomorfismos i1, io son equivalentes si existe un isomorfismo v : X; — X5 que hace

U X2
X

sea conmutativo. Un subobjeto de X es una clase de equivalencia de monomorfismos a X.
Si X,Y son dos objetos de C, se denotard X C Y si X es un subobjeto de Y.

que el siguiente diagrama
X4

Definicién 2.0.8. Si C es una categoria, entonces la categoria opuesta de C, denotada
C°P, se define como sigue. Los objetos de C°P son los mismos que los objetos de la categoria
C. El conjunto Homeer (X, Y") de morfimos en C°? de X en Y se define como el conjunto
Home¢ (Y, X) de morfimos en C de Y en X. Cuando un morfismo ¢ € Home (Y, X) es
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considerado como un morfismo en Homeos (X, Y'), lo denotaremos por ¢°P. La composicién

de morfismos en C°P se define por

YT 0 g = (P

Definicién 2.0.9. Sean C,D dos categorias. Un funtor F' : C — D es una regla que

asigna

(i) A cada objeto X de C un objeto F(X) de D.

(ii) A cada morfismo ¢ : X — Y en C, un morfismo F(¢) : F(X) — F(Y) en D, tal

que se verifica
F(idx) = idp(x), F(¢ov)=F(¢)o F(v),

para todo objeto X € Ob(C) y todo par de morfismos ¢,1 de C que se puedan

componer.

Observacion 2.0.10. La Definicion corresponde a un funtor covariante. Un funtor

contravariante es un funtor C°? — C.

Ejemplo 2.0.11. F': Grp — Set tal que F'(G) = G para todo grupo G y F'(¢) = ¢ para
todo morfismo ¢ es un funtor y se lo llama el funtor de olvido, porque se esta “olvidando”

de la estructura de grupo.

Definicién 2.0.12. Si F,G : C — D son dos funtores, una transformacion natural
p: F'— G es una coleccién de morfismos {ux : FI(X) — G(X) : X € Ob(C)} tal que
para todo par de objetos X,Y € Ob(C) y para cada morfismo ¢ : X — Y se verifica que

el diagrama

F(X) ——G(X)

1y
es conmutativo. Se dice que una transformacion natural p : F — G es un isomorfismo
natural si para todo X € Ob(C) los morfismos px : F(X) — G(X) son isomorfismos y

en este caso se dice F' es naturalmente isomorfo a G y se denota por F' ~ G.
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Observacién 2.0.13. Denotaremos por Fun(C, D) a la categoria cuyos objetos son los
funtores F' : C — D. Dados dos objetos en esta categoria, es decir, dos funtores F, G :
C — D el espacio de morfismos es el conjunto de transformaciones naturales p: F' — G
y lo denotaremos por Nat(F,G), y en particular Fun(C,C) = End(C).

Definicién 2.0.14. Se dice que dos categorias C y D son equivalentes si existen funtores
F:C—-DyG:D—Ctalesque FoG ~idpy GoF ~ide, y se denota C ~ D.

Definicién 2.0.15. Un funtor F' : C — D se dice dominante si todo objeto Y € D es
un subobjeto de F/(X) para algin X € C.

Definicién 2.0.16. Un funtor F' : C — D se dice fiel, respectivamente pleno, si para
todo par de objetos X,Y de C la aplicacién F': Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)), es

inyectiva, respectivamente suryectiva.

El funtor F' se dice esencialmente suryectivo si para todo objeto Z € D existe un
objeto X de C tal que FI(X) ~ Z.

Teorema 2.0.17. Dos categorias C y D son equivalentes si y solo si existe un funtor fiel,

pleno y esencialmente suryectivo F': C — D.

Demostracion. Ver [Mac98, Chapter IV - Section 4 - Theorem 1]. ]

2.1. Categorias Aditivas

Definicién 2.1.1. Un objeto Z € C se denomina objeto cero o nulo si para todo objeto
X € C se tiene Home(X, Z) = {¢x} y Home(Z, X) = {¢x }.

Observacién 2.1.2. Si C posee un objeto cero, éste es tinico salvo isomorfismo y ademas
bz =z =1dz.

Definicién 2.1.3. Sea C una categoria con objeto cero Z. Para todo X,Y € C se define

0y : X — Y como el morfismo

Yy

El morfismo 0;f se denomina morfismo nulo y cuando no haya lugar a confusién lo deno-

taremos simplemente por 0 : X — Y.
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Observacién 2.1.4. Toda composiciéon con un morfismo nulo es un morfismo nulo. Es
decir, si C es una categoria con objeto cero y sean W, XY € Cy f € Home(X,Y),

entonces f o 0% =0y y 0} o f = 03}

Sea C una categoria con objeto cero y sean X, Y € Cy f € Home(X,Y).

Definicién 2.1.5. Un nicleo de f es un objeto Ker f € C y un morfismo k : Ker f — X
tal que fok =0, de modo que para todo morfismo k' : K/ — X existe un unico morfismo

u: K'— Ker f tal que kou=F siysélosi fok'=0.

Definicién 2.1.6. Un conicleo de f es un objeto CoKer f € C y un morfismo ¢ : Y —
CoKer f tal que go f = 0, de modo que para todo morfismo ¢’ : Y — @ existe un 1inico

morfismo u : CoKer f — @ tal que uoq=¢ siysélosiqof=0.

Observacion 2.1.7. Si existe un nticleo de un morfismo, éste es tinico salvo isomorfismo
y k es un monomorfismo. Andlogamente, si existe un contcleo de un morfismo, éste es

tnico salvo isomorfismo y ¢ es un epimorfismo (ver [Hun03|, Definition 3.1]).

Definicién 2.1.8. Una categoria C se dice preaditiva si cumple las siguientes condiciones:

(i) Para cada par de objetos X,Y de C el conjunto de morfismos Home(X,Y) es un

grupo abeliano.

(ii) La composicién de morfismos es bilineal, es decir que para todo ¥,¢' : X — Y,
¢,¢' 1Y — Z se tiene que ¢o (Y +1¢') = gop+ o), (¢p+¢') o) = pop+¢ oy
(iii) Existe un objeto 0 € C tal que Home (X, 0) = Home (0, X') = {0} es el grupo trivial,

para todo X € C.

Sea C una categoria preaditiva y X, X5 dos objetos de C. Una suma directa de X y

X, es una coleccién (Y, py, pa, i1, i9) tal que:
(i) las aplicaciones p; : Y — X, i; : X; — Y, j = 1,2, son morfismos en C;
(i) se satisface que:
a) p1oiy =idx,,

b) p20 7:2 = idsz

c) i1 0p1 +i20py =idy .
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Definiciéon 2.1.9. Una categoria preaditiva C es aditiva si todo par de objetos posee una

suma de directa.

Lema 2.1.10. Sea C una categoria aditiva y sean X1, Xs,Y objetos de C. Fuxisten iso-

morfismos naturales de grupos abelianos
Home (X7 @ X5,Y) ~ Home(X1,Y) @ Home (X5, Y),

Home (Y, X1 & X3) ~ Home (Y, X1) @ Home (Y, Xo).

Demostracion. Definimos los morfismos f : Home(X; @ X5,Y) — Home(X3,Y) @
Home(X5,Y), por f(a) = (aoidj,ao0is), v g : Home(X1,Y) @ Home(Xs,Y) —
Home (X, & Xo,Y), por g(¢,¢') = ¢ o p1 + ¢ o ps. Se puede ver ficilmente que am-
bas funciones son homomorfismos de grupos uno el inverso del otro y que ademas son

morfismos naturales.

Andlogamente se puede ver que si definimos los morfismos naturales f': Home (Y, X; @
X3) — Home(Y, X1) ® Home (Y, Xz), por f/(8) = (p1oB,p20 ),y ¢ : Home(Y, X1) @
Home (Y, X5) — Home (Y, X7 @ X5), por ¢'(¢,¢') = i1 0 1) + i3 0 7', son homomorfismos

de grupos uno el inverso del otro. O

Definicién 2.1.11. Sean C,D dos categorias aditivas. Un funtor F' : C — D se dice
aditivo si para todo par de morfismos ¢,7 : X — Y en C se tiene que F(¢p + ) =

F(¢) + F(1).

Observaciéon 2.1.12. Sean C,D dos categorias aditivas y un funtor F' : C — D. Son

equivalentes:

(i) F es aditivo.

(ii) F preserva sumas directas, es decir si (Y, p1, pa, i1, i2) es la suma directa de X7 y X,
entonces (F(Y), F(p1), F(p2), F(i1), F(i2)) es la suma directa de F(X;) y F(X5).

Ver [Mac98, Chapter VIII - Section 2 - Proposition 4].

Definicién 2.1.13. Sea C una categoria aditiva y sean X, Y, Z objetos de C. Un morfismo
¢ Y — Z se dice superfluo si es un epimorfismo y para todo morfismo ¢ : X — Y tal

que ¢ o1 es epimorfismo entonces 1 es epimorfismo.

Un cubrimiento proyectivo de un objeto Y de C es un par (P, ¢) donde ¢ : P — Y

es superfluo y P es un objeto proyectivo.
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2.2. Categorias Abelianas

Definicién 2.2.1. Una categoria C se dice abeliana si:

(i) C es una categoria aditiva.
(ii) Todo morfismo ¢ € Home(X,Y') posee un nicleo Ker ¢ y un conticleo CoKer ¢.

(iii) Todo monomorfismo ¢ es un nticleo de su conticleo y todo epimorfismo ) es el

contcleo de su nicleo.
(iv) Todo morfismo puede expresarse como un epimorfismo seguido de un monomorfismo.

Observacién 2.2.2. Un morfismo f en una categoria abeliana es un isomorfismo si y

sOlo si es un monomorfismo y un epimorfismo.

Ejemplo 2.2.3. A continuaciéon veamos algunos ejemplos de categorias abelianas:

1) La categoria Ab de grupos abelianos es abeliana.

2) Sea G un grupo. Las categorias Rep G de representaciones de G en K y Rep G de

representaciones de dimensién finita de G en K son categorias abelianas.

3) Sea A una K-dlgebra asociativa unitaria. La categoria A — Mod (Mod —A) de A-

modulos a izquierda (a derecha) es una categoria abeliana.

4) Si C es una categoria pequena abeliana, entonces la categoria de endofuntores en C,
End(C) también lo es.

Definicién 2.2.4. Sea C una categoria abeliana. Un objeto distinto de cero S € C se
dice simple si todo subobjeto de S es isomorfo a 0 0 a .S. Un objeto se dice semisimple si
es suma directa de objetos simples. Una categoria abeliana C se dice semisimple si todo

objeto de C es semisimple.

Ejemplo 2.2.5. Veamos algunos ejemplos de categorias semisimples.

1) La categoria Vectyk de K-espacios vectoriales es semisimple, para cualquier cuerpo
K.

2) La categoria Fun(C, D) es semisimple, para cualesquiera C, D categorias semisimples.
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Definicién 2.2.6. Sea C una categoria abeliana. Un objeto X de C, es de longitud finita

n si posee una serie de composicion
O:XOQXlgan—ngn:Xy

tal que los objetos X;/X; 1 son simples para todo i = 0,...,n — 1. Los objetos simples

X;/X;_1 se llaman los factores de composicion de X.

Definiciéon 2.2.7. Sea K un cuerpo. Una categoria abeliana C se dice K-lineal si cumple:

(i) Para cada par de objetos X,Y de C el conjunto de morfismos Home(X,Y) es un

K-espacio vectorial.

(ii) Las composiciones Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z), (¢,¢) — ¢ o)
son K-bilineales para todo X,Y, Z € C.

Una categoria abeliana K-lineal C se dice finita si:

(i) Todo objeto X de C posee longitud finita.
(i) dimg(Home(X,Y')) < oo para todo X,Y € C.
(iii) Todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo.
(iv) La cantidad de clases de isomorfismo de objetos simples es finita.

Ejemplo 2.2.8. Veamos algunos ejemplos de categorias abelianas K-lineales:

1) Sea G un grupo. La categoria Rep G de representaciones de G en K es una categoria
abeliana K-lineal, como asi también lo es la categoria Rep G de representaciones de

dimensién finita de G en K.

2) Sea A una K-dlgebra asociativa unitaria. La categoria A — Mod (Mod —A) de A-
modulos a izquierda (a derecha) es una categoria abeliana K-lineal. También, su
subcategoria A—mod (mod—A) de A-médulos a izquierda (a derecha) de dimensién

finita es abeliana K-lineal.

Definicién 2.2.9. Sea C una categoria abeliana y sean X,Y € C. Dado un morfismo
f: X =Y sedefine la imagen de f como Im f = Ker(CoKer f) y la coimagen de f como
Colm f = CoKer(Ker f).
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Definicién 2.2.10. Se dice que una sucesion

¢ ¥

X—Y —7

es exacta en Y si Im ¢ = Ker ), como subobjetos de Y. Una sucesion

3 dn—1

0— X, X, X, 0

X3

es eracta, si es exacta en cada X;, j=1,....,n+ 1.

Una sucesion
o] P

0 X Y

A 0 (2.2.1)
es una sucesion exacta corta si'y sélo si es exactaen X,Y y Z.

Se dice que la sucesion ([2.2.1]) se escinde si existe un morfismo ¢ : Z — Y tal que
Yo =1idy.

Observacién 2.2.11. Sea C una categoria abeliana y una sucesién exacta corta

¢ Y

0—X—2>yv-—s7——>0 (2.2.2)

en C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La sucesién exacta corta se escinde.
(ii) Existe un morfismo 7 : Y — X tal que mo ¢ = id.
(iii) Existen morfismos 7:Y — X, 1: Z — Y tales que idy = pom 4+ 10,
(iv) Para cualquier V € C la aplicacién
Home(V, V) 2= Home (V, Z)
es sobreyectiva.

Definicién 2.2.12. Sean C,D dos categorias abelianas. Un funtor aditivo F': C — D
se dice ezracto a izquierda si para todo morfismo ¢ : X — Y, Ker(F(¢)) = F(Ker¢).
Se dice que F' es exacto a derecha si para todo morfismo ¢ : X — Y, CoKer(F(¢)) =

F(CoKer ¢). El funtor F se dice ezacto si es exacto a izquierda y a derecha.

Observacién 2.2.13. Si C,D son categorias abelianas, denotaremos por Fun, 4 (C, D),
Fun.;(C,D) y Fun. (C, D) respectivamente, a las subcategorias plenas de Fun(C, D) que

consisten, respectivamente, de funtores exactos a derecha, exactos a izquierda y exactos.
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Definicién 2.2.14. Una categoria abeliana K-lineal pequena C se dice localmente finita
si todo objeto de C es de longitud finita y los espacios de morfismos Homg (X, Y) son

espacios vectoriales de dimension finita, para todo X,Y € C.

2.3. Producto tensorial de Deligne de categorias abe-

lianas

Sean C y D dos categorias abelianas localmente finitas sobre un cuerpo K.

Definicién 2.3.1. El producto tensorial de Deligne C XD es una categoria abeliana K-
lineal la cual es universal para el funtor que asigna a cada categoria abeliana K-lineal A
la categoria de bifuntores bilineales exactos a derecha en ambas variables C x D — A. Es

decir, existe un bifuntor
X:CxD—-CKD:(X,)Y)— XKY,

que es exacto a derecha en ambas variables y es tal que para cada bifuntor exacto a derecha
en ambas variables F : C x D — A existe un tnico funtor exacto a derecha F : CKD — A

que satisface F o X = F.

Proposicién 2.3.2. (i) EL producto tensorial de Deligne C XD existe y es una cate-

goria abeliana localmente finita.
(i1) El producto tensorial de Deligne es inico salvo equivalencias.
(i1i) El bifuntor X es exacto en ambas variables y satisface
Home(X71,Y)) ® Homp(Xs, Y2) = Homegp (X7 X X5, V) K Y3),
para X1,Y1 € C y X,Ys € D.

(iv) Todo bifuntor F : C x D — A bilineal exacto en ambas variables define un funtor
ezacto F:CXD — A.

Demostracion. Ver [EGNO15| Proposition 1.11.2]. O
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2.4. Categorias Monoidales

Definicién 2.4.1. Una categoria monoidal es una coleccién (C,®,a,r,1,1), donde:

(i) C es una categoria,
(ii) 1 es un objeto de C, llamado objeto unidad.
(iii) ® : C x C — C es un funtor, llamado producto tensorial.

(iv) axyz: (X Q@Y)®Z — X (Y ® 2), ry : X®1— X:X e€00bjC), y
Ix :1®X — X : X € 0bj(C) son isomorfismos naturales para X,Y,Z € C,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

(W X)eY)
awx/zy@d/ W\
We(XaY)) WeX)e(Y®2)
aW,X@Y,Zl lidw@)ax,y,z

We(X®Y)® 2) WeXe(Y®Z))

idw®ax,y,z

(X®1)®Y Ly X®(1eY)
Tm %/
XY

Estos diagramas reciben los nombres de azioma del pentigono y axioma del triangu-

lo, respectivamente.

Definicién 2.4.2. Sean (C,®,a,1,l,r) y (C',®",d’, 1", I',1") dos categorias monoidales.
Un funtor monoidal entre dichas categorias es una terna (F,J,u), donde F' : C — C’ es
un funtor, u : 1’ — F(1) es un isomorfismo, y J : ® o(F' x F') — Fo® es un isomorfismo

natural, tales que los siguientes diagramas
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alF(X),F(Y),F(Z)
F(Z)

(F(X) & F(Y))®

FX)® (F(Y)® F(Z))

Ix Y®’1dF<Z)l lidF(X) ®' Jy,z
FXQY)® F(Z) FX)® F(Y ® Z)
JX@YZl lJX,Y®Z

F(X®Y)® 2) FX® (Y ®Z)

F(ax,y,z)

F(1) @ F(X) "~ F1loX) FX)&F1)—""~FX®1)

u®'idp(x) F(lx) idpx)®'u F(rx)

1'® F(X) — F(X) F(X)®' 1 — F(X)
lF(X) "F(x)

conmutan para todos los objetos X,Y, Z de C.

Un funtor monoidal (F, J, u) es una equivalencia de categorias monoidales si F' es una

equivalencia de categorias.

Definicién 2.4.3. Se dice que la categoria monoidal (C,®,a,1,l,7) es estricta si los

isomorfismos naturales de asociatividad y unidad, a,! y r, son identidades.

Observacién 2.4.4. Toda categoria aditiva es monoidal via el producto tensorial A ® B
dado por una suma directa A @ B y objeto unidad un objeto cero de la categoria. Los

isomorfismos naturales de asociatividad y unidad son los canénicos.

Ejemplo 2.4.5. Hay muchos ejemplos de categorias monoidales:

1) La categoria de conjuntos Set es monoidal. El producto tensorial x : Set x Set —
Set, es el producto cartesiano. El objeto unidad 1 = {*} es el conjunto con un
unico elemento. Los morfismos de asociatividad son los candnicos. Para cualquier
conjunto X los isomorfismos [x : 1 X X — X, rx : X x 1 — X estan dados por
Ix(x,x) =z, rx(z,*) = z, para todo x € X. Esto tambén vale para la subcategoria

Set de conjuntos finitos.

2) Sea G un grupo. La categoria Rep G de representaciones de G sobre el cuerpo K es

una categoria monoidal con el producto tensorial de dos representaciones py : G —
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GL(V)y pw : G — GL(W) es la representaciéon en V@ W =V @k W definida
por pyew(9) = pv(g) ® pw(g), es decir, la representacién diagonal. La unidad es
1 = K, la representacién trivial. De la misma manera, la subcategoria Rep G de

representaciones de dimension finita del grupo G sobre K es monoidal.

Sea K un cuerpo. La categoria Vectix de K-espacios vectoriales es monoidal. El
producto tensorial ® : Vectx x Vectx — Vectk es el producto tensorial sobre
el cuerpo de base ®k. El morfismo de asociatividad es el candnico, es decir que
si X,Y,Z son K-espacios vectoriales, x € X,y € Y, z € Z entonces axyyz :
(X@kY)®xk Z — X @k (Y ®k 2), axyz(r®y)®2) =2 ® (y ® 2). El objeto
unidad es el cuerpo K y los isomorfismos V @ K ~ V' ~ K ® V son los candnicos.
La categoria Vectk de K-espacios vectoriales de dimensién finita es monoidal con la

misma estructura de Vectyg.

Sea G un grupo finito y sea w € Z3(G,K*) un 3-cociclo, es decir que para to-
do a,b,c,d € G, w(a,b,c)w(a,be,d)w(b, c,d) = w(ab, c,d)w(a,b,cd). Se denotd por
C(G,w) a la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados, es
decir que los objetos son K-espacios vectoriales V' de dimensién finita munidos de
una G-graduacion: V = @ gec Vg v los morfismos son transformaciones lineales
que preservan la graduacion. Esta categoria es monoidal de la siguiente manera, si

V=B,cc Ve vy W=D, W, son objetos en C(G,w), entonces

VoW =W ew),,

geG

donde (V@ W), = @, . Ve @k Wa-14 v el objeto unidad se define como 1, = Ky
1, =05si g # e. El morfismo de asociatividad esta dado por el 3-cociclo w, es decir

avyvw : (U@ V)W — U ® (VW) estd definido como
aU,V,W((u & U) ® w) = W(g, h7 f)u ® (U ® w)7

donde u € Uy,v € Vi, w € Wy, g, h, f € G. Los isomorfismos de unidad a derecha
e izquierda Iy : K® X — X, ry : X @ K — X estdn dados por Ix(1 ® z) =
w(l,h,h — 1)z, rx(z ® 1) = w(h,1,1)x, para todo z € X;,. Cuando w es trivial

C(G,w) coincide con la categorfa de K&-comédulos.

Si C es una categoria, la categoria de endofuntores End(C) es monoidal estricta

con producto tensorial dado por la composicion de funtores. El objeto unidad es el
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funtor identidad y los morfismos de asociatividad y de unidad son las identidades
(de modo que esta categoria monoidal es estricta). Si C es una categoria abeliana,

la categoria End(C) también lo es.

2.4.1. Dualidad en categorias monoidales

Definicién 2.4.6. Sean C una categoria monoidal y V' un objeto en C. Un dual a derecha
de V es una terna (V*, evy, coevy ), donde V* € C, y evy : V* @V — 1, coevy : 1 —
V' ® V* son morfismos (denominados evaluacidn y coevaluacion) tales que las siguientes

composiciones son la identidad de V' y de V*, respectivamente:

Vel ® Vv coevy ®idy (V ® V*) 2 v ay, vy Vv ® (V* ® V) idy ®evy % 91~ ‘/’
N N idy« ®coevy o " “\71,V,v* % « evy®idyx * *
Vi Vgl ——V*o(VeV) —(V'aV)oV 1V ~V~

Andlogamente, un dual a izquierda de V en la categoria monoidal C es una terna
(*V, evi,, coevy,), donde *V € C, y ev}, : V®& *V — 1, coev), : 1 — *V ®@ V son

morfismos tales que las siguientes composiciones son la identidad de V' y de *V, respecti-

vamente:
idy ®coev! ayk ev!, ®id
Vevel 2" yve Ve V) —2Y L ve V) eV -2V 1V aV.
. . coev}, ®idx«y . w1 FVVAV, . id«y ®ev], . .
Vel v (Vev)e VI o (Ve V) Veol~ *V,

Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto admite un dual a izquierda y un

dual a derecha.

Si C es un categoria monoidal rigida diremos que un objeto V' en C es inversible si
los morfismos evaluacion y coevaluacion, evy : V'V — 1 y coevy : 1 — V ®
V* respectivamente, son isomorfismos. Por ejemplo, en la categoria C(G,w) los objetos
inversibles son los objetos distinguidos 64, ¢ € G' que son simples, no isomorfos dos a
dos, y estan definidos por (§,), = Ksiz = gy (d;), = 0si z # g, o sea, J, es un
espacio vectorial unidimensional concentrado en grado g y para estos objetos, la formula

del producto tensorial se reduce a 6, ® 05, = 0,4, via identificacién candnica.

Ejemplo 2.4.7. Veamos algunos ejemplos.
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1) La categoria Rep G de representaciones de dimensién finita de G sobre K es rigida.
En efecto, el dual de la representacién (V, py) es la representacion (V*, py+), donde

pv+ es la representacién contragradiente, es decir, py«(g) = (pv(g71))*, g € G.

2) La categoria Vectg de K-espacios vectoriales de dimensién finita es rigida: los duales
a derecha y a izquierda de un espacio vectorial de dimensién finita V' son su espacio
dual V*, con la evaluacion evy : V* ® V. — K la restriccion y la coevaluacion

coevy : K — V ® V* el “embedding” usual.

3) La categoria C(G) de K-espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados es
rigida definiendo (d,)* = *(d,) = d,-1 para todo g € G.

Lo mismo sucede para la categoria C(G,w), que generaliza este ejemplo, para esto
asumamos sin pérdida de generalidad que el cociclo w es normalizado. Si V' € C(G,w)
entonces V* = Homg(V,K) es el espacio vectorial dual con G-graduacién (V*), =
(Vg-1)*. La evaluacién y coevaluacion estan determinadas como sigue. Si h, g € G,

f e (Vi) v eV, entonces

O0sih#gt,
1

i = { (9,97 9) " () sih=g7",

coevy (1) = szig ® f7.

geG i
donde (f7), (v]) son bases duales de V.

Observacion 2.4.8. Al cambiar el orden del producto tensorial se transforman duales
a derecha en duales a izquierda. De este modo las propiedades sobre duales a derecha se

corresponden naturalmente con propiedades sobre duales a izquierda.

Ademas si V' € C es un objeto inversible entonces V* = *V y su dual V* es inversible.

Y, si W € C es otro objeto inversible, el producto tensorial VV® W es inversible.
Lema 2.4.9. Los duales a izquierda y a derecha son unicos salvo isomorfismos.
Demostracion. Veamos la demostracion para duales a derecha y la demostracion para

duales a izquierda es andloga. Sean X* X’ dos duales a derecha de un objeto X. Sea

¢ : X* — X' el morfismo definido por
¢ = Ix(evy @id)ay: y x (id @coevy)r:.

No es dificil ver que ¢ es un isomorfismo. Luego X* & X', O]
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Definicién 2.4.10. Sean V' y W dos objetos de C con duales a derecha V* y W*, respec-
tivamente y sea f : V — W un morfismo. Se define el dual a derecha f*: W* — V*
de f como la composicion:

w* idyy * ®coevy W*®(V®V*) Ay v,y (W*®V)®V* (idw* ®f)Ridy * (W*®W)®V* evyy ®idy * v

Si existen duales a izquierda de V' 'y W el dual a izquierda *f : *W — *V de f se
define como una composicion similar a la anterior. De esta forma, si C es rigida, se tienen

asi dos equivalencias de categorias C — C®?:V — V*y V — *V.

Proposicién 2.4.11. Sea C una categoria monoidal rigida. Para todo X,Y,Z € C existen

1somorfismos naturales:
(i) Home(X ® Y, Z) ~ Home (X, Z @ Y™).
(i1) Home(X*® Y, Z) ~ Home(Y, X ® Z);
(111) Home(X @ *Y,Z) ~ Home(X, Z®Y),

(iv) Home(X ® Y, Z) ~ Home(Y, *X ® Z).

Demostracion. Veamos que para todo X,Y,Z € (C existen isomorfismos naturales
Home(X ® Y, Z) ~ Home(X, Z @ Y*). En efecto, definamos los morfismos

f:Home(X ®Y, Z) — Home(X, Z @ Y*), tal que f(¢) = (¢ ® idy~)(idx ®coevy )ry’,
g : Home(X,Z®@Y*) — Home(X ® Y, Z), tal que g(¢) = rz(idz @ evy)(v @ idy).
Entonces se tiene que
flg(¥)) = (rz ®@idy)(idz ®evy @ idy+)) (¥ ® idy @Y ™) (idx ®coevy )ry' = .
Anélogamente se demuestra que g o f = id. O

Observaciéon 2.4.12. Si C una categoria monoidal rigida, se verifica que 1* ~ 1 ~ *1.
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2.4.2. Equivariantizacion de una categoria abeliana K-lineal

Definicién 2.4.13. Una categoria tensorial [EGNO15] es una categoria monoidal rigida,
localmente finita, tal que el bifuntor ® es K-bilineal y el objeto unidad 1 es simple y, por

lo tanto, End(1) = K cuando el cuerpo de base K es algebraicamente cerrado.

Sea C una categorfa tensorial sobre un cuerpo K. Denotemos por Auty,C a la cate-
goria monoidal cuyos objetos son autoequivalencias tensoriales de C donde los morfismos
son transformaciones naturales monoidales, el producto monoidal es la composiciéon o de

funtores tensoriales y el objeto unidad es el funtor identidad ide.

Si G es un grupo, denotaremos por G la categoria monoidal estricta cuyos objetos son
los elementos de G, los morfismos son identidades, el producto monoidal es la multiplica-

cién de G.

Definicién 2.4.14. Una accidn de un grupo G en una categoria tensorial (por autoequi-

valencias) es un funtor monoidal
p:G — Aut,C.
Es decir, que se cuenta con los siguientes datos:
(i) Por cada g € G, un endofuntor p? : C — C,
(ii) Por cada par g,h € G, un isomorfismo monoidal pg’h 2 p9ph = ph,

(iii) Un isomorfismo monoidal py : ide =p',

tal que para cualesquiera g, h, k € C los siguientes diagramas conmutan:

g h ok pg" ot gh )k (2.4.1)
prppT = p7p 3
9k p3*
ghk

hk
PP P
)
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p? o ppt . (2.4.2)
pop? § Pt

lyg_ o 9
pp 1.9 P
Pa

Un objeto X € C se dice equivariante si estda munido de una familia de isomorfismos

u={u!: p?(X) — X},eq tales que u'poy = idy y el diagrama

(X)) 2 o (X) (2.4.3)
pM(X) X

udh

es conmutativo para todo g,h € G.

Definicién 2.4.15. Se define la categoria C¢ como la categoria cuyos objetos son pares
(X, u) donde X es un objeto equivariante. Si (X, u), (Y, v) son dos objetos equivariantes,
un morfismo ¢ : (X,u) — (Y, v) entre ellos es un morfismo ¢ : X — Y en C tal que
$ou? =90 pd(¢) para todo g € G. La categoria CY se llama la equivariantizacion de C

por G.

Observaciéon 2.4.16. Si G es un grupo finito y C una categoria abeliana K-lineal tal que

G acttia en C, entonces la categoria C¢ es abeliana K-lineal.

2.4.3. Algebras y coalgebras en categorias monoidales

Sea (C,®,1,a,r, 1) una categoria monoidal.

Definicién 2.4.17. Un dlgebra en C es una coleccién (A, m,u) donde A es un objeto de C,
m:A®A— A, u:1— A son morfismos que satisfacen los axiomas de asociatividad

y unidad, es decir:

(1) m(m &® ldA) = m(sz X m)aA,A,A.
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(iii) m(ida ®@u) = ry.

Si A es un algebra en una categoria tensorial C se denota por Cy4, AC, 4C4 a la categoria
de A-modulos a derecha, izquierda y bimoddulos, respectivamente. Especificamente la ca-
tegoria C4 consiste de pares (V,py) donde V €Cy py : V® A — V es un morfismo en
C tal que

pv(pv X idA) = pv(idv ®m)av7A7A, pv(idA ®u) =Ty. (2.4.4)
La primera igualdad dice que la accion a derecha es asociativa y la segunda que es unitaria.

Anélogamente la categoria 4C consta de pares (W, Ay) donde W es un objeto de C,

Aw : A® W — W es un morfismo en C tal que

Aw(m X ldw) = /\W(ldA ®/\W)CLA7A,W¢ Aw(u & ldv) = lv. (245)

La categoria 4C4 consiste de ternas (V, py, A\y) donde (V,py) € Cay (V,Ay) €4 C, es

decir se satisfacen las identidades (2.4.4)) y (2.4.5)) respectivamente y ademas

Av(ida ®@pyv)aav,.a = pv(Av ®ida).

Los morfismos en 4C4 son los morfismos de A-bimoddulos, es decir aquellos que son de

A-médulos a izquierda y a derecha.

Observacion 2.4.18. Si C es una categoria abeliana y A € C es un algebra entonces las

categorias C4 y 4C4 son abelianas.

Definicién 2.4.19. Un codlgebra en C es una coleccién (C, A, €) donde C' es un objeto
de C, A: C — C®CC, e: C — 1 son morfismos que satisfacen los axiomas de

coasociatividad y counidad, es decir:

(i) (ide ®A)A = (A ®ide)A.

Definicién 2.4.20. Sea C' una codlgebra. C se dice simple si no posee subcodlgebras

propias y se dice cosemisimple si es suma directa de subcoalgebras simples.

Definicién 2.4.21. Sea C' una coalgebra.
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(i) Si un elemento ¢ € C'\ {0} cumple que A(c) = ¢ ® ¢ entonces se dice que ¢ es de

tipo grupo. Denotaremos por G(C') al conjunto de elementos de tipo grupo de C.

(ii) Sean a,b € G(C). Se dice que un elemento ¢ € C' es (a,b)-casi primitivo si A(c) =
a® ¢+ c®b. Denotaremos al conjunto de todos los elementos (a, b)-casi primitivos
por P.p. Se tiene que K(a — b) C P,p. Un elemento casi-primitivo ¢ € C es trivial
si ¢ ® K[G(C)].

Observacién 2.4.22. Observemos que 1 € G(C).

Definicién 2.4.23. A los elementos (1, 1)-casi primitivos de C' los llamaremos elementos

primitivos y los denotaremos simplemente por P(C).

Usaremos la notacién sigma de Sweedler: si ¢ es un elemento de una codlgebra (C, A, ¢),

denotaremos al elemento A(c) = )", a; ® b; € C ® C' de la siguiente forma:
Ae) = 1 ® ea.

Definicién 2.4.24. Sean (C, A, €) una coélgebra y (A, m,u) un algebra. Se define el pro-
ducto de convolucion en Homg (C, A) mediante la siguiente formula: (f*g)(c) = f(c1)g(c2),
fyg € Homg(C, A), ¢ € C. Luego Homg(C, A) tiene estructura de K-algebra con unidad

Uue.

2.5. Categorias Tensoriales

Recordemos que una categoria tensorial es una categoria monoidal rigida, localmente
finita, tal que el bifuntor ® es K-bilineal y el objeto unidad 1 es simple y, por lo tanto,
End(1) = K cuando el cuerpo de base K es algebraicamente cerrado (Definicion [2.4.13)).

Ejemplo 2.5.1. Algunos ejemplos son los siguientes:

1) La categoria Vectx de K-espacios vectoriales de dimensién finita es una categoria

tensorial.

2) La categoria Rep G de representaciones de dimensién finita del grupo G sobre K es

una categoria tensorial.
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3) La categoria C(G) de K-espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados es una
categoria tensorial. Lo mismo sucede con la generalizacién de este ejemplo presen-
tada en el item 3) del Ejemplo [2.4.7] es decir con la categoria C(G,w) de K-espacios
vectoriales de dimension finita graduados por el grupo G con la asociatividad de-

terminada por un 3-cociclo w.

Definicién 2.5.2. Sean C, D dos categorias tensoriales y F' : C — D un funtor fiel y

exacto. Se dice que F' es un funtor cuasi-tensorial si:

(i) F(1c) = 1p.

(ii) F estd munido de un isomorfismo funtorial J : ®p o (F' x F') — F' o ®c¢.

Un funtor cuasi-tensorial (F,J) es un funtor tensorial si J es una estructura monoidal,

es decir, si J satisface las condiciones de la Definicion ([2.4.2]).

Definicién 2.5.3. Sea C una categoria tensorial. Un funtor de cuasi-fibra es un funtor
cuasi-tensorial F' de C en la categoria Vectkx de K-espacios vectoriales de dimensién finita.

Se dice que F' es un funtor de fibra si ademas F' es un funtor tensorial.

2.5.1. El anillo de Grothendieck de C

Definicién 2.5.4. Sea C una categoria abeliana localmente finita sobre K. Para cada ob-
jeto X € C, se denota por [X] la clase de isomorfismo de X en C. El grupo de Grothendieck
de C, denotado por Ky(C), es el grupo abeliano generado por las clases de isomorfismo de
objetos en C, sujetos a las relaciones: [X| = [Y]+ [Z], X, Y, Z € C, si existe una sucesién

exacta 0 — Y — X — 7 — 0.

Si C es una categoria semisimple, el grupo de Grothendieck K(C) es el grupo abeliano
libre con base dada por las clases de isomorfismos de objetos simples. Con més generalidad,
si todos los objetos de una categoria abeliana C tienen longitud finita (serie de Jordan-
Holder finita), el grupo de Grothendieck Ky(C) es un grupo abeliano libre generado por
las clases de isomorfismos de los objetos simples X;, i € I de C. A cada objeto X de C le

podemos asociar canénicamente su clase [X| en Ky(C) dada por la férmula

(X] =) [X: X)X

il
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Cuando no haya lugar a confusion escribiremos X en lugar de [X], haciendo un abuso

de la notacidn.

Si C es una categoria tensorial rigida, entonces el grupo de Grothendieck de C tie-
ne estructura de anillo. En efecto, se puede considerar el siguiente producto asociativo
(X][Y] = [X ® Y] para X,Y € C, y el elemento identidad 1 = [1]. Denominaremos a
este anillo Ky(C) el anillo de Grothendieck de C, el cual estd munido de una involucién

%1 Ko(C) — Ky(C), dada por [X]* = [X*].

Observacién 2.5.5. Un funtor exacto F' : C — D induce un morfismo de grupos
abelianos Ky(C) — Ky(D) entre los anillos de Grothendieck.

Sean C,D categorias tensoriales y F': C — D un funtor cuasi-tensorial. Entonces F
induce un homomorfismo de anillos unitarios [F] : Ko(C) — Ky(D), al cual denotaremos

F cuando el contexto no de lugar a confusion.

2.5.2. La equivariantizaciéon de una categoria tensorial

Sea C una categoria tensorial y G un grupo finito. Una accion de G en C es un
funtor monoidal p : G — Aut,(C), donde Aut,(C) denota la categoria monoidal de
autoequivalencias tensoriales de C y G la categoria monoidal estricta cuyos objetos son los
elementos de (G, los morfismos son identidades, el producto monoidal es la multiplicacion
de GG. Es decir, una accion de GG en C es una coleccion de autoequivalencias tensoriales

(p?,Jy) : C — C, g € G e isomorfismos naturales de funtores monoidales pg’h cpph —

p9" | tales que verifican los axiomas (2.4.1) y (2.4.2)), donde J, : ® o (p? x p?) — p 0 ® es

un isomorfismo natural, tal que cumple las condiciones de la Definicion [2.4.2]

Si (X, u),(Y,v) son objetos equivariantes en C, se define:
(X,u) @ (Y,v) = (X ®Y,t), (2.5.1)
donde t9 = (v’ ® vg)(Jg))_(}Y, para todo g € G. El objeto unidad es (1,idy).

Teorema 2.5.6. La equivariantizacion C con el producto tensorial es una cate-

goria tensorial.

Se tiene una inclusién Rep G — C% que da lugar a una sucesién exacta de categorias
de fusién (ver [BN1I Corollary 4.22])

RepG — C¢ — C. (2.5.2)
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Observacién 2.5.7. [BN13, Remark 3.1]. Sea G(C) el conjunto de clases de isomorfismos
de objetos inversibles de C. Entonces la sucesién exacta induce una sucesion exacta
de grupos

15 G— G(C% = Go(C) > 1,

donde G = G /|G, G] denota el grupo de caracteres invertibles de G'y G(C) es el subgrupo
de G(C) que consiste de todas las clases de isomorfismo de objetos inversibles que son G-

equivariantes.

2.6. Categorias trenzadas y el centro de Drinfeld

Definicién 2.6.1. Sea C una categoria monoidal estricta. Una trenza en C es un isomor-
fismo natural
O’av:U@V—)V@U,

tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

ay,v,w U, VW

UV)eW U (VW) VeW)eU (2.6.1)
oy,v ®idw ay,w,u
Vel)eW ————VeUaW) RE— Ve(WeU)
at o
U (VeW) — s UeV)oW —L-We (UeV) (2.6.2)
idy ®ov,w a;V%U,V
U (WeV) e UW)eV p— Wel)eV

y oy = tdy = o1,y para todo U,V,W € C.

Si ademaés la trenza cumple que oy yopy = idygy para todo U,V € C (es decir, o es

involutiva) entonces se dice que la trenza es simétrica.
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Definicién 2.6.2. Se dice que una categoria monoidal C es trenzada (estricta) si esta mu-

nida de una trenza o.

Una categoria simétrica (C,T), es una categoria monoidal C con trenza simétrica .

Definicién 2.6.3. Dadas dos categorias trenzadas (C,o) y (D, 7), un funtor monoidal

F : C — D se dice trenzado si el siguiente diagrama es conmutativo:

U),F(V)

F(U)® F(V) 2" pv)e F(U)
Ju,v Jv,u
FU®V) F(V®U)

F(ou,v)

donde J : ® o (F X F') — Fo® es un isomorfismo natural tal que conmutan los diagramas
de la Definicién [2.4.2], para todo U,V € C.

Definicidén 2.6.4. Sea (C, ®, a, 1,1, r) una categoria monoidal. El centro de Drinfeld Z(C)
de C es la categoria cuyos objetos son pares ordenados (V,o_ y ), formados por un objeto
V € C y un isomorfismo natural o_y : — ®V — V ® — de modo que el siguiente

diagrama sea conmutativo:

-1
Ax vy

X®(VeY) (XV)QY
XY V) (VeoX)oY
(XRY)QV — 7= Ve XeY)

para todo X,Y € C.

Un morfismo f: (V,o_yv) — (W,o0_w) en Z(C) es un morfismo f : V — W en C

que satisface:

XV —2  veoX
idz®f f®idx
XOW———>WaX

para todo X € C.
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Teorema 2.6.5. El centro de Drinfeld Z(C) de la categoria monoidal (C,®,a, 1,1,r) es

una categoria monoidal trenzada, con la siguiente estructura:

(i) El producto tensorial estd definido por (V,o_yv)®@ (W,o_w) = (V& W,0_vew),
tal que o_yew 1 — Q@ (VW) — (Vo W)® — el isomorfismo natural dado por:

OX, VoW ‘= G(/}W,X(idv ®@oxw)av,xw(oxy ® idw)a}}v,wa
para cada objeto X € C.
(ii) El objeto unidad es (1,17'r).

(i1i) La trenza estd definida como oy : (V,o_v)@(W,0_w) — (W, o_w)@((V,0_v).

Ademds, eziste un funtor monoidal F': Z(C) — C dado por F(V,o_y)=V.






Capitulo 3

Algebras de Hopf

En este capitulo recordaremos conceptos bésicos y algunos ejemplos de la teoria de

algebras de Hopf.

Definicién 3.0.1. Un dlgebra de Hopf es una coleccion (H, m,u, A, €), donde (H, m,u) es
un &lgebra asociativa con unidad u, (H, A, €) es una codlgebra coasociativa con counidad
€, los morfismos A y € son morfismos de algebras y ademas existe un elemento S €
Homg(H, H) que es inverso de la identidad idy con respecto al producto de convolucién.

Esto es, S satisface las siguientes igualdades:
S(hl)hg = G(h)lH = hls(h2)7

para todo h = hy ® hy € H. En tal caso, llamaremos a S la antipoda del algebra de Hopf
H.

Observacion 3.0.2. La condicion de que A y € sean morfismos de algebras es equivalente

a la condicion de que m y u sean morfismos de codlgebras.

Definicién 3.0.3. Sean H, K dos algebras de Hopf. Diremos que f : H — K es un mor-
fismo de algebras de Hopf si es simultdneamente un morfismo de algebras y un morfismo
de codlgebras, y se cumple que f(Sg(h)) = Sk(f(h)) para todo h € H. Mds atn, puede
mostrarse que si f : H — K es un morfismo de algebras y codlgebras entre dos algebras
de Hopf, entonces automéaticamente f preserva la antipoda, o sea f es un morfismo de

algebras de Hopf.

Definicién 3.0.4. Un ideal de Hopf de H es un bi-ideal I de H (es decir, I es un ideal
bildtero y un coideal de H) para el cual S(I) C I. Por lo tanto, I C H es un ideal de Hopf
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si y sélo si el espacio vectorial cociente H/I es un édlgebra de Hopf. Observemos que el
coideal H™ = Ker € es un ideal de Hopf de H, al cual llamaremos el ideal de aumentacion

de H. Mas generalmente, si R es una subdlgebra de H definimos RT=R N Kere.

Observacién 3.0.5. Dada una K-algebra de Hopf H, la categoria H — Mod y su sub-
categoria H — mod son categorias monoidales. En efecto, dados V,W € H — Mod, se
puede definir el producto tensorial a partir de la accién diagonal determinada por la

comultiplicacién de H, es decir V @ W € H — Mod con la accién
h-(v®@w) := hy-v ® hy- w,

para todo h € H,v € V,w € W. La unidad es el espacio vetorial unidimensional K con
la accién trivial dada por la counidad de H, es decir, 1 = K, donde h-1 = €(h). Los

isomorfismos de asociatividad y unidad son los triviales (al igual que en Vec).

Mas atn, si la antipoda de H es biyectiva, la categoria H — mod es rigida. De hecho,
el dual a izquierda de V esta dada por el espacio vectorial dual con la accién (h- f)(v) =
f(871(h)-v), para todo h € Hiv € V' 'y f € *V. De manera similar, el dual a derecha
de V es el espacio vectorial dual con la accién (h- f)(v) = f(S(h)-v), para todo h € H,

veVyfeV* Porlotanto, H — mod es una categoria tensorial.

Si K es otra algebra de Hopf v f : H — K es un morfismo de algebras de Hopf,
tal morfismo induce canénicamente un funtor tensorial F' : K — Mod — H — Mod,

donde para cada V' € K — Mod, F(V) es el mismo espacio vectorial V' con la accién
h-gv = f(h) kv paratodo he€ HyveV.

Todo lo probado anteriormente para las categorias H — Mod y H — mod es valido

también para sus analogos a derecha, las categorias Mod —H y mod — H.

Ejemplo 3.0.6. Veamos algunos ejemplos basicos de algebras de Hopf.

1) Sea G un grupo. Entonces el dlgebra de grupo KG tiene la estructura de algebra de

Hopf dada por la extension lineal de las aplicaciones

Alg)=g®g, e(g) =1, S(g) =g ",

para todo g € G.

Si G es un grupo finito, el algebra de funciones de G en K, a la cual denotamos

K%, es un algebra de Hopf. Esta algebra tiene una base de elementos idempotentes



ol

(€g>geG7 con

0sih+#g,
eg(h):{ lsih=g

de modo que 1 =) geG €g- Asi, en términos de esta base, la estructura de coalgebra

y la antipoda de K¢ estdn dadas por las siguientes férmulas

Aleg) =3 en @ ey, eleg) =01, Sleg) = €.

heG

2) El algebra envolvente universal U(g) de un élgebra de Lie g es un algebra de Hopf,

con la estructura dada para cada x € g por
Alz)=z®1+1®x, ¢(x) =0, S(z) = —=.

De esta forma = € P(U(g)), para todo = € g. Mas atn, se puede probar que
P(U(g)) =g

Definicién 3.0.7. Sean H un algebra de Hopf y M un H-comddulo a derecha. Se define
el conjunto de coinvariantes de H en M como el subespacio M°H = {m € M : p(m) =

m® 1}.

De la misma forma, si M es un H-comddulo a izquierda, el conjunto de coinvariantes
de H en M es el subespacio “H#M = {m € M : A\(m) = 1@ m}.

Si Ay H son élgebras de Hopf y m : A — H un morfismo de algebras de Hopf,
entonces A admite una estructura de H-comddulo a derecha y a izquierda. En este caso,
los espacios coinvariantes, que denotaremos por AH = Acom y coH A — o™ A ogtan dados

por
AT ={a€e A: (ldem)A(a) =a® 1}y “"TA={ac A: (r®id)A(a) = 1 ® a}.
Notar que estos espacios son subalgebras de A, a las cuales denominaremos subélgebras

de coinvariantes de A.

Un élgebra de Hopf H de dimensién finita se dice trivial si es conmutativa o cocon-
mutativa. Entonces H es trivial si y sélo si es isomofa a un dlgebra de grupo o al dual de

un algebra de grupo.
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3.1. Algebras de Hopf semisimples

Definiciéon 3.1.1. Se dice que un algebra de Hopf H es semisimple si es semisimple como

algebra sobre K, es decir, si todo H-moédulo a izquierda es completamente reducible.

Anélogamente, se dice que H es un algebra de Hopf cosemisimple si es cosemisimple

como coalgebra sobre K.

Teorema 3.1.2. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita sobre K. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) H es semisimple.
(ii) H es cosemisimple.
(iii) 8% = id.
Observacién 3.1.3. Una consecuencia importante del Teorema Fundamental para modu-

los de Hopf [Mon93), 1.9.4] es que toda algebra de Hopf semisimple tiene dimensién finita
[Swe69].

Sea H un algebra de Hopf semisimple (y, por lo tanto, de dimensién finita) sobre K.
Por el Teorema de Wedderburn, H es isomorfa, como élgebra, a la suma directa de dlgebra

de matrices

H ~ K™ @5 My, (K)™, (3.1.1)
=1

con n = |G(H")|.

Teorema 3.1.4. (Teorema de Nichols-Zoeller) Sean H un dlgebra de Hopf de dimensidn
finita y K una subdlgebra de Hopf de H. Todo (H, K)-mddulo de Hopf es libre como K -

modulo. En particular, H es un K-mddulo libre y, por lo tanto, dimg K divide a dimg H.

Observacién 3.1.5. Una consecuencia del Teorema (3.1.4) es que n = |G(H*)| divide

tanto a dim H como a n;d?, para todoi=1,...,r.

Definicién 3.1.6. Se dice que H es de tipo (1,n;dy,nq;...;d,,n,.) como algebra si se
tiene un isomorfismo como en (|3.1.1)).
Se dice que H es de de tipo (1,n;dy,nq;...;d.,n,) como codlgebra si H* es de tipo

(1,n;dy,nq;...;d,, n,.) como algebra.
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Observacién 3.1.7. El grupo de objetos inversibles de la categoria de representaciones
de dimensién finita de H es G(Rep H) = G(H*). El estabilizador del caracter y, bajo la
multiplicacién a izquierda por elementos en G(H*), se denota por G|[x]. Por el Teorema
de Nichols-Zoeller [NZ89], el orden del estabilizador |G[x]| divide a (deg x)?.

Siguiendo la notacién de [[sa76, Chapter 12|, denotaremos por c.d.(H) al conjuto de

grados de los caracteres irreducibles de H, es decir,
cd.(H)={degx:x € Irr(H)}.

Luego, si H es de tipo (1,n;dy,ni;...;d,,n,) como algebra entonces c.d.(H) =
{1,dy,...,d,}.

3.2. Extensiones de algebras de Hopf

Definicién 3.2.1. [Mas02] Definition 1.4] Sean A, B y H é&lgebras de Hopf de dimensién
finita sobre K. Y sea
(A)=K—-B5 AL H —K;

una sucesion de morfismos de algebras de Hopf tal que ¢ es inyectivo y 7 es sobreyectivo. Se

dice que A es una extension de H por B si satisface las siguientes condiciones equivalentes:
(i) Kerm = BT A.
(ii) Kerm = AB™.
(iii) B = A®™.
(iv) B= “°TA.

Una sucesion con tales propiedades se dice una sucesion exacta de algebras de Hopf.

Se identifica a B con su imagen en A y, cuando no hay lugar a confusion, se dice

simplemente que A es una B-extension de H.
Se dice que A es una extension central cuando la imagen de B es central en A.

La sucesién se dice cocentral sila sucesion exacta dual

K — H* 5 A* ™5 B L K;
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es central.

Para dos extensiones (A) y (A’) de H por B, una equivalencia (A) — (A’) es un
morfismo de dlgebras de Hopf f : A — A’, el cual induce los morfismos identidad sobre

H y B. Si tal morfismo existe, se dice que (A) y (A’) son equivalentes.

Observacién 3.2.2. Si G es un grupo finito, N un subgrupo normal de GG y consideramos
el grupo cociente F' = G/N, entonces la sucesiéon K — KN — KG — KF — K es
una sucesién exacta de algebras de Hopf. Asi, la Definicién puede verse como una

generalizacién de la Definicién usual de sucesion exacta corta de grupos.

A partir de la nocién de matched pair de grupos (Definicion [1.1.12) se tiene la de

productos bicruzados, construccion debida a G. I. Kac [Kac68].

Dado un matched pair (T, F, <1, >) se define una accién a izquierda de F en K' median-
te la formula (z - a)(g) = a(g <), « € K', g € ', z € F. En particular, z - e, = e,q,1.
Similarmente, definimos una accién a derecha de I' en K por (8- g)(z) = B(g > 2),
BeK gel,z € F.Seano : FxF — (K) y7r:TxI — (K% 2-cociclos
normalizados. Si los escribimos como o = ) ger Oglqg ¥ T = Y wer TaCas 1a condicién de

cociclo y la normalizacién se traducen, para o y T respectivamente, de la siguiente forma:

O-g<fﬂ(y7 Z)O'g(l’, yz) = Jg($y7 Z)O'g(l’, y)? (321)
og(x, 1) =1=04(1,2), y (3.2.2)
Tz(gha k)Tka(ga h) = T:c(h7 k)Tce(gv hk)a (323)
72(9,1) =1 =1,(1,9) (3.2.4)

para g,h,kel', x,y,z € F.

El producto bicruzado K' 7#,KF asociado a los datos anteriores es, como espacio
vectorial, igual a K' @ KF', y la multiplicacién y comultiplicacién estdn determinadas

por:

(68#1') (et#y) = 5s<1x,t0's(xa y)es#xya
Aletta) = 7alg. h)eg#(h > 7) @ e,

gh=s

para s,t € I',z,y € F'y donde o4(z,y) = o(z,y)(s) y 7.(s,t) = 7(s,t)(x).
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Ademas, cuando la caracteristica del cuerpo K no divide al orden del grupo F, el
producto bicruzado H = K' "#,KF es un algebra de Hopf semisimple si y sélo si los

cociclos ¢ y 7 cumplen que:
Ous(, Y)Tay(t,8) = Tu(t, s)Ty(t < (s> x), s <x)or(s > w, (s <x) >y)os(z,y), (3.2.5)

para s,t € I, z,y € F (ver [Mas02, Lemma 1.2]). Notar que esta condicién da la siguiente

normalizacion:
O.l(ga h) = 17 Tl(x>y) - 17 (326)
para g,h € I'; x,y € F. En este caso, la antipoda de H esta dada por

1 1

S(eg#x) = 0(gan-1((g>2) g 2) "1l 9)  egan-1(g > )7, (3.2.7)

para todo g € I';x € F'. Tenemos la siguiente sucesion exacta abeliana asociada al pro-
ducto bicruzado K" "# ,KF

K — K' — K' "#,KF — KF — K, (3.2.8)

donde todas las aplicaciones son las candnicas.

Proposicién 3.2.3. [Mas02, Proposition 1.5] Toda sucecion (A) de KF por K es equi-
valente a una extension de la forma .

Maés ain, toda algebra de Hopf H que admite una extension abeliana
K—K' — H—KF —K, (3.2.9)

es necesariamente isomorfa a un producto bicruzado.

El conjunto de clases de equivalencias de extensiones abelianas de la forma ([3.2.8]) es un

grupo abeliano, con el producto Baer de extensiones, al cual denotaremos Opext(KFE, K").

La clase de un elemento del grupo Opext(KF,K') puede representarse por un par
(1,0), donde 0 : T2 x F — KX y 7 : I' x F*?* — K* son mapas que satisfacen las
condiciones (1.2) y (1.6). Ademas, el grupo Opext(KF, K) puede ser descripto como el
primer grupo de cohomologia de cierto complejo doble, esto fue hecho por Masuoka en
[Mas99l, Proposition 5.2].

El lema siguiente describe el grupo de elementos de tipo grupo en una extensién
abeliana. Sea F'' C F el subgrupo de elementos en F' que son invariantes bajo la accién
>.Six € F', entonces 7, : I' x I' = K* es un 2-cociclo normalizado. Denotaremos por

[7.] su clase de cohomologia en H*(T', K*).
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Lema 3.2.4. La sucesion exacta de dlgebras de Hopf K — K' — H — KF — K induce

por restriccion una sucesion eracta de grupos

~

1-TI'—>GH)— F—1,

donde T' denota el grupo de caracteres de dimensién uno de Ty Fy = {z € F' : [r,] = 1}.

Por lo tanto G(H) es isomorfo a un producto cruzado G(H) =T X a0 Fo.

Demostracion. Ver [Natl(, Lemma 2.2]. O

Definicién 3.2.5. Una sucesién exacta de algebras Hopf K — B — H 5 T — K se dice

hendida si m admite una seccién la cual es una convolucion inversible y T-colineal.

Proposicién 3.2.6. [Nati(, Proposition 3.5] Sea K — B — H — KF — K una suce-
sion exacta hendida y cocentral. Entonces el funtor F : (Rep B)Y' — Rep H define una

equivalencia de categorias tensoriales.

Lema 3.2.7. [Nat07, Lemma 1.4.1] Sea H — B un morfismo de dlgebras de Hopf. En-
tonces H®B es un submddulo de Yetter-Drinfeld de H, es decir, es un coideal de H tal
que hi H®®BS(hy) C H®P para todo h € H.

Corolario 3.2.8. [Nat07, Corollary 1.4.3] Sea B C H una subdlgebra de Hopf tal que
[H : B] = p es el menor nimero primo que divide a dim H. Entonces B es una subdlgebra

de Hopf normal y H encaja en una extension central
1—B— H— kZ, — 0.

Definicién 3.2.9. Dada un algebra de Hopf A y un 2-cociclo 0 : A ® A — K para A.
La deformacion cociclo A? por tal § es la codlgebra A munida con el producto torcido -

definido por
b= 3 0or b0 o )

donde a,b € A. Esta es en efecto un algebra de Hopf con la misma unidad 1 y la antipoda

torcida S? dada por

S%(a) = 0(a1, S(az))S(as)0 " (S(aa), as),

donde a € A (ver [Mas02), Section 3]).
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El grupo de clases de equivalencias de extensiones abelianas de H por B se denotara por
Opext(H, B).

Proposicion 3.2.10. Consideremos (A) y (A’) clases de equivalencias de extensiones
abelianas en Opext(H, B). Entonces existe un 2-cociclo § de H tal que (A?) es equivalente
a (A") siy solo si (A) y (A’) son iguales en el conticleo Opext(H, B)/Im¢ del morfismo
de grupos inducido ¢ : H*(H,K) — Opext(H, B).

Demostracion. Ver [Mas02), Proposition 3.1]. O

Lema 3.2.11. Sea una sucesion exacta abeliana como en . Entonces:

(i) La sucesion es central siy solo sila accion < :T'x F' — T' es trivial. En este caso,
el grupo G = F <1 T" es un producto semidirecto G ~ F x I, con respecto a la accion

>:I'x F— F.

(i1) La sucesion es cocentral si y solo si la accion > : I' x F — F' es trivial. En este
caso, el grupo G = F < T es un producto semidirecto G ~ F x I" con respecto a la

accion <1:['x F —T.

3.2.1. Modbdulos sobre productos cruzados

En esta subseccién nos basamos en el trabajo [KMMO02].

Asumamos que H = K'#,KF. Sea ¢, con g € I la base usual para K" y asumamos

que s — e, = €54, para todo s € F.

Todos los H-moédulos a izquierda simples pueden describirse como modulos inducidos

por ciertas algebras de grupo torcidas de los estabilizadores F.

En este trabajo, los autores muestran que las representaciones irreducibles de H estan
clasificadas por pares (s, Us), donde s es un representante de las érbitas de la accién de F
en', F,=FNsFs ! esel estabilizador de s € I, y U, es una representacién irreducible del
algebra de grupo torcida K,_Fy, es decir, una representacion proyectiva irreducible de F
con cociclo oy, donde o4(x,y) = o(x,y)(s), z,y € F, s € . Observemos que restringiendo
os : ' x FF — K* al estabilizador F; obtenemos un 2-cociclo en Fj, para todo s € I'.

Dado un par (s, Us), la representacién irreducible correspondiente estéd dada por

Wisv=Indgr o p s ® Us. (3.2.10)
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La dimensién de la representacion irreducible W, ) correspondiente a un tal par
(s,Us) es
dim W p,) = [F : F,]dim U.

Para més detalles ver [MW9§].

3.3. Algebras de Hopf cuasi-triangulares

Definicién 3.3.1. Una estructura cuasi-triangular sobre un algebra de Hopf H es un

elemento inversible R € H ® H tal que para todo x € H,
RA(z) = A°P(2)R, (3.3.1)
donde A°P denota la comultiplicacion opuesta, y satisface las siguientes relaciones:
(A ®id)(R) = R®R*, (3.3.2)

(id®A)(R) = R"¥R". (3.3.3)
Un algebra de Hopf H equipada con una estructura cuasi-triangular se denomina cuasi-
algebra de Hopf.
ParaR=)Y,r@r,, R?*=> rn@r®1l, RB =Y .1n®1@r, RB=.10r a7,
en H® H® H.

Teorema 3.3.2. Sea G un grupo casi simple (ver Definicion y sea G = FT' una
factorizacion exacta apropiada de G. Sea H un dlgebra de Hopf que encaja en una suce-
sion exacta K — K' — H — KF — K. Entonces H no admite una estructura cuasi-

triangular.

Demostracion. Ver [Natlll Theorem 5.2]. O

Definicién 3.3.3. Se dice que una (cuasi-)algebra de Hopf semisimple H es nilpotente si

su categoria de representaciones Rep H es nilpotente (ver Definicién |4.7.1]).

Observacién 3.3.4. Dada una cuasialgebra de Hopf semisimple H, se tiene que Rep H
es una categoria de fusién trenzada (ver Definicién [2.6.2)) tomando

cvew : VRW-"W ®V conv®@w— R*(w®wv), (3.3.4)
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para cualesquiera representaciones VW de H y v € V, w € W. Notar que el axio-
ma ([3.3.1)) significa que la aplicacién (3.3.4) es un morfismo en Rep H y los axiomas
(3.3.2) v (3.3.3) equivalen a que c satisface los axiomas de los hexagonos (2.6.1)) y (2.6.2]).

Reciprocamente, cualquier trenza sobre Rep H esta determinada por una estructura cuasi-

triangular.






Capitulo 4
Categorias de Fusion

En este capitulo recordaremos propiedades y definiciones asociadas a una clase particu-
lar de categorias tensoriales, las categorias de fusion, las cuales son uno de los principales
objetos de estudio de esta tesis. Para estos temas se recomienda la siguiente bibliografia
[Del02, DGNO10, [ENO05, [ENO11l, [EO04, [GNOS|, Miig03bj, Mug04]. A lo largo del mismo,

trabajaremos sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado y de caracteristica 0.

Definicién 4.0.1. [ENOO5]. Una categoria de fusion C sobre un cuerpo K es una categoria
tensorial semisimple que posee una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos

simples.

Ejemplo 4.0.2. Los siguientes ejemplos son de categoria de fusién. Sea GG un grupo finito.

1) La categoria Rep G es una categoria de fusién si y sélo si la char(K) no divide a |G].

2) La categorfa C(G,w) es una categoria de fusién para todo 3-cociclow : GXGXG —

K*. En particular, la categoria C(G) es de fusidn.

3) Sea C(G,w, F,1) la categoria de Ky F-bimddulos en la categoria C(G,w) de espacios
vectoriales G-graduados de dimensién finita, donde w € Z3(G, K*) es un 3-cociclo,
F C G un subgrupo y ¢ : F x FF — K* una 2-cocadena en F' que satisface di) =

w|pxrxr. C(G,w, F,1)) es una categoria de fusién si w es un 3-cociclo normalizado
y ¢ cumple ¥(g,1) =1 =1(1, g) para todo g € F.

4) La categoria Rep H es una categoria de fusion si y sélo si H es un (cuasi-)algebra

de Hopf semisimple (necesariamente de dimensién finita) sobre K.
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Definicién 4.0.3. Sea C una categoria de fusién sobre K. Una subcategoria tensorial
plena D C C, es una subcategoria de fusion de C si para todo objeto X en C isomorfo a

un sumando directo de un objeto en D se tiene que X € D.

Observaciéon 4.0.4. [DGNOI10Q, Corollary F.7 (i)] Una subcategoria de fusién es necesa-

riamente rigida, por lo cual es una categoria de fusiéon en si misma.

Definicién 4.0.5. Sean C una categoria de fusiéon y X una coleccién de objetos de C. Se
define la subcategoria de fusion generada por X como la menor subcategoria de fusion que

contiene a X.

Definicién 4.0.6. Sea C una categora de fusion. Se define la subcategoria adjunta C,q de
C como la subcategoria de fusiéon generada por los objetos X ® X*, con X recorriendo los

objetos simples de C.

Ejemplo 4.0.7. Veamos algunos ejemplos de categorias de fusiéon y sus subcategorias

adjuntas.

1) SiC = Rep G, con G un grupo finito, la subcategoria adjunta es C,q = Rep(G/Z(G)),
donde Z(G) es el centro de G.

2) SeaC = C(G,w), con G un grupo finito y w : GXGxG — K* un 3-cociclo, entonces

la subcategorfa adjunta es C,q = Vect, ya que d; ® 0y = 04 ® 05-1 = dgg-1 = 0, = 1.

Definicién 4.0.8. Sea D una subcategoria de fusion de una categoria de fusion C. El
conmutador de D es la subcategoria de fusion D C C generada por todos los objetos
simples X € C tal que X ® X* € D.

Equivalentemente, D es la mayor subcategoria de fusion B C C tal que B,q C D. Es
claro que (D®)aq C D C (Daa)®

Definicién 4.0.9. Sea C una categoria de fusion. C se dice punteada si todos los objetos

simples son inversibles.

Observacién 4.0.10. Toda categoria de fusiéon punteada es equivalente a una categoria
de la forma C(G,w) (ver ejemplo [2.4.5] 4)).

El conjunto de clases de isomorfismos de objetos inversibles de una categoria de fusion

C tiene estructura de grupo, con el producto dado por ® y elemento identidad 1, y se
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denota G(C). La subcategoria de fusién C,, de C generada por G(C) es la subcategoria

punteada maximal de C.

Se denota Irr(C) al conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de la categoria
C, y si X es un objeto simple se dice que X € Irr(C), abusando de la notacién. El conjunto
Irr(C) es una base sobre Z del anillo de Grothendieck Ky(C) de C, introducido en la
Subseccién [2.5.1] En dicha seccién se mencioné que denotaremos a la clase [X] de X en
Ky(C) simplemente por X. Notemos que dados X,Y € Irr C, como consecuencia del Lema

de Schur para categorias abelianas, se tiene que

0si X #£Y,

Hom(X,Y) =
Kidy si X =Y,

De esta forma, todo objeto X en C esta determinado, salvo isomorfismos, por lo espacios
de morfismos Hom(Y, X), con Y € Irr(C). De hecho, la clase de X se descompone como
X =2 yvememY,X)Y, donde m(Y, X) = dim Hom(Y, X) es la multiplicidad de Y en

X. Se cumplen las siguientes relaciones para todo X,Y,Z € C :

m(X,Y®Z)=m(Y*,Z® X*) =m(Y,X ® Z*). (4.0.1)

Como la categoria C es de fusién el conjunto Irr(C) es finito, digamos Irr(C) = X; i € 1,
con Xy =1y 0 € [ finito. Se sigue que, con respecto a la base Irr(C) de Ky(C), el producto
XiX; = > per NEXy, con Njs = dim Hom(X}, X; ® Xj) enteros no negativos. Ademds, si

*

denotamos por X;+ a la imagen de X; bajo la involucién * inducida por la rigidez de C

(ver Subseccién [2.5.1]), como consecuencia de (4.0.1)) los coeficientes satisfacen que
k X ) N k* 0
Nij = Njp = Nyje = Ni.; = N, Nij = 0ije. (4.0.2)

Un anillo con estas propiedades es un anillo de fusion y las constantes Ni’; se denominan
coeficientes o reglas de fusion. Es por esto que al anillo de Grothendieck K((C) de C suele

ser llamado también el anillo de fusién de C.

Definicién 4.0.11. [ENI6, Section 3] Sean C y D dos categorias de fusiéon. Una equiva-
lencia de Grothendieck entre C y C es una biyeccién f : Irr(C) — Irr(C) tal que

fa)y=1, y N¥%

f(ngf(Y) = N{v, (4.0.3)

para todo X,Y, Z € Irr(C). Diremos que C y C son Grothendieck equivalentes si existe una

equivalencia de Grothendieck entre ellas.
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Dado X € Irr(C), se define subgrupo G[X] como el estabilizador de X por multiplica-
cién a izquierda por clases de isomorfismos de objetos inversibles, o sea, objetos en K(C),
es decir G[X| ={g € K¢(C)/g® X = X} de G(C). De la ecuacién (4.0.1)) se sigue que

GIX] = {g € Ko(C) : mlg, X @ X*) > 0} = {g € Ko(C) : m{g, X @ X*) = 1},
para todo X € Irr(C).

Proposicién 4.0.12. Sea C una categoria de fusion. Todo objeto simple X en C es iso-

morfo a su doble dual X**.
Demostracion. Ver [ENOOQS, Proposicién 2.1]. ]

Siguiendo a [Miig03a], para todo objeto simple X de una categoria de fusién C, se define
la norma cuadrada | X|* € K* de X como sigue. Se fija un isomorfismo a : X — X**, y
sea | X|? = Trx(a) Trx«((a™')*). Esto es claramente independiente de la eleccién de a y

es no nulo. Por ejemplo para el objeto neutral 1 se tiene |1)* = 1.

Definicién 4.0.13. (|[Mig03a]). La dimension global de una categoria de fusién C es la

suma de las normas cuadradas de su objetos simples y se denota dim(C).

Teorema 4.0.14. ([Mig03d]) Si K = C entonces para todo X € C, | X| € C; por lo tanto
dim(C) > 1 y es > 1 para cualquier C no trivial.

4.1. Dimensiones de Frobenius-Perron

Teorema 4.1.1. (Teorema de Frobenius-Perron) Sea A una matriz cuadrada con coefi-

cientes no neqativos.

(i) A tiene un autovalor real no negativo. El mayor autovalor real no negativo \(A) de
A domina los valores absolutos de todos los otros autovalores de A, es decir el radio

espectral de A es un autovalor.
(11) A posee un autovector v de autovalor A\(A) tal que v; > 0 para todo i =1, ..., n.

(111) Si A tiene coeficientes estrictamente positivas entonces A(A) es un autovalor positivo
simple, y el autovector correspondiente puede ser normalizado para tener coeficientes

estrictamente positivos.
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(iv) Si A tiene un autovector v con coeficientes estrictamente positivos, entonces el au-

tovalor correspondiente es A\(A).

Demostracion. La demostracion de este resultado puede encontrarse en [EGNO15, Theo-
rem 1.44.1] y |Gan98| XIII.2]. O

Proposicion 4.1.2. (Kronecker) Sea A una matriz con entradas enteras no negativas tal
que N(AAY) = N(A)%. Si AM(A) < 2 entonces N(A) = 2cos(m/n) para algin entero n > 2.

Definicién 4.1.3. Sea X un objeto de la categoria de fusion C. La dimension de
Frobenius-Perron de X, la cual sera denotada por FPdim X, es el autovalor real no ne-
gativo maximal de la matriz de multiplicacién a izquierda por X en Ky(C), el anillo de
fusién de C. La dimension de Frobenius-Perron, FPdimC, de C se define como la suma
de los cuadrados de las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de C', es
decir,
FPdimC = Y FPdim(X)
Xelrr(C)

Recordemos algunos de los resultados de Etingof, Nikshych y Ostrik, quienes estudia-

ron esta nocién en detalle en [ENOO5].

Teorema 4.1.4. La asignacion X — FPdim X se extiende a un morfismo de anillos
Ko(C) — K. Mds ain, FPdim es el dnico morfismo de dlgebras Ko(C) — K que aplica

los objetos simples de la categoria C en nimeros positivos.

Corolario 4.1.5. Sea F' : C — D un funtor cuasi-tensorial entre categorias de fusion,
entonces FPdimp F(X) = FPdime X, para todo X en C.

Observacion 4.1.6. La dimensién de Frobenius-Perron de una categoria de fusion es

un invariante con respecto a equivalencias Morita (ver Subseccién [4.2.1). En particular,
FPdim Z(C) = (FPdim C)?, donde Z(C) es el centro de Drinfeld de la categorfa de fusién
C (Definicién [2.6.4)).

Lema 4.1.7. Sea C una categoria de fusion sobre K.

(i) Si D es wuna subcategoria tensorial plena de C entonces el cociente

FPdim C/FPdim D es un entero algebraico.
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(i) Si D es una categoria de fusion para la cual existe un funtor tensorial suryectivo

C — D entonces el cociente FPdim C/ FPdim D es un entero algebraico.

Demostracion. (i) La afirmacién sigue de [ENOO5L, Proposition 8.15].

(ii) El enunciado es consecuencia de [ENOO5|, Corollary 8.11].
[

Definicién 4.1.8. Diremos que una categoria de fusién C es integra si FPdim(X) € Z

para todo objeto X en C, y que es débilmente integra si FPdim(C) € Z.

Proposicién 4.1.9. Sea C una categoria de fusion débilmente integra. Entonces las di-
mensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples en C,q son numeros enteros. Mas
aun, para todo objeto simple X € C, se tiene FPdim X = v/ N, donde N es un nimero

entero.

Demostracion. Ver [ENOOQS, Proposition 8.27]. O

4.2. Categorias modulo y equivalencia Morita ca-

tegorica

Sea A una categoria de fusion.

Definicién 4.2.1. Una categoria médulo izquierda sobre A es una categoria M munida
de una accién (o producto médulo) bifuntor ® : A x M — M junto con isomorfismos

naturales de A, es decir de

mxym: (X@Y)@M—X® (Y M), (4.2.1)

uy 1@ M—M (4.2.2)
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llamados asociatividad modulo y unidad restringida tal que los siguientes diagramas:

(XeY)oZ)oM

ax,y,z®idy MXQY,Z,M

XoY®Z) M) (X®Y)®(Zo M)

MX,Y®Z,M Mmx\y,ZeM

Xo((YeoZzZ)eoM) XY ®(ZoM)

idx @My, z M

mx,1,M

(X®l) oM X®1eM)
rm @
X®M

conmutan para todo objeto XY, Z en Ay M en M.

Definicién 4.2.2. Sean M y N dos categorias médulo sobre A con asociatividad médulo
restringida m y n, respectivamente. Un funtor de A-mddulos de M en N es un par (F, s),
donde F' : M — N es un funtor y

sxar: F(X® M) = X ® F(M),

es un isomorfismo natural tal que los siguientes diagramas

F(X®Y)® M) (4.2.3)
FX® (Y ®M) (X®Y)® F(M)
SX,YQM nX,v,F(M)

X@F(Y ® M) o X @ (Y ® F(M))
F(1® M) L 1® F(M) (4.2.4)
F(M)

conmutan para todo X, Y € Ay M € M. Una equivalencia de categorias A-mddulos es

un funtor de A-mdédulos, esto es una equivalencia de categorias.
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Definicién 4.2.3. Un morfismo entre funtores A-mddulo (F,s) y (G,t) es una transfor-

macion natural v de F' en G tal que el siguiente diagrama

SX,M

F(X ® M) X ® F(M)
VXM idx Qs
G(X ® M) ——— X @ G(M)

conmuta para todo X € Ay M € M.

Definicién 4.2.4. Una categoria A-mdédulo se dice indescomponible si no es equivalente

a la suma directa de dos categorias A-mddulo no triviales.

Observacién 4.2.5. Toda categoria A-mddulo es completamente reducible, es decir, si
M es una categoria A-mdédulo y N' C M es una subategoria A-mdédulo plena entonces

existe una subcategoria A-mdédulo plena N/ € M tal que M =N & N.

De manera anéloga a la Definicién se define una categoria modulo a derecha sobre

A.

Definicién 4.2.6. Sean A y B categorias de fusiéon. Una categoria (A, B)-bimédulo es
una categoria M que es una categoria modulo a izquierda sobre A, una categoria médulo
a derecha sobre B y est4 munida de isomorfismos naturales {yxyy : (X @ M) ®Y —
X@MeY),X e AY € B,M € M} que satisfacen ciertos axiomas (ver [EGNO15),
Definition 7.1.7]).

Ejemplo 4.2.7. Un ejemplo tipico de una categoria A-médulo es la categoria A4 de
moédulos a derecha sobre un algebra separable A en A. Ver Definicién [2.4.17]

4.2.1. Dualidad de categorias de fusién y equivalencia Morita

categorica

Sea A una categoria de fusion y sea M una categoria A-mdédulo a izquierda indes-
componible. La categoria A}, de endofuntores .A-médulo de M tiene una estructura de
categoria tensorial con un producto tensorial dado por la composicion de funtores y el

objeto unidad como el funtor identidad. Es también una categoria rigida siendo los duales
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de un funtor sus adjunciones (gracias a la rigidez de A una adjuncién de funtor A-mé6dulo

tiene una estructura natural de funtor A-mdédulo).

En [ENOO5, Theorem 2.18], se puede ver una demostracion de que A, es una categoria
de fusién. Esta categoria se denomina la categoria dual de A con respecto a M. Ademas,
M tiene una estructura natural de una categoria A% ,-mddulo y exite una equivalencia

tensorial candnica

(Ah)m = A
La dimension de Frobenius-Perron es invariante bajo la dualidad, es decir
FPdim(A) = FPdim(A},). (4.2.5)

Ejemplo 4.2.8. Sea A un algebra separable en A y sea M la categoria de A-mddulos
a derecha en A. Entonces (A%,)°? es tensorialmnete equivalente a la categoria 444 de
A-bimédulos en A. El producto tensorial de la tltima categoria es ® 4 y el objeto unidad

el A-médulo regular.

Definicién 4.2.9. Sean A y B dos categorias de fusion. Diremos que A y B son categori-

camente Morita equivalentes si existe una categoria A-médulo M tal que B = (A}, )°P.

Observacion 4.2.10. La equivalencia Morita categérica es en efecto una relacién de

equivalencia. Ver [Mig03b].
Observaciéon 4.2.11. La clase de categorias de fusion integras (Definicién |4.1.8)) es ce-
rrada bajo equivalencias Morita [ENOO5, Theorem 8.35].

Dado un par de categorfas A-mdédulo a izquierda, sea Funy (M, N) la categorfa de
funtores A-médulo de M en N. En particular, A%, = Fun4(M, M). La asignacién

N — Funy (M, N)

define una 2-equivalencia entre las 2-categorias de categorias A-médulo a izquierda y de

categorias A% ,-médulo a derecha [EO04], [Miig03a].

Ejemplo 4.2.12. Veamos algunos ejemplos de Morita equivalencia categorica.

1) Cualquier categoria de fusién A puede ser vista como la categoria regular de médulos
a izquierda sobre si misma. Se puede ver facilmente que en este caso los funtores

A-médulo son precisamente los funtores de la multiplicaciéon a derecha por objetos

de A, asi A = A°P.
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2) Sea G un grupo finito y sea A = C(G) la categoria de espacios vectoriales G-
graduados. La categoria Vect es una categoria C(G)-médulo con el funtor tensorial
de olvido C(G) — Vect. Determinemos la categoria dual (C(G) )3, De la definicién
de un funtor médulo, podemos ver que un endofuntor C(G)-médulo Fyes — Vect
estd determinado por un espacio vectorial V' := F(K) y una coleccién de isomorfis-
mos

7y € Homyeet (F (0, @ K), §, @ F(K)) = Endg(V), g € G.

Se sigue del axioma (4.2.3)) en Definicién de funtor médulo que el mapeo
g7, G— GL(V)

es una representacion de GG en V. Reciprocamente, cualquier tal representacion de-
termina un endofuntor C(G)-médulo de Vect. Se puede ver que los homomorfismos
de representaciones son precisamente morfismos entre los correspondienter funto-
res médulo. Asi, (C(G))3ee: = Rep @G, es decir, las categorias C(G) y Rep G son

categoricamente Morita equivalentes.

El siguiente toerema fue probado en [ENOT1], Theorem 3.1].

Teorema 4.2.13. Dos categorias de fusion A y B son categoricamente Morita equivalen-

tes si y solo si Z(A) y Z(B) son equivalentes como categorias de fusion trenzadas (ver

Seccion .

Asi, la clase de equivalencia Morita de una categoria de fusion A estd completamente

determinada por su centro Z(A).

4.3. Categorias casi-grupo

En esta seccién daremos otro ejemplo de categoria de fusion, las llamadas categorias

casi-grupo, que fueron estudiadas por Jacob Siehler [Sie03].

Definicién 4.3.1. Una categoria casi-grupo es una categoria de fusion que posee exac-
tamente un objeto simple no inversible, salvo isomorfismos. Ademas, si una tal categoria

posee estructura trenzada se dird, simplemente, que es una categoria casi-grupo trenzada.
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A continuacién describiremos las reglas de fusién de una categoria casi-grupo y veremos
que estan determinadas por un par (G,k), donde G es un grupo finito y k& un nimero
entero. Sean C una categoria casi-grupo y X el objeto no inversible en C. De esta manera,
Irr(C) = G(C) U X, con X ¢ G(C). Recordemos que G(C) es el grupo (con el producto
tensorial) de clases de isomorfismo de objetos inversibles de C. Sea g € G(C). Como g es
inversible y X es simple no inversible, g ® X es un objeto simple no inversible de C, y por
lo tanto g ® X = X para todo g € G(C). De la misma forma, dado que X* es un objeto

simple no inversible de C, tenemos X* = X. Asi,

XoX= P gakX, (4.3.1)
geG(C)
donde k£ = dim Hom(X, X ® X) es un nimero entero no negativo. Luego, las reglas de

fusion de la categoria casi-grupo C estén definidas por el par (G(C), k).

Observacion 4.3.2. Se deduce de (2.6) que la dimensién de Frobenius-Perron de X es
solucién (positiva) de la ecuacién cuadrdtica (FPdim X)? — k FPdim X — |G| = 0. Por lo
tanto, tenemos que FPdim X = w. De este modo, FPdim C = 2|G|+k FPdim X.

Luego, la categoria casi-grupo C es integra si y sélo si k24-4|G| es un cuadrado perfecto,
puesto que k y (k? + 4|G|)/? tienen la misma paridad. Recordemos que, en este caso, C
es equivalente a la categoria de representaciones de dimension finita de una cuasi-algebra
de Hopf.

Observacién 4.3.3. Caso k = 0: Las categorias casi-grupo con regla de fusién del tipo
(G, 0) son precisamente las categorias de Tambara-Yamagami. Estas fueron clasificadas,

salvo equivalencia tensoriales, en [T'Y9§].

Teorema 4.3.4. En el caso |G| = k + 1 la regla de fusion de casi-grupo (G, k) admite
una estructura monoidal st y solo st G es el grupo multiplicativo de un cuerpo finito, es

decir, ciclico de orden p® — 1.

Demostracion. Ver [Sie03, Theorem 1.2]. O

4.4. Categorias de tipo grupo

Definicién 4.4.1. Una categoria de fusion de tipo grupo es una categoria de fusién equi-

valente a la categoria C(G,w, F,a) de K, F-bimédulos en la categoria C(G,w), donde G
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es un grupo finito, w : G** — K> un 3-cociclo, F' C G un subgrupo y a € C*(F,K*)
una 2-cocadena en F' que satisface w|r = da. Esta dltima condicién hace que el élge-
bra de grupo torcida K, F' sea un algebra asociativa en la categoria C'(G,w) de espacios

vectoriales G-graduados de dimensién finita.

Los objetos simples de una categoria de fusién de tipo grupo C = C(G,w, F, «) estan
clasificados por pares (s, Uy), con s recorriendo el conjunto de representantes de coclases
dobles de F' en G, es decir, las 6rbitas de la accién de F' en el espacio F'/G de coclases a
izquierda de F en G, F, = FNsFs™! el estabilizador de s € F/G, y U, una representacién
irreducible del algebra de grupo torcida K,_Fj, esto es, una representacion proyectiva irre-
ducible de F con respecto a cierto 2-cociclo o, determinado por w. Ver [GN09, Theorem
5.1].

La dimensién de la representacion irreducible W, ) correspondiente a un tal par
(s,Us) es
dim W p,) = [F : F,]dim U. (4.4.1)

Corolario 4.4.2. Las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de la ca-
tegoria C(G,w, F, «) dividen al orden de F.

Observacién 4.4.3. Se sigue del Corolario que FPdim X € Z, para todo X €
Irr(C(G,w, F, ). Asi, la categoria de tipo grupo C = C(G,w, F,a) es una categoria
de fusion integra. En particular, C es equivalente a la categoria de representaciones de
dimensién finita de una cuasi-algebra de Hopf semisimple. Una construccion explicita de

una cuasi-algebra de Hopf H para la cual Rep H ~ C fue dada en [Nat05].

Teorema 4.4.4. Sea C una categoria de fusion tal que:

(1) FPdim X € {1,2}, para todo objeto simple X € C.
(2) Para todo objeto X € C, X = X*.

(3) C = C[X;] con Xy simple y FPdim X, = 2 (es decir, todo objeto simple Y es un

subobjeto de X" para algin n).

(4) Ko(C) es conmutativo.

Entonces se tiene.
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(i) C es Grothendieck equivalente a Rep D,,, la categoria de representaciones del grupo
dihedral de orden 2n.

(ii) C es de tipo grupo.
Demostracion. Ver [NR11, Theorem 4.2]. O

Veamos la definicion de categoria de fusion de tipo grupo en términos de equivalencia

Morita categoérica.

Observacion 4.4.5. Es bien sabido que una categoria de fusion es de tipo grupo siy solo
si es categdricamente Morita equivalente a una categoria de fusién punteada C(G,w) (ver
[ENOO5|, Proposition 8.42]).

Ejemplo 4.4.6. Sean F, " dos grupos y sea H un algebra de Hopf semisimple que encaja
en una extension abeliana
1K' - H5KF —1,

donde K es el dlgebra de Hopf conmutativa de funciones sobre I' y KF es el 4lgebra de
Hopf de grupo coconmutativo de F' (es decir, H es una extensiéon de KF por K). Rep H
es una categoria de fusién de tipo grupo, esto puede verse en el siguiente teorema de S.
Natale.

Teorema 4.4.7. [Nat03, Theorem 1.3]. Sea G = FT' una factorizacion ezacta de un

grupo finito G. Sea H un dlgebra de Hopf que encaja en una extension abeliana
1-K'—- H—>KF -1,

asociada a dicha factorizacion. Entonces se tiene:

(i) Rep H es de tipo grupo.

(ii) Sea [1,0] el elemento de Opext(KF,K") correspondiente a la extensién anterior.
Entonces D(H) = D¥(G)gy, para algin ¢ € D¥(G) @ D¥(G) inversible, donde la
clase de w es el 3-cociclo asociado a [1,0] en la sucesion exacta de Kac [Kac68] y

donde D¥(G) es el doble de Drinfeld torcido de G [DPR™90].
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4.5. Graduacion de una categoria de fusién por un

grupo finito

Definicién 4.5.1. Sea GG un grupo finito y sea C una categoria de fusiéon. Una G-

graduacion de C es una descomposicién de C como suma directa de subcategorias plenas

c=EPe,

geG

tal que C; = Cy-1 y el producto tensorial ® : C X C — C es tal que Cy X Cp —> Cyp.

Definicién 4.5.2. Sea GG un grupo finito y sea C una categoria de fusiéon. Una G-

graduacién C = @, C, se dice fiel si C, # 0 para todo g € G. En este caso se dice

geG
que C es una G-extension de C,.

Observacién 4.5.3. La componente trivial C, correspondiente al elemento neutro e € G,

es una subcategoria de fusién de C, y cada C4 es una categoria bimédulo sobre C..

Observacién 4.5.4. Sea C una categoria de fusion que es una G-extension de C.. Entonces
dimC, = dimC,, para todo g € G, y la dimensién de la categorfa es dimC = |G| dim C..
Ver [DGNO10, Corollary 4.28]. Ademés FPdim C, = FPdimC,, para todo g € G, y la di-
mensién de Frobenius-Perron de la categoria es FPdim C = |G| FPdim C, (Ver [EGNO15,
Section 3.5, p. 58] para la definicién de FPdimC,).

Gelaki y Nikshych probaron, en el trabajo [GNOS], que para toda categoria de fusién

C existe una graduacion fiel canénica:
C= Cy.
gel(C)

Esta graduacién se denomina la graduacion universal y el grupo U(C) := U(Ky(C)) es

llamado el grupo de graduacion universal de C.

La componente trivial de la graduacion universal es la subcategoria adjunta de C, es
decir, C, = Caq.

Cualquier G-graduacion fiel de la categoria C esta determinada por un epimorfismo de
grupos 7 : U(C) — G (ver [GNOS|, Corollary 3.7]).
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Teorema 4.5.5. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple y sea C = Rep H. Entonces existe
una unica subdlgebra de Hopf K de H la cual estd contenida en el centro de H y es
mazximal con respecto a esta propiedad. Sea H,q := H/HK™ el cociente de H por K.
Entonces Caq = Rep Hagq. Mds atin, K = Fun(U(C)), donde Fun(U(C)) es el dlgebra de

funciones en U(C).
Demostracion. Ver [GNOS, Theorem 3.8]. O

La siguiente proposicion caracteriza las G-extensiones para el caso particular en que C
es la categoria de representaciones de dimension finita de un algebra de Hopf semisimple

H. Este resultado es una consecuencia inmediata del Teorema [£.5.5]

Proposicién 4.5.6. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple. Consideremos la categoria de
fusion C = Rep H. Entonces una G-graduacion fiel de C correspondonde a una sucesion

ezacta central de dlgebras de Hopf K — K¢ — H - K — K, tal que Rep H = C,.

4.6. Equivariantizacion y de-equivariantizacion

Recordaremos brevemente el proceso de de-equivariantizacion, que es una construccion

inversa a la de la equivariantizacién, introducida por Bruguieres [Bru00] y Miger [Miig00].

Definicién 4.6.1. Una categoria de fusién simétrica C (ver Definicién se dice
Tannakiana si existe un grupo finito G’y una equivalencia de categorias de fusion trenzadas
C ~ Rep G (ver la Definicién o [DGNO10, Definition 2.47]). Sean C una categoria de
fusion y € = Rep G una categoria de fusiéon Tannakiana munida con un funtor tensorial
trenzado € — Z(C) tal que la composicién con el funtor de olvido & — Z(C) — C es fiel

y plena.

Denotaremos por A al algebra de funciones en G, es decir, A = Fun(G). Esta es un
algebra conmutativa en &, por lo cual su imagen es un algebra conmutativa en Z(C). Asi,
podemos considerar la categoria Ci; de A-mddulos en C, que es una categoria de fusion, y

la llamaremos la de-equivariantizacion (o categoria de fibra) de C.

El funtor tensorial canénico F' : C — Cg, X — A ® X es dominante (ver Definicién
2.0.15)). Ademas, el grupo G actia por autoequivalencias tensoriales en Cq; esta accién es
la inducida por la accién de G' en A por traslacién a derecha [Mig00], [DGNO10].
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Mas aun, existe una biyeccion entre subcategorias de C que contienen la imagen de
£ = Rep G y subcategorias G-estables de Cg, la cual preserva las subcategorias Tan-
nakianas. Como se mencioné anteriormente, los procesos de equivariantizacion y de-

equivariantizacion son mutuamente inversos, es decir, existen equivalencias canodnicas:
(Ca) ~Cy (C%¢g ~C. Se sigue que FPdim C = |G| FPdim C¢.

Se puede aplicar la construccién anterior cuando C es una categoria de fusion trenzada
que contiene una subcategoria Tannakiana & = Rep G. En este caso, la trenza de C hace
del funtor de de-equivariantizacién F' un funtor central, esto es, F' se factoriza por un

funtor trenzado C — Z(C¢).

Sea G un grupo finito y sea C una G-extension de una categoria de fusién D:

C= EBCQ, con C, = D.
geG
El centro de C contiene una subcategoria Tannakiana & = Rep G cuyos objetos se constru-
yen de la siguiente manera: para toda representacién w : G — GL(V') de G consideremos el

objeto Y en Z(C), donde Y; = V®1 como un objeto de C con el isomorfismo permutacién
Yy, =7(9) ®idy : X @ Y;—Y, ® X, con X € C,.
Aqui se identifica X ® Y, vy Y, ® X con V ® X.

Teorema 4.6.2. [ENOI11, Theorem 1.3] Sea G un grupo finito. Una categoria de fu-
sion C es categoricamente Morita equivalente a una G-extension de alguna categoria de
fusion D si y solo si Z(C) contiene una subcategoria Tannakiana € = Rep G tal que

la de-equivariantizacion de E' por € es equivalente a Z(D) como categorias tensoriales

trenzadas. Donde &' es el centralizador de Miger de € en Z(C) (ver Definicién[{.9.9).

Observacion 4.6.3. En el contexto del Teorema [4.6.2 consideremos la de-
equivariantizacion £/, (ver Definicién [4.6.1)). Entonces C es categéricamente Morita equiva-
lente a una categorfa de fusién G-graduada B = P ., B, con Z(B.) = &. En particular,

_ FPdim(C)

FPdln’l(Be) = m .

(4.6.1)

Corolario 4.6.4. Una categoria de fusion C es de tipo grupo si y solo si Z(C) contiene
una subcategoria Tannakiana € tal que FPdim(€) = FPdim(C).

Demostracion. Ver [INSV™13, Corollary 5.5]. O
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Observacion 4.6.5. La clase de categorias de fusion de tipo grupo no es cerrada bajo
equivariantizaciones (Ver [GNNOQ9] y [Nik08]). En particular, la clase de élgebras de Hopf
con categorias de representaciones de tipo grupo no es cerrada bajo extensiones de algebras
de Hopf.

El ejemplo més pequeno de un éalgebra de Hopf semisimple cuya categoria de repre-

sentaciones no es de tipo grupo tiene dimensién 36 [Nik08].

Sea G un grupo finito y sea £ := RepG. Sea D una categoria de fusion trenzada

que contiene a £. Su de-equivariantizacion C := Dg es una categoria de fusion trenzada

G-cruzada (ver Definicién 4.9.15) y C¢ = D.

Proposicién 4.6.6. C. = &, = & K¢ Vect y &' = CY.

Demostracion. Ver [DGNOT0L Proposition 4.56]. O

4.7. Nilpotencia de categorias de fusién

Definicién 4.7.1. [ENOT11][GNOS8] Una categoria de fusién C es nilpotente si existen una
sucesiéon de categorias de fusion Cy = Vectg,Cy,...,C, = C, y una sucesion G, ...,G, de

grupos finitos tales que C; es una G;-extension de C;_1, 1 =1,...,n.

Se dice que C es ciclicamente nilpotente si los grupos pueden elegirse ciclicos (o equi-

valentemente, ciclicos de orden primo).

Observacion 4.7.2. Una categoria de fusiéon C es nilpotente si toda subcategoria de

fusién no trivial de C admite una graduaciéon no trivial por un grupo finito.

Definicién 4.7.3. La serie central ascendente de la categoria de fusion C se define recur-

sivamente, en términos de la subcategoria adjunta, de la siguiente forma:
CO=¢, cW =Cpy,...,C" = (C" V), (4.7.1)
para todo entero n > 1.

Ejemplo 4.7.4. [GNOS, Example 4.3]. Sea G un grupo finito y sea C = Rep G. Sea

{ey=ZCczZiC--CZ,C...
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la serie central ascendente de G (ver Definicién [1.1.2)). Por Observacién|1.1.1} Z,, se define
por Zy/Zn-1 = Z(G/Z,_1). Entonces C™ = Rep(G/Z,) y por lo tanto la Definicién

extiende la definicién clésica de serie central ascendente.

S. Gelaki y D. Nikshych en [GNOS8, Definition 4.4] definen la nocién de nilpotencia de
una categoria de fusion mediante la serie central ascendente. Una categoria de fusion C
es nilpotente si su serie central ascendente converge a la categoria Vectx de K-espacios
vectoriales de dimensién finita, es decir, si existe un nimero entero n para el cual C =

Vectyk. El menor n para el cual esto se cumple se denomina la clase de nilpotencia de C.

Ejemplo 4.7.5. Veamos algunos ejemplos.

1) Sea G un grupo finito. La categoria C = Rep G es nilpotente si y sélo si el grupo G
es nilpotente (ver Definicién [1.1.3)).

2) Sean G un grupo finito y w : G x G x G — K* un 3-cociclo en G. La categoria
C = C(G,w) es siempre nilpotente. Esto se debe a que C,q = Vect, por (2.1). Mas
aun, las categorias con clase de nilpotencia 1 son exactamente de esta forma, esto

es, categorias de fusion punteadas.

Teorema 4.7.6. [GNOS, Theorem 6.10] Sea C una categoria de fusion trenzada. Entonces

C es nilpotente si y solo su centro de Drinfeld Z(C) es nilpotente.

4.8. Resolubilidad de categorias de fusion

Las siguientes definiciones fueron dadas en [ENOTI].

Definicién 4.8.1. Una categoria de fusién C es débilmente de tipo grupo si es categori-

camente Morita equivalente a una categoria de fusién nilpotente.

Definicién 4.8.2. Sea C una categoria de fusién. Si C es categoricamente Morita equiva-

lente a una categoria de fusién ciclicamente nilpotente diremos que C es resoluble.

Equivalentemente, por [ENO11l Proposition 4.4], la categoria de fusién C es resoluble
si existe una sucesién de categorias de fusiéon Cy = Vecty,Cy,...,C, = C, donde cada C;
se obtiene como una Gj-equivariantizacion o una Gj-extension de C;_q, con Gy,...,G,

grupos ciclicos de orden primo.
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Observacion 4.8.3. Toda categoria de fusion de tipo grupo es débilmente de tipo grupo
(ver Seccién [4.4)).

Definicién 4.8.4. Diremos que una (cuasi)-algebra de Hopf semisimple H es débilmente
de tipo grupo o resoluble, si la categoria Rep H es débilmente de tipo grupo o resoluble,

respectivamente.

Proposicion 4.8.5. La clase de categorias de fusion débilmente de tipo grupo es cerrada
por extensiones y equivariantizaciones, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros

de Drinfeld, subcategorias y cocientes de categorias.

Demostracion. Ver [ENO11l, Proposition 4.1]. O

Observacion 4.8.6. Notemos que una categoria C sea nilpotente no implica que C sea

resoluble.

Ejemplo 4.8.7. La categoria C(G,w) es nilpotente para todo grupo G y 3-cociclo w :

G x G x G — K*, mientras que es resoluble si y solo si G es un grupo resoluble.

Proposicién 4.8.8. (i) La clase de categorias resolubles es cerrada bajo extensiones y
equivariantizaciones por grupos resolubles, categorias Morita equivalentes, productos

tensoriales, centro, subcategorias y categorias componentes de categorias cocientes.
(i1) Las categorias C(G,w) y Rep G son resolubles si y sélo si G es un grupo resoluble.
(iii) Toda categoria de fusion nilpotente trenzada es resoluble.

(iv) Toda categoria de fusion C # Vect contiene un objeto inversible no trivial.

Demostracion. Ver [ENOT1], Proposition 4.5]. O]

Lema 4.8.9. Sea G un grupo finito, sea A una G-extension de una categoria de fusion
Ao, y sea By una categoria de fusion categéricamente Morita equivalente a Ay. Entonces

existe una G-extension B de By que es categoricamente Morita equivalente a A.

Demostracion. [ENOII, Lemma 3.4]. Sea A un algebra en Ag tal que By es equivalente
a la categoria de A-bimédulos en Ay. Sea B la categoria de A-bimddulos en A (como
Ay C A se puede ver a A como un algebra en 4). Por lo tanto B hereda la G-graduacion,
gracias a que A esta en la componente trivial de la categoria de fusién G-graduada A.

Por construccién, B es categéricamente Morita equivalente a A. O
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Observaciéon 4.8.10. Como la dimensiénde Frobenius-Perron de una categoria de fusién
es invariante bajo la equivalencia Morita categdrica (ver (4.2.5)), se tiene que FPdim(.A) €

7 para toda categoria de fusion débilmente de tipo grupo A.

El siguiente teorema fue establecido en [ENOI1, Theorem 1.5].

Teorema 4.8.11. Sea A una categoria de fusion débilmente de tipo grupo. Entonces para
todo objeto simple X de A el cociente FPdim(A)/ FPdim(X) es un entero algebraico.

Supongamos que el grupo finito G' actiia sobre la categoria de fusiéon C por autoequi-
valencias tensoriales. Sea Y € Irr(C). El estabilizador de Y es el subgrupo Gy = {g € G :
p?(Y) =Y} Sea ay : Gy x Gy — k* el 2-cociclo definido por la relacién

ay (9. 1) idy = () (o) (SN Y Y, (4.8.1)

donde, para todo g € Gy, ¢ : p?(Y) — Y es un isomorfismo fijo (para el significado de
p3" ver Definicién [2.4.14)[BNT3, Subsection 2.3].

Entonces los objetos simples de C% estdn parametrizados por pares (Y,U), donde Y
recorre las G-6rbitas en Irr(C) y U es una clase de equivalencia de una representacién
irreducible ay-projectiva de Gy. Usaremos la notacién Sy para indicar la clase de iso-
morfismo de los objetos simples correspondientes al par (Y,U). La dimensién de Sy

esta dada por la formula
FPdim Sy =[G : Gy|dim U FPdim Y. (4.8.2)

Lema 4.8.12. Sea p un nimero primo y supongamos que el grupo Z, actia sobre una
categoria de fusion por autoequivalencias tensoriales. Si ademds G(C%») es de orden p y

G(C) # 1, entonces C%» tiene un objeto simple de dimension de Frobenius-Perron p.

Demostracion. Sea Y un objeto invertible de C y sea U una representacion irreducible
ay-proyectiva del subgrupo Gy C Z,. Como Gy es ciclico, entonces se tiene que oy =1
en H*(Gy,K*) y dim U = 1. Entonces la dimensién de Frobenius-Perron del objeto simple

Sy estd dada por

Més ain, si Y = 1, entonces Gy = Z,. Por lo tanto, si Uy = €,Uy,...,U,_; son las

representaciones no isomorfas de Z,, obtenemos que 1 = Sy 17, S1,0y, - - -, S1,v,_, son todos
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los objetos invertibles no isomorfos de C?. Asi para todo objeto invertible Y # 1 de C,
tenemos que [G : Gy | = p y el objeto simple Sy tiene dimensién de Frobenius-Perron p,

lo que prueba el lema. O

Proposiciéon 4.8.13. Sea p un numero primo. Supongamos que C es una categoria de
fusion resoluble tal que G(C) = Z, y C no tiene objetos simples de dimension de Frobenius-

Perron p. Entonces C es ciclicamente nilpotente.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre FPdimC > p. Si FPdimC = p, no hay
nada que probar. Supongamos entonces que FPdimC > p. Como C es resoluble, se tiene
que para algun nimero primo ¢, C debe ser una Z,-extensién o una Zg-equivariantizacion
de una categoria de fusiéon D. Si ocurre la segunda posibilidad, la suposicién de que
G(C) ~ Z, implica que p = ¢q. Mds ain, como D es también resoluble, entonces Dy # Vect.
Por el Lema [4.8.12 C debe tener un objeto simple de dimensién p, lo que contradice la

suposicion.

Por lo tanto C debe ser una Zg-extensién de una subcategoria de fusién D. En parti-
cular, D no tiene objetos simples de dimensién p y como D es resoluble, D, # Vect, de
dénde G(D) = G(C) ~ Z,. Por induccién, D y por lo tanto también C, es ciclicamente

nilpotente. Esto finaliza la prueba de la proposicién. O

Lema 4.8.14. Sea C una categoria de fusion y sea G un grupo finito actuando sobre C
por autoequivalencias tensoriales. Entonces el funtor de olvido U : Z(C%) — C% induce
un homomorfismo de anillos inyectivo Ko(G) — Z(Ky(C%)). En particular, el grupo G es

isomorfo a un subgrupo del centro de G(C%).

Demostracion. Por Proposicién [4.9.13 [ENO11, Proposition 2.10], el centro de Drinfeld
Z(C) contiene una subcategoria Tannakiana €& ~ Rep G tal que &€ cae en C bajo el funtor

de olvido U : Z(C) — C. Como consecuencia se obtiene el lema. O

4.9. Categorias de fusion trenzadas

Recordemos que una categoria de fusion trenzada es una categoria de fusion C munida
de una trenza, es decir, un isomorfismo natural cxy : X ® Y = Y ® X, con X,Y € C,
tal que satisface los axiomas del hexagono. (Ver Definiciones y [2.6.2))
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Proposicion 4.9.1. Sea C una categoria de fusion resoluble trenzada e integra. Entonces

o bien C es punteada o contiene una subcategoria Tannakiana no trivial.

Demostracion. Ver [Natld, Proposition 5.2]. ]

Definicién 4.9.2. Sea C una categoria de fusion trenzada, y sean X,Y objetos de C. X

e Y se dicen que se centralizan uno al otro si

cyxcxy = idxgy .

Definiciéon 4.9.3. Sea D una subcategoria de fusion de una categoria de fusién trenzada
C. El centralizador de Miiger de D en C es la subcategoria de fusién plena generada por los
objetos X € C tal que ¢y xcxy = idxgy, para todo objeto Y € D y se denotard por D'.
Es decir que D’ es la subcategoria plena generada por los objetos de C que se centraliza

con cada objeto de D.

El centralizador C’ de C se denomina el centro de Miiger (o simétrico).
Definicién 4.9.4. Una categoria de fusion trenzada C se dice simétrica si C' = C.

Observacién 4.9.5. Si C es cualquier categoria de fusion trenzada, su centro de Miiger

C’ es una subcategoria de fusién simétrica de C.

Observacion 4.9.6. Toda categoria de fusién simétrica es equivalente, como una cate-
goria de fusion trenzada, a la categoria Rep(G, u) de representaciones de un grupo finito
GG sobre super-espacios vectoriales, donde u € GG es un elemento central de orden 2 que
actia como el operador de paridad [Del02, Corollaire 0.8]. En particular, si C es simétrica,
entonces es equivalente a la categoria de representaciones de un grupo finito G como una

categoria de fusion.

Definicién 4.9.7. La categoria C se denomina no degenerada (respectivamente, ligéra-
mente degenerada) si C' ~ Vect (respectivamente, si C' ~ sVect, donde sVect es la cate-

goria de stuper-epacios vectoriales).

Lema 4.9.8. Sea C una categoria de fusion trenzada. Supongamos que C no contiene sub-
categorias de fusion Tannakianas o no degeneradas no triviales. Entonces C es ligéramente

degenerada 1y ocurre lo siguiente:

(1) Cp = C' = sVect,
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(i) G[X]| = 1, para todo objeto simple X € C.

Demostracion. Ver [Natld, Lemma 7.1]. O

Definicién 4.9.9. Sea C una categoria de fusion trenzada y sean X,Y € C objetos

simples. Se dice que X e Y se centralizan proyectivamente uno al otro si

Cy,xCxyy = A idxgy

para algin A € K*. Si X e Y son objetos arbitrarios de C se dice que ellos se centralizan
proyectivamente uno al otro si toda componente de X centraliza proyectivamente toda

componente simple de Y.

Se dice que las subcategorias plenas Dy, Dy C C se centralizan proyectivamente una a

la otra si cada objeto de D; centraliza proyectivamente a cada objeto de Ds.

Definicién 4.9.10. El centralizador proyectivo de un objeto X € C es la subcategoria

plena de objetos de C que se centralizan proyectivamente con X.

El centralizador proyectivo de una subcategoria plena D C C es la subcategoria plena

de objetos de C que se centralizan proyectivamente con cada objeto de D.

Proposicién 4.9.11. Sea C una categoria de fusion trenzada. Para todo par de objetos

simples X,Y € C, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X centraliza Y @ Y*;
(i) X @ X* centraliza Y,

(iii) X eY se centralizan proyectivamente uno al otro.
Demostracion. Ver [DGNOT0, Proposition 3.22]. O]

En las siguientes proposiciones se da una interpretacion de extensiones y equivarian-

tizaciones en términos del centro.

Proposicién 4.9.12. Sean G un grupo finito y C una categoria de fusion.

(i) Si Z(C) contiene una subcategoria Tannakiana Rep G que se aplica en Vect bajo el

funtor de olvido Z(C) — C, entonces C es una G-extension de alguna categoria de
fusion D.
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(ii) Sea C una G-extesion de D. Entonces Z(C) contiene una subategoria Tannakiana
E = RepG que se aplica en Vect bajo el funtor de olvido del item (i), tal que la
de-equivariantizacion de £ por & es equivalente a Z(C) como categorias tensoriales

trenzadas.

Demostracion. Ver [ENO11, Proposition 2.9]. ]

Proposiciéon 4.9.13. Sean G un grupo finito y C una categoria de fusion.

(i) Si Z(C) contiene una subcategoria Tannakiana Rep G que se incrusta en C bajo
el funtor de olvido Z(C) — C, entonces C es una G-equivariantizacion de alguna

categoria de fusion D.

(ii) Sea C una G-equivariantizacion de D. Entonces Z(C) contiene una subategoria Tan-
nakiana € = Rep G, tal que la de-equivariantizacion de £ por £ es equivalente a

Z(C) como categorias tensoriales trenzadas.

Demostracion. Ver [ENOI11l, Proposition 2.10]. ]

Teorema 4.9.14. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra. Entonces, para todo objeto

simple X € C, el cociente FPdim C/ FPdim X es la raiz cuadrada de un entero.

(i1) Sea C una categoria de fusion trenzada no degenerada débilmente integra. Entonces,

para todo objeto simple X € C, el cociente FPdim C/FPdim X? es un entero.

Demostracion. Ver [ENO11, Theorem 2.11.] O

Definicién 4.9.15. Sea GG un grupo finito. Una categoria de fusion trenzada G-cruzada

es una categorfa de fusién D munida con una G-graduacién D = @, . D, vy una accién

geG
de G por autoequivalencias tensoriales p : G — Aut,D, tal que p?(Dy) C Dypg-1, para

todo g, h € GG, y una G-trenza
c: XY -=pY)oX, geG, XeD,, YeD,

sujetos a condiciones de compatibilidad. La G-trenza c se restringe a una trenza en la

componente trivial D,.
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Observacién 4.9.16. Si D es una categoria de fusion trenzada G-cruzada, entonces la
equivariantizacién D bajo la accién de G es una categoria de fusién trenzada que contiene
a Rep G como una sucategoria Tannakiana. Mas aun, el grupo G actia por restriccion
sobre D, por autoequivalencias tensoriales trenzadas. La equivariantizacién D coincide

con el centralizador £ de la subcategorfa Tannakiana £ en D¢, Ver [Miig04].

Sea £ una subcategoria Tannakiana de una categoria de fusion trenzada C y sea G un
grupo finito tal que £ ~ Rep G' como categorias simétricas. Ademas, sea A € C el algebra
correspondiente al dlgebra de funciones K¢ € Rep G sobre G con la accién regular. La
de-equivariantizacion Cg de C con respecto a Rep GG es la categoria de fusion C4 de A-
mddulos en C. Es decir, una categorfa de fusién trenzada G-cruzada tal que C ~ (C¢)®. La
componente trivial de Cg con respecto a la G-graduacién asociada, denotada C2, coincide

con la de-equivariantizacion £ del centralizador de £ por el grupo G.

Observacion 4.9.17. Recordemos de [Nat14l, Proposition 4.1] que si € =2 Rep G C C es
una subcategoria Tannakiana, entonces C es débilmente integra (respectivamente, débil-
mente de tipo grupo) si y sélo si C3 es débilmente integra (respectivamente, débilmente

de tipo grupo). Ademsds, C es resoluble si y sélo si C& es resoluble y G es soluble.

Anidlogamente, si C es integra entonces también lo es C& pero, la inversa no es cierta en
general; algunos ejemplos pueden encontrarse entre las categorias de fusiéon no degeneradas
E(q,£) construidas en [GNNO9L Section 5].

Supongamos que el soporte H de Cg (el cual es un subgrupo normal de G que coincide
con G si C es no-degenerada) no tiene elementos no triviales abelianos 2-grupo cociente,
entonces la suposicién que C2 es integra implica que C es integra también.

En efecto, supongamos que C% es integra, a fin de que Cg sea débilmente integra. Se sigue
de [GNOS8, Theorem 3.10] que existe una subcategoria de fusién integra maximal B tal que
Cq es una F-extensién de B, donde E es un 2-grupo abeliano elemental. En particular,
C2 C B. Como Cg es una H-extension de C2, entonces FE es isomorfa al cociente de H.
Por suposicién, E debe ser trivial y asi Cq, v por lo tanto también C, son integras, como

se afirmd.

Lema 4.9.18. Sea C una categoria de fusion trenzada. Entonces la subcategoria Cag N Cpyt

es simétrica.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que C es no degenerada. Entonces Caqg = CJ,

por [DGNO10, Corollary 3.27]. Ademé&s CaqNCpt = Cl')tﬂCpt es una subcategoria simétrica.
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Luego, para una categoria de fusién trenzada arbitraria C, sea Z(C) el centro de
Drinfeld de C. Como Z(C) es no degenerada, entonces la categoria Z(C)aq N Z(C)pt €58
simétrica. La trenza de C induce una incrustacion canénica de categorias de fusién tren-
zada C — Z(C). Por lo tanto podemos identificar C con una subcategoria de fusién de
Z(C). Observemos que Cag € Z(C)aa ¥ Cpt € Z(C)pt. AST Cag N Cpt € Z(C)aa N Z(C)pt, ¥

por lo tanto Cuq N Cpy es simétrica, como se afirmé. O

Lema 4.9.19. Sea C una categoria de fusion trenzada tal que Cog = C. Entonces C) = C.

Demostracion. Sea B C C una subcategoria de fusién. Por [DGNOI0, Proposition 3.25]
tenemos (B,g)' = (B')*° = A, donde A C C denota el centralizador proyectivo de B.
Tomando B = C, obtenemos que C = (B,q)" es igual al centralizador proyectivo de Cpt.

Por [DGNOI0, Lemma 3.15], el centralizador proyectivo de una subcategoria de fusién B

/
pt’

lema queda probado. [

es una extension graduada del centralizador B’. Como C = Cy,q, se tiene que C =C/,, y el

4.10. Subcategorias de fusion del doble cuantico de

un grupo finito

Sea G un grupo finito. Para todo g € G, sea g% la clase de conjugacién de G que
contiene a g. Sea R un conjunto completo de representantes de clases de conjugacién de

G. Sea C = Rep D(G) la categoria de representaciones del doble de Drinfeld del grupo G.

El conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de C se identifica con el

siguiente conjunto
I':={(a,x)|a € Ry x es un caracter irreducible de C¢(a)}. (4.10.1)

La dimensién categérica de un objeto simple (a, x) es

G
d(a,x) = |g¢| deg x = \CL;(‘G)\ deg x. (4.10.2)

Observacién 4.10.1. C es una categorfa modular (ver Definicién [6.2.7). Su S-matriz S

y su estructura ribbon estan dadas por las siguientes féormulas:

/ o |G| — I\ —la
S((a7X)’(b7X))_|CG(G)||CG(b)|geGZ(a’b)X(gbg )X (g ag),
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(9(@7 X) = (ii(ga;a

para todo (a, ), (b,Xx’) € T, donde G(a,b) = {g € Glagbg™' = gbg~'a} y X denota el
caracter conjugado de x. [NNW09)].






Capitulo 5

Reglas de Fusion y Resolubilidad de

una Categoria de fusion

En este capitulo abordamos la cuestion de si la condicién de que una categoria de fusion
sea resoluble estd determianda por sus reglas de fusion. Probamos que la respuesta es
afirmativa para algunas familias de ejemplos no resolubles que surgen de representaciones
de algebras de Hopf semisimples asociadas a factorizaciones exactas de los grupos simétrico

y alternante. Estos resultados se encuentran en el trabajo [ENI6].

5.1. Equivalencia de Grothendieck entre categorias

de fusion

Sean C y D dos categorias de fusion. Recordemos que una equivalencia de Grothendieck

entre C y C es una biyeccién f : IrrC — Irr C tal que

Z
f(l) =1,y N}C((ngf(y) = N)%,Y? (511)

para todo X,Y, Z € Irr C. Diremos que C y C son Grothendieck equivalentes si existe una

equivalencia de Grothendieck entre ellas.

Observacién 5.1.1. Sea f : IrrC —» Irr C una equivalencia de Grothendieck. Entonces

f se extiende candénicamente a un isomorfismo de anillos f : Ko(C) — Ko(C).

En particular, f induce una biyeccién entre el reticulado de subcategorias de fusion de

Cy C. Si D es una subcategoria de fusién de C, denotaremos por f(D) la correspondiente
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subcategorfa de fusién de C, es decir, f (D) es la subcategorfa de fusién cuyos objetos
simples son f(X), con X € IrrD. Notemos que f se restringe a una equivalencia de
Grothendieck f : Irr D — Irr f(D).

Proposicién 5.1.2. Sean C y C dos categorias de fusion. Sea ademds f : IrrC — Irr(C~)

una equivalencia de Grothendieck. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si X € Ko(C), entonces FPdim(f (X)) = FPdim(X). As7, si D es una subcategoria
de fusion de C, entonces FPdim(f(D)) = FPdim(D).

(ii) X € IrrC es inversible si y sélo si f(X) € IrrC es inversible.
(111) Si X € IrrC, entonces f(X*) = f(X)*.

() f(C™) = C™, para todo n > 0. En particular, C es nilpotente si y sdlo si C es
nilpotente.

(v) f induce un isomorfismo de grupos f : U(C) = U(C) tal que f(Cqy) = Cy(q)-

Demostracion. (i) Por Observacion sabemos que f se extiende a un isomorfismo de

anillos

f: Ko(C) — Ko(C).

Por el Teorema [4.1.4] FPdim : K¢(C) — R es el tinico homomorfismo de anillos tal que
FPdim(X) > 0 para todo 0 # X € C, entonces FPdim(f(X)) = FPdim(X), para todo
X € C. Luego por definicién de FPdim(f(D)) se tiene FPdim(f(D)) = FPdim(D).

(ii) Esto sigue de (i), ya que los objetos inversibles de una categoria de fusién son
precisamente los objetos con dimension Frobenius-Perron 1 y por lo tanto X € IrrC es
inversible si y sélo si FPdim X = 1, lo que ocurre si y s6lo FPdim f(X) = 1, o lo que es

lo mismo f(X) es inversible.

(ili) Como f(1) = 1, tenemos que

1 _ N1
Nixo.pxn = Nxx = 1.
Por lo tanto f(X™*) = f(X)*.

(iv) Es consecuencia de (iii) y del hecho que f preserva las reglas de fusién que

f(cad) = Cad-
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Entonces f induce por restriccién una equivalencia de Grothendieck Irr Coq — Irr Coq. Un

agumento inductivo implica que f(C™) = C™. para todo n > 0.

(v) Por definicién, U(C) = U(Ko(C)) (ver Seccién[L.5) y Ko(C) se descompone en suma

directa de K¢(C)aq-bimddulos indescomponibles

Eo(C) = @ KolC),,
gel(C)
con Ky(C). = Ko(C)aq- Esta descomposicién es tinica salvo permutacién de U(C). Por la
observacién [5.1.1} f se extiende a un isomorfismo de anillos f : Ky(C) — Ko(C) y por (iv)

f se restringe a un isomorfismo de anillos

KO(C)ad - KO(Cad) = KO(Cad) - KO(C)ad-

Por lo tanto, para todo g € U(C), f(Ko(C)y) = Ko(C)g, para un tnico § € U(C). Tomando

f(g) = g, obtenemos un isomorfismo de grupos f : U(C) — U(C) tal que

f(Ko(Cy)) = Ko(Cyg))-
Esto implica (v). O

Observacion 5.1.3. Sea GG un grupo finito. Observemos que cualquier G-graduacion de
una categoria de fusién C con componente trivial D estd univocamente determinada por
una G-graduacion sobre el anillo de Grothendieck K((C) con componente trivial Ky(D).
En particular, si C y C son Grothendieck equivalentes, entonces C es G-graduada con
componente trivial D si y sélo si C es G-graduada con componente trivial D, tal que D y

D son Grothendieck equivalentes.

Nuestro primer teorema se refiere a las categorias de fusién con reglas de fusion dihe-

drales.

Teorema 5.1.4. Sea n un numero natural y sea C una categoria de fusion. Supongase
que C es Grothendieck equivalente a la categoria Rep D,,, donde D,, es el grupo dihedral

de orden 2n. Entonces C es resoluble.

Demostracion. Se sigue del Teorema [£.4.4] y la Proposicién que una categoria de
fusién Grothendieck equivalente a la categoria de representationes de un grupo dihedral es

de tipo grupo. Entonces C es de tipo grupo, es decir, es categéricamente Morita equivalente
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a una categoria de fusién punteada C(I",w), donde I' es un grupo y w es un 3-cociclo sobre
I.

Supongamos en primer lugar que n es impar. Entonces el orden de I' es igual a 2n vy,

como n es impar, ' es solubleﬂ Por lo tanto C es también resoluble.

Si n es par, entonces el centro de D,, es de orden 2y D,,/Z(D,,) = D,,,. Por lo tanto,
la categoria Rep D,, es una Zs-extension de Rep D,,/o; ver Ejemplo 1). Como C es
Grothendieck equivalente a Rep D,,, es una Zs-extensién de una subcategoria de fusion Dy,
donde D; es Grothendieck equivalente a Rep D,,/o. Continuando este proceso, obtenemos
que la categoria C se obtiene por una sucesion de Zy-extensiones de una subcategoria de
fusion D tal que D es Grothendieck equivalente a Rep D,,, con m un nimero natural
impar. Por lo anterior, D es resoluble y por lo tanto también lo es C. Esto finaliza la

prueba del teorema. O

La siguiente consecuencia de la Proposicion [4.8.13| brinda algunas restricciones que

garantiza que la resolubilidad de una categoria de fusion es un invariante de Grothendieck.

Proposicién 5.1.5. Sea p un numero primo. Supongase que C es una categoria de fusion
resoluble tal que G(C) = Z, y C no tiene objetos simples de dimension Frobenius-Perron

p. Si C es Grothendieck equivalente a una categoria de fusion C, entonces C es resoluble.

Demostracién. Por la Proposicién 4.8.13] C es ciclicamente nilpotente. Por lo tanto C es

ciclicamente nilpotente, y por consiguiente resoluble. O

Observacién 5.1.6. Para todo n > 2, el grupo alternante A,, no tiene representaciones
irreducibles de grado 2.E| Ademas, si n > 5 (Rep S, es de tipo (1,2;2,1;3,2)), el grupo
simétrico S,, tampoco tiene representaciones irredubibles de grado 2. En efecto, si V' fuera
una tal representacién, entonces la restriccién V|, no serfa irreducible. Asi, como A,, no
tiene representaciones no triviales de dimensién uno (ya que n > 5), entonces V|4, seria
trivial. Esto es imposible, porque el nicleo del funtor restriccion RepS,, — Rep A, es la

subcategoria punteada Rep Zy C RepS,,.

1sese el Teorema de Feit-Thomson y el hecho de que los elementos de orden impar de I" forman un

subgrupo de I'.
2Esto puede verse, por ejemplo, como una consecuencia del teorema de Nichols-Richmond [NR96]

Theorem 11].
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Corolario 5.1.7. Sea n > 5 un numero natural y sea C una categoria fusion. Supongase

que C es Grothendieck equivalente a RepS,,. Entonces C no es resoluble.

Demostracion. La categoria RepS,, no es resoluble. Por otro lado, el grupo S,, tiene dos
representaciones no equivalentes de grado uno y no tiene representaciones irreducibles
de grado dos, en vista de la Observacion m Por lo tanto G(C) = Zy y C no tiene
objetos simples de dimension Frobenius-Perron 2. El resultado se obtiene entonces, como

consecuencia de la Proposicién [5.1.5] O

Observacién 5.1.8. Sea G un grupo finito simple no abeliano. Si C es una categoria
de fusion Grothendieck equivalente a Rep G, entonces Cp,y = Vect y por lo tanto C no es

resoluble.

5.2. Ejemplos de reglas de fusiéon no resolubles

5.2.1. Extensiones abelianas

Consideremos una sucesion exacta abeliana de algebras de Hopf
K — K - H-" KF — K, (5.2.1)
donde I' y F son grupos finitos. Entonces da lugar a acciones por permutaciones
I« I'xF-F

tal que (T', F') es un matched pair de grupos. Méas ain, H = KI'"#,KF es un producto
bicruzado con respecto a 2-cociclos invertibles normalizados o : F x F = K", 7: I'x I’ —
K, satisfaciendo condiciones de compatibilidad adecuadas. Ver Seccién [3.2]

La multiplicacién y la comultiplicacién de KI'™#,KF estdn determinadas en las bases

{es#x/s € I',x € F}, por las férmulas

(es#) @ (er#ty) = Ot san 0s(,y) esttry, (5.2.2)
Ales#z) = Z To(g, h) eg#(h > 2) ® ep e, (5.2.3)
gh=s

para todo s,t € I', x,y € F, donde o4(z,y) = o(x,y)(s) y 7u(s,t) = 7(s,t)(x). Se dice
que la sucesion exacta ((5.2.1)) se parte si o y 7 son los 2-cociclos triviales.
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Para todo s € T, la restriccién de la aplicacién o, : F x F — K* al subgrupo

estabilizador F, = F N sFs~! es un 2-cociclo sobre Fl.

Las representaciones irreducibles de H = K'7#,KF estan clasificadas por pares
(s,Us), donde s es un representante de las érbitas de la accion de F en I' y U es una
representacion irreducible del dlgebra de grupo torcida K, F, es decir, una representacion
irreducible proyectiva Fy con cociclo 0. Dado un par (s, Uy), la representacién irreducible

correspondiente esta dada por
W(S,US) = Ind£F®KFS S ® US‘ (524)
Observemos que dim W, ) = [F : Fy] dim Us.

Observacion 5.2.1. Recordemos que todo matched pair (I, ) da lugar a una estructura

de grupo, denotado F' I, con el producto F' x I' en la forma
(@, 9)(y, 1) = (z(s > y), (s Qy)t),

x,y € F,s,tel, donde I’ <L I'x F =5 F son las acciones compatibles asociadas.

El grupo F' < T tiene una factorizacion exacta canénica en sus subgrupos F' = F x {e}
yI'={e} xI'yesdecir, FaxI'=FT'y FNT = {e}.
Reciprocamente, todo grupo finito G munido de una factorizacion exacta G = FT" de

sus subgrupos F'y I' da lugar a acciones candnicas por permutaciones I' S IxF -5 F

haciendo de (I', F') un matched pair de grupos.

Supongamos que H = K'"# KF es una extensiéon abeliana de K' por KF'. Se sigue
del Teorema |4.4.7] que la categoria Rep H es categéricamente Morita equivalente a la
categoria de fusiéon punteada C(F < [',w), donde w es un 3-cociclo sobre F' < I' que
surge del par [0, 7] en una sucesién exacta debido a G. I. Kac. En particular, existen

equivalencias de categorias de fusion trenzadas
Z(RepH) 2 Rep D(H) = Rep D“(F > T),

donde D¥(F 1 I') es el doble de Drinfeld torcido de F' < I'. Notemos que Rep H es

resoluble si y sélo si el grupo F' < I es resoluble.

Ejemplo 5.2.2. Sea G un grupo finito. Entonces el doble de Drinfeld D(G) encaja en

una sucesion exacta abeliana cocentral que se parte

K — K¢ — D(G) — KG — K.
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Esta sucesion exacta esté asociada a la accién adjunta <<: G x G — G, h<tg =g 'hg, vy

a la accién trivial > : G x G = G.

El siguiente lema describe el grupo de objetos invertibles de la categoria Rep H, cuando

H es una extensiéon abeliana.

Lema 5.2.3. Supongamos que H encaja en una sucesion ezacta [5.2.1. Entonces existe
una sucesion

1— F 5 G(Rep H) -5 Ty —» 1,
donde F denota el grupo de caracteres de dimensién uno de F y Ty = {s € 'V : [o,] =

1 en H*(T, (KF)*)}.

Demostracion. El grupo G(Rep H) puede identificarse con el grupo G(H*) de elementos

de tipo grupo en el dlgebra de Hopf dual H*. Ademé&s, H* encaja en una extension abeliana
K — K 5 H* =5 KI' — K. (5.2.5)

Por el Lema [3.2.4] esta sucesion induce por restriccién una sucesion exacta de grupos

~

1> F—>GH)—>T)—1,
con lo que se demuestra el lema. O

Observacion 5.2.4. Manteniendo la notacion del Lemma [5.2.3. Notemos que la sucesién
exacta dual (5.2.5)) esta asociada a las acciones

Fopxr ST

definidas de la forma z <’ s = (s'>a )y x>’ s = (s <277}, para todo x € F,
s € I' [Mas99, Exercise 5.5].

Por lo tanto la sucesién exacta del Lema |5.2.3| induce la transpuesta de la accion <’

de I'y sobre el grupo abeliano 2

Claramente, (5.2.5)) se parte si y sélo si (5.2.1]) se parte y, si esto ocurre, la sucesion
exacta de grupos del Lema también se parte.

Por consiguiente, en el caso donde H es una extension abeliana que se parte, el grupo
G(Rep H) es isomorfo al producto semidirecto F % I’y con respecto a la accién <’ de I’y
sobre I
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Corolario 5.2.5. Sea G un grupo finito. Entonces el grupo de objetos inversibles de
Rep D(G) es isomorfo al producto directo G/|G,G] x Z(G).

Demostracion. Esto es una consecuencia del Lema [5.2.3] en vista del Ejemplo y la
Observaciénm En efecto, G = G/[G, G] y las acciones ' : GXG — Gy <’ : GX G —
G en la Observacion estan dadas en este caso por h>' g = hgh™'y g <’ h = g, para
todo g, h € G. Entonces

Go={9€Glh>"g=g,YheG}=Z(G).

El Corolario sigue del hecho que la acciéon <1’ es la trivial. ]

5.2.2. Ejemplos asociados al grupo simétrico

Sea n > 2 un numero natural. El grupo simétrico S, tiene una factorizacién exacta
Sp=(z)I',donde I' ={c €S,,: 0(n) =n}=S,_1y z=(12...n), por lo que (z) = C,.

Esta factorizacion exacta induce acciones mutuas por permutaciones
< >
Sn—l — Sn—l X On — Cn

que convierte a (S,_1,C,) en un matched pair de grupos. Las acciones <, > estdn deter-
minadas por las relaciones
oc=(o>c)(o<c), (5.2.6)

para todo o € I, ¢ € (z).

Supongamos que n es impar, entonces (z) C A,,. Las relaciones ([5.2.6)) implican que
el subgrupo I'y = T'N A, = A, es estable bajo la accién < de (z). Por lo tanto las

acciones <, > inducen por restricciones un matched pair (A,,_1, Cy,).

Observacion 5.2.6. Sea o € I'. Se sigue de (5.2.6) que o0z = z"(0 < z), para algin
0<r<n-—1 Como o<z €I entonces (¢ < 2)(n) = n, lo que implica que r = b(n),

donde b = o2.

Supongamos que n > 4 es par y 0 € ' A,,. Como z es una permutacién impar y
o<z =z "oz, entonces o<1z es par siy solo si r es impar. Tomando o = (12...(n—1)) €
['NA,,, obtenemos que r = b(n) = 0z(n) = 2; por lo que o < z es una permutacién impar.
Esto muestra que el subgrupo I'y = I'N A, = A, _; en este caso no es estable bajo la

accién < de (z).
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Consideremos las dlgebras de Hopf asociadas J,, = KS»1#KC, v K,, = KA—1#KC,,.

Las categorias Rep J,,, Rep K, son categéricamente Morita equivalentes a las catego-
rias RepS,, v Rep A,,, respectivamente; ver Observacion [5.2.1 En particular, Rep J,, y

Rep K,, no son resolubles, para n > 5.

Observemos que J* es una extensién abeliana que se parte de K¢ por KS,,_; asociada
n n

a las acciones <’ y >’ en la Observacion [5.2.41

Observacién 5.2.7. Supongamos n > 5. Se sigue del Teorema |3.3.2 que las algebras de
Hopt J,, K,,, J;;, K no admiten estructuras cuasitriangular. En particular, las categorias

de fusién Rep J,,, Rep K,,, Rep J y Rep K} no admiten trenzas.

Ademas, existen equivalencias de categorias de fusién trenzadas
Rep D(J,,) = Rep D(S,), Rep D(K,) = Rep D(A,,). (5.2.7)

Se sigue del Corolario que existen isomorfismos de grupo G(D(S,)*) = S,,/[Sn, Sy, X
Z(S,) = Zsy, para todo n > 3, y similarmente, G(D(A,,)*) = 1, para todo n > 5.

Lema 5.2.8. La subcategoria punteada Rep D(S,,)p = RepZy es una subcategoria Tan-
nakiana de Rep D(S,,).

Demostracion. Se sigue de la descripciéon de las representaciones irreducibles en (5.2.4)),
que las representaciones de dimensién uno de D(S,) estdn parametrizadas por pares
(s,Us), donde s € S, es un elemento central y Us es una representaciéon de dimension
uno de S,,. Como Z(S,) = {e} vy S,, tiene dos representaciones no isomorfas de dimensién
uno, la representacion trivial y la representacion signo Sg, entonces Rep D(S;, )t = Rep Zo.
Mas atin, el dnico elemento no trivial de Rep D(S,,),t corresponde al par (e, Sg). Se tiene
entonces que la S-matriz (Sxy)x,yenr(rep D(s,)) ¥ la estructura ribbon 6 de Rep D(S,),

estan dadas por

1Sal _ISal
S(eSg) (e,Sg) — | |2 Z Sg |S | = ]-7
n 9€Sy n
y
Sg(e)
O(e,58) = deg Sg =1,

respectivamente (ver Seccién [4.10). Esto muestra que Rep D(S,,),t es una subcategoria

Tannakiana. O



98 Capitulo 5. Reglas de Fusion y Resolubilidad de una Categoria de fusion

Lema 5.2.9. Sea n un numero natural impar. Entonces existe una sucesion exacta central
de dlgebras de Hopf
K— K2 — J, — K, —K, (5.2.8)

donde la aplicacion 7 : J, — K, estd inducida por la inclusion A,,_1 C S, _1.

Demostracion. La aplicacion 7 estd definida en la forma 7 = j®id : J, = K3 14#KC,, —
K, = K*-14KC,, donde j : KS»—1 — K" -1 es el mapeo canénico de dlgebra de Hopf.

Entonces 7 es una aplicacion sobreyectiva de dlgebra de Hopf.

Como el indice de K, en J, es 2, entonces J&°™ = KZ,y = KZ2 es necesariamente, una

subalgebra de Hopf central; ver Corolario [3.2.8| ]

Proposicién 5.2.10. (i) Rep J,, es una Zy-extension de Rep K,,, para todo nimero na-

tural impar n > 1.

(7i) Rep J,, es una Zq-equivariantizacion de una categoria de fusion D, para todo nime-

ro natural par n > 4.

Demostracion. (i) Esto es una consecuencia inmediata del Lema |5.2.9, Es decir, como la
sucesién (5.2.8) es una sucesién exacta central de algebras de Hopf, entonces por Pro-
posicién [4.5.6] Rep J,, es una categoria de fusién Z,-graduada con componente trivial

(Rep J,)o = Rep K. Por lo tanto Rep J,, es una Zs-extension de Rep K.

(ii) Supongamos que n > 4 es par. Primero afirmamos que RepJ, no es una Zs-
extension de ninguna categoria de fusion. Para ver esto, primero notemos que se sigue
de [JM09, Lemma 3.4] que G(J,) = G(K®-1) 2 Z,, para todo n > 2. Supongamos que
K es una subdlgebra de Hopf central de J,, tal que K = K%, entonces K debe coincidir
necesariamente con KG(J,). Observemos que la accién <: S, 1 x C),, — S,,_; da lugar a

una accion por automorfismos de algebras
—: O, x K8t 5 K51 tal que o — e, = g1,

para todo z € C,, y 0 €S,,_1. Si € # p € G(J,) = G(K®-1), se tiene ¢(0) = Sg(0), para
todo o €S, 1y ¢ =) s, , S8(0)es.

Por lo tanto G(J,) C Z(J,) sty sélosi z — ¢ = ¢, siy sélo si A,,_; es estable bajo la
acciéon < de (z). Esto contradice la Observacion [5.2.6, Asi Rep J,, no es una Zs-extension

de ninguna categoria de fusiéon, como afirmamos.
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Sea £ = Rep D(S,,)pt. Por Lema [5.2.8] £ = RepZ, es una subcategoria Tannakiana

de Rep D(S,,). Como Rep J,, no es una Zy-extensién de ninguna categoria de fusién, se

sigue de las Proposiciones [4.9.12 y 4.9.13| que Rep J,, debe ser una Zs-equivariantizacion

de una categoria de fusién D. Asi obtenemos (ii). O

Lema 5.2.11. Sea n > 5 un numero natural impar y sea q un numero primo. Entonces

se verican las siguientes afirmaciones:

(i) La categoria Rep J,, no es una Z,-equivariantizacion de ninguna categoria de fusion.

(ii) Supongamos que Rep J,, es una Z,-extension de una categoria de fusion D. Entonces
q=2 yf):RepKn.

(i1i) La categoria Rep K,, no es ni una Z,-equivariantizacion ni una Zg-extension de

ninguna categoria de fusion.

Demostracion. Sea C una de las categorias Rep J,, o Rep K,,. 5i C es una Zg-extension de
una categoria de fusién D, entonces el centro de Drinfeld Z(C) debe contener una sub-
categoria Tannakiana equivalente a Rep Z, que asigna a la subcategoria de fusion trivial
Vect C C bajo el funtor de olvido U : Z(C) — C. En este caso, la categorfa D estd canéni-
camente determinada por la correspondiente subcategoria Tannakiana. Dualmente, si C
es una Z,-equivariantizacién, entonces Z(C) debe contener una subcategorfa Tannakiana

equivalente a RepZ, que se incrusta en C bajo el funtor de olvido. Ver Proposiciones
1.9.12|y [£.9.13]

Como n > 5, entonces el grupo de objetos invertibles del centro de Drinfeld de C

coincide con Zg si C = Rep J,,, y es trivial si C = Rep K,,. Como RepZ, es una categoria

de fusién punteada, obtenemos (iii).

Supongamos que C = Rep J,,. Entonces C es una Zs-extensién de Rep K,,. Esto implica
que la subcategoria de fusién punteada de Z(C) es una subcategoria Tannakiana que
asigna a la subcategoria trivial de C bajo el funtor de olvido. Asi, para todo niimero primo
¢, C no es una Z,-equivariantizaciéon de ninguna categoria de fusién y obtenemos (i). Por
otro lado, si fuera una Zg-extension, entonces ¢ = 2 y la correspondiente subcategoria
Tannakiana de Z(C) coincide con la subcategoria punteada Z(C)p. Asi obtenemos (ii).

Esto finaliza la prueba del Lema. O]
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Lema 5.2.12. Sea p sea un nimero primo impar. Entonces el grupo G(J;) es un producto
semidirecto @ X (o) donde 0 € S,—1 es un (p — 1)-ciclo y la accion de (o) sobre 6’\,,
estd inducida por la accion <" : C, x Sp_y = C,. Mds ain, si p es un nimero primo

mayor o igual a 5, el subgrupo G(K,;) € G(J;;) es el producto semidirecto 6’; x (0?).

Demostracion. El subgrupo ngl de invariantes de S,_; bajo la accién >’ de C,, coincide
con el subgrupo de invariantes bajo la accién <. Se sigue de [JM09, Corollary 5.2] que

ngl es ciclico generado por un (p — 1)-ciclo o, es decir SCr (o) y por lo tanto G(J;;) =

p—1 —
Cp, % (o). Si ademds p > 5, se sigue que el subgrupo invariante Agﬁl es también ciclico
generado por o2. Esto implica el lema, en vista de la Observacién O

Proposicién 5.2.13. Sea p un nimero primo impar. Entonces las dlgebras de Hopf J,,

K, satisfacen las siguientes propiedades:

(i) c.d.(J,) = c.d.(K,) = {1,p}.

(ii) Si p es mayor o igual a 5, los subgrupos G(Jy) y G(K}) tienen centros triviales.

Demostracion. (i) Sigue de la descripcién de representaciones irreducibles de productos
cruzados en [MWOS].

(ii) Por Lema [5.2.12) G(J;) = é’\p X (o) es un producto semidirecto con respecto a la

accién inducida por <’, donde o es un (p — 1)-ciclo en S,_;. Entonces el centro de
G(Jy) consiste de todos los pares (1,x), donde z € (o) actiia trivialmente sobre C,

bajo la accién <'.

Similarmente, G(K,) = é\p X (%) es un producto semidirecto con respecto a la
accién inducida por <’ y el centro de G(K}) consiste de todos los pares (1,7),

donde z € (0?) acttia trivialmente sobre C), bajo la accién <.

Recordemos que C), = (z), donde z = (12...p) y las acciones <, > estan determi-
nadas por la relacién sc = (s> ¢)(s < ¢) en S,. Por lo que las acciones <, >’ estdn

determinadas por ¢s = (¢ >’ s)(c <’ s) en S,, para todo s € S,_1, ¢ € C,,.

Se sigue del [JM09, Lemma 3.2] que z <’ a; = 2%, para todoi=1,...,p — 1, donde
a; = (p—1,p — 7). Ademds, el estabilizador de z bajo la accién < coincide con el
subgrupo F, = {a € S,1 : a(p—1) =p— 1} = S, 5. Esto implica que, para todo
i =1,...,p—1, el estabilizador de z* coincide con el subgrupo F,i = {a € S, :

a(p—i) =p—i}.
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Por otro lado, las potencias no triviales del (p — 1)-ciclo o € S,_1 no tienen puntos
fijos en {1,...,p — 1}. Asi las potencias no triviales de o actian trivialmente sobre
Cp bajo la accién <I'. Esto muestra que los centros de los grupos G(J;) and G(K)

son ambos triviales.

O

Teorema 5.2.14. Sea p un nimero primo mayor o iqual a 5 y sea C una categoria de
fusién. Supongamos que C es Grothendieck equivalente a una de las categorias Rep Jp 0

Rep K,,. Entonces C no es resoluble.

Demostracion. Supongamos por el contrario que C es resoluble y Grothendieck equivalente
a C, donde C = Rep J, o Rep K,. Se sigue de la Proposicién , que G(C) = G(C). Por
Proposicién los grupos de objetos invertibles de Rep J, y Rep K, tienen centros
triviales. Entonces el centro de G(C) es también trivial. Se sigue del Lema m que,
para todo nimero primo ¢, la categoria C no es una Zq-equivariantizacion de ninguna
categorfa de fusién. Por lo tanto C debe ser una Zq-extension de una subcategoria de
fusién D, y D es también una categoria de fusién resoluble. Asi C es una ZLq-extension de
una subcategorfa de fusién D tal que D es Grothendieck equivalente a D. Se sigue de la
Proposicién y el Lema que C = Rep J,, ¢ =2y D = Rep K,,. Aplicando el
mismo argumento a la categorfa de fusién resoluble D obtenemos una contradiccién. Esto

muestra que C no puede ser resoluble y finaliza la prueba del teorema. O

5.2.3. Reglas de Fusion de Rep Kj;

En esta subseccion determinaremos explicitamente las reglas de fusion de la categoria
Rep K, en el caso p = 5. Se sigue de [MWO98| que los objetos simples de la categoria Rep K
estdn parametrizadas por pares (s, p), donde s recorre el conjunto de representantes de
las érbitas de C'5 sobre A4 v p es una representacion irreducible del estabilizador Fy C Cs.
La dimensién del objeto simple S, , correspondiente al par (s, p) estd dado por la férmula
dim S, , = [C5 : Fy).

La C5-accién sobre Sy esta explicitamente determinada en:
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< 1 (12345)  (13524)  (14253)  (15432)  F,
r=1 1 1 1 1 1 Cs
r=(14)(23) (14)(23)  (14)(23)  (14)(23)  (14)(23)  (14)(23)  Cj
x = (1243) (1243) (1243) (1243) (1243) (1243) Cs
x = (1342) (1342) (1342) (1342) (1342) (1342) Cs
z = (12) (12) (1432) (1234) (34) (23) {1}
z = (13) (13) (1423) (14) (1324) (24) {1}
z = (123) (123) (243) (132) (13)(24) (234) {1}
x = (124) (124) (12)(34) (143) (134) (142) {1}

Tabla 5.1: [JM09, Table 1]

Se tiene en este caso que existen 10 puntos fijos y las 2 d6rbitas restantes consisten de
5 elementos distintos cada una. Ademads, existen exactamente 4 puntos fijos distintos o
tal que o = 0! y ambas érbitas no triviales contienen elementos de orden 2. En vista de
[JMO09, Theorem 4.8], Rep K tiene 5 objetos invertibles de orden 2 y los objetos simples

de dimension 5 son auto-dual.

Denotaremos por Y, Y’ los objetos simples correspondientes a las 6rbitas no triviales

0, O, respectivamente. Por Tabla [5.1] tenemos

O = {(123), (243), (132), (13)(24), (234)},
O = {(124), (143), (134), (12)(34), (142)}.

Por Lema [5.2.12] el grupo G(Rep K3) es isomorfo al grupo dihedral D; de orden 10. El
unico subgrupo R de orden 5 de G(Rep K35) coincide por lo tanto con el estabilizador de
Y y Y’ bajo la multiplicacién a izquierda (o a derecha). Como todo elemento s fuera de

R es de orden 2, entonces s®@Y XY ® s =2 Y'. Por lo tanto se tiene una descomposicién
YeY ' 2YeY=Praoa aby’, (5.2.9)
reR
donde a,b > 0y a+b = 4. Tomando F : Rep K5 — C(A4) = RepK* como el funtor
restringido, se obtiene
F(Y) = Viaas) @ Viaas) © Viusz) @ Viusya) © Visa),
F(Y") = Viioa) ® Vi1az) ® Viazay ® Viazyaa) @ Viiaz),
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donde, para cada s € Ay, V, denota el K*-médulo simple de dimensién uno correspon-
diente a s. Comparando estas relaciones con (5.2.9), oservamos que a = b = 2. As{ las
reglas de fusién de Rep K5 estan determinadas por la condicion G = G(Rep K5) = D,
g®Y =Y ® g =Y’ para todo elemento de orden 2 de G, y

YoVY=@re2ye2y' 2Y' Y
reR

donde R es el tinico subgrupo de orden 5 de G.

5.2.4. Las algebras de Hopf duales J;, K

Sea m > 2 un numero natural y sea H, = J. Recordemos que existe una sucesion

exacta que se parte de algebras de Hopf
K — K% — H, — KS,_; — K. (5.2.10)

Supongamos que n es impar. Sea L, = K, de modo que existe una sucesion exacta que

se parte de algebras de Hopf
K — K — L, — KA, ; — K. (5.2.11)
Maés ain, por Lema [5.2.9 existe una sucesion exacta cocentral
K— L, — H, —KZ, — K. (5.2.12)

Observacién 5.2.15. Supongamos que n > 5. Como D(H,) = D(J,), entonces
G(Rep D(H,,)) = Zsy. Sea ¢ un nimero primo. Si la categoria Rep H,, es una Z,-extension

0 una Zg-equivariantizacién de una categoria de fusién, entonces ¢ = 2.

Supongamos que n es impar. En vista de [3.2.6] Rep H,, es una Zs-equivariantizacion
de Rep L,,. Como en la prueba del Lema [5.2.11] obtenemos que si n > 5, la categoria
Rep H,, no es una Z,-extension de ninguna categoria de fusién. Analogamente, Rep L,, no

es una Z,-extension ni una Zg,-equivariantizacién de ninguna categoria de fusion.

Lema 5.2.16. Sea n > 5 un numero natural. Entonces se cumplen las siguientes condi-

ciones.

(i) G(Rep H,,) = Z,.
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(i) Rep Hy es de tipo (1,2;2,1;3,2;4,2;8,1) y H, no tiene representaciones irreducibles

de dimension 2, para todo n > 5.
Asumamos ademds que n es impar. Entonces

(111)) G(Rep L,) = 1, sin > 5.

(iv) Rep Ls es de tipo (1,3;3,1;4,3) y L, no tiene representaciones irreducibles de di-

mension 2.

Demostracion. Consideremos las sucesiones exactas (5.2.10) y (5.2.11)). Los subgrupos

invariantes respectivos C5n-1 y CAn-1 son ambos triviales. Las partes (i) y (iii) siguen del

Lema [(5.2.3]

Notemos que el grupo alternante A,,_; no tiene representaciones irredubibles de grado
2E| Ademéds, excepto en el cason = 5 (Rep Sy es de tipo (1,2;2,1;3,2)), el grupo simétrico
S,_1 tampoco tiene representaciones irreducibles de grado 2. En efecto, si V' fuera una
tal representacion, entonces la restriccion V|, , no seria irreducible. Asi, como A,,_; no
tiene representaciones no triviales de dimensién uno (ya que n > 5), entonces V|, , seria
trivial. Esto es imposible, porque el nicleo del funtor restringido RepS,_1 — Rep A,_;

es la subcategoria punteada Rep Zy C RepS,,_;.

Como H,, es una extensién abeliana que se parte de K¢ por KS,,_; y la accién de S,,_;
tiene dos 6rbitas {e} y {z,...,2" "'}, entonces los H,-médulos simples estdn clasificados
por pares (t,p), donde o bien ¢ = e y p es una representacién irreducible de F, = S,,_,
6t = zy pesunarepresentacion irreduciblede F, = {a € S,,_; : a(n—1) =n—1} =S, _».
Ver |[JM09, Lemma 3.2]. Si S, , es el médulo simple correspondiente al par (¢, p), tenemos
ademds dim S, , = dimp, y dim S, , = [A,_; : F;]dimp = (n — 1) dim p. Esto implica la

afirmacién para Hs en el item (ii).

Supongamos que n > 5. Entonces dim S , > 2, para todo p. Por lo anterior, el grupo
simétrico S,_1 no tiene representaciones irreducibles de grado 2. Por lo tanto también
tenemos que dim S, , # 2, para todo p. En conclusién H,, no tiene representaciones irre-

ducibles de dimensién 2, y obtenemos (ii).

3Esto puede verse, por ejemplo, como una consecuencia del teorema de Nichols-Richmond [NR96|
Theorem 11]



Ejemplos de reglas de fusiéon no resolubles 105

Supongamos que n is impar. Analogamente, L,, es una extension abeliana que se parte
de K por KA, ; y la accién de A,_; tiene dos érbitas {e} y {z,...,2" 1}. Asf los
L,-médulos simples estén clasificados por pares (t,p), donde o bien t = e y p es una
representacion irreducible de F, N A,y = A, 1, 6 t = 2z y p es una representacion
irreducible de F, N A,,_; = A,,_5. Esto implica que Rep L5 es del tipo prescrito. Como
antes, dim S, , > 2, para todo p, y como el grupo alternante A,,_; no tiene representaciones
irredubibles de grado 2, entonces también dim S, , # 2, para todo p. Por lo que L,, no
tiene representaciones irreducibles de dimensién 2. Esto prueba el item (iv) y finaliza la

prueba del Lema. O

Lema 5.2.17. Sea C una categoria de fusion de tipo (1,3;3,1;4,3). Entonces C no es

resoluble.

Demostracion. El supuesto sobre el tipo de C implica que los objetos simples de dimen-
siones 1 y 3 generan una subcategoria de fusion B de C de tipo (1,3;3,1) y mds aun, toda

subcategoria de fusién propia de C estd contenida en B.

Supongamos primero que C es una Zg-extensiéon de una subcategoria de fusién Co,
para algin numero primo ¢. Entonces necesariamente Cy = B y ¢ = 5. Asi tenemos una
Zs-graduacién fiel C = Cy d Cy @ - -+ @ C4, con componente trivial Cy = B. Pero C tiene
solamente 3 clases de objetos simples fuera de B, lo que implica que tal decomposicion es

imposible.

Por lo tanto C debe ser una Z,-equivariantizacion de categoria de fusién D, para algun
numero primo ¢, donde D es también una categoria de fusién resoluble. Asi ¢ = 3 y
C = D%, La descripcién de objetos simples de D% junto con la hipétesis sobre el tipo de
C implican que D debe ser del tipo (1,4;4, 1); compérese con Férmula . Mas an,
la accién (por automorfismos de grupo) de Zg sobre el conjunto de objetos inversibles no

triviales de D debe ser transitivo, asi G(D) = Zg X Zs.

Por otro lado, si X el nico objeto simple no trivial de D, se tiene

X~ (B Ya@3X.
YEeG(D)
Esto significa que D es una categoria de fusién casi-grupo de tipo (G, 3), donde G = G(D).
Por lo tanto se sigue del Teorema que el grupo G(D) es ciclico, lo que lleva a una

contradiccion. Luego C no puede ser resoluble. Esto culmina la demostracion del lema. [
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Teorema 5.2.18. Sea C una categoria de fusion y sean > 5 un numero natural. Entonces

se tiene:

(i) Si C es Grothendieck equivalente a Rep H,,, entonces C no es resoluble.

(11) Supongamos que n es impar. Si C es Grothendieck equivalente a Rep L,,, entonces C

no es resoluble.

Demostracion. (i) Supongamos primero que n > 5. Por el Lema [5.2.16] G(Rep H,,) =
Zo vy Rep H,, no tiene objetos simples de dimensién 2. La afirmacién sigue en este

caso de la Proposicién [5.1.5]

Consideremos ahora el caso n = 5. Supongamos por el contrario que C is
Grothendieck equivalente a Rep Hs; y C es resoluble. Entonces C es de tipo
(1,2;2,1;3,2;4,2;8,1) y, para algin numero primo ¢, C no es una Z,-extension
de ninguna subcategoria de fusién, en vista de la Observacién [5.2.15] Por lo tanto
C debe ser una Zs-equivariantizacién de una categoria de fusion resoluble D de di-
mensién 60. La descripcién de los objetos simples de D?? junto con la suposicién
sobre el tipo de C implican que D debe ser de tipo (1, 3;3,1;4,3). El Lema

implica que D no es resoluble, lo que es una contradiccién. Asi obtenemos (i).

(ii) Si n = 5, el resultado sigue del Lema [5.2.17, Supongamos luego que n > 5. Como

una categoria de fusion resoluble contiene objetos invertibles no triviales, entonces

el ftem (ii) sigue del Lema |5.2.16] (iii).

5.2.5. Otros ejemplos asociados al grupo simétrico

Sea m > 2 un numero natural. Consideremos el matched pair (A, Cy), donde Cy =
((12)) C S, la accién < : A, x Cy — A, estd dada por conjugacion en S, y la accién
> : A, x Cy — (5 es trivial. El grupo asociado A,, >x1 Cs es isomorfo al grupo simétrico
S,.

Sea B, = K*#KC, la extensiéon abeliana partida asociada a este matched pair.
Se tiene c.d.(B,) = {1,2}. La categoria de fusion Rep B,, es categdricamente Morita

equivalente a S, y por lo tanto no es resoluble si n > 5.
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Observacion 5.2.19. Como la accién > es la trivial y Cy = Z,, existe una sucesién
exacta cocentral
K — K* — B, — KZy — K. (5.2.13)

En vista de Proposicién m, Rep B, es una Zs-equivariantizacién de Rep K2 = C(A,,).

Ademas, como Rep B,, es categéricamente Morita equivalente a S,, y el grupo de objetos
invesibles de Z(RepS,,) es ciclico de orden 2, entonces para todo nimero primo ¢, Rep B,
no es una Z,-extensién de ninguna categoria de fusién y si fuera una Z,-equivariantizacion,
entonces ¢ = 2 (compérese con Proposicién . En particular, al no ser una Zg,-
extention, B, no tiene elementos de tipo grupo centrales no triviales; esto es, Z(B,) N

G(Bn) = {1}.

Lema 5.2.20. El grupo G(Rep B,,) de objetos invertibles de la categoria Rep B,, es iso-
morfo al producto directo 6’\2 x Cy, (12), donde Cy, (12) denota el centralizador en A, de

la transposicion (12).

Demostracion. Existe un isomorfismo de grupos G(Rep B,,) = G(B}). Por otro lado,
B es una extensién abeliana partida B = K“#KA,, asociada a la accién adjunta
>': Cy x A, = A, y la accion trivial <’ : Cy x A,, — C5. El resultado sigue del Lema
0.2, 3 ]

Teorema 5.2.21. Supongamos que n > 5. Sea C una categoria de fusion Grothendieck

equivalente a Rep B,,. Entonces C no es resoluble.

Demostracion. Supongamos primero que n > 7. Por Lema [5.2.20, G(Rep B,) = 6‘\2 X
Cha, (12). Notar que Cy, (12) contiene el subgrupo {o € A, : 0(1) =1,0(2) =2} 2 A,,_».

Como n > 7, el grupo A,_5 no es resoluble. Por lo tanto G(C) tampoco es resoluble y

luego C no es resoluble.

Resta considerar los casos n = 5 y 6. Se sigue del Lema [5.2.20] que G(Rep B;) =
6\2 X S3 es no-abeliano de orden 12. Asi Rep Bs es de tipo (1,12;2,27). Anédlogamente,
G(Rep Bg) = 6’\2 X S, es no-abeliano de orden 48 y Rep Bg es de tipo (1,48;2,168).

Supongamos que existe una categoria de fusion resoluble C que es Grothendieck equi-
valente a C, donde C = Rep B; o Rep Bg. Por la Proposicion m, G(C) = G(C). Como,
para todo numero primo ¢, C no es una Z,-extensiéon de ninguna categoria de fusién,

tenemos que C debe ser una Z,-equivariantizaciéon de una subcategoria de fusiéon D, y
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D es también una categoria de fusién resoluble. Ademds, ¢ = 2 ya que Z, C Z(G(C))
y FPdimD = 60 o FPdimD = 360, respectivamente. Por lo tanto existe una sucesion
exacta de categorias de fusion

RepZy — C — D.

Como c.d.(C) = {1, 2}, se sigue que c.d.(D) = {1,2}. La sucesién exacta anterior induce

una sucesion exacta de grupos
1 — Zy — G(C) = Go(D) — 1,

donde Z, denota el grupo de caracteres inversibles de Z, y Go(D) es el subgrupo de G(D)
que consiste de clases de isomorfismos de objetos inversibles que son Zs-equivariantes
(ver Observacién [2.5.7). Como Zs es un grupo ciclico, tenemos que Go(D) coincide con el

subgrupo de puntos fijos de la accién inducida de Zs sobre el grupo de objetos invertibles
de D.

Observemos que, como C es también una Zs-equivariantizaciéon de Cz, = C(Aj) o

~J

C(Ag), respectivamente, entonces el grupo G(C) = G(C) también encaja en una sucesion

exacta
1 — Zy — G(C) = Go(Cg,) — 1.

En este caso, el subgrupo Go(Cz,) es isomorfo a Cy,(12) o Cy,(12), respectivamente.

Ademsds, el grupo G(C) contiene un unico subgrupo normal de orden 2. Por lo tanto,
Go(D) = G(Cz,) es un subgrupo no-abeliano de G(D).

Supongamos primero que n = 5. En este caso C = Rep Bs = C(A;5)%2. En particu-
lar, Go(D) es un subgrupo de orden 6 de G(D). Un argumento de conteo muestra que
G(D) puede ser de tipo (1,12;2,12) o bien D ser punteada. Supongamos que D es de
tipo (1,12;2,12). Entonces Dgz,f C C es una subcategorfa de fusién de dimensién 24 y
tipo (1,12;2,3), que contiene la subcategoria central Rep Zy. Por lo tanto C tiene una
subcategoria de fusién B de tipo (1,12;2,3) que contiene la subcategoria central Rep Zs.
(De hecho, como se observé anteriormente, G(C) contiene un tnico subgrupo normal de
orden 2; ver Lema 4.8.14])

Consideremos la de-equivariantizacién Bz, C C(As). Tenemos que dim By, = 12
y asi By, = C(H), donde H es un subgrupo de Aj (Zs-estable) de orden 12. Como
G(Rep Bs) C B, entonces el subgrupo H contiene el subgrupo invariante A2 = C_(12) =

S3. Por otro lado, todo subgrupo de orden 12 de Aj es isomorfo a A4, entonces H = Ay.
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Esto lleva a una contradiccion, ya que A4 no tiene subgrupos de orden 6. Esto prueba que
D no puede ser de tipo (1,12;2,12).

Por lo tanto D debe ser una categoria de fusién punteada. En este caso D = C(I",w),
donde w : I'xI"xI" — K* es un 3-cociclo y I' es un subgrupo resoluble no-abeliano de orden
60. Ademds Z, actia sobre I por automorfismos de grupo y I'’2 = S;. Como I' # As, T
puede ser isomorfo a Ay X Zs, Z1s X Zy 0 Zys X (Zo X Zg). Si ' = Ay X Zs, la accion de Zs
debe fijar Ay y Z5. Como |[I'Z2| = 6 entonces I'22 C Ay, y llegamos a una contradiccién.
Por consiguiente I' = Z5 X Zy 0 Zy5 X (Zg X Zs). En este caso I' tiene un unico subgrupo
L de orden 15, y entonces L es Zy-estable y C(L)%2 es una subcategoria de fusién de c
de dimension 30. Esto implica que C tiene una subcategoria de fusién de dimensién 30.
Tal subcategoria de fusion debe corresponder a una algebra de Hopf cociente de Bs de
dimensién 30, lo que es una contradiccién, porque Z(Bs) N G(Bs) = {1}. Ver Corolario
. Asf D no puede ser punteada. Esto prueba que si C es Grothendieck equivalente a

Rep Bs entonces C no es resoluble.

Finalmente, consideremos el caso n = 6. En este caso tenemos C := Rep Bs = C(Ag)22.
Por otro lado, Go(D) es un subgrupo de orden 24 de G(D). Como antes, podemos ver que
D debe ser de tipo (1,24;2,84), (1,72;2,72), (1,120;2,60), o bien D ser punteada.

Supongamos que D es de tipo (1,72;2,72) o (1,120;2,60). En estos casos fo C
C es una sucategoria de fusién de dimensién 144 o 240, respectivamente, que contiene
la subcategoria central RepZs. Por lo tanto C tiene una subcategoria de fusién B de
dimension 144 o 240, respectivamente, que contiene la subcategoria central Rep Z,. La
de-equivariantizacién Bz, C C(Ag) es de dimensién dim Bz, = 72 o 120, respectivamente.
Entonces Bz, = C(H), donde H es un subgrupo Zs-estable de Ag de orden 72 o 120,
respectivamente. Como Ag no tiene subgrupos de orden 72 ni tampoco de orden 120, se

sigue que estos tipos no son posibles para D.

Supongamos luego que D es de tipo (1,24;2,84). Se sigue de la descripcién de los ob-
jetos simples de D¢ y del hecho que c¢.d.(D) = c.d.(C) = {1, 2}, que Z, actiia trivialmente
sobre el conjunto Irr(D); ver (4.8.2). En particular, G(D) = Go(D) = Cy,(12) = S,.

Como D es resoluble, entonces es una Z,-extension o una Z,-equivariantizacién, donde
p es un numero primo que divide la dimensién de D, la cual es 360. Si D fuera una Z,-
equivariantizacién entonces, por Lema.8.14} Z, C Z(G(D)), lo cual es una contradiccion

porque G(D) = S,. Por lo tanto D debe ser una Z,-extensiéon de una subcategoria de
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fusion D,.. La subcategoria de fusion D, es de dimension 72, 120 o 180. Mas atin D, debe
ser estable bajo la accién de Zsg, ya que esta accién es trivial sobre Irr(D). Como antes,
esto implica que C contiene una subcategoria de fusién B de dimensién 144, 240 o 360,
respectivamente, que contiene la subcategoria central Rep Zs. Asi Bz, = C(H), donde
H es un subgrupo Zs-estable de Ag con orden 72, 120 o 180, respectivamente. Pero Ag
no tiene subgrupos de orden 72, 120 ni 180, por lo tanto el tipo (1,24;2,84) también es

imposible para D.

Supongamos finalmente que D es una categoria de fusiéon punteada. Tenemos que
D=C(I",w),donde w: ' x ' x ' = K* es un 3-cociclo y I" es un subgrupo resoluble no-
abeliano de orden 360. Ademas Zs actiia sobre I' por automorfismos de grupo y el subgrupo
[y de puntos fijos de I" bajo esta Zs-accion es de orden 24. Sea S un subgrupo 5-Sylow de I'.
Como T es resoluble, existe H, un subgrupo {2,5}-Hall de I', y K, un subgrupo {3, 5}-Hall
de T, tales que S C H y S C K. Un argumento de conteo muestra que S<H y S<K y por
consiquiente S I(H, K) = I'. Asi S es el tinico subgrupo 5-Sylow de I' y entonces S es Zs-
estable. En este caso C(S,w|g)” es una subcategorfa de fusién de C de dimensién 10, que
contiene la subcategoria central Rep Z,. Por lo tanto C tiene una subcategoria de fusién B
con dimensién 10, que contiene la subcategoria central Rep Z,. La de-equivariantizacion
Bz, C C(Ag) es de dimensién 5. Entonces Bz, = C(T"), donde T' es un subgrupo Zs-estable
de Ag de orden 5. Tenemos que 7" = {id, (abcde), (acebd), (adbec), (aedcb)}, y sin pérdida
de generalidad podemos asumir a = 1 y b = 2. Llegamos a una contradiccion, ya que
(12)(12cde)(12) = (21cde) # (1ce2d). Esto prueba que C no puede ser resoluble y finaliza

la prueba del teorema. O

Teorema 5.2.22. Sea C una categoria de fusion. Si C es Grothendieck equivalente a

Rep B}, con n un numero natural mayor o igual que 5, entonces C no es resoluble.

Demostracion. El algebra de Hopf dual B encaja en una sucesién exacta central
K — K” — B — KA, — K. (5.2.14)

Por lo tanto Rep B} es una Zs-extension de Rep A,,. Asi C es una Zo-extension de una

categoria de fusion D, la cual es Grothendieck equivalente a Rep A,,.

Supongamos que, por el contrario, C es resoluble. Por consiguiente también lo es D y
por lo tanto D, # Vect. Esto implica que A,, tiene representaciones de dimensién uno no
triviales, lo cual es una contradiccion. Luego C no puede ser resoluble, como enuncia el

teorema. ]
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5.3. Resolubilidad y reglas de fusién de una categoria

de fusién trenzada

Sea C una categoria de fusion. Supongamos que FPdim C es un entero (que es siempre el
caso si C es resoluble). Por lo tanto la subcategoria adjunta C,q es integra, por Proposicién
4.1.9.

Asumamos que C es trenzada. Recordemos que si C es resoluble e integra, entonces por
Proposicién o bien ésta es punteada o bien contiene una subcategoria Tannakiana

no trivial.

Teorema 5.3.1. Sean C, C categorias de fusion trenzadas Grothendieck equivalentes.

Supongamos que C es resoluble. Entonces las siquientes afirmaciones se cumplen:
(1) Cpt es una categoria de fusion resoluble y ademds no es trivial si C no es trivial.

(11) Si C no es punteada, entonces contiene una subcategoria Tannakiana no trivial.

Demostracion. Como C es resoluble, el item (iv) de la Proposicién implica que
Cpt # Vect. Ademads Cp; es una categoria de fusién resoluble. Asi épt # Vect. Se tiene
Cpot = C(G(C),w) para algun 3-cociclo inversible w sobre G/(C). Por hipétesis C es resoluble,

entonces el grupo G(C) es resoluble.

Més atn, Cp es Grothendieck equivalente a Cpy y por lo tanto existe un isomorfismo
Y

de grupos G(C) = G(C). Asi G(C), y con mds razén Cy, también son resolubles. Esto

muestra (i).

Supongamos que C no es punteada, por lo que C tampoco es punteada. Notemos
que Caq es Grothendieck equivalente a éad. Si C.q es una subcategoria de fusiéon propia,
entonces un argumento inductivo implica que Caq €s Tesoluble y por lo tanto también lo es
C, ya que es una U(C)-extensién de C,q v el grupo graduado universal U(C) es abeliano.
Asi podemos asumir que Cpq = C (en particular, lo mismo es cierto para C). Como C es
resoluble, entonces su dimensién Frobenius-Perron es un entero y por consiguiente C es
en efecto fntegra. Por lo tanto C es también integra. Para demostrar la parte (ii) debemos

asumir que C no es resoluble, en vista de la Proposicién m

Por parte (i), C~pt es resoluble y no trivial. Notemos que C no puede contener ninguna

subcategoria de fusion no trivial no-degenerada. En efecto, si C fuera no-degenerada,
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entonces Cpq = C~I’Jt - C, contradiciendo la suposicién. Si, por otro lado, D C C fuera
una subcategoria propia no-degenerada, entonces C = D X D', y ambas D y D’ son
Grothendieck equivalentes a subcategorias de fusion de C. Un argumento inductivo implica

que Dy D' son resolubles y por lo tanto, también lo es C.

Supongamos que C no contiene subcategorfas Tannakianas no-triviales. Se sigue del
Lema que épt = (' = sVect y G[X] = 1, para todo objeto simple X de C. Esto
implica que FPdimC,; = 2 y G[X] = 1, para todo objecto simple X de C.

Por otro lado, como C es resoluble y C,q = C, entonces C debe ser una Z,-
equivariantizacion de una categoria de fusiéon D para algin nimero primo p. En particular
C contiene una subcategoria de fusién (punteada) de dimensién 2, y por lo tanto p = 2.
Se sigue del Lema que C tiene un objeto simple X de dimension Frobenius-Perron
2. Ademds, para todo tal objeto simple X, se tiene G[X]| = 1.

El teorema de Nichols-Richmond implica que C contiene una subcategorfa de fusién C
de tipo (1,2;2,1;3,2), (1,3;3,1) 0 (1,1;3,2;4,1;5,1); ver [NR96, Theorem 11], [DNV15,
Theorem 3.4]. La primera posibilidad no puede ocurrir en este caso, ya que el tinico objeto
simple de dimensién 2 de C es necesariamente estable bajo la accién de G(C) = Z,. La
segunda posibilidad contradice la suposicién de que FPdim C,; = 2. La ultima posibilidad
también se descarta ya que C debe ser una categoria de fusién resoluble, por lo cual
Ept # Vect. Esta contradicciéon muestra que C debe contener una subcategoria Tannakiana,

y asf (ii) se cumple. O

Proposicién 5.3.2. Sea C una categoria de fusion trenzada. Supongamos que € C C es

una subcategoria Tannakiana. Entonces C es resoluble si y solo si E' es resoluble.

Demostracion. Si C es resoluble, entonces toda subcategoria de fusién de C es resoluble.
En particular, £ es resoluble, que muestra la direccién “sélo si”. Inversamente, suponga-
mos que &’ es resoluble. Como £ es una subcategoria Tannakiana, es simétrica, y por lo
tanto £ C &’. Entonces & es resoluble. Sea G un grupo finito tal que £ = Rep G como
categorias de fusién trenzadas. Por consiguiente el grupo G es resoluble, por item (ii) de

la Proposicion 4.8.8|

Consideremos la categorfa de fusién trenzada G-cruzada Cg, por lo que C = (Cq) es

una equivariantizacién. Ademsds, la categoria Cq es una categoria de fusion G-graduada, y

la componente trivial C& de esta graduacién satisface (C%)¢ =2 &' (ver Proposicion [4.6.6)).
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Por lo tanto C2 es resoluble. Como G es resoluble, entonces también lo es Co y C 2 (C)“.

({9}

Esto prueba la direccién “si” y finaliza la prueba de la proposicion. O

Observacién 5.3.3. Sea C una categoria de trenzada. Supongamos que C es Grothendieck
equivalente a una categoria de fusién trenzada resoluble C y C no es resoluble. Asumamos

ademds que FPdim C es minima con respecto a estas propiedades.

Entonces C debe satisfacer las siguientes condiciones:

(i) Caa =C.

(ii) Cpy # Vect es una subcategoria de fusién resoluble y (Cp)' = C.

(iii) C contiene una subcategorfa Tannakiana no trivial y para toda subcategoria Tan-
nakiana &, &' = C.

(iv) C no contiene subcategorias de fusién no-degeneradas propias.

En efecto, (i) y (iv) pueden verse como en la prueba del Teorema [5.3.1] (ii) sigue de
(i) y el Lema [4.9.19, y (iii) sigue del Teorema y la Proposicién [5.3.2]






Capitulo 6

La tabla de caracteres de una

categoria de fusion esférica

En este capitulo recordaremos definiciones y propiedades asociadas a una clase parti-
cular de categorias de fusién, las categorias esféricas. Para estos temas se recomienda la
siguiente bibliografia [BKO01l Miig03d, DGNO07, DGNO10].

En el contexto de categorias de fusion esféricas, también consideramos el invariante
provisto por la S-matriz del centro de Drinfeld y mostramos que este invariante si de-
termina la resolubilidad de una categoria de fusion siempre que sea de tipo grupo. Estos

resultados se encuentran en el trabajo [EN16].

6.1. Categorias de fusion esféricas

Definicién 6.1.1. Una estructura esférica sobre una categoria de fusion C es un isomor-

fismo natural de funtores tensoriales 1 : ide — ( )** tal que

para todo objeto X de C, donde di(X) = Tri(idy), donde para todo endomorfismo
f:X = X, Tro(f) € K estdn definidos como las composiciones

Tro(f):1— X @ X X5 y» g x* — 1,

; 1
Tr (f):1— X ox™ 2% xrgx 1.



116 Capitulo 6. La tabla de caracteres de una categoria de fusién esférica

Definicién 6.1.2. Una categoria de fusién C se dice esférica, si estd munida de una

estructura esférica.

Definicién 6.1.3. Sea C una categoria de fusion esférica. La dimension cudntica o ca-

tegorica de X € C se denota por
dx == d(X) =d_(X),
y la dimension categorica o global de C se define como
dimC= > d}.
Xelrr(C)
La traza cudntica de un endomorfismo f : X — X se denota por Tr(f) = Try(f) =

Tr_(f). Ver [DGNOI10Q, Subsection 2.4.3], [ENOO5) Subsection 2.2].

Definicién 6.1.4. Una categoria de fusién se denomina pseudo-unitaria si su dimension

global coincide con su dimension de Frobenius-Perron.

Proposiciéon 6.1.5. Toda categoria de fusion pseudo-unitaria C admite una unica estruc-
tura esférica con respecto a la cual las dimensiones cudnticas de los objetos simples son

positivos y coinciden con sus dimensiones de Frobenius-Perron.

Demostracion. Ver [ENOO5S, Proposition 8.23]. O

Proposicién 6.1.6. Sea C una categoria de fusion débilmente integra. Entonces C es
pseudo-unitaria. En particular, la categoria de representaciones de una cuasi-dlgebra de

Hopf semisimple de dimension finita es pseudo-unitaria.

Demostracion. Ver [ENOOQS, Proposition 8.24]. O

6.2. Categorias Modulares y S-matrices

Definicién 6.2.1. Una categoria premodular es una categoria de fusién trenzada munida

con una estructura esférica.

Equivalentemente, una categoria premodular C es una categoria de fusion trenzada
munida de una estrucura ribbon, es decir, un automorfismo natural 0 : ide — id¢e que
satisface

Oxey = (0x ®by)cy xexy, 0% =0x-, (6.2.1)
para todo objeto X,Y de C [Bru00] (ver también [DGNOT0, Subsection 2.8.2]).
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Definicién 6.2.2. Sea C una categoria premodular. La central charge de C es el radio

donde vdimC es la rafz cuadrada positiva y 7%(C) = 3 xcp(e) Oxd%. Ver [DGNOT0,
Subsection 6.2].

Definicién 6.2.3. Sea C una categoria premodular. La S-matriz de C se define de la

forma S = (Sxy)x,yem(c), donde para todo X,Y € Irr(C),
SX,Y = TI‘(CY,)(C)(y) e K
es la traza cudntica de la trenza cuadrada cy xcxy : X ®Y - X QY.

Observacion 6.2.4. La S-matriz de C es una matriz simétrica n x n, donde n = | Irr(C)|
es el nimero de objetos simples de C, y satisface Sx+y+« = Sxyy para todo X,Y € Irr(C).
Ademas SXI = SlX = dX.

Definicién 6.2.5. Sea C una categorfa de fusién trenzada. Se define la matriz S =

(SX,Y)X,YEIH(C) por
Tr_ @ Try(ey.xexy)
L (X)d, (V)

SX,Y =

Definicién 6.2.6. Una categoria de fusién trenzada C se dice no degenerada si la S-matriz

correspondiente es no degenerada.

Definicién 6.2.7. Una categoria premodular C se denomina modular si la S-matriz es no-
degenerada [Tur94] o, equivalentemente, si ella es no-degenerada [DGNOI0, Proposition
3.7].

Observacion 6.2.8. Si C es una categoria de fusion esférica, entonces su centro de Drin-
feld Z(C) es una categorfa modular de dimensién global dim Z(C) = (dimC)? y central
charge £(Z(C)) = 1 [Mug03a], [DGNO10, Example 6.9].

Proposicién 6.2.9. Se verifica

Sxy =05'07" Y NZ,0zdy. (6.2.2)

Zelrr(C)

para todo X,Y € Irr(C).
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Demostracién. Ver [NSVT13, Proposition 4.19]. ]

Teorema 6.2.10. Sea C una categoria modular tal que dim(C) = n?, n € Z*, y tal que
£(C) = 1. Asumamos que C contiene una subcategoria simétrica L tal que dim(L) = n.
Entonces o bien C es el centro de una categoria punteada 6 bien contiene un objeto con

dimension no entera.

Demostracion. Ver [DGNOO7, Theorem 4.8]. O

Corolario 6.2.11. [DGNOO7, Corollary 4.14] Una categoria modular C es de tipo grupo
si y solo si los objetos simples de C tienen dimension entera y existe una subcategoria
simétrica L C C tal que (L' )aa C L.

6.2.1. La formula de Verlinde

Supongamos que C es una categoria modular. Entonces para todo X,Y, Z € Irr(C),
la multiplicidad N%, de Z en el producto tensorial X ® Y estd dada por la férmula de
Verlinde:

1 Z Sxr Syr Sz+r

dimC Telrr(C) dT

N%Z, = (6.2.3)
donde dr denota la dimension cuantica del objeto T'y dim C es la dimensién global de C.

Ver [BKO1, Theorem 3.1.13].

Los elementos de la S-matriz satisfacen la siguiente férmula (para una prueba ver
[Miig03c, Lemma 2.4 (iii)]):

SxySxz = dx Z N%wa, con X, Y, Z € II‘I‘(C) (624)
Welrr(C)
Observacion 6.2.12. La condicién (6.2.4)) puede verse como: para cualquier X € Irr(C)
fijo, la aplicacion

hx:Y — %, con Y € Irr(C) (6.2.5)
X

da lugar a un homomorfismo hx de anillos Ky(C) — K. Es decir, los objetos simples de
C dan lugar a los caracteres del anillo de Grothendieck K(C). Se tiene hq(Y') = dy.

Los caracteres satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad:

Z hy (X)hz(X™) =0 para Y 2 Z.
Xelrr(C)
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Teorema 6.2.13. Sea C una categoria premodular. Sea 6 una estructura ribbon de C (es
decir un automorfismo natural 6 : ide — id¢ que satisface ). Entonces Ox es una
raiz de la unidad para todo X € C.

Demostracion. Este resultado se debe a Anderson, Moore y Vafa [AMSS] y [Vaf88] O

6.3. S-equivalencia de categorias de fusion esféricas

Definicién 6.3.1. Sean C y D categorias de fusién esféricas. Diremos que C y D son

S-equivalentes si existe una biyeccién f : Irr(Z(C)) — Irr(Z(D)) tal que
f(1) =1y Syx),rv) = Sxy, para todo X,Y € Irr(C).
El siguiente lema resume algunas de las propiedades principales de la S-equivalencia.

Lema 6.3.2. Sean C y D categorias de fusion esféricas y supongamos que f : Irr(Z(C)) —

Irr(Z(D)) es una S-equivalencia. Entonces se verifican las siguientes condiciones:

(1) dyxy = dx, para todo X € Irr(C). En particular, dim Z(C) = dim Z(D).
(i) f:Trr(Z(C)) — Irr(Z2(D)) es una equivalencia de Grothendieck.

(i1i) Para toda subcategoria de fusion € de Z(C) se tiene f(E') = f(E)'. En particular,

f(&) es simétrica (respectivamente, no-degenerada) si y sdlo si también lo es E.

(iv) Para toda subcategoria de fusion € de Z(C), f mapea el centralizador proyectivo de

& al centralizador proyectivo de f(E).
Demostracion. (i) Para todo objeto simple X de Z(C) se tiene
dx = dydx = S1,x = S1,5(x) = didsx) = dg(x),
y por lo tanto dim Z(C) = dim Z(D).

(ii) Sigue de (i) y la férmula de Verlinde (6.2.3)).

(iii) Es consecuencia del hecho de que dos objetos simples X y Y se centralizan uno al

otro si y sélo si Sxy = dxdy.
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(iv) Sean X y Y objetos simples de C. Se sigue de la Proposicién que X pertenece
al centralizador proyectivo de Y si y sélo si X pertenece al centralizador de Y @ Y.
En vista de la parte (iii) esto ocurre si y sélo si f(X) centraliza a f(Z), para
todo Z € Irr(C) tal que NZgy. # 0. Como, por (i), f es una equivalencia de
Grothendieck, entonces f(Y)* = f(Y*) (Proposicién [5.1.2] (iii)), y se sigue que la
ultima condicién es equivalente a la condicién de que f(X) centraliza a f(Y)® f(Y)*,

es decir, f(X) pertenece al centralizador proyectivo de f(Y').

]

Teorema 6.3.3. Sean C y D categorias de fusion esféricas S-equivalentes. Entonces C es

de tipo grupo st y solo si también lo es D.

Demostracion. Se tiene que C es de tipo grupo si y sélo si Z(C) es de tipo grupo. Su-
pongamos que este es el caso. En particular Z(C), y por lo tanto también Z(D), son
integras. Como Z(C) es una categoria modular, El Corolario implica que contiene
una subcategoria simétrica &€ tal que £/, C £. Como toda S-equivalencia preserva centra-
lizadores, subcategorias simétricas y es una equivalencia de Grothendieck entre Z(C) y
Z(D), implica que f(&) es una subcategorfa simétrica de Z(D) y f(£).q = f(ELy) C f(E)
(ver Proposicién (iv)). Asi Z(D) y por lo tanto también D son de tipo grupo. Esto

implica el teorema. O

Lema 6.3.4. Sean G y " grupos finitos y sean w : G X G x G - K*, W' : I'x['x ' - K*
3-cociclos sobre G y I, respectivamente. Supongamos que las categorias C(G,w) y C(I",w’)

son S-equivalentes y G es resoluble. Entonces I' es resoluble.

Demostracion. Sea f: Irr(Z(C(I',w'))) — Irr(Z(C(G,w))) una S-equivalencia. El centro
de la categoria C(I', ') contiene una subcategoria Tannakiana £ equivalente a Rep I" como
categorfas de fusién trenzadas. En vista del Lemal[6.3.2] f(€) es una subcategorfa de fusién
simétrica de Z(C(G, w)) la cual es Grothendieck equivalente a Rep I'. Al ser simétrica, f(€)
es equivalente como una categoria de fusion a la categoria Rep F' para algun grupo finito
F. Por lo tanto I es resoluble, ya que Z(C(G,w)) es resoluble, por Proposicién [4.8.8
Como las categorias RepI' y Rep F' son Grothendieck equivalentes, entonces los grupos I
y F' tienen la misma tabla de caracteres, esto implica que I' es resoluble. Asi C(I',w’) es

resoluble, como afirmamos. O
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Teorema 6.3.5. Sean C y D categorias de fusion esféricas S-equivalentes y supongamos

que C es de tipo grupo. Entonces C es resoluble si y solo si D es resoluble.

Demostracion. Como C es de tipo grupo, Z(C) es equivalente al centro de una categoria
de fusién punteada Z(C(G,w)), para algin grupo finito G y 3-cociclo w sobre G. Asi Z(C)
contiene una subcategoria Tannakiana &£ equivalente a Rep G como categorias de fusion
trenzadas, tal que (dim £)? = dim Z(C).

Al ser Grothendieck equivalente a Z(C), Z(D) es también de tipo grupo, en vista
del Teorema Asi Z(C) es una categorfa modular integra de dimensién (dim D)>?
y central charge 1. Notemos ademds que si f es una S-equivalencia, entonces f(&) es
una subcategorfa simétrica de Z(D) tal que dim Z(D) = (dim f(£))?. El Teorema
implica que Z(D) es equivalente al centro de una categoria de fusién punteada, es decir,
Z(D) = Z(C(I',w")), para algtin grupo finito I' y 3-cociclo w’ sobre I'. El teorema sigue
del Lema [6.3.4] n
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