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Resumen

En esta tesis se presenta un nuevo código basado en el método de volúmenes finitos en ma-

llas no estructuradas y orientado a la solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

compresibles aplicadas a la simulación de flujos hipersónicos. La formulación empleada

permite el tratamiento de flujos bidimensionales, axisimétricos y tridimensionales, así co-

mo la incorporación de efectos de no equilibrio químico y termodinámico. Métodos tipo

upwind de la familia AUSM son empleados para proveer tanto la captura robusta y precisa

de ondas de choque como resolución en la capa límite y transferencia de calor. Una discre-

tización espacial de segundo orden es obtenida mediante el empleo de reconstrucción lineal

de las variables y de funciones limitadoras para asegurar propiedades de monotonicidad.

El modelado de las propiedades de transporte, viscosidad, conductividad y difusión mole-

cular en el caso de mezcla de gases en no equilibrio termoquímico es brevemente discutido.

Modelos cinéticos del aire de 5 especies (N,O,N2,O2,NO) y 7 especies (N,O,N2,O2,NO+,e−)

son incorporados para incluir efectos de no equilibrio químico y gas parcialmente ioniza-

do. Efectos de no equilibrio termodinámico son modelados empleando un modelo de dos

temperaturas. Un método implícito totalmente acoplado es utilizado para la integración

temporal del sistema mediante la derivación de un jacobiano analítico aproximado. El sis-

tema lineal resultante es resuelto mediante métodos iterativos de tipo GMRES empleando

librerías externas. Un nuevo sistema flexible y extensible orientado a objetos, que permite

la administración de la topología de la malla y de los campos asociados a esta en paralelo,

es diseñado e implementado con el fin de brindar al código funcionalidades en sistemas

distribuidos. Con el objetivo de validación del código desarrollado se presentan resultados

del flujo hipersónico laminar en no equilibrio termoquímico sobre cuerpos los cuales son

comparados con resultados de tipo experimental y numérico obtenido por otros autores.

Finalmente, se presentan pruebas de escalabilidad a fin de evaluar el rendimiento del código

en sistemas de cómputo distribuido.

Palabras clave: flujo hipersónico, volúmenes finitos, Navier-Stokes, no equilibrio termo-

químico, Fortran, programación orientada a objetos.
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Abstract

In this thesis, a new high-performance unstructured finite volume based code oriented

to the numerical solution of the compressible Navier-Stokes equations in the hypersonic

regime is presented. The solver is capable of dealing with bidimensional, axisymmetric

and tridimensional flows, and includes both chemical and thermal non-equilibrium ef-

fects. Upwind flux vector splitting methods of the AUSM-family are employed to provide

both robust shock-capturing and accurate boundary layer and heat transfer resolution

capabilities. Second-order accuracy is achieved through linear reconstruction of the solu-

tion and limiter functions to assure monotonicity properties. Multi-component transport

modeling of viscosity, conductivity and molecular diffusion are briefly discussed. Both a

5-species (N,O,N2,O2,NO) and a 7-species (N,O,N2,O2,NO+,e−) air kinetic models are im-

plemented to take into account non equilibrium and partially ionized gas effects. Thermal

non-equilibrium effects are modeled through a two temperature model. A fully-coupled

implicit method is employed to advance the solution in time, through the derivation of

an analytic approximated jacobian. The linear system in each time step is solved through

GMRES iterative methods, employing external libraries. A new object-oriented software

framework that supports both mesh topology and mesh-data management in parallel is

designed and implemented with the aim of providing operating capabilities on distributed

systems. Benchmark cases of the steady-state thermo-chemical non-equilibrium air flow

over blunt bodies are presented in order to test and validate the developed code. Finally,

scaling tests oriented to study the performance of the solver on distributed systems are

presented and discussed.

Keywords: hypersonic flow, finite volume, Navier-Stokes, thermochemical nonequilibrium,

Fortran, object oriented programming.
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Resumo

Nesta tese, se apresenta um novo código baseado no método dos volumes finitos em mal-

has não estruturadas para a solução numérica das equações de Navier-Stokes compressível

aplicada à escoamentos hipersônicos. A formulação utilizada permite tratar escoamentos

bidimensionales, axisimétricos é tridimensionales é incorpora os efeitos de não-equilíbrio

químico e não-equilíbrio termodinâmico. Métodos tipo upwind da família AUSM são usados

para fornecer tanto a captura robusta e precisa de ondas de choque é resolução na camada

limite e da transferência de calor. Precisão de segunda ordem é obtida a través de recons-

trução linear da solução e funções limitadoras para assegurar propriedades de monotoni-

cidade. O modelagem de propriedades de transporte, viscosidade, condutividade e difusão

molecular é discutido brevemente. Um método implícito totalmente acoplado é utilizado

para a integração temporal do sistema mediante a derivação de um jacobiano analítico

aproximado. O sistema linear resultante é resolvido por métodos iterativos tipo GMRES

usando bibliotecas externas. Modelos cinéticos do air de 5 espécies (N, O, N2, O2, NO) e 7

espécies (n, O, N2, O2, NO+, e−) são incorporados para modelar os efeitos de não-equilíbrio

químico e gás parcialmente ionizado. Efeitos de não-equilíbrio termodinâmico são modela-

dos usando um modelo de duas temperaturas. Um novo sistema orientado a objetos flexível

e extensível que permite a administração da topologia da malha e dos campos associados

a esta em paralelo é projetado e implementado com o fim de brindar ao código funciona-

lidades em sistemas distribuídos. Com o objetivo de validação do código desenvolvido são

apresentados resultados do fluxo laminar hipersônico em não equilíbrio termoquímico so-

bre corpos rombudos, os quais som comparados com resultados experimentais e numéricos

obtidos por outros autores. Finalmente, testes de escalabilidade são apresentados, a fim de

avaliar o desempenho do código em sistemas de computação distribuída.

Palabras-chave: escoamento hipersonico, volumes finitos, Navier-Stokes, não-equilíbrio

químico e termodinâmico, Fortran, programação orientada a objetos.
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F tensor de flujos convectivos
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hs entalpía específica de la especie s, J/kg
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h0
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ms masa por partícula de la especie s, kg

NA constante de Avogadro, NA = 6.022 141 29(27) × 1023 mol−1

ns densidad numérica de la especie s, m−3

p presión, Pa
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T temperatura traslacional-rotacional, K
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Tf,r temperatura de control del coeficiente de reacción directa de la reacción r, K
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t tiempo, s

u vector de variables conservativas

ūs velocidad promedio de la especie s molecular, m/s
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v vector velocidad promedio de la mezcla de gases, m/s

vD
s vector velocidad de difusión de la especie s, m/s
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(x1, . . . ,xd) coordenadas espaciales de un sistema cartesiano
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xxvi
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δij delta de Kronecker
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εtr,s energía interna traslacional-rotacional específica de la especie s, J/kg

εve,s energía interna vibracional-electrónica específica de la especie s, J/kg

θel
i,s temperatura electrónica característica del estado cuántico i de la especie s, K
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Park, s
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νf
sr coeficiente estequiométrico de la especie s reactante presente en la reacción r

νb
sr coeficiente estequiométrico de la especie s producto presente en la reacción r
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∆(i)
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

La aerotermodinámica es la disciplina que combina la aerodinámica con la termodiná-

mica y termoquímica con el objetivo de estudiar el flujo de gases sobre cuerpos a números

de Mach elevados, usualmente mayores a 5, donde debido a la alta energía involucra-

da surgen una variedad de fenómenos físicos no presentes generalmente en flujos de menor

velocidad. Este tipo de flujos se presentan comúnmente en trayectorias de reingreso atmos-

férico o entrada a la atmósfera de otros planetas de vehículos espaciales. Una característica

notable del flujo hipersónico es la alta energía cinética involucrada y como la misma es

transferida a los modos de energía térmica cuando el fluido encuentra la superficie de un

cuerpo, mediante la formación de una fuerte onda de choque separada. Esta transferencia

de energía eleva la temperatura a niveles tales que se producen cambios en la composición

química del gas, ionización, ablación de la superficie del vehículo y emisión de altos niveles

de radiación, entre otros. Estos fenómenos interactúan con el campo de movimiento del

flujo produciendo una serie de efectos sobre el vehículo que incluyen altas transferencias

de calor sobre la superficie tanto por convectividad como por radiación, cambios en las

fuerzas aerodinámicas debido en parte a la alta interacción existente entre la onda de cho-

que con la capa límite, y efectos de tipo electromagnético, como lo es la formación de una

capa de electrones producto de la ionización de los gases que puede llegar a producir el

bloqueamiento temporal de las comunicaciones. La predicción precisa de la influencia y

magnitud de estos fenómenos es considerada crítica en el diseño de sistemas de protección

térmica, sistemas de control aerodinámico y la determinación de cargas estructurales, lo

que en última instancia tiene una influencia directa en la determinación de la carga útil y

el diseño y análisis de la trayectoria del vehículo [57].

Las condiciones del flujo de gases de estas características son muy difíciles sino inviables

de reproducir en forma experimental. Un reducido número de laboratorios han desarro-

1



llado las capacidades necesarias para la reproducción de este tipo de fenómenos aunque

su aplicación es limitada para representar en forma general las condiciones de un vuelo

hipersónico [156, 43].

La disciplina de Dinámica de Fluidos Computacional (CFD, por sus siglas en inglés)

cumplen un rol fundamental dentro del estudio de flujos hipersónicos. Herramientas nu-

méricas han sido utilizadas con éxito en el proceso de diseño de una multitud de vehículos

espaciales que van desde las sondas Galileo [106], Stardust [118] Huygens [160] hasta el

más reciente Mars Science Lab [45] por nombrar algunos ejemplos relevantes. Más aún, el

avance a niveles exponenciales de la tecnología de computación y el empleo de sistemas

de cómputo distribuido ha permitido paulatinamente la incorporación de modelos físicos

más sofisticados, aplicados a la simulación de complejas configuraciones tridimensionales

con discretizaciones del orden de decenas de millones de grados de libertad [31].

1.1 Modelización física de flujos hipersónicos

Tal como mencionamos en la sección anterior, una de las características particulares

de los flujos hipersónicos son las altas temperaturas que se alcanzan en el campo de movi-

miento en la región detrás de la onda de choque debido a la alta transferencia de energía

cinética involucrada. Estas temperaturas pueden ser del orden de 10 000K en una trayec-

toria de reentrada atmosférica típica en la cual se presentan velocidades de vuelo entre 7

a 12 km/s.

A modo de ilustración considérese el ejemplo de una mezcla de gases tal como el

aire. A temperaturas menores a 800 K únicamente los modos de energía traslacional y

rotacional se encuentran totalmente excitados mientras que la energía de los restantes

modos es despreciable. En estas condiciones entonces el aire se comporta como un gas

calórico perfecto. A temperaturas entre 800 K y 2500 K comienza la excitación del modo de

energía vibracional, lo que causa que el calor específico sea una función de la temperatura,

por lo que el gas se comporta como un gas térmicamente perfecto. Cuando la temperatura

supera los 2500 K el modo de energía vibracional se encuentra totalmente excitado y

comienza la disociación de las moléculas de oxígeno. A temperaturas mayores a 4000 K

el oxígeno se encuentra prácticamente totalmente disociado y comienza la disociación del

nitrógeno. En estas condiciones si bien las especies por separado se comportan como un gas

térmicamente perfecto el calor específico de la mezcla es considerado una función tanto de

la temperatura como de la presión. Sobre 9000 K la mayor parte del nitrógeno se encuentra

disociado y en este nivel comienza la ionización parcial del oxígeno y nitrógeno. Sobre este
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nivel el aire puede considerarse como un gas parcialmente ionizado.

Los procesos mencionados, como las reacciones químicas o el intercambio entre los mo-

dos de energía interna (traslacional, rotacional, vibracional y/o electrónico) de los átomos

y moléculas del gas, tienden a equilibrarse a las condiciones locales del fluido a través de

colisiones intermoleculares, en un tiempo característico que depende de la frecuencia de

estas colisiones. El comportamiento general de estos procesos puede entonces ser descrito

mediante la comparación de su tiempo característico con la escala temporal del flujo de

las partículas por la región del campo de movimiento de interés. Cuando el tiempo ca-

racterístico del proceso es mucho mayor que la escala temporal del flujo se dice que el

proceso se encuentra congelado. Por otro lado cuando el tiempo característico es mucho

menor que esta se dice que el proceso se encuentra en equilibrio. Finalmente, cuando ambas

escalas temporales son comparables se dice que el proceso se encuentra en no equilibrio.

Las condiciones de (no) equilibrio pueden referirse a los procesos de reacciones químicas

en donde se dice que el flujo se encuentra en (no) equilibrio químico o a los procesos de

intercambio de energía entre los modos de energía interna, en cuyo caso se dice que el flujo

se encuentra en (no) equilibrio termodinámico. Flujos en no equilibrio termoquímico se

presentan generalmente en trayectorias de reentrada en condiciones de baja densidad (a

altitudes & 50km) en la cual la frecuencia del número de colisiones disminuye y velocidades

de vuelo elevadas (& 5km/s), que disminuyen la escala de tiempo convectiva. En condicio-

nes de menor altitud, la frecuencia de colisiones aumenta a niveles tales que el flujo puede

ser descrito en equilibrio termoquímico. Los procesos en no equilibrio impactan el campo

de movimiento de distintas maneras. El no equilibrio termoquímico afecta principalmente

las propiedades de temperatura, composición y propiedades de transporte del gas espe-

cialmente en la región entre la onda de choque y la capa límite (también conocida como

capa de choque) lo que en última instancia modifica la transferencia de calor convectiva

sobre el cuerpo. El no equilibrio térmico además presenta influencia sobre la velocidad de

las reacciones, en especial a las reacciones de disociación que son altamente dependientes

del estado vibracional de las moléculas [126, 87]. A temperaturas elevadas además todos

estos efectos presentan influencia sobre los niveles de radiación que emite y absorbe el gas

que depende en forma directa del estado de excitación de los modos de energía interna y

de la composición de la mezcla [123].

En las condiciones de trayectoria de reentrada atmosférica en donde el aire puede ser

considerado un medio continuo en todo el campo de movimiento, el sistema de ecuaciones

de Navier-Stokes en donde se adiciona una ecuación de conservación de masa para cada

especie reactiva y una ecuación de energía para cada modo en no equilibrio es empleado
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para modelar flujos en no equilibrio termoquímico [9, 91, 30, 56, 126, 61]. En todos los

trabajos referenciados se asume que los modos traslacional y rotacional se equilibran lo

suficientemente rápido como para ser descritos mediante una única temperatura. Candler

[30] emplea una temperatura vibracional diferente para cada molécula y una temperatura

electrónica para describir el modo de energía traslacional de los electrones libres. Park [126]

asume que los modos de energía vibracional de las moléculas se encuentran en equilibrio

y son descritos por una única temperatura vibracional para todo el sistema. Gnoffo [56] y

Grasso et. al [61] simplifican aún más el modelo asumiendo el equilibrio entre los modos

vibracional de las moléculas, el modo electrónico de las especies y el traslacional de los

electrones libres descritos por una única temperatura vibracional-electrónica, en el deno-

minado modelo de 2 temperaturas. Una revisión interesante sobre la consistencia física de

los así denominados métodos multitemperatura lo constituye el trabajo de Giordano [54].

Tal como hemos visto dada la variedad de aproximaciones que se pueden utilizar y la

cantidad de fenómenos que pueden ser considerados, es tarea del modelizador el establecer

el rango de aplicación y validez del modelo físico utilizado. En última instancia, la adecuada

comparación con resultados experimentales es crucial para establecer la confiabilidad y

robustez del modelo asumido.

1.2 Técnicas numéricas

La complejidad de los fenómenos físicos presentes en flujos hipersónicos presenta un

gran desafío para los métodos de discretización numérica. En el campo de movimiento se

presentan simultáneamente regiones con altísimos gradientes (onda de choque, capa lími-

te), junto con expansiones fuertes que provocan regiones con condiciones cercanas al vacío

prácticamente en el límite donde las hipótesis del continuo pierden validez. La introduc-

ción de técnicas de captura de choque de tipo upwind [143, 153, 119, 134], que incluyen

en la discretización numérica información sobre la propagación física de las ondas del flu-

jo, y de métodos robustos de segundo orden tales como la reconstrucción MUSCL [152]

o los esquemas TVD [68] supusieron un gran avance en la captura robusta y precisa de

discontinuidades. Estas técnicas, formuladas en un principio para gases perfectos fueron

luego extendidas para incluir el tratamiento de gases generales en equilibrio termoquímico

[64, 159] y posteriormente, sistemas de mezcla de gases reactivos en no equilibrio termodi-

námico [95, 63]. Una nueva familia de esquemas upwind denominados esquemas AUSM fue

introducida por Liou [93]. Sucesivas mejoras posteriores fueron introducidas en el método

[80, 79, 92, 83] y desde entonces han ganado aceptación debido tanto a sus propiedades
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de precisión y robustez como a la posibilidad de ser aplicados en forma directa a flujos en

no equilibrio termoquímico. Aplicaciones de otros métodos para la captura de soluciones

discontinuas han emergido recientemente en el campo de flujos hipersónicos, tales como

Taylor-Galerkin [77], Petrov-Galerkin [81] o el método de Galerkin Discontinuo [20]. No

obstante actualmente, los códigos de referencia para la simulación de flujos hipersónicos

utilizan el método de volúmenes finitos debido en parte al extenso trabajo de investigación

y validación existente.

Además de la captura de discontinuidades otro de los aspectos notorios presentes en

la simulación de flujos hipersónicos es la alta disparidad entre las escalas temporales del

flujo y de los cambios en la composición química y relajación termodinámica, así como la

necesidad de utilizar mallas altamente deformadas en las regiones de capa límite y de dis-

continuidades, convierte en extremadamente rígido al sistema de ecuaciones. Métodos de

integración temporal de tipo explícito se tornan altamente ineficientes debido a la restric-

ción de estabilidad del paso de tiempo. Métodos de integración implícito presentan por otro

lado la necesidad de evaluar el jacobiano del residuo y la resolución de un sistema lineal

de ecuaciones en cada paso temporal. Debido a la necesidad de reducir el costo compu-

tacional intrínseco a métodos de tipo implícito, han sido propuestas diferentes estrategias

tales como: metodos de diagonalización de los términos del jacobiano [27, 44], métodos de

punto implícito que relajan los términos fuera del bloque diagonal del jacobiano [55], mé-

todos de relajación en las direcciones de menor acoplamiento de la solución [167], métodos

analíticos aproximados del jacobiano o de tipo Newton-Krylov libres del jacobiano [116]

entre otros. Tal como es notado en [116] y [111], el uso de un jacobiano analítico en flujos

hipersónicos con fuertes choques en no equilibrio termoquímico no brinda usualmente un

comportamiento cuadrático de convergencia a la solución estacionaria.

1.3 Códigos CFD para la simulación de flujos hipersónicos

Dos de los códigos considerados de referencia en la comunidad de simulación de flu-

jos hipersónicos son el código LAURA(Langley Aerothermodynamic Upwind Relaxation

Algorithm) [55] y el código DPLR (Data-Parallel Line Relaxation) [167]. Ambos utilizan

esquemas de vólumenes finitos basados en mallas estructuradas. Particularmente, LAURA

utiliza el solver de Riemann de Roe [134] con un segundo orden dado por el esquema TVD

de Yee [168] para el cálculo de los flujos convectivos y un esquema de diferencias centradas

para la aproximación de los términos viscosos. La integración temporal es realizada me-

diante el método de punto implícito. Por otro lado DPLR, y tal como su nombre lo indica,
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utiliza una metodología de relajación basada en líneas de Gauss-Seidel adaptada a cómpu-

to distribuido para la integración temporal eficiente hacia soluciones estacionarias. En este

código los flujos convectivos son obtenidos por el esquema flux-vector splitting de Steger-

Warming [143], con una reconstrucción MUSCL espacial de tercer orden. Ambos códigos

incluyen módulos para la resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes laminares y tur-

bulentas considerando mezcla de gases reactivos y efectos de no equilibrio termodinámico,

utilizando capacidades de cómputo distribuido y mallas estructuradas multibloque.

Si bien robustos y eficientes, los esquemas basados en mallas estructuradas presentan

un considerable esfuerzo y tiempo de mallado en especial cuando desean ser aplicados a

geometrías complejas. En contraposición, el uso de esquemas basados en mallas no es-

tructuradas no sólo supone una alta flexibilidad en la definición de la geometría, sino que

también ofrecen la posibilidad de adaptación local en las regiones donde es necesario in-

crementar el orden de resolución sin necesidad de incurrir en un refinamiento global de

la malla. Una de las desventajas inherentes a las mallas no estructuradas consiste en la

necesidad de almacenar en memoria una estructura de datos adicional para la adminis-

tración de la topología de la malla y los campos asociados a esta, la cual es comúnmente

implícita en mallas estructuradas. No obstante, el atractivo de sus ventajas y el incremento

de las capacidades de memoria y la utilización de sistemas de computación distribuida ha

favorecido el interés reciente en el desarrollo de este tipo de códigos.

El código FUN3D (Fully Unstructured 3D) integra las capacidades de simulación de

flujos hipersónicos de LAURA en un código de volúmenes finitos centrado en los vértices

basado en mallas de tetrahedros. Sin embargo el diseño de la grilla con este tipo de ele-

mentos ha brindado resultados de la predicción de la transferencia de calor en la región

de estancamiento de menor calidad que los obtenidos con LAURA [57]. De acuerdo al

análisis realizado, la presencia de volúmenes de control no alineados introduce errores en

la distribución de la entropía entre las líneas de corriente que atraviesan la onda lo cual

impacta en la calidad de la solución obtenida en el borde de la capa límite. Esto tiene un

mayor efecto en la zona de estancamiento debido a la menor disipación presente en ésta

región [57, 29].

El código US3D [112] extiende la metodología y capacidades del código DPLR a mallas

híbridas no estructuradas. Al igual que este, permite la aplicación del método de relajación

basado en líneas, con la opción de utilizar el método de punto implícito en regiones donde

no sea posible establecer una dirección preferencial. Mediante el uso de mallas mixtas de

elementos prismáticos alineadas con las características del flujo en las regiones sensibles

y tetrahedros en las restantes se intenta reducir los errores inducidos en mallas completa-
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mente no estructuradas a expensas de un relativo mayor control externo de la malla.

Utilizando las herramientas computacionales para mallas no estructuradas del sistema

orientado a objetos COOLFluiD (Computational Object-Oriented Libraries for Fluid Dy-

namics) [89] fue implementado un código [88] para la simulación de flujos en no equilibrio

termoquímico que utiliza tanto un esquema de volúmenes finitos de segundo orden y mé-

todos upwind de la familia AUSM, como un esquema de residuos distribuidos [37]. Este

último método no obstante, no ha demostrado mejorar los resultados obtenidos sobre la

transferencia de calor en comparación al método de volúmenes finitos cuando son utilizadas

mallas alineadas en forma arbitraria con respecto al choque separado [102].

1.4 Objetivos del presente trabajo

El objetivo principal de esta tesis es el desarrollo, implementación y validación de un

nuevo código orientado a la solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes laminares,

considerando una mezcla de gases reactivos en no equilibrio termodinámico.

Implementación de un esquema de volúmenes finitos de segundo orden centrado en las

celdas basado en mallas no estructuradas híbridas en dominios tanto bidimensionales

como tridimensionales.

Implementación de algoritmos numéricos y modelización de propiedades físicas al

estado del arte. Los métodos han sido seleccionados de manera tal que el esquema

general es transparente a la malla es decir, independiente de la dimensión espacial

del dominio y de la topología de los elementos de malla empleados.

Incorporación de una metodología de integración temporal generalizada que trata

todas las componentes del sistema de ecuaciones en forma implícita y acoplada,

empleándose un jacobiano analítico aproximado del residuo como parte de un sistema

lineal que es resuelto para cada paso temporal utilizando métodos eficientes de tipo

iterativo.

Incorporación de capacidades de funcionalidad en sistemas de cómputo distribuido.

Con este objetivo se ha diseñado e implementado un sistema orientado a objetos

para la administración en paralelo de la topología de mallas y de los campos aso-

ciados a ésta. El nuevo sistema propuesto ha posibilitado establecer una separación

bien definida de los aspectos de paralelizado con respecto a aquellos referentes a los

algoritmos numéricos y de modelización física del código.
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Validación a través de la obtención y comparación de resultados con datos de tipo

experimental y resultados numéricos obtenidos por otros autores.

Obtención y análisis de resultados sobre las características de escalabilidad del sis-

tema implementado.

1.5 Organización de la tesis

La tesis es organizada como sigue:

En el Capítulo 2 se describen aspectos relativos al sistema de ecuaciones de gobierno

empleado para la modelización del flujo de gases en no equilibrio termoquímico.

En el Capítulo 3 se presenta una descripción del esquema de volúmenes finitos y a los

algoritmos numéricos utilizados para la discretización numérica del sistema de ecuaciones.

En el Capítulo 4, además de presentar la organización general del código, se presenta y

discute el diseño e implementación del sistema orientado a objetos para la administración

de mallas no estructuradas y campos asociados en sistemas distribuidos.

En el Capítulo 5 se presentan y discuten los resultados obtenidos con el objetivo de

validar el código desarrollado.

Finalmente, en el Capítulo 6, se presentan las conclusiones obtenidas a partir del trabajo

desarrollado en esta tesis y se discuten las posibles líneas de investigación a futuro.
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CAPÍTULO 2

MODELIZACIÓN FÍSICA

2.1 Introducción

En el presente capítulo se describen el sistema de ecuaciones de conservación de Navier-

Stokes para el flujo laminar de un gas reactivo constituido por una mezcla de gases en no

equilibrio termoquímico, considerando tanto especies neutras como ionizadas, en el cual

se asumen condiciones de ionización débil, es decir, neutralidad de cargas y ausencia de

corriente neta para todo el campo de movimiento. La aplicación de este sistema asume como

válida la hipótesis del continuo en donde el número de Knudsen Kn del flujo satisface la

condición Kn ≪ 1. La mezcla de gases se considera en condiciones de no equilibrio químico,

en la cual una ecuación de conservación de la masa es planteada para cada especie. Si bien

el modelo cinético presentado es general, luego se particulariza para el caso de mayor

interés en donde el gas considerado es aire.

Por otro lado, el modelo de no equilibrio termodinámico asume que la energía interna

de cada especie puede ser separada en los modos de energía traslacional, rotacional, vibra-

cional y electrónica. Las hipótesis particulares empleadas corresponden a las del modelo

de dos temperaturas de Park [126] en el cual se asume una única temperatura traslacional-

rotacional T que caracteriza los modos de energía traslacional y rotacional de las especies

pesadas, y una temperatura vibracional-electrónica Tve que define los modos de energía

vibracional de todas las especies poliatómicas, el modo de energía electrónica de todas las

especies pesadas y el modo de energía traslacional de los electrones libres.

En lo que sigue se presentarán y discutirán brevemente las ecuaciones y términos que

componen el sistema empleado siguiendo principalmente los trabajos de Gnoffo [56] y

Grasso et al. [61].
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2.2 Ecuaciones de conservación

2.2.1 Conservación de la masa

Considérese un sistema de coordenadas euleriano definido por
{
(x,t) ∈ (Rd,0+)

}
donde

d denota la dimensión espacial del sistema, x = (x1, . . . , xd) es el vector de coordenadas

espaciales y donde t denota la coordenada temporal. Debe entenderse en lo que sigue que

∇ representa al operador gradiente definido en la forma usual. Dadas estas definiciones la

ecuación que gobierna la conservación de la masa para la especie s de una mezcla de ne

gases puede escribirse como:

∂ρs

∂t
+ ∇ · ρsvs = ω̇s, s = 1,2, . . . ,ne (2.1)

donde ρs y vs denotan la densidad y el vector velocidad propio de la especie s respectiva-

mente. Mientras que los términos a la izquierda de (2.1) representan la derivada convectiva

de la densidad parcial ρs de la especie s, el término ω̇s denota la tasa de producción de

masa por unidad de volumen debida a las reacciones químicas. Este último término es

evaluado según el modelo de cinética química considerado que es discutido en la Sección

2.6.

Sea ahora la definición de la velocidad de difusión vD
s de la especie s dada por:

vD
s = vs − v (2.2)

donde v es la velocidad promediada de la mezcla de gases dada por:

v =
ne∑

s=1

csvs (2.3)

en donde,

cs =
ρs

ρ
(2.4)

denota la fracción másica de la especie s, en la cual ρ denota la densidad total de la mezcla

y se encuentra dada por:

ρ =
ne∑

s=1

ρs (2.5)

Despejando vs de (2.2) e introduciendo en (2.1) se obtiene la ecuación de conservación
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de masa escrita en términos de la velocidad promedio de la mezcla:

∂ρs

∂t
+ ∇ · ρsv = −∇ · Js + ω̇s (2.6)

donde,

Js = ρsv
D
s (2.7)

es el denominado flujo de difusión de masa, cuya modelización se discute en la Sección 2.4.

La ecuación de conservación de la masa total de la mezcla se escribe como la sumatoria

de las ne ecuaciones (2.1). Debido a que por la ley de conservación de la masa la sumatoria

sobre las tasas de cambio por las reacciones químicas es nula y utilizando la definición de

la velocidad de difusión se obtiene:

∂ρ

∂t
+ ∇ · ρv = 0 (2.8)

Existen dos métodos principales de escribir la conservación de masa de las especies

[126]. El primer método emplea las ne ecuaciones (2.1) de conservación de cada una de

las especies. En el segundo método, se utiliza la ecuación de conservación de la densidad

global de la mezcla (2.8), y en el cuál una de las ecuaciones de conservación de las especies

es eliminada del sistema. En este último método la densidad parcial de la especie eliminada

es obtenida substrayendo de la densidad global la sumatoria de la densidad de las restantes

especies. Si el primer método es utilizado, debe asegurarse que la sumatoria de los flujos de

difusión de masa sobre todas las especies sea nulo. De otra forma puede ocurrir que exista

creación (o destrucción) de masa en el dominio del problema. Por otro lado, en el segundo

método, los errores numéricos asociados a la densidad parcial de cada especie se acumulan

en la especie eliminada del sistema. De esta forma los errores acumulados deben ser mucho

menores en magnitud que la densidad parcial de la especie eliminada. Esto es, la especie

que corresponde a la ecuación de conservación que es eliminada del sistema, debe ser una

especie dominante. Debido a que la definición de una especie dominante es dependiente de

las condiciones del problema considerado [126], se ha optado por implementar únicamente

el primer método, teniendo en cuenta la condición mencionada en la modelización de los

flujos de difusión de masa.

2.2.2 Conservación de la cantidad de movimiento

En forma rigurosa debe escribirse una ecuación de conservación de movimiento para

cada una de las especies [75]. Esta estrategia no obstante representaría tiempos de cómputo
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prohibitivos especialmente en el cálculo de flujos multidimensionales con un bajo, sino

nulo, aumento de la precisión en la descripción global del flujo, especialmente en los casos

que serán tratados. Se asume por lo tanto una única ecuación (vectorial) de movimiento

para toda la mezcla, donde implícitamente se asume que las velocidades de cada una de

las especies son del orden de la velocidad promedio de la mezcla. Considerando un flujo

parcialmente ionizado, en donde se acepta la ausencia de corriente neta, la ecuación de

conservación de movimiento de la mezcla de gases no difiere de la forma usual de las

ecuaciones de Navier-Stokes:

∂ρv
∂t

+ ∇ · ρv ⊗ vT + ∇ · pId = ∇ · τ (2.9)

Mientras que los dos primeros términos a la izquierda de (2.9) representan la derivada

convectiva del momento de la mezcla, el tercer término representa el cambio de movimien-

to debido al gradiente de la presión p. El término a la derecha representa el cambio de

movimiento debido al tensor de tensiones viscosas τ . Las d × d componentes τij de este

tensor se obtienen asumiendo un fluido newtoniano mediante:

τij = µ

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
+(λ∇ · v) δij (2.10)

donde vi denota la componente del vector velocidad de la mezcla v en la dirección xi.

Los coeficientes de viscosidad µ y de compresión λ se encuentran relacionados a través

de la hipótesis de Stokes que asume que la suma de las tensiones viscosas normales τii es

nula, lo que implica la relación:

3λ + 2µ = 0 (2.11)

Reemplazando (2.11) en (2.10) se tiene finalmente:

τij = µ

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

− 2
3

δij∇ · v

)
(2.12)

En la forma general el coeficiente de viscosidad es una función dependiente tanto del

estado termodinámico como de la composición química del gas. La modelización física de

este término es tratada en la Sección 2.4.
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2.2.3 Conservación de la energía total

Sea ahora la energía total por unidad de volumen de la mezcla E dada como la suma

de la energía interna ǫ y la energía cinética por unidad de volumen de la mezcla:

E = ǫ + ρ
‖v‖2

2
(2.13)

La energía interna de la mezcla ǫ se encuentra dada por:

ǫ =
ne∑

s=1

ρsεs (2.14)

en donde εs denota la energía interna específica (por unidad de masa) de la especie s.

Dadas estas definiciones, la ecuación de conservación de la energía total se escribe como:

∂E

∂t
+ ∇ ·(E + p) v = ∇ ·(τ · v) − ∇ · qT − ∇ · qD (2.15)

El término ∇ ·(τ · v) en (2.15) representa el calor producido por las fuerzas viscosas,

en tanto que el término ∇ · qT representa la sumatoria de la conducción de calor térmica

total, la cual para el modelo de dos temperaturas se encuentra dada por:

qT = −(κtr∇T + κve∇Tve) (2.16)

donde κtr y κve son los coeficientes de conducción térmica para los modos traslacional-

rotacional y vibracional-electrónico respectivamente cuya modelización se trata en la Sec-

ción 2.4.

El término ∇ · qD remite a la conducción de calor producida por la difusión de las

especies y se encuentra dado por:

qD =
ne∑

s=1

Jshs (2.17)

donde hs denota la entalpía específica de la especie s.

2.2.4 Conservación de la energía vibracional-electrónica

La energía vibracional-electrónica por unidad de volumen de la mezcla ǫve se define

mediante:

ǫve =
ne∑

s=1

ρsεve,s (2.18)
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donde εve,s es la energía interna de los modos vibracional-electrónico por unidad de masa

de la especie s que se describe en la Sección 2.3. La ecuación que expresa la conservación

de la energía vibracional-electronica se encuentra dada por:

∂ǫve

∂t
+ ∇ · ǫvev = −pe∇ · v −

(
∇ · qT

ve + ∇ · qD
ve

)
+ Ωv−tr + Ωel−tr + Ωv−dis (2.19)

El primer término a la derecha de (2.19) denota el trabajo realizado por la presión parcial

de los electrones libres pe que se encuentra relacionado con el trabajo del campo eléctrico en

gases ionizados. El segundo término representa la conducción de calor debido al gradiente

de la temperatura vibracional-electrónica en donde:

qT
ve = −κve∇Tve (2.20)

El tercer término representa la difusión de la energía vibracional-electrónica por difusión

de las especies donde:

qD
ve =

ne∑

s=1

Jshve,s (2.21)

en la cual hve,s denota la entalpía específica asociada al modo vibracional-electrónico de

la especie s. Finalmente el término Ωv−tr expresa el intercambio de energía entre el modo

vibracional de las especies poliatómicas y el modo traslacional-rotacional de las especies

pesadas. El término Ωel−tr denota el intercambio de energía producido por colisiones elás-

ticas entre los electrones y las especies pesadas, en tanto Ωv−dis representa los cambios en

la energía vibracional debido a la disociación de las especies moleculares. Estos términos

se presentan con más detalle en la Sección 2.5.

2.2.5 Forma vectorial de las ecuaciones de conservación

El sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de conservación de masa de las

especies (2.1), cantidad de movimiento (2.9), energía total (2.15) y energía vibracional-

electrónica (2.19) de la mezcla se presentan ahora en la forma vectorial compacta:

∂u
∂t

+ ∇ ·[F(u) − Fv(u,∇u)] = s(u) (2.22)
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donde el vector de variables conservativa u se define como:

u =




ρs

ρv

E

ǫve




(2.23)

y donde el flujo correspondiente a los términos convectivos, difusivos y los términos fuente

se encuentran dados respectivamente por:

F(u) =




ρsvT

ρv ⊗ vT + pId

(E + p) vT

ǫvevT




, Fv(u,∇u) =




−Js

τ

τ · vT −
(
qT + qD

)

−
(
qT

ve + qD
ve

)




(2.24a)

s(u) =




ω̇s

0d

0

−pe∇ · v + Ωv−tr + Ωv−dis




(2.24b)

2.2.6 Formulación con simetría axial

En este trabajo son de interés flujos que presentan simetría axial, es decir aquellos

para los cuales dado un sistema de coordenadas cilíndrico en donde (x,r,ϕ) denotan las

coordenadas en el sentido axial ,radial y azimutal respectivamente el valor de la derivada
∂

∂ϕ
es idénticamente nula para cualquier variable de interés. Más aún, en los problemas

tratados se asume que la velocidad en la dirección azimutal vϕ es también idénticamente

nula en todo el dominio. Los casos con simetría axial pueden entonces ser tratados como

problemas bidimensionales en donde los flujos convectivos y difusivos son formalmente

similares a los dados por la Eq. (2.24) a excepción de la divergencia de la velocidad presente

en la formulación del tensor de tensiones viscosas (2.10) la cuál se modifica según [170]:

(∇ · v)axi =
∂vx

∂x
+

1
r

∂rvr

∂r
(2.25)
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donde se utiliza la correspondencia x = x1, r = x2 de acuerdo a la notación introducida

anteriormente. La condición de simetría axial adiciona además al lado derecho de (2.22)

un término fuente que se encuentra dado por:

saxi = sc + sd = −vr

r




ρs

ρv

E + p

ǫve




+
1
r




−Js,r

τxr

τrr − τϕϕ

τxrvx + τrrvr −
(
qT

r + qD
r

)

−
(
qT

ve,r + qD
ve,r

)




(2.26)

en donde,

τϕϕ = −2
3

µ

(
∂vx

∂x
+

∂vr

∂r
− 2

vr

r

)
(2.27)

2.3 Propiedades termodinámicas

2.3.1 Ecuación de estado

Para la obtención de la ecuación de estado de la mezcla de gases se asume que cada

especie satisface la ecuación de estado de los gases perfectos. Es decir, la presión parcial

de la especie ps se encuentra dada por:

ps =
R
Ms

ρsTs (2.28)

donde R es la constante universal de los gases ideales, Ms es la masa molar de la especie s, y

donde Ts es la temperatura traslacional de la especie s, dado que únicamente este modo de

energía contribuye a la presión [158]. Considerando que en el modelo de dos temperaturas,

la temperatura del modo traslacional de los electrones libres se encuentra en equilibrio a

la temperatura vibracional-electrónica, se obtiene la presión total de la mezcla aplicando

la ley de Dalton según:

p =
ne∑

s=1

ps = R

∑

s 6=e

ρs

Ms
T +

ρe

Me
Tve


 (2.29)
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2.3.2 Energía interna de la mezcla

La energía interna por unidad de volumen de la mezcla de gases ǫ se encuentra dada

por:

ǫ =
ne∑

s=1

ρsεs (2.30)

De acuerdo a la separación de los modos de energía, la energía interna por unidad de

masa εs de cada especie se encuentra dada por:

εs = εt,s + εro,s + εv,s + εel,s + h0
s (2.31)

donde εt,s, εro,s, εv,s y εel,s representan las energías internas específicas asociadas a los modos

traslacional, rotacional, vibracional y electrónico respectivamente y donde h0
s es la entalpía

de formación de la especie s a la temperatura de referencia Tref = 0K.

2.3.3 Energía traslacional y rotacional

Se asume que tanto el modo de energía traslacional como el modo de energía rotacional

se encuentran totalmente excitados. Luego la energía del modo traslacional-rotacional de

cada especie pesada se encuentra dada por [158]:

εtr,s = εt,s + εro,s =
(
ct

v,s + cro
v,s

)
T (2.32)

en donde el calor específico a volumen constante del modo de energía traslacional se en-

cuentra dado por:

ct
v,s =





3
2

R
Ms

si s es especie pesada

0 si s es electrón
(2.33)

y el calor específico del modo rotacional asumiendo un modelo de rotación rígida se obtiene

de:

cro
v,s =





R
Ms

si s es especie poliatómica

0 si s es especie monoatómica o electrón
(2.34)

2.3.4 Energía vibracional y electrónica

La energía específica de vibración de las especies poliatómicas (moléculas) se deriva

asumiendo que los estados de vibración cuánticos satisfacen una distribución de Maxwell-

Boltzmann y que la molécula se comporta como un oscilador armónico. Se encuentra dada
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para una especie poliatómica por [158]:

εv,s =





R
Ms

θv,s

exp(θv,s/Tve)−1
si s es especie poliatómica

0 si s es especie atómica o electrón
(2.35)

donde θv,s es la denominada temperatura característica de vibración. Es de utilidad derivar

además el calor específico a volumen constante correspondiente a este modo el cual se

encuentra dado por:

cv
v,s =





R
Ms

(
θv,s

Tve

)2
1

[exp(θv,s/Tve)−1]2
si s es especie poliatómica

0 si s es especie atómica o electrón
(2.36)

La energía electronica εel,s asociada a los electrones ligados de las especies pesadas es

modelada según [61, 91, 126]:

εel,s =
R
Ms

imax∑
i=1

gi,sθ
el
i,s exp

(
−θel

i,s/Tve

)

imax∑
i=1

gi,s exp
(
−θel

i,s/Tve

) (2.37)

donde gi,s representa la degeneración del estado cuántico i. Nótese que la sumatoria que

originalmente es infinita, se trunca hasta el nivel de energía imax. Este truncamiento se

considera adecuado ya que la contribución de los niveles más elevados, y donde el modelo

pierde precisión, es despreciable [91]. Los valores de las temperaturas características y

degeneración de los niveles electrónicos considerados son extraídos de [67] y reproducidos

en la Tabla A.2 del Apéndice.

Luego se deriva el calor específico a volumen constante del modo de energía electrónico

mediante:

εel,s =
R

MsT 2
ve





imax∑
i=1

gi,s

(
θel

i,s

)2
exp

(
−θel

i,s/Tve

)

imax∑
i=1

gi,s exp
(
−θel

i,s/Tve

) −




imax∑
i=1

gi,sθ
el
i,s exp

(
−θel

i,s/Tve

)

imax∑
i=1

gi,s exp
(
−θel

i,s/Tve

)




2




(2.38)

En el caso de los electrones libres, la energía vibracional-electrónica corresponde a la

energía traslacional evaluada a la temperatura vibracional-electrónica:

εel,e = ct
v,eTve =

3
2

R
Me

Tve (2.39)
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Finalmente entonces, la energía vibracional-electrónica está dada por:

εve,s =





εv,s + εel,s si s es especie pesada

ct
v,eTve si s es electrón

(2.40)

y el calor específico a volumen constante correspondiente es:

cve
v,s =





cv
v,s + cel

v,s si s es especie pesada

ct
v,e si s es electrón

(2.41)

2.3.5 Entalpías específicas

La entalpía específica de la mezcla puede ser escrita como:

h =
ne∑

s=1

cshs (2.42)

En el modelo de dos temperaturas la entalpía de la especie s se escribe como la suma

de las entalpías de los modos traslacional-rotacional htr,s y vibracional-electrónico hve,s:

hs = htr,s(T) + hve,s(Tve) + h0
s (2.43)

donde,

htr,s =





εtr + R
Ms

T para s 6= e

0 para s = e
(2.44)

hve,s =





εve,s para s 6= e

εve,e + R
Ms

Tve para s = e
(2.45)

2.4 Propiedades de transporte

A temperaturas sobre el orden de los 1000K la comúnmente empleada fórmula de Sut-

herland para el cálculo de la viscosidad en el aire pierde validezfde es siendo necesario

recurrir a modelos más elaborados para la obtención de los coeficientes de transporte.

Existen dos aspectos principales en el modelado de las propiedades de transporte: por un

lado las propiedades referidas a cada una de las especies y por otro lado, las propiedades

19



de la mezcla de gases. El cómputo de la viscosidad de especies puras depende del tipo

de especie considerado. Las fuerzas intermoleculares de corto alcance (valencia y fuerzas

químicas) son predominantes en la interacción de especies neutras, especialmente a altas

temperaturas. En el caso de especies ionizadas éstas son influenciadas además por fuer-

zas de largo alcance (electrostáticas). Además, el apantallamiento eléctrico producido por

los electrones libres tiene una gran influencia sobre las secciones eficaces de interacción.

Por lo tanto, la viscosidad de las especies ionizadas se considera una función tanto de la

temperatura como de la densidad de electrones libres.

La viscosidad de una mezcla de gases puede ser obtenida mediante la solución de la

ecuación de Boltzmann. Con este fin se utiliza la denominada expansión polinomial de

Sonine [158]. La determinación de los coeficientes de esta expansión requiere de la solución

de un sistema de ecuaciones igual al número de especies presente en la mezcla. Debido al

costo computacional que esto representa, es que se han propuesto métodos simplificados

para aproximar el cálculo de la viscosidad en mezcla de gases [10, 66, 165]. En [122] se

realiza una comparación en donde se discute la precisión de estos métodos aproximados en

comparación con la solución exacta dada por la expansión de Sonine para el cómputo de

la viscosidad de aire con 11 especies para el rango de temperaturas entre 200 K y 20000

K. En este trabajo se utiliza el método de cálculo de propiedades de transporte descrito

en Gupta [66].

2.4.1 Modelo de viscosidad y conductividad térmica de Gupta

La regla de mezcla introducida por Gupta es una simplificación de la expansión de

Chapman-Enskog de primer orden utilizada para calcular las propiedades de transporte

a partir de las integrales de colisión [169]. Esta regla es extendida a una mezcla de ga-

ses en desequilibrio termodinámico, evaluando las correspondientes integrales de colisión

a distintas temperaturas de control. Para las colisiones que sólo involucran especies pesa-

das la temperatura de control corresponde a la temperatura traslacional-rotacional. Para

colisiones que involucran electrones libres, la temperatura de control corresponde a la tem-

peratura vibracional-electrónica. De esta forma el coeficiente de viscosidad de la mezcla es

obtenido mediante:

µ =
∑

s 6=e

msγs
∑
r 6=e

γr∆
(2)
sr (T ) + γe∆

(2)
se (Tve)

+
meγe

∑
r

γr∆
(2)
sr (Tve)

(2.46)
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donde,

γs =
cs

Ms
(2.47)

es el número de moles de la especie s por unidad de masa de la mezcla y donde

ms =
Ms

NA
(2.48)

es la masa de una molécula o átomo de cada especie, siendo NA la constante de Avogadro.

El coeficiente de conductividad térmica del modo traslacional para las partículas pesa-

das se encuentra dado por:

κt =
15
4

kB

∑

s 6=e

γs
∑
r 6=e

asrγr∆
(2)
sr (T ) + 3.54γe∆

(1)
se (Tve)

(2.49)

donde kB denota la constante de Boltzmann y donde,

asr = 1 +
[1 −(ms/mr)][0.45 − 2.54(ms/mr)]

[1 +(ms/mr)]
2 (2.50)

La expresión para la conductividad térmica del modo completamente excitado rotacio-

nal se encuentra dada por:

κro = kB

∑

s 6=e

γs
∑
r 6=e

γr∆
(1)
sr (T ) + γe∆

(1)
se (Tve)

(2.51)

Luego, el coeficiente de conductividad traslacional-rotacional se obtiene a partir de la

suma:

κtr = κt + κro (2.52)

La contribución a la conductividad térmica debida a los modos vibracional y electrónico

se encuentra dada por:

κve =
kB

R
∑

s 6=e

γsc
ve
v,s

∑
r 6=e

γr∆
(1)
sr (T ) + γe∆

(1)
se (Tve)

+
15
4

kB
γe

∑
r

1.45γr∆
(2)
sr (Tve)

(2.53)

donde el primer término a la derecha de la anterior expresión denota la contribución de

los modos vibracional-electrónico de las especies pesadas, mientras que el segundo término

corresponde a la contribución de los electrones libres.

Los términos de colisión introducidos en las anteriores expresiones son evaluados me-
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diante:

∆(1)
sr (T ) =

8
3

[
2

πRT

MsMr

(Ms + Mr)

] 1
2

10−20πΩ̄(1,1)
sr (2.54)

∆(2)
sr (T ) =

16
5

[
2

πRT

MsMr

(Ms + Mr)

] 1
2

10−20πΩ̄(2,2)
sr (2.55)

en la cual la constante 10−20 se introduce para convertir a metros cuadrados las unidades

de las integrales de colisión cuya unidad estándar son armstrongs cuadrados (Å2).

Las integrales de colisión Ω̄(1,1)
sr y Ω̄(2,2)

sr son evaluadas usando las curvas de ajuste de

datos experimentales tabulados en [66], y reproducidos en las Tablas A.3 y A.4 del Apéndice

dadas por la expresión:

πΩ̄(1,1)
sr = exp

(
D

Ω̄
(1,1)
sr

)
T

[
A

Ω̄
(1,1)
sr

(ln T )2+B
Ω̄

(1,1)
sr

ln T +C
Ω̄

(1,1)
sr

]
(2.56)

πΩ̄(2,2)
sr = exp

(
D

Ω̄
(2,2)
sr

)
T

[
A

Ω̄
(2,2)
sr

(ln T )2+B
Ω̄

(2,2)
sr

ln T +C
Ω̄

(2,2)
sr

]
(2.57)

Para las colisiones electrón–ión, ión–ión y electrón–electrón, los valores tabulados brin-

dan la integrales de colisión evaluadas a una presión electrónica dada por

pe = pem = 0.0975
(

T

103

)4

(2.58)

Las integrales de colisión a otros valores de presión electrónica son obtenidos mediante

la expresión:

πΩ̄(l,m)
sr (pe)

πΩ̄(l,m)
sr (pem)

=
1
2

ln


2.09 × 10−2


 T

1000p
1/4
e,atm

4

+ 1.52


 T

1000p
1/4
e,atm




8/3

 (2.59)

en donde pe,atm es la presión electrónica expresada en atmósferas.

2.4.2 Difusión de masa

El flujo de masa por difusión Js de la especie s que se introdujo en la ecuación de

conservación de masa de las especies (2.7) es modelado ignorando la difusión debida a gra-

dientes térmicos y de presión usualmente despreciables en problemas aerotermodinámicos

22



[126] mediante la ley de difusión de Fick:

Js = −ρDs∇cs (2.60)

Esta expresión es obtenida a partir de considerar la extensión de la ley de difusión de Fick

para un sistema binario a sistemas multiespecies, introduciendo el denominado coeficiente

efectivo de difusión Ds [122]. El coeficiente de difusión efectivo Ds es obtenido a partir de

[56]:

Ds =
Ms

(∑
r

γr

)2

(1 − Msγs)
∑
r 6=s

(γr/Dsr)
(2.61)

donde el coeficiente de difusión binaria Dsr es evaluado mediante [56]:

Dsr(T ) =
kBT

pΩ̄(1,1)
sr (T )

(2.62)

Esta última expresión se evalúa a la temperatura traslacional-rotacional T para in-

teracciones entre partículas pesadas y a la temperatura vibracional-electrónica Tve para

interacciones que involucren electrones.

En [145] se introduce la siguiente modificación consistente de los flujos de difusión para

forzar la satisfacción de nulidad de la suma de estos y evitar tal como se discutió en la

Sección 2.2.1 la creación o destrucción de masa en la mezcla global:

Js = −ρDs∇cs + cs

∑

r 6=e

ρDr∇cs (2.63)

La difusión de los iones y electrones se encuentra relacionada a través del campo eléc-

trico inducido por la presencia del gradiente de presión electrónica [131]. En un gas par-

cialmente ionizado donde la corriente neta es nula, este efecto es modelado mediante la

modificación del coeficiente de difusión efectiva para los electrones De utilizando la aproxi-

mación de difusión ambipolar propuesta en [56] en el cual el coeficiente de difusión efectivo

de los iones es reemplazado por el coeficiente de difusión ambipolar Da
s=ión dado por:

Da
s=ión = 2Ds=ión (2.64)

Dentro de esta aproximación, el coeficiente de difusión efectiva de los electrones De es

obtenido igualando la velocidad de difusión de los electrones con la velocidad de difusión
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de los iones. Esto es equivalente a la relación:

De = Me

∑
s=iones

Da
sγs

∑
s=iones

Msγs

(2.65)

2.5 Modelos de relajación

2.5.1 Intercambio de energía vibracional-traslacional

El intercambio de energía entre el modo vibracional de las especies poliatómicas y los

modos traslacional-rotacional de las partículas pesadas es evaluado de acuerdo al modelo

de Landau y Teller [158]:

Ωv−tr =
∑

s=mol.

ρs
εv,s(T) − εv,s(Tve)

τs
(2.66)

donde τs representa el tiempo promedio molar de relajación del intercambio de energía

dado por:

τs =

∑
r 6=e

xr

∑
r 6=e

xr

τsr

(2.67)

en donde xr denota la fracción molar de la especie r. El tiempo de relajación interespecies

τsr es obtenido mediante la expresión semi-empírica introducida por Millikan y White

[104], válida para un rango de temperaturas entre 300K y 9000K:

τMW
sr =

101325
p

exp
[
0.0016µ1/2

sr θ4/3
v,s

(
T −1/3 − 0.015µ1/4

sr

)]
(2.68)

donde la masa molar reducida µsr expresada en (kg/kmol) se encuentra dada por:

µsr = 1000
MsMr

Ms + Mr
(2.69)

A temperaturas suficientemente elevadas (& 8000K) el modelo de Millikan y White

subestima el tiempo de relajación inter-especie debido a que en estas condiciones sobre-

estima la sección eficaz de las colisiones. Park [125] propone introducir una corrección en

la forma:

τs = τMW
s + τP

s (2.70)
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donde τMW
s es el tiempo de relajación molar utilizando el modelo de Millikan y White para

la relajación interespecie y donde el tiempo de relajación adicional de Park τP
s se encuentra

dado por:

τP
s =

1
σsūsns

(2.71)

donde ns es la densidad numérica, ūs es la velocidad promedio molecular de las especies

dada por:

ūs =

√
8RT

πMs
(2.72)

y donde σs es la sección eficaz de colisión límite, que se evalúa mediante [125]:

σs = 10−21
(50000

T

)2

(2.73)

Tal como es sugerido por [56] el término de energía vibracional puede ser simplificado

asumiendo las siguientes aproximaciones:

εv,s(T) − εv,s(Tve) ≈ cv
v,s(T − Tve) (2.74)

∑

s=mol.

ρsc
v
v,s

τs
≈

∑
s=mol.

ρsc
v
v,s

τ̄v
(2.75)

en donde

τ̄v =

∑
s=mol.

ρs/Ms

∑
s=mol.

ρs/(Msτs)
(2.76)

con lo que finalmente el término de relajación traslacional-vibracional se obtiene mediante:

Ωv−tr =

∑
s=mol.

ρsc
v
v,s

τ̄v

(T − Tve) (2.77)

2.5.2 Intercambio de energía electrónica-traslacional

La transferencia de energía entre las partículas pesadas y los electrones libres por

colisiones es evaluada mediante la expresión derivada por Appleton y Bray [9]:

Ωel−tr = 3Rρe(T − Tve)

√
8RTve

πMe

∑

j 6=e

ρjNA
M2

j

σej (2.78)
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donde σej es la sección eficaz de la interacción electrón-partícula. Este valor es asumi-

do constante e igual a 10−20m2 para colisiones electrón-particula neutra. En el caso de

interacciones electrón-ión la sección eficaz se obtiene de [9, 40]:

σe,iones =
8π

27
e4

k2
BT 2

ve

ln

(
1 +

9k3
BT 3

ve

4πnee6

)
(2.79)

donde e representa la carga eléctrica elemental, ne la densidad electrónica y kB la constante

de Boltzmann evaluadas en unidades CGS.

2.5.3 Cambio de la energía vibracional-electrónica por reacciones químicas

Cuando una molécula se disocia su energía vibracional se pierde y al contrario, en

reacciones de recombinación cierta energía es transferida al modo vibracional de la molé-

cula formada. Estos dos efectos deben ser considerados en el término fuente de la energía

vibracional-electrónica. En este trabajo se emplea el modelo no preferencial, donde la can-

tidad de energía transferida en reacciones de disociación o recombinación se encuentra

dada por:

Ωv,dis =
∑

s=mol.

ω̇sεve,s (2.80)

Esta aproximación implica que las moléculas que se disocian generalmente se encuen-

tran en un estado vibracional superior al promedio, pero que necesariamente no precisa

ser del orden de magnitud de la energía de disociación [56].

2.6 Modelo de cinética química

La modelización de los procesos de cinética química requiere en primera instancia la

determinación de un conjunto de nrea reacciones químicas elementales para las ne especies

consideradas en el modelo. Estas reacciones pueden escribirse en la forma genérica:

ne∑

s=1

νf
sr[X]s ⇆

ne∑

s=1

νb
sr[X]s , r = 1, . . . , nrea (2.81)

donde [X]s denota el símbolo químico de la especie s y donde νf
sr y νb

sr representan los

denominados coeficientes estequiométricos molares de los reactantes y productos respecti-

vamente, correspondientes a la especie s en la reacción r.

Dada entonces una reacción química r escrita en la forma (2.81), la tasa de cambio ω̇s,r
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de la especie s producida por ésta se escribe en la forma general:

ω̇s,r = Ms

(
νb

sr − νf
sr

)

kf,r

ne∏

i=1

(
ρi

Mi

)νf
ir − kb,r

ne∏

i=1

(
ρi

Mi

)νb
ir


 (2.82)

en donde kf,r y kb,r son los denominados coeficientes de velocidad de reacción en el sentido

directo e inverso de la misma.

En el caso mas general de reacciones donde participan especies catalíticas, la tasa de

cambio debe evaluarse a partir de:

ω̇s,r = Ξr

(
νb

sr − νf
sr

)

kf,r

ne∏

i=1

(
ρi

Mi

)νf
ir − kb,r

ne∏

i=1

(
ρi

Mi

)νb
ir


 (2.83)

donde Ξr representa la contribución de las especies catalíticas para las reacciones de diso-

ciación o recombinación r:

Ξr =
ne∑

s=1

ξr,s
ρs

Ms

(2.84)

y en donde ξr,s es la eficiencia catalítica de la especie s en la reacción r. De esta forma cual-

quier especie puede ser incluida (o excluída) como catalítica en la reacción estableciendo

el correspondiente valor de ξr,s.

Realizando la sumatoria de la Ec. (2.83) sobre todas las reacciones se obtiene entonces

la expresión de la tasa de cambio de masa por unidad de volumen de la especie s debido

a las reacciones químicas ω̇s:

ω̇s = Ms

nrea∑

r=1

Ξr

(
νb

sr − νf
sr

)

kf,r

ne∏

i=1

(
ρi

Mi

)νf
ir − kb,r

ne∏

i=1

(
ρi

Mi

)νb
ir


 (2.85)

2.6.1 Coeficientes de velocidad de reacción

El coeficiente de reacción directa kf,r introducido en (2.83) es evaluado a través de la

correlación experimental conocida como ecuación de Arrhenius:

kf,r(Tf,r) = Cf,rT
Nf,r

f,r exp(−Θf,r/Tf,r) (2.86)

donde Tf,r es la denominada temperatura de control de la reacción r en el sentido directo.

Los parámetros Cf,r, Nf,r y la temperatura de activación Θf,r son determinados experi-

mentalmente para cada reacción considerada dentro del modelo cinético. Particularmente,

la temperatura de activación Θf,r representa el nivel de energía que debe ser alcanzado
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para la activación de la correspondiente reacción.

La ecuación de Arrhenius puede ser definida en forma análoga para el caso del coefi-

ciente de reacción en el sentido inverso kb,r. No obstante a menudo es difícil determinar

con precisión los parámetros de ambas tasas de reacción en forma experimental. Es por

ello que se recurre a la ecuación de Arrhenius para la dirección directa y luego se utiliza

la relación en las condiciones de equilibrio químico que existe entre ambas tasas dada por:

Keq,r(T ) =
kf,r(T )
kb,r(T )

(2.87)

donde Keq,r es la denominada constante de equilibrio de la reacción r, la cual puede ser

establecida mediante métodos analíticos, reduciendo por lo tanto las incertezas en el mo-

delo.

En el modelo cinético del aire de Park [126] se utiliza el siguiente polinomio de ajuste

de los valores de la constante de equilibrio analíticos obtenidos utilizando métodos de

mecánica estadística:

Keq,r(T ) = exp
[
A1,r

Z
+ A2,r + A3,r ln Z + A4,rZ + A5,rZ

2
]

, Z = 10000/T (2.88)

Por otra parte en el modelo cinético de Gupta [66] y utilizando similar metodología se

propone la curva de ajuste:

Keq,r(T ) = exp
[
ArZ

5 + BrZ
4 + CrZ

3 + DrZ
2 + ErZ + Fr

]
, Z = ln(10000/T )

(2.89)

2.6.2 Acoplamiento cinético-termodinámico

Los modos de energía en desequilibrio termodinámico modifican los procesos de cinética

química haciendo necesaria la modelización de este efecto en la obtención de las velocida-

des de reacción. En particular, en el modelo conocido como de disociación preferencial, se

considera que las moléculas que se encuentra más excitadas en el modo vibracional pre-

sentan preferencia a la disociación. No obstante en condiciones de alta energía, y debido

que las móleculas a cualquier nivel vibracional pueden presentar tendencia a disociarse, un

modelo de disociación no preferencial es considerado una mejor aproximación. Basado en

datos experimentales de las velocidades de reacción Park [126] modela el acomplamiento

cinético-termodinámico mediante la evaluación de las velocidades de reacción a una tempe-

ratura de control de acuerdo al tipo de reacción considerada. En este modelo, por ejemplo,

para las reacciones de disociación los coeficientes de velocidad de la reacción en el sentido
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directo son evaluados a una temperatura Tf dada en forma general por:

Tf = T aT a−1
ve (2.90)

donde un valor de a entre 0.5 y 0.7 es sugerido. Esta expresión es empírica y brinda

resultados que presentan buena concordancia con datos experimentales del flujo de energía

por radiación [124] obtenidos a partir de la solución numérica del campo de movimiento.

Modelos más sofisticados del acoplamiento vibracional-cinético que no son tratados en este

trabajo, lo constituyen por ejemplo el modelo de Treanor–Marrone [97] o de Knab [84].

Una excelente revisión de estos y otros modelos lo constituye el trabajo de [117].

2.6.3 Modelo cinético del aire

En este trabajo se tratarán problemas de reentrada atmosférica terrestre en donde el

gas considerado es aire. A temperatura ambiente el aire puede ser asumido como un gas

compuesto únicamente por un 79 % de nitrógeno N2 y un 21 % de oxígeno O2 en volumen,

ignorando otros componentes menores. A condiciones de presión estándar, el oxígeno es la

primer molécula que comienza a disociarse en el rango de temperaturas 2000-4000 K. En

la reacción entre N2 y oxígeno atómico O, resulta el óxido nítrico NO el cual comienza a

aparecer a temperaturas mayores a 2000 K. A alrededor de 4000 K comienza a formarse

el ion NO+ y para temperaturas mayores a 6000 K, O+ y N+. Condiciones de presión

menores a la atmosférica reducen los niveles de temperatura de disociación, por ejemplo

el oxígeno se encuentra completamente disociado a 3000 K a una presión de 100 Pa y a

5000 K a 10000 Pa. En cualquier caso dependiendo del rango de presiones y temperatu-

ras alcanzados en el dominio del problema se pueden considerar tres tipos principales de

modelos cinéticos para el aire. El primero, en el cual no se considera ionización comprende

el modelo de 5 especies: {N,O,N2,NO,O2}. El segundo considera sólo la ionización del NO

con lo que se obtiene un modelo de 7 especies:
{
N,O,N2,NO,O2, NO+,e−

}
. En el modelo

más completo cuando se consideran condiciones de aire parcialmente ionizado se utiliza un

conjunto de 11 especies:
{

N,O,N2,NO,O2, N+,O+,N2
+,NO+,O2

+,e−
}

[126]. En este trabajo

el caso más general tratado corresponde al modelo de 7 especies. Dentro de este modelo,

se considera un conjunto de 6 reacciones que comprenden reacciones de disociación de las

moléculas por colisión, reacciones de Zeldovich que son responsables de la producción de

NO y una reacción de ionización por asociación de nitrógeno y oxígeno atómico tal como se

esquematiza en la Tabla 2.1, y en la cual M corresponde a cualquier especie de la mezcla.

Se han utilizado dos conjuntos de parámetros del modelo cinético para la obtención

29



Tabla 2.1: Reacciones químicas. Modelo de aire de 7 especies.

Reacciones de disociación térmica

O2 + M −−⇀↽−− O + O + M
N2 + M −−⇀↽−− N + N + M
NO + M −−⇀↽−− N + O + M

Reacciones de intercambio de NO (Zeldovich)

O2 + N −−⇀↽−− NO + O
N2 + O −−⇀↽−− NO + N

Reacción de ionización asociativa

N + O −−⇀↽−− NO+ + e–

de las velocidades de reacción y la definición de la temperatura de control. El primer

modelo corresponde al de Park [126, 127, 128] cuyos parámetros se presentan en la Sección

A.4.1 del Apéndice. El segundo modelo corresponde al de Gupta [66], cuyos parámetros se

presentan en la Sección A.4.2 del Apéndice.
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CAPÍTULO 3

DISCRETIZACIÓN NUMÉRICA

3.1 Introducción

En este capítulo se presenta la metodología empleada en la discretización numérica del

sistema de ecuaciones introducido en el capítulo anterior. La discusión comienza con la

formulación general de la discretización espacial del sistema que es obtenida mediante el

método de volúmenes finitos. Se discute luego la elección del método de evaluación numé-

rica de los flujos convectivos y flujos difusivos, así como el procedimiento de obtención de

segundo orden espacial, todo ello en el marco de un esquema general que es transparente a

la topología de los elementos de la malla. La integración temporal del sistema es realizada

mediante una metodología totalmente implícita orientada principalmente a la obtención

de soluciones de tipo estacionario. Se discute a su vez la solución del sistema lineal de

ecuaciones, resultante en cada paso de tiempo, mediante métodos de tipo iterativo y la ob-

tención de la matriz jacobiana del sistema linealizado. Finalmente se brindan detalles sobre

la implementación de las condiciones de borde en el marco de un esquema de volúmenes

finitos centrado en las celdas.

3.2 Discretización en volúmenes finitos

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales presentado en el capítulo anterior puede

ser escrito tal como ya se ha visto como un sistema no lineal de convección-difusión-reacción

en la forma general:

∂u
∂t

+
d∑

i=1

∂fi(u)
∂xi

−
d∑

i=1

∂f v
i (u, ∇u)

∂xi

= s(u, ∇u) (3.1)
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donde t ∈ R
+
0 denota el tiempo y donde x = (x1, . . . , xd)T ∈ R

d representa las coordenadas

de un punto del dominio en un sistema cartesiano en un espacio euclídeo. La función

vectorial u(x,t) ⊂ R
M es el denominado vector de estado. Las componentes del vector

de estado representan magnitudes físicas tales como la masa, el momento o la energía las

cuales se encuentran gobernadas por leyes físicas de conservación. Las funciones vectoriales

fi(u) , f v
i (u, ∇u) y s(u) representan respectivamente los flujos convectivos, flujos difusivos

y términos fuente del sistema.

Sea ahora la forma integral de (3.1) en un dominio Ω ∈ R
d delimitado por un contorno

∂Ω escrita como:

∂

∂t

∫

Ω
udV +

∫

Ω
∇ · F(u) dV =

∫

Ω
∇ · Fv(u, ∇u) dV +

∫

Ω
s(u, ∇u) dV (3.2)

donde F y Fv son matrices cuyas i-ésima columna son las funciones fi y f v
i respectivamente.

Sea entonces una discretización del dominio Ω mediante un conjunto finito de N volú-

menes de control o celdas Ωj no solapadas de forma tal que,

Ω =
N⋃

i=1

Ωj , Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀Ωi,Ωj : i 6= j (3.3)

Asumiendo que las celdas son invariantes con respecto al tiempo se escribe entonces la

forma integral (3.2) en cada celda Ωi como:

∂

∂t

∫

Ωi

udV +
∮

∂Ωi

F(u) · ndA =
∮

∂Ωi

Fv(u, ∇u) · ndA +
∫

Ωi

s(u, ∇u) dV (3.4)

donde ∂Ωi denota el contorno de la celda Ωi.

Se define ahora el valor promedio del vector de estado ūi en cada celda como:

ūi(t) =
1

VΩi

∫

Ωi

u(r,t) dV (3.5)

donde VΩi
denota el volumen de la celda Ωi.

Considerando que las celdas son politopos convexos del espacio euclídeo d-dimensional

(polihedros en 3 dimensiones y polígonos en 2 dimensiones), cuyo contorno consiste en nf

caras planas, y utilizando la definición del valor promedio del vector de estado, la Ec. (3.4)

se escribe como:

VΩi

∂ūi

∂t
+

nf Ωi∑

j=1

∮

∂Ωi,j

F(u) · ndA =
nf Ωi∑

j=1

∮

∂Ωi,j

Fv(u, ∇u) · ndA +
∫

Ωi

s(u, ∇u) dV (3.6)
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Las integrales del flujo en (3.6) son aproximadas mediante una cuadratura gaussiana

mientras que el término fuente es evaluado en el valor promedio, de forma que se obtiene:

VΩi

∂ūi

∂t
+

nf Ωi∑

j=1

|Aij|
nGP∑

k=1

ωk[F(u) − Fv(u, ∇u)]
rk

· nij = VΩi
s(ūi, ∇ūi) (3.7)

donde |Aij| denota el área de la cara que separa las celdas i y j, nij denota el versor

normal a la misma en la dirección saliente de la celda i y donde ωk y rk denotan los pesos

y las coordenadas de los puntos de cuadratura sobre la cara k respectivamente.

Debido a que en este trabajo se tratan únicamente esquemas de precisión espacial de

segundo orden, es suficiente emplear la regla de cuadratura de orden uno, es decir la regla

del punto medio, con lo que finalmente se tiene:

VΩi

∂ūi

∂t
+

nf Ωi∑

j=1

|Aij |[F(u) − Fv(u, ∇u)]
rij

· nij = VΩi
s(ūi, ∇ūi) (3.8)

donde rij denota el centroide de la cara que separa las celdas Ωi y Ωj .

3.2.1 Definición de los volúmenes de control

Existen básicamente dos métodos para la definición de los volúmenes de control. En el

primer método denominado centrado en las celdas, el sistema discreto (3.6) se formula defi-

niendo valores promedio del vector de estado en cada celda de la malla primaria. Las celdas

de la malla primaria, utilizan usualmente una discretización compuesta por triángulos y

cuadriláteros en dominios bidimensionales y tetraedros, prismas, pirámides y hexaedros en

tres dimensiones. A partir de los vértices de la malla primaria es posible definir la discre-

tización en términos de la malla dual donde cada celda de ésta se encuentra asociada con

un vértice de la malla primaria en lo que se conoce como método centrado en los vértices.

La definición de los volúmenes de control puede realizarse de acuerdo a diferentes criterios

siendo el método de la mediana dual uno de los más comúnmente empleados [22]. No existe

aún un consenso en cuál es la mejor estrategia. A manera ilustrativa un esquema centrado

en las celdas brinda un promedio de seis veces más grados de libertad en mallas de tetrae-

dros que en un esquema basado en vértices. Si bien esto sugeriría una mayor precisión del

método centrado en las celdas, el método basado en vértices realiza una evaluación de los

flujos del residuo dos veces mayor en número para una malla de tetraedros lo cual equipa-

raría la primer supuesta desventaja [15]. En este trabajo se utiliza un esquema centrado

en las celdas debido a que se considera que permite una implementación más directa y un
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tratamiento más claro en las condiciones de borde, además de ser el método de elección en

esquemas de flujo hipersónico.

3.3 Discretización de los flujos convectivos

Dada las características particulares que presentan los flujos en el régimen hipersónico,

la selección de una adecuada discretización numérica de los términos convectivos es crucial

tanto para la precisión de la solución obtenida como para la robustez del esquema. Es-

quemas de tipo upwind son especialmente preferidos debido a su capacidad de incorporar

en la discretización numérica la dirección de propagación de la información física del flujo

dadas por las ondas características del problema local de Riemann. Entre los esquemas

upwind se encuentran básicamente dos grandes familias: esquemas de tipo flux difference

splitting (FDS) [70, 120, 134] y esquemas de tipo flux vector splitting (FVS) [93, 143, 153].

Entre los esquemas FDS, el solver de Riemann de Roe [134] goza de una gran popularidad

ya que incorpora información de todas las ondas características, lo que le confiere una alta

precisión en la captura de discontinuidades de contacto y por ende en la resolución de la

capa límite. No obstante, en flujos hipersónicos el esquema de Roe presenta diversas ines-

tabilidades tales como la convergencia a soluciones no físicas en la patología conocida como

carbuncle phenomena [130], o la falta de robustez en expansiones fuertes en donde puede

incurrir en la aparición de densidades negativas [46]. La introducción de viscosidad artifi-

cial mediante técnicas de corrección de entropía (entropy fix) [69] permiten evitar en cierta

medida estas inestabilidades, pero la mayor disipación introducida en zonas sensibles de la

solución como la capa límite, impacta negativamente en el cálculo de propiedades de inte-

rés en flujos hipersónicos tales como la transferencia de calor sobre la pared sólida [83]. Si

bien los esquemas de tipo FVS no presentan estas patologías, introducen mayor disipación

artificial en zonas de altos gradientes, por lo que deben ser modificados en estas regiones

para obtener soluciones de precisión aceptable, mediante técnicas que son dependientes

tanto del problema a resolver como de la geometría de la malla [42].

Basados en el esquema FVS de van Leer [153], Liou y Steffen introdujeron en [93] la

familia de esquemas denominados advection upstream splitting methods (AUSM), los cuales

buscan combinar tanto las ventajas de precisión de los esquemas FDS con la robustez de los

esquemas FVS. Desde su aparición diversas mejoras fueron introducidas en los esquemas

AUSM, las cuales contribuyeron a la eliminación de la aparición del carbuncle phenomena

(AUSM+) [105], la reducción de oscilaciones detrás de ondas de choque y regiones cerca-

nas a la pared y la preservación de la entalpía total (AUSMPW) [80], el aumento en la
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resolución de discontinuidades no alineadas con la malla y la eliminación de expansiones

no físicas (AUSMPW+) [79], y la solución precisa de flujos con regiones de Mach del rango

subsónico al hipersónico (AUSM+up) [92]. En [83], se realiza una evaluación exhaustiva

tanto de los flujos de la familia AUSM como de los flujos de tipo FDS y FVS, en el cual

se concluye que las propiedades de resolución de capa límite y conservación de la entalpía

total son cruciales para el cómputo preciso de la transferencia de calor sobre superficies en

flujos hipersónicos, y en las cuales los flujos de la familia AUSM presentan ventaja sobre

los flujos FDS y FVS los cuales en ninguna de las variantes evaluadas satisfacen ambas

propiedades en forma simultánea. Otra característica saliente de los esquemas AUSM es

que pueden ser extendidos en forma directa cuando son consideradas mezcla de gases reac-

tivos en no equilibrio termoquímico, a diferencia de por ejemplo el esquema de Roe, en

donde la definición del flujo numérico pierde unicidad bajo estas condiciones y en donde

existen una variedad de técnicas propuestas para realizar dicha extensión [94]. Debido a

las características mencionadas, los esquemas de tipo AUSM gozan en la actualidad de

una amplia popularidad en el cómputo de flujos hipersónicos [108]. En este trabajo se

utiliza uno de los más recientes esquemas pertenecientes a la familia AUSM, el esquema

Simple Low Dissipation AUSM (SLAU) [142] el cual es una mejora del flujo AUSM+up

para toda velocidad, que posee las mismas ventajas de éste, con la diferencia particular de

no presentar dependencia de parámetros específicos del problema, tal como el número de

Mach de la corriente libre necesario en la formulación del esquema AUSM+up.

3.3.1 Esquema SLAU

Denotando mediante uL y uR los vectores de estado a la izquierda y derecha de la

interface entre las celdas Ωi y Ωj , los términos del flujo numérico convectivo del esquema

SLAU extendido al sistema de mezcla de gases reactivos se escriben mediante [142]:

F(u) · nij = Φ(uL, uR,nij) =
ṁ + |ṁ|

2
wL +

ṁ − |ṁ|
2

wR + p̃Nij (3.9)

donde para el caso general de no equilibrio termoquímico,

w =(cs,v, H, ǫve/ρ)T , N =(0s, n,0,0)T (3.10)

El flujo de presión p̃ se encuentra dado por:

p̃ =
pL + pR

2
+

β+
p

∣∣∣
α=0

− β−
p

∣∣∣
α=0

2
(pL − pR)+(1 − χ)

(
β+

p

∣∣∣
α=0

+ β−
p

∣∣∣
α=0

− 1
) pL + pR

2
(3.11)
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donde β± se define en forma similar al flujo de Van-Leer

β± =





1
4
(2 ∓ M±)(M± ± 1)2 ± αM±(M±2 − 1)2

, si |M±| < 1
1
2
[1 ± sgn(M±)] , si |M±| > 1

(3.12)

en la cual “+” y “-” denotan los estados (L) y (R) respectivamente. El número de Mach

se define de acuerdo a la componente normal de la velocidad en la interface

M =
Vn

a 1
2

=
v · n
a 1

2

(3.13)

La función (1 − χ) se emplea como un factor que escala el tercer término de (3.11) en

función del número de Mach,

χ =
(
1 − M̂

)2 ∈ [0,1] (3.14)

M̂ = mı́n


1,

1

a 1
2

√
‖vL‖2 + ‖vR‖2

2


 (3.15)

La velocidad del sonido en la interface a 1
2

se define simplemente como:

a 1
2

=
aL + aR

2
(3.16)

La velocidad del sonido se obtiene en la forma usual

a =

√
γ

p

ρ
(3.17)

Para un gas calórico perfecto, γ es el coeficiente politrópico constante del gas. Para el caso

general de flujos en no equilibrio termoquímico se tiene la relación [95]:

γ = κ − 1 (3.18)

en donde,

κ =

∑
s

ρsRs

∑
s

ρsctr
v,s

(3.19)
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Finalmente el flujo convectivo por transporte de masa se obtiene de:

ṁ =
1

2



ρL

(
Vn,L +

∣∣∣V̄n

∣∣∣
+
)

+ ρR

(
Vn,R −

∣∣∣V̄n

∣∣∣
−)− χ

a 1
2

(pR − pL)



 (3.20)

donde,

∣∣∣V̄n

∣∣∣
+

=(1 − g)
∣∣∣V̄n

∣∣∣+ g
∣∣∣V̄n,L

∣∣∣ ,
∣∣∣V̄n

∣∣∣
−

=(1 − g)
∣∣∣V̄n

∣∣∣+ g
∣∣∣V̄n,R

∣∣∣ (3.21)

∣∣∣V̄n

∣∣∣ =
ρL

∣∣∣V̄n,L

∣∣∣+ ρL

∣∣∣V̄n,R

∣∣∣
ρL + ρR

(3.22)

g = − máx[mı́n(ML,0) , − 1] · mı́n[máx(MR,0) ,1] ∈ [0,1] (3.23)

3.4 Extensión a segundo orden

En una aproximación de primer orden los estados utilizados a la izquierda y derecha

de la interface en la evaluación numérica de los términos convectivos corresponden a los

valores promedio en las celdas adyacentes a la interface. Es decir, utilizando la notación

de la sección anterior:

uL
ij = ui, uR

ij = uj (3.24)

Un esquema general de segundo orden asume que la solución varía linealmente en el interior

de cada celda. Partiendo de la solución promediada en cada celda, los flujos convectivos

son evaluados a partir de la reconstrucción lineal:

u(rq) = ui + ̺i[∇ui ·(rq − ri)] (3.25)

donde rq denota la posición del punto de cuadratura sobre la cara, y ri el centroide de la

celda i. ∇ui denota el gradiente de la solución en la celda y ̺i es la denominada función

limitadora necesaria para evitar la ocurrencia de oscilaciones en presencia de discontinui-

dades. En general, en un esquema expresado en variables conservativas, la reconstrucción

de la solución debería basarse en dichas variables. No obstante bajo las condiciones parti-

culares presentes en flujos hipersónicos, la experiencia numérica indica la preferencia por

el empleo de variables primitivas de forma de preservar la positividad de las variables ter-

modinámicas del flujo. Por consiguiente se ha empleado en la reconstrucción de segundo

orden el siguiente conjunto de variables primitivas:

w = (ρ, cs, v,p, Tve) (3.26)
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del cual pueden obtenerse en forma directa todas las variables necesarias para el cómputo

del flujo numérico en la interface.

3.4.1 Evaluación de gradientes en las celdas

Para la evaluación de los gradientes en las celdas las dos técnicas más utilizadas son

el método de Green-Gauss y el método de mínimos cuadrados. Ambas técnicas presentan

ciertas ventajas y desventajas dependiendo principalmente éstas del tipo y calidad de los

elementos de malla [101, 41].

3.4.1.1 Método de Green-Gauss

En el método de Green-Gauss el gradiente de una variable escalar φ en una celda

genérica Ωi se obtiene aplicando el teorema de la divergencia:

∇φi ≃ 1

VΩi

∫

∂Ωi

φndS (3.27)

En un esquema centrado en las celdas la integral de contorno a la derecha de (3.27) es

aproximada mediante la expresión

∫

∂Ωi

φndS ≃
nf Ωi∑

j=1

1

2
(φi + φj) nijAij (3.28)

donde φi representa el valor promedio de la variable en la celda i y 1
2
(φi + φj) el valor apro-

ximado de la variable en la cara ij. Introduciendo (3.28) en (3.27) se obtiene finalmente:

∇φi ≃ 1

VΩi

nf Ωi∑

j=1

1

2
(φi + φj) nijAij (3.29)

Si bien el esquema de Green-Gauss es atractivo debido a la simpleza de la fórmula

(3.29), presenta la desventaja de una alta incerteza en el cálculo de gradientes en mallas

híbridas en la interface entre celdas de diferente tipo, tal como es demostrado en [71].
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3.4.1.2 Metodo de Mínimos Cuadrados

La técnica de evaluación del gradiente por mínimos cuadrados fue por primera vez

introducida en [15]. Dicha técnica se encuentra basada en la siguiente aproximación:

ξij∇φi · rij = ξij(φj − φi) (3.30)

donde ξij representa un factor de ponderación arbitrario. Usualmente se lo elige igual a:

ξij = ‖rj − ri‖−p (3.31)

Para p = 0 se dice que la reconstrucción es no ponderada. Los factores de ponderación

puede ser utilizados para reducir la influencia de las celdas más distantes. Por ejemplo

para p = 1 se tiene una ponderación por la inversa de la distancia. Aplicando la expresión

(3.30) a cada una de las celdas pertenecientes a un stencil asociado a la celda Ωi se obtiene

un sistema lineal sobredeterminado donde las incógnitas corresponden a las componentes

del vector gradiente.

Este sistema puede ser resuelto en el sentido de mínimos cuadrados utilizando la téc-

nica de la ecuación normal [21]. Debido a que este sistema se encuentra usualmente mal

condicionado para mallas altamente deformadas, es que en [7] introducen la descomposi-

ción QR de la matriz utilizando un procedimiento de Gram-Schmidt [90]. En el caso más

general tridimensional la solución del sistema resultante se escribe como [71]:

∇φi =

nΩi∑

j=1

ωij(φj − φi) (3.32a)

donde,

ωij =




αij,1 − r12

r11
αij,2 + Ψαij,3

αij,2 − r23

r33
αij,3

αij,3




(3.32b)
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αij,1 =
ξ2

ij

r2
11

∆xij , αij,2 =
ξ2

ij

r2
22

(
∆yij − r12

r11

∆xij

)
(3.32c)

αij,3 =
ξ2

ij

r2
33

(
∆zij − r23

r22
∆yij + Ψ∆xij

)
, Ψ =

r12r23 − r13r22

r11r22
(3.32d)

r11 =

√√√√
∑

j

ξ2
ij(∆xij)

2, r12 =
1

r11

∑

j

ξ2
ij∆xij∆yij (3.32e)

r13 =
1

r11

∑

j

ξ2
ij∆xij∆zij , r22 =

√√√√
∑

j

ξ2
ij(∆yij)

2 − r2
12 (3.32f)

r23 =
1

r22


∑

j

ξ2
ij∆yij∆zij − r12

r11

∑

j

ξ2
ij∆xij∆zij


 (3.32g)

r33 =

√√√√
∑

j

ξ2
ij(∆z)2 −(r2

13 + r2
23) (3.32h)

3.4.2 Funciones limitadoras

Las funciones limitadoras mencionadas en la (3.25), se introducen a fin de prevenir

la generación de oscilaciones no físicas en regiones donde existen grandes cambios relati-

vos de la solución y por lo tanto el valor de los gradientes es elevado, tales como en las

regiones vecinas a choques o discontinuidades de contacto. Existen en la literatura un vas-

to número de funciones limitadoras aplicables en su mayoría en el contexto de esquemas

de reconstrucción del tipo Monotone Upwind Schemes for Conservation Laws (MUSCL)

sobre mallas estructuradas, requiriéndose tratamientos especiales en el caso de mallas no

estructuradas [36]. En el contexto de esquemas de reconstrucción basado en el gradiente

sobre mallas no estructuradas dos de las funciones limitadoras más populares son las intro-

ducidas por Barth y Jepersen [16] y Venkatakrishnan [155] cuya formulación se introduce

a continuación.

3.4.2.1 Función limitadora de Barth y Jepersen

Sea una reconstrución lineal en una celda Ωi de la forma:

φ(r) = φi + ̺i∇φi ·(r − ri) (3.33)
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donde φi representa el valor de la variable genérica φ asociado al centroide ri de la celda

Ωi. Sean ahora los valores φi, mı́n y φi, máx definidos mediante:

φi, máx = máx
(

φi, máx
j

φj

)
(3.34)

φi, mı́n = mı́n
(

φi, mı́n
j

φj

)
(3.35)

donde el índice j recorre todas las celdas que tienen una cara en común con la celda i.

Luego, la función limitadora introducida por Barth y Jepersen en [16] se puede definir

como:

̺i = mı́n
k





mı́n
(
1, φmáx−φi

∆ik

)
si ∆ik > 0

mı́n
(
1, φmáx−φi

∆ik

)
si ∆ik < 0

1 si ∆ik = 0

(3.36)

donde,

∆ik =(∇φ)i ·(rk − ri) (3.37)

y donde el índice k recorre todos los vértices que conforman la celda i. En [16] se propone

evaluar los valores ∆ik únicamente en los puntos donde se obtienen los flujos, es decir,

el centroide de las caras que definen la celda i. Tal como sugiere la experiencia numérica

ambas definiciones no presentan apreciables diferencias [16].

Si bien el limitador de Barth y Jepersen ha sido aplicado con éxito a mallas no es-

tructuradas presenta la desventaja de ser altamente sensitivo y activo en regiones donde la

solución es continua, y en donde por ende es deseable la no activación del limitador, además

de impactar negativamente en la convergencia para problemas estacionarios [3, 155].

3.4.2.2 Función limitadora de Venkatakrishnan

Con el objetivo de diseñar una función limitadora que reduzca los efectos negativos

presentes en la anterior formulación Venkatakrishnan introduce en el contexto de la for-

mulación (3.33) la siguiente expresión [155]:

̺i = mı́n
j





1
∆ij

[
(∆2

máx+ǫ2)∆ij+2∆2
ij

∆max

∆2
máx

+2∆2
ij

+∆máx∆ij+ǫ2

]
si ∆ij > 0

1
∆ij

[
(∆2

mı́n+ǫ2)∆ij+2∆2
ij

∆min

∆2
mı́n

+2∆2
ij

+∆mı́n∆ij+ǫ2

]
si ∆ij > 0

1 si ∆ij = 0

(3.38)
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donde φmı́n y φmáx se definen igual que en (3.34) y donde

∆máx = φmáx − φi, ∆mı́n = φmı́n − φi (3.39)

El parámetro ǫ tiene el propósito de controlar el nivel de limitación. Si es igual a

cero, implica el mayor nivel de limitación, lo cual provoca que la función presente un

comportamiento similar al limitador anterior. Por otro lado, un alto valor de ǫ brinda

un valor del limitador cercano a la unidad lo cual tampoco es deseable. En [155, 154], la

experiencia numérica indica que un valor de ǫ del orden del tamaño local de malla h, es

suficiente para obtener buenas propiedades de convergencia.

Debido a la presencia de celdas con una alta relación de aspecto en los resultados

obtenidos en este trabajo, la definición de un tamaño local de malla aplicable a todas las

direcciones no es apropiado. En este sentido se ha optado por emplear la modificación

introducia por [161] en donde el parámetro ǫ de define mediante

ǫ = K(φmáx − φmı́n) (3.40)

en donde φmáx y φmı́n denotan los valores máximos y mínimos de la variable φ en todo el

dominio computacional, y donde K es una constante de O(1). En los casos resueltos en

este trabajo se ha empleado un valor de la constante K igual a 0.01.

3.5 Discretización de los flujos difusivos

En la discretización de los flujos difusivos es necesaria la evaluación de ciertas mag-

nitudes del flujo así como del gradiente de las mismas en la interface de las celdas. Este

término presenta la forma general para una cara que separa las variables celdas Ωi y Ωj

como:

Fv(u, ∇u) · nij = Fv(uij ,∇uij) (3.41)

El valor de cualquier variable φij definida en la interface y necesaria en el cómputo del

flujo convectivo es sencillamente obtenida como el promedio ponderado por la distancia

entre la cara y el centroide de los valores asociados a las celdas adyacentes a la cara.

φij =
φi ‖rij − rj‖ + φj ‖rij − ri‖

‖rij − ri‖ + ‖rij − rj‖
(3.42)

Debido al carácter elíptico del término difusivo, los gradientes son usualmente estimados

mediante diferencias centradas en mallas estructuradas. En mallas no estructuradas, en
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donde no existe en general una dirección bien definida para utilizar esta aproximación,

el cómputo de los gradientes presenta una complejidad adicional. Una técnica para la

evaluación de los gradientes en la interface consiste en la aplicación del teorema de Green-

Gauss sobre un volumen de control definido alrededor de la interface [34]. Esta técnica

presenta la desventaja de no ser transparente a la topología de los elementos que forman

la malla, requiriendo la definición de estados sobre los vértices, usualmente obtenidos por

alguna promediación ponderada de las celdas adyacentes al vértice considerado. Debido al

interés de mantener una metodología de solución independiente de la topología y basada

en las caras, es que en este trabajo se decidió utilizar la metodología propuesta en [98].

En ésta, se obtiene primero una estimación del gradiente en la interface a partir del

promedio ponderado por el volumen de los gradientes asociados a las celdas:

(∇φ)ij =
(∇φ)i VΩi

+(∇φ)j VΩj

VΩi
+ VΩj

(3.43)

No obstante la conveniencia de esta expresión, este esquema de discretización lleva a un

desacoplamiento de las celdas pares e impares en mallas cartesianas resultando en modos

oscilatorios de la frecuencia de la grilla que no son apropiadamente amortiguados tal como

es notado en [99]. En [98] se propone una modificación que mejora el acoplamiento mediante

la introducción de la aproximación del gradiente en la dirección tij = rj − ri que conecta

los centroides de las celdas a la derecha e izquierda de la cara mediante

∂φ

∂tij

=
φj − φi

|tij|
(3.44)

Finalmente el gradiente en la cara es obtenido mediante la expresión:

(∇φ)ij =(∇φ)ij −
[
(∇φ)ij · tij − φj − φi

tij

]
nij

nij · tij
(3.45)

donde (∇φ)ij en (3.45) es el gradiente promedio evaluado mediante (3.43). Esta técnica

goza de gran popularidad [100] y ha sido utilizado por una variedad de autores [107, 23, 71,

162] en el cómputo de flujos compresibles a alto número de Reynolds en mallas híbridas

y particularmente en [138, 113] para el cómputo de flujos hipersónicos en no equilibrio

termoquímico.
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3.6 Integración temporal

La alta disparidad presente en las diferentes escalas temporales asociadas a los fe-

noménos físicos en flujos hipersónicos hace que el sistema de ecuaciones resultante sea

extremadamente rígido. Esto implica que si se utilizan métodos explícitos para la integra-

ción temporal del sistema, la región de estabilidad dicta pasos de tiempo excesivamente

bajos, lo que resulta en última instancia en un número de pasos inviable para la obtención

eficiente de soluciones estacionarias. Es por ello que se recurre al uso de métodos implícitos,

los cuales tienen restricciones de estabilidad menos severas y facilitan la convergencia a

soluciones estacionarias. Debido a que en esta tesis son de interés únicamente soluciones

de este tipo, es que se recurre al método de integración de primer orden implícito backward

Euler.

Sea entonces el sistema de ecuaciones discretizado en la celda Ωi reescrito como:

VΩi

∂ūi

∂t
= Ri(ū) (3.46)

donde,

Ri(ū) = −
nf Ωi∑

j=1

|Aij|[F(u) − Fv(u, ∇u)]
rij

· nij + VΩi
s(ūi, ∇ūi) (3.47)

es el denominado residuo del sistema. Sea ūn
i el vector solución en la celda Ωi para el

paso de tiempo discreto tn. Dado entonces ūn
i en el método implícito de primer orden de

backward Euler se obtiene la solución en el paso de tiempo posterior ūn+1
i mediante:

Vi

∆t

(
ūn+1

i − ūn
i

)
= Ri

(
ūn+1

i

)
(3.48)

donde en el límite estacionario se tiene:

ĺım
n→∞

Ri(ū
n
i ) ≈ 0 (3.49)

El residuo en el paso de tiempo tn+1 se obtiene mediante la linealización:

R
(
ūn+1

i

)
≃ R(ūn

i ) +
∂R(ūn

i )

∂ūi

(
ūn+1

i − ūn
i

)
(3.50)

Introduciendo ahora (3.50) en (3.48) y reordenando términos se obtiene finalmente el

sistema lineal:

J (ūn
i ) ∆ūn

i = R(ūn
i ) (3.51a)
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donde,

J (ūi) =
Vi

∆t
− ∂R(ūn

i )

∂ūn
, ∆ūn

i = ūn+1
i − ūn

i (3.51b)

La Ec. (3.51a) representa el método de integración temporal utilizado en su forma

general.

3.6.1 Evaluación del jacobiano

La evaluación exacta del jacobiano en (3.51a) requiere la linealización exacta de la

discretización espacial. Esta tarea puede ser altamente compleja, sino imposible en el ca-

so de discretizaciones de segundo o mayor orden. Además, debido a que el stencil de la

discretización espacial de segundo orden acopla celdas que no son directamente vecinas, el

requerimiento de memoria del jacobiano exacto es excesivamente alto. De forma de reducir

esta complejidad es que el jacobiano puede ser aproximado de distintas formas. Por ejem-

plo, en los métodos de diagonalización [27, 44] únicamente se incluyen en el jacobiano los

términos correspondientes a la diagonal, los cuales son obtenidos de forma tal de ajustar

las escalas de cada una de las ecuaciones del sistema. En esta forma, la obtención de la ma-

triz inversa del jacobiano requiere un número mínimo de operaciones. El método de punto

implícito [55] incorpora en la matriz jacobiana únicamente los términos correspondientes

al bloque diagonal, relajando los restantes términos en el lado derecho de la Ec. (3.51a),

requiriendo para la solución del sistema, la inversión de una matriz diagonal en bloques que

es realizada en forma directa. El método de relajación por líneas en paralelo (DPLR, por

sus siglas en inglés)[167] en tanto, aplica una metodología análoga relajando los términos

en las direcciones que son asumidas de menor acoplamiento de la solución y acoplando los

términos en la dirección perpendicular a esta (usualmente en la dirección normal a la su-

perficie del cuerpo). De esta forma el sistema a resolver consiste en un sistema tridiagonal,

en donde el desacoplamiento permite un alto grado de paralelización del método. Tal como

es notado en [96] en ciertos problemas no existe una dirección del gradiente preferencial

(estelas o flujos separados), o se dan condiciones donde la matriz diagonal simplificada

es mal condicionada (flujos de baja velocidad, pasos de tiempo grandes). Más aún, la ex-

tensión de la estrategia DPLR a mallas no estructuradas no es directa requiriendo de un

algoritmo particular para la construcción de las líneas y la partición apropiada del dominio

[139].

En este sentido en el presente trabajo se emplea un jacobiano analítico obtenido de

una aproximación de primer orden del residuo de forma de mantener el acoplamiento úni-

camente en las celdas vecinas [116]. El jacobiano incluye contribuciones tanto de los flujos
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convectivos, difusivos como de los términos fuente. En el caso de los términos convectivos

y difusivos es factible implementar el jacobiano de un flujo de complejidad menor al uti-

lizado en la discretización espacial, o bien asumir ciertas restricciones sobre los términos

a diferenciar [6]. En este trabajo se utiliza el esquema de Van Leer para el cómputo del

jacobiano de los términos convectivos tal como se presenta en la Sección B.1 del Apéndice.

Se asume además una aproximación de tipo thin-layer para el cálculo del jacobiano de

los términos difusivos tal como se detalla en la Sección B.2 del Apéndice. En el caso del

jacobiano de los términos fuente dados por las reacciones químicas, se obtiene en forma

analítica exacta, mientras que en el caso de los términos fuente debido a la formulación

axial-simétrica y de no equilibrio termodinámico diversas simplificaciones son introducidas

en las expresiones tal como se detalla en la Sección B.3 del Apéndice.

3.6.2 Solución del sistema lineal

Debido a que la estrategia utilizada en la evaluación del jacobiano acopla todos los tér-

minos en forma implícita, el uso de métodos de tipo iterativo es prácticamente obligatorio.

Las librerías PETSc [12, 11, 13] proveen extensamente probadas, eficientes y escalables

[62] implementaciones de métodos iterativos para la solución de grandes sistemas de ecua-

ciones lineales mediante cómputo paralelizado. Dentro de los métodos iterativos provistos

por PETSc, en este trabajo se emplea el método de la familia de subespacios de Krylov

Generalized Minimum Residual (GMRES). El método GMRES busca la solución de un

sistema lineal de ecuaciones en una serie de pasos donde en cada iteración el residuo del

sistema es minimizado con respecto al paso anterior. El método GMRES actualiza para

cada iteración la solución en la forma xm = xm−1 +δx donde el vector δx es obtenido como

una combinación lineal de una base de vectores {qk}, δx =
∑
k

λkqk y donde los coeficientes

λk son tales que minimizan en el sentido de mínimos cuadrados el residuo del sistema.

La base de vectores {qk} es obtenida mediante un proceso de ortogonalización de Arnoldi

tomando como primer vector el residuo normalizado. Es necesario notar que el número de

vectores que forman la base {qk} es un parámetro modificable del método.

La convergencia del método GMRES, así como la de otros métodos de Krylov, es al-

tamente dependiente del radio espectral de la matriz de coeficientes. En sistemas mal

condicionados el número de iteraciones para llegar a la convergencia puede ser incluso

del orden del número de incógnitas, tornando necesario el empleo de precondicionadores

en sistemas tales como el de las ecuaciones de Navier-Stokes. En este trabajo es utiliza-

do el método aditivo de Schwarz como precondicionador global del sistema junto con un

precondicionador local ILU(0) [85] en los casos presentados, ambos disponibles en las libre-
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rías PETSc y que han sido empleados previamente como precondicionadores del método

GMRES en sistemas de flujos hipersónicos en no equilibrio [88, 113].

3.6.3 Evaluación del paso de tiempo

Si bien un método implícito no tiene restricciones teóricas de estabilidad, la convergen-

cia del método de tipo Newton de avance de la solución temporal es obtenida únicamente

en el caso de que la solución se encuentre inicialmente en cierto entorno de la solución

estacionaria. Es por ello que aún en métodos implícitos es necesario establecer el control

del paso de tiempo.

El paso de tiempo local es determinado mediante la expresión adecuada para mallas

no estructuradas propuesta por [157]:

CFLVΩi

(∆t)c + (∆t)v
(3.52)

donde el límite temporal dado por el flujo convectivo es,

(∆t)c =
nf∑

j=1

(vij · nij + aij) Aij (3.53)

y el asociado a los flujos viscosos es,

(∆t)v =
1

VΩi

nf∑

j=1

máx

(
4

3ρij

,
γij

ρij

)
µi

Pr
A2

ij (3.54)

en donde todas las variables definidas en la cara se obtienen mediante simple promedio

aritmético de las celdas adyacentes y donde Pr denota el número de Prandtl asociado la

celda.

Para flujos estacionarios el número de CFL es inicializado a un valor unitario y actua-

lizado mediante un método tipo Switched Evolution Relaxation (SER), el cuál aumenta el

paso de tiempo a medida que la solución alcanza la convergencia mediante

CFL(tn) = mı́n

(
CFLmáx,CFL(tn−1)

(
‖R(tn−1)‖
‖R(tn)‖

))
(3.55)

donde ‖R(tn−1)‖ denota alguna norma del residuo, siendo en nuestro trabajo la norma

L1 del residuo correspondiente al cambio de densidad, p = 1 y donde el número de CFL

máximo es necesario para no introducir inestabilidades en la integración.
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3.7 Condiciones de borde

El tratamiento de las condiciones de borde es realizado en este trabajo mediante la

técnica de las celdas fantasma. En dicha técnica el dominio computacional es extendido con

una capa adicional de celdas adyacentes al mismo de forma tal que el flujo numérico en las

caras que forman el contorno es evaluado en forma similar al flujo en el interior. Cada una de

las celdas que componen el dominio ficticio se encuentra asociada a una cara perteneciente

al contorno y en donde el vector de estado dentro de la celda fantasma es evaluado en

forma tal que el flujo numérico así obtenido en el contorno satisface las restricciones físicas

impuestas por la condición de borde. En los problemas tratados en este trabajo se presentan

4 tipos de condiciones de borde: entrada y salidas supersónicas, contorno sólido y línea de

simetría. En las subsecciones siguientes se asume que φL y φR denotan una variable del

flujo a la izquierda y derecha de una cara del contorno respectivamente, en donde el estado

a la derecha corresponde a la celda ficticia.

3.7.1 Entrada supersónica

En una entrada de tipo supersónico, el análisis del problema local de Riemann deter-

mina que todas las ondas características del flujo son entrantes al dominio por lo que las

propiedades en la celda fantasma deben ser impuestas a partir del conocimiento de las

condiciones del flujo en el exterior del dominio. En todos los problemas tratados, estas

condiciones corresponden a las de la corriente libre por lo que una variable cualquiera en

la celda fantasma se obtiene a partir de:

φR = φ∞ (3.56)

en donde φ∞ denota el valor de la variable (temperatura, presión, velocidad, etc.) corres-

pondiente a las condiciones de la corriente libre.

3.7.2 Salida supersónica

En una salida supersónica las ondas características son salientes al dominio, por lo que

el vector de estado en la celda fantasma es obtenido mediante una interpolación a partir

de las propiedades dentro del dominio. En este trabajo se utiliza una simple extrapolación

de primer orden dada por:

φR = φL (3.57)
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En el caso de flujos viscosos, imponer una condición de borde supersónica en la región de

capa límite (de carácter subsónico) puede ser objetable. No obstante, puede considerarse

que la propagación de perturbaciones originadas en el borde son amortiguadas lo suficiente

por la acción de las altas tensiones de corte presentes en la capa límite, por lo que posi-

cionando el contorno de salida suficientemente corriente arriba no se afecta a la región de

interés [144].

3.7.3 Contorno sólido

3.7.3.1 Flujo invíscido

En el caso de flujos no viscosos sobre una pared sólida se tiene que el flujo de masa

a través de la pared es nulo. Además se asume que el gradiente de presión en la pared

es nulo. La primer condición se satisface imponiendo que la velocidad en la dirección

normal de las celdas adyacentes a la cara del contorno es opuesta en signo, siendo similares

las componentes en la dirección tangencial. La condición sobre el gradiente de presión

se obtiene igualando tanto las densidades como la temperatura. Sea entonces una terna

ortonormal de versores (n,r,t) definidos sobre la cara en donde n denota la dirección normal.

Luego, el estado en la celda fantasma es obtenido como:

ρs,R = ρs,L (3.58a)

ρRvn,R = −ρLvn,L (3.58b)

ρRvr,R = ρLvr,L (3.58c)

ρRvt,R = ρLvt,L (3.58d)

TR = TL (3.58e)

Tve,R = Tve,L (3.58f)

3.7.3.2 Flujos viscosos. Condición de no deslizamiento

En flujos viscosos es impuesta la condición de no deslizamiento sobre la pared. Esta se

obtiene a través de:

vR = −vL (3.59)

En el caso de una pared adiabática la condición de conducción de calor nula se obtiene

imponiendo un gradiente nulo sobre la temperatura haciendo:

TR = TL, Tve,R = Tve,L (3.60)
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En el caso de asumir una pared a temperatura constante Tw las temperaturas en las celdas

fantasma se obtienen a través de la fórmula de interpolación:

TR = 2TL − Tw, Tve,R = 2Tve,L − Tw (3.61)

Finalmente, y al igual que en el caso invíscido, el gradiente de presión se asume nulo sobre

la pared, por lo que se tiene:

pR = pL (3.62)

En los problemas de flujos en no equilibrio químico es necesario además considerar una

condición de borde para las fracciones másicas de las especies. Esta se obtiene del tipo de

interacción química que ocurre entre el gas y el material de la superficie. Tres tipos de

condiciones a saber son representadas por una pared catalítica, parcialmente catalítica o

no catalítica [7]. En una pared catalítica se considera que todas las reacciones químicas son

catalizadas a una tasa infinita por lo que las fracciones másicas en la pared corresponden a

las condiciones de equilibrio químico a la temperatura y presión local sobre la pared. Una

superficie parcialmente catalítica es cuando las reacciones químicas son catalizadas a una

tasa finita. Finalmente en una pared no catalítica se asume que ninguna reacción ocurre

en la pared. En una pared no catalítica la difusión de las especies sobre la pared es nula,

por lo que se tiene una condición de gradiente nulo en las fracciones másicas, la cual se

aproxima mediante la técnica de celdas ficticias haciendo:

cR,s = cL,s (3.63)

En una pared totalmente catalítica se obtiene la composición en equilibrio químico

correspondientes a las condiciones de la temperatura de la pared Tw y la presión de la

pared que es asumida igual a la de la celda interior adyacente a la misma,

cs,w = c(Tw,pL) (3.64)

La composición en equilibrio químico se obtiene utilizando la librería externa CEA2

[59], mediante una metodología similar a la empleada en [136]. De esta manera la fracción

másica en la celda ficticia se obtiene haciendo:

cs,R = 2cs,w − cs,L (3.65)
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3.7.4 Línea de simetría

En los problemas bidimensionales con simetría axial, el estado de las celdas ficticias

adyacentes a la línea de simetría es obtenido en forma similar a la condición de superficie

sólida en los flujos convectivos.
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CAPÍTULO 4

IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL

4.1 Introducción

En el diseño de un código computacional para la resolución numérica de sistemas de

ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) en mallas no estructuradas como el que compete

a este trabajo, pueden identificarse esencialmente tres componentes principales:

Una representación computacional de la malla utilizada en la discretización espacial,

así como de los datos asociados a las entidades discretas de la malla.

Un componente que agrupa las relaciones existentes entre las variables físicas que

componen el sistema de ecuaciones a modelar.

Un componente que agrupa las operaciones dadas por los algoritmos numéricos que

operan sobre el sistema discretizado de ecuaciones.

En una primera instancia, un diseño estructurado relaciona estos tres aspectos en for-

ma directa, explicitando la dependencia entre los mismos, de forma tal que se obtiene una

estructura de datos óptima en el sentido de la eficiencia. Este tipo de diseños no obstante

presenta ciertas desventajas ya que una modificación que puede ser mínima en uno de los

componentes, por ejemplo un cambio en la estructura de datos de representación de la

malla, puede dar lugar a una reacción en cadena de alteraciones sobre las operaciones que

dependían explícitamente de la misma, e incluso en otras áreas previamente no anticipadas

del código, requiriendo esto de un considerable tiempo de desarrollo y debugging. Más aún,

debido a que la estructura de datos se orienta fuertemente a la solución de un proble-

ma particular, la incorporación de nuevos modelos físicos y numéricos puede requerir en

algunos casos la reescritura parcial o incluso total del código.
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La introducción de técnicas de programación orientada a objetos (OOP, por sus siglas

en inglés) [51] en la disciplina de computación científica, ha probado largamente su éxito,

tal como lo lo demuestran el desarrollo sostenido de códigos y librerías basadas en este

paradigma [163, 13, 82, 14, 17, 53].

En el código desarrollado en esta tesis se utiliza una arquitectura en capas tal como se

muestra en la Fig. 4.1. Una primera capa, que denominamos capa núcleo es la encargada

de la implementación de la estructura de datos que provee los servicios de representación

computacional de la malla y administración de los campos asociados a la misma en sistemas

de cómputo distribuido. El diseño de esta capa utiliza técnicas de OOP de forma de

establecer una interface clara y definida que separe a ésta de las aplicaciones.

Figura 4.1: Arquitectura en capas general de la implementación.

Por otro lado, la capa superior, agrupa todas las operaciones relacionadas con la imple-

mentación de los algoritmos numéricos, obtención de propiedades del modelo físico, etc.,

los cuales no precisan tener un conocimiento de los detalles de implementación de la capa

inferior, obteniendo únicamente la información que precisan de la misma a través de la

interface de comunicación establecida por ésta. Si bien en el diseño de esta capa ciertos

aspectos han sido implementados utilizando OOP, en general el diseño de la misma sigue

técnicas de programación modular clásicas, orientándose principalmente a la eficiencia en

las operaciones numéricas.

En el presente capítulo se describen con cierto detalle los aspectos más relevantes del

sistema orientado a objetos de la capa núcleo desarrollada para el código de esta tesis.

En primer lugar se presenta el lenguaje de implementación elegido y el modelo de cómpu-

to en paralelo asumido, para luego introducir un breve análisis del dominio y conceptos
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del sistema que tiene el objetivo de establecer los requerimientos y alcance del mismo. A

continuación de este se describen la interface y funcionalidad de los objetos que forman

el sistema, brindando algunos detalles relevantes de la implementación, para finalmente

describir algunos aspectos del empleo del sistema en el código de volúmenes finitos desa-

rrollado en este trabajo.

4.2 Lenguaje de implementación

Junto con la aparición de las revisiones Fortran 90 y Fortran 95, diversos autores

demostraron la capacidad del lenguaje de implementar diseños orientados a objetos [38,

39, 114, 5]. La revisión Fortran 2003 es una revisión mayor del estándar, superior incluso

al salto que supuso la revisión Fortran 90 con respecto a Fortran 77. En esta oportunidad

entre las nuevas características se introducen capacidades plenas para la implementación

de diseños orientados a objetos. Específicamente en las nuevas capacidades se mencionan

[103]:

Polimorfismo, alocación dinámica de tipo derivados, y declaración de métodos miem-

bro de tipos derivados

Mejoras en la construcción y finalización de clases.

Tipos derivados parametrizados.

Soporte para extensión y herencia de tipos derivados.

Definición de clases de tipo abstracto.

Punteros a procedimientos.

Estandarización de la interoperabilidad con el lenguaje C.

Si bien lenguajes como C++ abarcan un conjunto aún más amplio de capacidades1,

en este trabajo se ha elegido el lenguaje Fortran 2003 debido a tres razones principales en

orden de importancia: la primera y no menor era la experiencia previa adquirida por el

autor y el grupo de trabajo en este lenguaje. Un sistema basado en Fortran 2003 permi-

tiría en este sentido la casi directa y sencilla incorporación dentro del mismo de código

heredado y extensivamente probado disponible en el grupo [148, 49, 48, 147, 137, 136]. El

1una de las más destacables para el autor, la incorporación de plantillas de clases y basado en esta las
clases de la Standard Template Library.
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segundo motivo se encuentra relacionado con la disponibilidad de compiladores de acceso

libre, en especial la familia de compiladores GNU, que han implementado en la actuali-

dad prácticamente la totalidad de las capacidades de orientación a objetos provistas en el

estándar Fortran 2003. El tercer motivo se basa en el hecho de que, al mejor de nuestro

conocimiento, un sistema análogo en capacidades al del implementado en esta tesis no se

encontraba disponible previamente para usuarios del lenguaje Fortran.

4.3 Modelos y librerías de computación en paralelo

La estructura de datos en paralelo ha sido diseñada asumiendo una arquitectura de

memoria distribuida Multiple Instruction Multiple Data (MIMD). Una de las característi-

cas principales de un sistema de memoria distribuida es que cada procesador posee una

memoria local privada y donde el acceso a datos pertenecientes a la memoria local de otros

procesadores puede ser realizado únicamente mediante directivas de intercambio de men-

sajes (message-passing). El estándar MPI (Message Passing Interface) [150] es una librería

que provee rutinas para la implementación del paradigma de intercambio de mensajes en

forma eficiente y portable a la mayoría de las arquitecturas. El modelo RMA ha sido em-

pleado en la implementación de lenguajes y librerías que adhieren al modelo conocido como

PGAS (Partitioned Global Address Space). El modelo PGAS asume un espacio de memoria

global que asigna una partición lógica a cada procesador. No obstante, cada procesador

tiene acceso tanto de lectura como escritura sobre otras particiones. Comúnmente es en la

implementación de estos accesos donde el modelo RMA es convocado. Dos de los lenguajes

más importantes basados en el modelo PGAS son Co-Array Fortran [115], el cual ha sido

integrado en el estándar Fortran 2008 mediante el concepto de coarrays, y Unified Paralel

C [151]. Global Arrays (GA) [109] es una librería de licencia libre que adhiere al mode-

lo PGAS compatible con la mayoría de los lenguajes utilizados en computación científica

(Fortran, C, C++). GA trabaja con el concepto de array distribuido. Este, se refiere a un

vector particionado en forma lógica, donde cada procesador posee una partición contigua

del vector. El acceso a particiones remotas, que pueden o no ser contiguas, del vector se ha-

ce mediante comunicaciones unilaterales de tipo get,put mediante la declaración del índice

global del dato al cual se quiere acceder. Esta forma de operar sobre la comunicación entre

la memoria de diferentes procesadores reduce considerablemente la complejidad (y los erro-

res) en la programación de algoritmos paralelizados. Las capacidades de administración de

memoria distribuida de GA son provistas en última instancia por la librería de bajo nivel

ARMCI [110]. ARMCI es compatible con MPI, sin embargo por diseño es imparcial a la
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selección de la librería de intercambio de mensajes utilizada en el código del usuario. En

este trabajo se ha utilizado extensivamente la librería GA para la creación de vectores

distribuidos que brindan entre otros, servicios de comunicación en algoritmos orientados a

la administración de la estructura de malla en paralelo y almacenamiento en memoria de

los campos escalares, vectoriales y/o tensoriales definidos sobre ésta. En última instancia

las funciones que utilizan GA han sido apropiadamente encapsuladas dentro de clases de

manera que el código usuario no precisa interactuar en forma directa con las rutinas de la

librería GA. Este encapsulamiento permite además que la posible adopción futura de otro

tipo de implementación del modelo PGAS, tal como Co-Array Fortran (cuya funcionalidad

aún es parcial en los compiladores de acceso libre), no implique modificaciones relevantes

en el código externo a la implementación de la clase.

4.4 Análisis del dominio de topología de mallas

Esta sección esta orientada a exponer y definir brevemente cuales son los conceptos

principales que permiten identificar formalmente qué es y cuáles son los elementos que

forman una malla. Estos conceptos nos permiten establecer lo que en OOP se denomina

análisis de dominio [166] de forma de identificar claramente cuales son los componentes,

requerimientos y restricciones del sistema que se pretende diseñar. La exposición presentada

se encuentra basada tanto en la teoría de politopos [65] como en el análisis de dominio de

mallas realizado anteriormente por otros autores [18, 19, 52, 141].

4.4.1 Definiciones previas

Se comienza definiendo el componente básico del tipo de mallas a la cual se restringe

este trabajo, este es el concepto de politopo, más comúnmente referido como polígono o

poliedro en dos o tres dimensiones respectivamente.

Definición 4.4.1 (Politopo). Un politopo (convexo) es definido como la cápsula convexa

cerrada de un conjunto finito de puntos del espacio euclideano R
d para algún d ≥ 0. La

dimensión de un politopo es igual a la dimensión de la cápsula convexa que lo define. Un

politopo convexo de dimensión d será referido brevemente como un d-politopo.

Definición 4.4.2 (Cara de un politopo). Sea P un d-politopo. Un conjunto F ⊂ P es

una cara de P si F = H ∩ P donde H ⊂ R
d es un hiperplano soporte de P, es decir, P se

encuentra incluido en alguno de los dos semiespacios cerrados definidos por H .

En el caso de un d-politopo P se satisfacen las siguientes propiedades [65]:
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1. Las caras de P son politopos.

2. Cada cara de una cara de P son a su vez caras de P.

3. P posee un número de caras finito de dimensión 0, 1, . . . , d − 1. Se denominan a sus

0-caras como vértices, 1-caras como aristas y a sus d − 1 caras como facetas.

Definición 4.4.3 (Complejo politopal). Un complejo politopal, es un conjunto finito C de

politopos tal que:

1. Si P ∈ C entonces el conjunto de caras de P pertenece a C .

2. La intersección P ⋂Q de dos politopos P 6= Q ∈ C es o bien el conjunto vacío o es

una cara de ambos.

La dimensión dim(C ) de un complejo politopal es la mayor de las dimensiones de sus

miembros. Se dice que el complejo politopal de dimensión d es puro si cualquier politopo

de dimensión d − 1 en C es una cara de un politopo de dimensión d en C . Caso contrario

se dice que el complejo politopal es no puro.

A modo de ilustración en la Fig. 4.2 se muestra un ejemplo de complejo politopal puro

y no puro.

Figura 4.2: Complejo politopal (a): puro; (b): no puro.

Definición 4.4.4 (Malla). Se define como d-malla conforme , o simplemente malla, tal

como el término es utilizado en este trabajo, a un complejo politopal puro de dimensión

d. Se dice además que d es la dimensión de la malla y denotamos a esta malla como Md.

Definición 4.4.5 (Entidad de malla). Sea un q-politopo perteneciente a una malla Md.

Una entidad de malla asociada a este politopo es un par (i,q), denotada como M q
i donde

q es la dimensión topológica del politopo asociado y donde i es un índice único que define
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a la entidad, que toma un valor determinado para cada q-politopo de la malla entre 0 y

Nq − 1 con Nq igual al número de d-politopos de M . Se dice que q es la dimensión de la

entidad de malla.

Una relación fundamental que permite establecer la topología en una malla es la deno-

minada relación de incidencia, o también referida como de adyacencia o de conectividad.

Definición 4.4.6 (Incidencias). Sea una malla Md y sean dos entidades M q
i ,Mp

j ∈ Md. Si

M q
i es una cara de Mp

j entonces se dice que M q
i y Mp

j son incidentes.

Junto a esta notación se introducen las siguientes:

{M q} representa el conjunto de todas las entidades de malla de dimensión q.

M q
i {M r} representa al conjunto de todas las entidades de malla de dimensión r

incidentes a M q
i . Diremos de aquí en adelante que este es el conjunto de adyacencias.

4.4.2 Mallas distribuidas

El concepto de malla distribuida surge a partir de las características naturales de los

métodos de solución numérica de EDPs que operan sobre mallas. Estos hacen uso de algo-

ritmos que operan generalmente sobre datos asociados a las entidades de malla y donde la

información requerida para llevar a cabo las operaciones requieren de información asociada

a una región local a cada entidad denominada stencil. Una estrategia de paralelización que

afecta mínimamente al diseño de estos algoritmos es la estrategia de descomposición de

dominio o de partición geométrica. Esta estrategia consiste en dividir (particionar) la malla

asociada a un determinado dominio, y en donde son asignadas las mismas operaciones a

cada una de las partes, las cuales actúan ahora únicamente sobre los datos asociados a

cada una de las partes en forma relativamente independiente. Esta partición de la malla

global es la que lleva al concepto de malla distribuida. Una malla puede ser particionada

de un sinnúmero de maneras. Podríamos, por ejemplo, particionar en forma independiente

las entidades de distinta dimensión, o asignar la casi totalidad de la malla a una parte y

dejar prácticamente vacíos los restantes. No obstante, en cómputo paralelizado surgen dos

restricciones fundamentales que guían el proceso de partición, estás son: el desbalance de

carga y los costos de comunicación. Ambas restricciones se encuentran en última instancia

relacionadas con la capacidad de escalamiento del cómputo distribuido. Básicamente, el

desbalance de carga se refiere a la necesidad de asignar tamaños de tarea similares a cada

partición, mientras que los costos de comunicación surgen debido a la necesidad intrínseca
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que presentan los algoritmos de transferir en algún momento del ciclo información entre

las distintas particiones, por lo que la cantidad de datos transferidos debe intentar ser

minimizada. Una forma de descomponer el dominio que se considera básica para satisfacer

en forma simple ambas restricciones es la partición basada en celdas, es decir la partición

basada en las entidades de malla de dimensión máxima del dominio. Introducimos entonces

formalmente el concepto de partición basada en las celdas.

Definición 4.4.7 (Partición). Sea una d-malla Md. Sean n subconjuntos disjuntos de a

pares Ed
i del conjunto

{
Md

}
formado por las celdas de Md. Se define como i-parte de la

malla Md y se la denota por Pi al conjunto de entidades de malla formado por las celdas

del subconjunto Ed
i y sus caras. Al conjunto cuyos elementos son las n partes Pi se lo

denomina partición de la malla M y se lo denota como {Pi}

Nótese que de acuerdo a la definición anterior existirán ciertas entidades de dimensión

menor a d, las cuales pertenecen a distintas partes. Un operador útil para la identificación

de la relación entre estas entidades y la partición es el denominado operador residencia:

Definición 4.4.8 (Operador residencia). Sea una partición {Pi} de una malla Md. Se

define el operador de residencia R(M q
i ) de una entidad de malla M q

i ∈ Md al operador

definido como:

R(M q
i ) =





{r} si M q
i ∈ Pr ∧ q = d

∪
{

R
(
M q+1

k

)
| M q+1

k ∈ M q
i

{
M q+1

j

}}
de otra manera

El operador residencia permite identificar tres relaciones básicas entre una entidad dada

y una partición.

Dada una entidad de malla M q
i ∈ Md y una parte Pj perteneciente a una partición P

de Md decimos que:

1. M q
i es interior a Pj si M q

i ∈ Pj y R(M q
i ) ={j}

2. M q
i pertenece al contorno o borde2 de Pj , si M q

i ∈ Pj y M q
i no es interior a Pj .

3. M q
i es remota a Pj si M q

i /∈ Pj

La presencia de entidades de contorno, las cuales son compartidas por un número

que puede ser arbitrario de partes, hace necesario introducir el concepto de propiedad de

2Es necesario notar que esta definición de contorno no debe confundirse con la del contorno físico del
dominio.
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las entidades. Esto es a fin de determinar que parte (o procesador) será el encargado de

administrar la entidad y los datos asociados a ésta (acceso tanto de lectura como escritura).

En este trabajo se utiliza la regla de que para una entidad compartida el propietario es la

parte con el menor número de identificación (equivalente al procesador con el menor rango

en un sistema distribuido).

Tal como ya ha sido mencionado, el modelo de paralelización por descomposición de

dominio implica que las mismas operaciones son realizadas en forma relativamente inde-

pendiente en cada una de las partes sobre los datos asociados a las entidades que pertenecen

a ésta. En las aplicaciones usuales que operan sobre mallas (volúmenes finitos, elementos

finitos, etc.) se requiere generalmente para la concreción de estas operaciones, información

asociada a entidades de malla remotas. Una forma de proveer esta información es mediante

copias con acceso de lectura de los datos asociados a estas entidades realizando actuali-

zaciones periódicas mediante el envío y recibo de mensajes entre las partes. La definición

de cuáles son las entidades de malla que son requeridas por una dada aplicación puede en

general ser formalmente definida mediante la utilización del concepto de stencil y entidades

fantasma.

Definición 4.4.9 (Stencil). Sea una entidad de malla M q
i ∈ M, q ≤ d perteneciente a una

malla Md . Sea una secuencia In = (a0,a1, . . . ,an), 0 ≤ ai ≤ d, a0 = q. Se define al stencil

LIn
(M q

i ) asociado a la secuencia In como el conjunto de entidades de malla definido en

forma recursiva mediante:

S(0)(M q
i ) := Ma0

i (4.1)

S(k)(M q
i ) :=

⋃{
Mak−1

r

{
Mak

q

}}∣∣∣Mak−1
r ∈ S(k−1)(M q

i ) (4.2)

LIn
(M q

i ) =
n⋃

k=0

S(k)(M q
i ) (4.3)

Una clase más restrictiva de stencils la forman los stencils basados en las celdas. Esta

clase de stencils para una malla d-dimensional presentan una secuencia de adyacencias

de la forma In = (d, b,d︸︷︷︸
0

, b,d︸︷︷︸
1

, . . . , b,d︸︷︷︸
n

) que depende únicamente de dos parámetros: b

denominado dimensión puente y n denominado profundidad o número de capas del stencil.

Un ejemplo ilustrativo del concepto de stencil definido por estos parámetros se muestra

en la Fig. 4.3.

Basados en el concepto de stencil se introduce una nueva clase de entidades. Estas son

las entidades remotas fantasma, o simplemente entidades fantasma.
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Figura 4.3: Ejemplos de stencil. (a): dimensión puente = 1 , profundidad = 1;
(b): dimensión puente = 0, profundidad = 1; (c): dimensión puente = 1, profundidad= 2.

Definición 4.4.10 (Entidades fantasma). Sea una partición P de una malla M . Sea una

parte Pi ∈ P. Decimos que una entidad remota de Pi es una entidad fantasma de Pi,

si dado un algoritmo que opera en Pi con un stencil asociado LIn
, existe una entidad de

malla Mr
k ∈ Pi tal que Mq

j ∈ LIn
(Mr

k).

A modo de ilustración de estos conceptos en la Fig. 4.4 se muestra el conjunto de celdas

fantasma para dos particiones, correspondientes a un stencil de un esquema de volúmenes

finitos general de primer orden basado en las celdas.

Figura 4.4: Partición de mallas distribuidas: celdas fantasma
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4.5 Representación computacional de la topología de malla

Una representación computacional de la topología de malla, es una estructura de datos

que permite responder requerimientos básicos sobre las entidades de malla y sus relaciones

de adyacencia. De forma de definir formalmente una representación de malla, introducimos

el concepto de matriz de incidencia I. Para una malla de dimensión 3, esta es una matriz de

tamaño 4×4 cuyos elementos se definen de la siguiente manera. Por defecto, los elementos

de la matriz I son nulos. Luego Ii,i = 1 si las entidades de malla de dimensión i están

presentes en la representación. Ii,j = 1 si Ii,i = Ij,j = 1 y además las adyacencias de

las entidades de dimensión i a las entidades de dimensión j se encuentran explícitamente

almacenadas en la representación.

Se dice que una entidad de malla Md
i tiene acceso directo a sus adyacencias de dimen-

sión d′, Md
i

{
Md′

}
, si Id,d′ = 1. En el caso de que se utilice otro conjunto de adyacencias

para obtener el deseado, se dice que se tiene un acceso indirecto. Una representación de

malla se dice completa si una adyacencia cualquiera para cualquier entidad de malla puede

ser obtenida en tiempo constante, es decir sin necesidad de realizar una operación global

sobre las entidades de malla. Caso contrario, se dice que la representación de malla es

incompleta. Debido a que una representación incompleta puede dar lugar a algoritmos de

orden cuadrático en el número de entidades de la malla es que no son consideradas en este

trabajo. Otra clasificación que surge en las representaciones de malla diferencia a estas

en llenas cuando todas las entidades se hayan explícitamente representadas o en reducidas

cuando existen entidades que no se encuentran almacenadas. En una representación reduci-

da, las entidades implícitas son creadas automáticamente cuando son requeridas utilizando

plantillas predefinidas. Por ejemplo, si una faceta no existe en la representación, esta es

creada a partir de una plantilla que define las facetas de una celda en términos de los

vértices de la misma. Uno de los problemas al usar plantillas para la creación automática

de entidades es el mantenimiento de la consistencia [18]. Por ejemplo, en una faceta común

a dos celdas, si esta es creada a partir de la primer celda, su orientación puede ser distinta

a si es creada aplicando una plantilla sobre la segunda celda. Esto tiene efecto entre otros

en los algoritmos de comparación de entidades así como en el acceso a datos asociados a

entidades implícitas para la cual diversas soluciones han sido propuestas [52, 18, 133, 32].

El tratamiento de estos problemas está fuera del alcance de este trabajo por lo que la es-

tructura de datos ha sido basada asumiendo representaciones llenas similar en este sentido

a la librería MOAB [149]. Por otro lado, consideramos que esto no es una limitante debido

a que la interface provista ha sido diseñada de forma tal que no es dependiente del tipo
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de representación asumida, por lo que la virtual capacidad de manipulación de entidades

implícitas que podría implementarse a futuro, no afectaría al código perteneciente a la

capa de aplicaciones.

4.6 Requerimientos de la representación

Hasta aquí hemos introducido formalmente cuales son los conceptos básicos que forman

el dominio básico de un sistema que provea información topológica sobre mallas distribui-

das. Basados en este análisis podemos identificar una serie de servicios mínimos que debe

proveer un sistema orientado a aplicaciones sobre mallas distribuidas en paralelo. Hemos

clasificado estos requerimientos en dos familias principales cada una de las cuales se detalla

a continuación:

1. Requerimientos sobre la estructura topológica de la malla.

Iteración sobre las entidades de malla (vértices, aristas, facetas, celdas).

Información sobre el número de entidades.

Obtención e iteración sobre las entidades de malla adyacentes a una entidad

dada.

Asignación de una enumeración consecutiva a las entidades de malla.

Identificación de entidades pertenecientes al borde del dominio.

Comparación de entidades.

2. Requerimientos sobre la partición de la malla.

Creación de una partición de malla basada en las celdas, satisfaciendo los re-

querimientos de balance de carga y minimización de la comunicación entre las

partes.

Identificación de entidades interiores, compartidas y/o remotas.

Obtención de entidades remotas fantasmas para stencils arbitrarios

Enumeración global y local de las entidades.

Consistencia de las entidades de borde y remotas entre partes.

Una serie de requerimientos adicionales que han sido considerados al diseñar la estruc-

tura de datos, se encuentran relacionados con la capacidad de transformación dinámica de

la malla. Basados en [141], identificamos tres requerimientos mínimos:
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Creación y remoción dinámica de entidades de malla.

Migración de entidades entre partes.

Balanceo dinámico de la partición.

4.7 Sistema orientado a objetos para la representación de mallas

distribuidas

4.7.1 Modelo de malla. La clase Mesh

La clase que denominamos Mesh es la clase central del sistema y provee los servicios

básicos para la manipulación de mallas: inserción, remoción y almacenamiento en memoria

de las entidades de malla, iteración sobre las entidades, algoritmos para la obtención de

adyacencias, entre otros. En la Fig. 4.5 se presenta el diagrama UML[135] de esta clase.

En este diagrama se muestran algunas de las funciones principales que provee la clase, las

cuales son:

createMeshEntity dado un arreglo de instancias de entidades de malla crea una

entidad de la dimensión topológica requerida cuyas adyacencias corresponden a las

del arreglo dato. El argumento MeshEntityTemplate representa la plantilla a partir

de la cual se obtienen las adyacencias intermedias, dadas las adyacencias datos. Por

ejemplo, si una celda se define por sus vértices, este objeto permite obtener los vértices

que forman las caras de la celda.

deleteMeshEntity destruye la entidad de malla a la que se refiere la instancia dada

como dato.

getMeshEntityIterator devuelve un iterador sobre las entidades de la dimensión

topológica dada como dato.

getMeshEntityAdjacencies devuelve un array de entidades adyacentes a la enti-

dad dato de la dimensión requerida.

meshEntityExist si es verdadera devuelve la entidad de malla de la dimensión

requerida, cuyas adyacencias son las del array de entidades ingresada como dato.

Caso contrario devuelve una instancia de entidad inactiva.

setRepresentationMatrix, getRepresentationMatrix asigna y devuelve la ma-

triz de representación de la malla respectivamente.
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getRegionVolume, getFaceArea, getEdgeLength, getVertexCoords: devuel-

ve el volúmen de una región, el área de una faceta, la longitud de una arista y las

coordenadas de un vértice respectivamente. Otras funciones geométricas no han si-

do mostradas, si bien la mayoría de estas funciones pueden derivarse a partir de la

obtención de los vértices adyacentes a una entidad de malla y las coordenadas de

éstos.

Mesh

-meshID: Integer

-entityContainer: MeshEntity[*]

-topologyAlgo: MeshTopology

+createMeshEntity(adjacentEntities: MeshEntity[*], entityTopoDim: Integer,

template: MeshEntityTemplate, coords: Real[*]): MeshEntity

+deleteMeshEntity(entity: MeshEntity)

+getMeshEntityIterator(topoDim: Integer): MeshEntityIterator

+getMeshEntityAdjacencies(entity: MeshEntity, topoDim: Integer): MeshEntity[*]

+meshEntityExist(adjacentEntities: MeshEntity[*], topoDim: Integer,

out entity: MeshEntity): Boolean

+setRepresentationMatrix(RepMatrix: Integer[*])

+getRepresentationMatrix(): Integer[*]

+getRegionVolume(entity: RegionEntity): Real

+getFaceArea(entity: FaceEntity): Real

+getEdgeLength(entity: EdgeEntity): Real

+getVertexCoords(entity: VertexEntity): Real[*]

Figura 4.5: Diagrama UML de la clase Mesh

4.7.2 Modelo entidades de malla. Las clases MeshEntityData y MeshEntity

El modelo de entidades de malla es representado mediante dos clases. La primera, que

se denomina MeshEntityData y se presenta en la Fig. 4.6, es una clase cuyo único fin es

almacenar en memoria los datos mínimos y necesarios para proveer información sobre la

topología de la malla. En el diagrama UML de esta clase se denotan los datos miembros

que corresponden a:

entityID representa el número de identificación de la entidad. Este es un valor único

para las entidades de una misma dimensión topológica.
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meshID es un dato miembro opcional que representa el identificador de la malla a

la cual pertenece la entidad, único para cada instancia de la clase Mesh.

topoDim representa la dimensión topológica de la entidad.

adjEntities arreglo que representa las entidades adyacentes que son almacenadas

explícitamente en memoria.

Si bien no representado en el diagrama UML, en realidad las adyacencias son almacenados

mediante arreglos independientes para las adyacencias hacia arriba y hacia abajo. Debido

a que el número de adyacencias hacia arriba es arbitrario en mallas no estructuradas, estos

arreglos son elegidos como dinámicos. En el caso de adyacencias hacia abajo el tamaño

del arreglo es previamente conocido por lo tanto este es de tipo estático. Como en nuestra

estructura de datos, el conjunto de adyacencias que son almacenadas son establecidas por

el usuario en tiempo de corrida, estos arreglos son inicializados en memoria únicamente si

las adyacencias son explícitamente requeridas, siendo esto determinado por la matriz de

representación de la malla.

MeshEntityData

-entityID: Integer

-meshID: Integer

-topoDim: Integer

-adjentities: MeshEntity[*]

Figura 4.6: Diagrama UML de la clase MeshEntityData.

En el código de aplicación, se requiere generalmente tener varias copias simultáneas

de una misma instancia de entidad de malla. Debido a que una instancia de la clase

MeshEntityData posee un relativo costo de memoria es que se ha decidido utilizar una clase

que denominamos MeshEntity, cuyo único dato miembro es un puntero a una instancia de

la clase MeshEntityData y que además posee posee acceso directo a los datos privados de

la misma. De la clase MeshEntity derivan a su vez las clases que representan las entidades

de cada dimensión topológica, estas son para el caso tridimensional las clases asociadas

al modelo de vértices VertexEntity, aristas o bordes EdgeEntity, caras FaceEntity y

celdas (o regiones) RegionEntity.
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4.7.3 Contenedor de entidades de malla.

Uno de los objetivos principales que se plantearon al momento de diseñar el contenedor

de entidades es la capacidad de ingresar y remover entidades del mismo en forma dinámica.

Con este fin es necesario que la implementación del contenedor corresponda a un tipo de

estructura de datos dinámico. La elección de ésta debe tener en cuenta la eficiencia de

las operaciones de inserción y remoción de elementos, la administración eficiente de las

operaciones de asignación (y/o liberación) de memoria así como la consistencia y eficiencia

en el acceso a los elementos. Las librerías de mallas existentes basadas en el lenguaje

C++ recurren en general a los contenedores provistos en la Standard Template Library.

Entre estos, los contenedores de entidades son usualmente almacenados en estructuras del

tipo mapa std:map[133] o lista enlazada std:list[35]. En el lenguaje Fortran 2003 no

existen librerías disponibles que implementen estructuras de datos dinámicas por lo que es

necesario recurrir a una implementación propia. Al momento de decidir la implementación

se establecieron las siguientes operaciones como requerimiento básico del contenedor:

Leer(i): devuelve la entidad con índice i, 0 ≤ i ≤ n.

Insertar(i,Mi): inserta la entidad Mi en el contenedor y le asigna el índice i.

Remover(Mi): remueve la entidad con índice i.

Indice(Mi): devuelve el índice de la entidad Mi.

La estructura de datos que se ha implementado con el fin de brindar estas operaciones

corresponde a un tiered vector [58]. Un tiered vector consiste básicamente en un conjunto

de colas de doble entrada (más conocidas como deques) [86], a las cuales le es adicionada una

estructura de índices que apuntan al inicio y final de cada cola de forma tal que la estructura

provee O(1) en la lectura aleatoria de elementos y O(
√

n) amortizado en la inserción y

remoción de elementos para un contenedor de tamaño n utilizando un tamaño de memoria

adicional de O(n) [58]. En nuestra implementación de un tiered vector y a diferencia de [58]

donde se utiliza un conjunto de
√

n colas de doble entrada de tamaño
√

n para representar

un contenedor de n elementos, se ha empleado un conjunto de colas de doble entrada cuyo

tamaño se obtiene a partir de la estrategia de crecimiento y decrecimiento introducida en

Brodnik et al. [25]. Siguiendo esta estrategia se obtiene un conjunto de O(
√

n) colas de

doble entrada cuyo tamaño es de Θ(
√

n), por lo que el orden de las operaciones es similar

al tiered vector original, con la ventaja que se utiliza un tamaño de memoria adicional para

el mantenimiento de la estructura, el cuál es de orden óptimo O(
√

n) [58].
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4.7.4 Iteración sobre las entidades

El acceso a las entidades almacenadas en la clase Mesh se realiza mediante una clase de

tipo iterador [51]. Esta elección de diseño se debe a que la misma no expone la estructura

interna del contenedor empleado, la cual no es de interés para el usuario de la clase. El

diagrama UML de la clase MeshEntityIterator que representa el modelo de iterador de

entidades se presenta en la figura Fig. 4.7. El iterador puede ser utilizado de dos formas.

La primer forma que se presenta en la Fig. 4.8 es general, y ha sido implementada interna-

mente de forma tal que es robusta ante cambios dinámicos de la malla. La segunda forma,

presentada en la Fig. 4.9 es más eficiente, sin embargo la iteración en este caso únicamente

es válida para mallas de tipo estático por lo que si es efectuada la inserción o remoción de

entidades en forma simultánea al uso del iterador,f este último queda invalidado.

MeshEntityIterator

+reachEnd(): Boolean

+getNext()

+getSize(): Integer

+getCurrent(ID: Integer): MeshEntity

+reset()

Figura 4.7: Diagrama UML de la clase MeshEntityIterator.

4.7.5 Obtención de adyacencias

Los algoritmos para la obtención de adyacencias son dependientes de cuales adyacencias

son explícitamente o no almacenadas en memoria [52]. Debido a que la implementación

de estos algoritmos para cada una de las representaciones posibles comprende un esfuerzo

de programación excesivo, es que se ha adoptado un patrón de tipo ”estrategia” strategy

pattern [51], mediante una clase abstracta interna MeshTopology (v. Fig. 4.5) cuyas clases

derivadas son las encargadas de proveer los algoritmos concretos correspondientes. Actual-

mente en el sistema se ha implementado una única clase derivada que provee los algoritmos

correspondientes a una representación que almacena todas las adyacencias entre entidades

que difieren en una dimensión, es decir en el caso bidimensional, las adyacencias hacia abajo

caras-aristas, aristas-vértices y las adyacencias hacia arriba vértices-aristas y aristas-caras.
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subroutine iteratorUse(container)

type(Mesh),intent(in) :: container

type(MeshEntityIterator) :: iterator

type(Entity) :: entity

! iterador sobre los vértices

iterator = container%getIterator(topoDim = 0 )

do

! si alcanza el final del contenedor sale

if(iterator%reachEnd()) exit

! devuelve la entidad ubicada en la posición del contenedor

! al que apunta el iterador

entity= iterator%getCurrent()

! avanza hacia la siguiente entidad en el contenedor

call iterator%getNext()

end do

! vuelve al iterador a la posición de inicio

call iterator%reset()

end subroutine

Figura 4.8: Código ejemplo de uso del iterador de entidades.

subroutine iteratorUseStatic(container)

type(Mesh),intent(in) :: container

type(MeshEntityIterator) :: iterator

type(Entity) :: entity

integer :: pos

! iterador sobre los vértices

iterator = container%getIterator(topoDim = 0 )

do pos = 1 , iterator%getSize()

entity = iterator%getCurrent(pos)

! devuelve la entidad de dimensión topológica

! TopoDim cuya posición en el contenedor es pos

end do

end subroutine

Figura 4.9: Código ejemplo de uso del iterador de entidades en una malla estática.

4.7.6 Propiedades geométricas

Las propiedades geométricas asociadas a las entidades de malla y relevantes a la apli-

cación de este trabajo, han sido encapsuladas dentro de la interface de la clase Mesh y son
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obtenidas internamente mediante las rutinas de la librería de Fortran 90 GEOMETRY [26]

disponible bajo licencia GNU LGPL.

4.8 Representación del modelo de malla distribuida. La clase PMesh

La clase PMesh cuyo diagrama UML se muestra en la Fig. 4.10, es una clase derivada

de la clase Mesh y extiende las funcionalidades de ésta a un modelo de malla distribuida.

Provee servicios tales como la identificación de las relaciones de propiedad de una entidad de

malla con respecto a una partición, la asignación de una numeración global a las entidades

de malla, así como la partición del dominio, la migración de entidades y la construcción

de celdas remotas para un stencil requerido en la aplicación.

PMesh

-partitionID: Integer[]

-GlobalID: Integer[]

+isOwned(entity: MeshEntity): Boolean

+isRemote(entity: MeshEntity): Boolean

+isOnBoundary(entity: MeshEntity): Boolean

+getPartitionID(entity: MeshEntity): Integer

+getGlobalID(entity: MeshEntity): Integer

+getGhostCells(stencilBridge: Integer, stencilDeep: Integer)

+migrate(entityList: MeshEntity[], partitionID: Integer[])

+createMeshFunctionDomain(): MeshFunctionDomain

+partition()

+synchronize()

Figura 4.10: Diagrama UML de la clase PMesh

4.8.1 Partición de la malla

La tarea de partición de malla es realizada internamente mediante la librería externa

ParMETIS [50]. Esta librería obtiene la partición de una malla en forma paralelizada

utilizando un algoritmo basado en la estructura de grafo de la topología de la malla. En

el método de descomposición de dominio basado en las celdas los vértices de este grafo

corresponden a las celdas de la malla y las aristas unen las celdas vecinas, es decir, aquellas

que tienen una faceta en común. El algoritmo de partición busca balancear la carga entre
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las partes (el número de celdas asignado a cada una), teniendo en cuenta los costos de

comunicación entre procesadores mediante la asignación de una función de peso a las

aristas del grafo. El resultado de la rutina de partición es una lista con la numeración de

la nueva partición a la cual deben ser migradas las celdas.

4.8.2 Migración de entidades

La migración de entidades se realiza comenzando con un intercambio colectivo de men-

sajes para determinar cuales son aquellos procesadores que iniciarán el envío de entidades.

A continuación se emiten los correspondientes mensajes mediante mensajes no bloqueantes.

Estos mensajes consisten en el pasaje de las adyacencias entidad-vértice de la correspon-

diente entidad a migrar. Una vez receptados los mensajes en cada procesador, a partir de

la información recibida se adiciona a la parte local las entidades importadas.

4.8.3 Obtención de celdas fantasmas

El algoritmo de obtención de celdas remotas fantasmas requeridas por el stencil de

la aplicación, se implementa internamente a partir del almacenamiento en memoria de la

adyacencia de segundo orden celda-celda, donde para cada celda esta adyancencia indica

todas las celdas que comparten al menos una cara con la misma. Esta adyacencia se obtiene

en paralelo usando rutinas disponibles en la librería ParMETIS. Mediante esta adyacencia

y la adyacencia celda-vértice almacenadas como arreglos de la librería GA, se implementa

un sencillo algoritmo que realiza una búsqueda de todas las celdas remotas requeridas por

el stencil empleando únicamente comunicación de tipo unilateral a medida que se avanza

en la construcción de las capas.

4.9 Preprocesamiento y Postprocesamiento

La estructura de datos aquí propuesta no es dependiente de un determinado formato de

malla. Distintos formatos pueden ser implementados si se brindan las plantillas utilizadas

por el mismo para definir por ejemplo dados los vértices de las celdas, los vértices de las

caras. No obstante actualmente han sido implementadas rutinas para la lectura y escritura

de mallas, así como la escritura de resultados en el formato CFD General Notation System

CGNS [129]. Este formato, además de ser considerado una práctica recomendada por el

Instituto Americano de Aeronáutica y Astronáutica (AIAA), brinda una librería de acceso

libre con utilidades tanto para la lectura y escritura de mallas estructuradas y no estruc-
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turadas, como para los campos de soluciones asociados a la misma generalmente presentes

en códigos de cálculo fluido-dinámico. En la implementación de la rutina de lectura en

paralelo de mallas en el formato CGNS, se ha asumido que un sólo procesador posee capa-

cidades de lectura-escritura. De modo de obtener escalabilidad en memoria, la malla nunca

es almacenada en forma completa en la memoria de este procesador, sino que es leída por

bloques que son enviados mediante sentencias no bloqueantes a los respectivos procesa-

dores. De esta forma la memoria utilizada por cada procesador nunca es superior a una

memoria del órden del número de elementos de la malla sobre la cantidad de procesadores

disponibles en el sistema distribuido.

4.10 Funciones de malla

El concepto de funciones de malla representa aquellos campos que se encuentran aso-

ciados a entidades de malla. Por ejemplo, en el método de los volúmenes finitos que nos

compete, las incógnitas del problema se asocian a las celdas requiriéndose además la obten-

ción de flujos numéricos asociados a las caras. Adicionalmente, ciertas regiones del dominio

requieren un tratamiento especial, por ejemplo en el caso de la aplicación de condiciones

de borde, o cuando el dominio computacional representa diferentes regiones físicas del

problema, (con distinto tipo de incógnitas) tal el caso de problemas de interacción fluido-

estructura. Es de interés por lo tanto una estructura de datos que pueda satisfacer la

siguiente pregunta general: dada una entidad de malla y un campo asociado, ¿qué valor

toma el campo para esta entidad?

Al momento de implementar computacionalmente una función de malla, debemos ne-

cesariamente acotar el rango de lo que se puede representar y más aún cómo lo podemos

representar, en especial considerando la eficiencia. En mecánica computacional son de par-

ticular interés las funciones de malla definidas sobre campos escalares o vectoriales de

tipo primitivo (reales, enteros, lógico, etc.). Debido a razones de eficiencia estos campos

se almacenan preferentemente mediante arreglos de memoria contigua. El acceso a estos

campos es realizado de distintas maneras, dependiendo del tipo de algoritmo involucrado.

Ejemplos de estos patrones de acceso incluyen los siguientes:

Acceso a todos los datos del campo en forma colectiva sin necesidad de conocer las

entidades asociadas. Este tipo de acceso es común en operaciones colectivas tales

como la adición de dos campos o el cálculo de la norma, en el cálculo de los términos

fuente de PDEs, en operaciones de resolución de sistemas lineales, etc.
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Acceso colectivos sobre un subconjunto restringido de entidades. Un ejemplo típico

es en la aplicación de condiciones de borde.

Acceso específico sobre una entidad de malla y/o sobre determinadas adyacencias.

Por ejemplo, en elementos finitos, acceder a los datos asociados a los nodos de un

elemento, o en volúmenes finitos, dada una cara, el acceso a los datos sobre las celdas

adyacentes a la cara, para el cálculo de flujos numéricos.

Antes de proseguir introducimos dos conceptos que nos permiten luego introducir las

clases que definen los modelos de función de malla. Introducimos en primera instancia el

concepto de dominio tal como es aquí entendido.

Definición 4.10.1 (Dominio). Un dominio D es una sucesión finita de n elementos

{d0,d1, . . . ,dn−1} donde el mapeo f : {0,1, . . . ,n − 1} → D es una función biyectiva. Deci-

mos entonces que i es el identificador del elemento di perteneciente al dominio D y que n

es el tamaño del dominio.

El concepto de dominio nos permite introducir el de dominio distribuido.

Definición 4.10.2 (Dominio Distribuido). Un dominio distribuido, D es una colección de

p dominios Di mutualmente disjuntos,

D =
p−1⊔

i=0

Di

Sea ni el tamaño del dominio Di. Luego la suma

n =
p−1∑

i=0

ni

es denominada tamaño global del dominio distribuido D .

En el caso de dominios distribuidos, el número identificador de un elemento con respecto

al subdominio Di se denomina identificador local. Es necesario definir adicionalmente una

numeración global de cada elemento con respecto al dominio distribuido. La forma que

aquí utilizamos se encuentra dada por:

jG = j + bi (4.4)
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donde jG es la numeración global del elemento dj del subdominio Di y donde la función

de offset bi se encuentra dada por:

bi =
i−1∑

k=0

nk

donde nk es el tamaño del subdominio Dk.

Estos conceptos nos permiten finalmente definir el dominio de función de malla.

Definición 4.10.3 (Dominio de función de malla). Un dominio de función de malla (dis-

tribuida) es un dominio (distribuido) cuyos elementos son entidades de malla.

4.10.1 Modelo de dominio de función de malla. La clase MeshFunctionDomain

En nuestro sistema la clase MeshFunctionDomain implementa el concepto de dominio

de funciones definidas sobre mallas distribuidas. Esta clase tiene la responsabilidad de asig-

nar una numeración local y global a un dominio distribuido cuyos elementos son entidades

de malla. Por razones de eficiencia el comportamiento de esta clase ha sido diseñado de

acuerdo a una estructura de búsqueda de tipo estático [140]. Este tipo de estructuras en su

forma más simple comprenden únicamente operaciones de dos tipos: inicialización y poste-

rior obtención de información. La inicialización de una instancia de MeshEntityDomain se

obtiene mediante la definición de las entidades de malla que forman el dominio. La interfa-

ce provee la posibilidad de definir un dominio homogéneo (formado por todas las entidades

de una malla de una dimensión topológica) o de un dominio heterogéneos formados por

entidades de malla de dimensión arbitraria. Una vez finalizada la definición del dominio

se procede a la creación de una función hash que permite mapear el identificador de una

entidad dada en una numeración local y global de la entidad con respecto al dominio. La

función hash empleada corresponde a una función hash perfecta mínima (sin colisiones)

del tipo introducida en [24]. Este tipo de función provee orden constante en el acceso a

los valores de la función, empleando un espacio óptimo de memoria. La implementación

de esta función se obtiene a partir de la librería externa C Minimal Perfect Hashing Li-

brary[2]. En el caso de dominios heterogéneos son creadas tantas funciones de hash como

dimensiones topológicas distintas posean las entidades del dominio. En mallas distribuidas,

la numeración local de las entidades enumera primero las entidades que pertenecen a la

partición, para luego enumerar a las entidades remotas. Todos los detalles de implemen-

tación son encapsulados dentro de la interface de la clase que se presenta en la Fig. 4.11.

Las operaciones relevantes de la clase son:

insertMeshEntity adiciona un array de entidades de malla al dominio de la función.
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MeshFunctionDomain

-entityIDToLocalNum: HashFunction

+insertMeshEntity(entity: MeshEntity[])

+freeze()

+getMeshEntityLocalPosition(entity: MeshEntity): Integer

+getMeshEntityGlobalPosition(entity: MeshEntity): Integer

+associateMeshFunction(): MeshFunction

Figura 4.11: Diagrama UML de la clase MeshFunctionDomain.

freeze “congela” la estructura de datos. Es decir, luego de un llamado a esta función

se crea la función de hash y no se permiten posteriores inserciones.

getMeshEntityLocalPosition, getMeshEntityGlobalPosition devuelven la nu-

meración local y global de la entidad correspondiente respectivamente.

associateMeshFunction asocia una función de malla al dominio actual.

Basados en la estrategia de numeración provista por la clase MeshFunctionDomain, se

implementan distintos modelos de funciones de malla, en particular funciones cuya imagen

es de tipo real, entero y lógico, tanto de carácter escalar como vectorial y/o tensorial. Estas

clases proveen tres tipos de patrones de acceso de los valores almacenados en un array:

acceso local a los valores asociados a una entidad de malla dada, acceso de los valores aso-

ciados un grupo de entidades o acceso total a todos los valores almacenados en la función.

Por razones de eficiencia el acceso a los datos almacenados en una instancia de la clase

MeshFunction no se realiza mediante el copiado de los datos sino que es realizada a través

de punteros de memoria. Debe aclararse además que cada procesador posee propiedades

de escritura-lectura únicamente sobre los valores de la función asociados a entidades que

pertenecen a la parte, teniendo únicamente acceso de lectura sobre los valores de la función

asociados a entidades remotas. En la Fig. 4.12 se muestra el diagrama UML de la clase

genérica MeshFunction de la cual derivan todas las clases concretas que implementan las

funciones de malla para los tipos de datos mencionados. Una esquema general del sistema

se muestra en el diagrama de clases de la Fig. 4.13 en tanto un código ejemplo que muestra

los procedimientos de creación, inicialización y acceso de funciones de malla se presenta en

la Fig. 4.14.
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MeshFunction

-functionData: MeshFunctionType[]

+getFunctionValue(entity: MeshEntity): MeshFunctionType[]

+getAllFunctionValues(): MeshFunctionType[]

+synchronize()

Figura 4.12: Diagrama UML de la clase MeshFunction

Figura 4.13: Diagrama de clases
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subroutine MeshFunctionCreation(thisPMesh)

type(PMesh),intent(in) :: thisPMesh

type(MeshFunctionDomain) :: thisDomain

type(RealVectorialMeshFunction) :: Velocity

integer(ikp), parameter :: ONRegions = 3

real(rkp), pointer :: currentVelocity(:), allVelocity(:,:)

type(MeshEntityIterator) :: iterator

! Ea clase PMesh es responsable de la incialización consistente

! de un dominio homogeneo definido sobre todas las celdas de la malla

thisDomain = thisPMesh%createMeshFunctionDomain(domainDim=ONRegions)

call thisDomain%freeze() ! se crea la función de hash estática

! El dominio es responsable de la creación

! de una función vectorial real de tres componentes

! en este caso para almacenar el vector velocidad

Velocity = thisDomain%associateMeshFunction( ncomp = 3)

iterator = thisPMesh%getiterator(ONRegions)

! Ejemplo de acceso secuencial por entidad

iterator = this%PMesh%getRegionIterator

do

if(iterator%reachend()) exit

currentRegion = iterator%getcurrent()

currentVelocity => Velocity%getFunctionValue(currentRegion)

! realiza algún cálculo

call iterator%getnext()

end do

! Ejemplo de acceso total

allVelocity => Velocity%getAllFunctionValues()

! Sincroniza los valores asociados a las celdas fantasmas

call Velocity%synchronize()

end subroutine

Figura 4.14: Código ejemplo de creación de funciones de malla.
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4.11 Aplicación del sistema al esquema de volúmenes finitos

El sistema orientado a objetos de administración de la topología de la malla y de campos

asociados a esta en sistemas distribuidos hasta aquí descrito ha sido aplicado extensiva-

mente en el esquema de volúmenes finitos desarrollado en esta tesis. Principalmente en una

etapa de preproceso son creados mediante el mismo todos los campos necesarios tales como

los relacionados con las variables conservativas, primitivas y de transporte asociados a las

celdas, como a las propiedades geométricas asociadas a las celdas (volúmen), caras (áreas,

normales), y aristas (longitudes). Por razones de eficiencia en las rutinas de evaluación de

los flujos numéricos se ha hecho uso de las conectividades cara-celda, almacenada como

un arreglo de enteros que para cada cara denota la numeración local de las celdas adya-

centes. Este arreglo es construido sencillamente en una instancia de preproceso empleando

la numeración provista por el sistema orientado a objetos. Otro arreglo de este tipo es

almacenado, por ejemplo, para el stencil requerido en la obtención de los gradientes por

el método de mínimos cuadrados. El sistema diseñado ha facilitado y permitido la imple-

mentación del esquema en una forma independiente de la dimensión de la malla y más aún

requiriendo un número mínimo de líneas de código referidas al paralelizado, prácticamente

siendo estas únicamente las llamadas al método de sincronización provista por la interface

de las funciones de malla.

Finalmente y de manera de ilustrar el funcionamiento general del código se presenta

en la Fig. 4.15 se presenta el diagrama de flujo general del esquema de volúmenes finitos

implementado.
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Figura 4.15: Diagrama de flujo general del esquema de volúmenes finitos implementado.
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CAPÍTULO 5

RESULTADOS

5.1 Introducción

Con el objetivo de evaluar y validar el código desarrollado se presentan en este capítu-

lo resultados de simulaciones numéricas del flujo hipersónico estacionario sobre distintas

configuraciones correspondientes tanto a ensayos en vuelo como a experimentos en túneles

de viento. Las condiciones del flujo en todos los casos corresponden al régimen laminar

de forma tal que se evita la introducción de incertezas producto de la falta de modelado

de la turbulencia. El primer conjunto de resultados presentados comprenden una serie de

ensayos en vuelo denominados RAM-C, en el cual las condiciones son tales que se presenta

ionización parcial del gas y no equilibrio termodinámico. El segundo conjunto corresponde

a un modelo de una sonda de reentrada atmosférica empleada en un experimento realiza-

do en el tubo de expansión HYPULSE [72]. Este experimento fue llevado a cabo con el

objetivo de realizar mediciones de la transferencia de calor sobre vehículos de reentrada

en condiciones de no equilibrio termoquímico, con especial énfasis en la zona de la este-

la donde se presenta una fuerte interacción de flujo recirculante. En ambos conjuntos de

resultados se utiliza una formulación bidimensional con simetría axial.

Las capacidades del código de simular flujos tridimensionales son evaluadas mediante

la obtención de resultados del campo de movimiento sobre una configuración cilíndrica

empleada en una serie de experimentos llevada a cabo en el túnel HEG [76]. En todos

los conjuntos de simulaciones, los resultados obtenidos son comparados con datos experi-

mentales disponibles en la literatura, además de discutirse la concordancia con resultados

generados por otros autores.

Finalmente, y con el objetivo de evaluar el rendimiento del código desarrollado en

sistemas de cómputo distribuido se presentan y discuten los resultados obtenidos de las
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pruebas de escalabilidad realizadas en el clúster empleado en este trabajo.

5.2 Test RAM-C II

5.2.1 Descripción del test

El experimento Radio Attenuation Measurement (RAM) fue una serie de mediciones en

vuelo llevadas a cabo en el NASA Langley Research Center a finales de la década de 1960

con el objetivo de estudiar el fenómeno de pérdida de comunicación causado por la capa

electrónica presente en la reentrada atmosférica de vehículos espaciales [4, 74]. De la serie

de mediciones realizadas denominadas RAM-C I, RAM-C II y RAM-C III, la serie RAM-C

II se considera la más adecuada para la comparación con resultados numéricos debido a

que en las otras series la configuración fue cubierta con una capa de fenólico-grafito que

contaminó el campo de flujo. La configuración empleada en el experimento RAM consiste

en una sonda tipo cono esférico cuya geometría se muestra en la Fig. 5.1. La sonda fue

instrumentada con una serie de reflectómetros para medir la densidad electrónica máxima

en la dirección normal a la superficie, y un conjunto de sondas Langmuir para medir la

distribución de la densidad electrónica en la capa límite en la parte posterior. Más detalles

de este ensayo en vuelo son descritos en [60].

Se han obtenido resultados del flujo laminar axisimétrico estacionario sobre la configu-

ración RAM-C II correspondientes a dos etapas en la trayectoria de reentrada atmosférica

a 71 km y 61 km de altura. Las condiciones de la corriente libre para ambas etapas son

detalladas en la Tabla 5.1. En ambas condiciones se utiliza el modelo de 7 especies del aire

parcialmente ionizado
(
N2,O2,NO,NO+, N,O,e−

)
, donde los parámetros del modelo cinéti-

co se obtuvieron de Park [127] y se detallan en las tablas de la Sección A.4.1 del Apéndice.

El modelo de no equilibrio termodinámico corresponde al modelo de dos temperaturas de

Park descrito en el Capítulo 2. Los flujos convectivos son evaluados mediante el esquema

SLAU, descrito en la Sección 3.3.1, mientras que los flujos difusivos se obtienen de acuerdo

a la metodología descrita en la Sección 3.5. El gradiente de las variables en cada celda pa-

ra evaluar los flujos difusivos es obtenido mediante la formulación de mínimos cuadrados

ponderada por la inversa de la distancia, y el gradiente para la reconstrucción de segundo

orden es obtenido por medio de una formulación de mínimos cuadrados sin ponderación,

de acuerdo a lo sugerido en [8]. El stencil empleado en el método de mínimos cuadrados

considera todas las celdas que comparten un vértice en común. La limitación de los gra-

dientes ante la presencia de discontinuidades se realiza empleando la función limitadora de
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Venkatakrishnan descrita en la Sección 3.4.2.2. El sistema resultante de ecuaciones en cada

paso temporal es resuelto mediante el método iterativo GMRES discutido en la Sección

3.6.2, empleando las librerías externas PETSc. En la resolución en paralelo del sistema, el

precondicionador global corresponde al método de Schwarz aditivo y el local en cada pro-

cesador corresponde a un precondicionador tipo ILU(0), todos ellos disponibles en PETSc.

Son asumidos los valores por default de esta librería en el empleo de estos métodos.

Para ambas condiciones la superficie de la sonda se asume como no catalítica y a una

temperature constante e igual a 1500 K, tal como es considerado en [28]. Debido a las

condiciones de simetría axial únicamente la mitad superior del campo de movimiento es

discretizada, imponiendo condiciones de borde de simetría. El contorno por donde ingresa

el flujo se asume como supersónico en donde son impuestas las condiciones de la corriente

libre. El contorno donde el flujo abandona el dominio se considera supersónico en el cuál

se extrapolan las condiciones en el interior del dominio para la obtención del estado en las

celdas fantasmas adyacentes.

Con el objetivo de analizar la convergencia de la solución con respecto a la malla se

utilizaron tres discretizaciones, cuyos números de celdas en la dirección normal y tangencial

al cuerpo y tamaño de celda mínimo (altura de la celda adyacente al cuerpo en la dirección

normal a la superficie) son detallados en la Tabla 5.2. En la Fig. 5.2 se muestra la malla

computacional conformada por 64 × 150 celdas en las direcciones normal y tangencial al

cuerpo respectivamente.

La integración temporal del sistema es inicializada a partir de las condiciones de la co-

rriente libre asignadas a todo el dominio. En una primera instancia se obtiene una solución

convergente de primer orden de precisión que luego es tomada como condición inicial para

la obtención de la solución de segundo orden. La solución es iterada hasta obtener una

reducción de la norma del residuo del sistema de seis órdenes de magnitud. Esta reducción

se considera suficiente, ya que se comprueba que iteraciones posteriores producen cambios

en las magnitudes del campo de movimiento prácticamente despreciables. El número de

CFL es inicializado en 1, y actualizado mediante la expresión descrita en la Sección 3.6.3,

donde un valor máximo de CFL del órden de 1 × 10−6 ha sido necesario para no introducir

inestabilidades en la solución.

5.2.2 Resultados obtenidos

En la Fig. 5.3 se comparan los resultados obtenidos de la densidad electrónica máxima

en la dirección normal a la superficie en función de la coordenada axial (cuyo origen se ubica

en el punto de estancamiento, veáse Fig. 5.2) con las mediciones en vuelo de la densidad
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Tabla 5.1: Condiciones de la corriente libre del test RAM-C II .

Altura [km] 71 61

ρ∞[kg/m3] 7.631 × 10−5 2.714 × 10−4

v∞[m/s] 7658.6 7636.4

T∞[K] 216.0 254.0

M∞ 25.9 23.9

Re∞[1/m] 3.84 × 104 1.21 × 105

cN2,∞ 7.624 × 10−1 7.624 × 10−1

cO2,∞ 2.376 × 10−1 2.376 × 10−1

Figura 5.1: Geometría de la configuración del experimento RAM.
Rc = 0.1524m, Lc = 1.295m, αc = 9◦

Tabla 5.2: Mallas utilizadas en el test RAM-C II.

Malla (Normal × Tangencial) (∆x)mı́n[µm]

I 64 × 150 5.0
II 96 × 210 1.0
III 128 × 300 0.5

electrónica obtenida mediante los reflectómetros y el conjunto de sondas Langmuir (de esta

última se poseen datos de la incerteza experimental). La ionización del aire se produce

principalmente en la región detrás del choque separado sobre la nariz, y dada la alta

velocidad del flujo, los iones y electrones libres son luego transportados por convección

hacia la parte posterior, sin que se alcance la total recombinación de estos a pesar de la baja

temperatura local del flujo en esta zona tal como se muestra en las líneas de contorno de la

densidad numérica electrónica en las Figs. 5.4a y 5.4b. En las condiciones de menor altura,

a 61 km, el modelo cinético de Park implementado predice una densidad electrónica menor

que la experimental, diferencia que aumenta en la zona posterior de la sonda. Se observa

además un cambio de pendiente que se produce en la curva alrededor de la coordenada
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Figura 5.2: Malla utilizada en el test de la sonda RAM-C II (64 × 150) .

axial x ≈ 1.04m. Este comportamiento también fue notado por otros autores que utilizaron

un modelo similar [61, 121]. En las condiciones de mayor altura, a 71 km, el modelo predice

una densidad electrónica levemente superior en la zona frontal presentando la curva una

pendiente menor que la experimental en la zona posterior tal como se muestra en las

Figuras 5.4. No obstante, la densidad electrónica máxima computada en la posición de la

sonda Langmuir se encuentra dentro del rango de incerteza experimental. Puede observarse

además que los resultados obtenidos con las tres mallas son prácticamente similares.
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Figura 5.3: Densidad electrónica máxima normal a la superficie vs. coordenada axial.
Test RAM C-II. Modelo de 7 especies de Park.
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(a) Altura 61 km.

(b) Altura 71 km.

Figura 5.4: Líneas de contorno de la densidad numérica de electrones ne
[
1/m3

]
.

Test RAM C-II. Modelo de 7 especies de Park

En la Fig. 5.5a y la Fig. 5.5b se presentan la distribución de la temperatura traslacional-

rotacional T y vibracional-electrónica Tve a lo largo de la línea de estancamiento para las

condiciones de altura a 61 km y 71 km respectivamente. En este caso se ha graficado

únicamente la solución obtenida con la malla más fina de 128 × 300 elementos. A la altura

de 61 km se alcanza una temperatura traslacional-rotacional máxima detrás del choque

del orden de 24500 K, mientras que la temperatura vibracional-electrónica máxima es de

10100 K. A la altura de 71 km, la menor densidad en la corriente libre induce un aumento

en la posición de la onda de choque, a la vez que aumenta el grado de no equilibrio

termodinámico en la capa de choque notado por el aumento en la distancia entre la posición

de los máximos obtenidos para las temperaturas del modelo. En la Tabla 5.3 se presenta una

comparación cuantitativa de los resultados de las temperaturas máximas y las posiciones

de ubicación de estos máximos sobre la línea de estancamiento con aquellos presentados

por Grasso et al.[61], obteniéndose una buena concordancia entre ambos conjuntos de

resultados, especialmente en las condiciones a mayor altura. En la Fig. 5.6 se muestra

la distribución de la temperatura traslacional sobre la línea de estancamiento para las

distintas discretizaciones empleadas. Se nota que la malla modifica principalmente el valor
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y ubicación de la temperatura máxima aumentando levemente ambas a medida que esta

es refinada.
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Figura 5.5: Temperaturas T y Tve sobre la línea de estancamiento.
Test RAM C-II. Modelo de 7 especies de Park

Tabla 5.3: Comparación resultados en la línea de estancamiento.

Test
Temperatura

Posición

máxima [K] temperatura máxima [mm]

Cómputo Grasso [61] Cómputo Grasso [61]
T Tve T Tve T Tve T Tve

61 km 24565 10104 24900 9489 9.4 6.7 9.5 7.1

71 km 24985 9568 25030 9265 1.23 5.4 1.24 5.5

Los cambios en la composición provocados por el aumento de la temperatura detrás

de la onda de choque sobre la línea de estancamiento son presentados para las condiciones

a 61 km y 71 km en las Figs. 5.7a y 5.7b respectivamente. En ambos casos el oxígeno se

disocia completamente y llega en esta condición hasta el punto de estancamiento. A la

altura de 61 km, el nitrógeno se disocia parcialmente hasta la capa límite en cuyo interior

se recombina parcialmente debido a la disminución de la temperatura. Por otro lado a una

altura de 71 km el grado de no equilibrio químico es tal que la composición se encuentra

prácticamente congelada en el interior de la capa límite. Este comportamiento se encuentra

en concordancia con los resultados obtenidos por otros autores [28, 121, 61].

87



0

5000

10000

15000

20000

25000

0.0 0.2 0.5 0.8 1.0 1.2

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

Distancia punto de impacto [cm]

64 × 150
96 × 210

128 × 300

(a) Altura 61 km.

0

5000

10000

15000

20000

25000

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

Distancia punto de impacto [cm]

64 × 150
96 × 210

128 × 300

(b) Altura 71 km.

Figura 5.6: Sensibilidad a la malla de la distribución de temperatura sobre la línea de
estancamiento.

Test RAM C-II. Modelo de 7 especies de Park

En las Figs. 5.8a y 5.8b, es graficada la transferencia de calor sobre el cuerpo en fun-

ción de la coordenada de superficie (con origen en el punto de impacto). Se observa que

los resultados para las tres mallas son prácticamente similares excepto en la zona de es-

tancamiento del flujo. En esta región el refinamiento de la malla produce una pequeña

disminución en la transferencia de calor obtenida en el punto de impacto, así como la

aparición de una oscilación entre los dos elementos más cercanos a la línea de simetría.

Esta oscilación no se presenta en la solución de primer orden (no mostrada), por lo que

se considera que es producto de la alta sensibilidad de los esquemas de la familia AUSM

al valor de la velocidad normal en la interface entre celdas cuando ésta es obtenida me-

diante la reconstrucción lineal de los componentes de la velocidad en forma independiente,

sensibilidad que es mayor en las regiones de muy baja velocidad. En las Figs. 5.9a y 5.9b

se muestra la distribución de presiones obtenida para ambas alturas y distintas mallas,

observando que la misma es independiente del grado de refinamiento y que presenta un

comportamiento suave a lo largo de todo la superficie. Finalmente en las Figs. 5.10a y

5.10b se presentan los gráficos de la convergencia en función de la norma L1 del residuo

del sistema para las diferentes discretizaciones utilizadas, donde un número de iteraciones

entre 30000 y 45000 es necesario para obtener una reducción de esta norma de 6 órdenes de

magnitud, condición que se considera aceptable para asumir la solución como estacionaria.
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Figura 5.7: Fracciones de masa de las especies sobre la línea de estancamiento.
Test RAM-C II. Modelo de 7 especies de Park
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Figura 5.8: Transferencia de calor sobre la superficie vs. coordenada de superficie.
Test RAM-C II. Modelo de 7 especies de Park
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Figura 5.9: Distribución de presión sobre la superficie vs. coordenada de superficie.
Test RAM-C II. Modelo de 7 especies de Park
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Figura 5.10: Convergencia en la norma L1 del residuo.
Test RAM-C II. Modelo de 7 especies de Park
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5.3 Test HYPULSE

5.3.1 Descripción del test

El NASA HYPULSE Expansion Tube [146] es un tubo de expansión en el cual flujos

de alta velocidad y entalpía son obtenidos para distintos gases tales como aire y dióxido

de carbono. En particular un tubo de expansión de este tipo permite obtener un flujo en

la sección experimental de baja presión el cual se encuentra en equilibrio termodinámico,

lo que favorece su utilización en la validación de códigos computacionales al reducir las

incertezas en las condiciones de la corriente libre. En el tubo HYPULSE, el estudio rea-

lizado por Hollis et al.[72] emplea una configuración basada en el vehículo espacial Mars

Pathfinder [164] con el fin de obtener mediciones de la transferencia de calor sobre la su-

perficie del vehículo, haciendo especial énfasis en la región de flujo separado de la estela,

de forma de obtener una base de datos de mediciones con el objetivo de ser utilizada en

la comparación con resultados numéricos. En la Fig. 5.11 se detalla la geometría de la

configuración experimental del test HYPULSE.

Se han obtenido simulaciones del flujo axisimétrico sobre esta configuración para las

condiciones del test HYPULSE llevado a cabo por [72], cuando el gas considerado es aire.

En este caso se considera que la ionización del gas es despreciable utilizando un mode-

lo cinético de 5 especies N2,O2,NO,N,O, donde los parámetros del modelo corresponden

nuevamente al modelo de Park detallado en el Apéndice. Asimismo, el no equilibrio termo-

dinámico es representado mediante el modelo de dos temperaturas de Park. En la Tabla

5.4 se detallan las condiciones de la corriente libre del test. El modelo físico y numérico

aplicado es similar al ya descrito en el test RAMC-II. Al igual que en [73], la superficie

del cuerpo es considerada como no catalítica y a una temperatura constante de 300K. Se

realiza un estudio de convergencia de malla, mediante tres discretizaciones que difieren en

la cantidad de elementos en la dirección normal y tangencial al cuerpo, y en el tamaño de

celda mínimo en la dirección normal en la región de la capa límite tal como se detalla en

la Tabla 5.5. Una vista general de la malla empleada se muestra en la Fig. 5.12. La malla

fue realizada de forma tal de proveer una discretización alineada con la onda de choque

separada y el flujo en la región de la estela.

5.3.2 Resultados obtenidos

Las características generales del campo de movimiento pueden ilustrarse a partir del

gráfico de las líneas de corriente presentado en la Fig. 5.13. En éste se observa la separación
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Rb = 25.4mm

Rn = 12.7mm

Rc = 1.27mm

Rf = 15.24mm

Rs = 10.32mm

Ls = 116.84mm

αn = 70◦

αf = 40◦

Figura 5.11: Geometría de la configuración experimental del tubo de expansión HYPULSE.

Tabla 5.4: Condiciones de la corriente libre del test HYPULSE.

Condición Valor

ρ∞[kg/m3] 5.71 × 10−5

v∞[m/s] 5162

T∞[K] 1113

p∞[Pa] 1824

cN2,∞ 7.67 × 10−1

cO2,∞ 2.33 × 10−1

M∞ 7.9

Re∞[1/m] 3.3 × 106

Tabla 5.5: Mallas utilizadas en el test HYPULSE.

Malla (Normal × Tangencial) (∆x)mı́n[µm]

I 64× 220 5.0
II 128 × 220 1.0
III 160 × 240 0.5

que se produce en el flujo en la zona del hombro de la superficie posterior para luego volver

a adherirse sobre la superficie del soporte del modelo en donde además se presenta un

punto de estancamiento. En la región de flujo separado se originan un vórtice mayor y dos

vórtices menores los cuales interactúan entre sí incrementando localmente la transferencia

de calor en esta región. En la Fig. 5.14 se realiza la comparación de la transferencia de calor

obtenida sobre el cuerpo en función de la coordenada de superficie normalizada para las

tres discretizaciones con los valores de las mediciones experimentales presentados en [72].

En la parte posterior de la configuración, la malla más gruesa claramente es insuficiente
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Figura 5.12: Vista global de la malla de la configuración del test HYPULSE.
Vista global y ampliada de la malla de la configuración del test HYPULSE.

para estimar el valor de la transferencia de calor sobre la superficie mientras que las dos

discretizaciones más finas brindan valores que se encuentran dentro del rango de incerteza

experimental, si bien las soluciones aumentan su diferencia hacia la zona de estancamiento.

Todas las discretizaciones capturan correctamente la posición del punto de desprendimiento

del flujo alrededor de s/Rb = 1.08 donde la transferencia de calor disminuye abruptamente.

En la región posterior se presenta un máximo local en la transferencia de calor en la zona

donde el vórtice mayor impacta sobre el cuerpo para s/Rb entre 3.5 y 4. El incremento de

la refinación de la malla disminuye el valor obtenido de este máximo y aumenta levemente

la ubicación del mismo aguas abajo. Un segundo máximo en la transferencia de calor

se observa en s/Rb ≈ 1.8 que es el punto donde el vórtice mayor impacta en la superficie

trasera de la configuración. La posición de este máximo capturada por la solución numérica

es levemente inferior a la obtenida en forma experimental, similar al resultado obtenido en

[73].

En la Fig. 5.15 se presenta la distribución de presiones obtenida sobre la superficie me-

diante las tres discretizaciones, brindando todas estas resultados prácticamente similares.

Finalmente en la Fig. 5.17a se gráfica la distribución del campo de presiones sobre la parte

posterior de la sonda, en tanto en la Fig. 5.17b, se presenta la distribución del número de

Mach obtenida sobre el dominio. Este último resultado presenta una buena concordancia

con la presentada en [73].

La distribución de temperaturas y fracciones de masa sobre la línea de estancamiento

son graficadas en las Figs. 5.16a y 5.16b respectivamente para la discretización de 160×300

celdas. La temperatura traslacional presenta un valor máximo detrás de la onda de choque

del orden de 12800 K, mientras que el máximo de la temperatura vibracional-electrónica es
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Figura 5.13: Líneas de corriente en la estela.
Test HYPULSE.
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Figura 5.14: Transferencia de calor sobre el cuerpo vs. coordenada tangencial normalizada.
Test HYPULSE.

del orden de 7400 K. En cuanto a la composición química las condiciones en la región entre

la onda de choque y la capa límite son tales que el oxígeno se encuentra completamente

disociado en ésta, presentándose un menor nivel de disociación en el nitrógeno. En la capa

límite el descenso de temperatura induce la recombinación total del nitrógeno mientras

que se observa una leve recombinación del oxígeno.
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Figura 5.15: Presión sobre el cuerpo vs. coordenada tangencial normalizada.
Test HYPULSE.
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Figura 5.16: Distribución de variables sobre la línea de estancamiento.
Test HYPULSE.
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Figura 5.17: Detalle de líneas de contorno del campo de movimiento.
Test HYPULSE.

96



5.4 Test Cilindro 3D HEG

En el experimento conducido en el tubo de choque High Enthalpy Shock Tunnel Göt-

tinghen (HEG) [76] se emplea una configuración tipo cilíndrica con el objetivo de proveer

una base de datos de mediciones a ser utilizadas en la validación de códigos computaciona-

les. En particular, se realizaron mediciones sobre la transferencia de calor y presión sobre

el cilindro y forma del choque mediante interferometría holográfica. Detalles más precisos

de las características del experimento y del tubo de choque son dados en [47, 76].

Se han obtenido resultados numéricos del test HEG para el gas aire a dos condiciones

(I) de alta entalpía y (II) de baja entalpía de estancamiento del gas en el reservorio. Los

parámetros de la corriente libre en la cámara de ensayos han sido determinadas en [76]

mediante la simulación numérica del flujo en la tobera de expansión a partir de las condi-

ciones del reservorio empleando diversos modelos de cinética química. Es concluido en este

último trabajo que el modelo cinético de Gupta es el que brinda la mejor correspondencia

con las mediciones experimentales de la distancia del choque y presión de estancamiento

de la corriente libre.

Las condiciones de la corriente libre en la cámara de ensayo para ambas condiciones

del gas en el reservorio son presentadas en la Tabla 5.6.

Tabla 5.6: Condiciones de la corriente libre del test del túnel HEG.

Condición (I) (II)

ρ∞[kg/m3] 1.547 × 10−3 3.26 × 10−3

v∞[m/s] 5956 4776

T∞[K] 901 694

cN2,∞ 7.543 × 10−1 7.356 × 10−1

cO2,∞ 7.13 × 10−3 1.34 × 10−1

cNO,∞ 1.026 × 10−2 5.09 × 10−2

cN,∞ 6.5 × 10−7 0

cO,∞ 2.283 × 10−1 7.955 × 10−2

La configuración experimental del test HEG consiste en un cilindro de 90 mm de

diámetro y una longitud de envergadura de 380 mm ubicado con el eje en forma transversal

en la dirección del flujo.

La malla empleada para ambas condiciones se muestra en la Fig. 5.18 y consiste en una

discretización parcialmente no estructurada compuesta por 538000 elementos hexahédricos,

con 70 celdas en la dirección normal (con un tamaño normal mínimo de 0.25µs) y 40 celdas
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en la dirección tangencial al cilindro. Tal como puede notarse únicamente un cuarto del

dominio es discretizado debido a la doble simetría del problema. La arista formada por la

intersección entre la superficie del cilindro y el extremo libre ha sido levemente redondeada

de forma de evitar la aparición de singularidades en la solución en esta zona. A diferencia

de los resultados anteriores esta es la única malla que es empleada en la obtención de

resultados.

(a) Posterior.

(b) Anterior.

Figura 5.18: Vista global del mallado del cilindro HEG.

Los efectos de no equilibrio químico en el aire son modelados a través de un modelo de
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5 especies N2, O2, NO, N, O utilizando los coeficientes del modelo cinético de Gupta que se

muestran en el Apéndice. Tal como es notado en [76], las condiciones del tubo HEG para

el gas aire son tales que este puede considerarse en equilibrio termodinámico. Por lo tanto

se asume en este caso un modelo de una temperatura. Este modelo es aplicado en forma

directa igualando la temperatura vibracional-electrónica Tve al valor de la temperatura

traslacional-rotacional T en las expresiones introducidas en el Capítulo 2 y eliminando del

sistema la ecuación correspondiente a la conservación de la energía vibracional-electrónica.

La metodología de discretización numérica empleada es similar a la de los casos anteriores

a excepción de que en este test se presentan únicamente soluciones obtenidas con un

esquema de primer orden de precisión, dado que fue notado que el esquema de segundo

orden introduce oscilaciones de la presión y las fracciones másicas de la frecuencia de la

malla en la dirección de la envergadura. Al igual que es aplicado en [76], la superficie del

cilindro ha sido asumida como completamente catalítica y una temperatura constante de

300 K es impuesta temperatura de pared. Las condiciones de convergencia se asumen en

forma similar a los casos anteriores, alcanzándose la convergencia en este test en un total

de iteraciones del orden de 40000 en ambas condiciones.

En las Figuras 5.19a y 5.19b se comparan los resultados obtenidos de las condiciones

(I) y (II) respectivamente, de la distribución de presiones sobre la superficie correspon-

diente a la línea de corriente ubicada en el plano de simetría vs. la coordenada angular φ

sobre la superficie del cilindro (0◦ corresponde al punto de estancamiento) con mediciones

experimentales extraídas de [132]. Se observa una excelente concordancia de los resultados

numéricos, encontrándose éstos dentro del rango de incerteza experimental prácticamente

a lo largo de toda la superficie para ambas condiciones.

En forma análoga a la anterior en las Figuras 5.20a y 5.20b se comparan los resultados

obtenidos de las condiciones (I) y (II) respectivamente, de la transferencia de calor sobre

la superficie. A diferencia de la presión en este caso la concordancia entre los resultados

numéricos y las mediciones experimentales no es ideal, si bien puede decirse que en la

condición (I) de alta entalpía la similitud es mejor.

La posición del choque separado medido como la distancia del choque al punto de

impacto sobre la línea de estancamiento en el plano de simetría concuerda bien con las

mediciones experimentales obtenidas por interferometría tal como se muestra en los valores

de la Tabla 5.7.

En las Figuras 5.21a y 5.21b se muestra el campo de presiones para las condiciones de

ensayo (I) y (II) respectivamente, en donde se observa la expansión del flujo en el extremo

del cilindro. En forma análoga en las Figuras 5.22a y 5.22b se muestra la vista general del
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Figura 5.19: Distribución de presión sobre la línea de estancamiento.
Cilindro túnel HEG.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 20 40 60 80

T
ra

n
sf

er
en

ci
a

d
e

ca
lo

r
[W

/c
m

2
]

φ[◦]

experimental
cómputo

(a) Test (I).

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

0 20 40 60 80

T
ra

n
sf

er
en

ci
a

d
e

ca
lo

r
[W

/c
m

2
]

φ[◦]

experimental
cómputo

(b) Test (II).

Figura 5.20: Transferencia de calor sobre la línea de estancamiento.
Cilindro túnel HEG.

campo de temperaturas para ambas condiciones, en donde se nota que el gas alcanza una

temperatura máxima detrás del choque del orden de 11000 K para la condición del ensayo

a baja entalpía y una temperatura máxima del orden de 7800 K para la condición de alta

entalpía en el reservorio.

En las Figuras 5.23a, 5.23b, 5.24a y 5.24b se muestra la distribución en el dominio de
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Tabla 5.7: Cilindro HEG: comparación de resultados en línea de estancamiento.

Test Presión punto Distancia choque a
de estancamiento [kPa] punto de estancamiento [cm]

Experimental Cómputo Experimental Cómputo
I 52.2 51.4 1.03 1.05
II 68.0 69.2 1.19 1.13

las fracciones másicas de nitrógeno y oxígeno molecular y nitrógeno y oxígeno atómicos

respectivamente para la condición (I). Se observa que el nitrógeno alcanza cierto nivel de

disociación detrás de la onda de choque para luego recombinarse completamente en la

superficie del cilindro debido a la catalicidad asumida. El óxigeno que en la corriente libre

se encuentra prácticamente completamente disociado, experimenta una leve disminución

detrás de la onda de choque provocada por la formación de NO para luego recombinarse

casi totalmente en la capa límite.

En las Figuras 5.25a, 5.25b, 5.26a y 5.26b se muestra la distribución en el dominio de

las fracciones másicas de nitrógeno y oxígeno molecular y nitrógeno y oxígeno atómicos

respectivamente para la condición de alta entalpía (II). En este caso se observa que el

nitrógeno se disocia levemente detrás del choque para luego recombinarse en la capa límite.

Por otro lado el oxígeno que en este caso se encuentra en forma molecular en la corriente

libre se disocia completamente detrás de la onda de choque permaneciendo congelado hasta

que se recombina nuevamente en la pared debido a la condición catalítica.
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Figura 5.21: Vista del campo de presiones [Pa].
Cilindro túnel HEG.
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Figura 5.22: Vista del campo de temperaturas [K].
Cilindro túnel HEG.
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Figura 5.23: n
Vista de las fracciones másicas de las especies moleculares N2 y O2.

Cóndición (I) del ensayo del cilindro en el túnel HEG.
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Figura 5.24: Vista de las fracciones másicas de las especies atómicas N y O.
Cóndición (I) del ensayo del cilindro en el túnel HEG.
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Figura 5.25: Vista de las fracciones másicas de las especies moleculares N2 y O2.
Cóndición (II) del ensayo del cilindro en el túnel HEG.
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Figura 5.26: Vista de las fracciones másicas de las especies atómicas N y O.
Cóndición (II) del ensayo del cilindro en el túnel HEG.
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5.5 Mediciones de escalabilidad

En esta sección se presentan y discuten los resultados obtenidos de los tests realizados

con el objetivo de analizar la escalabilidad del código desarrollado en sistemas de cómputo

distribuido.

Los test de escalabilidad han sido realizados en el clúster de la Secretaría de Ciencia

y Tecnología de la Universidad Nacional de Córdoba utilizando un máximo de 32 proce-

sadores AMD Opteron 6128 de 16 GB de RAM conectados mediante red Ethernet 1Gb

e Infiband QDR. En los test realizados se han usado los compiladores de la familia GNU

GCC 4.9.2. El primer test conducido corresponde al estudio de la escalabilidad fuerte del

código, la cual refiere a la aceleración obtenida cuando se aumenta el número de procesa-

dores utilizados manteniendo fijo el tamaño del problema.

El problema elegido corresponde a la obtención de la solución numérica del cilindro

del túnel HEG empleando similar metodología numérica, modelización física y condiciones

iniciales que las ya descritas en la sección anterior. En este caso particular la malla se

encuentra conformada por un total exacto de 1 millón de celdas. La misma se particiona

en paralelo mediante la librería ParMETIS y se utiliza una capa de celdas fantasmas

conformada por todas aquellas celdas remotas que tienen una cara en cómun con las celdas

pertenecientes a cada parte. Una vista general de la partición de la malla en 16 procesadores

se muestra en la Fig. 5.27. Se ha utilizado el tiempo de reloj necesario para realizar una

corrida correspondiente a un total de 1000 iteraciones como tiempo de referencia. El tiempo

serial requerido para la realización de este número de iteraciones ha sido de 1.084 × 105s

lo que brinda una estimación del tiempo requerido por celda y por paso de tiempo de

1.084 × 10−4s.

La aceleración o speedup es medida mediante la expresión:

speedup(p) =
treloj,1

treloj,p
(5.1)

donde treloj,i denota el tiempo de reloj que requiere una corrida empleando i número de

procesadores.

En la Fig. 5.28a se gráfican los valores medidos de speedup incrementando en potencias

de 2 el número de procesadores hasta un número máximo de 32 procesadores. Se observa

que el speedup obtenido es sublineal. En la Fig. 5.28b se gráfica el valor de la eficiencia con
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Figura 5.27: Vista de la partición de la malla en 16 procesadores empleada en el test de
escalabilidad.

respecto al número de procesadores definida como

eficiencia(p) =
speedup(p)

p
× 100 (5.2)

Se observa de este gráfico que la eficiencia desciende abruptamente hasta un total de 8

procesadores, para luego reducir su pendiente obteniéndose una eficiencia de aproximada-

mente 43 % cuando es empleado el número máximo de 32 procesadores. En la Tabla 5.8 se

muestran el número de celdas locales del procesador con más carga de trabajo, así como el

número máximo de celdas remotas, que constituye una medida del costo de comunicación.

La partición provee un buen balance de carga en todos los casos, mientras que el número

de celdas remotas se mantiene relativamente en el mismo órden de magnitud, por lo que

aumenta considerablemente la relación entre la cantidad de comunicación requerida sobre

la carga en cada procesador a medida que se incrementa el número de procesadores. Se

considera que ésta es una de las posibles causas de la escalabilidad sublineal del sistema

aunque mayor investigación en este aspecto es requerida, en particular la realización de un

test de escalabilidad en otro clúster con capacidades de comunicación más eficientes.

Además del estudio de escalabilidad fuerte, se realiza la medición de la escalabilidad

débil del código. Es decir el tiempo que lleva resolver un problema que mantiene aproxi-

madamente el mismo tamaño en cada número de procesadores. En este caso es esperado

idealmente que el tiempo se mantenga constante. El estudio de escalabilidad débil utiliza

nuevamente como referencia la discretización sobre el dominio del cilindro HEG. La dis-

cretización empleada particiona la malla en un número promedio de 31250 celdas en cada
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Figura 5.28: Test de escalabilidad: escalabilidad fuerte y eficiencia.

Tabla 5.8: Desbalance de carga en las particiones del test de escalabilidad fuerte

Número Número de celdas Desbalance Número de celdas
procesadores locales máximo máximo ( %) remotas máximo

1 1000000 0 0
2 515339 3.09 8679
4 250105 0.042 7873
8 125023 0.018 7748
16 62697 0.31 6509
32 32615 0.35 6441

procesador, por lo que el problema a resolver aumenta desde un tamaño de 31250 celdas

para el caso serial hasta 1 millón de celdas cuando se utiliza el número máximo de 32

procesadores. En la Fig. 5.29 se grafican los resultados obtenidos del speedup definido en

esta oportunidad como el valor inverso del speedup definido por la (5.1). Se observa en este

caso que el tiempo de reloj empleado por el cálculo en paralelo se estabiliza en un valor

levemente superior al doble del tiempo requerido por el caso serial a partir de un número

de procesadores superior a 8, que indica una estabilización del costo de comunicación en

la partición a partir de este número de procesadores.

Finalmente, en la Fig. 5.30 se muestra el gráfico de la escabilidad de memoria, medida

como la relación entre la memoria requerida por el procesador con mayor carga sobre la

memoria requerida en el caso serial utilizando para ello las particiones del test de escala-
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Figura 5.29: Test de escalabilidad: escalabilidad débil.

bilidad fuerte. En el caso serial el consumo total de memoria es de 7.5 GB, de los cuales

aproximadamente 4.5 GB corresponden al almacenamiento del jacobiano, 1.8 GB a los

campos escalares y vectoriales del flujo y 1.2 GB se requieren en el almacenamiento de la

estructura de datos orientada a objetos de la malla, lo que da una estimación de consumo

de memoria de 7.5 kB por celda de la malla.
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Figura 5.30: Test de escalabilidad: escalabilidad de memoria.
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CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES

En esta tesis se ha presentado el diseño, desarrollo y validación de un nuevo código

basado en el método de volúmenes finitos en mallas no estructuradas y orientado a la

solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles aplicada a la simulación

de flujos hipersónicos.

La formulación empleada es general y permite el tratamiento de flujos bidimensionales,

axisimétricos y tridimensionales, así como la incorporación de efectos de no equilibrio

químico y termodinámico.

Metodos tipo upwind al estado del arte de la familia AUSM son incorporados para

proveer tanto la captura robusta y precisa de choques como resolución en la capa límite

y transferencia de calor. Métodos de reconstrucción lineal de la solución junto a funciones

limitadoras para asegurar propiedades de monotonicidad se aplican para obtener segundo

orden de precisión. Las propiedades de transporte, viscosidad, conductividad y difusión mo-

lecular son evaluadas mediante modelos orientados a gases en no equilibrio termoquímico.

Debido a la disparidad de las escalas temporales del flujo, un método implícito totalmente

acoplado es utilizado para la integración temporal del sistema mediante la derivación de

un jacobiano analítico aproximado. El sistema lineal resultante es solucionado mediante

métodos iterativos de tipo GMRES empleando librerías externas, en particular las librerías

PETSc. Modelos cinéticos del aire de 5 (N,O,N2,O2,NO) y 7 especies (N,O,N2,O2,NO+,e−)

han sido implementados para incluir efectos de no equilibrio químico y gas parcialmente

ionizado. Efectos de no equilibrio termodinámico son modelados empleando un modelo de

dos temperaturas de amplia aceptación en la comunidad.

El código posee funcionalidad en sistemas de cómputo distribuido, haciendo uso para

ello de las capacidades ofrecidas por un nuevo sistema flexible y extensible orientado a

objetos que permite la administración en paralelo de la topología de la malla en mallas
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híbridas no estructuradas, y de los campos asociados a ésta, el cual ha sido introducido y

descrito en la presente tesis.

La herramienta computacional desarrollada ha sido evaluada mediante la comparación

de los resultados obtenidos con mediciones experimentales tanto de ensayos en vuelo como

de tubos de expansión y/o choque.

Se obtuvieron soluciones del flujo axisimétrico sobre la sonda RAM-C II de la cual se

disponen datos de ensayos en vuelo, particularmente de la densidad de electrones libres

que se origina debido a la ionización parcial del gas provocada por la fuerte onda de choque

separada. Los resultados obtenidos del campo de movimiento concuerdan razonablemente

tanto con las mediciones experimentales, como con los cálculos realizados por otros autores

que emplearon una modelización física similar.

En un segundo conjunto de simulaciones se obtuvieron resultados del flujo axisimétrico

estacionario sobre un modelo experimental de cápsula de reentrada ensayado en el tubo de

expansión HYPULSE, el cual presenta un campo de movimiento, si bien no ionizado, de

características más complejas, tales como la presencia de flujo separado, interacción vorti-

cosa y no equilibrio termoquímico. En este caso los resultados fueron comparados con datos

experimentales de la transferencia de calor sobre el cuerpo, magnitud altamente sensible

tanto a las características de la malla como a la precisión de la discretización numérica.

Se obtuvo en general una buena concordancia de los resultados numéricos con los valores

experimentales, encontrándose estos dentro de los rangos de incerteza experimental. Las

características del campo de movimiento tales como la posición del punto de separación, los

vórtices en la región de separación y la presencia de un punto de estancamiento en la parte

anterior del flujo son capturados en buena concordancia con los resultados presentados por

otros autores.

Un tercer conjunto de simulaciones comprendió la evaluación de las capacidades del

código de simular flujos tridimensionales. Con este objetivo se obtuvieron resultados del

flujo tridimensional estacionario sobre un modelo experimental cilíndrico ensayado en el

tubo de choque HEG. Los resultados de presión y transferencia de calor sobre el cuerpo son

comparados con mediciones experimentales, presentándose una muy buena concordancia

en el cómputo de la presión y una razonable concordancia de la transferencia de calor, si

bien en este caso y a diferencia de los anteriores, se empleó únicamente una formulación de

primer orden de precisión. Esto se debió a la presencia de un comportamiento oscilatorio

de la frecuencia de la malla, en particular de la presión y las fracciones másicas al aplicar

la formulación de segundo orden, cuya causa se atribuye a la activación errática de las

funciones limitadoras y la alta sensibilidad del esquema numérico convectivo a la misma
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en particular en la región de estancamiento que se origina en este tipo de flujos.

Se realizó finalmente un estudio de escalabilidad para evaluar la eficiencia del código en

cómputos de sistemas distribuidos. En el caso analizado se obtuvo una escalabilidad fuerte

de tipo sublineal. Si bien esta característica dista de ser óptima y debe ser investigada

en forma más profunda la posibilidad de su mejora a futuro, se considera satisfactorio el

hecho de que el empleo de un clúster de baja capacidad de un máximo de 32 procesadores

permitió disminuir el tiempo de cálculo en un orden de magnitud para los casos resueltos.

6.1 Contribuciones originales de esta tesis

El código desarrollado en esta tesis es continuación de una línea de investigación en

la cual el autor ha realizado contribuciones previas en la modelización numérica de flujos

hipersónicos invíscidos sobre mallas no estructuradas [48], flujos hipersónicos invíscidos en

equilibrio termoquímico unidimensionales [136] y bidimensionales sobre mallas estructura-

das [137].

Si bien la modelización física y la discretización numérica empleada en esta tesis no es

novedosa, esta contiene gran parte del estado del arte en la simulación numérica de flujos

hipersónicos por volúmenes finitos cuando son consideradas condiciones de no equilibrio

termoquímico. Los distintos componentes de la discretización numérica han sido seleccio-

nados y combinados en una forma tal que la metodología desarrollada es transparente a

la malla y puede ser empleada en forma directa en mallas híbridas no estructuradas tanto

en esquemas de volúmenes finitos centrado en las celdas como centrados en los vértices,

características que son de actual interés en la comunidad de aerotermodinámica compu-

tacional.

Un segundo aspecto abordado por el trabajo comprendió el diseño, desarrollo e imple-

mentación de un sistema orientado a objetos para la administración topológica de la malla

y los campos asociados a ésta en sistemas de cómputo distribuido. Particularmente en este

sentido se considera que se han realizado las siguientes contribuciones originales:

Diseño e implementación de una estructura datos orientada a objetos de la topología

de malla flexible y extensible, que provee una interface bien definida para ser in-

corporada en forma directa en la implementación de algoritmos numéricos genérales

basados en mallas.

El diseño e implementación de objetos de contenedores de campos escalares, vecto-

riales y/o tensoriales definidos sobre dominios de entidades de malla arbitrarios que
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cumplen la doble función tanto de ocultar al usuario los detalles de los aspectos de

paralelizado, como de proveer un acceso robusto y eficiente a los datos almacenados

en dichos campos.

La implementación del sistema empleando las características de orientación a objetos

del lenguaje Fortran 2003, lo que constituye al mejor conocimiento del autor, la

primer implementación de un sistema de estas características disponible para su

empleo en forma directa en dicho lenguaje.

6.2 Trabajo futuro

Durante el desarrollo del código descrito en esta tesis diversos aspectos relacionados

tanto con la modelización física, como con la discretización numérica y la implementación

computacional no fueron considerados debido a la necesidad de cumplir los objetivos princi-

pales establecidos al inicio del trabajo. A continuación se enuncian una serie de propuestas

que se consideran posibles de ser desarrolladas en un corto a mediano plazo.

Los modelos físicos implementados en esta tesis, en especial los referidos a las propie-

dades de transporte, cinética química y no equilibrio termodinámico han sido incorporados

principalmente debido a la amplia aceptación que presentan en la actualidad en la comuni-

dad de aerotermodinámica computacional. Es de interés evaluar a futuro la influencia que

tienen estos modelos en especial en lo referido a las características relevantes tales como la

transferencia de calor y la distribución de presiones sobre el cuerpo y composición química

del gas, al ser comparados con modelos más sencillos, o bien considerar la incorporación

de modelos físicos más complejos, tales como por ejemplo, los que surgen al considerar

un mayor número de temperaturas en no equilibrio termodinámico, un mayor número de

especies en el modelo cinético, o bien modelos de turbulencia orientados a flujos hipersó-

nicos. Se considera que el código desarrollado es suficientemente flexible para permitir la

incorporación de estos nuevos modelos en forma sencilla y con un mínimo o nulo impacto

en la estructura general del mismo.

En todos los resultados presentados en esta tesis se empleó el esquema SLAU, uno de

los más recientes esquemas de la familia AUSM, en la evaluación numérica de los flujos

convectivos. La interface computacional diseñada para la evaluación de estos es general,

por lo que en el futuro se considera que incorporar y evaluar otros esquemas tales como el

esquema de Roe, AUSM, AUSM+, Van-Leer, por mencionar algunos, requeriría un esfuerzo

menor, al menos en los aspectos concernientes a la implementación computacional.

Un aspecto que se considera necesario mejorar y analizar en mayor profundidad se
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refiere al aumento de la robustez y precisión obtenida mediante la reconstrucción lineal

de segundo orden. En particular es necesario estudiar el efecto de la extrapolación de la

velocidad en la región de estancamiento, donde el flujo convectivo es altamente sensible a

la dirección de la velocidad extrapolada.

La metodología de integración implícita actual del código recurre a una formulación de

un jacobiano analítico aproximado tanto de los términos convectivos y difusivos como de no

equilibrio termoquímico. En general se ha comprobado que la obtención de este jacobiano

requiere una sustancial porción del tiempo de cálculo y de memoria. La complejidad del

jacobiano analítico hace necesario que este se obtenga mediante multiplicación sucesiva de

matrices de forma de evitar introducir errores en el código producidas por complicadas

expresiones algebraicas. De forma de incorporar una mayor generalidad en el código y

de reducir los requerimientos de memoria se propone considerar la implementación de

metodologías de obtención numérica del jacobiano o bien métodos libres del jacobiano.

Actualmente han sido implementadas únicamente las condiciones de contorno emplea-

das necesarias para los resultados obtenidos en este trabajo. De manera de aumentar el

rango de aplicación del código es de interés la incorporación de condiciones de entrada y

salida de flujo subsónico, condiciones de borde basadas en características, así como con-

diciones de borde más sofisticadas en la pared, por ejemplo para incorporar efectos de

catalicidad parcial, radiación térmica y/o ablación.

El código actualmente lee un archivo inicial de datos con un formato preestablecido

el cuál permite tanto la lectura de parámetros sencillos del tipo key=value como datos

más complejos almacenados en forma de tablas, tales como los parámetros del modelo

cinético y de transporte. De forma de generalizar y simplificar este proceso se propone la

incorporación de capacidades de lectura de archivos de formatos estandarizados, para el

cuál el formato XML se presenta como el principal candidato.

Las simulaciones llevadas a cabo en esta tesis han empleado mallas estructuradas,

estructuradas en bloque o parcialmente estructuradas. Estas mallas resultaron de utilidad

para proveer una discretización bien alineada con las características principales del flujo

de forma de no introducir efectos indeseados que puedan perjudicar y/o opacar el proceso

de validación. Una vez que el código adquiera mayor madurez y confiabilidad, es de interés

la obtención de soluciones en mallas parcialmente no estructuradas o completamente no

estructuradas (conformadas por triángulos, tetraedros) para los cuales la metodología aquí

desarrollada es aplicable en forma directa y donde es aprovechable el sistema orientado a

objetos de administración de la malla que actualmente ya posee funcionalidad completa

en mallas no estructuradas híbridas.
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En cuanto a este sistema, una de las características de mayor interés a implementar a

mediano plazo es la provisión de capacidades de refinamiento adaptivo. Un primer paso

dado en este sentido ha sido la implementación de las funcionalidades de inserción y remo-

ción dinámica de entidades, si bien aún se encuentra abierto el problema de administración

de la jerarquía de las entidades refinadas, el cuál presenta una complejidad considerable

cuando es considerada su implementación en paralelo.

Otra característica interesante que se propone adicionar, es la incorporación de la ca-

pacidad de manipulación de entidades de malla implícitas, es decir entidades de malla que

no son almacenadas explícitamente en memoria. Esto contribuiría a la disminución de la

memoria utilizada por el núcleo y que no es aprovechable en forma directa por el código

de cálculo numérico.
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APÉNDICE A

PARÁMETROS FÍSICOS

A.1 Datos de las especies

En la Tabla A.1 se presentan los datos de las especies que comprenden el modelo

de 7 especies del aire. Se presentan en esta tabla valores de la masa molar M, entalpía

de formación h0 y temperatura característica vibracional θve extraídos de [1], [33] y [78]

respectivamente.

Tabla A.1: Datos de las especies.

Especie M[kg/mol] h0
J [J/kg] θve[K]

N2 28.0134 × 10−3 0.0 3340

O2 31.9988 × 10−3 0.0 2230

NO 30.0061 × 10−3 2.992 × 106 2690

N 14.0067 × 10−3 3.361 × 107 0.0

O 15.9994 × 10−3 1.542 × 107 0.0

NO+ 30.0056 × 10−3 3.279 × 107 2690

e– 5.4858 × 10−7 0.0 0.0

A.2 Datos de la energía electrónica

En la Tabla A.2 se presentan las temperaturas características de los niveles del modo de

energía electrónico θel y la degeneración de cada nivel g para el modelo de 7 especies del aire.

Los valores presentados han sido extraídos de [67], mientras que el nivel de truncamiento

se ha elegido de acuerdo a [61].
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Tabla A.2: Niveles de energía electrónica.

Especie Nivel θel,i gi Especie Nivel θel,i gi

N2 1 0.000000E+00 1 O 0 0.000000E+00 5

N2 2 7.22316E+04 3 O 1 2.277078E+02 3

O2 0 0.000000E+00 3 O 2 3.265689E+02 1

O2 1 1.139156E+04 2 O 3 2.283029E+04 5

O2 2 1.898474E+04 1 O 4 4.861993E+04 1

O2 3 4.755974E+04 1 N 0 0.000000E+00 4

O2 4 4.991242E+04 6 N 1 2.76647E+04 10

O2 5 5.092269E+04 3 N 2 4.14931E+04 6

O2 6 7.189863E+04 3 NO+ 0 0.000000E+00 1

NO 0 0.000000E+00 4 NO+ 1 7.508968E+04 3

NO 1 5.46735E+04 8 e– 0 0.000000E+00 1

A.3 Datos de propiedades de transporte

A.3.1 Integrales de colisión

En las Tablas A.3 y A.4 se presentan los parámetros de las curvas de ajuste de las inte-

grales de colisión (veáse (2.56)) necesarias para el cálculo de las propiedades de transporte

en el modelo de Gupta [66].

Tabla A.3: Integrales de colisión Ω0,0.
† El rango de temperaturas es 1000 < T < 30000 K excepto donde es notado

Par de colisión A0 A1 A2 A3 Rango

Temp. K†

N2−N2 0.0 -0.0112 -0.1182 4.8464

N2−O2 0.0 -0.0465 -0.5729 1.6185

O2−O2 0.0 -0.0410 -0.4977 1.8302

N2−N 0.0 -0.0194 0.0119 4.1055
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Tabla A.3: Integrales de colisión Ω0,0 (continuación).

Par de colisión A0 A1 A2 A3 Rango

Temp. K†

O2−N 0.0 -0.0179 0.0152 3.9996

N−N 0.0 0.0033 -0.0572 5.0452

N2−O 0.0 -0.0139 -0.0825 4.5785

O2−O 0.0 -0.0226 0.1300 3.3363

N−O 0.0 0.0048 -0.4195 5.7774

O−O 0.0 -0.0034 -0.0572 4.9901

N2−NO 0.0 -0.0291 0.2324 3.2082

O2−NO 0.0 -0.438 0.5352 1.7252

NO−N 0.0 -0.0185 0.0118 4.0590

NO−O 0.0 -0.0179 0.0152 3.9996

NO−NO 0.0 -0.0364 0.3825 2.4718

N2−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.8543

O2−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.8543

N−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.8543

O−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.8543

NO−NO+ 0.0 -0.0047 -0.0551 4.873

NO+−NO+ 0.0 0.0 -2.0000 23.8237

e–−N2 0.1147 -2.8945 24.5080 -67.3691

e–−O2 0.0241 -0.3467 1.3887 -0.0110 1000 - 9000

0.0025 -0.0742 0.7235 -0.2116 9000 - 30000

e–−N 0.0 0.0 0.0 1.6094

e–−O 0.0164 -0.2431 1.1231 -1.5561 1000-9000

-0.2027 5.6428 -51.5646 155.6091 9000 - 30000

e–−NO -0.2202 5.2265 -40.5659 104.716 1000 - 8000

-0.2871 8.3757 -81.3787 265.6292 8000-30000

e–−NO+ 0.0 0.0 -2.0000 23.8237
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Tabla A.3: Integrales de colisión Ω0,0 (continuación).

Par de colisión A0 A1 A2 A3 Rango

Temp. K†

e–−e– 0.0 0.0 -2.0000 23.8237

Tabla A.4: Integrales de colisión Ω1,1.
† El rango de temperaturas es 1000 < T < 30000 K excepto donde es notado

Par de colisión A0 A1 A2 A3 Rango

Temp. K†

N2−N2 0.0 -0.0203 0.0683 4.0900

N2−O2 0.0 -0.0558 0.7590 0.8955

O2−O2 0.0 -0.0485 0.6475 1.2607

N2−N 0.0 -0.0190 0.0239 4.1782

O2−N 0.0 -0.0203 0.0730 3.8818

N−N 0.0 -0.0118 -0.0960 4.3252

N2−O 0.0 -0.0169 -0.0143 4.4195

O2−O 0.0 -0.0247 0.1783 3.2517

N−O 0.0 0.0065 -0.4467 6.0426

O−O 0.0 -0.0207 0.0780 3.5658

N2−NO 0.0 -0.0385 0.4226 2.4507

O2−NO 0.0 -0.0522 0.7045 1.0738

NO−N 0.0 -0.0196 0.0478 4.0321

NO−O 0.0 -0.0203 0.0730 3.8818

NO−NO 0.0 -0.0453 0.5624 1.7669

N2−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.7760

O2−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.7760

N−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.7760

O−NO+ 0.0 0.0 -0.4000 6.7760

NO−NO+ 0.0 -0.0047 -0.4000 6.7760
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Tabla A.4: Integrales de colisión Ω1,1 (continuación).

Par de colisión A0 A1 A2 A3 Rango

Temp. K†

NO+−NO+ 0.0 0.0 -2.0000 24.3602

e–−N2 0.1147 -2.8945 24.5080 -67.3691

e–−O2 0.0241 -0.3467 1.3887 -0.0110 1000 - 9000

0.0025 -0.0742 0.7235 -0.2116 9000 - 30000

e–−N 0.0 0.0 0.0 1.6094

e–−O 0.0164 -0.2431 1.1231 -1.5561 1000-9000

-0.2027 5.6428 -51.5646 155.6091 9000 - 30000

e–−NO -0.2202 5.2265 -40.5659 104.7126 1000 - 8000

-0.2871 8.3757 -81.3787 265.6292 8000-30000

e–−NO+ 0.0 0.0 -2.0000 24.3061

e–−e– 0.0 0.0 -2.0000 24.3061

A.4 Datos del modelo cinético

A.4.1 Modelo cinético de Park

En la Tabla A.5 se presentan las constantes para la evaluación del coeficiente de reacción

directa kf,r(Tf,r) = Cf,rT
Nf,r

f,r exp(−Θf,r/Tf,r) correspondientes al modelo cinético de Park

[127], además de las temperaturas de control en los sentidos directo Tf,r e inverso Tb,r

utilizadas para modelar el acoplamiento cinético-vibracional. En la Tabla A.6 se presentan

la eficiencia de las especies catalíticas del modelo.

Tabla A.5: Parámetros del coeficiente de reacción directa, kf,r

[
cm3/mol-s2

]
.

Modelo cinético de Park.

r Reacción Cf,r Nf,r Θf,r Tf,r Tb,r

1 N2 + M1
−−⇀↽−− 2N + M1 7.0E+21 -1.60 1.1320E+05

√
TTve T

2 N2 + M2
−−⇀↽−− 2N + M2 3.0E+22 -1.60 1.1320E+05

√
TTve T

3 N2 + e– −−⇀↽−− 2N + e– 3.00E+24 -1.60 1.1320E+05 Tve Tve
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Tabla A.5: (Continuación).

r Reacción Cf,r Nf,r Θf,r Tf,r Tb,r

4 O2 + M3 −−⇀↽−− 2O + M3 2.00E+21 -1.50 5.9500E+04
√

TTve T

5 O2 + M4
−−⇀↽−− 2O + M4 1.00E+22 -1.50 5.9500E+04

√
TTve T

6 NO + M5
−−⇀↽−− N + O + M5 5.00E+15 0.00 7.5500E+04

√
TTve T

7 NO + M6
−−⇀↽−− N + O + M6 1.10E+17 0.00 7.5500E+04

√
TTve T

8 O + N2 −−⇀↽−− N + NO 6.40E+17 -1.00 3.8400E+04 T T

9 O + NO −−⇀↽−− N + O2 8.40E+12 0.00 1.9450E+04 T T

10 N + O −−⇀↽−− NO+ + e– 8.80E+08 1.00 3.1900E+04 T Tve

Tabla A.6: Eficiencia de las especies catalíticas. Modelo de Park.

Especie N2 O2 NO N O NO+ e–

M1 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0 1.0 0.0
M2 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 0.0 0.0
M3 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0 1.0 0.0
M4 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 0.0 0.0
M5 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0 1.0 0.0
M6 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 0.0 0.0

124



En la Tabla A.7 se presentan los coeficientes de la curva de ajuste para la evaluación

de la constante de equilibrio para el modelo de Park. Estos coeficientes, extraídos de [126],

son dados en función de la densidad numérica total de la mezcla de gases.

Tabla A.7: Coeficientes en la expresión de la constante de equilibrio,
Keq(T )

[
cm

3

mols

]
= exp

[
A1(T/10000) + A2 + A3 ln(10000/T ) + A4(1000/T ) + A5(1000/T )2

]

Modelo de Park.

Densidad Numérica A1 A2 A3 A4 A5

[partículas/cm3]

Reacción 1 a 3: N2 + M −−⇀↽−− 2N + M

1.00E+14 3.49070E+00 8.31330E-01 4.09780E+00 -1.27280E+01 7.48700E-02
1.00E+15 2.07230E+00 1.38970E+00 2.06170E+00 -1.18280E+01 1.51050E-02
1.00E+16 1.60600E+00 1.57320E+00 1.39230E+00 -1.15330E+01 -4.54300E-03
1.00E+17 1.53510E+00 1.60610E+00 1.29930E+00 -1.14940E+01 -6.98000E-03
1.00E+18 1.47660E+00 1.62910E+00 1.21530E+00 -1.14570E+01 -9.44400E-03
1.00E+19 1.47660E+00 1.62910E+00 1.21530E+00 -1.14570E+01 -9.44400E-03

Reacción 4 a 5 : O2 + M −−⇀↽−− 2O + M

1.00E+14 1.81030E+00 1.96070E+00 3.57160E+00 -7.36230E+00 8.38610E-02
1.00E+15 9.14354E-01 2.31600E+00 2.28850E+00 -6.79690E+00 4.63380E-02
1.00E+16 6.41830E-01 2.42530E+00 1.90260E+00 -6.62770E+00 3.51510E-02
1.00E+17 5.53880E-01 2.46000E+00 1.77630E+00 -6.57200E+00 3.14450E-02
1.00E+18 5.24550E-01 2.47150E+00 1.73420E+00 -6.55340E+00 3.02090E-02
1.00E+19 5.09890E-01 2.47730E+00 1.71320E+00 -6.54410E+00 2.95910E-02

Reacción 6 a 7 : NO + M −−⇀↽−− N + O + M

1.00E+14 2.16490E+00 7.85770E-02 2.85080E+00 -8.54220E+00 5.30430E-02
1.00E+15 1.00720E+00 5.35450E-01 1.19110E+00 -7.80980E+00 4.39400E-03
1.00E+16 6.38170E-01 6.81890E-01 6.63360E-01 -7.57730E+00 -1.10250E-02
1.00E+17 5.58890E-01 7.15580E-01 5.53960E-01 -7.53040E+00 -1.40890E-02
1.00E+18 5.15000E-01 7.32860E-01 4.90960E-01 -7.50250E+00 -1.59380E-02
1.00E+19 5.07650E-01 7.35750E-01 4.80420E-01 -7.49790E+00 -1.62470E-02

Reacción 8: O + N2
−−⇀↽−− N + NO

1.00E+14 1.32610E+00 7.52680E-01 1.24740E+00 -4.18570E+00 2.18400E-02
1.00E+15 1.06530E+00 8.54170E-01 8.70930E-01 -4.01880E+00 1.07210E-02
1.00E+16 9.67940E-01 8.91310E-01 7.29100E-01 -3.95550E+00 6.48800E-03
1.00E+17 9.76460E-01 8.90430E-01 7.45720E-01 -3.96420E+00 7.12300E-03
1.00E+18 9.61880E-01 8.96170E-01 7.24790E-01 -3.95550E+00 6.50900E-03
1.00E+19 9.69210E-01 8.93290E-01 7.35310E-01 -3.95960E+00 6.81800E-03
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Tabla A.7: (Continuación.)

Densidad Numérica A1 A2 A3 A4 A5

[partículas/cm3]

Reacción 9: O + NO −−⇀↽−− N + O2

1.00E+14 3.54380E-01 -1.88210E+00 -7.21110E-01 -1.17970E+00 -3.08310E-02
1.00E+15 9.36130E-02 -1.78060E+00 -1.09750E+00 -1.01280E+00 -4.19490E-02
1.00E+16 -3.73200E-03 -1.74340E+00 -1.23940E+00 -9.49520E-01 -4.61820E-02
1.00E+17 4.81500E-02 -1.74430E+00 -1.22270E+00 -9.58240E-01 -4.55450E-02
1.00E+18 -9.75800E-03 -1.73860E+00 -1.24360E+00 -9.49000E-01 -4.61590E-02
1.00E+19 -2.42800E-03 -1.74150E+00 -1.23310E+00 -9.53650E-01 -4.58500E-02

Reacción 10: N + O −−⇀↽−− NO+ + e–

1.00E+14 -2.18520E+00 -6.67090E+00 -4.29680E+00 -2.21750E+00 -5.07480E-02
1.00E+15 -1.02760E+00 -7.12780E+00 -2.63700E+00 -2.95000E+00 -2.10000E-03
1.00E+16 -6.58710E-01 -7.27420E+00 -2.10960E+00 -3.18230E+00 1.33100E-02
1.00E+17 -5.79240E-01 -7.30790E+00 -1.99990E+00 -3.22940E+00 1.63820E-02
1.00E+18 -5.35380E-01 -7.32520E+00 -1.93700E+00 -3.25720E+00 1.82300E-02
1.00E+19 -5.28010E-01 -7.32810E+00 -1.92640E+00 -3.26180E+00 1.85400E-02

A.4.2 Modelo cinético de Gupta

En la Tabla A.8 se presentan las constantes para la evaluación del coeficiente de reacción

directa utilizados en el modelo cinético de 5 especies del aire de Gupta [66]. Asímismo en

la Tabla A.9 se muestran las eficiencias de las especies catalíticas del modelo.

Tabla A.8: Parámetros del coeficiente de reacción directa, kf,r

[
cm3

mols

]

Modelo cinético de Gupta.

r Reacción Cf,r Nf,r Θf,r Tf,r Tb,r

1 O2 + M1
−−⇀↽−− 2O + M1 3.61E+18 -1.00 5.940E+04

√
TTve T

2 N2 + M2
−−⇀↽−− 2N + M2 1.92E+17 -0.50 1.131E+05

√
TTve T

3 N2 + N −−⇀↽−− 2N + N 4.15E+22 -1.50 1.131E+05
√

TTve T

4 NO + M3 −−⇀↽−− N + O + M3 3.97E+20 -1.5 7.560E+04
√

TTve T

5 NO + O −−⇀↽−− O2 + N 3.18E+09 1.00 -1.970E+04 T T

6 N2 + O −−⇀↽−− NO + N 6.75E+13 0.00 3.750E+04 T T
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Tabla A.9: Eficiencia de las especies cataĺíticas. Modelo de Gupta.

Especie N2 O2 NO N O

M1 2.0 9.0 1.0 1.0 25.0
M2 2.5 1.0 1.0 0.0 1.0
M3 1.0 1.0 20.0 20.0 20.0

En la Tabla A.10 se presentan los coeficientes de la curva de ajuste para la evaluación

de la constante de equilibrio según el modelo de Gupta [66].

Tabla A.10: Coeficientes en la expresión de la constante de equilibrio.
Keq(T )

[
cm

3

mols

]
= exp

[
AZ5 + BZ4 + CZ3 + DZ2 + EZ + F

]
, Z = ln(10000/T )

Modelo de Gupta.

Densidad Numérica A B C D E F

[1/cm3]

Reacción 1: O2 + M1
−−⇀↽−− 2O + M1

1.00E+14 0.00000E+00 -8.28621E-01 -1.05568E+00 1.51416E+00 -1.07091E+01 -3.07176E+00
1.00E+15 0.00000E+00 -7.19214E-01 -1.35815E+00 9.73802E-01 -9.13167E+00 -3.52942E+00
1.00E+16 0.00000E+00 -6.16239E-01 -1.60998E+00 3.65775E-01 -7.68180E+00 -3.82001E+00
1.00E+17 0.00000E+00 -5.38034E-01 -1.76687E+00 -2.14344E-01 -6.55629E+00 -3.94645E+00
1.00E+18 0.00000E+00 -4.81290E-01 -1.83099E+00 -8.28353E-01 -5.62039E+00 -3.96649E+00
1.00E+19 0.00000E+00 -4.66031E-01 -1.78672E+00 -1.24877E+00 -5.15926E+00 -3.92801E+00

Reacción 2: N2 + M2 −−⇀↽−− 2N + M2

1.00E+14 0.00000E+00 -1.42518E+00 -1.79191E+00 -1.52245E-01 -1.72635E+01 -7.77060E+00
1.00E+15 0.00000E+00 -1.31460E+00 -2.11364E+00 -6.55486E-01 -1.56315E+01 -8.31884E+00
1.00E+16 0.00000E+00 -1.20533E+00 -2.40055E+00 -1.23908E+00 -1.40810E+01 -8.70302E+00
1.00E+17 0.00000E+00 -1.11597E+00 -2.60376E+00 -1.81730E+00 -1.28199E+01 -8.90679E+00
1.00E+18 0.00000E+00 -1.04068E+00 -2.73172E+00 -2.46330E+00 -1.16894E+01 -8.98864E+00
1.00E+19 0.00000E+00 -1.00734E+00 -2.74128E+00 -2.93912E+00 -1.10496E+01 -8.97632E+00

Reacción 3: N2 + N −−⇀↽−− 2N + N

1.00E+14 0.00000E+00 -1.42518E+00 -1.79191E+00 -1.52245E-01 -1.72635E+01 -7.77060E+00
1.00E+15 0.00000E+00 -1.31460E+00 -2.11364E+00 -6.55486E-01 -1.56315E+01 -8.31884E+00
1.00E+16 0.00000E+00 -1.20533E+00 -2.40055E+00 -1.23908E+00 -1.40810E+01 -8.70302E+00
1.00E+17 0.00000E+00 -1.11597E+00 -2.60376E+00 -1.81730E+00 -1.28199E+01 -8.90679E+00
1.00E+18 0.00000E+00 -1.04068E+00 -2.73172E+00 -2.46330E+00 -1.16894E+01 -8.98864E+00
1.00E+19 0.00000E+00 -1.00734E+00 -2.74128E+00 -2.93912E+00 -1.10496E+01 -8.97632E+00

Reacción 4: NO + M3 −−⇀↽−− N + O + M3

1.00E+14 0.00000E+00 -1.02874E+00 -1.21018E+00 1.11429E+00 -1.31595E+01 -5.72854E+00
1.00E+15 0.00000E+00 -9.18760E-01 -1.52228E+00 5.92488E-01 -1.15548E+01 -6.23150E+00
1.00E+16 0.00000E+00 -8.12622E-01 -1.79165E+00 -3.32370E-03 -1.00546E+01 -6.56888E+00
1.00E+17 0.00000E+00 -7.28842E-01 -1.97170E+00 -5.82492E-01 -8.86131E+00 -6.73398E+00
1.00E+18 0.00000E+00 -6.62823E-01 -2.06774E+00 -1.21250E+00 -7.82813E+00 -6.78492E+00
1.00E+19 0.00000E+00 -6.38527E-01 -2.05038E+00 -1.66061E+00 -7.27765E+00 -6.75953E+00
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Tabla A.10: (Continuación.)

Densidad Numérica A B C D E F

[1/cm3]

Reacción 5: NO + O −−⇀↽−− O2 + N

1.00E+14 0.00000E+00 -2.33168E-01 -2.25679E-01 -5.17639E-01 -2.78006E+00 -3.02215E+00
1.00E+15 0.00000E+00 -2.32567E-01 -2.35307E-01 -4.99081E-01 -2.75280E+00 -3.06745E+00
1.00E+16 0.00000E+00 -2.29430E-01 -2.52843E-01 -4.86866E-01 -2.70247E+00 -3.11424E+00
1.00E+17 0.00000E+00 -2.23855E-01 -2.76009E-01 -4.85915E-01 -2.63469E+00 -3.15291E+00
1.00E+18 0.00000E+00 -2.14580E-01 -3.07925E-01 -5.01912E-01 -2.53742E+00 -3.18381E+00
1.00E+19 0.00000E+00 -2.05544E-01 -3.34842E-01 -5.29614E-01 -2.44806E+00 -3.19689E+00

Reacción 6: N2 + O −−⇀↽−− NO + N

1.00E+14 0.00000E+00 -3.96440E-01 -5.81737E-01 -1.26653E+00 -4.10395E+00 -2.04206E+00
1.00E+15 0.00000E+00 -3.95839E-01 -5.91364E-01 -1.24797E+00 -4.07669E+00 -2.08735E+00
1.00E+16 0.00000E+00 -3.92703E-01 -6.08901E-01 -1.23576E+00 -4.02636E+00 -2.13415E+00
1.00E+17 0.00000E+00 -3.87127E-01 -6.32066E-01 -1.23481E+00 -3.95858E+00 -2.17281E+00
1.00E+18 0.00000E+00 -3.77852E-01 -6.63983E-01 -1.25081E+00 -3.86131E+00 -2.20371E+00
1.00E+19 0.00000E+00 -3.68817E-01 -6.90900E-01 -1.27851E+00 -3.77195E+00 -2.21680E+00

128



APÉNDICE B

MATRICES JACOBIANAS

B.1 Jacobiano de los términos convectivos

El jacobiano de los términos convectivos se deriva asumiendo que los flujos convectivos

se obtienen mediante el esquema de Van Leer. El flujo de Van Leer generalizado para el

caso de no equilibrio termoquímico puede escribirse como [95]:

(F · n)LR = Φ+(uL,n) + Φ−(uR,n) (B.1)

donde,

Φ±(u) =





0 si ± Mn < −1

F(u) · n si ± Mn > 1
(B.2)

y,

Φ±(u) =




±ρs(vn±a)2

4a

±ρ(vn±a)2

4a

[
v − 1

γ
(vn ∓ 2a)

]

±ρ(vn±a)2

4a

[
{(γ−1)vn±2a}2

2(γ2−1)
+ E

ρ
− a2

γ(γ−1)
− v2

n

]

±ρ(vn±a)2

4a
ǫve

ρ




, si |Mn| < 1 (B.3)

en donde Mn es el número de Mach definido según la velocidad vn de la celda en la dirección

de la interface, Mn = v·n
a

El jacobiano de (B.1) en el caso supersónico es simplemente la matriz jacobiana del

flujo físico convectivo evalúada en el estado correspondiente de acuerdo a la (B.2) y se

encuentra dada por [95]:
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An =




δsrvn csnT 0 0
(
κ ‖v‖2

2
+ χr

)
n − vnv v ⊗ nT − κn ⊗ vT + vnId κn (κve − κ) n

(
κ ‖v‖2

2
− H + χr

)
vn HnT − κvnvT (κ + 1) vn (κve − κ) vn

−εve εvenT 0 vn




(B.4)

en donde,

κ =

∑
s

ρsRs

∑
s

ρsctr
v,s

(B.5a)

κve =
ρeRe∑

s
ρscve

v,s

(B.5b)

χs 6=e = RsT − κεtr,s − κveεve,s (B.5c)

χe = ReTve − κveεve,e (B.5d)

En el caso subsónico, es útil reescribir el flujo de Van Leer utilizando el conjunto de

variables auxiliares

ϕ
± =




ϕ±
ρs

ϕ±
ρv

ϕ±
E

ϕ±
εve




=




±ρs(vn±a)2

4a

v − 1
γ
(vn ∓ 2a)

{(γ−1)vn±2a}2

2(γ2−1)
+ E

ρ
− a2

γ(γ−1)
− v2

n

ǫve

ρ




(B.6)

y

w = (ρs, v, E, εve, a)T (B.7)

de forma tal que el jacobiano del flujo con respecto a las variables conservativas se obtiene

haciendo:
∂Φ±

∂u
=

∂Φ±

∂ϕ±
∂ϕ

±

∂w
∂w
∂u

(B.8)
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donde:

∂Φ±

∂ϕ±
=




δsr 0 0 0

ϕ±
ρv

∑
s

ϕ±
ρs

0 0

ϕ±
E 0

∑
s

ϕ±
ρs

0

ϕ±
εve

0 0
∑
s

ϕ±
ρs




(B.9)

∂ϕ
±

∂w
=




±(vn±a)2

2a
δsr ±ρs(vn±a)

2a
nT 0 0 ρs(vn±a)

2a
∓ ρs(vn±a)2

4a2

0 I − 1
γ
n ⊕ nT 0 0 ± 2

γ
n

− E
ρ2 2(γ−1)vn±2a

γ+1
nT 1

ρ
0 ∓(γ−1)vn±2a

γ2−1
− 2 a

γ(γ−1)

−εve

ρ2 0 0 1
ρ

0




(B.10)

y donde los jacobianos no triviales para el cómputo de ∂w

∂u
son:





∂vi

∂ρs
= −vi

ρ
∂vi

∂ρvj

=
δij

ρ

∂vi

∂E
= 0

∂vi

∂εve

= 0





∂a

∂ρs

=
γ(γ − 1)

2ρa

[
1

2
‖v‖2 − a

γ(γ − 1)
− h0

s

]

∂a

∂ρvi

= −γ(γ − 1)

2ρa
vi

∂a

∂E
=

γ(γ − 1)

2ρa

∂a

∂εve

= −γ(γ − 1)

2ρa

B.2 Jacobiano de los flujos difusivos

La matriz jacobiana de los flujos difusivos se deriva a partir de transformar los flujos a

un sistema de coordenadas cartesiano definido por la terna ortonormal de versores n,r y

t, (en el caso más general tridimensional) en donde el versor n se encuentra orientado en

la dirección normal a la interface de una cara de forma tal que puede escribirse:

f v · n = Q−1f v
n (B.11)
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en donde para el caso tridimensional se tiene:

f v
n =




−Jn,s

τnn

τnr

τnt

τnnvn + τnrvr + τntvt − . . .
(
−κtr

∂T
∂n

− κve
∂Tve

∂n

)
−∑

s

(
−ρDs

∂cs

∂n
hs

)

−κve
∂Tve

∂n
−∑

s

(
−ρDs

∂cs

∂n
εve,s

)




(B.12)

Q =




δsr 0 0 0 0 0

0 nx ny nz 0 0

0 rx ry rz 0 0

0 tx ty tz 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




(B.13)

Aplicando ahora la hipótesis de capa delgada, son despreciados los términos en (B.12)

que involucran derivadas en las dirección tangenciales a la cara, ∂/∂r y ∂/∂t quedando

solo los términos que involucran derivadas en la dirección normal ∂/∂n. Una simplificación

adicional consiste en asumir que los términos que no involucran derivadas son constantes

de forma tal que (B.12) puede reescribirse como:

f v · n = Mv
∂wn

∂n
(B.14)

donde

Mv =




ρDs 0 0 0 0 0

0 4
3
µ 0 0 0 0

0 0 µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

ρDshs
4
3
µvn µvr µvt κtr κve

ρDsεs 0 0 0 0 κve




, wn =




cs

vn

vr

vt

T

Tve




(B.15)
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La derivada de las variables primitivas en la dirección normal es aproximada ahora

mediante la relación
∂wn

∂n
=

wR,n − wL,n

∆n
(B.16)

en donde wL,n y wR,n denotan el vector de variables primitivas de los estados en las

celdas la izquierda y derecha de la interface respectivamente y en donde ∆n es la distancia

entre los centroides de dichas celdas. Con estas simplificaciones y expresando el flujo con

respecto a las variables primitivas en el sistema de coordenadas cartesiano original se

obtiene finalmente:

f v · n = Q−1MnQ(wR − wL) (B.17)

en donde

Mn =
Mv

∆n
(B.18)

Finalmente el jacobiano de los flujos viscosos con respecto al vector de variables con-

servativas se obtiene a partir de:

∂(f v
n · n)

∂uL

=
∂(f v

n · n)

∂wL

∂wL

∂uL

= Q−1MnQ
∂wL

∂uL

(B.19)

∂(f v
n · n)

∂uR
=

∂(f v
n · n)

∂wR

∂wR

∂uR
= Q−1MnQ

∂wR

∂uR
(B.20)

donde nuevamente las filas de la matriz jacobiana ∂w

∂u
no triviales son:





∂cs

∂ρr

=
δsr − cs

ρ
∂cs

∂ρvi
= 0

∂cs

∂E
= 0

∂cs

∂εve
= 0





∂T

∂ρs
=

1

ρctr
v

[
‖v‖2

2
−
(
εs − εve,s

)]

∂T

∂ρvi
= − vi

ρctr
v

∂T

∂E
=

1

ρctr
v

∂T

∂εve
= − 1

ρctr
v





∂Tve

∂ρs
= −εve,s

ρcve
v

∂Tve

∂ρvi
= − vi

ρcve
v

∂Tve

∂E
=

1

ρcve
v

∂Tve

∂εve

= − 1

ρcve
v

donde,

ctr
v =

ne∑

s=1

csc
tr
v,s, cve

v =
ne∑

s=1

csc
ve
v,s (B.21)
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B.3 Jacobiano de los términos fuentes

B.3.1 Jacobiano de los términos de cinética química

El jacobiano de los términos de producción y destrucción de masa por reacciones quí-

micas puede escribirse como:

∂ω̇i

∂α
=

ne∑

j=1

(
∂ω̇i

∂ρj

)
+

∂ω̇i

∂T
+

∂ω̇i

∂Tve
(B.22)

donde α representa una variable conservativa del sistema, y donde:





∂ω̇i

∂ρj
= Mi

nrea∑

r=1

(
νb

ir − νf
ir

)

kf,r


νf

jr

ρj




ne∏

s=1

(
ρs

Ms

)νf
sr

− kb,r

(
νb

jr

ρj

)
ne∏

s=1

(
ρs

Ms

)νb
sr




∂ω̇i

∂T
= Mi

nrea∑

r=1

(
νb

ir − νf
ir

)

∂kf,r

∂Tk

ne∏

s=1

(
ρs

Ms

)νf
sr

− ∂kb,r

∂Tk

ne∏

s=1

(
ρs

Ms

)νf
sr




∂ω̇i

∂Tve

= Mi

nrea∑

r=1

(
νb

ir − νf
ir

)

∂kf,r

∂Tk

ne∏

s=1

(
ρs

Ms

)νf
sr

− ∂kb,r

∂Tve

ne∏

s=1

(
ρs

Ms

)νf
sr




(B.23)

(B.24)

(B.25)

La derivada parcial de los coeficientes de reacción con respecto a las temperaturas T y

Tve se obtienen a partir de:

∂kf,r

∂T
=

∂kf,r

∂Tf,r

∂Tf,r

∂T
,

∂kf,r

∂Tve

=
∂kf,r

∂Tf,r

∂Tf,r

∂Tve

(B.26a)

∂kb,r

∂T
=

∂kb,r

∂Tb,r

∂Tb,r

∂T
,

∂kb,r

∂Tve

=
∂kb,r

∂Tb,r

∂Tb,r

∂Tve

(B.26b)

en la cual Tf,r y Tb,r denotan la temperatura de control de la velocidad de reacción directa

e inversa respectivamente. Las derivadas de los coeficientes de reacción con respecto a esta

temperatura se obtienen en forma directa de las Ecs. 2.86 y 2.87:

∂kf,r

∂Tf,r
=

kf,r

Tf,r

(
Nf,r +

Θf,r

kf,r

)
(B.27)

∂kb,r

∂Tb,r
=

1

Keq,r

∂kf,r

∂Tb,r
− kb,r

Keq,r

∂Keq,r

∂Tb,r
(B.28)
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con,

∂Keq,r

∂Tb,r
= −Keq,r

(
10000

T 2
b,r

)(
−A1,r/Z2 + A3,r/Z + A4,r + 2A5,rZ

)
, Z = 10000/Tb,r

(B.29)

para la curva de ajuste de Park (v. Ec. (2.88)) y

dKeq,r

dTb,r
= −Keq,r

(
1

T 2
b,r

)(
5ArZ

4 + 4BrZ
3 + 3CrZ

2 + 2DrZ + Er

)
, Z = ln(10000/Tb,r)

(B.30)

para la curva de ajuste de Gupta (v. Ec. (2.89)) Finalmente las derivadas de la temperatura

de control se obtienen mediante:

∂T(f,b),r

∂T
=





1 si T(f,b),r ≡ T

0 si T(f,b),r ≡ Tve

1
2

(
Tve√
T Tve

)
si T(f,b),r ≡ √

TTve

(B.31)

∂T(f,b),r

∂Tve
=





0 si T(f,b),r ≡ T

1 si T(f,b),r ≡ Tve

1
2

(
T√

T Tve

)
si T(f,b),r ≡ √

TTve

(B.32)

B.3.2 Jacobianos de los términos de simetría axial

La derivación de la contribución a la matriz jacobiana de los términos correspondientes

a la formulación axisimétrica (v. Sección 2.2.6) se obtiene separando primero los términos

en una contribución invíscida y viscosa.

saxi = sc + sd = −vr

r




ρs

ρv

E + p

ǫve




+
1

r




−Jr,s

τxr

τrr − τϕϕ

τxrvx + τrrvr −
(
qT

r + qD
r

)

−
(
qT

ve,r + qD
ve,r

)




(B.33)

El jacobiano del término convectivo se obtiene en forma directa utilizando utilizando el

jacobiano del flujo físico convectivo y el jacobiano de la presión. El jacobiano de la contri-

bución difusiva merece un tratamiento especial. En este existe una contribución dada por

el jacobiano de las derivadas espaciales de las variables primitivas. Para obtener entonces
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este expresión se utiliza primero la fórmula del gradiente dada por el método de Gauss, en

donde para una variable primitiva cualquiera ϕi asociada a la celda i se tiene:

∂ϕi

∂x
=

1

VΩi

∑

j

ϕijnx,ijAij

∂ϕi

∂y
=

1

VΩi

∑

j

ϕijny,ijAij

en la cual el índice j recorre las celdas vecinas a la celda i.

Asumiendo ahora que la variable en la cara ϕij es tomada como el promedio aritmético

de las celdas adyacentes, y despreciando las derivadas con respecto a las variables en

las celdas vecinas de forma tal de restringir las contribuciones del jacobiano local de los

términos fuente únicamente al bloque diagonal de la matriz jacobiana global, se tiene

∂

∂ui

(
∂ϕi

∂x

)
=

1

2VΩi

∑

j

nx,ijAij
∂ϕi

∂ui

∂

∂ui

(
∂ϕi

∂r

)
=

1

2VΩi

∑

j

nr,ijAij
∂ϕr

∂ur

Con esta última relación y utilizando los jacobianos de las variables primitivas ya dados es

posible entonces completar la evaluación del jacobiano aproximado de los términos fuente

de simetría axial.

B.4 Jacobiano de la relajación de la energía vibracional

Los términos de la relajación de la energía vibracional contribuyen a la última fila de los

jacobianos de los términos fuentes. Este jacobiano tiene contribuciones dadas por cuatro

términos:
∂Ω

∂u
= −∂pe∇ · v

∂u
+

∂Ωv−tr

∂u
+

∂Ωel−tr

∂u
+

∂Ωv,disoc.

∂u
(B.34)

La contribución del jacobiano del término de trabajo de la presión electrónica y el término

debido de intercambio de energía por colisiones entre electrones y partículas pesadas es

despreciado. El jacobiano del término de intercambio de energía vibracional-traslacional

es obtenido mediante:

∂Ωv−tr

∂u
=
∑

s

∂Ωtr−ve

∂ρs

∂ρs

∂u
+

∂Ωve−tr

∂T

∂T

∂u
+

∂Ωve−tr

∂Tve

∂Tve

∂u
(B.35)
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donde se utilizan las aproximaciones:

∂Ωv−tr

∂ρs

=
ρsc

v
v,s

τ̄v

(T − Tve) (B.36)

∂Ωv−tr

∂T
=

∑
s=mol.

ρsc
v
v,s

τ̄v
(B.37)

∂Ωv−tr

∂Tve

= −
∑

s=mol.
ρsc

v
v,s

τ̄v

(B.38)

(B.39)

Finalmente, el jacobiano de los términos del cambio de energía vibracional-electrónico

producido por disociación molecular se encuentra dado por:

∂Ωv−disoc.

∂u
=
∑

s

[
∂ω̇s

∂u
εves + ω̇sc

v
v,s

∂Tve

∂u

]
(B.40)
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