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Resumen:

En el presente informe realizamos una descripcidony reflexiéon acerca de nuestra experienca
durante las practicas profesionales en dos cursos de séptimo afo de un colegio de la ciudad de
Cérdoba, correspondientes al Profesorado en Matemadtica de la Facultad de Matematica,
Astronomia, Fisica y Computacién. El tema desarrollado en las practicas fue "Optimizacion de
funciones". Laresolucidn de problemasde optimizacién fue trabajada primero, através de procesos
de modelizacidn dirigidos por nosotros y posteriormente mediante una guia de actividades.

Ademas, teniendo en consideracion la literatura existente sobre el tema, realizamos un
analisis de las diferentes representaciones de la nocién de funcién que fueron utilizadas por
nuestros alumnos al resolver un problema de optimizacién en particular, y estudiamos cémo el
proceso de traduccién entre estas representaciones fue mediado por la tecnologia disponible.

Abstract:

In the presentreport we make a description and reflection on our experience during the
professionaltrainingintwo seventh year classroomsinaschool in Cérdobacity, corresponding to
the degree of Teacher of Mathematics at "Facultad de Matematica, Astronomia, Fisicay
Computacién". The subject developed in ourtraining was "Optimization of functions". The
optimization problem-solving was worked in afirstinstance through modelling processes directed
by us, and subsequently by means of an exercise guide.

Also, takinginto accountthe existing literature on the topic, we make an analysis of the
different representations of the notion of function that were used by our students when they
solved a particularoptimization problem, and we study how the translation process between
these representations was mediated by the technology available.
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“La ensefianza debe ser tal que pueda recibirse
como el mejor regalo y no como una amarga obligacion.”
(Mi vision del mundo, Albert Einstein)
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Prefacio

En el siguiente informe realizaremos una descripcién de nuestras practicas docentes en un
colegiode laciudad de Cérdoba, en el marco de la asignatura Metodologia, Observaciény Practica
de la Ensefianza (M.O.P.E), correspondiente al tUltimo afio del Profesorado en Matematica de la
Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y Computacion (Fa.M.A.F.), Universidad Nacional de
Cordoba (U.N.C.). Posteriormente escogeremos y analizaremos una problematica que surgio de
esta experiencia. Esto serd hecho en vistas a destacar aquellos aspectos de nuestro trabajo que
puedan resultar Utiles a otros colegas docentes para enriquecer su propia practica profesional.

El Capitulo 1 esta destinado a presentar la Institucion en la cual tuvieron lugar nuestras
practicas, como asi también los cursos en los cuales dimos clases y los recursos con los cuales
contabamos para ello.

A lo largo del Capitulo 2 nos abocamos a realizar una descripcidn de nuestras practicas,
tanto en laetapade planificacion como de implementacion de las clases. En las primeras secciones
detallamos el tema con el cual nos toco trabajar (Optimizacién de funciones) y explicitamos los
objetivos que fijamos para su tratamiento, fundamentando la eleccidon de los mismos a partirde la
literatura existente sobre el tema, del Disefio curricular de Cdérdoba (2011-2015) y las
planificaciones del docente a cargo del curso. En la Seccidon 2.3 describimos las actividades
implementadas a lo largo de nuestras clases, como asi también las evaluaciones que tomamos.
Dado que nuestras practicas estuvieron organizadas en dos grandes etapas, estaseccion sigue esa
misma estructura. Ademas, incluimos en ella unareflexién acerca de los procesos de modelizacidn
gue sellevaronacabo enlaprimeretapa, y al finalizarlamismarealizamos un breve andlisis de las
actividades que propusimos, basandonos en la perspectiva de los ambientes de aprendizaje
(Skovsmose, 2000). Concluimos este capitulo presentando un cronograma de nuestras practicas,
en el cual se brindan detalles acerca de laimplementacién de las clases.

El Capitulo 3 comienza con la determinacién de una problematica surgida a partir de un
episodio de nuestras practicas, el cual en nuestro caso fue el Trabajo Practico desarrollado en la
primeraetapa. A partirde lalecturade algunos autores con perspectivasconcernientes a este tema
realizamos unarevision presentadaenla Seccion 3.2, donde pudimos adoptaruna perspectivade
trabajo desde la cual analizar las producciones de nuestros alumnos en el marco del Trabajo
Practico mencionado anteriormente, y enlaSeccion3.3incluimos aquellos extractos de los trabajos
de los estudiantes que nos resultaron mas ricos para el estudio de esta problematica.

Finalmente, en el Capitulo 4 realizaremos una breve reflexién acerca de todo lo que
significd para nosotros la experiencia de realizar nuestras practicas, como asi también sobre el
aprendizaje que supuso para nosotros la elaboracién de este mismo informe.
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1. Introduccion

1.1 La Institucion

El colegioen el cual tuvieron lugar nuestras practicas se encuentra ubicado enlaciudad de
Cérdoba, Argentina, en la zona céntrica. Se trata de una institucidon educativa publica de gestion
estatal, que cuentacon nivel Secundarioy nivel Superior. Mas de 2.200 alumnos recorren sus aulas
diariamente, distribuidos en tres turnos.

En su nivel Secundario ofrece unaformacion de Bachillerato Humanista de siete afos, con
un plan de estudios que une conocimientos de asignaturas clasicas y contemporaneas de los
estudios humanistas. Lainstitucidon posee ocho divisiones porafo durante los primeros cinco afios,
de las cualeslas cuatro primeras cursan en el turno mafanay las cuatro Ultimasen el turno tarde.
A partir de 62 afio hay seis divisiones, tres en el turno mafianay tres en el turno tarde.

Por otro lado, en su nivel Superior ofrece tres carreras de Pregrado, con una duracion de
tres afios cada una. Las mismas estdn estructuradas en baseaunsistemade clasestedrico-practicas
presenciales de caracter obligatorio, con cursado por la tarde-noche.

Este colegio estd situado al lado de unaiglesia, por lo cual muchas veces se escuchan sus
campanas durante las horas de clase. Su estructura edilicia es antigua, cuenta con planta bajay dos
pisos. Al ingresar puede observarse que sus techos son altos, las paredes son de un espesor
considerabley las puertas son amplias,de maderay gran altura. Cuenta con largos pasillos en todos
sus niveles.

En la planta baja se encuentran el Museo del colegio, el anfiteatro, la Regencia, la sala de
profesores, la preceptoria de 62 y 72 afio, el Centro de Estudiantes y varias secretarias, como la
Secretariade Asuntos Académicos y la Secretaria de Asuntos Econédmicos. Este nivel cuenta con dos
patios:

e El patio principal estd rodeado de aulas, posee una gran fuente en su ce ntro, drboles de
importante tamafio, una exposicion de placas de diferentes promociones de ex-alumnos
de lainstitucidn, y es en este patio, en donde se realizan los actos;

e El patio secundario es mas pequefio, también cuenta con una fuente (de menortamano),
estarodeado por los bafios, algunas aulas, el centro de estudiantes y algunas secretarias.

La planta baja también cuenta con las aulas que son utilizadas por los alumnos de 62y 79
ano, tanto del turno mafiana como del turno tarde.

Es importante destacar que existeunatradicion enel colegio segunlacual todos los viemes
losalumnosde 72 afio se retinen alrededor de lafuente del patio principal, enuno de los recreos,
para realizarunaactividad denominada comiunmente "el cantito delos viernes", en la cual celebran
el ultimo afio de su estadia en el colegio a través del canto de multiples canciones referidas a la
institucion, con muchaeuforiay de maneraenérgica. Este rito tuvo bastante influencia en nuestras
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practicas, puesto que las clases de los viernes en uno de los cursos tuvieron que ser planificadas
teniendo en cuenta que su duracién seria menor que lo usual.

Alingresaral 12 piso, lo primero que se puede apreciares unagran pinturarealizada sobre
la pared. En este nivel se ubican la preceptoria de 32, 42 y 52 afio, varios bafios, el salén de actos,
los laboratorios de fisica/quimica, la sala de Audiovisuales, la biblioteca y la sala de computacion.
Puedenverse algunos bebederos que porsu condicién, se presume tienen cierta antigliedad. Este
piso cuenta con un amplio balcdn con vistas al patio secundario.

Por ultimo, en el segundo pisose encuentran las aulas de los cursos de 12y 22 afio junto
con su preceptoria correspondiente. También posee bafos y varios balcones que dan al patio
principal.

1.2 Caracterizacion de los cursos

La materia en la cual realizamos nuestras practicas se denomina "Anadlisis Matematico y
Geometria Analitica", y se dicta sélo en el 72 afio. Es necesario aclarar que al contrario de lo que
ocurre enotrasinstituciones, en el plan de estudios no hay unamateriadenominada "Matematica"
en cada afio. De hecho, en algunos afios existen dos materias en las cuales se ven contenidos
matematicos, como puede verse en la tabla de la Tabla 1.

Ano Nombre de la/s asignatura/s con contenidos matematicos

12 Matemdtica |
o Matematica ll
2 Matematica lll
o Matematica IV
2 "Matematica V - Algebra" y "Estadistica y Probabilidades"
2 "Matematica VI - Trigonometria" y "Geometria"
2 "Andlisis Matematico y Geometria Analitica"

Tabla 1: Asignaturas con contenidos matemdticos por cada afio escolar.

Los cursos que nos fueron asignados para desarrollar nuestras practicas fueron los
siguientes:

e 72 aio “D”: Este curso estd compuesto por 33 alumnos, 19 mujeres y 14 varones.
e 72aio “F”: En este curso hay 31 alumnos, de los cuales 15 son varones y 16 mujeres.

Ambos cursos asignados para la practica tienen clases en el turnotarde; cada uno de ellos
tiene su propio preceptor. Los horarios de la asignatura se pueden apreciar en la Tabla 2.

Guzman, Juan Gabriel — Lucero, Gabriela 10
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Miércoles Jueves Viernes

13:30 - 14:10
14:15 - 14:55
15:00 - 15:40
15:45 - 16:25 72D
16:35-17:15 72D 72D
17:20- 18:00
18:05 - 18:45

1350 1930 T R

Tabla 2: Horarios de Andlisis Matemdtico y Geometria Analitica.

Como puede observarse, los alumnos tienen una carga horaria de ocho horas catedra por
dia, separadas cada una de ellas por un recreo de cinco minutos, con excepcion del recreo
correspondiente alamitad de lajornadaescolar, que dura 10 minutos. Analisis Matematico cuenta
con cuatro horas-catedrasemanales, con unaduracion de40minutos cada una. En particular, como
el "canto de los viernes" mencionado anteriormente tiene lugar en el recreo largo, la clase de
Analisis Matematico correspondiente alos dias viernesen 72 D siempre resulta afectada de algin
modo por el mismo.

En laFigura1lpresentamos uncroquisdelasaulas enlas quetrabajamos, con la distribucién
de sus elementos identificados con colores distintos.

1
0 &= B = o s s o
H @ @3 = mEE EE
B & 8 = Euuuull
B B B8 B D EE EE
H B @ O o I s s s
H @ @ &= @@
H E = E EEED @D
||-1-1-1-1 EHEE @D
s I R e O
H 3 @ = i ]
\\
7¢ D 7O F

[ Bancos de los alumnos, son de madera y estan fijos al suelo,

[ Asiento del profesor, de madera y fijo al suelo.
B Ventanales que dan al patio principal en 72 D y al patio secundario en el 72 F.

@ Pizarrones que originalmente eran paredes del aula, luego fueron pintadas de
negro para poder escribir sobre ellas.

Figura 1: Croquis de las aulas de 7°Dy 79 F.
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Alingresaralasaulasde 72 Dy 72 F, lo primero que se puede notar es que sus dimensiones
son diferentes: mientras que 72 F cuenta con un aula de largo y ancho similares, el aulade 72 D
tiene una forma rectangular mas pronunciada. No obstante, ambas tienen 40 bancos. En ambas
estructuras el techo tiene una altura considerable, tipica de la época en que fueron construidas.
Particularmente, el aula de 72 D cuenta con unatarima (ala que se accede subiendo un escaldn)
quedivide elaulaendos, dejandoenunladolos bancos de losalumnos, y del otro, el escritorio del
profesory el pizarrén del aula.

Ambas aulas disponen de un proyector acoplado al techo, junto con una pantalla blanca
que puede desplegarse manualmente sobre el pizarrén.

Como detalles adicionales, mencionamos que las aulas poseen tres ventiladores, varios
enchufes distribuidos en el fondo y al lado del pizarrdn, y percheros de madera en los cuales los
alumnos pueden colgar sus sacos, ya que éstos forman parte del uniforme de la institucién.

A continuacion se adjuntan algunas fotografias de las aulas (Figuras 2 y 3), en las cuales
puede apreciarse lo expresado en los parrafos anteriores.

Figura 2: Fotografia del aula de 72 D.
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Figura 3: Fotografia del aula de 72 F.

1.3 Caracteristicas de la clase de matematica y medios utilizados

En estainstitucion hay unafuerte presencia de latecnologia, ya que todas las aulas cuentan
con sefal WiFiy un proyector. Los estudiantes también tienen acceso alas netbooks del programa
"Conectar Igualdad"! y una sala de informatica. Es de importancia mencionar que el profesora
cargo de la materia enfatizaba el uso de tecnologia en el aula.

Habia profesores de otras disciplinas que usaban el proyector como elemento clave para
dictar sus clases, mientras que otros sélo usaban el pizarrén. Pudimos notar en las observaciones
gue el profesora cargo de nuestros cursos utilizaba ambos recursos, alternando uno con el otro.

El profesor permitia usar el celular a sus alumnos. Algunas de sus actividades, de hecho,
consistian en realizar graficos con aplicaciones instaladas en sus dispositivos. Esto fue posible
gracias a que la gran mayoria de los alumnos poseian smartphones o aparatos electrénicos
equivalentes.

Con respecto al uso de material bibliografico, el programade lamateriarecomiendael uso
de un libro de texto, sin embargo el profesor a cargo decidié no utilizarloy preparar material por
su cuenta. A través de un grupo de Facebook? brindaba acceso a diferentes archivos, entre los
cuales se encontraban las guias de ejercicios con las que trabajaba como asi también material
complementario a sus clases.

1 El Programa Conectar lgualdad fuecreado en 2010 durante el mandato de la presidenta Cristina Fernandez
de Kirchner. Como una politica de inclusion digital de alcance federal, Conectar Igualdad recorre el pais
distribuyendo netbooks a todos los alumnos y docentes de las escuelas secundarias, de educacion especial y
de los institutos de formacién docente de gestion estatal. Para mas informacion, visitar la pagina
http://www.conectarigualdad.gob.ar/.

2 Red social, de gran difusidn en Argentina. Su direccién web es la siguiente: https://www.facebook.com/.
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3El programa de la materia contempla dos ejes tematicos con tres unidades cada uno:
"Geometria Analitica" y "Elementos de Andlisis Matematico" (ver Anexo 1). Estas unidades fueron
reorganizadas porel profesor de lamateria ensu planificacion anual dentro de tres grandes bloques
(ver Anexo Il). El Bloque 1 corresponde a “Funciones”, el Bloque 2 corresponde a “Elementos del
Andlisis Matematico” y el Bloque 3 a “Geometria Analitica”. A su vez, el Bloque 2 se subdivide en
tres partes: Introduccién al concepto de limite de una funcién, Derivada de una funcién e
Integracion de funciones. Esto sera explicado mds detalladamente en el Capitulo 2. Habiendo
realizado un analisis de su planificacién anual, pudimos mentalizarnos en lasituacién en lacual iba
a estar nuestro curso a la hora de comenzar nuestras observaciones.

Las clases que pudimos observar pueden reconocerse como expositivas. En una entre vista
con el profesor, éste nos transmitidé su preocupacion porcomenzarinmediatamente con launidad
correspondiente a "Derivadas" puesto que estaba atrasado con su programa anual debido a los
paros docentes. Ademds debemos mencionar que erala Ultimasemanade clases antes del receso
invernal. Notamos que no se dirigia a los alumnos por sus apellidos y que los trataba de "vos".
Algunas de las clases observadas comenzaron con un repaso y a continuacién el profesor
desarrollaba contenidos tedricos con ayuda del proyector. En otras se resolvieron en el pizarrén
algunos ejercicios o problemas de la guia que estabasubidaen el grupo de Facebookde lamateria.

1.4 Los alumnos y sus actitudes con los distintos docentes

Durante las observaciones los cursos no parecian distinguirse demasiado. Ambos tomaron
actitudes muy parecidas en el aula. Si bien cada alumno tenia un nimero de banco asignado (que
se correspondia con su numero de lista), no siempre se sentaban todos en el mismo lugar; en el
caso de 72 D el profesorde la materialessolia pedir que se sentaran mas adelante ya que el aula
eslarga y todos solian sentarse mas al fondo. En cuanto a laasistencia, enambos cursos se notaba
mucho ausentismo (de hasta 10 alumnos en un dia) por multiples razones: e n ocasiones era por
evaluaciones tanto orales como escritas, en otras tenia que ver con actividades relativas al Centro
de Estudiantes (varios alumnos ocupaban puestos importantes en él y solian salir del aula con
frecuencia). Si bienla escuela tiene una serie de pautas de orden para los estudiantes tales como
ingresaral aulaatiempo, pararse al lado del banco parasaludar al profesor, entre otras, en algunos
momentos estas actitudes se vieron relajadas.

A veces, los alumnos llegaban mas de diez minutos tarde, otras se retiraban del aula sin
hacer mucho alboroto; consideramos que esas actitudes son muy parecidas a las que se dan enel
ambito universitario. Si bien a veces se dispersaban, la mayor parte del tiempo eso no sucediay
mantenian el silencio.

En las observaciones de dia completo se pudo ver que en 72 D los estudiantes tuvieron
actitudes muy similares a las que tenian con el profesor de Analisis Matematico. Sin embargo, no
ocurrié estoenlaclase de Literatura: estafue menos expositiva e invitaba la participaciénde todos

3 Este documento ha sido publicado con la autorizacidn expresa via mail por parte del profesor del curso.
Tomamos el recaudo de borrar sunombre y el nombre de lainstitucion enlas paginas dondeapareciesen
con el objetivo de resguardar sus identidades.
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los alumnos, llegando a explicitar la intencién de hacer hablar a los que |la profesora consideraba
mas timidos. Durante estahora ellase senté al Ultimo, invitando a sus alumnos adarse vuelta para
mirarla. Esa clase fue un debate sobre lalecturade los primeros capitulos de unanovela, enlacual
losalumnosiban comentando de qué tratabany la profesoraibahaciendo algunasintervenciones.

Por otro lado, en la observacién de dia completo en 72 F pudimos observar que los
estudiantesse comportaban de manerabastante diferente de acuerdo alaclase enlacual estaban.
En algunas horas se mostraban mas relajados, en otras mas atentos, dependiendo de la actividad
gue se estuvierallevando acabo. En laclase de Psicologia sucedid algo parecido alo que ocurrié en
7° D enlaclase de Literatura, en el sentido de que se generé un climade mucha participacién por
parte de los estudiantes. La actividad consistié en leer un relato corto y pedir que los alumnos
escriban a continuacionlo que recordasen acerca del mismo, para posteriormente hacerles leeren
voz alta varios de sus escritos.
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2. Diseino de la practica e implementacion en aula

2.1 Planificacion anual del profesor del curso y vinculacidn con el tema a
desarrollar

El programa anual de la materia Analisis Matematico (comun a todos los 72 afios) cuenta
con seis unidades organizadas en dos ejes tematicos: Geometria Analiticay Elementos de Andlisis
Matematico.

En su Planificacién Anual, el profesor del curso realizé una seleccidén de estos contenidos,
organizandolos en tres bloques, con el objetivo de trabajar cada uno por trimestre. El Bloque 1
corresponde a “Funciones”, el Bloque 2 corresponde a “Elementos del analisis matematico” y el
Bloque 3 a “Geometria Analitica”. A su vez, el Bloque 2 se subdivide en 3 partes: Introduccién al
concepto de limite de una funcién, Derivada de una funcidn e Integracién de funciones.

En nuestras practicas desarrollamos el tema: "Optimizacién de funciones". Este contenido
se encuentra enmarcado dentro del Bloque 2 (segun la planificacion del profesor), en la parte
dedicada a la Derivada de una funcion y que corresponde ala Unidad 5 del programa anual de la
materia.

Antes de comenzar nuestras observaciones, el profesor habia logrado concluir con la
Unidad 4 del programa anual. En las observaciones, durante la Ultimasemanade clases previaal
recesoinvernal, el profesorintrodujoalosalumnosala nociéon de derivada, para lo cual utilizé dos
enfoques, previamente consignados porel docente en su planificacién anual de la materia (Anexo
I1). Uno de estos enfoques corresponde alaintroduccion al concepto de derivada "a través de la
pendiente de larectatangente aunacurva", y el otro, "a través de la velocidad instantaneade un
movil". Ademas, presentd algunas delas reglas de derivacién para luego resolver ejercicios de modo
expositivo.

En este contexto, nos encontramos ante el desafio de lograr que los alumnos comprendan
la utilidad de la derivada como herramienta para resolver problemas relacionados con encontrar
maximos y minimos de funciones.

En el momento dela planificacidon, consideramos que el tema de nuestras practicas no tenia
una vinculacién con la geometria analitica del Bloque 3, por lo cual estos contenidos no fueron
considerados en nuestras planificaciones. A su vez, el profesor del curso, mediante un didlogo via
mail, nosinformd que nuestras practicas tuvieron cierto impacto en su planificacion. Luego de que
termindramos de dar optimizacion de funciones, enlugarde continuar sus clasesintroduciendo el
Bloque 3, el docente decidid continuar con contenidos del Bloque 2. Por ejemplo, desarrollé el
criterio de la derivada segunda para encontrar maximos y minimos de funcionesy la reglade la
cadena.
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2.2 Objetivos para nuestras practicas

2.2.1 La optimizacion de funciones como objetivo

Al comenzar las planificaciones de nuestras clases, definimos los objetivos que queriamos
alcanzarenelaulateniendo encuentaaquellosque fueronplanteados por el profesor del curso en

su planificacion (ver Anexo Il). El profesor describid los objetivos especificos para la unidad de
"Derivadas" de la siguiente manera:

El trabajo deberd crear condiciones para que los alumnos puedan:

e Comprenderlas distintas maneras de interpretar el concepto de derivada de una funcion.

e Aplicar las herramientas del andlisis matemdtico a la resolucion de diversos problemas
propios de la matemdtica y de otras ramas del conocimiento.

e Aplicar las reglas de derivacion a distintas funciones.

e Comprender el razonamiento utilizado en las demostraciones

Por otra parte, entre los objetivos generales planteados por el docente se encuentran los
siguientes:

e Promoveruntipo detrabajo que lleve a los estudiantes a concebir la modelizacion como un
aspecto fundamental de la actividad matemdtica.

e Quelos estudiantes puedanaplicar las herramientas que brinda esta drea del conocimiento
a otras dreas como por ejemplo: La fisica, la economia, Biologia, Estadistica, entre otras
(ver Anexo Il).

Teniendo en cuenta lo anterior, planteamos el primer objetivo para nuestras practicas:

Objetivo 1
"Que los estudiantes lleven o cabo procesos de modelizacidn
matemadatica a través de actividades que involucren optimizacion
de funciones."

Consideramos que este objetivo conjuga una tematica particular, la optimizacién de
funciones, con un enfoque particular, la modelizacién matematica, respetando las expectativas
declaradas por el profesor en su planificacion.

Es importante destacar que este objetivo responde a tendencias actuales de la matemitica
escolar (Blomhgj, 2004; Villareal & Esteley, 2013). A su vez, estatendenciaes contempladaenlos
Diseflos Curriculares de la Provincia de Cérdoba:

[El docente] considerard la modelizacion para resolver problemas tanto externos
como internos a la matemdtica y la comprension acerca de como se utilizan los modelos
matemdticos para describir, analizar y predecir fendmenos. (Disefio Curricular de la
Provincia de Cdrdoba para el Ciclo Orientado de la Educacion Secundaria "Economia y
Administracion", 2012-2015, p. 29).
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Con respecto a los problemas de optimizacién, el tema de nuestras practicas, encontramos

en los Disefios Curriculares que se propone este contenido cuando se propone:

[La] determinacion de ceros, mdximos, minimos y andlisis del crecimiento,
decrecimiento de las funciones polindmicas, exponenciales, logaritmicas usando derivadas
para resolver problemas extramatemdticos (incluido el cdlculo de mdximo rendimiento,
minimo costo, entre otros). (Disefio Curricular de la Provincia de Cérdoba para el Ciclo
Orientado de la Educacion Secundaria "Economia y Administracion", 2012-2015, p. 17).

Si bien nuestros objetivosde practicas no contemplaron la propuesta de demostraciones

formales a los estudiantes, no por ello dejamos a un lado la importancia de la elaboracién de

argumentos para comunicar ideas. Tal como se vera mas adelante, propusimos actividades a los

alumnos donde el objeto del aprendizaje fue colocado en la escritura de textos explicativos y
argumentativos. De esta manera, respetamos en nuestro abordaje las siguientes expectativas del

docente del aula:

Que los estudiantes:

Puedan comprender la naturaleza del pensamiento matemdtico, usando el razonamiento
para hacer conjeturas, desarrollar argumentosy tomar decisiones, comunicando ideas y
manejando procedimientos bdsicos de esta disciplina en todas sus formas: oral, escrita,
grdfica y simbdlica.

Aprendan avalorarelintercambio de ideas como fuente de construccion de conocimientos,
respetando el pensamiento ajeno y, confiando en sus posibilidades de planteary resolver
problemas (ver Anexo Il).

Por otra parte, los documentos curriculares resaltan, asu vez, laimportancia de la reflexion

y la comunicacién de ideas en el trabajo matematico con el aula:

La construccion de conocimientos matemdticos se ve ampliamente favorecida por la
resolucion de variados problemas, en diversos contextos, e involucrando un “hacer” y un
“reflexionarsobre el hacer”. Desde el enfoque adoptado en este disefio, se postula el planteo
de problemas, la discusion de las posibles resoluciones y la reflexion sobre lo realizado, como
también la incorporacion de un lenguaje y forma de pensamiento matemadticos. (Disefio
Curricular de la Provincia de Cérdoba para el Ciclo Orientado de la Educacién Secundaria
"Economia y Administracion", 2012-2015, pag. 13).
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2.2.2 Un objetivo centrado en ejercicios de aplicacién

Nuestro segundo objetivo de practica tuvo el siguiente enunciado:

Objetivo 2
“Que los alumnos puedan adquirir destreza en el proceso de derivacion de funciones elementales
y encarar situaciones problemdticas de optimizacion de cardcter inframatemadtico aplicando esas
habilidades.”

En la declaracién de este objetivo podrd observarse laincorporacion de actividades que se
alejan de una perspectiva de la derivada como herramienta para resolver problemas de
optimizacidn, para constituirse en objeto de aplicacién en ejercicios dentro de la matematica
misma. Al plantear este segundo objetivo tuvimos en cuenta la necesidad de construir en estos
alumnos del ultimo afio del nivel secundario las habilidades relacionadas con la aplicacién de las
reglas de derivacién de funciones en vistas a futuros estudios universitarios.

Las actividades de aulaque promueven los Objetivos 1y 2 son de naturaleza distinta. En el
primer objetivo, se promueven tareas centradas en la exploracién de parte del alumno de
contenidos matematicos que dan solucién asituaciones que recuerdan aspectos de larealidad. En
el segundo objetivo,reconocemos tareas mas rutinarias. Aqui, podemos reconocer un movimiento
entre distintosambientes de aprendizaje (Skovsmose, 2000), cuestidon que explicaremos con mayor
detalle en la seccién 2.4.

2.2.3 Aprender con tecnologias como objetivo

La importancia del uso de las TIC en el aula es analizada por varios autores, tales como
Villarreal (1999, 2004, 2012) y Rojano (2014). En particular, Villarreal (2004) presenta el siguiente
listado de conclusiones alas cuales diversos trabajos de investigacion pudieron arribar con respecto
a lo que ocurre en un ambiente computacional de trabajo matemadtico desarrollado por
estudiantes:

e las respuestas provenientes de la computadora influencian el estilo de construccion
matematica de los estudiantes.

e Elempleode nuevastecnologias reorganiza el pensamiento matematico de los estudiantes
y la dinamica del aula.

e Surgen nuevos abordajes para la resolucién de problemas basados en la posibilidad de
representaciones multiples y la generacién de conjeturas que pueden ser refutadas y
reformuladas o validadas.

e La visualizacién y la experimentacion son naturalmente favorecidas como procesos
presentes en la construccién del conocimiento matematico.

e La hegemoniadeloalgoritmicoy lo algebraico que caracterizaa la ensefianza matematica
tradicional es desafiada y cuestionada.
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Relacionando esto con el tema que debiamos trabajar en nuestras practicas, estamos de
acuerdo con que el aprendizaje de losconceptos relacionadoscon el analisis matematico puede ser
mejorado de formasignificativaatravés de la utilizacién de tecnologias digitales, como se expresa
a continuacion.

La docencia debe ser sumamente exploratoria y estar basada en experiencias
numeéricas y geométricas que aprovechen la tecnologia de la calculadora y el ordenador. Las
actividades lectivas deben tener como objetivo que los estudiantes asimilen los puntales
conceptuales bdsicos del Andlisis, y no la adquisicion de técnicas procesuales. (...) La
tecnologia informdtica pone alalcance de todoslos estudiantes los conceptos y aplicaciones
fundamentales del Andlisis. (...) los estudiantes pueden utilizar una utilidad grdfica para
investigary resolver problemas de optimizacion sin calcular derivadas. (National Council of
Teachers of Mathematics, 1989, p. 187).

A partir de las observaciones, notamos que la institucién contaba con una variedad de
recursos tecnoldgicos, los cuales fueron descritos en el Capitulo 1. Entre ellos destacamos la
presencia del proyector en el aula, que nos permitiria generar una dindmica de clase distinta a la
gue se daria sélo utilizando el pizarrén. Conjuntamente, otra variable que influyd en nuestras
planificaciones fuelaposibilidad de que los alumnos contaran con acceso a diferentes aplicaciones
graficadoras en sus celulares.

Esta estrategia de trabajo se encuentra en consonancia con la forma de trabajar que
observamos por parte del profesor del curso durante el periodo de observaciones. Estoasu vez se
encuentra consignado en su planificacion anual, al plantear que "el trabajo deberd crear
condiciones para que los alumnos puedan utilizar software como soporte para la produccién y el
andlisis de graficos de funciones" (ver Anexo Il).

Por lo expresado anteriormente, planteamos un objetivo centrado en el uso de las
tecnologias como recurso mediador del aprendizaje y de la ensefianza:

Objetivo 3
“Aprovechar todos los recursos tecnoldgicos disponibles para el desarrollo de las clases.”
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2.3 Diseiio e implementacidon de las clases

Teniendo en cuenta los primeros dos objetivos mencionados en la seccién anterior, los
cuales hacianreferenciaallevaracabo procesos de modelizacidonparael estudio de la optimizacén
de funcionesya desarrollaractividades que involucraran aplicacione s de la derivada pararesolver
problemas intramatematicos, decidimos dividir nuestras practicas en dos etapas:

e Primer etapa: Problemas de optimizacién relacionados con la vida real
e Segunda etapa: Trabajo con ejercicios de aplicacion

A continuacién describiremos las actividades que fueron planificadas para cada etapa,
como asi también la forma en la cuales fueron implementadas en nuestras clases. Durante el
transcurso de nuestras practicas tomamos decisiones que modificaron la planificacidn original, por
lo cual creemos necesario hacerlas explicitas y darles fundamentos. Asimismo especificaremos los
recursos utilizados en cada actividad y mostraremos algunas de las producciones realizadas por los
estudiantes. Al concluir cada una de estas etapas plantearemos los instrumentos de evaluacién
utilizados. Asu vez, daremos los criterios de evaluacién que usamosy presentaremos estadisticas
que reflejan los resultados obtenidos por los estudiantes.

2.3.1 Primera Etapa: Problemas de optimizacién relacionados con la vida real

En base a la Planificacién anual del profesor, asumimos que al inicio nuestras practicas los
alumnos ya habrian estudiado las unidades "Funciones" y "Limites", y que la unidad
correspondiente a "Derivadas" estaria en desarrollo. Esto fue comprobado mas adelante durante
la semanade observaciones, en lacual losalumnos comenzaron atrabajar con esta ultima unidad.

Bajo esta hipodtesis de trabajo, elaboramos un guion conjetural paranuestra primeraclase,
y buscamos diferentes actividades en las cuales se plantearan problemas de optimizacién
relacionados con situacionesde lavidareal. Empleamos este enfoque debidoa que se corresponde
con nuestro primer objetivo.

Considerando nuestro tercer objetivo (explicado en la seccidn anterior), y los recursos de
los cuales disponiamos en el aula, incorporamos en nuestras clases el uso del proyector y de
diversas aplicaciones graficadoras en los celulares de los estudiantes, tales como Grapher® y
Matematicas®. Ademas, en concordancia con la forma de trabajo declarada en la planificacidn,
tomamos la decisién de implementar actividades de caracter grupal.

En la primeraclase, realizamos unaintroduccion de nuestras practicas ante los estudiantes
mediante una presentacion en PowerPoint. En la misma nos presentamosy explicamos el tipo de
problemas a tratar, los recursos que empleariamosy nuestra propuesta de trabajo en grupo (ver
Figura 4). Asimismo, explicamos brevemente que tratariamos la resolucién de problemas, tanto
aquellos provenientes de lavida diariacomo aquellos que hacenreferenciaala matematica pura.

4 Esta aplicacién puedeencontrarse en la siguientedireccion web:
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.opticron.grapher&hl=es_419

5 Direccién web: https://play.google.com/store/apps/details?id=de.daboapps.mathematics&hl=es_419
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Explicitamos ante los estudiantes que utilizariamos la matemadtica para proponer modelos que
representen en cierto modo la situacién original. Por Gltimo, mencionamos que ibamos a usar
fuertemente el concepto de funcién en los modelos que sean propuestos en clases.

JQUE VAMOS A TRABAJAR?

Resolucion de problemas

Intra-

Vi : =
ida real matematicos

Modelos

Figura 4: Sequnda diapositiva mostradaen la primera clase que presenta a los alumnos los
lineamientos de nuestro trabajo.

Finalmente, explicamos nuestras estrategias de ensefianza. Planteamos que la mayoria de
las actividades se realizarian de maneragrupal, y explicamos que hariamos uso de tecnologias. Les
aclaramos que para evaluarlos les dariamos un trabajo practico la semana siguiente y una
evaluacion escrita hacia el final del trimestre. Durante la presentacidon de nuestras practicas,
destacamos el software GeoGebra como la principal herramienta que nosotros usariamos para
analizar graficos de funciones mediante el proyector. Ademas, les pedimos que descarguen la
aplicacién Grapher, disponible en la PlayStore de Android, para realizar graficos de manera
individual®.

ACTIVIDAD 1

La Actividad 1 correspondiente a esta primera etapa fue presentadaa los estudiantes con
ayudade ladiapositivaque muestrala Figura 5. Esta actividad habia sido trabajada con anterioridad
por el docente del curso. En consecuencia, nuestra ensefanzase focalizé en el andlisis del modelo

6 Los alumnos habian utilizado |a aplicacidon Matematicas con el profesor del curso en la unidad "Funciones",
por lo cual les permitimos seguir usandola, pero les sugerimos el uso de Grapher debido a que
consideramos que posee herramientas que permiten un analisis grafico mas profundo.
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analitico que los estudiantesobtuvieron en esaoportunidady en el andlisisdel grafico de la funcién
obtenida usando el software GeoGebra.

RETOMEMOS UN PROBLEMA CONCRETO...

“Se construira una caja
con una aberturaen la
parte superiora partir de
una pieza rectangular

de cartén con dimensiones
12 por 20 pulgadas
cortando cuadrados
igualesde lado x en cada
esquina y luego doblando
los lados hacia arriba.
Encontrar el volumen
mas grande que puede

tener la caja.”
@

Figura 5: Enunciado de la actividad 1 presentado a los estudiantes.

Propusimos a los estudiantes un tiempo para la lectura y la revisidn del problema, durante
el cual respondimos sus preguntas. A continuacién, realizamos una puestaen comun para debatir
las diferentesideas que surgieron en estatarea. Para complementarla discusién oral, mostramos
un archivo *.gif para visualizar el proceso de armado de una caja (ver Figura 6). Con ayuda de
GeoGebra mostramos la grafica de algunos de los modelos propuestos por los estudiantes.

Figura 6: Imagen del archivo *.gif mostrado a los estudiantes durante la Actividad 1.

Los alumnossefialaron que laférmula"V=(12-2x). (20-2x) . x" era unaexpresion algebraica
que representabalarelacién entrelasvariables del problema. Los simbolos xy Ven esta expresién
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fueron identificados como las variables a considerar en el modelo de la Actividad 1, las cuales se
constituyeron como objeto de discusién con los estudiantes.

De esta manera se revisaron los conceptos de variable y de funcién, y llegamos a la
conclusién junto conlos alumnos de que laexpresién algebraica del parrafo anterior representaba
unafuncién que relacionalas variables "longitud dellado de la caja" (que denotamoscon laletra x)
con lavariable "volumen de lacaja" (denotadaconla letra V). Por lotanto, laexpresion algebraica
anterior fue expresada de la forma f(x)=(12-2x) . (20-2x) . x.

A continuacion, se propuso alos estudiantesel analisisdel graficode lafuncién mediado por
GeoGebra (ver Figura 7). Teniamos conocimiento (gracias al profesor del curso) de que los
estudiantes estaban familiarizados con el uso de graficos de funciones, por lo cual esta actividad
estabadestinadaaprepararel camino paralaintroduccién delmétodo de re solucién de problemas
de optimizacién utilizando derivadas.

£5 GeoGebra [C=2Tal %
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
| f [
» Vista Algebraica X1 » Vista Grafica &
Funcién s |
® f(x) = x (12—2x) (20 —2x) . /

100 /

Entrada $
Figura 7: Grdfico de la funcion f(x)=x (12 —2x) (20— 2x).

Dimos comienzo a este andlisis a través de un estudio de la condiciéon que debe cumplir un
punto del plano para pertenecer al grafico de una funcidn (es decir, que su segunda coordenada
sealaimagende laprimera). Paraello, primero observamos que esto se cumpleen elcaso particular
del punto (6,0), por lo que éste puede escribirse de la forma (6,f(6)), y luego hicimos uso de la
herramienta "Barra de Entrada" de GeoGebra para sefialar que lo mismo pasaba con otros pares
ordenados con este formato, tales como (1,f(1)) y (3,f(3)) (ver Figura 8). Esto permitié conjeturar la
siguiente generalizacion: todos los pares de la forma (a,f(a)) se encuentran en el gréfico de la
funcién. La misma fue verificada visualmente mediante el uso de la herramienta “deslizador” de
GeoGebra (ver Figura 8), generando una variable “a” definida para cierto intervalo.
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\ Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion... |
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ORI LN

X (4

[

| » Vista Algebraica Xl | » Vista Grafica
Funcién Volumen de la caja
® f(x) = x (12—2x) (20 —2x) L
Nimero 300
® a=46 (3,252)

b=2275
Punto
® A=(1,180) 200 180)
® B=(60)
® C=(4.6,1391) (4.6
® D=(3,252)

ABC/[ 232 | Q.«

p
¢ .‘.' i|

100

Lada del cuadrado a recortar
-2 0 2 4 8 ( 12 14

Figura 8: Grdfico de la funcion f, puntos ingresados y deslizador para la variable "a".

Consideramos importante destacar que el grafico nos permitié realizar un proceso de
validacién del modelo conla situacidnreal, el cual pudo verse con claridad a la hora de establecer
una discusion conrespecto al dominio de lafuncidn. En este proceso la tecnologianofue un mero
soporte de la actividad, sino resulté un recurso importante para elaborar argumentos y

verificar/refutar conjeturas.

Este anadlisis concluyd con laobservacion de quea partir del grafico de lafuncidn es posible
dar una respuesta aproximada al problema. Como los alumnos comenzaron a ver la nocién de
derivadade una funcién con el profesordel curso, consideramos que podiaser provechoso que la
reconozcan como una herramienta para dar una solucidon a este tipo de problemas. Esta
observacidn permitié hacer explicita la necesidad de encontrar otro método para responderala

situacion problematica.

Para introducir este nuevo abordaje, utilizamos la herramienta de Ge oGebra para graficar
diferentes rectas tangentes al grafico de la funcidn f (ver Figura 9).
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72 GeoGebra ==
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda ADIir sesidns
A Al sl e e lagello=2 [ [a ]
o / 'O IOl (99 é‘, AN ABC, =2 Q QP
» Vista Algebraica [ | » vista Grafica =]
Funcidn 200 a5
® f(x) = x (12—-2x) (20— 2x) I a@}
Nimero
® a-354

Punto (3.54,225.1)
@ C=(354,225.1)
Recta 200
® 0:y=-62.69%+446.95

Entrada +

Figura 9: Grdfico de una recta tangente al grdfico de la funcion utilizando GeoGebra.

Haciendo uso del deslizador introducido anteriormente, los alumnos pudieron observar
que larecta tangente al punto donde se dael maximo es paralelaal eje x. A partir de esto llegamos
ala conclusion de que en ese punto, la pendiente de la recta tangente al grafico es nula.

Retomando la nocién de la derivada como pendiente de la recta tangente, obtuvimos
finalmente la siguiente conclusién:

Sila funcidn f alcanza su mdximo en el punto x, entonces f'(x)=0

Les indicamos a los alumnos que este resultado constituye una herramienta muy Util para
resolver problemas de optimizacién. Para ilustrar esto, observamos que lo primero que
necesitdbamos hacer era hallar f'(x) para esta funcidn en particular, para poder trabajar con la
expresion f'(x)=0.

Comenzamos recordando cual era la expresién algebraica de la funcion con la cual
estdbamos tratando:

f(x) = (12-2x) . (20-2x) . x

Con el profesordel curso se habian visto las reglas de derivacion de la suma de funciones y
del producto de una funcién por una constante, pero no se habia llegado a tratar la derivada del
producto de dos funciones. Por lo tanto surgié la necesidad de trabajar con esta expresion
algebraica para conseguir otra representacion algebraica de la funcidon mediante la cual se la
pudieraderivar con las reglas conocidas. Asi, por medio de laaplicaciénde la propiedad distributiva
llegamos a la siguiente expresion:

f(x) = 4x3- 64x% + 240x

Observamos entonces que esta manera de describir a la funcidn permite pensarla como la
suma de tres funciones, cada una de las cuales es el producto de una constante por una potencia
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de x. De esta forma procedimos a repasar las reglas de derivacién involucradas, llegando a
encontrar la siguiente expresion algebraica para la derivada de la funcién f:

f'(x) = 12x2 - 128x + 240

Una vez hallada esta derivada, varios alumnos reconocieron que la expresién f'(x)=0 se
transformaba en este caso en una ecuacién cuadrdtica, y manifestaron que podia resolverse
mediante la aplicacién de la férmula de Baskhara. Escribimos en el pizarrén las soluciones
aproximadas que habiamos calculado previamente”’:

X1=2,4274 y X, =8,2393

Puesto que estos son los Unicos numeros que cumplen que f'(x) es 0, sefialamos que la
conclusién a la cual habiamos llegado nos dice entonces que éstos son los Unicos valores que
podrian ser maximos para esta funcidon. No obstante, al recordar cual era el dominio en el que
estabamos trabajando en nuestro problema, los estudiantes pudieron reconocer que x, no podia
ser unasolucién al mismo, y que por lo tanto x; debia ser el madximo que estabamos buscando.

Este procesoresulté validado porel recurso grafico dado por GeoGebra, ya que al ingresar
el punto (x4,f(x;)), siendo x,=2,4274, podia observarse que efectivamente era el punto maximo.
Aprovechamos esta instancia para hacerles notar a los estudiantes que aunque en el planteo
original del problema no tiene sentido considerar el valor x, para la variable independiente, es
posible considerar a la funcién con su dominio extendido a todos los nimeros reales (dejando de
lado la situacion de semirrealidad que le dio origen). Ademas mencionamos que si hacemos esto,
entonces podemos evaluarafenelvalorx,,y a través del software es posibledarcuentade que el
punto (x,,f(x;)) se corresponde con un minimo de la funcidn. El objetivo de esto fue llegara una
generalizacién de la conclusidn obtenida anteriormente para contemplar que los puntos minimos
de la gréfica de la funcion también deben anular a la derivada.

ACTIVIDAD 2

En esta actividad planteamos una tarea centrada en un problema resuelto anteriormente
por los estudiantes (ver Figura 10), donde unade las funcionesque habian utilizado los estudiantes

, o 2L . .
para representarlasituacion viene dadapor f(r) = — + 2nr?, siendorelradiode lalatay f(r) el

area superficial de lalata para un radio r de la misma. La actividad, si bienya habia sido trabajada
por los estudiantes, fue planteada con la intencidon de generar una dindmica con mayor
participacién por parte de los alumnos recordando los distintos momentos del procesode solucién
del problema, y a su vez como preparacion para el trabajo practico que realizariamos la semana
siguiente.

7 Las soluciones deesta ecuaciéonsonen realidad (128+v4864)/24, pero decidimos trabajar con sus
expresiones decimales redondeadas a 4 cifras decimales.
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Actividad 8 (Guia de Funciones)

Un fabricante elabora una lata de metal que
contiene 1 L de aceite ;Qué radio reduce al
minimo la cantidad de metal en la lata?

Figura 10: Enunciado de la Actividad 2 tal como fue presentado a los estudiantes.

El enunciado de este problema se ilustré mediante un applet® que permitia visualizar la
forma enla cual un cilindro puede serconstruido a partir de su desarrollo plano, como se observa

N7 . .
| o matematicasVisuales

Geometria Cilindros y sus desarrollos

enlaFigura 11.

Analisis Real
Complejos
Probabilidad
Historia

Ayuda
Contacto
Enlaces

Mapa del sitio

Actualizaciones

English

Personal

Figura 11: Applet que permite visualizar la relacion entre un cilindro y su desarrollo plano.

Organizamos a los alumnos en tres grupos, y haciendo uso de una presentacion de
PowerPoint (ver Figura 12) dimos acadauno de los grupos unatarea diferenciada. Cada grupo eligié
a dos representantes para que al finalizar esta actividad explicaran al resto de sus compafieros
cdmo lograron responder a las consignas. Las tareas diferenciadas fueron:

e Grupo A: Planteo del problema

8 Este applet puede ser encontrada en la direccién web siguiente:
http://www.matematicasvisuales.com/html/geometria/planenets/cylinder.html
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Este grupo debia encargarse de la organizacién de la informacién del problema, sus
variablesy la explicacién del proceso de construccidn de la expresidn analitica f(r) presentada
anteriormente.

e Grupo B: Resolucion grafica

Los integrantes de este grupo debian realizar el grafico de la funcidn fy examinarlo para
intentar encontrar una solucién aproximada al problema en el mismo. A su vez, los estudiantes
encargados de esta tarea tendrian que revisar el significado de las variables involucradas en el
graficode lafunciényanalizareldominiode lamisma teniendoen cuenta el contexto del problema.
Indicamos a los estudiantes que debian hacer uso de algun recurso digital para mostrar sus

reflexiones.

e Grupo C: Resolucidn analitica usando la nocidn de derivada

En este grupo los alumnos estaban encargados de encontrar la solucién del problema de
forma analitica, por lo que debian hallar la derivada de la funcidn f y resolver la ecuacion f'(r)=0.
Ademas, les correspondiareflexionar si los resultados tenian sentido en el problema planteado.

[dentificar el Encontrar la
ldeptiﬁcm' las dominio solucion
Yarlables exacta usando
involucradas Encontrar la la nocién de

solucion derivada
Explicar como se aproximada

graficamente

lleg6 a la formula

Figura 12: Explicacion de la actividad grupaldonde se detallan las tareas asignadas a cada uno de
los grupos de estudiantes.

Durante la puesta en comun, los alumnos escogidos por cada grupo para pasar al frente
hicieron uso del pizarrén para exponerante el resto de la clase lo que se pudo trabajar durante el
momento de la actividad grupal. En cada exposicion intervenimos en las ocasiones que
consideramos pertinentes para hacer aclaraciones y para plantear interrogantes que pudieran
promover algun tipo de reflexién acerca del trabajo realizado. Aprovechamos esta instancia para
repartir a los estudiantes unafotocopia enla cual se encontrabanindicadas las reglas de derivacion
que ibamos a usar a lo largo de nuestras practicas, como asi también las derivadas de algunas
funciones particulares. Este documento consta en el Anexo lll.
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ACTIVIDAD 3: TRABAJO PRACTICO

La actividad 3 consistié en un Trabajo Practico en calidad de evaluacion formativa®. Este
trabajofuerealizado engruposde 3 0 4 integrantesy consistié enla resoluciéon de un problema de
optimizacion (ver Figura 13), que deberian abordar aplicando los conocimientosy procesos de las
Actividades 1y 2, anteriores.

Actividad

Una cafieria debe ser construida desde el punto R hasta el punto S, como se
muestra en el mapa:

& pom
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= £ L [~ = o
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El costo de construir la cafieria atravesando la manzana es de $37000 por
kilometro, mientras que si se construye a lo largo de la calle cuesta $30000.

Por este motivo, la compafiia constructora quiere abaratar los costos
construyendo un tramo de la cafieria bajo tierra hasta algun punto P en la calle
Lopez v Planes, y otro tramo por debajo de esa calle.
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iA qué distancia deberia encontrarse el punto P del punto S de manera tal
que el costo de |la cafieria sea minimo?

Figura 13: Enunciado de la actividad del Trabajo Prdctico.

9 La cual fue realizadaa partir de la lecturay reflexién del “Documento de apoyo curricular” del
Ministerio de Educacion de la Provincia de Cérdoba (2010).
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Este problema puede encontrarse en el texto "Curriculum and evaluation standards for
school mathematics" (National Council of Teachers of Mathematics, 1993, p. 95), aunque el
enunciado que presentamos nosotros presenta ciertas adaptaciones. En primera instancia,
modificamos los valores numéricos que figuran en el mismo de forma tal que la solucién se
encuentre efectivamente realizando un tramo en diagonal y otro sobre la calle "Lépez y Planes"
(ver Figura 13)°. Ademas, los diagramas explicativos del problema que se incluyen fueron
realizados sobre un sector del plano de la ciudad de Cérdoba conseguido mediante el uso de la
herramienta"Google Maps"!? provista por Google. Ese sector particularde la ciudad fue escogido
debido a que provee un espacio de trabajo de 5x8 cuadras con la suficiente regularidad y la
necesaria perpendicularidad entre las calles como para suponer que todas esas cuadras poseen la
misma medida.

La consignade trabajo parael tratamiento de este problemase puedeobservarenlaFigura
14

Consigna: Resolver la siguiente actividad en grupos de 3 o 4 integrantes, teniendo
en cuenta el analisis realizado en los problemas resueltos en clases anteriores
(problema de la caja y de la lata). Realizar un informe escrito explicando su proceso
de resolucion del problema, que contenga los siguientes items:

+ Plantec del problema: Identificar las variables y elegir el modelo (dar la
funcion).

+ Resolucion grafica: ldentificar el dominio de la funcion. Realizar un grafico de
la funcion (puede ser hecho a mano o puede ser una impresion de una
captura de pantalla de algun dispositivo electronico). Dar una respuesta
aproximada al problema utilizando el grafico. Realizar una interpretacion de la
solucion en el contexto del problema.

+ Resolucion analitica: Derivar la funcion y utilizar su derivada para dar una
respuesta exacta al problema. Verificar que la respuesta dada tenga sentido
en la situacion real.

Figura 14: Consigna del Trabajo Prdctico.

Como puede observarse, laactividad no terminaba en elmomento deresolver el problema,
sino que también requeriamos la elaboracién de un informe en el cual dieran cuenta del proceso
por el cual pasaron. Teniamos la intencidn de generar una reflexién acerca del trabajo realizado,
por lo cual consideramos que podia ser provechoso que los estudiantes produjeran una narrativa
al respecto. Ademas, hicimos explicito de forma oral que todas las producciones que realizaran
durante el transcurso de la actividad podian seranexadas a susinformes, y que esto nos daria mas
herramientas para poder utilizar a la hora de evaluar su trabajo.

A continuacion describiremos algunos aspectosdel avancede los distintos grupos alo largo
del proceso, ejemplificando a través de algunas producciones de los estudiantes (todas las cuales
fueron extraidas de sus informes).

En muchas de las exploraciones iniciales los alumnos se preguntaron qué sucedia en los
casos extremos, es decir cuando la cafieria es construidacompletamentealolargode lacalle, y por

10 En el enunciado original, el costo minimo seconseguia construyendo la cafieria enteramente alo largode
la calle,sinrealizar ningun tramo en diagonal.
11 Esta pdgina poseela siguientedireccion web: https://www.google.com.ar/maps
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otro lado cuando la cafieria se construye tomando el punto Pigual al punto S (ver Figura 13), como

se observa en la Figura 15.
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Figura 15: Relato de la exploracion inicial, extraido de uno de los informes.

Varios grupos calcularon el costo obtenido para distintas distancias particularesentrePy S
(verFigura13). A partirde la comprension de dichadistanciacomo unavariable que iba adoptando
valores particulares en cada situacidn analizada, pudieron generalizar el proceso que llevaron a
cabo para calcular el costo de la cafieria para un valor arbitrario de esa variable. Esto puede

observarse en la Figura 16.
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Figura 16: Planteo de la funcion, extraido de uno de los informes.

Para muchos estudiantes estabaclaro que la variable dependiente en este problemaera
el costo de la cafieria. Sin embargo, existiaincertidumbre respecto de lavariable independiente.
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De unaforma u otra, latotalidad de los grupos logré arribar a una funcién que permitia calcularel
costo de la cafieria conociendo la posicion del punto P (ver Figura 13). Las funciones planteadas
como modelos no fueron las mismas entodos los grupos, debido a dos factores:

e Laeleccion de launidad de medida, ya sea en kildmetros, metros o cuadras.

e la eleccidn de la variable independiente, ya que hubo grupos que tomaron la distanda
entre Py S (ver Figura 13) como su variable independiente, en tanto que otros eligieron
que sealadistanciaentre Pyel puntodado porlainterseccion de las calles "Soto"y "Lépez
y Planes".

Una vez obtenido un modelo de la situacidn planteada, los grupos procedieron a ingresar
las funciones encontradas en distintas aplicaciones graficadoras, y utilizar las herramientas
provistas por éstas para encontrarel minimo de la funcién. Encontramos d enlos informes que los
estudiantes habian establecido relaciones entre los resultados obtenidos a través del graficoy el
problema planteado, retomando el significado de las variables relacionadas por la funcién en el
contexto de ese problema. Un ejemplo de esto puede apreciarse en la Figura 17.

= (0.6926, 34828.204) [——

v .

0.685 3¢ 0.595

Con el resultado del grafico podemos observar facilmente que cuando el punto P se

encuentre a 0.692 km (casi 7 cuadras) del punto Q, el precio sera de $34828, siendo este
el mas barato.

Figura 17: Grdfico realizado con la computadora por uno de los grupos, extraido de uno de los
informes.

En relacidn al desempeiio de losgrupos con respecto alaresolucién analitica del problema,
esnecesario aclarar que el problema que nosotrosescogimospara este Trabajo Practico presentaba
elinconvenientede involucrar unafuncién mas sofisticada quelas que nuestrosestudiantes habian
manejado hasta ese momento. De hecho, se planteaba una composicion de funciones, porlo que
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para derivarladeberian hacerusode lareglade lacadena. Sin embargo, no habiamos seleccionado
este contenido para ser trabajado en nuestras practicas, puesto que juzgamos conveniente hacer
hincapié en otras reglas de derivacion tales como la de la sumay la del producto.

Por todo lo anterior, al hacer las planificaciones decidimos agregar en la fotocopia de las

reglas de derivacion una linea que permitiese derivar uno de los posibles modelos a los cuales
podian arribar los grupos (ver Figura 18).

—b+x
\/(12 + (b —x)2

f(l) e \/(12 + (b — .2‘)2 « TED = R f’(l) —

Figura 18: Extracto de la fotocopia de Reglas de derivacion.

Los grupos que tomaron como variable independiente de sumodelo a la distanciaentre P
y S (verFigura 13) notuvieron mayoresinconvenientesen usarlaregla que se muestra enlaFigura
18, reemplazando los parametros a y b por valores particulares. No obstante, muchos de los
alumnos eligierontomar como variable independiente aladistanciaentre Pylaintersecciéon de las
calles"Soto"y "Lépezy Planes" (ver Figura 13). En esto casos, les sugerimos otro modo de proceder
al momento de derivar, aconsejandoles tomar el pardmetro b=0 en esta regla de derivacién. Un
ejemplodondese puede observarestaformade obtenerladerivadapuede verse en la Figura 19.

L0 - fasty x? looo 4 (0D - X 20. 00
—— e

C(x) = ill Q|3 L x? 3 oo " 24 000 - 30 .00 K

{'“ Y ) = - \:)_ X X ) 2 1OCC . C () L O x
/tr@- t;-i-—_; ‘—' = V\\ &

Figura 19: Otra manera de derivar la funcion, extraida de uno de los informes.

Varios grupos llegaron a darse cuenta de que debian resolverlaecuaciéonf'(x) =0, a partir

de lo cual comenzaron a realizaruntrabajo algebraico paraintentarresolverla. Podemos observar
un ejemplo de este tipo de trabajo en la Figura 20.
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Figura 20: Resolucidon analitica del problema, extraida de uno de los informes.

En este trabajo podemos observar que se analizé la validez de las soluciones encontradas
en el contexto de lasituacionque se queriamodelizar. No obstante, otros grupos no llevaron a cabo
este analisis debido a que llegaron a ecuaciones del tipo x?=constante y olvidaban considerar la
solucidon negativa. En ese caso, la Unica solucidn que hallaron era efectivamente el minimo de la
funcién.

Por otro lado, varios grupos pudieron realizar comparaciones entre los resultados
obtenidos mediante el método grafico con los del método analitico. En la Figura 21 presentamos
varios extractos de informes que permiten ejemplificar esto.
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En una primera instancia creimos que todo el trabajo estaba mal ya que el resultado
mostrado en el graficador y luego el de la derivacién eran distintos, pero como luego
observamos, los resultados estaban muy préximos entre si, y concluimos que esa
pequefia diferencia entre los productos finales se debia simplemente a que nosotros no /
usamos todos los decimales de los resultados, ya que hicimos las cuentas a mano. i
Podemos concluir que los resultados son correctos y tienen sentido siendo que el precio
final es préximo al calculado al principio del trabajo y que fue usado como referencia para
tener una aproximacion.

Figura 21: Comparaciones entre los resultados obtenidos por los distintos métodos,
extraidos de tres informes diferentes.

En el Capitulo 3 retomaremos el analisis de estos informes, pero estudiando ciertos
aspectos particulares del contenido de los mismos.

UNA REFLEXION SOBRE LA MODELIZACION MATEMATICA EN ESTA PRIMERA ETAPA

La primera actividad (descrita al comienzode esta seccién) fue utilizada como un organizador
para llevaradelantelas Actividades2y 3. Es decir, retomamos aprendizajes previos de los alumnos
respectode lanocidonde funcionesy suandlisis grafico paraluego presentar un procedimientocon
el objetivo de quelos alumnos tuvieran herramientas para analizar problemas de optimizacién. Este
procedimiento fue utilizado alo largo de todo el resto de la primera etapa.

En la implementacion de las Actividades 2 y 3 estuvieron involucrados procesos de
modelizacidn, pero cadaunofue llevado acabo de diferentes modos y con ciertas particularidades.
Este fue el motivo por el cual consideramos pertinente analizarlas haciendo uso de la clasificacén
realizada por Barbosa, detallada por Villarreal y Esteley en la siguiente cita:

Barbosa (2001a) realiza una clasificacion de diferentes "casos de modelizacion" que
pueden ser encontrados en contextos educativos: en el caso 1, el profesor describe una
situacion-problema con la informacion necesaria para resolverla y los estudiantes
participan en el proceso de resolucion de talproblema; en el caso 2, el profesor describe una
situacion-problema de la realidad no matemdtica y los estudiantes recogen informacion
necesaria para resolver tal situacion y en el caso 3, los estudiantes recogen, formulan y
resuelven un problema relacionado con un tema nomatemadtico. (Villarreal & Esteley, 2013,

p. 3).
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La Actividad 2 puede ser considerada como un proceso de modelizaciénsimilar al que habian
realizado con el profesor del curso. Este proceso se corresponde con el primero de los casos de
modelizacion segln Barbosa, ya que si bien los alumnos asumieron cierto protagonismo durante el
desarrollo de este problema, fuimos nosotros quienes elegimos la situacidon problematicay los
impulsamos a desarrollar su resolucion organizandolos en tres grupos diferentes.

El caso 2 de modelizacién propuestoporBarbosa puede reconocerseenlaActividad 3, donde
desarrollamos el trabajo practico descrito anteriormente en este capitulo. Si bien fuimos nosotros
guienes propusimos un problema para llevar adelante, fueron los alumnos quienes tomaron las
riendas para poder construir su modelo y analizarlo tanto grafica como analiticamente.

Como se puede apreciar, nuestra intencién fue lograr una autonomia progresiva por parte
de los alumnos al momento de encontrarse con problemas de optimizacién, invitando a los
estudiantes aque fueran conscientes de que con los conocimientos necesarios, serian capaces de
llevar adelante este tipo de actividades por si mismos. Reconocemos ademads, la importancia del
caso 3 en la formacion del alumno, donde de manera auténoma, pueden elegir sus problemas a
modelizary el trabajo se torna un gran desafio para ellos.

RESULTADOS DE LA EVALUACION EN LA PRIMER ETAPA

La correccién de los Trabajos Practicos fue realizada através del uso de una rubrica, la cual
puede encontrarse en el Anexo V. Este instrumento nos sirvid para organizar el andlisis de los
informes entregados por cada grupo.

Los resultados de la correccidn se presentan en las Tablas 3 y 4, en las cuales se puede
apreciar de manera pormenorizada el puntaje parcial de cada grupo obtenido en cada item

evaluado.
Actividades Puntaje] 1 2 3 4 5 [ 7 8 9
A. ldentificacidn de variables 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1
1. Planteo
del problema B. Eleccidn del moc-it?lo 3 3 3 3 3 3 3 [1,5] 2 3
(planteo de la funcidn)

A. Identificacion deldominio

2. Resolucidén de la funcisn 1 05| 0 1 0 0 0 0 0 0
grafica

del problema| B.Uso del gréfico para dar
respuesta al problema.

3. Resolucién| A. Derivacidn de la funcidn 1,5 11)15(13,5(0,5(1,5]1,5| 0 1 (1,5
analitica

B. Célculo de las raices

del proklema de Ia derivada 1,5 0 - 1 0 0 1 0051
4. Interpretacion de las soluciones

en el contexto del problema 1 1 1 0 0 0 1 1 0

Suma de puntos 10 (75| 6 |9,5(55(6,5]|55(|3,5|6,5| 7

CALIFICACION 8 6 (10|6 |7 (7 |4|7 |7

Tabla 3: Resultados del Trabajo Prdctico en 7°D.
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Actividades Puntaje| A B C| D E F G H
A. ldentificacidn de variables 1 1|1 - 1|1 1|11
1. Planteo
del problema B. Eleccidn del mot‘:h'alo 3 3 3 ) 3 3 3 2 3
(planteo de la funcion)
A. Identificacion deldominio
2. Resolucidn de lafuncién 1 1 0 - 1105]0 0 1
grafica
del problema| B.Uso del grafico para dar 1 1 1 } 1 1 1 0 1
respuesta al problema.
3. Resolucién| A. Derivacién de lafuncisn | 1,5 |1,5(1,5( - |1,5(1,5(15|1,5|1,5
analitica 5 Calculodel —
del problema| ° - c10C€ las ralces 1,5 |1,5[1,5| - |1,5|1,5[1,5[1,5|1,5
de la derivada
4. Interpretacion de las soluciones 1 1 1 _ 1 1 1 1 1
en el contexto del problema
Suma de puntos 10 |10 | 9 1095 9 | 7 |10
CALIFICACION 109 | - |10|10| 9 | 7 |10

Tabla 4: Resultados del Trabajo Prdctico en 7°F.

A partir de estos resultados es posible llegar a algunas conclusiones. Por ejemplo, puede
observarse que todos los grupos plantearon algin modelo correcto para la situacidon en mas del
80% de los casos (con respecto al total de ambos cursos). El 76% de los grupos pudo resolver el
problema de manera grafica, mientras que el 65% de los mismos pudo encontrar la solucién de
forma analitica (en el caso de 7°F, la totalidad de los grupos logré este cometido). Asimismo,
podemos ver que soélo el 35% de los grupos explicitd el dominio de la funcién.

Finalmente, anexamos en las Figuras 22 y 23 los graficos que permiten observar la
distribucién de notas en cada uno de los cursos. En esta institucién la calificacién requerida para
aprobares 7.

Cantidad
de grupos

[y
ka3
w
I

5 ] 7

Calificacion

Figura 22: Calificaciones obtenidas por los alumnos de 7°D en el Trabajo Prdctico.
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Cantidad
de grupos 2 -

1 2 3 o 5 = 7 B 9 10

Calificacidn

Figura 23: Calificaciones obtenidas por los alumnos de 7°F en el Trabajo Prdctico.

Es necesario hacerunaaclaracion con respectoauno de los grupos en 7°F, el cual no pudo
serevaluado de lamismaformaque elresto de losgrupos puesto que suinforme era una copia casi
exactade otro!?. Teniendo en cuenta el trabajo realizado en clases por este grupo, decidimos junto
con el profesor del curso otorgarles una nueva oportunidad. Se le tomd una evaluacién oral
individual a cada integrante del grupo.

2.3.2 Segunda etapa: Trabajo con ejercicios de aplicacion

La segunda mitad de nuestras practicas estuvo dedicada al trabajo con una guia de ejercicios, la
cual puede encontrarse en el Anexo VI, respondiendo a nuestro objetivo de desarrollarla destreza
de losalumnos en el proceso de derivacién de funciones elementales (ver Seccidn 2.2). Esta fue
acordada junto con el profesorde laasignatura. Las primeras tres clases de la etapa estuvieron
centradas en abordar los primeros ejercicios de esta guia, apoyando las explicaciones en el
pizarrén con presentaciones en PowerPoint, y también con tie mpo destinado al trabajo individual
por parte de losalumnos. Durante lasinstancias de explicacién paratodala clase utilizamos
GeoGebra para graficar las funciones trabajadas, mientras que en los momentos de resolucién
individualde ejercicios aconsejamos a los alumnos utilizar aplicaciones tales como Graphery
Malmath?3. Las ultimastres clases se destinaron alaevaluacién (repaso, evaluacion propiamente
dichay devolucién de lamisma). Paraestainstancia decidimosimplementarunaevaluacion de
caracter sumativo, debido alas caracteristicas del contenido trabajado durante las 3 primeras
clases de estaetapa.

12 por este motivo no se les dio una calificacién grupal, como puede observarseen |la Tabla 4.
13 Esta aplicacion estad disponible en dispositivos méviles compatibles con Android. Su direcciéon web es
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.malmath.apps.mm
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ACTIVIDADES IMPLEMENTADAS EN LA SEGUNDA ETAPA

Alolargode lasegundaetapatrabajamos conlas actividades 1a4 de la guia de ejercicios*.
Las dos primeras actividades fueron trabajadas de forma muy similar entre si, siguiendo un
esquema expositivo: los primeros incisos de cada ejercicio eranresueltos por nosotros, los demas
incisos eran trabajados por los alumnos en clase de manera individual, y posteriormente
Ilevdbamos a cabo una puesta en comun para corroborar que estuvieran resueltas de manera
correcta.

La respuesta analitica a la cual se llegaba en cada actividad era verificada a través de un
andlisis del grafico de la funcién correspondiente, mediante el uso de algun software (GeoGebra
para nuestras explicaciones en el pizarrén, Grapher o aplicaciones similares en la resolucién
individual de cada estudiante).

La primera actividad de esta segunda etapa consistid en la resolucion del primer ejercicio
de la guia, que presentamos en la Figura 24:

1} Calcular los maximos y minimos de las siguientes funciones de forma analitica. Verificar los
resultados obtenidos usando el método grafico.

’ 3 ; i i
a flr)=a"—x o flz)=2a% 2%+ 19) — 322
3
i v x?— 2 +2 D S Hr
b} f[]') = ? d) f["! ] _E [:2! + f) + 21—}-3

Figura 24: Primer ejercicio de la guia de ejercicios **

Al encarar estaactividad mencionamos que si bien en el enunciadono se hace mencién de
ninguna situacién de la vida real, estas funciones podrian aparecer en algin problema que se

guisiera modelizar. Por ejemplo, en el contexto de otras asignaturas, o bien en vistas a futuros
estudios universitarios, entre otras posibilidades.

Hicimos explicita ante los alumnos nuestra intencién de que se ejerciten con distintas
funciones para que adquieran mayor manejo del proceso de derivacion. Asimismo, al tratar con los
distintos incisos de esta actividad queriamos que los alumnos aplicaran como utilizarlas reglas de
derivacién del productoy del cociente, las cuales no habian sido vistas en clase perosi constaban
en la fotocopia "Reglas de derivacion" (Anexo Ill). Por lo tanto, durante el tiempo destinado al
trabajo individual les aconsejamos utilizar el listado de derivadas mencionado anteriormente ante
cualquier duda. A la hora de la puesta en comun, generamos una discusion acerca del uso de las
nuevas reglas de derivacién que debieron emplear.

14 para mds detalles, consultar el cronograma dado en la seccién 2.5.
15 Los incisosa) y b) son una modificacion deciertos ejercicios del texto de M. de Guzman (1988, pag. 278).
Los incisosc)yd) sonde nuestra autoria.
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En estas clases adoptamos la estrategia de hacer un breve repaso de los ejercicios que
habian sido trabajados anteriormente por los alumnos. En la mayoria de los casos, estos repasos
eran realizados a través del uso de presentaciones de PowerPoint. En esta decisién tuvo mucha
influenciael modo en que el profesora cargo relacionaba cada clase con la clase anterior durante
las observaciones. A continuacidon daremos un ejemplo en el cual explicaremos cdmo esto fue
implementado.

Durante la clase siguiente a aquella en la cual fue resuelto el ejercicio 1)b) por los
estudiantes y fue realizada la puesta en comin del mismo, mostramos una presentacion en
PowerPoint donde explicamos las reglas de derivacidon que fueron usadas para resolverlo. Este
inciso en particular involucraba un cociente de funciones, por lo que esta regla fue el contenido
principal que se tratd en esta explicacion.

En la Figura 25 puede observarse una de las diapositivas utilizadas en este repaso.

Ejercicio Ib

flz) = D~y T = Dom(f) =R - {1}
)

() 21 2:140)-(x 1) — (x 2 2)-(1-0)

fla (z—-1)

a |2.I‘72¥-|J‘*l'*l‘l':*z.l"zl

=)= (z—1)?

T 272 — 22 —2r 42—+ 22— 2

(z) =

Jit2 (x—1)2
2

oy T —2T

fl(z) = =1

Figura 25: Diapositiva utilizada en la explicacion del ejercicio 1.b

No obstante, los distintos elementos que la conforman no fueron mostrados a los
estudiantes de manera simultdnea, sino que iban apareciendo en el proyector a medida que
avanzaba la explicacion. En un comienzo, la expresién algebraica de la funcidon f se mostré en su
totalidad de color negro, pero cuando vimos que para aplicar la regla de derivacion del cociente
debiamosidentificar cuales serian las funciones en el numeradory en el denominador, utilizamos
distintos colores para sefialarlas. Utilizamos entonces esta codificacidon en colores en el esquema
gue se presenta en la Figura 26 para explicar el funcionamiento de esta regla de derivacion.

9

fl‘,.l'] — f;

fx) = -

Figura 26: Uso de la herramienta PowerPoint como soporte dindmico de nuestra explicacion del
ejercicio 1)b).

Esto esun ejemplode laformaen lacual intentamos utilizar la tecnologia disponible como
un elemento esencial en el desarrollo de nuestras clases.
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Paracalcularlasraices de f'en este inciso se decidio presentar alos estudiantes la aplicacidn
Malmath para poderresolverlaexpresion f'(x) =0. Esta decision se debid aque pudimos constatar
durante el Trabajo Practico que los estudiantes presentaron algunas dificultades al momento de
resolver este tipo de ecuaciones'®. Destinamos algunas diapositivas de la presentacion a mostrar
capturas de pantallaenlas cualesresolviamoslaecuacién através deluso de esta herramienta, con
el objetivo de que se familiaricen con su uso. Finalmente, mediante un grafico realizado en
GeoGebra determinamos cudles de los puntos eran maximosy cudles minimos. En la Figura 27 se
adjunta una de estas diapositivas a modo de ejemplo.

MALMATH

Ejercicio 1b

Solucién

x=00x=2

Cancelar Mostrar pasos

Figura 27: Resolucion de la ecuacion f'(x) = 0 mediante el uso del software Malmath.

La segunda actividad de la ejercitacién (Figura 28) fue pensada para que los alumnos
continuaran ejercitdndose en el proceso de derivacion de funciones.

2} Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones.
. 1 - _ .
a flz)= 5 Sen (r)+5 c flx)=xe"

b.  f(x) = cos(x) (_-:-3 + 3.;-2} d. f(x) = log (x)+ sen(x) cos(x)

Figura 28: Segundo ejercicio de la guia®’.

16 Esto fue detectado en particularen 7°D, mientras queen 7°F no hubo mayores inconvenientes con respecto
a este tema. Por lo tanto, decidimos introducir esta herramienta séloen 7° D, aclarando que podria ser
utilizada en la evaluacion.

17 Este ejercicio es de nuestra autoria.
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Decidimos incluir esta actividad ya que, pese a no involucrar optimizacion de funciones,
pensamos que es importante invertir tiempo para que los alumnos desarrollen la habilidad de
derivar funciones puesto que es una parte central del proceso de resolucién de problemas de
optimizacidon. Ademads, esta actividad no implica la resolucién de ninguna ecuacién, lo cual
consideramos como una ventaja en estas circunstancias ya que ése no era el tema principal que
qgueriamos abordar en nuestras practicas. Ademas, notamos que muchos estudiantes destinaban
mas tiempo a resolverlaecuacion f'(x)=0 que a hallarla derivada de f cuando resolvian problemas
de optimizacion. De esta forma el cdlculo de derivadas quedaba fuera de la atencién de los
estudiantes en ese tipo de problemas.

Las siguientes dos actividades, que pueden encontrarse enlaFigura 29, fueronincluidas en
la guia con el objetivo de retomarlanociéon de laderivadacomo la pendiente de larectatangente.

3) Encontrar la pendiente de la recta tangente alacurva ¥ = a? — 3z + 2 en los puntos
dondex=-2,x=-1.5,x=0.

HFES . x N — B .2 DI
4} Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la funcién f(x) =5/ +2x ene

punto (1,7). Graficar tanto la funcién como su recta tangente utilizando algin software.

Figura 29: Ejercicios 3) y 4) de la guia®é.

Estas actividades fueron explicadas de forma muy similar entre si, y para dicha explicacién
se utilizd tanto el pizarréncomo el proyector. Porejemplo, enlaactividad 3) calculamos la derivada
delafunciénfenel pizarrony como resultado obtuvimos la expresién general def'(x). Al hacer esto
mencionamos que f'estambién unafuncién,y que laimagen de x en éstarepresentalapendiente
de larecta tangente afenel puntox. Unavezdicho esto, valuamos alafuncidonf'enx=-2, e hidmos

explicitoque laimagende f' enx=-2 esla pendientede larecta tangente a lafunciénf enel punto
x=-2.

Notamos que los alumnos se veian confundidos ante la posibilidad de valuaraf'enun valor
particular. Conjeturamos que esto podria deberse al hecho de que la conceptualizacidn de f' como
una funciénno fue objeto de ensefianza en nuestras practicas, por lo cual seria comprensible que
muchos estudiantes no entendieran por qué se la puede "valuar" en un nimero. Cuando se les
planteé estaactividad, un alumno hizo el comentario de que podria calcularla pendiente de larecta
tangente a f resolviendo la ecuacion f'(x)=-2. Observamos que no comprendieron de manera
general a f'(x) como la pendiente de la recta tangente a f en el punto x, quizas porque hicimos
énfasis en esta relacién sdlo cuando x era un maximo o un minimo de f. Esto pudo verse en la
instancia de evaluacién escrita, donde algunosalumnos calcularon la pendiente de la recta tangente
en un x particular valuando a la funcién f en ese x.

18 Ambas actividades fueron extraidas de la planificacidon anual del profesor (Anexo 1l). No obstante, la
actividad 4) fue modificada para incluir un cociente, y paraincluirensu enunciado una referencia al uso de
las tecnologias.
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Para finalizar la actividad, usamos la herramienta "Recta Tangente" de GeoGebra para
graficar las rectas tangentes pedidas, y asi poder visualizar la relacién entre la pendiente de las
mismas y la derivada de la funcion.

RESULTADOS DE LA EVALUACION EN LA SEGUNDA ETAPA

Como hemos mencionado anteriormente, esta etapafinalizd con una evaluacién sumativa
de los contenidos trabajados.

Para elaborar esta evaluacidn, decidimos tener en cuenta en cada curso sélo aquellas
actividades que fueron trabajadas en clase hasta la clase previa al repaso de la evaluacién®®. La
evaluaciontomadaen 7°Dse adjuntaen el AnexoVIl, mientras quelade 7°F se puede encontraren
el Anexo VIII. En estos Anexos también pueden encontrarselos criteriosen base alos cuales se llevd
a cabo la correccién de cada evaluacién, en donde se detalla el puntaje que se le asignd a cada
ejercicio. Para elaborar estos criterios decidimos no disminuir mucho puntaje por errores en el
manejo algebraico, haciendo énfasis en las partes conceptuales de cada actividad.

Por otro lado, dado que en 72D se trabajé la resolucién de ecuaciones a través del uso de
la aplicacién Malmath, en ese curso se permitié el uso de la misma durante la evaluaciéon para
resolver las ecuaciones a las que llegaran los estudiantes. Sin embargo, posteriormente pudimos
comprobar que muchos de los estudiantes no hicieron uso del mismo.

La asistenciaala evaluaciénfue del 76% en 72D, mientras que en 79F fue del 74%, lo cual
consideramos destacableteniendo en cuenta el perfilde los alumnos que describimos enlaseccidn
1.4. Debido a esto, decidimos disefiar para cada curso una nueva evaluacién que le tomariamos
durante la clase siguiente a los alumnos que faltaron. En estas evaluaciones, que pueden
encontrarse en los Anexos IX y X junto con sus respectivos criterios de correccidn, intentamos
evaluar los mismos contenidos que en la primera, adaptandolos para 40 minutos en lugar de 80.
Luego de tomarla, el porcentaje de alumnos que pudieron serevaluados ascendié al 85% en 72D y
al 97% en 7°F.

Los resultados de la evaluacidn en cada curso pueden apreciarse en las Figuras 30y 31.

19 Asi, en 7°D seelabord una evaluacidn quecontemplara los contenidos que involucran los ejercicios 1) al
3) de la guia de ejercicios, mientras queen 7°F la evaluacidonserealizd enbasealos ejercicios 1) al 4).
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Figura 30: Resultados de las evaluaciones en 79D.
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Figura 31: Resultados de las evaluaciones en 7°F.

Para finalizar, nos parece importante realizar una comparaciéon entre los resultados
obtenidos en el Trabajo Practico de laprimera etapa con laevaluaciéon tomadaen lasegunda etapa.
No obstante, cabe aclarar que los tipos de trabajo involucrados en cada e valuaciéon eran muy
distintos, porlo cual notendria por qué existir una correlaciéndirecta entre las notas obtenidas por
un alumno enuntrabajoy enotro. En laFigura 32 mostramos unos graficos que permiten apreciar
en cada curso el porcentaje de alumnos que obtuvo mejor calificacion en la segunda instancia
evaluativa que en la primera, demostrando asi su progreso, comparado con los porcentajes de
alumnos que obtuvieron una calificacion menor o igual.
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7°D 7°F

B Mayor nota en la
evaluacion

® Menor notaen la
evaluacion

M Igual nota en ambas
instancias

Figura 32: Comparacion entre las evaluaciones tomadas en las distintas etapas.

2.4 Analisis de las actividades en relacion alos ambientes de aprendizaje
de Skovsmose

Haciendo una mirada retrospectiva y reflexiva tanto de la planificacién como de la
implementacion de nuestras clases, consideramos pertinente llevaracabo un breve analisis de las
actividadesimplementadas (y también de aquellas planificadas pero noimplementadas) en base a
los ambientes de aprendizaje definidos por Skovsmose (2000) (ver Tabla 5).

Formas de organizaciin de
la actividad de los estudiantes
Paradigma del Escenarios de
gjercicio investigacion
-§ Matematicas puras (n (2)
E Semirrealidad 3) )
-
=
- . .
= Situaciones de la
2 vida real (3) ()
=

Tabla 5: Ambientes de aprendizaje de Skovsmose?°.

Durante el desarrollo de la primera etapa de nuestras practicas, las actividades que se
Ilevaron a cabo involucraron un incremento gradual de la participacion por parte de los alumnos.
Fue cuando se llevé adelante el Trabajo Practico donde los alumnos lograron mayor autonomia al
momento de desarrollarlaactividad. Las consignas del mismo eran de caracterabiertoy permitian
establecerun escenario de investigacion paraque los estudiantes exploren los diferentes caminos
por los cuales se podian encarar los problemas (con excepcién quizas de la Actividad 1, que fue

20 Extraido de Skovsmose, 2000, p. 10.
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utilizada a modo de guia para organizar el trabajo posterior que habrian de realizar los alumnos).
Ademas, esto se conjugabacon el hechode que los problemas seleccionados por nosotros hacian
alusidn a una realidad construida, con algunos aspectos idealizados y/o simplificados, haciendo
referenciaasialo que Skovsmose llamasemirrealidad. De esta manera, elambiente de aprendizaje
en el cual podemos ubicara la Actividad 2 (Figura 10) y al problematratado en el Trabajo Practico
(Figura 13) es el ambiente (4).

Con respecto a la segunda etapa, creemos importante mencionar que hubo muchas
diferencias entre lo planificado originalmente y lo que pudimos implementar finalmente. Las
actividades de la Guia de Ejercicios (Anexo V1) que pudieron concretarse fueronlas primeras cuatro,
y podemos reconocer que cuando fueron trabajadas con nuestro alumnos no presentaron muchas
diferencias entre si en cuanto al ambiente de aprendizaje en el cual las situariamos, como
explicaremos mas abajo. No obstante, las actividades siguientes si contemplaban un movimiento
entre ambientes, que habria sido interesante de observar.

En relacidn a la primera actividad de la guia, dado que se plantea una tarea que ya habia
sido abordada anteriormente (aunque en otro contexto), podemos considerar que esta enfocada
desde el paradigma del ejercicio. No obstante, con respecto a los incisos posteriores al a), podria
argumentarse que el hecho de dejar librado a los alumnos el descubrimiento del uso de ciertas
reglas de derivacion hace que emerja en cierto sentido un escenario de investigacion. De esta
manera, puede pensarse que estos incisos estarian ubicados en la "zona intermedia" que plantea
Skovsmose en el continuo que conecta el paradigma del ejercicio con los escenarios de
investigacién. Puesto que laactividad planteadaimplicauntrabajo dentro de la matematica pura,
consideramos que puede ser pensada como un ambiente de aprendizaje intermedio entre el tipo
(1) y el tipo (2) (aunque quizads mas cercano al tipo (1) ).

La actividad 2 de laguia se puede clasificar como un ambiente de tipo (1), yaque permitié
a los estudiantes reforzar un contenido que ya habia sido trabajado varias veces con anterioridad,
y estdinscripto enla matematica pura. Por otra parte, laformaenlacual encaramos las actividades
3y 4 no contemplaba mucha participacion por parte de los estudiantesen la resolucién de las
mismas, ya que fueron resueltas casi en su totalidad por nosotros en el pizarrdn. Por este motivo,
no consideramos pertinente incluirlas en este analisis.

Con respecto al resto de las actividades de laguia?!, queremos resaltarel hechode que su
incorporacién enla misma respondié anuestrointerés encomplementarlas actividades 1) ala 4)
con otras que permitiesen quizas transitar otros ambientes de aprendizaje. Estas actividades
pueden observarse en la Figura 33.

21 Estas actividades no pudieron serimplementadas durante nuestras précticas por falta detiempo.
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5) La posicion de una particula para cada instante de tiempo t esta dada por la funcion

o 3 2
f(t) =17 — 6t° + 9¢ , donde t esta expresada en segundos y f(t) en metros.

a. Calcular la velocidad instantanea de la particula en el instante t.

b. ;Cual sera la velocidad de la particula pasados dos y cuatro segundos,
respectivamente? ;En qué posicion se encuentra en esos instantes?

c. ¢Cuando se encuentra en reposo la particula? ;En dénde se encuentra la particula en

los instantes en los cuales esta en reposo?
d. ;Cuando se mueve la particula en direccion positiva?

6) Descomponer el nimero 16 en dos sumandos positivos tales que su producto sea maximo.
7) De todos los rectangulos de perimetro 20 cm ;Cual es el de area maxima?

8) Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso, como se
muestra en la figura. Los margenes superior e inferior deben tener 2 cm de
altura cada uno, y los laterales 1 cm. ;Qué dimensiones debe tener la hoja
para que el gasto de papel sea minimo?

Figura 33. Ultimas actividades de la guia?2.

En el ejercicio 5) se introduce una situacién de la semirrealidad, la cual podria haber
resultado un ejercicio de aplicacién paranuestros alumnos si lahubiésemos trabajado, puesto que
ya habian visto varios ejercicios similares y dado que la nocién de derivada como velocidad
instantanea habia sido vista con el profesor del curso. Por lo tanto consideramos que se ubicaria
dentro del ambiente de aprendizaje (3).

Las actividades 6) y 7) plantean una tarea de tipo intramatematico, pero con un nivel de
complejidad que quizas las podria haber convertido en escenarios de investigacion. Por este
motivo, podrian habersidoincluidas en el ambiente de aprendizaje(2). No obstante, paraalgunos
alumnos podrian haber resultado ejercicios de aplicacién, luego de todo el trabajo hecho en la
primer etapa de nuestras practicas, y para ellos seria un ambiente de tipo (1).

Las consideraciones hechas en el parrafo anteriortambiénse aplican alaactividad 8), salvo
gue en lugar de matematica pura, esta tarea hace referencia a una semirrealidad. Por lo tanto,
podria haber resultado un ambiente de tipo (4) o quizas (3).

22 | 3 actividad 5) fue extraida (con ciertas modificaciones) dela planificacién anual del profesor (Anexo I1).El
resto de las actividades pueden ser encontradas en el librode M. de Guzman (afio 1988, pag. 273).
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2.5 Cronograma de las clases implementadas

En esta seccidn presentaremos en mayor detalle las actividades que tuvieron lugar en

nuestras clases. Decidimos describir las clases correspondientes ala primera etapa de manera
unificada para ambos cursos, dado que no hubo diferencias sustanciales entre los mismos. En la
Tabla 6 realizamos una breve descripcion de lo sucedido en cada una de las clases.

Clase
10
(80')

90
(40')

3
(80')

4°
(40')
=
(80')
&
(40)

Actividades implementadas en 7°Dy 7°F
-Presentacion nuestray de nuestraInstitucién.
-Explicacion general de los temas que trabajariamos alo largo de nuestras clases.
(Figura4).
-Comienzodel trabajo conlaActividad 1 (Figura5). Reconstruccién del modelo
obtenido paraeste problema.
-Uso de GeoGebra para llegara la conclusién de que en el punto maximo de la
funcidén, laderivadase anula.
-Derivacién de lafuncién, acompafiado de unrepaso de las reglas de derivacion vistas
con el profesordel curso.
-Resolucion de laecuaciéon f'(x)=Omediante lafédrmula de Baskhara.
-Verificacion de las soluciones halladas mediante el uso del grafico.
-Extensién de laconclusidn hallada anteriormente paraincluirtambién alos puntos
minimos (en7° D).
-Repasodelaclase anterior?.
-Comienzodel trabajo conlaActividad 2 (Figura 10).Reconstrucciéon del modelo
obtenido paraeste problema.
-Explicacion de laconsigna de trabajo grupal mediante PowerPoint (Figura 12).
-Comienzodel trabajo grupal.
-Continuacion del trabajo grupal con la Actividad 2.
-Exposiciones orales delos representantes de cada uno de los grupos formados, con
intervenciones por parte nuestra para haceraclaraciones.
-Comienzodel Trabajo Practico

-Continuacién del Trabajo Practico

-Continuacion del Trabajo Practico

Tabla 6: Actividades implementadas en cada clase de la primera etapa, en ambos cursos.

Debido a las diferencias que comenzaron asuscitarse entre los cursos, sobre todo a partir

del trabajo practico, las clases de lasegunda etapa fueron bastante distintas encadacurso. Por este
motivo presentamos de maneraseparadaenlaTabla7 los detalles de |las actividades que pudieron
realizarse tanto en 72D como en 79F.

23 Este repaso fue mdas extenso en 72F dado que muchos de los alumnos habian estado ausentes en |a
primera clase.
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Clase Actividades implementadas en 7°D Actividades implementadas en 7°F
7° -Finalizacion del Trabajo Practico. -Entrega del Trabajo Practico
(40')  -Entregadel Trabajo Practico. -Explicacién enel pizarron del ej.
-Explicacionenel pizarron del ej. 1.a). 1.a).
-Trabajode los alumnos conlos g].
1.b)y 1.c).
-Correcciéndel ej. 1.b).
8° -Devolucién delTrabajo Practico. -Devolucién delTrabajo Practico.
(80') ' -Repasodelej.1.a) mediante presentacion -Repasodelosej.1.a) y 1.b)
con PowerPoint. mediante presentacidn con
-Trabajode los alumnosconlosej. 1.b)y 1.c). = PowerPoint.
-Correccién parcial del ej. 1.b). -Correcciéondel ej. 1.c).
-Trabajode los alumnos conel e;j.
2).24
9° -Finalizacidon de lacorrecciondel ej. 1.b) y -Correcciéndelosej.2.a)y 2.b)
(40')  explicaciondelej. 1.c) mediante presentaciéon = mediante presentacién de
de PowerPoint®. PowerPoint.
-Explicaciéonenel pizarronde losej. 2.a) y -Correccién en el pizarréonde los ej.
2.b). 2.c)y2.d).
-Trabajode los alumnosconlosej.2.c) y 2.d). = -Explicaciénenel pizarréondel ej. 4).
-Correcciénenel pizarréndelosej. 2.c) y 2.d). -Trabajode los alumnosconel gj. 3).
-Explicacién en el pizarrén de parte del ej. 3).
10° Repaso para la evaluacidn: Resolucidn enel Repaso para la evaluacidn:
(40')  pizarréndelosincisosrestantesenlos Resoluciénenel pizarréndel ej. 1.d),
ejercicios 2)y3). de un ejercicio nuevo?®y del ej. 3).
11° Evaluacion. Evaluacion.
(80)
12° Devolucidnde laevaluacién?’. Devolucion de laevaluacion.
(40')

Tabla 7: Actividades implementadas en cada clase de la segunda etapa, diferenciadas por curso.

24 Addemas se utilizaron los segundos 40 minutos de esta clase para tomar evaluaciénoral a los alumnos del
Grupo C del Trabajo Practico.

25 En esta presentacién de PowerPoint se realiza la introduccion de la aplicacion Malmath, aclarando que
podrian utilizarla para resolver ecuaciones.

26 Para esta clase preparamos un ejercicio analogo al 2) de la guia, en el cual la consigna era derivar una
funcion muy similar a las trabajadas en dicha actividad.

27 En ambos cursos, los alumnos que habian faltado a la evaluacién fueron llevados a otra aul a para ser
evaluados, mientras se realizaba la devolucidon de la evaluacion en el aula del curso.
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3. Analisis de las representaciones usadas en un problema de
optimizacion de funciones

3.1 Origeny planteo de la problematica

A lo largo de nuestras practicas decidimos utilizar distintos registros para tratar con los
conceptos relacionados con derivadas y la optimizacién de funciones, e intentamos que nuestros
alumnos utilicen diferentes formas de representar funciones a la hora de resolver las actividades
que les planteamos. Entendemos como registros atodas aquellas formas de representar los objetos
matematicos que tenemos a nuestra disposicion?®. Asi, una funcién puede ser representada por
medio de un grafico cartesiano (registro grafico), a través de una férmula (registro algebraico),
entre otros.

Intentamos establecer una dindmica en nuestras clases que conjugara aspectos algebraicos
(porejemplo, enlaresolucion de ecuaciones) con elementos visuales (haciendo especial énfasis en
el andlisis del grafico de las funciones tratadas). Por otro lado, siempre estuvieron presentes las
representaciones verbales de todos los objetos matematicos involucrados (registro en lenguaje
natural).

Por ejemplo, en la Seccidn 2.3.1, la funcién que constituye el modelo para la situacion
analizadafue representada por medio de laférmulaf(x)=(12-2x)*(20-2x)*x, pero también a través
del graficodelaFigura9, y en nuestraexplicaciénde laférmula podemos reconocer asimismo otra
representacion de la funcion mediante el uso del lenguaje. Luego de implementar esta clase
reconocemos que la presentacién de los conceptos a través de distintos registros sirvié para
promover un mayor entendimiento por parte de los alumnos.

Al momento de proponer actividades para que realizaran los estudiantes, tratamos de
seguirestamismalineade trabajo, y losinstamos a teneren cuentano sélo el lenguaje algebraico
en laresolucién de las actividades, sinotambién el uso de graficos obtenidos a través de distintos
software para podertenerotravisién de las actividades planteadas. El momento que consideramos
gue tuvo mayor relevancia en relacion a la utilizacién de distintos registros por parte de losalumnos
fue el desarrollo del Trabajo Practico durante la Primer Etapa de nuestras practicas (ver Seccién
2.3.1), puesto que el andlisis de los informes elaborados por ellos nos permitié apreciar una
multiplicidad de registrosque fueron producidos porlosalumnos paralaresoluciénde laactividad.
Ademas, atrajo nuestra atencién que algunos de los grupos utilizaron registros que no habiamos
considerado en nuestra planificacién, y esto fue una de las razones principales por las cuales
tomamos la decisién de estudiar estos temas en este capitulo. Otro factor que tuvo una gran
influenciaen estadecision fuelaconsideraciénde un consejode nuestra profesora supervisora con
respecto a utilizar distintas representaciones de las funciones que mencionabamos en nuestras
explicaciones orales, valiéndonos de los recursos disponibles en el aula.

En relacién al estudio de las distintas representaciones de un concepto matematico, surgié
el interés de explorar de qué maneraincidié la tecnologia disponible a la hora de optar por una

28 Mas adelante veremos con mayor profundidad el significado preciso que estamos asigndndolea este
término.
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representacién u otra. Aqui estamos utilizando la palabra "tecnologia" en un sentido amplio,
incluyendono sélo a las tecnologias digitales sino también al 1apiz y papel, pizarron, etc.?°. Por
ejemplo,el hechode contarcon el accesoaun proyectoren el aulanos permitid utilizar el soft ware
GeoGebra para realizar graficos. De estamanera pudimos llevaracabo actividades en las cuales se
resaltarael empleode unregistro gréfico, el cual es mucho mdas dindmicoy ofrece la posibilidad de
trabajar con actividades muy distintas alas que se podrian encarar con lapizy papel. Ademas,en el
transcurso del Trabajo Practico quedd en evidencia la importancia que tuvo el uso de las
aplicaciones tales como Grapher y Matematicas en los distintos procesos de resolucién que se
dieron en cada grupo.

A partir de estas consideraciones, como asi también de un breve andlisis de la literatura
existenteen relacion a estos temas, decidimos definirla problematica que profundizaremosen este
capitulo de la siguiente forma:

Descripcion del trabajo con diversas representaciones para lograr una visualizacién matematica
de los problemas de optimizacién de funciones.
¢Como los distintos registros de representacion utilizados por nuestros alumnos durante la
resolucidon de un problema de optimizacion fueron mediados por las tecnologias que tenian a su
disposicion?

En este enunciadoincluimos algunos conceptossobre los cualesdebemos detenernos para
aclarar su significado antes de poder dar respuesta a estos interrogantes. Entre ellos, podemos
mencionar "visualizacion matematica", "registros de representacion" y "mediacion por las
tecnologias". En la seccidén 3.2 nos ocuparemos de revisar algunos aportes que nos brinda la
literatura para entender mejor estos términos, mientras que en la seccién 3.3 realizaremos un
analisis de las producciones elaboradas por nuestros estudiantes durante el desarrollo del Trabajo
Practico, a modo de reflexién de nuestras practicas.

3.2 Revision de algunos aportes de la literatura

3.2.1 La visualizacion matematica y su relacion con los registros de representacion

Para introducir el concepto de visualizacién matemadtica tendremos en cuenta en una
primera instancia la siguiente definicion:

Visualizar un diagrama significa simplemente formar una imagen mental del
mismo, pero visualizar un problema significa entenderlo en términos de un diagrama o una
imagen visual. La visualizacion matemdtica es el proceso de formacion de imdgenes
(mentalmente, o con ldpiz y papel, o con la ayuda de tecnologia) y el uso de tales imdgenes
en forma efectiva para el descubrimiento matemadtico y el entendimiento. (Zimmermann &
Cunningham, citado en Hitt, 1998, p. 6)

De estamanera, "visualizar" en matemadtica trae aparejadas connotaciones que van mucho
mas alld del mero acto de observaralgo. Mediante este concepto destacamos laimportanciade la

29 En la seccidn 3.2.2 daremos mds detalles con respecto a este tépico.
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produccidn de imagenes visuales para llevar a cabo actividades propias de la matematica, tales
como producir razonamientos, descubrir relaciones entre diversos objetos, realizar procesos de
abstraccidn, etc. Sinembargo, cabe aclarar que el significado exacto de esta palabra no es el mismo
para los distintos autores que se dedican al tema?3°.

Para completar la conceptualizacion de visualizacion matematica, consideramos que es
importante entenderla en relacién a los registros de representacion semidtica, nocidn que
procederemos a explicar a continuacion.

Oviedo et al (2012) explican como la actividad matematica requiere del uso de distintos
sistemas de escritura, conjuntos de signos y notaciones simbdlicas para representar los objetos
matematicos. Estas autoras aclaran que "los conceptos matematicos no son objetos reales, y por
consiguiente se debe recurrira distintas representaciones parasu estudio" (Oviedo et al, 2012, p.
30). Entre ellas, seencuentran los simbolos utilizados en el algebray laaritmética, como asitambién
lasimagenes graficas tales como graficos cartesianos, figurasgeométricas, esquemas, etc., e induso
las palabras del lenguaje castellano con las cuales se nombran a los objetos matematicos, entre
muchas otras. Las autoras se refieren a cada uno de estos conjuntos de signos utilizados para
representar los objetos matematicos como sistema semidtico (Oviedo et al, 2012, p. 30).

Cada sistema semidtico ofrece la posibilidad de llevara cabo un tratamiento particularde
los objetos matematicos. Por ejemplo, si una funcidn es representada a través de simbolos
algebraicos, es posible realizar ciertas operaciones (por ejemplo, calculo de sus raices) de una
determinada manera, y si ese mismo objeto es concebido a través de una representacién grafica
estas operaciones pueden ser resueltas de forma completamente distinta. Por otra parte, dicho
tratamiento no puede existirsino es através de algun sistema semiético, lo cual es reconocido por
Duval cuando afirma que "la utilizacién de representaciones semiéticas es primordial para la
actividad matematica" (citado en Oviedo et al, 2012, p. 31). Asi, no es posible llevar a cabo una
actividad matematica de forma completamente abstracta, puesto que siempre debemos usar
signos para representarlos objetos matematicos (atin cuando larepresentacion sea s6lo mental).

Cabe destacar que no todos los sistemas semidticos permiten las mismas posibilidadesde
llevaracabo ciertos tratamientos de los objetos matematicos, sino que algunossistemas presentan
mayores ventajas que otros al respecto. Tal es el caso del proceso de calculo de raices de
polinomios: si tomamos un polinomio de grado mayor a 4, se sabe que no es posible hallar un
algoritmo que permita calcular todas las raices del mismo a partir de sus coeficientes, lo cual
muestra que el registro algebraico no permite realizar este tratamiento ("calcular las raices") de
este objeto matematico (polinomio).No obstante, si realizamos una representacion grafica de este
objeto, podemos utilizar este registro para dar una buenaaproximacion delas raices del po linomio.

Teniendo en cuenta la problematica que planteamos en la Seccién 3.1, consideramos que
es importante sefialar que la habilidad para interpretar un mismo concepto matematico
coordinando varios sistemas semidticos puede ser de utilidad para superar obstaculos en el
aprendizaje de ese concepto (Oviedo et al, 2012). Este aporte de la literatura nos permite

30 En l|a tesis doctoral de Villarreal (1999) puede encontrarse una recopilacién de acepciones para este
término, algunas delas cuales otorgan unrol mas preponderantea la visualizacidn en la actividad matematica
que otras.
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reflexionar que la estrategia de trabajo que utilizamos en nuestras practicas, tratando de utilizary
relacionar constantemente diferentes representaciones de las funciones que empledbamos e
intentando que los estudiantes también lo hagan, es vista por estas autoras como algo provechoso
para el aprendizaje.

Consideramos que la siguiente conceptualizacidon dada de registro de representacion
constituye una sintesis adecuada para ser empleada como instrumento de analisis de las
producciones de los alumnos:

Un sistema semidtico puede ser un registro de representacion, si permite tres
actividades cognitivas relacionadas con la semiosis:

1) La presencia de una representacion identificable...

2) El tratamiento de una representacion que es la transformacion de la
representacion dentro del mismo registro donde ha sido formada...

3) La conversion de una representacion que es la transformacion de la
representacion en otra representacion de otro registro en la que se conserva la totalidad o
parte delsignificado de la representacion inicial... (Duval, 1998, citado en Oviedo et al, 2012,
p. 32, puntos suspensivos en el original).

De ahoraenadelante, cadavez que hagamos uso de la palabra registro estaremos haciendo
referencia a un registro de representacion semidtica segun Duval.

Con esta definicidon, podemos considerar como registros a todos los sistemas semidticos
gue permiten representar funciones: registro gréafico, algebraico, nuestro lenguaje natural,
etcétera. Estoesasipuesto que unarepresentacion de unafuncién en cualquiera de estosregistros
puede ser llevada a otra representacion de la misma en otro de estos registros.

Por ejemplo, si consideramos la funcion trabajada en nuestra primer clase (ver Seccidn
2.3.1), podemos destacar las siguientes representaciones de la misma que fueron usadas:

e laexpresion"Lafuncidon que asignaa cada longitud posible del lado del cuadrado, el volumen
de la caja resultante".

e Lossimbolos "f(x) =(12 - 2x) * (20 - 2x) *x".3*

e laparaboladada porlos puntosdel plano cartesiano correspondientes al grafico de lafuncién,
visualizada en la pantalla del proyector a través del software GeoGebra.

De esta forma, podemos observar que en estos tres sistemas semidticos existen distintas
representacionesde la misma funcién, y contamos con la posibilidad de convertir una de estas
representacionesen otra. Porejemplo, al ingresar unarepresentaciéon algebraicaen unaaplicacién
para obtener una representacién grafica). Ademas, podemos llevar cualquiera de éstas a otra

31 En realidad estos signos expresan una igualdad entre nimeros, mientras que la notacion simbdlicapara la
representar a la funcién deberia ser "f'. No obstante, durante nuestras practicas nos referimos
constantemente a "f(x)" como una funcion, por lo cual decidimos dejarlo expresado de esta manera en este
informe.
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representacion dentro del mismo registro (por ejemplo, "f(x)=(12 - 2x) * (20x - 2x?)" también es
otra representacion dentro del registro algebraico de esta funcidn). Asi, todos estos sistemas
semidticos pueden ser considerados registros segin Duval.

A partir de los elementos tedricos presentados en los Ultimos parrafos, podemos
reconsiderar la nocidn de visualizacién matematica que habiamos planteado originalmente. Asi,
tendremos una nueva mirada de este concepto teniendo en cuenta estos aportes, la cual se
encuentra expresada en las siguientes frases:

"La visualizacion matemdtica requiere de la habilidad para convertir un problema
de un sistema semidtico de representacion a otro. (...) La visualizacion matemdtica en este
contexto tiene que ver con una vision global, integradora, holistica, que articule, libre de
contradicciones, representaciones de varios sistemas." (Hitt, 1998, p. 23).

De esta manera, cuando hagamos referencia de aqui en adelante a la visualizacién
matematica estaremos hablando de lo que sucede cuando realizamos conversiones entre
diferentes representaciones de un mismo objeto matematico.

En nuestro caso particular, queremos analizar producciones de los estudiantes en relacion
a contenidos que pertenecen al Analisis Matematico. Villarreal (1999) plantea que la visualizacién
matematica en el contexto del aprendizaje del Calculo ha sido investigada por varios autores, y
menciona multiples trabajos sobre este tema. Esta sintesis sefiala la importancia del proceso de
visualizaciéon en el aprendizaje de los conceptos relacionados con el analisis matematico, y
ponderando la riqueza de este territorio para realizar abordajes que otorguen importancia al
andlisis grafico. Al reflexionar acerca de nuestras practicas a la luz de lo que hemos presentado,
reconocemos que nuestras decisiones se fundamentan en esta misma perspectiva, puesto que
consideramos que hacer hincapié en los aspectos graficos del andlisis matematico, (junto con el
tratamiento de caracter algebraico/analitico) promoveria el aprendizaje de los conceptos que
gueriamos trabajar.

En la préoxima seccién consideraremos algunos aportes tedricos que nos permitiran
comprender mejor cual fue la influencia que tuvieron las tecnologias en nuestras practicas, y en
particular en el proceso de aprendizaje de los estudiantes.
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3.2.2 Las tecnologias como mediadoras en la visualizacién matematica

Es necesario aclarar que existen diferentes posicionamientos sobrela utilidad de las TICen
el desarrollo de actividades en el aula. Algunos autores plantean el uso de ellas en reemplazo de
otras tecnologias como el lapiz y papel, mientras que otros las ven como una mera herramienta
para realizar tareas, tales como producir una representacién grafica. Villarreal, en cambio,
considera a las TIC como un medio esencial para producir conocimientos.

La actividad matematica se determina de manerasignificativa segun el tipo de tecnologias
que se utilicen. Este posicionamiento se ve reflejado en la siguiente cita:

La matemdtica hecha con la ayuda de una computadora es cualitativamente
diferente de la matemdtica hecha con papely ldpiz solamente. La computadora no "asiste"
simplemente al matemdtico para hacer su tarea de la manera usual, antes bien cambia la
naturaleza de lo que es hecho. (Devlin, citado en Villarreal, 2012, p.80)

Esto se hace evidente, por ejemplo, en la utilizacién del lapiz y papel para el tratamiento
algebraico de un problema matemadtico. Esta tecnologia permite, entre otras cosas, realizar
cambios de representaciones dentro de un mismo registro algebraico, y brinda la posibilidad de
dejarexpresados los procesos por los cuales paso el alumno hasta llegar a la expresion buscada.

En elcasodelasTIC, enla Seccién 2.2.3 presentamos algunos de los aportes de la literatura
gue sustentan la ponderacién que hacemos de su uso en las clases de matemdtica. En particular,
vimos que estas tecnologias permiten un tratamiento de los conceptos relacionados con el analisis
matematico distinto al que es posible realizar mediante, por ejemplo, 1apiz y papel. Alaluzde lo
expuesto en la Seccidn anterior en relacién a la visualizacién matematica, podemos sumar ahora
un nuevo argumento afavorde la utilizaciénde las TIC en el aprendizaje del Calculo, como veremos
a continuacion.

En primerlugar, debemosmencionar quelaconexiénentrelavisualizaciény las tecnologias
computacionales en relacidn al aprendizaje de la matematica (y del analisis matemadtico en
particular) no se encuentra ausente en la literatura. Con respecto a esto, Villarreal afirma lo
siguiente:

Entre las multiples potencialidades que la computadora ofrece para la Educacion
Matemdtica, puede decirse que el proceso de visualizacion favorecido por ella ocupa un
lugar privilegiado. Al mismo tiempo, la importancia de la visualizacion en la ensefianza,
aprendizajey construccion de los conceptos del Cdlculo es indicada como fundamental por
muchos autores. Asi, la visualizacion se transforma en un denominador comun en las
investigaciones que relacionan el Cdlculo y las computadoras. (Villarreal, 1999, p. 43)

Para relacionar este posicionamiento con la concepcién de visualizacion matematica ala
cual llegamos en la seccién anterior, consideramos importante resaltar que las TIC les permiten
observar a los alumnos, una comunicacion fluida entre diferentes registros de representacién
semiodtica. Paraejemplificar esto, mostramos en la Figura 34 algunos de los diferentes registros con
los cuales se puede trabajar simultaneamente utilizando el software GeoGebra.
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Figura 34: Vista grdfica y vista algebraica de las funciones f y h=f' realizadas con el programa
GeoGebra.

Al permitir este tipo de software una traduccidon entre las distintas representaciones
semidticas, podemos concluir que las actividades que promuevan el uso de las TICy también las
tecnologias que usualmente se encuentran en el aula, permiten una mejor visualizacion
matematica al momento de resolver problemas de optimizacién de funciones. Esto se vera con
mayor claridad en la Seccién 3.3, donde haremos un analisis descriptivo de algunos de los trabajos
practicos realizados por nuestros alumnos durante la primera etapa de nuestras practicas.

3.3 Analisis de las producciones de los estudiantes

Como expresamos en la seccidn 3.2.1, esta seccidn estard destinada a realizar un analisis
de las producciones de nuestros estudiantes durante el Trabajo Practico desarrollado en la primer
etapa de nuestras practicas, teniendo en cuenta la concepcidn de "registros de representacién
semiodtica" adoptada por Duval. Es por ello que decidimos dividir esta seccidon en tres partes, en las
cuales se identificaran los registros usados por los alumnos en sus informes y se observaran las
diferentes transformaciones entre representaciones, tanto entre aquellas que estén dentro de un
mismo registro como aquellas que pertenezcan a diferentes registros. Haremos especial énfasis en
sefalarlatecnologia que medié en cada representacion utilizada, y estudiaremos lainfluencia que
tuvo la eleccidon de esa tecnologia en el tipo de trabajo matematico que los estudiantes pudieron
realizar.

Cabe aclarar que éste no serd un analisis exhaustivo de todos los trabajos practicos, mas
bien tomamos algunos ejemplos que consideramos relevantes para poder darle sentido a los
diferentes conceptos que venimos desarrollando a lo largo de este capitulo.
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3.3.1 Identificacion de los registros utilizados por los alumnos

En las producciones delos Trabajos Practicosrealizadosporlos alumnos pudimosnotar que
hubo diferentes interpretaciones del problema a resolver. Encontramos registros que fueron
usados en todos los trabajos y otros que fueron utilizados particularmente por seis grupos de

alumnos.

Aquellos registros que aparecen enlosinformes de los estudiantes fueron los siguientes:

e Registro en lenguaje natural. Este registro fue utilizado cada vez que los alumnos hicieron
referencia a objetos matematicos mediante el uso del lenguaje castellano. En la Figura 35 se
puede observar una narracién de los alumnos donde hacen alusién a algunos objetos
matematicos (hipotenusa, por ejemplo) mientras cuentan cdmo llegaron a la expresion
algebraica de la funcion.

Para comenzar nosotros decidimos calcular los precios en el caso que la cafieria
atravesara las manzanas, desde el punto R al punto S ($34902). Luego calculamos el
resultado si la cafieria pasara sobre la calle ($39000).

Nosotros decidimos usar las medidas en Km para que nos resultara mds facil la resolucién
del problema.

Usamos estos datos para conocer cudles son los valores aproximados que puede tomar el
resultado.

A partir de esto y observando los dibujos entregados junto con las consignas pudimos
observar un tridngulo rectangulo, al cual se le agregaria el célculo de otro segmento
continuo. La hipotenusa del tridngulo (que va desde el punto R al punto P) seria luego una
de las variablés ya que es parte del prAecio, y @ su vez esta depende directamente dela
otra variable que sera la ubicacion del punto P. La hipotenusa la calcularemos aplicando el
Teorema de Pitdgoras. En nuestro caso tomamos la distancia desde el punto P hasta la
interjeccion de las calles “Soto” y "Lépez y Planes” (punto Q), para que se formara el
triangulo rectangulo correctamente. Esta distancia, entre el punto Py Q serd la variable X
{ia del dominio} y la variable del precio seré luego la imagen de la funcion. Para calcular el
tramo restante decidimos restarle al segmento del punto Q y S |z distancia de X, de esta
forma el resultado lo multiplicasiamos por el precio de cafieria por Km y nos daria el
resultado final.

Figura 35: Ejemplo de uso del registro en lenguaje natural, extraido de uno de los

informes.

e Registrografico. Pudimosver que lamayoria de los grupos hicieron uso de algun software para
realizar el grafico de la expresion algebraica de la funcidn3?. Estos grupos hicieron uso del
registro de representacion grafico. Se puede apreciar enlaFigura 36, a modo de ejemplo, una
representacién desde este registro de una de las funciones que se construyeron durante el
trabajo practico

32 Inclusiveaquellos quelo hicieron manualmente, manifestaron haberlo copiadodela pantalladel

graficador.
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Figura 36: Ejemplo de uso del registro grdfico, extraido de uno de los informes.

e Registroalgebraico: Este sistema semidtico incluyetodos lossignosrelacionados con el algebra
y la aritmética. De esta manera, las representaciones en el sistema decimal de nimeros, las
expresiones algebraicas que representaban funciones, ecuaciones, etc., serdn consideradas
como parte de este registro. Un ejemplo deluso de este registro enlos informes de losalumnos
se puedeverenlaFigura37, donde se muestra escritade modo algebraico lafuncién construida
por uno de los grupos de alumnos durante el trabajo practico.

Figura 37: Ejemplo de uso del registro algebraico, extraido de uno de los informes.

e Registro figural®3: Implica el uso de esquemas o dibujos simplificados de una situacién
problematica. Unejemplo de ellose muestraen la Figura 38, donde puede verse un esquema
de la situacion problematica planteada en el enunciado del Trabajo Practico.

33 Este registro fue considerado en forma separada al registro grafico debido a la lectura deun trabajo de
investigacionen el cual sehizo uso del mismo (Prieto & Vicente, 2006).
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Figura 38: Ejemplo de uso del registro figural, extraido de uno de los informes.

Un solo trabajo (de 17 grupos entre ambos cursos) utilizé tablas para representar una
funcién. Este sera denominado registro tabular. Esimportante destacar que nosotros no habiamos
hecho ningunamencidn ala posibilidad de utilizar este registro en nuestras clases, surgié de forma
espontdnea de parte de los alumnos. Un ejemplo del uso que este grupo hizo de este registro se

muestra en la Figura 39.

- A = TIAMC n\\/\\S\ NON k 31000 x ekm ) = HOX Xy = NiporenuiQ = O H42 «m

- j-\.‘ TramO GO (30000 x kM) — TOX X2 = O KM
x2 x1 costo x1 Costo x2 Total

0 094339811 $ 34.905,73 $ - $34.905,73

0,01 093493315 $34.592,53 $ 300,00 $ 34.892,53

0,04 0,90972523 $ 33.659,83 $ 1.200,00 $ 34.859,83

0,06 089308454 $ 33.044,13 $ 1.800,00 $ 34.844,13

0,08 0,87658428 $ 32.43362 $ 2.400,00 $ 34.833,62

0,1 0,86023253 $ 31.828,60 $ 3.000,00 $ 34.828,60

0,12 0,84403791 $ 31.229,40 $ 3.600,00 $ 34.829,40

0,14 0,82800966 $ 30.636,36 $ 4.200,00 $ 34.836,36

0,16 0,81215762 $ 30.049,83 $ 4.800,00 $ 34.849,83

0,18 0,79649231 $ 29.470,22 $ 5.400,00 $ 34.870,22

0,2 0,78102497 $ 28.897,92 $ 6.000,00 $ 34.897,92

0,22 0,76576759 $ 28.333,40 $ 6.600,00 $ 34.933,40

0,24 0,75073298 $ 27.777,12 $ 7.200,00 S 34.977,12

0,26 0,73593478 $ 27.229,59 $ 7.800.00 $ 35.029.59

Figura 39: Extractos de un trabajo prdctico, donde se observa un uso del registro tabular.

3.3.2 Transformaciones de una representaciéon en otra dentro de un mismo registro

En varias de las producciones de los estudiantes se puede ver el empleo de mas de una
representacién dentro de un mismo registro semiético. Por ejemplo, en la Figura 40 hallamos
indicios de un cambio de representaciones dentro del registro grafico. Alli se puede observar que
los ejes cartesianos notienen lamismaescala: el eje x esta graduado cada 0,2 unidades, mientras
gue el ejeycada2, detal maneraque quedaincluidaenlapantallalazonadel graficode lafuncén
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en la cual es posible explorar la presencia del minimo. Esto se debe a que los alumnos usaron la
herramienta de "Zoom" en cada eje de forma independiente, la cual era una de las opciones
incorporadas en la aplicacidon Grapher. Es decir, originalmente el grafico tenia otraescala, perolos
alumnos decidieron cambiarla para poder utilizarlo en la resolucidn grafica del problema. Este
cambio de escala realizado por los alumnos puede ser reconocido como una conversion de
representaciones dentro del mismo registro grafico, la cual les permitié visualizar mejor la
representacion grafica de la funcion.

Figura 40: Grdfico de la funcion hecho con la aplicacion Grapher, extraido de uno de los
informes.

Este caso esun ejemplode representacion mediada porunaTIC (en este caso, la aplicacion
Grapher), donde se observa que el uso de este software no es un mero reemplazo del lapiz y el
papel, sino que posibilita un trabajo dindmico al momento de analizar un grafico de una funcion.
Esto puedeverse enelusode laherramienta"Zoom", que invitaatener multiples representaciones
graficas de una misma funcidn, pudiendo asi generar diversas perspectivas de la misma.

Una situacion particular que se suscito en algunos de los grupos consistié en un cambio de
representacion dentro del registro algebraico motivado porunregistro figural. La mayoria de ellos
pudieron elaborar distintos esquemas que representaban en mayor o menor medida al problema
original y antes de construir la funcién, realizaron varios calculos previos para calcular el costo de
la caferia en valores particulares de P, como se muestra enla Figura 41. El uso del registrofigural
fue una estrategia bastante empleada porlos gruposal momento de realizar un planteoinicialde
la situacién problemadtica. A partir de su utilizacion lograron identificar las variables "costo de
cafieria"y "posicion delpuntoP", locual losllevéageneralizar el cdlculodel costo para una posicién
arbitraria y concluir asi con la conversién de una representacién correspondiente al registro
algebraico para calcular costos particulares en otra perteneciente al registro algebraico donde
expresaron la funcidn que modeliza la situacidn para cualquier posicion de P.
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Figura 41: Cdlculo de costos eligiendo valores para la posicion de P, junto con el planteo de
la férmula general de la funcion, extraidos de uno de los informes.

Guzman, Juan Gabriel — Lucero, Gabriela 62



Informe Final de M.O.P.E. — Fa.M.A.F. —U.N.C. — 2016

A partir de una reflexién en relacién a las intervenciones que podriamos haber realizado
para ayudar a los estudiantes en este aspecto, consideramos que podriamos haberle dado un
potencial generalizador mas poderoso a este esquemaaconsejando alosalumnos que lo trataran
utilizando como herramienta el programa Geogebra, lo cual habria habilitado otras formas de
visualizar la situacién problematica.

En particular, podriamos haber hecho uso de la herramienta "deslizador" paravisualizarla
variacion del punto P,y asi ayudara la comprension de su calidad de variable. Un ejemplo de cdmo
se podria implementar esto se muestra en la Figura 42. En la vista algebraica pueden verse los
diferentes valores para el costo de cafieria mientras el deslizador varia los valores de "d", lo cual
ocasiona que la posicién de "P" cambie de forma automatica.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

E -A.__._. / f:*’ :»\’ @ @ 4: X a:—z ‘%'

¥ Vista Algebraica

-~ Funcidn

L fi(x) = /25 +x2- 3700 + (8 —x) 3000 ER
NOmero

""" Costo = 3494147 | Numero Costo: f{d) d=576

¥ Vista Grafica

----- B=(80) 74

----- ® P=(576,5)

----- ® R=(0,0)

----- ® 5=(8,5) R
Segmento

.nI‘

Entrada:

Figura 42: Representacion figural de la situacion planteada, obtenida por nosotros a través de
GeoGebra.

El siguiente ejemplo (Figura43) muestra el cambio de representaciones realizado por los
estudiantes dentro del registro tabular.
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006 089308454 § 3304413 $ 180000 § 34.844,13 0082 087494228 $ 3237286 $ 246000 § 3483286
:a‘mwm‘;;zmn $ 240000 $ 3483362 0,083 087412185 $ 3234251 $ 249000 $ 3483251
Y ml‘ssmn’ $ 3.00000 $ 34.828,60 0,084 087330178 $ 3231217 § 252000 S 3483217
e 122940 $ 360000 $34.829,40 0085 087248209 $ 3228184 $ 255000 $ 3483184
)14 082800966 $ 30.636,36 $ 420000 § 3483636 0,086 087166278 $ 3225152 $ 258000 $ 3483152
0,16 081215762 $ 3004983 $ 480000 $ 34.849,83 0,087 0,87084384 $32221,22 $ 261000 § 3483122
0,18 079649231 $ 2947022 §$ 540000 § 3487022 0,088 087002529 § 3219094 $ 264000 $ 3483094
0,2 078102497 $ 28.897,92 $ 6.00000 $ 34.897,92 0,089 086920711 §32.160,66 $ 267000 $ 3483066
022 076576759 $ 2833340 $ 6.600,00 $ 34.933,40 009 086838931 § 3213040 $ 270000 $ 3483040
0,24 075073298 $27.777,02 $ 7.20000 $ 34.977,12 0091 08675719 $32100,16 $ 273000 $ 3483016
026 073593478 $27.22959 $ 7.80000 $ 35.029,59 0092 086675487 $ 3206993 $ 276000 $ 3482993
028 072138755 $ 2669134 $ 840000 $ 3505134 0,093 086593822 $ 3203971 § 279000 $ us9n
03 070710678 $ 2616295 $ 9.00000 $ 3516295 0094 086512196 $ 3200951 $ 282000 $ 3482951
032 059310894 $ 2564503 $ 9.60000 $ 3524503 0095 086430608 $3197932 § 285000 $ 3482902
034 067941151 $2513823 $1020000 $ 3533823 0096 086349059 $31.949,15 § 283000 $ 3482915
036 066603303 $24643,22 $ 1080000 $ 35.44322 0097 086267549 $ 3191899 $ 291000 § 3482899
038 065299311 $24.160,75 $ 1140000 $ 35560,75 0098 086186078 $ 3183585 S 294000 $ 3482885
04 064031242 $23691,56 $ 1200000 $ 35.691,56 0,099 086104646 $ 3185872 $ 297000 $ 3482872
042 062801274 $ 2323647 $ 1260000 $ 35.83647 01 086023253 § 3182860 $ 300000 $  34.82860
044 061611687 $22.796,32 $13.200,00 $ 35.996,32 0,101 0,85941899 $ 3179850 S 303000 $§  34.82850
046 0,60464866 $ 22.372,00 $ 13.800,00 $ 36.172,00 0,102 085860585 § 3176842 $ 306000 § 3482842
048 0,59363288 § 2196442 $ 14.400,00 $ 36.364,42 0,03 08577931 $ 3173834 $ 309000 $ 3482834
0,5 058309519 $21.574,52 $ 1500000 $ 36.574,52 0,104 0,85698075 $ 31.70829 $ 312000 $ 3482829
0,52 057306195 $ 21.203,29 $ 15,600,00 $ 36.803,29 0,105 085616879 $ 3167825 $ 315000 §  34.82825
0,54 056356011 $20.851,72 $ 16,200,00 $ 37.051,72 0,106 085535724 $ 3164822 $ 318000 § 3482822
056 055461638 $20.520,83 $ 16.800,00 $ 37.320,83 0107 085454608 $3161820 $ 321000 $ 3482820
058 054626001 $20.211,62 $ 1740000 $ 37.611,62 0108 085373832 § 3158821 § 324000 § 3482821
06 053851648 $19.92511 $ 1800000 $ 37.92511 0109 085292497 $3155822 $ 327000 $  3482A02
062 053141321 $19.662,29 $ 18.600,00 $ 38.262,29 011 085211502 $ 3152826 $ 330000 $ 3482826
064 052497619 $19.424,12 $19.20000 $ 3862412 0111 085130547 $3149830 $ 333000 § 3482830
066 05192302 $19.211,52 $19.800,00 $ 39.011,52 0112 085049633 $ 3146836 $ 336000 $ 348283
068 051413841 $19.02534 $ 2040000 $ 39.42534 0113 084963759 $ 3143844 S 339000 $ 3482844
0,7 050990195 $ 1886637 $21.00000 $39.86637 0114 084887926 $ 3140853 $ 342000 $ 3482853
0,72 050635956 $18.735,30 $ 2160000 $ 40.33530 0115 084807134 $ 3137864 $ 345000 $ 3482864
0,74 050358713 § 18.632,72 $ 2220000 $ 40.832,72 0,116 084726383 $31.34876 S 348000 $§ 3482876
0,76 050159745 $ 18.559,11 $ 22.800,00 $ 41.359,11 f
0,78 0,50039984 $ 18.514,79 $ 23.400,00 $ 41.914,79 { vagor min. x fo N (o
08 05 $1850000 $24.00000 $ 4250000 i T TSR

b R /OO oW = $24.828,20. 1 nidadest

Figura 43: Dos representaciones de la funcion f en el registro tabular junto con la aclaracion del
significado de las variables involucradas, extraidas de uno de los informes3*.

En latablade laizquierdade la Figura43 se observaque los alumnos usaron las variables
x1y x2 para denotar a las distancias dadas por el tramo recto (por calle) y el tramo diagonal
(atravesando las calles) respectivamente, y denominaron costo x1 y Costo x2 a las variables
(dependientes de x1y x2) dadas por los costos por cada tramo. La ultimavariable considerada por
los estudiantes consistié en el costo total de la cafieria (denotada en la tabla por Total), que
corresponde ala suma entre costo x1y Costo x2.

Los estudiantes utilizaron este registro para conseguir una primera aproximacion a la
solucidn, lacual resaltamos enamarillo. Latablamostradaa laizquierdaen la Figura 43 constituye
una primera representacién de la funcidn en el registro tabular, y a partir del andlisis de la
informacidn que provee estarepresentacion losestudiantes pudieron deducir que la soluci dndebia

34 1o resaltado en amarillo fuerealizado por nosotros para que puedan verse con claridad algunos detalles
importantes.
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hallarse en el intervalo (0,08 ; 0,12). A continuacion proceden a construir una segunda
representacion tabular teniendo en consideracion ese nuevo rango de valores, y utilizando una
particion masfina, con el objetivo de conseguir mayor precision enladeterminacion de la solucion.
Consideramos que este proceso es muy interesante puesto que muestra un cambio de
representaciones dentro del registro tabular, en donde se procede a realizar una tabla mas
detallada a partir de otra.

A su vez, los valores que tomaron los estudiantes de la variable independiente (x2) para
elaborar la primer tabla no son arbitrarios, sino que se corresponden con aquellos que se
encuentrandentrodel dominiode la funcién, que fue definido teniendo en cuentael contextode
la situacion modelizada. Es decir, tomaron valores que se correspondian con el largo de la cuadra
dénde se movia el punto P (entre 0kmy 0,8 km).

Consideramos que el registro tabular es un registro que abre un espacio de reflexién sobre
losvalores que puede adoptarlavariableindependiente, mientras que realizar una representacion
grafica de f mediante un software graficador no habilita este espacio de una forma tan directa.

A partir de esta reflexion, invitamos a los docentes a tener en cuenta la utilizacién de los
registros tabulares al elaboraractividades con problemas de lavidareal parasusclases, a pesarde
que nose suele consideraralatablade datos como una posible formade representar unafuncon.

Es preciso tener presente que al estar en una era con gran abundancia de las TIC, existen
multiples aplicaciones para trabajar con tablas en simultaneo con otros registros, y que esto
permite variados modos de abordar el trabajo con este tipo de representaciones.

3.3.3 Conversidon de representaciones entre distintos registros

El paso de un registro algebraico a un registro grafico, o bien de un registro tabular a un
registro grafico, son algunos ejemplos que dan cuenta de una mejor visualizacién matematica del
problema planteado, y es posible trabajar contenidos relacionados con el analisis matematico de
manera tal que estas transformaciones se hagan presentes.

En la Figura 44 mostramos el trabajo de un grupo de alumnos, donde realizan una
conversion de una representacion algebraica de la funcién a una representacion en el registro
grafico mediada por la tecnologia.
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Figura 44: Extractos de un trabajo realizado por un grupo donde puede verse la expresion
algebraica de la funcion construida por ellos y la representacion grdfica de ésta realizada con la
aplicacién graficadora DESMOS*.

Como puede verse, la conversion de un registro algebraico en uno grafico del mismo
objeto matematico es provista por la herramientadigital ingresando laexpresidn algebraicade la
funciénenla misma, pudiendo ademas hacertransformaciones dentro del mismo registro grafico
(por ejemplo, haciendo zoom o cambiando la escala de los ejes de un modo independiente). Esta
constituye una de las ventajas mas importantes del uso de las tecnologias digitales en relacién al
aprendizaje de la matemadtica, puesto que permite dotar a las expresiones algebraicas de un
significado completamente nuevo, y brinda la posibilidad de pensar en estos conceptos de forma
muy distinta (por ejemplo, muchas cosas pueden decirse de una funciéon cuadratica a partir del
hecho de que su representacion grafica adopta la forma de una parabola).

Algo que puede no resultartan transparente paralos alumnos es el empleo de lanotacién
adecuada para ingresarla expresiénde lafuncidon en el software: esto fue exteriorizado porvarios
alumnos durante el desarrollo del Trabajo Practico. Por ejemplo, dado que la aplicacién Grapher no
contaba con un panel con los simbolos necesarios para ingresar la funcién, era preciso usar
comandos especiales, tales como "sqrt(x)" para ingresar la raiz cuadrada de x.

Paranosotros, que usamos latecnologia de un modo naturalizado, enuna primerainstanda
pasamos desapercibido el cambio de registro en esta etapa de resolucién del problema. Aquellos

35Esta aplicacién esta disponible en dispositivos méviles compatibles con Android. Su direccion web es
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.desmos.calculator&hl=es 419
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grupos que usaron Grapher, no sélo realizaron una transformacidn del registro algebraico al
registro grafico sino que también lograron una conversion dentro del mismo registro algebraico
que ademas estuvo mediada por una TIC. Es decir, una vez construida la expresidn algebraica
apropiada paralasituacion planteada, el paso siguienteeratraducirla de modo tal quelaaplicacién
graficadora pudieraprocesarlay graficarla. En la Figura45 puede verse laexpresién algebraica de
la funcién expresada en |apiz y papel.

Figura 45: Expresion algebraica de la funcion realizada con ldpiz y papel, extraida de uno de los
informes.

Por otro lado, la expresidn algebraica escrita con la simbologia adecuada para poder ser
leida por la aplicacidn Grapher consiste en

f(x) = sqrt(0.5*2+x"2)*37000+(0.8-x) *30000

En esta formula es posible encontrar varias diferencias con aquella que se muestra en la
Figura45. La mas clara esla notacion diferente paraexpresar raices cuadradas, pero existen otras
tales como la manera de elevaral cuadrado un nimero, el simbolo para denotarla multiplicacién
de dos numeros, y el uso de un punto en lugar de una coma para los nimeros decimales. Asi, es
posible considerar a estas dos expresiones distintas como dos representaciones en el registro
algebraico de lafuncién, y la propia existencia de la segunda se debe ala tecnologia utilizada.

Prosiguiendo con el andlisis, queremos destacar que otros de los grupos que consideraron
trabajar con el registro figural pudieron calcular una expresion general del costo de caferia sin
recurrir al cdlculo de costos particulares, logrando construir asi la funcién que modelizaria el
problema. Este proceso se encuentraexplicado enlenguaje natural enla Figura46. Es visible aqui
la transformacion que hubo de un registro figural a un registro algebraico, dando lugar a una
visualizacién matematica significativa de la situacion problematica.
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Figura 46: Registros figural, en lenguaje naturaly en lenguaje algebraico de la funcidn, extraidos
de uno de los informes.

Como mencionamos en lasecciénanterior, hubo un grupo que hizo uso delregistro tabular
para representara la funcién. Otro detalle importante que pudo notarse consistié en que a partir
de la tabla construidalos alumnos pudieronrealizar un grafico muy particular, que se observaen la
Figurad7. En la mismaes posible apreciarno sélo el costo total de la cafieria (representado porla
curva ubicadaen la parte superiordel grafico), sinotambién los costos parciales de cadatramo de
la misma (dados por las otras dos curvas). Creemos importante resaltar que aun teniendo la
expresidnanaliticade lafuncion, fue la representacidn tabular la que constituyo la base sobre la
cual serealizé la conversion hacia una representacidn grafica. Esto puede serconstatado mirando
los valores de la variable independiente en el grafico mostrado en la figura, junto con el hecho de
gue lagraficaincluye losvaloresde las variables costo x1y Costo x2 calculados en lasegundatabla.
Este es el Unico entre todos los graficos presentados que muestra sélo los valores de la variable
independiente correspondientes al dominio en el cual se estaba trabajando.
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Costo en funcion de longitud tramo bajo calle (x2)

TRAMO BAJO CALLE (X2)

Figura 47: Representacion grdfica realizada porun software en base a una representacion tabular,
extraida de uno de los informes.
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4. A modo de conclusion

Luego de haber transitado por esta experiencia, pensamos que esimportante detenermos
a reflexionar sobre algunas cuestiones que surgieron tanto en el momento mismo de la practica,
comoenla propiainstanciade elaboracion de esteinforme (que constituye en simismo un espacio
de reflexion).

Durante el periodo de practicas, nos encontramos con muchas dificultades que ahora
reconocemos como propias de latareadocente: entre ellas podriamos nombrarla organizacién de
actividades a través de una dindmica de grupos que contemple la autonomia grupal, el
fortalecimiento de las capacidades individuales de cada alumno, la utilizacién de distintas
representaciones como complemento a las explicaciones orales para ayudar a la comprensién de
los alumnos, la organizacion de las tecnologias disponibles en el aula tanto para dar clases
expositivas como para ser utilizadas por los alumnos en plena actividad matematica para la
construccién de conocimientos.

No obstante, consideramos que esta experiencia fue sumamente gratificante vy
enriquecedora, y que las instancias en las cuales nos encontramos con obstaculos fueron tan
importantes para nuestro crecimiento personal como docentes como aquellas en las cuales todo
salié como lo esperdbamos. No sélo fue nuestro escalén inicial en la practica docente sino que
también laelaboraciéndel informe nos ayudd a desarrollar un pensamiento critico sobre la misma;
es un espacio Unico donde nos detenemos a pensar en detalles que habiamos pasado por altoy
que podrian reconfigurar nuestros modos de elaborar planificaciones para futuras clases.

Aprender a prever situaciones, a tener presentes con mas claridad los tiempos reales de
clases, aorganizarlos contenidos que ibamos a desarrollar, son algunas de las muchas herramientas
que nos brindaron los guiones conjeturalesy las planificaciones que realizamos. Estos ademds
permiten moverse con mayor flexibilidad en el aula, porque funcionan como un marco dentro del
cual un profesor puede desenvolverse.

¢Como puede ser pensada la actividad matematica en nuestra sociedad? ¢Como
enmarcarlaen un sistemaeducativo, en un disefio curricular, en un aula, en una institucion, en el
comportamiento colectivo delgrupo de alumnos con el que debamosencontrarnos alahorade dar
clases? Venimos estudiando todas estas cuestiones desde un punto de vista tedrico desde que
comenzamos el segundo afio de esta carrera, y sabiamos que sélola pricticaibaa permitirnos darle
una representacion real en nuestras mentes, por lo que claramente marcaron un antes y un
después en nuestra formacion.

Nos encontramos asimismo con ciertas situaciones que no habian sido foco de nuestra
atencién a la hora de elaborar las planificaciones y debieron serlo, pues resultaron ser mas
relevantes de lo esperado en relacion al aprendizaje de los estudiantes, tales como las instancias
de discusion grupal entorno al Trabajo Practico (durante el desarrollo delmismoy en el momento
de la devolucidn), como asitambién el repaso previo a la evaluacién escrita.

Por otro lado, en el proceso de escritura de este informe, encontramos que muchos temas
gue habiamos dado por supuestos con anterioridad requerian un analisis mas profundo y reflexivo.
A modo de ejemplo, podemos mencionar las discusiones que surgieron en torno al enfoque que
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adoptamos en nuestra primera clase, las cuales nos permitieron cuestionar nuestros conceptos
previos con respecto a la modelizacion matematica. A su vez, queremos destacar el analisis que
realizamos de las actividades que implementamos en nuestras practicas, en términos de la teoria
de los ambientes de aprendizaje.

Durante el andlisis de los trabajos practicos del Capitulo 3, nos encontramos con otra
perspectivarespecto delosregistrosque empleanlos alumnoscuando resuelven un problema. Esto
constituyé un antesy un después en nuestramirada de las producciones elaboradas por nuestros
alumnos, porque pudimos apreciarlos teniendo una mirada mas reflexiva e informada desde la
literatura. Nos dimos cuenta de que muchas de las actividades que habiamos propuesto servian
para promover la visualizacion matematica; hicimos hincapié principalmente en las conversiones
entre el registro grafico y el algebraico, ya que intentamos introducir una visién del analisis
matematico que tuviera en cuenta ambos aspectos de forma equitativa. Consideramos que el
pensamiento critico sobre esta actividad nos aporté herramientas muy utiles, que nos sirven tanto
para evaluar mas profundamente las producciones de los alumnos, como también para revisary
repensar nuestras planificaciones y puestas en escena de actividades relativas al trabajo con
funciones en general, y a la optimizacién de funciones en particular.

Contamos con el agrado de comunicarnos via mail con el profesor a cargo de los cursos
donde hicimos nuestras practicas, el cual nos comentd que nuestros alumnos se sintieron muy a
gusto con el tipo de actividades que realizaron durante nuestras clases. Ademas nos expreso que,
luego de encontrarse con nuestras clases, muchos de los alumnos que no venian trabajando
durante su clase comenzaron a hacerlo, lo cual también pudimos notar nosotros con respecto a
algunos alumnos a la hora de corregir las evaluaciones escritas. Esto nos hace sentir que, a pesar
de ser ésta nuestra primera experiencia en el aula, dio sus frutos.

Para finalizar, queremos reconocerlaimportanciade realizarinstancias de reflexion sobre
la practica docente, no sélo durante nuestra formacidn inicial sino también a lo largo de nuestra
carrera. Durante la elaboraciéon de este informe pudimos comprobar que éstas constituyen un
espacio muy importante en el cual poder crecer como profesionales, y dan lugar a aprendizajes
sumamente valiosos.
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ANEXO |

ANALISIS MATEMATICO Y GEOMETRIA ANALITICA
Plan 2001-Séptimo afo- Vigente a partir de 2007

1- EXPECTATIVAS DE LOGRO

e Reconocer la importancia de la Matematica como instrumento que permite
resolver situaciones problematicas cotidianas y/o intelectuales.

e Desarrollar su aptitud deductiva y la facultad de abstraccion.

e Despertar la conciencia de orden matematico.

e Definir nuevos elementos matematicos sobre la base de conceptos
anteriores para su adecuada utilizacion.

e Reconocer y resolver problemas sencillos sobre ecuaciones de geometria
analitica elemental.

e Reconocer y resolver problemas sencillos aplicando los conceptos basicos
del analisis matematico.

e Estimar y saber interpretar los resultados de calculos y/o situaciones
problematicas comprobando su razonabilidad.

e Confiar en sus posibilidades personales de plantear y resolver problemas.

e Trabajar cooperativamente asumiendo responsabilidades y respetando las
normas acordadas, el esfuerzo, el orden y la perseverancia para el logro
de su desarrollo personal integral.

e Aplicar los procedimientos y conceptos ya adquiridos para avanzar en
contenidos nuevos en el nivel universitario.

2. CONTENIDOS CONCEPTUALES
EJE TEMATICO: GEOMETRIA ANALITICA

UNIDAD 1: RECTA

Distancia entre puntos. Punto equidistante de otros tres. Ecuaciones de la
recta. Forma explicita. Forma general o implicita. Forma segmentaria.
Ecuacion de la familia de rectas que pasan por un punto. Ecuacién de la
recta que pasa por dos puntos. Interseccion con los ejes coordenados.
Interseccion de dos rectas.

UNIDAD 2 : CIRCUNFERENCIA
Definicién. Ecuacion candnica. Ecuacién general. Coordenadas del centro y
valor del radio. Casos particulares. Interseccion con los ejes coordenados.
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UNIDAD 3: CONICAS

Definicién de elipse. Deduccion de la ecuacion. Interseccion con los ejes
coordenados. Construccion. Casos particulares.

Definicion de hipérbola. Deduccion de la ecuacion. Interseccion con los ejes
coordenados. Construccion. Casos particulares.

Definicién de parabola. Deduccion de la ecuacién. Interseccion con los ejes
coordenados. Construccion. Casos particulares.

EJE TEMATICO: ELEMENTOS DE ANALISIS MATEMATICO

UNIDAD 4: FUNCIONES

Relacion entre conjuntos numeéricos. Funciones: definicién y clasificacion.
Incrementos. Limites: Limite de una variable y limite de una funcién.
Propiedades de los limites finitos. Infinitésimos: Definicion y comparacion.
Formas indeterminadas. Limites notables. Continuidad de una funcion.
UNIDAD 5: DERIVACION DE FUNCIONES

Derivada de una funcion en un punto. Definicion. Interpretacion geométrica.
Propiedades de las derivadas: Derivada de una suma algebraica de
funciones. Derivada de un producto de funciones. Derivada de un cociente
de funciones.

Derivadas fundamentales: Derivada de la funcion constante. Derivada de la
funcion identidad. Derivada de la funcion potencial. Derivada de la funcion
exponencial. Derivada de la funcién logaritmica. Derivada de las funciones
circulares. Aplicaciones de la derivada: Calculo de maximos y minimos.
UNIDAD 6: INTEGRACION DE FUNCIONES

Nocién de integral. Propiedades de la integral. Reglas para la integracion:
Integral inmediata. Integracién por partes o descomposicion. Integracion por
sustitucion. Aplicaciones de la integral: Célculo de areas.

3. CONTENIDOS PROCEDIMENTALES.

e Identificacion y desarrollo de estrategias para la resolucion de
ejercicios y problemas.

e Adquisicion de habilidad en el manejo de los utiles de graficacion.

e Prediccién, estimacion y verificacion de resultados y procedimientos.

e Desarrollo de notaciones y vocabulario adecuado.

o Establecimiento de relaciones entre representaciones simbdlicas,
analiticas y graficas.

e Andlisis de situaciones problematicas que se pueden plantear vy
resolver a través de las herramientas conceptuales.

4. CONTENIDOS ACTITUDINALES.
e Valoracion del pensamiento matematico en la formacion humanista.
e Desarrollo de confianza en sus posibilidades de plantear y resolver
problemas.

76



« Respeto por el pensamiento ajeno y seguridad en la defensa del
propio con la flexibilidad para modificarlo.

o Valoracion del trabajo individual y en equipo basado en la
responsabilidad y en la cooperacion para lograr un objetivo comun.

« Sentido critico, en el analisis de los resultados obtenidos en la
resolucion de problemas.

« Aprecio y cuidado por los materiales de trabajo.

« Puntualidad, orden y limpieza en la presentacion de trabajos.

5. METODOLOGIA.

En el aula debera trabajarse en dos areas. Por un lado en el desarrollo
tedrico de los contenidos, con cierto nivel de abstraccion, y por otro, e
inmediatamente relacionado con el anterior, en el planteo y resolucion de
ejercicios y problemas. Esto promovera en el alumno:

« La aparicion de dudas en la comprension del planteo tedrico.

« La elaboracion de preguntas a partir de un conjunto de datos.

« La relacion entre el desarrollo teérico y su aplicacion a la resolucion
de ejercicios y problemas.

« La utilizacién de conocimientos ya adquiridos para la construccion de
los nuevos.

« La aplicacion conjunta de varias categorias de analisis conceptual, y
su aplicacion procedimental.

Se propondran problemas motivadores tanto en la introduccion de un
nuevo tema como en el desarrollo del mismo. No se dejara de lado la
exposicion del docente por considerarsela indispensable en el proceso de
aprendizaje, y por el nivel de abstraccion que implican los contenidos.

Ademas, los alumnos propondran problemas o situaciones
problematicas relacionadas con la vida diaria, esto lograra despertar sus
intereses y familiarizarlos con los procedimientos de resolucion y los
diferentes conocimientos aritméticos y geométricos correspondientes a esta
etapa.

La introduccion de recursos audiovisuales para el desarrollo de
diferentes tematicas, permite la comunicacion de la informacion a través de
las representaciones obtenidas. Esto afianza la percepcion de los alumnos
constituyéndose también en instrumento de acceso al conocimiento.

El uso de material grafico (revistas, diarios, etc.) sirve también para
mostrar al alumno las distintas aplicaciones de la matematica en el mundo
que nos rodea.

6. BIBLIOGRAFIA
e LOPEZ, Antonio Roberto: Matematica VII.
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PROGRAMA COMBINADO PARA EXAMEN
Analisis Matematico y Geometria Analitica
Séptimo ano
Plan 2001. Vigente a partir de 2012.

Unidad 1
Distancia entre puntos. Ecuacion segmentaria de la recta. Forma implicita de la
ecuacion de la recta. Ecuacion candnica de la circunferencia. Parabola:

Interseccion con los ejes coordenados. Hipérbola: Deduccion de la ecuacion.
Elipse: Construccion, casos particulares. Funciones: Definicion y clasificacion.
Infinitésimos: Definicion y comparacion. Limites notables. Derivada de un producto
de funciones. Derivada de funciones circulares. Integracion por sustitucion.

Unidad 2

Punto equidistante de otros tres. Forma explicita de la ecuacion de la recta.
Ecuacion de la familia de rectas que pasan por un punto. Elipse: Ubicacion de los
focos e interseccion con los ejes coordenados. Parabola: Construccion, casos
particulares. Propiedades de los limites finitos. Limites notables. Derivada de un
cociente de funciones. Derivada de funciones circulares. Nocién y propiedades de
la integral.

Unidad 3

Forma implicita de la ecuacién de la recta. Ecuacion de la recta que pasa por dos
puntos. Forma general de la ecuacion de la circunferencia y casos particulares.
Parabola: Deduccion de la ecuacion. Limites notables. Continuidad de una
funcion. Derivada de la funcion constante. Derivada de un producto de funciones.
Derivada de una suma algebraica de funciones. Integraciéon por partes o
descomposicion.

Unidad 4

Ecuacion de la familia de rectas que pasan por un punto. Interseccién de la recta
con los ejes coordenados. Circunferencia: coordenadas del centro y valor del
radio. Parabola: Deduccién de la ecuacion. Elipse: Deduccion de la ecuacion.
Limites notables. Definicién e interpretacion geométrica de la derivada. Derivada
de un cociente de funciones. Derivada de la funcion potencial. Aplicaciones de la
integral: Calculo de areas.

RESOLUCION N° 369-12. ANEXO. 1/2
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ANEXO I

Este documento ha sido publicado con la autorizacidon expresa via mail por parte del profesor del curso.

Tomamos el recaudo de borrar su nombre y el nombre de la institucion en las pdginas donde apareciesen
con el objetivo de resguardar sus identidades.

Planificacion Asignatura

Matematica VII

ANALISIS MATEMATICO Y GEOMETRIA ANALITICA
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Introduccién:

La presente corresponde a la planificacion de la asignatura Matematica VII: Analisis

matematico y geometriaanalitica para ser desarrolladadurante unciclolectivo. Dicho periodo
se extiende habitualmente desde el 5de Marzo al 14 de noviembre con unacarga horariade

cuatro horas catedras semanales.

Los contenidos se han organizado entres bloques: Funciones, elementos de andlisis
matemadtico y geometria Analitica.

Seleccion de los contenidos:

Bloque I: Funciones:

Interpretacion de graficos cartesianos que representan situaciones en distintos
contextos.

Ejes cartesianos. Parordenado

Funciones que puedan expresarse mediante unaférmula: Produccidon e interpretacién
de féormulas que modelan situaciones contextualizadas. Funcién lineal, funcion
cuadratica, funcidon exponencial.

Definicién de funcién, dominio e imagen.

Clasificacion de las funciones: Funcidn inyectivay funcidn sobreyectiva.

Utilizacion de software especifico parala graficay andlisis de las funciones.

La funcién como herramienta para modelardistintos fenédmenos.

Bloque Il: Elementos de analisis matematico:

Introduccion al concepto de limite de una funcion:

Limite de una funcién.

Propiedadesde los limitesfinitos.
Formasindeterminadas.

Limites notables.

Continuidad de unafuncion.

Limite de las funciones trigonométricas.

Derivada de una funcion:

Derivadade una funcién. Definicién. Interpretacién geométricay entérminos de tasa
de cambiode lafuncion.

Propiedades de las derivadas: Derivada de lafuncion constante. Derivadade lafuncion
identidad. Derivadade unasumaalgebraica de funciones. Derivadade un producto de
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funciones. Derivada del cocientede funciones. Derivada de lafuncidn exponencialy
logaritmica. Derivadas de las funciones trigonométricas. Regla de lacadena.
* Aplicaciénde laderivadaen distintas ramas del conocimiento. Optimizacion.

* Funciones primitivas de funciones elementales.

* Propiedadesde lasfunciones primitivas.

* Calculodelaintegral enfunciones elementales.

» Areade laregiénlimitadaporel grafico de una funcién positiva.
* Aplicaciéonde laintegral.

Bloque lll: Geometria Analitica:
* Distanciaentre dos puntos.
* Circunferencia. Definicion. Ecuacidn general. Casos particulares. Interseccion con los
ejes coordenados.
* Seccionescodnicas. Definiciony ecuaciones de: elipse, hipérbolay parabola.
*  Construcciénde las secciones cénicas con software Geogebra.

* Propiedadesde lassecciones conicas.

Objetivos Generales:

Que los alumnos:

* Puedancomprenderlanaturaleza del pensamiento matematico, usando el
razonamiento para hacer conjeturas, desarrollarargumentos y tomar decisiones,
comunicandoideasy manejando procedimientos basicos de estadisciplinaentodas
sus formas: oral, escrita, graficay simbdlica.

* Aprendanavalorar el intercambio de ideas como fuente de construccién de
conocimientos, respetando el pensamiento ajenovy, confiando en sus posibilidades de
planteary resolver problemas.

* Trabajencolaborativamente aceptando responsabilidadesy respetandolas normas

escolares. Se comuniqueny vinculen con sus compafieros, docentes, directivos, y
personal nodocente, de maneracordial y respetuosa.

Ademasresultariaimportante:

*  Transmitiralosalumnoslaconviccion de que el aprendizaje de lamatematicaes una
cuestién de trabajo, estudioy perseveranciay, porlo tanto, accesible atodos.

*  Promoveruntipode trabajo quelleve alos estudiantes a concebirlamodelizacién
como un aspectofundamental de laactividad matematica.

* Quelosalumnos puedanaplicarlas herramientas que brinda estaareadel
conocimiento aotras areas como por ejemplo: Lafisica, la economia, Biologia,
Estadistica, entre otras.
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* Quelosalumnos puedanentenderlautilidad de lademostracion en matematica.

Objetivos especificos.

Bloque I: Funciones.

El trabajo deberd crear condiciones para que los alumnos puedan:

* Reconoceralasfunciones como herramientas valiosas, Utiles para modelar distintos
fendmenos en diversos campos del conocimiento.

* Estudiarlas funciones representadas atravésde: Férmulas, tablasy graficos.

* Reconocereldominioylaimagende unafuncién.

* Valorarla nociéonde funcidn paraanalizar la vinculacién entre dos variables.

* Utilizarsoftware como soporte parala producciény el andlisis de graficos de
funciones.

Bloque II: Elementos de analisis matematico:

Introduccion al concepto de limite de una funcion:
El trabajo deberacrear condiciones paraque los alumnos puedan:

*  Comprenderlanociénintuitivadel conceptode limite de unafuncion.

* Calcularlimitesfinitos de funciones, aplicando las reglas desarrolladas.

* Comprender el razonamiento utilizadoenlas demostraciones.

* Estudiarel caso de funciones que notienen limite paraalgin valorde su dominio.

e Utilizarlaideade limite para estudiarlanocién de continuidad de funciones.

Derivada de una funcién:
El trabajo deberd crear condiciones para que los alumnos puedan:

* Comprenderlasdistintas maneras de interpretarel conceptode derivadade una
funcién.

* Aplicarlas herramientas del analisis matematico alaresolucion de diversos problemas
propios de lamatematicay de otras ramas del conocimiento.

* Aplicarlasreglasde derivacién adistintas funciones.

* Comprender elrazonamiento utilizado en las demostraciones.
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El trabajo deberacrear condiciones paraque los alumnos puedan:

* Vincularlos conceptos de Derivada e Integral de unafuncién.
* CalcularlaIntegral de funciones elementales.

* Aplicarlaintegral endiversos problemas: Calculo de areas, velocidad instantdaneaa
partir de la aceleracién, Calculo de probabilidades, entre otras.

Bloque: Geometria Analitica:

El trabajo deberd crear condiciones paraque losalumnos puedan:

* Identificarydiferenciarlas distintas ecuaciones correspondientes a: elipse, pardbolae
Hipérbola.

* Trazar las curvas correspondientes a dichas secciones conicas utilizando el software
Geogebra.

* Comprenderlas propiedades de las secciones cdnicas.

Organizaciény secuenciacion delos contenidos
Bloque I: Funciones:

Enfoque del objeto de estudio.

Se propone una aproximacion alestudio de funciones sin "pasar” por relaciones entre conjuntos
finitos, privilegiando una entrada a partir de los grdficos como soporte para estudiar el
comportamiento delas variables en juego. La resolucion de problemas vinculados a procesos a
partir de las representaciones grdficas precederd cualquier definicion formal del concepto de
funcion.

I. Funciones que puedan expresarse mediante unaférmula: Produccidn e interpretacién de
férmulas que modelan situaciones contextualizadas. Funciones como herramientas para
modelardistintos fendmenos.

.Representacion graficade distinto tipos de funciones através de software.

1"l Definicién de funcién. Imageny dominio de unafuncidn. Funciéninyectivay funcidn
sobreyectiva.
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Actividades. Anexo A: Funciones.

Bloque II: Elementos de analisis matematico

Introduccion al concepto de limite de una funcion:

Enfoque del objeto de estudio.

Se propone una introduccion al estudio del limite de una funcion privilegiando una
aproximacion intuitiva, numérica y grdfica de los mismos. No serd objeto de la materia la
definicion formalde dicho concepto.

I. Limite de unafuncidn. Limiteslaterales. Nocidnintuitiva.

Il. Propiedadesde loslimitesfinitos.

I1l. Formasindeterminadas.

IV. Limite de las funciones trigonométricas.

V. Limites notables.

VI. Continuidad de unafuncion

Actividades. Anexo B: Limite de una funcion.

Derivada de una funcion:

Enfoque del objeto de estudio.

Se propone una introduccion al concepto de derivada de una funcién a través del andlisis de dos
problemas: La Velocidad instantdnea de un movil, problema de mecdnica, y la pendiente de
una recta tangente a una curva, problema geométrico. Dicho andlisis precederd a cualquier
definicion formal del concepto de Derivada.

I. ProblemadelaVelocidadinstantaneade un moévil y problemade larecta tangente auna
curva enun punto. Ejemplos

Il. Definicién de Derivadade unafuncidn. Interpretacion en términos de tasa de cambio.
IIl. Propiedades de las derivadas.

IV.Aplicacidon de laderivadaadistintas ramas del conocimiento. Problemas de optimizacion.

Actividades. Anexo C. Derivada.

Enfoque del objeto de estudio.
84



Se propone una introduccion al concepto de integral de una funcion a través del estudio

de problemas donde conocida la derivada de la funcidn se pida la funcion primitiva. 1.

Problemas donde conocidalafuncién derivadase requieralafuncién primitiva.

Il. Funcién Primitivade unafuncién.

I1l. Propiedades de las funciones primitivas.

IV.Calculodeintegrales de funciones elementales. V. Aplicacién de laintegral de unafuncién.

VI.Relacién entre el concepto de Derivadae Integral de unafuncién.

Actividades. Anexo D: Integrales.

Bloque Ill: Geometria analitica:

Enfoque del objeto de estudio.

Se propone para el desarrollo de dicho bloque el estudio de aspectos elementales de la
geometria analitica privilegiando la construccion de las secciones conicas con la utilizacion del
software como soporte, como asi también el estudio y andlisis de las propiedades mds
importantes de dichas secciones.

I. Distanciaentre dos puntos.

Il. Circunferencia. Definicién. Ecuacidn general. Casos particulares. Interseccién con los ejes
coordenados.

I1l. Secciones conicas. Definicion de: Elipse, Hipérbolay parabola. Ecuaciones centradas en el
origen. Construccion de las secciones conicas utilizando Geogebra.

IV.Propiedades de las secciones cdnicas.

V. Deducciénde las ecuaciones de las secciones conicas.

Actividades. Anexo E: Geometria analitica.

Recursos.

Para el desarrollode las clases se utilizaran los siguientes recursos:

* Guia de actividades presentadas alosalumnos en diversos formatos: Aula
virtual, fotocopias, grupo de facebook.

* Netbooks. Ademdsde las maquinas de cadaalumno laescuelaconstacon dos
salasde computacidony netbooks para trasladaral aula.
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* Software. Se propone la utilizacién del software Geogebra.

* Teléfonoscelulares. Apps: Matematicas.

* Retroproyector. Cadaauladel colegio cuentaconun cafidny sistemade
audio. Conexién wifi.

* Bibliografia. Labibliografiasugeridaal alumno es seleccionada de distintas
fuentes. (Se explicita en bibliografia parael alumno)

Participacion de los alumnos.

Se propone alosalumnosresolver actividades trabajando engrupos de 304
compafieros, buscando favorecer unaprendizaje colaborativo. (Se les permite que ellos
mismos decidan comaarmar dichos grupos).

Resultade gran importanciaen el desarrollade los diversos bloques que componen la
planificacidon la participacién activa de cada uno de losalumnos tanto enla resolucidon de las
actividadescomo enlabusquedade informacidn necesaria pararesolverlas. En todo momento
puedenusarsusteléfonoscelularesatal fin.Y Se incentivaraalalecturadel material tedrico
enclases.

Organizacion del escenario

Se destina un tiempo durante el cual cada gruporesuelve las actividades propuestas.
En ese lapsode tiempo el docente interactua con los alumnos parafacilitarlas herramientas
necesarias parala comprensiény resolucién de las actividades. Luego se realiza una puestaen
comun con todos los grupos donde el docente es el encargado de gestionarla.

Evaluacion.
Se propone lassiguientes instancias de evaluacion:
* Dos evaluaciones portrimestre. 0 Una evaluacion Trimestral de caracter

acumulativa.
* Unseguimiento continuode laevolucién de losalumnos.
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Criterios de Evaluacion.

Se tendran en cuentalossiguientes criterios:

* Interpretaciénde consignas.

* Manejoadecuadode laterminologiay notacién especificadel tema.
* Interpretacion del contexto de cadaactividad.

* Participacion Activade cadaalumnoen el trabajo grupal.

Una alternativa parala correccién de las evaluaciones es marcar donde se encuentran los errores
y luego que seanlosalumnos quienes digan cuales son. De esta manerase puede lograr
involucraral alumnoenun procesodonde el errores parte del proceso ensefianza-aprendizaje.

Bibliografiarecomendada para el alumno:

Altman, SilviaV.; Comparatore, ClaudiaR.; Kurzrok, Liliana E. (2003). Matemdtica polimodal

Andlisis 1 y 2. Argentina:longseller.

Altman, SilviaV.; Comparatore, ClaudiaR.; Kurzrok, Liliana E. (2003). Matemdtica polimodal
funciones 1. Argentina: longseller.

Guia de Actividades. Recopilaciéon de ejercicios y problemas.
Solérzano Loaiza, Luis. Secciones Conicas. Objetos para aprendizaje. México: Universidad de

Gualadajara. Recuperado de: http://sitios.usac.edu.gt/seccionesconicas/introduccion.html el
15/03/2015
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Anexo A : Funciones 7°DyF

Las funciones constituyen una poderosa herramienta para analizar y predecir el
comportamiento de fenomenos de la naturaleza, fenomenos sociales, etcétera.

Los bidlogos, los fisicos, los ingenieros, los economistas, las utilizan en sus respectivas
disciplinas para resolver las cuestiones mas variadas. Mediante ellas es posible determinar la
abundancia o la escasez de una especie hasta que envase resulta mas economico de fabricar
entre varios que tengan la misma capacidad.

Actividad 1:

Dada la funcién: r(v) = 0,5v.(18 — v), donde r es el rendimiento en km/litros y v es la
velocidad de un auto en Km/Hs.

a) Obtener el dominio de la funcion

b) Obtener a qué velocidad se da el rendimiento maximo.

Actividad 2:

Si el litro de nafta cuesta $10 se venden 5000 litros mensuales y si sube el litro a $13 se
venden 3800 litros por mes:

a) Determinar la demanda en funcién del precio que responda a una funcion lineal
b) Especificar cuél es la ordenada al origen y la pendiente. (analizar)

Actividad 3:

Juan es bidlogo y se dedica a estudiar el comportamiento de cierto tipo de células, observa
que la cantidad de dichas células aumenta duplicdndose cada hora.

a) Encuentre la formula que nos permite hallar la cantidad de células en funcién de “t”.

b) ¢Cudntas horas transcurrieron desde el momento inicial si la cantidad de células es
igual 5120?

Paginalde 4
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Anexo A : Funciones 7°DyF

Actividad 4:

Dadas las siguientes funciones:

flx) =x?

x2-1

glx)= >

sinx
h(x) = ==

x2-1
x2-2

I(x) =

Actividad 5:

J(x) =cosx
K(x) = |x|
L(x)=7*

M(x) = log(x)

N(x)=yx?-1

A) Graficar con Geogebra. Luego encontrar el
dominio de cada una.

B) Encontrar laimagen para x = 0;x =
S5;x=10

C) Encontrar gréfica y analiticamente la
ordenada al origen.

D) Hallar gréfica y analiticamente las raices.

E) Buscar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

F) Determinar los conjuntos de positividad y
negatividad

G) Determinar si dichas funciones son pares o
impares

F) Clasificarlas.

Se conoce que una empresa dedicada a la fabricacion de telas plasticas tiene la siguiente
estructura de ingreso total en funcién de las cantidades demandadas IT = 6q.

Se sabe ademas que tiene costos fijos de $4.400 y los costos variables son de $0.5 por unidad.

a) Hallar la funcién de utilidad UT(q) de esta empresa.

b) Analice que sucede cuando la produccién es cero.

¢) ¢Qué representa la pendiente positiva de la funcién?

d) Determine el dominio y el recorrido de la funcién UT(q), suponiendo que el
maximo de produccién es de 8.000 metros.

Trabajando con las funciones de IT(q) y CT(q) de este ejercicio

e) Obtener el punto de equilibrio e interpretar su significado.
f) Que sucede a la “izquierda” y “"derecha’” de dicho punto.

Pagina2ded
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Anexo A : Funciones 7°DyF

Actividad 6:

El siguiente grafico representa la distancia a la terminal de dos micros:

a) ¢Salen los dos microsala

g e misma hora? ¢Y del mismo
i lugar?

2 micro 3 b) ¢Se cruzan en algin

§ / momento?

L.' / c) ¢Se detuvo alguno de los dos
L] micros en algin momento?
:

tiempo (horas)

Actividad 7:

En cierta ciudad existen dos empresas de taxis: la empresa “A” y la empresa “B”. La primera
cobra el viaje segun la siguiente funcion y = f(x) = 10,10+ 0,5 x y la empresa “B” segun la
funciény =f (x) = 10,50 + 0,46 x

a) Identificar en cada funcién la pendiente. { qué representa, en el contexto de este
problema, dichas constantes?

b) Graficar la funcién correspondiente a la empresa “B". ¢ Cudl es la ordenada al origen?
¢Qué representa?

c) En el mismo sistema de coordenadas graficar la funcién lineal correspondiente a la
empresa “A”. ¢ Cudl es la ordenada al origen? ¢ Qué representa?

d) Para realizar un viaje de 10 cuadras {qué empresa conviene? ¢ Y para realizar uno de
27 cuadras? ¢ por qué?

e) Sinecesitamos viajar 20 cuadras ¢Qué empresa conviene escoger?

f) ¢Cudndo conviene viajar con la empresa A? ¢Y con la B?

Actividad 8:

Un fabricante elabora una lata de metal que contiene 1 L de aceite ¢ Qué radio reduce al
minimo la cantidad de metal en la lata?

Actividad 9:

Se construira una caja con una abertura en la parte superior a partir de una pieza rectangular
de cartén con dimensiones 12 por 20 pulgadas cortando cuadrados iguales de lado x en cada
esquina y luego doblando los lados hacia arriba. Encontrar el volumen mas grande que puede
tener la caja.

Pagina3ded
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Anexo A : Funciones | 7°DyF

Actividad 10:

En el campo, algunos bebederos para animales tienen una forma como la que se esquematiza

En el dibujo.

Se necesita graduar una varilla colocada en forma vertical
sobre uno de los lados (uno de los trapecios) para
precisar el nivel del agua correspondiente a 100, 200,
300, ... litros

Bibliografia:

Altman, Silvia V.; Comparatore, Claudia R.; Kurzrok, Liliana E. (2003). Matemdtica polimodal
Funcionesl. Argentina: longseller.

Segal, Silvia; Giuliani, D. (2008). Modelizacion matemadtica en el aula. Posibilidades y
necesidades. Argentina: Libros del Zorzal.

Piginadded
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Anexo B: Limite de una funcion 7° DyF

Actividad 1: Dada la siguiente grafica de una funcién

e
I\

Obtener:

1 lime,_y-(g(x))  4.lim,_y+(g(x))
2. lim,,_;+(g(x)) S.imyy- (g(x))
3. lim__, (g(x)) 6.lim__, (g(x))

Actividad 2 : Dada la siguiente funcién

_/T' a0
Obtener:
1. lim.\.'—h—]. f('() 3. lim.\-—-z f(l)
2. limy.g f(x) 4. lim,_4 f(x)
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Anexo B: Limite de una funcion

I 7° DyF

Actividad 3: Calculara los siguientes limites.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Actividad 4: Calcular los siguientes limites (Funciones trigonométricas)

1.

2.

lim ., (7x—4)

- 3

lim __, (2x® —5x)
limg_o[(x% + 1)(3x — 1)]

lim—a ]

. x*-
limy_, [iiTﬂ]
lim,_;V3x =5
lim,_,_,V5x% + 2x

limy_,_,(2x* + 15)!2

4xi+gx L

lim x-a( 4 )z

i
lim,_g(2x* —9x? +19)72

—x3-2x3+1
i s F )

2
+2x-24
lim e
x—4 x—4 ]

+?x+10

]imx_._z[’

I42x+6

limy__y m]

limy2 [

+xi+3x

]Im,,...,[Jr

. 2x%-x.
llmx_%[ Fy— ]

2x3—x2

]

limx—s-ll[

limyo [am 4x

limy—o [sm 5x
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Anexo B: Limite de una funcion I 7¢ DyF

3. lim_\._,n[::l—‘:;]

. 3x
4. llm_\._,n[m]

2

: 3x
5. lllnhnm
. (tan 5x)%
6. limyo——3

Actividad 5: Dada la funcion

2 . Analizar la continuidad de
X six=s1
f(x)enx =1
f(x) 2x —1 six=1
Actividad 6. Dada la funcidn
x six <2 Analizar la continuidad de la

g(x) funciénenx = 2

3 six>2

Actividad 7. Dada la funcion

. Analizar la continuidad de la
X six<3
funcionenx = 3
h(x) 4 six=3

—x six>3

Actividad 8.Dada la funcion

2v2 —x

I(x) =

X

Analizar la continuidad de dicha funcinenx =0
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Anexo C: Derivada |72

Actividad 1:
Considere la funcién f(x) = 4 — x?

a) Calcular la pendiente de la recta secante que une los puntos A(-2,0) y B(3,-5)

b) Encuentre la pendiente de la recta tangente a f(x) en el punto Ay B.

c) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a cada uno de los puntos mencionados.
d) Graficar,

Actividad 2:

Consideren la funcién d(t) = —t? + 8t + 5t que relaciona la distancia (d) a la ciudad de San
Juan de un camidn, medida en metros, con el tiempo de marcha (t), medido en segundos.

a) Calculen la velocidad media entre los 2 y 3 segundos.

b) ¢Habré algun instante en que el camidn estuvo parado? ¢ Cual?

c) ¢Cudnto tiempo después de haber comenzado la marcha el camién alcanza una
velocidad instantanea de 10%?

Actividad 3:

Considere la funcién g(x) = x® + 1

a) Calcular la pendiente de la recta secante que une los puntos A(2,9) y B(-1,0)
b) Encuentre la pendiente de la recta tangente a g(x)en los puntos Ay B.

¢) Encontrar la ecuacidn de la recta tangente a la funcién en los puntos Ay B.
d) Graficar.

Actividad 4:

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva y = x% — 3x 4 2 en los puntos donde
x=-2,x=15 x=0

Actividad 5:

.z .r 1 1
Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x}men el punto (1,;).
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Actividad 6:

. . . . 1 .
Cierto cultivo de bacterias crece de modo que tiene una masa de Etz + 1 gramos después de t

horas.

a) ¢écuanto crecio durante el intervalo 2 <t < 2.01?
b) ¢Cuél fue el crecimiento medio durante el intervalo 2 < t < 2.01?
c) ¢éCudl fue la razén de crecimiento instantdneo cuandot = 2?7

Actividad 7:

Suponga que la ganancia en délares de fabricar x libras de un producto esta dada por
G(x) = 0,5x — 0,002x2. Encuentre la tasa de cambio instanténea de la ganancia cuando
x = 10; cuando x = 100.

Actividad 8:

El peso de un tumor maligno en el momento t es W(t) = 0,2t% — 0,09t, donde t se mide en
semanas. Encuentre el indice de crecimiento del tumor cuando t = 10.

Actividad 9 : Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=3".senx

b) g(x) ==
) h(x)=(x+3).(x*+5)
d) I(x) =cos(3x* + 5x)

1—-cosx.

0 16 = In(E)
) k(x) = (2x+3)"*
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Anexo C1: Aplicaciones de la derivada 7°DyF

i wig 2 s d
Si sabemos que y = f(x), es una funcién, se puede interpretar entonces que la derivada %es la

rapidez o tasa de cambio instantanea de y respecto de X. Por lo tanto en el estudio del célculo
diferencial es primordial la idea de variacion o cambio continuo. En este sentido el concepto de
derivada es interdisciplinario, puesto que existen una gran variedad de situaciones donde
podemos aplicar el concepto de derivada de una funcion.

Tengamos presente la idea basica de las tasas de cambio. Si X cambiade X a X, ese cambio es:

Y el cambio correspondiente en y es
Ay= f(%)- f(X)

Ay_ flx)- fx)
Ax XX

El cociente de las diferencias , es la rapidez (o tasa) promedio de cambio

de y con respecto a x en el intervalo [ X, X, ].

& A d - 3 g i
Y limpyg Ey = ﬁ , siempre que dicho limite exista.

Actividad 1: Aplicacién a la Fisica.

La posicidén de una particula se expresa por medio de la funcién

f(t)=t3—6t2+9t
Donde t esta expresada en segundos y f(t) en metros.

a) Calcular la velocidad en el momento t.

b) ¢Cual es la velocidad pasados dos y cuatro segundos, respectivamente?
c) ¢écuando se encuentra en reposo la particula?

d) écuando se mueva la particula en direccion positiva?

e) ¢écual es su aceleracion a los cinco segundos?

Actividad2:

3
s . = cm
A un globo esférico se le bombea aire de forma que su volumen aumenta a razén de ZOOT.

¢Con qué rapidez crece el radio del globo cuando su didmetro es de 30 cm?
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Anexo C1: Aplicaciones de la derivada 7°DyF

Actividad 3:

. . o0z . - m . .
Se vierte gasolina en un tanque cilindrico a razon de 8? Si el radio es la cuarta parte de la altura

¢A qué velocidad sube el nivel de gasolina cuando h = 3m?

Actividad 4:
Supongamos que una empresa ha estimado que el costo de producir x articulos es
C(x) = 10000 + 5x + 0,01x2

Calcular el costo marginal para un nivel de produccién de 500 articulos. ¢ Qué representa dicho
concepto?

Actividad 5:

En la fabricacidn y venta de x unidades de cierto bien de consumo, las funciones de precio p y de
costo C estan dadas por

p(x) =5—0,002x
C(x)=3+1,1x

Determinar el nivel de producciéon que producira la maxima utilidad total.

Actividad 6:

La funcién demanda de un cierto bien, responde a la funcién: ¢ = 18 — p? calcular la elasticidad
puntual de la demanda para un precio de $S2.

Actividad 7:

Un campesino cuenta con 2400 pies de cerca y desea encerrar un campo rectangular que bordea
un rio recto. En la rivera no necesita cercar. ¢ Cuales son las dimensiones del terreno que ocupa el
area maxima?
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Anexo C1: Aplicaciones de la derivada 7°DyF

Actividad 8:

Se fabricara una lata cilindrica que contenga 1 litro de aceite. Calcula las dimensiones que

minimicen el costo del metal en la manufactura de la lata.

Actividad 9:

Una caja rectangular se fabrica con una pieza de cartén de 24 pulgadas de largo por 9 de ancho, de
la cual se cortan cuadrados idénticos a partir de las cuatro esquinas y se doblan los lados hacia
arriba.

Determinar las dimensiones de la caja de volumen maximo. ¢ Cudl es este volumen?

Actividad 10:

Un pasillo de 6 pies de ancho da la vuelta en dngulo recto. ¢ Cuél es la longitud de la varilla delgada
mas larga que puede transportarse alrededor de la esquina? Suponer que la varilla no puede
doblarse.

Actividad 11:

Una canaleta metélica para desagote del agua de lluvia tiene 3 pulgadas y un fondo horizontal de 3
pulgadas, los lados forman dngulos iguales 8 con el fondo (ver figura). ¢ Cuél debe ser dicho &dngulo
para maximizar las capacidad de desagote de la canaleta?

Actividad 12: Resolver las siguientes ecuaciones

a) x? — 3x = 5 con siete decimales de precision.
b) 2+sen(x) =x (xpositiva)
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ANEXO 1l

Reglas basicas de derivacion

Derivada de la suma:

hiz) = flz) +glx)

Wiz)= fliz) + ¢ (x)

Derivada del producto por una constante:

hzr) =rcflx)

Derivada del producto:

hzx) = flx) glx)

Derivada del cociente:

flz)
glzx)

hir) =

Wiz)=cf'lx)

W (x) = f'(z) g(z) + f(x)g'(x)

f'lz) glz) — flz)g'(z)

Wix) = _
o glz)?

Derivadas de algunas funciones particulares

- _ Funcién
flr)=c (constante)

flz) = (identidad)
flz)=2" , neR
flz) = sen(x)

flx) = cos(x)

flxr) = tan(x)
f)—e

flz)=a" , a=0
f(x) = log(z)

flz) =z

fo) =@+ -2 .

a,b e R ()

- Derivada
fillx)=0

fllr) =1
flx)=na""!
f'lz) = cos(x)
f'{z) = —sen(x)
L 1

.fjll.'il.] = ¥ W

coslr)=
) =

f'{z) = logla) a®

: 1
fllz) = -
r

f'(a) =

2/t
—b+x

a’?+ (b—x)?
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ANEXO IV

Trabajo Practico - Analisis Matematico y Geometria Analitica

Objetivos:

e Comprender la utilidad de la nocion de derivada para resolver problemas de optimizacion.
e Construir modelos matematicos para aplicar a situaciones de la vida real.

e Entender las diferentes representaciones de una funcion y como se relacionan entre si.
e Aplicar las reglas de derivacion.

Consigna: Resolver la siguiente actividad en grupos de 3 o 4 integrantes, teniendo en cuenta el
andlisis realizado en los problemas resueltos en clases anteriores (problema de la caja y de la lata).
Realizar un informe escrito explicando su proceso de resolucion del problema, que contenga los
siguientes items:

e Planteo del problema: Identificar las variables y elegir el modelo (dar la funcién).

e Resolucion grafica: Identificar el dominio de la funcién. Realizar un gréafico de la funcién
(puede ser hecho a mano o puede ser una impresion de una captura de pantalla de algun
dispositivo electronico). Dar una respuesta aproximada al problema utilizando el grafico.
Realizar una interpretacion de la solucion en el contexto del problema.

e Resolucion analitica: Derivar la funcion y utilizar su derivada para dar una respuesta exacta
al problema. Verificar que la respuesta dada tenga sentido en la situacion real.

Fecha de entrega: Viernes 12 de agosto
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Actividad

Una cafieria debe ser construida desde el punto R hasta el punto S, como se muestra en el
mapa:

& o P
=] Argan:daﬁa Argandoina
g = 8 cuadras z
= £z 2 | 2 3 I
o - - 2 > )
& Lopgz )‘:ﬁﬂnes o Lipez y Planes E @ Lopez ¥
= h = ] 0
Y, % ] 2 3
E A o L 2 =
3 = z % d
i 3 : s Unidos S Estado
= g Estados Unidos B3
E] Estados Unidos z a i ol
s B é e 1
Fi - = @ = g
J'F:I'r,%m B B San Jergnimo z B g g ;
gh (‘:‘? gj E f=
= o =| ) L
=] 3 8 z 1
w Thtr Rios @ B Enwre Rios - Entre Rios
v—-o t=} o
g g 8
=Ty g .
i ruix
Bruix =
n R
i i rzan
v e Agustin Garzon B T Agustin Ga
- (] (] 5 s
2 {5—? w = = = 2

El costo de construir la cafieria atravesando la manzana es de $37000 por kilbmetro,
mientras que si se construye a lo largo de la calle cuesta $30000.

Por este motivo, la compafia constructora quiere abaratar los costos construyendo un tramo

de la cafieria bajo tierra hasta algun punto P en la calle Lépezy Planes, y otro tramo por debajo de
esa calle.

= v o
=] &rga:duﬁa Argandoia
g = 8 cuadras z
= Z & 8 = N |
g P ® 2 [ Lopez
@ | dpgz vy Planes @ opeiyeRlana = s - pezy
= M o = S o
= A o o £ 2
B = 3 % d
i 3 ; s Unidos 2 Fstado
= B EstadosUnidos B3
E| Estados Umidos 2 g i D
Y i
g 1 2 2 =
i . S oy E] =
Jm'r,ﬁm B B San Jerdnimo g B g g
T w 7] N = H
3 =] ] oy
E-:-g & g =) =, =
o z 5 < |
& B} Rios = B Entre Rios 2 Entre Rio
v—-o =) &
g g 5
=N E -
i ruix
Bruix =
n
. . i
- Agustin Garzan =] Agustin Garzo
¥ o Ly -
2 g Ej*j S 3 =z g

A qué distancia deberia encontrarse el punto P del punto S de manera tal que el costo de
la cafieria sea minimo?
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ANEXO V

Criterios de Evaluacion para el Trabajo Practico

Integrantes del
grupo:

Curso:
Calificacion:

Para evaluarsus producciones vamos ateneren cuentalos siguientes criterios de evaluacién:

1. PLANTEO DEL PROBLEMA
A. ldentificacion de variables

PUNTOS DESCRIPCION
0 Identifican mal las variables independiente y dependiente
1 Identifican bien las variables independiente y dependiente

B. Eleccién del modelo (planteo de la funcidn)

PUNTOS DESCRIPCION

0 No plantean ningun modelo

1 Plantean un modelo que no responde al problema

2 Plantean correctamente el modelo pero existen errores en la
expresion de la funcién

3 Plantean correctamente tanto el modelo como la funcién

2. RESOLUCION GRAFICA DEL PROBLEMA
A. Identificacion del dominio de la funcion

PUNTOS DESCRIPCION

0 No explicitan el dominio de la funcidn
0,5 Planteanundominioincorrectode lafuncién, con unajustificacién
1 Dan un dominio correcto de la funcion

B. Uso del grafico para dar respuesta al problema.

PUNTOS DESCRIPCION
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No dan una respuesta al problema a partir del grafico, o no
adjuntan un grafico.

Dan una respuestaerrdnea(que nose encuentre cercanaala solucion
real) al problemaa partirdel grafico

Dan una respuesta correcta (que se aproxima a la solucién real) al

problema a partir del grafico

3. RESOLUCION ANALITICA DEL PROBLEMA
A. Derivacién de la funcion

PUNTOS
0
0,5

1

1,5

DESCRIPCION

No derivan la funcion

Cometenerroresal utilizarlas reglas de derivacién de lasumay del
producto por una constante

Cometen errores al emplear la tabla con las derivadas mas
frecuentes

Derivan correctamente la funcion

B. Calculode las raices de la derivada

PUNTOS
0

0,5

1

1,5

DESCRIPCION

No calculanlas raices de la derivada
Cometen muchoserrores en el cdlculo de las raices (4 o mas)

Cometenalgunoserroresen el calculo de las raices (menos de 4)
Calculan las raices correctamente

4. INTERPRETACION DE LAS SOLUCIONES
A. Interpretacién de las soluciones en el contexto del problema

PUNTOS
0

DESCRIPCION

No llegan a ninguna conclusién a partir de los resultados
obtenidos en los métodos graficoy/o analitico

Relacionan correctamente los resultados numéricos encontrados
con la solucién del problema
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ANEXOQO VI

Guia de ejercicios - Analisis Matematico y Geometria Analitica

1) Calcular los maximos y minimos de las siguientes funciones de forma analitica. Verificar los
resultados obtenidos usando el método grafico.

—d 2 (2,10 '
g f@)=z"-=z o f(zr)=xz* (.rz + %m) — 322
-') -
22— 2% +2 | 5
b f(r)="—F""= d f(z)=-=2z+7
f(x) o Sf(x) 2(~l+ )+.2J_+3

2) Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones.
1
a. f(x) = Esen(m)+5 c flz)=ze"
b. f(x) = cos(x) (.1-3 + 3.1'2) d. f(x) = log (x) + sen(x) cos(x)

3) Encontrar la pendiente de la recta tangente alacurva ¥ — xé —Bx +2 en los puntos
donde x=-2,x=-1.5,x=0.

)
4) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la funcion J; (I ) =5/ +2z enel
punto (1,7). Graficar tanto la funciéon como su recta tangente utilizando algin software.

5) La posicién de una particula para cada instante de tiempo t esta dada por la funcién

3 2
f(t)=1"—6t°+9¢ , donde t esta expresada en segundos y f(t) en metros.

a. Calcular la velocidad instantanea de la particula en el instante t.
b. ;Cuél sera la velocidad de la particula pasados dos y cuatro segundos,

respectivamente? ;En qué posicion se encuentra en esos instantes?
¢. ¢Cuando se encuentra en reposo la particula? ;En donde se encuentra la particula en

los instantes en los cuales esta en reposo?
d. ;Cuéando se mueve la particula en direccion positiva?

6) Descomponer el nimero 16 en dos sumandos positivos tales que su producto sea maximo.
7) De todos los rectangulos de perimetro 20 cm ;Cual es el de area maxima?

8) Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso, como se
muestra en la figura. Los margenes superior e inferior deben tener 2 cm de
altura cada uno, y los laterales 1 cm. ; Qué dimensiones debe tener la hoja
para que el gasto de papel sea minimo?
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ANEXO VI

Evaluacion - Analisis Matematico y Geometria Analitica

Tema: Derivadas. Optimizacién de Funciones.

Nombre vy Apellido: Curso:

Actividades:

1) Encontrar los maximosy minimos de las siguientes funciones de forma analitica. Graficar (usando Graphero
Malmath)y decidir silos puntos obtenidos son maximos o minimos de lafuncién. (5 puntos)

a flz)=x- (3;132 —2z) — 223

2) Hallarladerivadade lasiguiente funcién. (3 puntos)

f(x) = sen(z)(z* — 32 +7) — 5z

3) Encontrar la pendiente de larectatangente ala funcién f(z) = (3z +1) - (z* +2) +2°
enlos puntos donde x=2y x=-1.(2 puntos)

Criterios utilizados para la correccién:

Ejercicio 1. El puntaje total (5 puntos), fue distribuido de lasiguiente manera:

e Derivarlafuncién (1,5 puntos)
e Resolucidondelaecuaciénf'(x)=0(0,5 puntos)
e Determinaciéndel caracter de maximo o minimo del punto calculado (0,5 punto)

Tanto elinciso 1.a.como el 1.b. tienen unvalorde 2,5 puntos.
Del total de puntaje de cadatarea, bajamos entre 0,5 puntosy 1 punto por cada error cometido. Por
ejemplo, conrespectoahallarladerivadade lafuncion, se bajé 1 punto porderivarmal el cociente, y0,5
puntos por cualquierotrotipode error.

Ejercicio 2. La correccidn se realizé de igual maneraque en el ejercicio 1, bajando 1 punto por derivar mal el
producto, y 0,5 puntos por cualquierotrotipode error.

Ejercicio 3. El puntaje total (2 puntos) fue distribuido de lasiguiente manera:

e Derivarlafuncién (0,5 puntos)
e Encontrar la pendiente valuandoladerivadaenx=2y x=-1 (1,5 puntos)
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ANEXO VIII

Evaluacion - Analisis Matematico y Geometria Analitica
Tema: Derivadas. Optimizacion de funciones.
Nombre y Apellido: Curso:

Actividades:

1. Encontrar los puntos maximos y minimos de la siguiente funcién de manera analitica. Graficar la
funcién utilizando algun software apropiado (por ejemplo Grapher) y decidir si los puntos
calculados son maximos o minimos. (4 puntos)

flz) = (3 —4) (é T+ 1) + (5.&' — .z'g}

2. Hallarla derivada de las siguientes funciones. (4 puntos)

A flz) = .a-}m.[.a'; (a:" + 3.&'2:} + 4log(x) + 2
: 2r +. :
(1) = —— = 3 (" +
b. Iz, cos(r) (t v }

- 2 A =
3. Encontrar la ecuacidén de la recta tangente a la funcion flr) =2 —4r + 95

en el punto (1,2). (2 puntos)

Criterios utilizados para la correccién:

Ejercicio 1. El puntaje total (4 puntos) fue distribuido de lasiguiente manera:

e Derivarlafuncién (2 puntos)
e Resolucidondelaecuaciéonf'(x)=0(1,5 puntos)
e Determinaciéndel caracter de maximo o minimo del punto calculado (0,5 punto)

Del total de puntaje de cadatarea, bajamos entre 0,5 puntosy 1 punto por cada error cometido. Por
ejemplo, conrespecto ahallarladerivadade lafuncidn, se bajé 1 punto porderivar mal el producto, y 0,5
puntos por cualquierotrotipode error.

Ejercicio 2. Cada inciso sumaba 2 puntos. La correccidn se realizé de igual maneraque enel ejercicio 1,
bajando 1 punto por derivarmal el productoenelincisoa) (o bienel cociente enlaparte b)),y 0,5 puntos
por cualquierotrotipode error.

Ejercicio 3. El puntaje total (2 puntos) fue distribuido de la siguiente manera:
e Derivarlafuncién(0,5puntos)

e Encontrar la pendiente valuando laderivadaen x=1(1 punto)

e Calcularlaordenadaal origen (0,5 puntos).
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ANEXO IX

Evaluacion - Analisis Matematico y Geometria Analitica

Tema: Derivadas. Optimizacién de Funciones.

Nombre y Apellido: Curso:

Mail:
Actividades:

1) Encontrar los maximosy minimos de la siguiente funcidn de forma analitica. Graficar (usando Graphero
Malmath)y decidirsilos puntos obtenidos son maximos o minimos de lafuncién. (4 puntos)

2
f(z)

_;13 — T
_2;B+5

2) Hallarladerivadade lasiguiente funcion. (3 puntos)
f(z) = (2 + 5z — 2)log(x) — T2* + 1

3
3) Encontrar la pendiente de larectatangente ala funcién flx) =2z +3) (z° +1)
enlospuntosdonde x=0y x=-2 (3 puntos)

Criterios utilizados para la correccion:

Ejercicio 1. El puntaje total (4 puntos) fue distribuido de lasiguiente manera:
e Derivarlafuncién (2 puntos)
e Resolucidondelaecuaciénf'(x)=0(1,5 puntos)
e Determinaciéndel caracter de maximo o minimo del punto calculado (0,5 punto)

Del total de puntaje de cadatarea, bajamos entre 0,5 puntosy 1 punto por cada error cometido. Por
ejemplo, conrespectoahallarladerivadade lafuncidn, se bajé 1 punto porderivar mal el cociente, y 0,5
puntos por cualquierotrotipode error.

Ejercicio 2. La correccidn se realizé de igual maneraque en el ejercicio 1, bajando 1 punto por derivar mal el
producto, y 0,5 puntos por cualquierotro tipode error.

Ejercicio 3. El puntaje total (3 puntos) fue distribuido de la siguiente manera:

e Derivarlafuncién(1,5puntos)
e Encontrar la pendiente valuandoladerivadaenx=0y enx=-2 (1,5 puntos)
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ANEXO X

Evaluacidn - Analisis Matematico y Geometria Analitica
Tema: Derivadas. Optimizacién de funciones.

Nombre y Apellido: Curso:

Actividades:

1. Encontrar los puntos maximos y minimos de la siguiente funciéon de manera analitica. Graficarla
funcidn utilizando algun software apropiado (por ejemplo Grapher) y decidir si los puntos
calculados son maximos o minimos. (5 puntos)

@
o r“+ 4
flo) = ——
' 2r+ 3
2. Hallarla derivada de la siguiente funcion. (3 puntos)
flz) == (3E'5—TE'J—£—3E”I-
Jlr) =/ : : 5

“

- e o
3. Encontrar la pendiente de la recta tangente a la funcién flr) =" —da

en el punto (1,-1). (2 puntos)

Criterios utilizados para la correccion:

Ejercicio 1. El puntaje total (5 puntos) fue distribuido de la siguiente manera:
e Derivarlafuncién (2 puntos)
e Resolucidnde laecuaciénf'(x)=0(2puntos)
e Determinaciéndel caracter de maximo o minimo del punto calculado (1 punto)

Del total de puntaje de cadatarea, bajamos entre 0,5 puntosy 1 punto por cada error cometido. Por
ejemplo, conrespectoahallarla derivadade lafuncién, se bajé 1 punto porderivarmal el producto, y 0,5
puntos por cualquierotrotipode error.

Ejercicio 2. La correccidn se realizé de igual manera que en el ejercicio 1, bajando 1 punto por derivar mal el
productoenelincisoa) (obienel cociente enlaparteb) ),y 0,5 puntos por cualquierotrotipo de error.

Ejercicio 3. El puntaje total (2 puntos) fue distribuido de la siguiente manera:

e Derivarlafuncién (0,5 puntos)
e Encontrar la pendiente valuando laderivadaenx=1(1,5 puntos)
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Los abajo firmantes, docentes de la materia Metodologia y Practica de la
Ensefianza, damos Fe que el presente ejemplar impreso se corresponde con el
Informe Final de Practicas aprobado.



