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Resumen

Empezamos estableciendo las bases de la teoria de los polinomios ortogonales
matriciales. Con esto nos referimos al estudio de la sucesién de polinomios que re-
sultan del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a partir de un producto
interno matricial particular definido por un peso matricial positivo W soportado en
un intervalo real determinado. Ademads, estudiamos en detalle el algebra D(W) de
los operadores lineales diferenciales que tienen a esta familia de polinomios como
autofunciones, definiendo en el proceso la nocién de operador diferencial simétri-
co. También daremos una vista rapida pero detallada del Problema Biespectral, en
una version escalar y bastante general. Por tltimo, abordaremos el Problema de
Time-Band-Limiting Matricial, cuyo ingrediente clave es la propiedad biespectral
que satisfacen algunos de sus agentes principales. En general, daremos una presen-
tacién basada en las publicaciones [8; 2, 7].

Abstract

We begin by establishing the foundations of the theory of matrix-valued orthogo-
nal polynomials. By this we refer to the analysis of the sequence of polynomials ari-
sing from the Gram-Schmidt orthogonalization process built upon a specific matrix-
valued inner product, in turn defined by a matrix-valued weight density function
W supported on some real interval. We also review in detail the algebra D(WV) of
linear ordinary differential operators possessing the aforementioned polynomials as
eigenfunctions, defining in the process the notion of a symmetric differential ope-
rator. Next we give a quick but thorough overview of the Bispectral Problem, in a
scalar and mostly general version. Lastly, we tackle the matrix version of the Time-
Band-Limiting Problem, whose crucial ingredient is the bispectral property satisfied
by some of its main agents. The publications [8, 2, 7] are our main sources for the
present work.

Clasificacién (MSC 2020): 33C45, 34110, 42C05, 47180, 94A11

Palabras claves: pesos matriciales, polinomios ortogonales matriciales, algebra
de operadores diferenciales, biespectralidad, ad-conditions, time-band-limiting.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo empieza estableciendo un marco tedrico sélido sobre los polinomios
ortogonales matriciales que surgen a partir de un peso matricial positivo definido
en un intervalo de la recta real; las principales referencias son [8, 9]. Més especi-
ficamente, dado un ndmero natural d fijo, un peso matricial positivo de tamano
d x d soportado en un intervalo real (a,b) (no necesariamente finito) es una funcién
Lebesgue-medible W definida en (a, b) y que toma valores en las matrices complejas
d x d, tal que W (z) es una matriz autoadjunta y definida positiva para casi todo
z € (a,b). A partir de esto, es posible definir un producto interno matricial en el
espacio de polinomios matriciales:

(P,Q) = / P(z)W (2)Q(z)" dz, P, polinomios matriciales,
(a,b)

en donde A* denota a la matriz transpuesta conjugada de una matriz A.

Mediante un proceso de ortogonalizacién analogo al de Gram-Schmidt, y asu-
miendo que W tiene todos sus momentos finitos, es posible generar una sucesion
de polinomios ortogonales { P, }nen, (No denota a N U {0}) respecto del producto
definido arriba, de manera que el grado de P, sea n.

Una de las propiedades importantes de la sucesién { P, }nen, €s que esta familia
de polinomios satisface una relacion de recurrencia de tres términos, o dicho en
palabras mas vinculadas al Problema Biespectral que se presentara mas adelante,
satisface una ecuacion en diferencia de segundo orden de la forma

LP, = zP,,

con L un operador lineal en diferencia de segundo orden actuando por izquierda en
la variable discreta n.

La segunda propiedad importante de la sucesion { P, },cn, es una hipétesis clave
de este trabajo: la existencia de un operador lineal diferencial ® de segundo orden
actuando por derecha en la variable continua z, que es a su vez simétrico en (a, b) res-
pecto del producto interno mencionado al principio, y que tiene a la ya mencionada
familia de polinomios ortogonales matriciales como autofunciones:

P,® =A,P,.
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En este caso, los autovalores {A, }nen, tienen cardcter matricial, y como siempre que
se trabaja con productos no conmutativos, es vital respetar a qué lado actian estos
operadores matriciales. En general, vamos a escribir a los operadores diferenciales

como
. .
0 =N 0F), 0= ay
- : i\T ) - dx )
=0
para ciertas funciones matriciales F;, ¢ = 0,...,m, y su acciéon sobre un polinomio

matricial P es la siguiente:

PO = Z &'(P)Fy(z) = Z PO () Fy(x).

Este par de operadores actuando sobre las distintas variables de una familia
de funciones {P(x,n) = P,(x)}nen, da lugar a una de las mas famosas versiones
del Problema Biespectral, y que va a tener suma relevancia en el desarrollo del
Problema de Time-Band-Limiting que se presentara en los tltimos dos capitulos de
este trabajo.

Dejando de lado los polinomios matriciales especificamente, el trabajo continua
con una vista rapida de una versiéon bastante general del Problema Biespectral. La
principal inspiracién para este capitulo es [2]. Este problema, en su versién escalar,
puede introducirse asi: sea 1(x,y) una funcién de dos variables y sean M, y Z, un
par de operadores actuando sobre las variables x e y respectivamente, y para los
cuales la funcién ¥ (zx,y) constituye una familia de autofunciones:

Myp(z,y) = py)v(z,y) y  Zy(r,y) = E(@)Y(z,y).

La funcién u(y) juega el rol de autovalor de M, asociado a la autofuncion ¢ (z,y)
vista como funcién de x para y fijo, y la funcién £(z) juega el rol de autovalor de Z,
asociado a la autofuncién ¢ (x,y) vista como funcién de y para z fijo. Un ejemplo
histéricamente muy relevante de una situacién asi es la funciéon

Y(z,y) = e,

con los operadores diferenciales

El Problema Biespectral trata de encontrar todas las situaciones como la ya
descrita, en general con operadores lineales M, y Z, de tipo diferencial y con una
funcion ¢ (x, y) suficientemente diferenciable segiin corresponda.



Otro ejemplo famoso y muy importante de una situacion biespectral que se vin-
cula con ciertos polinomios igual de importantes es el siguiente: si consideramos las
variables x € R y n € Ny, los operadores

Maf(am) = (1 =) T (0. m) + (8 — 0= (o + 6+ 2)2) % (a,m)
y
Zuf (o) = @, f e+ 1) + b f(an) + e, flen — 1),
con

2+ (n+a+F+1)

T Gntat+Bt+D@ntatpt+2)
ﬁ2—(1/2

" 2ntatB)2nta+B+2)

. 2(n+a)(n+pB)

@Cn+a+B)2n+a+B+1)

son “operadores biespectrales” para la familia P (z,n) = pL?) (x) de los poli-
nomios de Jacobi:

M PO (@) = —nn+a+ B+ DPEI @)y Z,POP (@) = ePP) ().

Por ultimo, este trabajo finaliza con una importante aplicacién del fenémeno
biespectral: el Problema de Time-Band-Limiting. Las principales referencias son
[7, 10]. Este problema tuvo motivacién en una pregunta de C. Shannon que senté
las bases de la Teoria de la Informacién: conociendo parcialmente la transformada
de Fourier sobre una banda limitada de frecuencias de una sefial desconocida con
una duraciéon temporal finita, ;cémo podemos usar esta informacién “ruidosa” para
recuperar lo més fielmente posible la senal original?

La respuesta a esta pregunta, en términos matematicamente precisos, es que
debemos recuperar la proyeccion de la sefial desconocida sobre el subespacio del es-
pacio de Hilbert generado por un ntimero finito de autofunciones de un determinado
operador integral. Cualquier alternativa sufrird problemas de estabilidad numérica.

Esto trae a discusion el problema de calcular estas autofunciones de forma precisa
y econdémica para asegurar la calidad del esquema de reconstruccion de la senal. Si
resulta que este conjunto de autofunciones no genera un subespacio suficientemente
grande para asegurar la resolucion deseada, deberemos medir la transformada de
Fourier sobre una banda de frecuencias mas ancha. Esto a su vez obliga a modificar
el operador integral del cual queremos calcular sus autofunciones para consolidar la
mejora causada por el conjunto mas grande de mediciones.

La necesidad de calcular estas autofunciones numéricamente es verdaderamente
un obstaculo serio, para el cual D. Slepian, H. Landau y H. Pollak encontraron una
solucién revolucionaria: ellos pudieron construir explicitamente un operador dife-
rencial de segundo orden cuyas autofunciones son automaticamente autofunciones
del operador integral ya aludido anteriormente [13, 11, 12, 15, 16, 17]. El célculo
numérico de las autofunciones de este operador diferencial reduce el problema que
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originalmente era global a uno local. Todavia mas importante, los autovalores del
operador diferencial estan mas separados entre si, lo que simplifica la labor numé-
rica. Desde este punto de vista, es dificil imaginar una situacién mejor al que se
encontraron estos cientificos de Bell Labs.



Capitulo 2

Polinomios ortogonales matriciales

2.1. Notacién y convenciones

A lo largo de este trabajo vamos a usar las letras mayusculas de imprenta como A,
B,C, X,Y, Z, ... paradenotar a matrices o funciones a valores matriciales. En esta
practica también englobamos a los operadores actuando entre espacios de funciones
matriciales, siendo las funciones polinomiales las protagonistas del trabajo. Algunas
excepciones corresponden a la notacién de ciertos conjuntos, como por ejemplo E, G
o K, que seran aclaradas cuando aparezcan. También, ciertos parametros especiales
del tema tratado en el momento irdn en mayusculas, como por ejemplo un niimero
natural fijo V.

Vamos a usar las letras mintsculas de imprenta como a, b, ¢, d, p, q, x, y, 2,

.., para denotar constantes complejas, variables continuas, y en general parametros
numéricos que pueden tomar valores en los niimeros complejos. Se reservan letras
como i, j, k, £, m, n, ..., para denotar nimeros enteros. También se reservan letras
como f, g, h, ..., para denotar funciones de todo tipo segin la necesidad.

Con respecto a la letras griegas, tanto mintsculas como mayusculas, su uso es
variado. En general se usaran las mintsculas para nimeros complejos o funciones
de todo tipo, mientras que las mayusculas en general se reservan para matrices,
funciones matriciales u operadores actuando entre espacios de funciones matriciales.
En algunas pocas ocasiones habran excepciones que se aclararan cuando aparezcan.

Adoptaremos las siguientes convenciones para todo este trabajo. Si en algun
capitulo alguna de ellas deja de aplicar, se avisara explicitamente.

= Se denota a N U {0} como Ny. En particular, se considera que el conjunto N
empieza a partir de 1.

= Si z es un nimero complejo, su conjugado se denota como Z.

= Todas las matrices, salvo mencién explicita de lo contrario, tienen entradas
complejas, son cuadradas y de tamano d X d con d un niimero natural fijo.

= A denota a la x-algebra compleja de las matrices d x d sobre C, en donde [
denota a la matriz identidad y A* denota a la matriz transpuesta conjugada
de la matriz A.
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= Aquellas matrices que satisfagan A = A* seran denominadas simétricas o au-
toadjuntas indistintamente, prefiriendo la segunda denominacion. Para el caso
de operadores, el término operador simétrico tendra un significado preciso que
se indicara oportunamente. Nunca se usara el término operador autoadjunto.

= En todo momento, P y () se usaran para denotar polinomios matriciales. Se
denotard como A[z]| al anillo de polinomios sobre A. Este anillo es también
una *-algebra compleja, con la involucién * definida como sigue:

n n
si P= Z P’ P, e A, entonces P = Z Pra.
i=0 =0

= Se usard la letra ® para denotar a los varios operadores lineales diferenciales
matriciales que apareceran a lo largo de este trabajo. Estos operadores actua-
ran principalmente sobre polinomios matriciales por la derecha, razén por la
cual estos operadores se escribiran como sigue:

o AR

con F; funciones matriciales, i = 0, ..., m. Esta convencién sirve para recordar
como actia ® sobre polinomios: si P es un polinomio matricial entonces ©
actuando sobre P se denota como P9 y significa

PO = Z d'(P)Fi(z) = Z PO (z)F(x).

= Si P es un polinomio (matricial o no), su grado se denotara como gr P. Si © es
un operador lineal diferencial, su orden se denotara como ord®. Por ultimo,
si T" es un operador lineal cualquiera, su nicleo se denotara como Nu'l'.

2.2. Pesos y productos internos matriciales

Esta seccién, y el resto de este capitulo, se basa en [8].
Comenzamos con una definicién bésica.

Definicién 2.2.1. Un peso matricial positivo soportado en el intervalo real (a,b)
es una funciéon Lebesgue-integrable W : (a,b) — A tal que W(z) es autoadjunta y
definida positiva para casi todo x € (a, b), y tal que todos sus momentos matriciales
{tn }nen, son finitos:

oy = / 2"W(zx)dr < oo para todo n € Ny.
(a,b)

Dado un peso matricial positivo W soportado en el intervalo real (a, b), definimos
la siguiente forma sesquilineal hermitiana en A[x| a valores matriciales:

(P.Q) = (P.Q)w = / P(a)W (2)Q(x)" d:

(a,b)
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denotaremos a (-, <) simplemente como (-, -) cuando W esté sobreentendido.
La siguiente proposicion establece las propiedades bésicas de esta forma sesqui-
lineal hermitiana.

Proposicién 2.2.2. Para a € C, P,Q,R € Alz] y A € A, se cumple que:
(i) («P + Q,R) = a(P,R) + (Q, R);
(ii) (AP, Q) = A(P,Q);

(iii) (P,Q)" =(Q, P);

(P

(iv) (P, P) es una matriz semidefinida positiva. Ademdas, si (P, P) = 0, entonces
P=0

Demostracion. Las afirmaciones (i), (ii), (iii) y la primera parte de (iv) se pueden

verificar facilmente de la definicién. Para la segunda parte de la afirmacion (iv), ver
la Proposicion 2.2.6. O

Definicién 2.2.3. Una aplicacion (-, -) : A[z] x Alx] — A que satisface las propie-
dades (i), (ii), (iii) y la primera parte de (iv) de la proposicion anterior se denomina
producto interno matricial en Alz]. Si cumple ademés la segunda parte de la pro-
piedad (iv) (como es el caso de (-, -)w ), se dice que (-,-) es no degenerado.

Los siguientes dos lemas nos ayudan a probar que nuestro producto interno
matricial es no degenerado.

Lema 2.2.4. Sean X e Y espacios métricos separables y completos, y sea K un
subconjunto cerrado y o-compacto de X XY . Sim : X XY — X es la proyeccion en
la primera coordenada, entonces m(K) es un subconjunto boreliano de X y existe
una funcion boreliana f : m(K) — Y cuyo grifico estd contenido en K.

Demostracion. Para ver que mi(K) es un subconjunto boreliano de X basta con
notar que la proyeccién m; es continua, y por lo tanto 71 (K) es un subconjunto
o-compacto de X.

Para construir una funcién boreliana f como la enunciada, fijamos un subcon-
junto denso {yy fnen de Y, y para cada z € m(K) y j € N definimos inductivamente
fj(x) como el primer elemento y,, que satisfaga las siguientes dos condiciones:

1. El conjunto {z} x B(y,,277) interseca a K;
2. Si j > 1 entonces la distancia entre y,, y fj_1(z) es menor o igual a 2-(-2),

Con un argumento inductivo sencillo podemos verificar que todas las funciones
{f;}jen son borelianas, y su limite uniforme f satisface lo deseado. O
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Lema 2.2.5. Sean Hgy, Uy y Dy, respectivamente, el espacio vectorial real de las
matrices d X d hermitianas, el grupo unitario de las matrices d X d y el espacio
vectorial real de las matrices d X d diagonales. Entonces existe una funcion boreliana
g Hq — Uy que asocia a cada matriz hermitiana H una matriz unitaria g(H) tal
que la matriz g(H)*Hg(H) es real y diagonal.

Demostracion. Sea K = {(H,U,D) € Hq x Uy x Dg | U'HU = D}. Es claro que
K es un subconjunto cerrado de Hy x Uy X Dy, vy como también se cumple que
K = UjGN K;, con K; = {(H,U,D) € K | |H|| = ||D|| < j}, K es también
o-compacto.

Como toda matriz hermitiana es unitariamente equivalente a una matriz real y
diagonal, tenemos que m(K) = H,4. Entonces podemos usar el lema anterior para
X =HgeY = Uy x Dy y obtener una funciéon boreliana f : Hy — Uy X Dy cuyo
grafico esta contenido en K. La prueba se completa definiendo g = m; o f. [

Proposicién 2.2.6. Sea P = EOSJSn Pja? un polinomio matricial de grado n € N.
Entonces Nu(P, P) = (<<, NuP}. En particular, (P, P) es no singular si algin
P; también lo es. Finalmente, si (P, P) =0 entonces P = 0.

Demostracion. Para cada z € (a,b) sea {e;(x)}, una base ortonormal de C¢ tal que

W(z)e;(z) = a;(x)e;(x). Usando el lema anterior, podemos asumir que las funciones
e;(x) y a;(x) son borelianas.
Si ahora e € C?, escribimos

P(z)"e = Z a;(z)e;(x),

i=1

y entonces se cumple que

W(z)P(z)'e = a;(x)a(x)e;(x)

=1

d

(W (@) P(x)e, P(x)"e)ca = ) _lai(z)Pa(z).

i=1
Notando de lo anterior que la funcién boreliana x — (W (z)P(x)*e, P(x)*e)ca es
no negativa para casi todo x € (a,b), si (P, P)e = 0 vemos que

0= ((P,P)e,e)ca
_ / (P(2)W (2) P(x)e, €)eu da
(a,b)
= / (W(x)P(z)"e, P(x)*e)ca dx,
(a,b)
lo que implica que a;(z) = 0 para casi todo x € (a,b). Esto a su vez implica que

P(x)*e = 0 para casi todo = € (a,b), lo que finalmente prueba que Pje = 0 para
todo 0 < j < n. O]
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2.3. Sucesion de polinomios ortogonales matricia-
les moénicos

En esta seccion veremos que para todo peso matricial positivo W podemos aso-
ciar una sucesion de polinomios ortogonales matriciales. Mas atn, veremos que existe
una unica sucesion de polinomios ortogonales matriciales moénicos asociada a W.

Proposiciéon 2.3.1. Sea V,, = {F € Alz] | gr F < n}, paran € No, V.1 =0 y
Vi, ={H €V, |(HF)=0 para todo F € V,,_1}. Entonces V.- | es un A-médulo
a izquierda y se cumplen las siguientes tres afirmaciones:

(i) Voo =Vt ® V2| para n € Ny;
(ii) dime V| = d? para n € Ny;
(iii) Ewziste un tinico polinomio matricial ménico P, en V.- | de gradon paran € Ny.

Demostracion. La prueba se hace por induccion en n > 0. Para n = 0 es claro que
todas las afirmaciones enunciadas se cumplen. Para n = 1 tenemos que V; = zA® A
y dime V) = 2d?. Nos interesa encontrar P; = 21 + Cy € V; ortogonal a Py = I:

(Pr, Py) = (z1, Py) + Co(FPo, ).

Entonces debemos tomar Cy = —(z1, Py){(Py, Py) ™!, y esto nos asegura que P, € V5,
ya que (P, Q) = (P, By)Q* = 0 para cualquier @) € ;.

Por otro lado, si P € V; entonces P = xB1 + By y P — B1 P, € Vj, por lo que
Vi = Vo + Vit Ademas, si P € Vo N Vgt se cumple que (P, P) = 0 y en particular
P = 0 por la Proposicién 2.2.6. Por tltimo, como dim¢ V; = 2d? y dime Vy = d?, es
inmediato que dime V5" = d?. Esto completa la demostracion para n = 1.

Sea ahora n > 1 y supongamos que la proposicion es cierta para todom < n—1.
Nos interesa encontrar P, = "1 + B,,_1P,—1+ -+ BoFy € Vnﬁl:

Entonces debemos tomar A,, = —(z"I, P,){Py, Py) ™, para 0 < m < n —1. A
partir de esto es facil verificar que P, € V.- |. El resto de la demostracién es andlogo
al caso n = 1. [

Corolario 2.3.2. Sea W un peso matricial positivo. Entonces la sucesion { P, }nen,
dada por la proposicion anterior es la unica sucesion de polinomios ortogonales
ménicos en Alx]. Mds ain, cualquier sucesion {Qn}nen, de polinomios ortogonales
en Alx] es de la forma Q,, = A, P, para ciertos A, € GL(d,C).

Una propiedad muy importante sobre la sucesiéon { P, },ecn, de polinomios orto-
€No

gonales matriciales moénicos es que estos satisfacen una relacion de recurrencia de

tres términos.
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Proposicion 2.3.3. La sucesion {P,}nen, de polinomios ortogonales matriciales
monicos asociados a W satisface una relacion de recurrencia de tres términos:

zP,(x) = P,i1(z) + B, P, (z) + C,, P, 1 (), n € Ny,
con B,,,C,, € Ay P_1(x) =0.
Demostracion. Usando la Proposicion 2.3.1 podemos escribir
xP,(z) = Pyi1(x) + By P(x) + CoPyq(z) + Vo Py o(z) + - - - + Vo Py(x).
Para todo 0 < 7 < n — 2 tenemos que
0= (B, xPj) = (x Py, Pj) = Vi(F;, Py),
lo que implica que V; = 0 para todo 0 < j <n — 2. 0

2.4. El algebra D(IW) de operadores diferenciales
Empezamos definiendo los operadores diferenciales con coeficientes matriciales
actuando sobre los polinomios matriciales.

Definicién 2.4.1. Un operador lineal diferencial matricial de orden s actuando a
derecha, con s € Ny, es un operador ® de la forma

S . . d %
@:;amx), o = (5) :

con F; : (a,b) - A, i=0,...,s, que actia sobre polinomios en A[z] de la siguiente
forma:

PO = Z &'(P)Fy(z) = Z PO () Fy(x).

Observacion 2.4.2. La notacién P® para la accién de ® sobre P, aparte de recor-
darnos desde qué lado corresponde la accién, nos permite respetar la asociatividad
natural de estos operadores: si ®; y ®, son operadores diferenciales como antes te-
nemos que P(9,9,) = (P9D;)®,. Entonces los polinomios matriciales con la accién
de estos operadores constituyen un médulo a derecha.

Proposiciéon 2.4.3. Sea W un peso matricial positivo y {P,}nen, la sucesion de
polinomios ortogonales matriciales monicos asociada a W. Si

D= Z 9'Fy(x)
i=0

es un operador lineal diferencial matricial de orden s actuando a derecha tal que
P, =A,P,, n € Ny, (2.1)

con N, € A, entonces F; € Alx] y grF; < i. Mds ain, © estd univocamente
determinado por la sucesion {A\,}nen, -
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Demostracion. Considerando n = 0 en (2.1) obtenemos Fy = Aj. Considerando
ahora n = j > 1 en (2.1) obtenemos

j it
NPy =P® =) 0(P)F =jlF+ > 0(P)F,
=0

1=0

lo que implica que
7j—1
JUFy = NP =Y 0'(Py)F.
i=0

Razonando inductivamente en j > 0 verificamos que F}; es un polinomio matricial
de grado menor o igual a j. De la ecuacion anterior también es claro que la sucesion
{A, }nen, determina univocamente al operador ©. O

Antes de seguir, recordamos una definicion 1til para el resto de este trabajo. Si
z € C definimos

zi=2(z—1)...(z—i+1), [z]o = 1.

Proposicién 2.4.4. Supongamos que © = Y7  0'F;(x) satisface (2.1), con
Fi=Y Fal, FleA
=0

Entonces
S

An = Z[H]Z.FZ, n e NQ.
i=0
En particular, la funcion n — A, es un polinomio matricial en la variable n de
grado menor o iqual a s.

Demostracion. Reescribiendo (2.1) tenemos que
> 0'(P.)F; = AP,
i=0

Comparando los coeficientes de grado n en la ecuaciéon anterior obtenemos

s

Z[n]zF; = Ay

=0

Definicién 2.4.5. Sea W un peso matricial positivo y {Q, }nen, una sucesion de
polinomios ortogonales matriciales. Definimos a D(WW') como el algebra de todos los
operadores lineales diferenciales con coeficientes matriciales actuando a derecha y
que tienen a los polinomios (),, como autofunciones.
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Notemos que si Q,9 = I',Q,, para ciertas matrices I',, € A, cada I',, esta univo-
camente determinada por ®; esto es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.4.4.
En este caso escribimos I';, = I', (D). Entonces

DW) = {D | QuD = [n(D)Qn, Tn(®) € A, n € No}.

Observacién 2.4.6. Notemos que la definicién de D(W) s6lo depende del peso W
y no de la sucesion {Q, fnen,- Esto es consecuencia inmediata del Corolario 2.3.2.

Proposicién 2.4.7. Con la notacion anterior, para cada n € Ny se cumple que la
Juncion © — T',(D) es una representacion de dlgebras de D(W) en A. Mds ain, la
sucesion de representaciones {I'y }nen, separa elementos en D(W).

Demostracion. Es claro que ® +— I',, (D) es una funcién lineal de D(W) en A, y es
no nula porque I',,(I) = I.
Si ahora ©; y ®, son operadores en D(WW), tenemos que

Pn(©1©2) = (Fn(gl)Pn)®2 = Fn<®1)(Pn®2) = Fn(®1>rn(©2)Pn>

y esto implica que I';,(D1D2) =T, (D1)[,(D2).

Finalmente, escribiendo Q,, = A, P,, es facil verificar que T',(D) = A, A, (D)A L.
A partir de esto, la ultima afirmacién del enunciado se sigue de la Proposicion
2.4.3. [

Resulta importante observar que cada algebra D(W) es una subalgebra del dl-
gebra de Weyl 2 sobre A de todos los operadores lineales diferenciales actuando a
derecha con coeficientes en A[z]:

9 = {@ = 0'Fy(x) ' F; eAm}.

Es también importante introducir la subalgebra D del algebra de Weyl definida
como

D:{@:Z@iﬂ(x)e@ ’ ngigi}.

Entonces por la Proposicion 2.4.7 sabemos que D(W) C D para cualquier peso ma-
tricial W. Esta dlgebra D también viene con su familia {A, },ec de representaciones

definidas como '
A(D) =D [VLiF,

como lo asegura la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.8. $iD =37 | 0'Fi(x) € D, con F; =Y\ Fial, entonces

1=0

define una representacion A, de D en A, para cada v € C.
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Demostracion. Es claro que A, es un mapa lineal de D en A. Entonces para probar
esta proposicion es suficiente con establecer que

Ay (PF)(97Gy)) = Ay (0°F) A (07 Gy),

para s,r > 0. La regla de Leibniz asegura que

r r . '
O F)(0G,) = OFTFIIG,.
@G =3 ;) E
Esto implica que
- r r—1 - r EVald
M@ RNOC) =3 ()i (71760, = 3 () Ml
i=0 i=0
Entonces, para terminar la prueba, es suficiente con verificar que
" (r
Z (2) [Vstilslr—i = [V]s[V]r-
i=0
Esto puede ser verificado derivando r veces la siguiente identidad:

(") z® = [v]a”, x> 0.

En el lado izquierdo obtenemos

Il
< |l
[e=)
7N\
~. 03
~__
S
»
T
=)
=
iy
8
<
|
4

Para terminar esta seccién, definimos la nocién de operadores diferenciales simé-
tricos y damos un resultado clave para mas adelante.

Definicién 2.4.9. Un operador lineal diferencial ® actuando a derecha sobre polino-
mios matriciales se dice simétrico si (P9, Q) = (P, QD) para todo par de polinomios

P,Q en Alz].
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El siguiente resultado, sin dejarnos enganar por su demostracion sencilla, es
verdaderamente importante a la hora de hallar elementos en el dlgebra D(W). Este
muestra la importancia de que los operadores diferenciales del algebra de Weyl &2
tengan los “grados correctos”.

Proposiciéon 2.4.10. 57D € D es un operador diferencial simétrico entonces ® €
D(W).

Demostracién. Recordemos las definiciones de V,, y V.| vistas en la Proposicién
2.3.1:

Vi={FecAlz||erF<n}, V+, ={H¢cV,|(H F)=0paratodo F €V, ;}

Como ® € D, es claro que ©(V,,) C V,,, y por la hipétesis de simetria, también
se cumple que D (V1) C V.1 . Entonces, por la Proposicién 2.3.1, tenemos que
P,® = A, P, para ciertas matrices A,, € A. O

Observaciéon 2.4.11. Notemos que el operador diferencial ® = z[ satisface la
condicién de simetria pero ningin polinomio matricial puede ser una autofunciéon
del mismo por cuestiones de grado.

2.5. El adjunto de un operador diferencial

Comenzamos esta seccién con unos comentarios sobre el adjunto de un operador
diferencial usual, para mostrar las complicaciones y los detalles a tener en cuenta
para una correcta definicion. De cualquier forma, en este trabajo sélo nos interesa
definir adjuntos de operadores diferenciales en D(W) actuando sobre polinomios
matriciales, lo que nos permitira evitar problemas de dominio entre otras cosas.

Sea .
i=0

un operador lineal diferencial en el intervalo [0, 1] con coeficientes f; € C*°(][0,1]).
Consideremos el producto interno dado por

1
(f9)= [ fap@@de,  figec=(0.1),
0
Entonces un operador diferencial 0* se dice adjunto formal de d si (0f,g) = (f,0*9)

para todo par de funciones f,g € C*([0,1]) que se anulan en los extremos del
intervalo, o equivalentemente

/ 2f ()9() da = / o) £(0) = g(0) = £(1) = g(1) = 0.

La existencia y unicidad de 0* puede verificarse facilmente usando el método de
integracion por partes.
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Una situaciéon muy distinta ocurre cuando no pedimos que las funciones en consi-
deracion se anulen en los extremos. Como ejemplo ilustrador, veamos que el operador
diferencial 0 = d/dz no tiene adjunto en [0, 1]. Para empezar, consideremos el fun-
cional lineal complejo en Clz] dado por L(f) = ¢1f(z1) + - - + ¢of(2,), para ciertos
Cly.oy0n € CN {0} v 21,...,2, € C. Vamos a probar que este funcional no pue-
de ser representado por ninguna funcién g € C*([0,1]). Razonando por absurdo,
supongamos que existe g € C*°([0,1]) tal que L(f) = (f,g) para todo f € Clz], o
equivalentemente

clf(zl) +Cn.f Zn /f

Considerando el polinomio h(x) := (x — z1) ... (z — 2,) tenemos que

]g W) f(2)g(@) d = ex(hf)(z1) + -+ enlhf)(z0) = 0

para todo f € C[z], por lo que tomando f = hg obtenemos

A|M@P@@de:a

lo que implica que g = 0, un absurdo. 3
Con lo anterior, si el operador 0 tuviera un adjunto 0, se cumpliria que

[ s = [ onatis = j0am - 1050 - [ 55

para todo f,g € C[z]. Esto implicarfa que el funcional L(f) = g(1)f(1) — g(0)£(0),
para g fija, estaria representado por dg + 59, lo que contradice lo probado anterior-
mente.

Pero en el caso de este capitulo, algo distinto ocurre con los operadores diferen-
ciales en el algebra D(WW): mas adelante se establecera que para cada ® € D(W)
existe un tnico * € D(W) tal que (PD, Q) = (P,Q®*) para todo P,Q € Alz].

Comencemos con algunos resultados previos.

Proposicién 2.5.1. Sea { P, }nen, la sucesion de polinomios ortogonales matriciales
ménicos asociada a W. Dados® =Y, 0'Fi(x) e DW) yD =>"7 ,0'G;(z) € D,

para todo n,m > 0 las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (PD,Q) = (P, Q@> para todo P,Q € Alx] con gr P <n ygr@Q <m;

(i) ZOQQSS[U]iF;vaﬂei = Zo§j§i<s[ Vlibbutvj— z(G )", para todo 0 < u <ny
0<v<my

(iii) (P,®D,P,) = (P,, P,®) para todo 0 <u<n y0<v<m.

Demostracién. Si (i) vale, en particular tenemos que ((z“1)®,z"1) = (z*1, (z°1)D)
para todo 0 < u <ny 0 <wv<m. Entonces

"’ w7 F (2) | W) de = "Wz S vV Gy (x dx,
/. <§]1 <0 @ar= [ <>(§]] <O

=0
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lo que es equivalente a

[U]i/(a,b) TR () dae = Z [v]z/ T (2)(GY)* d

0<j<i<s 0<j<i<s (@.b)

Esto prueba (ii).
Para ver que (ii) implica (iii), simplemente escribimos

(P,D,P,) <<prpu) D quP”>

=> BN )D, 2 T)(P)"

= BHarL (2 )D)(Py)”
(T (£en)e)
= (P, P,D).

Finalmente, para probar que (iii) implica (i) escribimos P = ), cu<n BuPu ¥
Q= g<v<m Col, con B, C, € A. Entonces

(PD,Q) = <<ZB P)@ ZCP>
=> Bu(P.D,P,)C;

(o (2er))

= (P,,P,D).

Lema 2.5.2. Para todo b,c,d € N se cumple que
, d\ (b+d—j b—
ST E (YT = (7).
, J b d
0<;j<d
Demostracion. Una prueba de este lema se basa en la identidad

1 m
™ = — / —(1 +w) dw,
n 211 Jgr  wmt!

valida para todo m,n € Ny, y que se puede llevar a cabo usando técnicas descritas
en [4]. O
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Teorema 2.5.3. Sea {P,}nen, la sucesion de polinomios ortogonales matriciales
ménicos asociada a W. Dado ® = Y7 0'Fi(x) € D(W), sea ® =Y ;_,0'G;(z) €

D, con los coeficientes G; definidos inductivamente por

(1) Go = (Po, Po)No(D)*(FPo, Po) ™"

(ii) j1G; = (P, P)Aj (D) (P, P) ™' Py = 3212 0 (P))Gi para 1 < j < s.
Entonces (P9, Q) = (P, Q@) para todo P, Q) € Alx].

Demostracion. Primero observemos que si 0 < m < s entonces
s m—1
i=0 i=0

Sea 0 < m < syn>0. Entonces
(Py®, Pp) = Ny (D)(Pr, Pr) = 0nmAin(D) (P, Prn),
y también
(P,, P,®) = (P, Py) (P, Pm>Am(©)*<Pm,Pm)*1)* = OpnmAm (D) (P, Pr)-

Con esto hemos probado que

para todo 0 <m < syn >0.
Con lo anterior, y junto a la Proposicién 2.5.1, tenemos que para todo 0 < m <'s
y n > 0 se cumple la siguiente ecuacioén, denotada como E,, ,,:

Z [7)i F o i = Z [M]itnmej—i(G5)*.
0<j<i<s 0<j<i<s

En lo que sigue vamos a probar que las ecuaciones F,, ,,, para n > 0, se cumplen
para todo m > s, probando que cada una de estas ecuaciones son combinaciones
lineales de E,,, con 0 <r <s.

Empezamos buscando una soluciéon para el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

ao[0]; + a1[1]; 4 - - - + as[s]; = [m];, 0<:<s.

Este sistema es equivalente a

0 1 s m )
ap| . | +ai| .| +--+Fas| .| =1| ., 0<17<s,
) 7 1 7

cuya matriz asociada es la matriz de Pascal con coeficientes p; ; = (Z) para 0 <1,7 <
s. La inversa de la matriz de Pascal estd dada por los coeficientes ¢; ; = (—1)"* (g),
por lo que la tnica solucién a nuestro sistema es

S ()(5) veree

j=i
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Los coeficientes ag, a1, . . ., as fueron elegidos para que el lado derecho de la com-
binacion lineal agEy im0 + a1 En1m—11 + - + asEppm—s s sea igual al lado derecho
de la ecuacion E,, ,,:

Z Qr Z Nn—i—m—l—j—z(Gé)* = Z (Z ar[ﬂ%’) Nn+m+j—i(G;‘)*

0<r<s 0<;<i<s 0<5<i<s \0<r<s
_ 70\ *
- E [m]i/‘n-km-l—j—i(Gj) :
0<j<i<s

Ahora debemos verificar que lo mismo ocurre para los lados izquierdos de las
ecuaciones anteriores. Debemos probar la tltima igualdad en

Z Qy Z n+m F:un—l-m—kj —i = Z (Z ar[n"i_m_r]i) F;Nn—o—m—l-j—i

0<r<s 0<5<i<s 0<5<i<s \0<r<s
— 7
- E [n]sz Hn+m+j—i-
0<j<i<s

Para esto, vamos a probar que

Z a.[n+m —rl; = [n];.

0<r<s

Si dividimos a ambos lados por i! obtenemos la identidad equivalente

(n +m — r> (n>

Z Ay . - .-
7 7

0<r<s

Ahora calculamos

> ar(n+7?—r> ;i(_l)m(}{) (7;1) <n+7?_r)

0<r<s =r

)

]:O r=

<.

Usando el lema anterior con b =14, c=1t—n—my d =n -+ m — ¢ obtenemos

B ()7

y si volvemos a usar el mismo lema con b =n+m —1i, c =m — 1y d = ¢ obtenemos

finalmente . o
pr () =0)

lo que completa la prueba de este teorema. O
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Corolario 2.5.4. Para cada © € D(W) existe un dnico operador diferencial D* €
D(W) tal que (PD,Q) = (P,QD*) para todo P,Q € Alx]. Decimos que D* es el
adjunto de ®. La aplicacion © — D* es una operacion x en el dlgebra D(W), y los
ordenes de © y ©* coinciden. Ademds, el conjunto S(W) de todos los operadores
lineales diferenciales simétricos en D(W) es un espacio vectorial real que satisface

D(W) = S(W) @ iS(W)

como espacios vectoriales reales.

Si{Qn}nen, €s una sucesion de polinomios ortogonales matriciales y {I'y }nen, €S
la correspondiente sucesion de representaciones de D(W) (ver la Proposicion 2.4.7),
entonces

La(®%) = (Qn, Qu)Tn (D) (Qn. Qn) ™'

para todo ® € D(W). En particular, si {Qn}nen, €S una sucesion ortonormal enton-
ces ® es simétrico si y solo si I'y(D) es una matriz autoadjunta para todo n € Ny.

Demostracion. La existencia de ©* fue establecida en el teorema anterior. La unici-
dad de ®* y el hecho de que la aplicaciéon ® +— ®* es una operacién * en el algebra
D(W) se sigue rapidamente de la Proposicién 2.2.6.

Por el teorema anterior sabemos que ord ®* < ord ®, y como (D*)* = © tenemos
que ord® < ord®* < ord®, lo que implica que ord ®* = ord ®.

El hecho de que D(W) = S(W) & iS(W) es consecuencia de que la aplicacién
D +— D* es una involucién lineal sobre R tal que (iD)* = —i®*.

La cuarta afirmacién es una consecuencia inmediata del siguiente calculo:

Fn(©)<Qan> = <Qn®a Qn> = <Qn7Qn©*> = <Qm Qn>rn(©*)*

Finalmente, si {@Q,, }nen, €s una sucesion ortonormal entonces I',,(D*) = I',,(D)*. Es-
to implica que si ® = ©* entonces I',(D) =T,(D*) =, (D)*. Ysi[,(D) =T, (D)*
entonces [',(D) = I, (D) = I',(D*), implicando que ® = D* por la Proposicién
2.4.7. [

Corolario 2.5.5. Si ® € S(W) entonces existe una sucesion {Qn}nen, de poli-
nomios ortonormales matriciales tal que I',,(D) es una matriz diagonal para cada
n c N().

Demostracion. Si R,, es ortonormal, por el corolario anterior tenemos que I', (D)
es autoadjunta y entonces existe una sucesiéon de matrices unitarias U, tal que
U Lo(D)U = AL (D) es una matriz diagonal para todo n > 0. Ahora notamos que
{UnRy }nen, €s una nueva sucesién de polinomios ortonormales matriciales tal que

(UpRn)® = UpTn(®) Ry = UL (DU (UnRy) = Ap(D)(UnRy).

Entonces {Q,, = U, Ry }nen, s la sucesién buscada. O
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2.6. Ejemplo: Los polinomios matriciales de Ge-
genbauer

Para ejemplificar toda la maquinaria vista en este capitulo, presentamos una
familia especial de polinomios ortogonales matriciales. En [9], la referencia para esta
seccion, se puede leer un tratamiento extenso del tema. Para una mejor y mas rapida
lectura, no se presentaran demostraciones de las propiedades de estos polinomios.

Vale la pena dar un poco de contexto sobre estos polinomios. En la esfera 2-
dimensional 5% = SO(3)/S0(2), el andlisis arménico con respecto a la acciéon del
grupo ortogonal es abarcado por la teoria clasica de los armdnicos esféricos. En
coordenadas esféricas, las funciones esféricas sobre S? son los polinomios de Legen-
dre. Mas generalmente, las funciones esféricas sobre S™ estan dadas en términos de
los polinomios de Gegenbauer (o ultraesféricos) con pardmetro (n — 1)/2.

Esta interesante conexion entre los polinomios ortogonales y la teoria de repre-
sentaciones de grupos de Lie compactos también se establece en el caso matricial:
las funciones esféricas a valores matriciales de cualquier K-tipo estan intimamen-
te relacionadas con los polinomios ortogonales matriciales. De esta manera, muchos
ejemplos de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones de un operador
diferencial simétrico fueron obtenidos enfocandose en técnicas de representaciones
de grupos.

El ejemplo de los polinomios ortogonales matriciales dado en esta seccion esta
motivado por las funciones esféricas de K-tipos fundamentales asociados a la esfera
n-dimensional S™ ~ G/K, en donde (G, K) = (SO(n+1),S0(n)). Los “pardmetros
de grupo” de los K-tipos fundamentales son p,q € N con 0 < p < [¢/2], y dan lugar
a polinomios ortogonales matriciales de tamano 2 x 2, aunque en esta secciéon se
extienden continuamente estos parametros para generalizar el ejemplo.

Para 0 < p < ¢ arbitrarios y n € Ny, definimos el n-ésimo polinomio matricial
de Gegenbauer como

Bu(z) = PiP()

+1)/2 +3)/2 +3)/2
—qllCéq A (x)—l—p—lnCT(lq,z ) (z) p—lnCT(qu)/ (x)
+3)/2 +1)/2 +3)/2 ’
—q_; nC,(Lq 1 % (x) —qllC,sq A (x) + —q_; nC’,(LqQ)/ (x)

en donde C?(z) es el n-ésimo polinomio (escalar) de Gegenbauer

(2A\)n —n, n+2\|1—z
S rile |7 ) z € [—1,1],

con o Fy la funcion (o serie) hipergeométrica y (a), = a(a+1)...(a+n—1) el n-
ésimo simbolo de Pochhammer de a € C. Como es usual, asumimos que C(z) = 0
si n < 0. No es dificil verificar que C? es un polinomio de grado n con coeficiente
principal 2"(\),/n!. A partir de esto, tampoco es dificil comprobar que P, es un
polinomio matricial de grado n con coeficiente principal no singular igual a

Colw) =

nfat1
2 2 21 (q+3
T - T (129) 4,

(g+Dn 2 2
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Presentamos rapidamente el operador diferencial que tiene a la sucesion { P, }nen,
como familia de autofunciones.

Teorema 2.6.1. Para cada n € Ny, el polinomio matricial P, es una autofuncion
del operador diferencial de sequndo orden

@:52(1—x2)l—8((q+2)%’[+2((1) (1))> - (g qu)’

con autovalor matricial

_[(—nn+qg+1)—p 0
A”@)_( 0 —n(n+q+1)—q+p)'

Ahora presentamos un peso matricial positivo respecto del cual los polinomios
matriciales de Gegenbauer son ortogonales entre si.

Teorema 2.6.2. Para 0 < p < q, el peso matricial positivo

2
_ (1 _ 2ya/2—1 (PTT gD —qx B
W) = Wyya) = (Lt (PEHE70 ot ) i

satisface las siguientes propiedades:

(i) Para q # 2p, el peso W es irreducible, lo que quiere decir que no eziste
una matriz V' no singular e independiente de x tal que VW (x)V* es un peso
matricial positivo diagonal;

(it) El operador diferencial ® introducido en el Teorema 2.6.1 es simétrico en
[—1,1] respecto de W

(iii) Para q # 2p, todos los polinomios matriciales de la sucesion {P,}nen, SON
ortogonales respecto del producto interno matricial

(P,Q) :/ P(z)W(x)Q(z)" dx.

1

(iv) La sucesion {Qn}nen, de polinomios ortogonales matriciales monicos asociada
a W estd dada entonces por

Qul) = ZR”!(ﬂj;iPn(x)

Comentario 2.6.3. Para g = 2p el peso W es reducible, ya que si tomamos

11
v=(4)
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tenemos que

Los correspondientes polinomios escalares asociados a cada peso diagonal son los
polinomios de Jacobi P{™” con (,8) =p+Lp—-1y (o,s) = (p—1,p+1)
respectivamente.

Por completitud, también presentamos la relacién de recurrencia de tres términos
que satisfacen estos polinomios.

Teorema 2.6.4. La sucesion de polinomios ortogonales matriciales { P, }nen, Satis-
facen la siguiente relacion de recurrencia de tres términos:

2P, (x) = ApPpi1(x) + BpPo(z) + Co Py (),

con coeficientes matriciales dados por

—p
__ntl 1 I B, = ( (0 | (p+N)(p+n+1)>
n ) n —(qg—p )
2n+q+1 (q—p+n)(g—p+n+1) 0
(¢+n)(p+n—1)(¢g—p+n+1) 0
C. = | (Ptn)lg—p+n)(2ntq+l)
n 0 (g+n)(p+n+1)(g—p+n—-1) | -
(p+n)(g—p+n)(2n+g+1)

Para terminar esta seccién, estudiamos en detalle el algebra D(IV) en el caso
q # 2p, ya que en el caso ¢ = 2p el peso W es equivalente a una suma directa de
pesos escalares, tal como se dijo en el Comentario 2.6.3, y la correspondiente algebra
D(W) es “trivial”, en el sentido de que es un dlgebra de polinomios en el operador
diferencial de Jacobi.

Para empezar, afirmamos que el espacio de los operadores diferenciales en D(W)
de orden cero consiste en miltiplos escalares de la identidad. Para ver esto, conside-
ramos un operador diferencial £ en D(W) de orden cero y partimos de la ecuacion

para deducir, usando la Proposicién 2.4.4, que £ = A,, para todo n € Ny. Tomando
n = 1 obtenemos las condiciones £1; = Loy (p+1)€12=(¢—p+1)Ls1, y luego
tomando n = 2 obtenemos la condicién (¢ — 2p)L1 2 = 0. Juntando todo, es claro
que £ es un multiplo escalar de la identidad.

Ahora, y hasta el final de esta seccién, nos dedicamos a estudiar los operadores
diferenciales en D(W) de orden a lo sumo dos. A partir de la Proposicién 2.4.4, si
© es un operador diferencial en D(WW') de orden a lo sumo dos tenemos que

D = 9*(Ag2® + Ayz + Ag) + O(Byx + By) + C
si y sélo si

Q.9 = (n(n—1)Ay+nB; + C) Q,, para todo n € Nj.
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En lo anterior Ay, A1, Ag, B1, By y C son matrices complejas 2 x 2. Denotando
como @) ; al j-ésimo coeficiente de @, es decir Q,, = Z?:o Qnj2?, con Qp, = 1,
tenemos que ® € D(W) si y solo si

3 = D)QnjA2 + 7 + 1)Qnjr1 A + (J+ 1) (7 + 2)Qn 240 + jQn; B
+ (j + 1)Qn,j+1BO + QMC’ — (n(n — 1)A2 + ?”LBl + C) Qn,j =0

para todon € Ngy j =0,...,n. Tomando j =n — 1y 7 = 0 obtenemos respectiva-
mente

(n — 1)(n — 2>Qn,n71A2 + n(n — 1)141 + (n — 1)Qn,nlel + TLBO + Qnm,lC (22)
—(n(n—1)As+nB1+C)Qpnn-1=0

QQmQA() + leBo + Qn’oc — (n(n — 1)142 + n31 + C) Qn,O = 0. (23)

Ahora considerando (2.2) para n = 1 y n = 2, y también (2.3) para n = 2,
obtenemos respectivamente

By = (B1+ C)Q10 — Q1,0C,

2A1 — (2A2 + 231 + C)QZ,l - QQ,lBl - QBO - QZ,lC

A partir de las definiciones de @,, vy P,, no es dificil verificar que los primeros
cuatro polinomios matriciales moénicos de Gegenbauer son

Qo(x) =1,  Qi(z) = ( 1 %)7

q—p+1
2__ p 2
() = T T @y ot

2 B 2. 22— q—p ’

q—p+2 (g+3)(g—p+2)

23— 3+l 3 a2 3

0 (m) B (g+5)(p+3) p+3 (g+5)(p+3)
P s el s s sy ]

q—p+3 (g+5)(g—p+3) (g+5)(g—p+3)

de donde podemos sacar los siguientes coeficientes:

0 1 0 2 P 1 0
Q1o = ( 1 p—(’)—l)’ Q21 = ( 2 p62)7 Q20=—"—"—> (p62 1 )
q—p+1 q—p+2 q+3 a—p+2

Ademas, también podemos deducir el siguiente coeficiente general:

0 n_
Qnn-1 = ( n pJO’”) , para todo n € N,

q—p+n
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Para determinar las matrices Ay = (a;;), B1 = (b;;) y C' = (¢; j), primero usamos
las ecuaciones anteriores y los coeficientes presentados para analizar los elementos
diagonales en (2.2) y obtener respectivamente

(q+p+2)by1 —2c21  (p+2)(p+n)(2c12 — (¢ —p)bi2)
p+1 (¢—p+1D(g—p+2)(g—p+n)

2(q +2)az =

(2 —p+2)bi2—2c12  (q—p+2)(g—p+n)(2c21 — pbay)

2(q +2)anp = g—p+1 (p+1)(p+2)(p+n)

Como estas identidades valen para m > 3 concluimos que si ¢ # 2p entonces
2¢12 = (q—p)b12y 2¢a1 = pba 1. Porlo tanto by = 2(p+1)az; y b1 2 = 2(¢g—p+1)as .

Repitiendo el proceso anterior, esta vez analizando los elementos no diagonales
en (2.2), obtenemos respectivamente

(¢=2p+1)((g+2)ar1 —bi1) = (¢ —2p —1)((qg + 2)azs — ba2)

cip—Co={@P+1)(p+2)ass —p(p+1)ars +pbig — (p+ 1)boyo.

Ademas, la ecuacion (2.3) para n = 3 nos dice que
2Q3240 + Q3180 + Q300 — (6A2 + 3B + C) Q30 = 0,

por lo que usando la expresiéon de ()3 escrita mas arriba llegamos a que by, =
(¢ + 2)ay 1. Entonces, a partir de las identidades anteriores, deducimos que by o =

(q+2)azs y c11 — 22 =p(q—p+1)ai1 — (p+ 1)(¢ — p)ass. Esto implica que las
matrices Ay, Ay, Ay, By, By y C estan determinadas por las entradas de Ay y el
coeficiente c; j, tal como se expresa en el siguiente resultado.

Teorema 2.6.5. Los operadores diferenciales en D(W) de orden a lo sumo dos son
de la forma

D= @2FQ(I) + 8F1(x) + Fo,
en donde
Fg(x) — ;2 a1 A12 +x Q1,2 — Q21 Q1,1 — Q22 + Q292 A2
21 Q22 22 —A11 A21 — Q1.2 Q12 Q11 ’
+2)a11 2(q—p+1)ar
Fi(r)==x (g ’ ’
1( ) (2(]9 + 1)@2’1 (q + 2)@2,2

I (—pam +(@—p+2)aip (g—p+2)arx—(q— P)CL2,2)

—pay1 + (p + 2)azp (p+2)ag1 — (g —p)arz
Ry = (Pla—p+Dagte (@=p)g=pta
p(p + 1)az, (p+1)(¢g—plaga+c)’

con a1, @12, G2.1, Q22 Y ¢ numeros complejos arbitrarios.



2.6. EJEMPLO: LOS POLINOMIOS MATRICIALES DE GEGENBAUER 25

Demostracion. Todo el desarrollo anterior prueba que cualquier operador diferencial
® en D(W) de orden a lo sumo dos es de la forma enunciada. Sea Dy el espacio
vectorial complejo de los operadores diferenciales en D(W) de orden a lo sumo dos.
Entonces deducimos inmediatamente que dim Dy < 5.

En la Seccién 4 del Capitulo 4 de este trabajo se explica que un operador lineal
diferencial ® de la forma enunciada en este teorema es simétrico respecto de un peso
W siy solo si se satisfacen las ecuaciones de simetria (4.6) junto con las condiciones
de borde (4.7), que en este caso se reducen a las condiciones

a1, a22,¢c € R y pasy = (¢ — p)ai .

Usando la Proposicién 2.4.10 sabemos que todo operador simétrico ® € D per-
tenece al dlgebra D(W). Deducimos entonces que existen (al menos) cinco opera-
dores simétricos R-linealmente independientes en D,. Finalmente concluimos que

Corolario 2.6.6. No existen operadores diferenciales en D(W) de orden uno.

Usando la Proposicién 2.4.4 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.6.7. Sea ©® € D(W) dado por el teorema anterior. Los polinomios
matriciales monicos {Qn }nen, satisfacen

Qng - An(g)an

en donde los autovalores {A,(D)}nen, estin dados por

((n+p)(n+q—p+Daii+c (n+q—p)n+qg—p+1ais
A"(‘D)‘( (n+p)(n+p+ Daz <n+q—p><n+p+1>a2,2+c)'

Ahora introducimos una base til para el espacio Ds: la identidad I y los opera-
dores

2
e (¢+2)x ¢g—p+2 plg—p+1) 0
9, =0 (_x _1>+a( - ? )+( Py

SR ) R Re A B G |

e -1 —p 0 0 0
D3 =0 (:ﬁ x>+a(2(p+1):n p—|—2)+(p(p+1) 0)’

@4_52(9«"1 1‘2>+8(q—€+2 2(q—p+1)m>+<8 (q—p)(qo—pﬂ))
-1 —a P—q

Los correspondientes autovalores son

(D) = <(n+p)(n46q—p+ 1) 8) 7
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0 0
Ael2) = (0 (n+p+ 1)(n+q—p)) ’

An(D3) = ((n+p)(7g+p+ 1) 8) ’

A (D) = (8 (n+q—p)(%+q—p+1)).

Observacion 2.6.8. El operador diferencial que aparece en el Teorema 2.6.1 es

D=-9,—9D:+p(qg—p)l.

Podemos observar también que, por ejemplo,
A (D1)A(D3) # A (D3) A (D), para todo n € Ny.

Usando la Proposicion 2.4.7 deducimos que 193 # 394, lo que implica el si-
guiente corolario.

Corolario 2.6.9. El dlgebra D(W') no es conmutativa.

Siguiendo argumentos muy similares, a través de los autovalores, podemos obte-
ner las siguientes relaciones entre los operadores D1, Dy, D3 v Dy:

D19, =0, D9, =0, D195 =0, 9,9, =0, D9, =0,
D30, =0, D;=0, Di=0, D39, =D,9;—(q—2p)Ds,
D10, =9,0;— (¢ —2p)Ds, D304 =923 — (¢ — 2p)D>,

D,0; =D+ (¢ — 2p)D1.

Conjetura 2.6.10. (i) No hay operadores diferenciales en D(W) de orden impar.

(ii) Los operadores diferenciales en D(W) de orden a lo sumo dos generan el
dlgebra D(W), es decir, D(W) = Ds.

Mediante cdlculos directos pero tediosos, es posible verificar que

D=0, D=9, y D=-L 9,
q—0p

lo que implica que podemos constituir una base de operadores diferenciales simétricos
para D, tomando la identidad 7, los operadores 1, 5 y el par

€3 := (¢ — p)D3 + pDy y €y :=i((q—p)D3 —pDy).
Mas explicitamente, tenemos que

o —(g=2p)x pr®—q+p 2p 2p(q —p+ 1)z
=0 ((q—p)xQ—p (q—2p)x> (2(p+1)(q—p)x 2(q — p) >
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( 0 p(q—p)(q—p+1)>’

p(p+1)(q —p) 0
2
i = —q —px-—q-%p)
e (@—pﬂ9+p qx

2p(q—p+1) —2p(g—p+ 1)z

+8<%p+n@—pm 2@—mﬂp+D)

0 -plg—p)g—p+1)
+(Mp+U@—p) 0 )’

y los autovalores correspondientes son

_ 0 plg—p+n)(g—p+n+1)
A“Qﬁ‘(@—pmﬂwmp+n+n 0 >’

AA460=<( 0 —m@—p+m@—p+n+0).

q—p)p+n)p+n+1) 0






Capitulo 3

Biespectralidad: una primera vista

Este capitulo se basa en [2], y presenta el Problema Biespectral en un contexto
escalar, que es la version mas estudiada y tratada en sumo detalle.

3.1. Introduccion

Presentamos una primera vista hacia el estudio de la siguiente pregunta, que
es un caso bastante general e interesante de lo que histéricamente se bautizé como
Biespectralidad o Problema Biespectral: j Para cuales operadores lineales diferenciales

de la forma
¢ 9\
2= 0 (5)
7=0

hay una familia no nula de autofunciones ¢(x, \), con

(£6) (z,A) = Ap(z, N), (3.1)

diferenciable con respecto al pardmetro espectral X, que también es una familia de
autofunciones de un operador lineal diferencial de la forma

o g‘amr@) (%)

(A0) (z, A) = O(x)¢(x, ), (3.2)

para un autovalor © que es funcién de la variable 7

Una motivacion que desembocd en esta pregunta es lo que se bautizé como
Problema de Time-Band-Limiting, y que se presenta en mucho mas detalle en los
siguientes capitulos. Este problema, que encontré algunas aplicaciones en problemas
de tomografia (limited-angle tomography) por ejemplo, se basa en el estudio cuan-
titativo de la relacion entre “la cantidad de informacién recopilada” y “la calidad
de la imagen reconstruida”, y se apoya en la posibilidad de un analisis detallado de
las propiedades espectrales de un operador integral especifico. Esto es posible, en
casos muy simples, por la milagrosa existencia de un operador lineal diferencial de
segundo orden que conmuta con el anterior operador integral.

29
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Tanto por razones practicas como por razones puramente matematicas es desea-
ble mirar el mismo operador integral en situaciones mas complicadas, mas alla de la
recta real, o en el caso equivalente en el que el analisis de Fourier es reemplazado por
la descomposicion en término de autofunciones de un operador diferencial general
de segundo orden definido en la recta real.

Otra motivacién es que frecuentemente se encuentran familias de autofunciones
o(z, \) para las cuales su comportamiento asintético A — oo tiene una similitud
formal con el comportamiento asintético r — oo. Este tltimo se determina por la
ecuacion diferencial (£¢) (x, A) = A¢(z, \) en la variable z. La ecuacién diferencial
(Ap) (x,\) = O(x)p(z, A) en el parametro espectral A podria ser la explicacién de
esta similitud entre los comportamientos asintoticos.

Volviendo a la pregunta del principio, vamos a analizar en detalle el caso en el
que £ tiene orden dos, cuando puede ser escrito en la forma estandar de Schrodinger

a 2
- (= 1%
2= (5) +v@
para cierto potencial V(x).

Para este analisis, podemos factorizar

0 ¢yl )
O )

en donde ¢ es una autofuncién de £ asociada al autovalor 0:

L£=aob, con a=

£¢0 =0.
Intercambiando los factores de £ obtenemos otro operador de Schrodinger:

_ o\2 -
£:boa:—<a—x> +V(I),

f1-vio-2(42)

es el nuevo potencial. El punto de esta construccién es el siguiente: si £o = Ao
entonces

en donde

L£(bg) = b(abg) = b(Lp) = A(bg),
lo que significa que si conocemos las autofunciones de £, podemos obtener las auto-
funciones de £ aplicando b a las anteriores.

A partir de la construccién anterior, llamamos a la aplicacién V — V la Trans-
formacion Racional de Darbouz de V' si ¢py(z)/¢o(z) es una funcion racional. Esta
transformacién mapea un potencial V racional en otro potencial V racional. La
respuesta a la pregunta del principio entonces puede ser enunciada como sigue.

Teorema 3.1.1. Los potenciales V para los cuales las ecuaciones (3.1) y (3.2) valen,
para ¢ no nula y A de orden positivo, son

V(zg)=azr+p8, a,cC,a#0 vy V(w)zﬁw, a,b,ceC, c+0,



3.2. LAS “AD-CONDITIONS”: (ad £)™"1(©) =0 31

Y, via traslaciones en la variable x y adicion de constantes a V', aquellos potenciales
que pueden ser obtenidos a partir de

V@) =0y V(@)=

a través de una cantidad finita de transformaciones racionales de Darboux.

La demostracién de este resultado no serda dada en este trabajo, pero en la si-
guiente seccion se presentaran los primeros pasos, que son observaciones muy im-
portantes: la funcién © en la ecuacién (3.2) debe ser polinomial y el potencial V'
debe ser una funcién racional.

3.2. Las “ad-conditions”: (ad £)""(0) =0

Consideremos un operador lineal diferencial de orden ¢ de la forma

J4 a j
e=Y @i a-(5) .

con coeficientes a valores complejos £;(x) diferenciables con respecto a la variable
x. Sea ¢ = ¢(x, A) una familia no nula de autofunciones de £, satisfaciendo

diferenciable con respecto a la variable z y al parametro espectral A\, y que a su vez
satisface satisface la ecuacién diferencial

(A9) (z,A) = (©9) (2, A). (3.4)

En la ecuacion anterior 2 es el operador lineal diferencial de orden m con respecto

a A
- T 7 a "
A = ;0 20,.(\)0y, 0 = (_8>\) ,

con coeficientes a valores complejos 2A,.(A), y © es el operador lineal diferencial

m

0 => 0,),

s=0

con coeficientes a valores complejos diferenciables con respecto a la variable x.

Las hipotesis sobre las funciones involucradas se asumen solo localmente, es decir
en entornos abiertos de & o A segiin corresponda. Las hipétesis de diferenciabilidad
significan la posibilidad de derivar todas las veces necesarias en los siguientes calcu-
los. Determinar las condiciones minimas de diferenciabilidad para ¢ y los coeficientes
de £y ©, para que las conclusiones sigan valiendo, es un juego totalmente aparte y
todavia incierto.
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Por el resto de este trabajo, escribimos
(ad A)(B) = [A,B] = AB — BA,
para A y B operadores lineales. A partir de (3.3) y (3.4) obtenemos
[£,0]¢ = [-A, 2o,

usando que A = 2A(\,0y) y £ = £(x,0,), al igual que A y © = O(z,d,), conmutan
entre si; en este contexto usamos la notacion \ para significar el operador de multi-
plicacién por el pardametro espectral A. Reemplazando ©, respectivamente 2, en la
ecuacién anterior por (ad £)"71(0), respectivamente (—ad \)"~1(2l), obtenemos por
induccién en r € N que

(ad £)"(©)¢ = (—ad A)"(A)¢.

Como cada aplicacién de ad A decrece el orden de cualquier operador lineal diferen-
cial respecto de A, usamos la ecuacién anterior con r = m + 1 para obtener

(ad £)"(0)¢ = 0. (3.5)

Por otro lado, cada aplicacion de ad £ incrementa el orden de cualquier operador
lineal diferencial respecto de x a lo sumo en £ — 1, por lo que (ad £)™1(O) es un
operador lineal diferencial respecto de x, con coeficientes dependiendo sélo de x, de
orden a lo sumo a = ord® + (m + 1)(¢ — 1).

Ahora supongamos que (ad £)™*1(©) # 0, y denotemos ord (ad £)"*(©) =
a < a. En un entorno de un punto xy en donde el coeficiente de mayor orden de
(ad £)™T1(O) no se anula, el nicleo de este operador es un espacio vectorial de
funciones de = de dimensién finita, igual a a. Sin embargo, las autofunciones de £
correspondientes a distintos autovalores Ay, ..., A\; son linealmente independientes.
Esto implica que tomando t > a, ¢ = ¢(,As), s = 1,...,t en (3.5), llegamos a
una contradicciéon a la hipétesis (ad £)™1(©) # 0. Entonces hemos probado que
necesariamente

(ad £)"*1(©) = 0. (3.6)
La ecuacién anterior puede ser reformulada como sigue.

Lema 3.2.1. Sea {¢;(-, \)}o_; una base de Nu(£—\I), con cada ¢;(-, \) diferenciable

J=1
con respecto a \. Entonces

{(Ro)) N |i=1,...,6,p=0,...,m} (3.7)

constituye una base de Nu(£ — \I)™*L.

Demostracion. Para cualquier ¢(z, A) diferenciable con respecto a x y A se cumple
que

(€~ Ao = pdh 6.

La prueba de este lema se hace por induccion en p, y el paso inductivo se hace
derivando la ecuacién anterior con respecto a A. Aplicando potencias de £ — \I a la
ecuacion anterior obtenemos

|
(8- A0 = L E K6, panpza (3.8)
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(&= A)PTR =0, si ¢ € Nu(L— ). (3.9)

Entonces todos los elementos en (3.7) pertenecen al espacio Nu(£ — )™, Si
ahora proponemos constantes {c;,} tal que

> cipe; =0,

j=1 p=0

aplicando (£ — AI)™ y usando (3.8) y (3.9), obtenemos

¢
E Cj,m¢j =0,
Jj=1

lo que implica, en vista de la independencia lineal de los elementos ¢;, que ¢;,, = 0
para todo j. Por induccién en m deducimos que ¢;, = 0 para todo j y p. Hemos
probado entonces que todos los elementos 0y¢; son linealmente independientes. Y
por ultimo, como

dim Nu(€ — M) = ord(£ — M) = (m + 1)/,

los elementos d{¢; constituyen una base de Nu(€ — A\J)™*1, O

Proposicion 3.2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe una familia no nula ¢(-,\) € Nu(£ — AI), diferenciable con respecto a
A, tal que (©@) (-, A) € Nu(£ — AXI)™* para todo \;

(ii) (ad £)™T1(0) =0;
(iii) © mapea Nu(L — A1) en Nu(£ — XI)™! para todo M.
Demostracion. Si ¢ € Nu(£ — AI) entonces, por induccién en m, tenemos que
(£ —A)"™1H(O)p = (ad £)" 1 (O)o. (3.10)

Entonces, si ¢ es como en (i), tenemos que (ad £)""1(0)4(-, \) = 0 para todo A. Pero
entonces el argumento dado anteriormente sobre como (3.5) implica (3.6) prueba que
(i) implica (ii). La implicacién (ii) = (iii) es directa de (3.10), y la implicacién (iii)
= (i) es obvia. O

Estos tltimos dos resultados se aplican de la siguiente forma. Sea £ un subespa-
cio vectorial del espacio de funciones de x, caracterizado por cierto comportamiento
asintotico, como por ejemplo

dim(Z NNu(L — AI)™) <m + 1. (3.11)
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Sea gE( -, A) una familia no nula de funciones de z, diferenciable con respecto a A, tal
que

o(-,\) € ZNNu(&—XI), (09)(-,\) € £ v (-, \) € £ paratodo0<p<m.

(3.12)
La desigualdad (3.11) y la tltima condicién en (3.12) implican, junto con el Lema
3.2.1, que los elementos (-, A), 0 < p < m, constituyen una base de .Z N Nu(L —
A)™ 1y ademds vale la igualdad en (3.11). Entonces, usando la Proposicién 3.2.2
tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2.3. Si (ad £)™"1(0©) = 0 y las condiciones (3.11) y (3.12) valen, entonces
(@é)(-,)\) es una combinacion lineal de los elementos 6§$(-,)\), 0 <p<m, con
coeficientes dependientes solo de \. Esto significa que qg satisface una ecuacion de la
forma (3.4), reemplazando A por un apropiado operador A = ﬁl()x, ).

Este lema establece una equivalencia entre la ecuacién (ad £)™™(0) = 0 y la
existencia de una familia no nula ¢ = ¢(z,A) y un operador A = (X, d,) que
satisfacen (3.3) y (3.4).

Para seguir, a partir de ahora vamos a asumir que

0 = 6(z),

es decir, vamos asumir que el operador © es de orden cero, por lo que cumple el rol
de un autovalor dependiente de x para el operador 20 = (A, Jy) en (3.4).

Asumiendo también que £y(x) (el coeficiente de £ de mayor orden) es real,
o que £ tiene coeficientes analiticos, podemos realizar un cambio de variable de
x para obtener que £,(z) es una constante no nula. Entonces el coeficiente de
ALY o (ad £)™1(O) es ahora igual a (—€£,)™+H19™+10, por lo que la ecuacién
(ad £)™*1(©) = 0 implica que

©(x) es un polinomio en la variable z de grado a lo sumo m.

Conjugando £ con una funciéon apropiada de x podemos obtener también que
£Lo-1(z) = 0. Si nos restringimos a operadores £ de segundo orden, como serd a
partir de ahora, podemos entonces asumir que £ toma la forma de Schréodinger

£=-92+V(x),
en donde el término de orden cero V(x) es llamado potencial. Escribiendo

(ad(02 — V)™ (©) = Z -0 (ad02)" o (—ad V)" o (ad 82)"(©),
SH

la parte que es homogénea en V de grado t es igual a la suma del lado derecho
sobre todos los indices ¢y, ..., ¢, tal que > £y, = t. Como ad V' decrece el orden
de cualquier operador lineal diferencial en x y ad9? lo incrementa a lo sumo en
uno, esta parte en cuestion tiene orden a lo sumo igual a Y linpar — D lpar =



3.2. LAs “AD-CONDITIONS”: (ad £)™*1(0) =0 35

>ty =23 by = m+ 1 —2t. En particular, observamos que el coeficiente de 95"
en (ad £)™*1(0) atin no involucra a V.

Usando que
(02, c(x)] = 2¢ (2)0, + " (z), ¢(z) alguna funcién diferenciable de z,

deducimos por induccion en j que

<adai>j(§p%cq< ) 222()<< o,

La parte de (—ad £)™*1(0) que no involucra a V se obtiene tomando j = m + 1,
co(x) = O(x), c1(x) = -+ = ¢(x) =0y s =j—r = m+1—r. Entonces
j+s=2(m+1)—r > m+1 en la igualdad de arriba, por lo que la parte en cuestién
es nula ya que todas las derivadas de © de orden m + 1 en adelante son nulas. En
particular, (ad £)™*(0) ya es de orden a lo sumo m — 1 debido a esto.

El coeficiente de ™! en (—ad £)™"!(0) es ahora lineal en V, e igual al coefi-

ciente de mayor orden en

Z (ad 92)™ 7 o (—ad V) o (ad 0?)7(©).
7j=1
Usando ahora que

q

(aavior =3 ()T = o+
r=1

y denotando como V a una primitiva de V| el coeficiente de 97! en (—ad £)™+1(©)
resulta

m

3o (jv'2iew) "
(m - j) V) gm=0)
14
m+ 1) v () g(m=0)
m+ 1) [76+2) (@) ((m41)~(¢-2)

- (m+1) -
= 2om ( V@’) — (m+1)velmth V@<m+2>)
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en la segunda igualdad hemos usado la identidad binomial

"§ fm—7\  (m+1

2 I\ 0 )T \ev2)

7j=1

que se puede probar por induccién en m. Entonces (ad £)™*1(0) es de orden menor

am—1siyso6losi VO es un polinomio de grado a lo sumo m, o equivalentemente,
si

/
V= <§> , para algin polinomio P de grado a lo sumo m.
Esto en particular implica que V' es una funcién racional, con a lo sumo m — 1 polos
en las raices de ©’. En cada polo a € C el coeficiente de (z —a)~! en la expansién de
Laurent debe anularse, y lo mismo debe pasar para el coeficiente 7! en la expansion
de Laurent de V. Estas propiedades expresan el hecho de que la primitiva V de V
también es una funcion racional.

La racionalidad de V' hace que (3.3) sea una ecuacién analitica en toda la esfera
de Riemann C U {oo}, teniendo sélo una cantidad finita de puntos singulares, cada
uno de orden finito. A partir de todo lo visto hasta ahora, para determinar atiin mas
al potencial V' es necesario estudiar el comportamiento asintético de las soluciones
de (3.3) en los puntos singulares.



Capitulo 4

Biespectralidad y
Time-Band-Limiting: Polinomios
matriciales

4.1. Introducciéon

El tépico de Time-Band-Limiting, cuyo origen se remonta al Andlisis de Se-
nales, se basa en el “milagroso” hecho de que un operador integral que aparece
naturalmente en el andlisis admite un operador diferencial que conmuta con este,
permitiendo realizar un analisis espectral eficiente desde el punto de vista numérico.
En la busqueda de explicar el por qué de este “milagro” aparece el fenémeno de la
Biespectralidad, y en este trabajo estudiamos una version matricial de la misma.

El problema de la “doble concentracién”, es decir, localizar una funcién (o senal)
tanto en el espacio fisico como en el de frecuencias hace contacto con varias areas de
matematica, fisica e ingenieria, como por ejemplo el andlisis arménico, la mecanica
cudntica y el andlisis (o procesamiento) de senales.

En algunas instancias, este problema desemboca en una pregunta concreta pro-
puesta (al menos implicitamente) por C. Shannon [14]: conociendo el espectro de
frecuencias sobre una banda especifica de frecuencias [—W, W] de una sefial desco-
nocida con soporte temporal fijo [—T,T], jcémo podemos recuperar esta senal con
la mayor fidelidad a partir de esta informacién parcial? Naturalmente podriamos
empezar por encontrar los coeficientes en la expansion de la sefial en términos de las
funciones singulares del problema, es decir, descomponer la senal sobre el espectro
de frecuencias conocido a partir de las correspondientes amplitudes. Sin embargo,
esto rapidamente lleva a un problema computacional: las funciones singulares en
cuestion resultan ser autofunciones de un operador integral con un espectro muy
apinado.

En una muy interesante serie de publicaciones proveniente de Bell Labs alrededor
del ano 1960, naci6 el fenémeno ya mencionado anteriormente y bautizado como
Time-Band-Limiting, y que en la busqueda de una explicacion se di6 a luz al llamado
Problema Biespectral. En el caso de D. Slepian, H. Landau y H. Pollak, el operador

37
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integral mencionado anteriormente tiene como nicleo el denominado “ntcleo sinc”

sen (W(i[} — y)) _ /W eik(a:—y) dk
r—y -W ’

que se obtiene integrando el producto e**e~*¥ sobre todos los valores k en el rango
[—~W, W]. Notemos que la funcién e*** admite una situacién biespectral “trivial,”
siendo las derivadas segundas respecto de x y k el par de operadores correspondientes
(incluso las derivadas primeras funcionan en este caso).

El objetivo de este capitulo es presentar, en el contexto matricial, un resultado
general sobre la relacion entre la propiedad biespectral para polinomios ortogonales
matriciales y la existencia de un operador diferencial simétrico que conmuta con los
operadores Time-Band-Limiting naturalmente asociados a esta familia de polino-
mios ortogonales.

En este capitulo vamos a recopilar los resultados de [7], en el cual se muestra
de manera explicita la existencia de un operador diferencial simétrico de segundo
orden T y un operador en diferencia simétrico y tridigonal L que conmutan simul-
taneamente con los operadores time-limiting y band-limiting.

4.2. Preliminares

Sea W un peso matricial positivo en el intervalo (a, b), y sea { P, }nen, la sucesién
de polinomios ortonormales matriciales asociada a .

Consideramos los espacios de Hilbert ¢2(A) y L*(W) dados respectivamente por
las sucesiones {C), }nen, de matrices d x d tal que

Z tr (C,,Cr) < 00
n=0

y las funciones Lebesgue-medibles definidas en (a,b) a valores matriciales que satis-
facen

/( ) tr (f(x)W(x)f(x)*)dx < oo.

Una aplicacién andloga a la Transformada de Fourier es la isometria F : ¢2(A) —
L*(W) dada por

{Catnero D Y CuPu(2).
n=0

En el caso de que los polinomios matriciales sean densos en L?(TV), esta aplicacién
es ademéas unitaria con inversa F ! : L?(W) — (*(A) dada por

£ {(Jn — [ F@)W(x)Py(2)* dx}

(aab) neNg

Consideramos el problema de determinar una funciéon f : Ny — A a partir de la
siguiente informacion: f tiene soporte compacto en el intervalo [0, N], con N € N
fijo, y su transformada F(f) es conocida en el intervalo (a,], con a < Q < b.
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Para esto, concluimos que es necesario analizar los vectores y valores singulares del

operador F : (*(A) — L*(W) dado por

en donde Yy es el operador time-limiting en (*(A) y xq es el operador band-limiting
en L?(W). Estos actian de la siguiente forma: v iguala a 0 todas las componentes
con indice mayor a N, y xqo multiplica por la funcién caracteristica del intervalo
(a, Q).

Teniendo en cuenta lo anterior, nos interesa estudiar los autovalores y autofun-
ciones de los operadores

E'E=xXnF 'xoFXn v  EE*=xoFXnF 'xo-

El operador E*E, actuando en ¢?(.A), no es mds que una matriz (N + 1) x (N + 1)
en bloques d x d dados por los elementos

(E*E)pn = / P ()W (z)P,(z)" dx, 0 <m,n <N,
(a7Q}

y el operador EE* actia en L?(TW) a través del nicleo integral

k(x,y) = Z Po(z)*Pu(y),

con la consideracion de que el operador integral S = EE* con este niicleo k actta
por derecha:
(fS)@)= | Fy)W(yk(z,y)" dy.
(a,]

En general, para N y €) arbitrarios no hay mucha esperanza de encontrar anali-
ticamente las autofunciones de FE* y E*E. Por suerte, hay una estrategia simple
para este “problema de inversion”: encontrar un operador con espectro simple que
tenga las mismas autofunciones que los operadores FE* y E*E. En este trabajo,
consideramos el caso continuo-discreto del Problema Biespectral, construyendo ex-
plicitamente un operador simétrico T que conmute con FE* y E*FE, bajo ciertas
hipdtesis que se cumplen automaticamente en el caso escalar.

En el presente caso, la simetria de un operador ¥ actuando en funciones definidas
en el intervalo (a, Q] significa que

para todo P, Q en un determinado conjunto denso de funciones de L?(W), en donde
(P, Q)o = /( }P(z)W(x)Q(x)* dx.
a,$

De [6] sabemos que dado ¥ operador diferencial y S operador integral con nticleo
k, se cumple que

TS=5% siysélosi  k(z,y)*T, = (k(z,y)T,)";
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usamos la notacion €, para remarcar que T actia en la variable x.

Sea { P, }nen, la sucesién de polinomios ortogonales matriciales ménicos asociada
al peso W, y sea {Q,}nen, la sucesién de polinomios ortonormales definidos por
Qn = XnP,, con X, = | Pt = (P,, P,) /2.

Fijamos un nimero natural N y un ndimero real ) € (a,b), y consideramos los
siguientes operadores Yo y xn actuando en L?*(TW): yq multiplica por la funcién
caracteristica del intervalo (a,Q] y xy = FxnyF ' es la proyecciéon en el A-médulo

a izquierda generado por (Qo, ..., Qy). Explicitamente tenemos que
N
n=0

Entonces el operador EE* puede ser reescrito como EE* = xyaXnXa, €l cual es un
operador integral actuando a derecha via el nicleo

k(z,y) =) Qn()Qn(y).

Por otro lado, el operador £*E es la matriz en bloques cuyos elementos ya escribimos
anteriormente. Ademés, tenemos que la accién del operador FE*EF ! = ynYaXn
esta dada por

N

xnxaxn(f) =Y ( e f@)W (2)Qi(z)" dﬂﬁ) Qi,  feLXW)

=0

El principal resultado de esta secciéon es el enunciado de la existencia de un
operador simétrico que conmuta con los operadores EE* y FE*EF~!. Para esto,
vamos a construir un operador ¥ que conmute con los operadores xn v Xa-

Partimos de un operador diferencial de segundo orden ©® € D(W) simétrico
respecto de (-, )y de la forma

D= 82FQ(I) + (9F1(ac) + FQ,

con F; un polinomio matricial de orden menor o igual a j, para j = 0,1, 2.
Sabemos que los polinomios { P, }reny v {@n pnen, son autofunciones de ©:

Pn@ = AnPnu Qng = Aan (41)

con A, = ¥, A, % . Estos polinomios también satisfacen una relacién de recurrencia
de tres términos:

zP,(z) = Pyi1(z) + By P (z) + CPy1 (), (4.2)
xQn(x) - AZ—i—lQn-ﬁ-l(x) + BnQn(x) + AnQn—l(x)a
en donde
A, = ||Pn||2”Pn—1||_2a Bnx, = (Bn2n>*7
A, = ZnAnE;il = HPnHHPn—IH_lv B, = EanEgl,

y en donde también adoptamos la convencién P_; = Q_; = 0.
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Teorema 4.2.1. Sea {A, },en, la sucesion de autovalores de ®© tal como aparecen
n (4.1). Supongamos que existe una matriz M, independiente de las variables x, n
y el parametro ), aunque capaz dependiente de N, tal que

(M —2(Ax + Any1)) W(z) = W(x) (M —x(Ay + Ani1))". (4.3)
Entonces el operador diferencial de sequndo orden actuando a derecha

es simétrico y conmuta con los operadores XN Y Xq-

En la siguiente seccion se presenta una prueba “sencilla”, pero no corta, de este
resultado.

En la condicion (4.3) del Teorema 4.2.1, la dependencia de M con el operador di-
ferencial ® esta escondida en los autovalores A v Ay1. Explicitamente, recordando
la Proposicién 2.4.4, si el operador ® es de la forma ® = 9?Fy(x) + OF (z) + Fy y
los coeficientes Fy y Fy son de la forma Fy = Fyou? + Fy o+ Fogy Fy = Fy o+ Fy g,
tenemos que

An = n(n — 1)F2,2 + nFl,l + Fo.

A partir del operador simétrico ®, los autovalores de los polinomios ortogonales
matriciales moénicos de W y la matriz anterior M, construimos el operador diferencial

T =19 +©l’ — 209 — (AN +AN+1)ZE+M7
y observamos que si ® = 9*Fy(x)+0F(z)+ Fy, entonces D = Dz+20F,(x)+Fi(x).

Con esto podemos escribir

4.3. El operador diferencial ¥ y sus propiedades

Esta seccion comprende una prueba del Teorema 4.2.1 de la secciéon anterior.

Proposicion 4.3.1. El operador diferencial T es simétrico con respecto a (-, -)w en
(a,b) y también en (a,<].

Demostracion. Como ® es simétrico en (a,b), claramente 2® + Dz y 20D también
son simétricos en (a, b). Entonces, usando la definicién (4.4) de T, para todo par de
funciones f, g € L*(W) suficientemente suaves tenemos que

= s f@) (M = 2(Ay + Aya))W (2) = W(2)(M — 2(Ax + Ans1))7) da.

Entonces deducimos que T es simétrico en (a, b) si y sélo si se cumple la condicién
(4.3).



42 CAPITULO 4. BIESPECTRALIDAD Y TIME-BAND-LIMITING: POLINOMIOS MATRICIALES

Ahora resta probar que T también es simétrico en (a, 2]. En [5] se establece que
un operador diferencial ® = §?Fy(x) + OF)(x) + Fy(x) es simétrico con respecto a
un peso W definido en (a, b) si y sélo si satisface, para todo = € (a, b), las ecuaciones

Fy(x)W(z) = W(x)Fy(x)*
2(FyW) (z) — Fi(x)W(x) = W(x)Fy(x)* (4.6)
(FW)"(x) — (FW)' (x) + Fo(x)W (z) = W (2) Fy(2)",

junto con las condiciones de borde

lim Fy(z)W(z) =0, lim (Fy(z)W(x) — W(x)Fy(z)) =0, (4.7)

z—a,b x—a,b
en donde lim,_,,; es una notacién simplificada que engloba a ambos limites lim, ,,+
Yy hmm—>b* .

Escribiendo ® = 0%Fy(x) + 0Fi(z) 4+ Fy, y usando (4.5), tenemos la siguiente
relacion con los coeficientes de T = 9*Fy(z) + OFy(x) + Fo(z):

F2 = (II? — Q)FQ,
Fl = ([E — Q)Fl + F27
~ 1

Como T es simétrico respecto de W en el intervalo (a, b), tenemos que {]50, Fi, Fg}
satisfacen las ecuaciones (4.6) y (4.7). Entonces, para probar que T también es
simétrico respecto de W en el intervalo (a, §2], es suficiente con probar que

lim Fy(z)W(z) =0,  lim (Fl(x)W(x) . W(x)ﬁf) —0.

z— z—0Q

Para esto, como ® es simétrico respecto de W en el intervalo (a,b), tenemos que
{Fo, F}, F,} también satisfacen (4.6), lo que implica que

lim Fy(z)W (z) = lim (z — Q) Fy(x)W (z) = 0,

z—Q z—Q

y también implica que

lim (F(2)W ()~ W(2)F} ()
— lim ((z — Q)(Fy (2)W (x) — W (2)F} (2)) + Fy(x)W (z) — W () F3 (x)) = 0,

z—Q

completando la prueba. [

Proposiciéon 4.3.2. El operador diferencial ¥ conmuta con el operador “band-
limiting” xq.
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Demostracion. Observemos que Txq = xa¥ siy sélosi (f%)xa = (fxq)¥ para toda
f € L*(W) suficientemente suave. Como el operador T es simétrico respecto de W
en los intervalos (a, b) y (a, 2], tenemos que

(xaf)T,9) = (xaf, 9%)
- /( @@V )T @) de

o f@)W(2)(92)*(x) da

= (%, 9)a

- /< Q](ff)(x)W(w)g*@) dz
- /< D)W (2)g'(@) do

= <f(£X97 g>7

para todo par de funciones f, g € L*(W) suficientemente suaves. Concluimos que T
conmuta con xgq. [

Comentario 4.3.3. Es muy interesante observar que si el operador ¥ es simétrico
respecto de W en (a,b), entonces ¥ conmuta con xq si y sélo si T es simétrico
respecto de W en (a, Q.

Proposicién 4.3.4. Para todo n > 0, existen matrices X,,, Y, y Z, tal que

an = XnQn—l—l + YnQn + ZnQn—l-

Mas ain, se cumple que X* = 1y Y, =YY" con la convencion (Q_; = 0.
g n n+ n n’

Demostracion. Para cada n > 0, Q),,F es un polinomio matricial de grado a lo sumo
n + 1. Entonces tenemos que 0, T = Z?% K, ;Q;, para ciertas matrices { K, ;}.

Como ¥ es simétrico, no es dificil verificar que

(Qn%,Q;) = (Qn, Q;%) =0, para todo 7 <mn — 1.
Con esto deducimos que

n+1

QT =Y K,jQi = XuQui1 + YoQu + ZuQur.

j=n—1

Por dltimo, observemos que X, = (@Q,T, Qni1) = (Qn, @n1%) = Z;, 1 v que
Y, =(Q.T,Q,) = (Qn,, Q,T) =Y. Esto termina la prueba. ]
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Corolario 4.3.5. Se cumple que
X = [Pl 7 (An + Apgr — Ay — Anir) | Paa ||,

en donde {P,}nen, €S la sucesion de polinomios ortogonales matriciales monicos
asociada a W.
En particular, vale que Xy = Zny1 = 0.

Demostracion. A partir de la definicién (4.4) de ¥, junto con las ecuaciones (4.1) y
(4.2) de autovalores de © y las relaciones de recurrencia de tres términos, tenemos
que

<Pn‘3f, Pn+1> n(l‘@+©fﬁ—2Q© — (AN+AN+1)$+M),Pn+1>

P,
P,(x® +Dx — (Ax + Ani1)x), Pog1)

Pn—l—l@ + PnAnx - Pn-l—l(AN + AN+1)7 Pn+1>
PoiiMni1 + PopiNy — (Ay + Ang1) Pogt, Paga)

= (A + A1 — Av — Ani1)(Pott, Poaga)-

=
=
=
=

Entonces, usando el hecho de que Q,, = ||P,|| " P,, obtenemos

(QnT, Qni1) = [Pl ™" (An + At — An = Ani1)(Prasts Pog) | Poga |7
= || Pol| 7 (An + Anr — Ay — Anid) || P |-

Para terminar, usando la Proposicion 4.3.4 sabemos que

<ana Qn+1> = <XnQn+1> Qn+1> = X,

Proposicion 4.3.6. El operador diferencial T conmuta con el operador “time-
limiting” xn .

Demostracién. Sea f € L?(W) una funcién suficientemente suave. Usando la Pro-
posicion 4.3.4, junto con el hecho de que ¥ es simétrico, tenemos que

N N
n=0 n=0

Por otro lado, tenemos que

(fXN)T =D (f, Qu)QnT

n=0
N
=S, Qu) (XQuit +YaQu + ZuQu1)
Vet v

N-1
= Z<f7 Qn71>anlQn + Z<‘f’ Qn)YnQn + Z<‘f’ Qn+1>Zn+1Qn-
n=1 n=0 n=0
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Usando el corolario anterior sabemos que Xy = Zy.1 = 0, y entonces

N
(fxn)% = Z ((f, @u-1) X1+ ([, Qn)Yn + (f, Qui1) Zns1) Q-
n=0

Con lo anterior, el resultado de esta proposicion se sigue nuevamente por el corolario
anterior, usando que X} = 7,1 y Y =Y. [l

Teorema 4.3.7. El operador diferencial de sequndo orden ¥ es simétrico respecto
de W y conmuta con los operadores “time-band-limiting” EE* y FE*EF 1.

Demostracion. La simetria de ¥ ya fue establecida en la Proposicién 4.3.1. Recor-
dando de la seccién anterior que EE* = xoxnXoy FE*EF ' = xnYxaXn, la prueba
de este teorema se sigue de las Proposiciones 4.3.2 y 4.3.6. [

Hasta ahora, los operadores ¥, S = FE* y T actiian a derecha sobre funciones
en L*(W). Conjugando con la aplicaciéon F es posible obtener operadores actuando
a derecha sobre funciones en ¢?(.A). Si definimos

L=F%F,
el siguiente resultado es inmediato.

Corolario 4.3.8. El operador lineal en diferencia de sequndo orden L estd dado por
una matriz tridiagonal autoadjunta semi-infinita en bloques d X d, y conmuta con
los operadores “time-band-limiting” F 'EE*F y E*E. El operador L, en la base
estandar de (*(A), estd dado explicitamente por

Yo X; 0 0 0
Xo Vi X; 0 0
0 X, Y, X5 0
L=10o 0 x, v; X3
0 0 0 X, Y

en donde las matrices X; e Y}, con j € Ny, fueron dadas en la Proposicion 4.5.4.

Comentario 4.3.9. Del Corolario 4.3.5 es facil verificar que la matriz L anterior
esta conformada por dos grandes bloques diagonales: un bloque superior de tamafo
(N +1) x (N +1) y otro bloque inferior semi-infinito.

4.4. Ejemplos

En esta seccion se presentan ejemplos concretos de operadores diferenciales €
a partir de pesos matriciales importantes, exhibiendo las correspondientes matrices
M para cada caso.
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4.4.1. Primer ejemplo: Peso matricial de Gegenbauer

El primer ejemplo corresponde al siguiente peso matricial, dependiente de dos
parametros 0 < p < ¢, con q # 2p:

2
1 .2vq/2—1 (P q—p —qr B
Wix)=(1—-2z%) ( g (q — p)a? —|—p) : e [-1,1].

Este ejemplo ya fue presentado y estudiado en la ultima secciéon del Capitulo 2 de
este trabajo. Vimos que existen cuatro operadores diferenciales en D(W) linealmente
independientes y de orden dos, que denotamos como D1, D,, €3 v &4. Ver la ultima
parte del Capitulo 2 para un recordatorio y mas detalles.

Vimos que los correspondientes autovalores de ©; y ®5 son

An(gl)_((nw)(ngq—ml) 8) yA’”‘(@Q)_(g (n+p+1)0(n+q—p))'

Para los operadores ®; y ®s, las matrices

M, — (2N(N+p+1)(N+q—p+1)+q—2p) (0 q—p>’

q—2p p 0
v~ @V 4 p+ DN +g—p+1) +q-2p) <0 q—p>
? q—2p p 0

satisfacen la condicién (4.3), es decir
(My = 2(An(D1) + Ay (D)) W(z) y (M — 2(An(D2) + Ania(D2))) W(z)

son matrices simétricas. Por lo desarrollado en la seccién anterior, existen respectivos
operadores diferenciales €1 y T3 que conmutan con los operadores time-band-limiting
XQ Y XN-

Es importante observar que para los operadores simétricos €3 y €, no es posible
encontrar respectivas matrices M3 y M, que satisfagan (4.3). Esto muestra que, en
general, dado un peso W es necesario buscar en todo el dlgebra D(WW) operadores
simétricos que cumplan la condicién (4.3).

4.4.2. Segundo ejemplo

En [1] se estudian los polinomios matriciales que resultan ortogonales entre si en
el intervalo [0, 1] con respecto al peso

o B+1—kx (B+1—k)x
W(z)= (1~ 2)%" ((B—i—l—k)x (5+1—k)x2>'

La sucesién { P, },en, de polinomios ortogonales matriciales ménicos asociada a
W son autofunciones del operador diferencial simétrico

D =0r(1—2)[+0(C—2zU)-V,
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_(B+1 1 (a+B+3 0
C_<O B+3)’ U‘( 0 a+6+4)’

0 0
VZ(k:—ﬁ—1 a+6+2—k)'

La correspondiente sucesién de autovalores {A,(D)},en, esta dada por

con

B _n(a+ﬁ+n+2) 0
An(@)_( 1+8—k —(n+1)(a+5+”+2)+k)'

Un célculo directo muestra que la matriz

v (18 2atB)+2N+5
B 0 3(1+5)

satisface la condicién (4.3). Entonces existe un operador diferencial T que conmuta
con los operadores time-band-limiting xq v Xn, Y que puede ser escrito como

T=(x—Q)D —0z(1l —2)] + Ry(z),

Ran()

_(x(N*+ (a+B+3)(N+1)) a+f+N+2
B v(k—p—-1) t(N*+(a+B+4)N+20+28—-k+6)+5)"

4.4.3. Tercer ejemplo

Consideremos los polinomios matriciales que son ortogonales entre si en el inter-
valo [0, 1] respecto del peso originado en [3] (Seccién 3.3), con pardmetros o = 3 = 0,
k=1/2 1ty =0,y dado por

W(z) = <11+_:1§ (11__5)2)

Tenemos que

2e(x — 1) 2z 8 —T7 T—z L(3 =5

_ 92 :

©+_a( 0 0)+a(ac—l 1 )+2(1 3)

es un operador simétrico respecto de W, y sus correspondientes autovalores estan
dados por

(2 +6n+3/2 —n—5/2
An(Dy) = ( n+1/2 -3/2 )
No es dificil verificar que no se satisface la condicién (4.3).
Por otro lado, W admite otro operador diferencial simétrico:

(0 2 13-z \ 1[5 -3
D-=9 (0 2x(1—x)>+8(x—1 —8x+3>+§(3 —5>'
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Pero nuevamente, para los correspondientes autovalores A, (®_), la condicién (4.3)
no es satisfecha.
A pesar de lo anterior, considerando el operador simétrico

1 o dr—3 2 1 /-1 -1
5(@+—9_)—3x(x—1)1+3( 0 4x+1)+§<—1 1),

con autovalores dados por

1/1 1
An—n(n+3)[+§(1 _1>,

resulta que la condicién (4.3) si se cumple, tomando

u=(13)

No es dificil verificar que el operador dado por

T=0%(r—1)(z - Q) +0X +Y,

con
v 5% — 4Qx — 4 + 30 2(z — Q)

N 0 5x2 —4Qr — 22+ Q)
v — Q/2—-3—-N(N+4)z (Q2+5)/2

n (Q-1)/2 —N(N+4)x—Q/2) "

es el correspondiente operador simétrico proveniente de (D, —®_)/2 que conmuta
con los operadores time-band-limiting xq v Xn-

Al final del primer ejemplo ya aludimos a este fenémeno: el método desarrollado
en la seccion anterior puede ser aplicado a algunos operadores en el dlgebra D(W),
pero no necesariamente a todos. Si el algebra D(W) tiene varios generadores, las
chances de obtener éxito en nuestra construccién aumentan considerablemente.



Capitulo 5

Biespectralidad y
Time-Band-Limiting: Funciones
discretas

5.1. Introduccion

Sea {p;(z)}, con i,z € {0,..., N}, N un nimero natural fijo, una coleccién de
funciones discretas linealmente independientes a valores complejos y ortogonales con
respecto a un peso positivo w : {0,..., N} — (0, 00). Esto tltimo significa que

ZPz(I)w(I)m =0 sii# j.

Bajo este contexto, vamos a considerar el andlogo al problema de Time-Band-
Limiting de la seccién anterior, esta vez con funciones escalares de variable discreta.
La referencia para este capitulo es [10]. Sea f(x) una funcién discreta cualquiera.
Denotamos como Mg al operador time-limiting, que multiplica a f por la funciéon
caracteristica del conjunto {0, ..., K}. Similarmente, denotamos como P;, al ope-
rador band-limiting, que proyecta a f sobre el espacio generado por las funciones
{po,-..,pr}. Estos dos operadores son claramente simétricos respecto del producto
interno

como también lo es el famoso operador time-band limiting My P, Mg .

En la préxima seccion se presentarda una prueba analoga al Teorema 4.2.1 del
capitulo anterior: se probara la existencia de una matriz tridiagonal simétrica T" que
conmuta con Mg P M. Y al igual que en el ya mencionado resultado anterior, una
pieza esencial de la demostracién es la condicion de biespectralidad, que se resume
en las siguientes dos hipétesis:

(i) Las funciones {p;}}¥, son autofunciones de un operador lineal en diferencia de
segundo orden simétrico;

(i) Las funciones {p;}Y, satisfacen una relacién de recurrencia de tres términos.

49
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5.2. Existencia del operador en diferencia T

Primero empezamos estableciendo la notacién y las hipdtesis necesarias para el
problema. Como se dijo en la seccién anterior, tenemos una coleccién de funciones
discretas {p;}YY, linealmente independientes y ortogonales con respecto a un peso
positivo w. Vamos a asumir las siguientes dos hipdtesis:

(i) Existe un operador en diferencia D de segundo orden simétrico respecto de w
tal que D(p;) = A\ip;, para 0 < i < N y ciertos nimeros complejos \;;

(ii) Existe una funcién discreta ©(x) que satisface una relacion de recurrencia de
tres términos respecto de las funciones {p;}Y,, es decir

O(z)pi(z) = aipiy1(x) + bipi(x) + cipi-a(z),

para ciertos coeficientes complejos a;, b; y ¢;. Ademés se imponen las condi-
ciones ay = ¢y = 0 por la finitud del rango del indice .

Ejemplo 5.2.1. Un ejemplo en donde se cumplen las hipdtesis anteriores esta dado
por los polinomios de Hahn h;(x), definidos como

—i, —x, i+a+F+1
- (e )

en donde 3Fy es la funcion (o serie) hipergeométrica. Usando C(n, k) para denotar
al coeficiente binomial estandar, el peso w asociado a esta familia de polinomios
{hi}, esta dado por

Cla+z,2)C(B+ N —x,N —x)
C(IN+a+pB+1,N)

w(z) =

Los polinomios de Hahn satisfacen

(i) Una ecuacion en diferencia de segundo orden

@AJF[—”LU(:E — D(a+2)(N =2+ 1A hi(z)] = i(i + o+ 5 + Dhi(x),

en donde
Ajf(z)=fla+1)—flx) v  A_f(x):=f(x)— fla—1)

(ii) Una relacién de recurrencia de tres términos: si p; = h;/||hi||, las funciones
normalizadas {p;}Y, satisfacen

rpi(r) = a;ipiy1(x) + bipi(x) + cipim1 (),

en donde a;_1 =¢;, b ERy

Yy G+ +a+D)E+8+1)(i+a+F+1)(i+a+F+N+2)(N -1
" (2i+a+pB+1)2i+a+B+2)?2(2i+a+ 5+ 3) '
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Volviendo al tema principal, reemplazando las funciones p;(x) por p;(x)+/w(z)

y el operador D por y/w(x) D (1/4/w(z)) (una conjugacién del operador D con el
operador de multiplicaciéon por y/w(z)), podemos asumir sin pérdida de generalidad

que w(z) = 1 para todo = € {0,...,N}. Es también conveniente asumir que las

funciones {p;}¥, estdn normalizadas, de manera de formar un conjunto ortonormal.

Con estas condiciones, es facil verificar que ¢; = a;_1 (como en el ejemplo anterior).
Ahora introducimos una segunda base ortogonal {d;(x)}, dada por

1 six=1
dz(x) = { . .
0 six#i.
Notemos que, para cualquier funciéon discreta f, tenemos que

f= Z(f, di)d; = Z Fi)d;.

Con lo anterior, podemos reformular las dos hipdtesis anteriores como sigue:

(i) La transformacion lineal D es simétrica y tridiagonal respecto de la base By =
{do,...,dn}, y es diagonal respecto de la base B, = {po,...,pn};

(ii) La transformacién lineal © que multiplica por la funcién ©(x) es diagonal
respecto de la base By, y es simétrica y tridiagonal respecto de la base B,,.

Como en la introduccién, denotamos como Mg a la proyeccion sobre el espacio
generado por {dp, ...,dx} y como Pp, a la proyeccion sobre el espacio generado por

{po,...,pL}

Teorema 5.2.2. Existe una matriz simétrica T', tridiagonal en las bases By y B,
que conmuta con Mg Py My .

Demostracion. Consideremos el operador
T=0D+DO—-(O(K)+O6(K+1)D—- A+ A+1)0 =T, — T, — T3,
en donde denotamos
T, =0D + Do, T, = (O(K)+O(K +1))D, T5 = (A + Ap41)0.

Afirmamos que la representaciéon matricial de 7" en la base B, es simétrica y
tridiagonal. De hecho, esta representacion matricial luce asi:

*
*

* K% ¥
* X X




52 CAPITULO 5. BIESPECTRALIDAD Y TIME-BAND-LIMITING: FUNCIONES DISCRETAS

en donde el cero explicito del lado izquierdo estd en la entrada (L + 1, L) y el cero
explicito del lado derecho esté en la entrada (L, L + 1). Para verificar esto, primero
notamos que tanto T, T, como T3 son todos simétricos y tridiagonales en la base
B, por lo que claramente 1" también. Més atn, T es diagonal en la base B,. Ahora
consideramos la diferencia 77 — T3. Es directo comprobar que la entrada (L, L + 1)
de T es simplemente (Ay, +Ar+1)OL 41, lo que implica que la entrada (L, L+ 1) de
Ty — T3 es nula. Junto con la simetria de T', su matriz resultante es como la mostrada
arriba.

Similarmente, la representacion matricial de 7" en la base By es simétrica y
tridiagonal, y luce asi:

ok ;
x % ok |
x % % |
* ok ok :
x ok k|
Ts, = % %10 ’
77777777777 0% *
Lk ox ok
: * kX
| * %

en donde el cero explicito del lado izquierdo estd en la entrada (K + 1, K) y el cero
explicito del lado derecho estd en la entrada (K, K +1). Esto se puede verificar igual
que antes.

Para ver que T' conmuta con P basta con observar las representaciones matri-
ciales de T'y Pp, en la base B,. La primera ya fue mostrada, y la segunda es

1

[Prlp, =

en donde el ultimo niimero 1 estd en la entrada (L, L).

Similarmente, se puede ver que 1" conmuta con My observando sus representa-
ciones matriciales en la base By, obteniendo algo muy parecido a lo anterior. Todo
esto implica que T conmuta con My P, Mg, y también con Pr Mg Py,. ]
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