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Resumen

Esta tesis doctoral tiene como objetivo estudiar ciertas propiedades geométricas de dos grandes
familias de variedades. La primera familia que es nuestro objeto central de estudio son las solvarieda-
des, es decir, variedades diferenciables compactas obtenidas como cocientes de grupos de Lie solubles
simplemente conexos por subgrupos discretos. Estas variedades son importantes en geometría diferen-
cial, ya que han sido en numerosas ocasiones una fuente de ejemplos (o contraejemplos) a preguntas
importantes del área.

A modo de continuación del trabajo de licenciatura del autor, en esta tesis comenzamos estudiando
la existencia de G2-estructuras en solvariedades de dimensión 7 equipadas con una métrica plana
invariante, las cuales pueden ser entendidas desde la teoría de variedades compactas planas. Primero,
damos una clasificación de las solvariedades planas split de dimensión 7 usando la clasificación de
subgrupos finitos de GL(n,Z) para n = 5 y n = 6. Luego estudiamos la existencia de G2-estructuras
cerradas, cocerradas y de divergencia nula, respectivamente, compatibles con la métrica plana. En
particular, proveemos ejemplos explícitos de variedades compactas planas con una G2-estructura libre
de torsión cuya holonomía es cíclica finita y contenida en el grupo G2, y ejemplos de variedades
compactas planas que admiten una G2-estructura libre de divergencia.

Por otro lado, estudiamos la geometría compleja de una familia especial de solvariedades que son
cocientes de un grupo de Lie casi abeliano simplemente conexo. Un grupo de Lie casi abeliano es
un grupo de Lie soluble con un subgrupo abeliano normal de codimensión 1, o equivalentemente, su
álgebra de Lie posee un ideal abeliano de codimensión 1. Caracterizamos estructuras casi hermitianas
en grupos de Lie casi abelianos donde la estructura casi compleja es armónica con respecto a la métrica
hermitiana, es decir, es un punto crítico de la funcional de energía de Dirichlet. Además, adaptamos
la clasificación de Gray-Hervella de las estructuras casi hermitianas a la familia de grupos de Lie casi
abelianos, y mostramos diversos ejemplos de estructuras casi complejas armónicas en diferentes clases
de Gray-Hervella en algunas solvariedades compactas casi abelianas asociadas.

En la búsqueda de ejemplos de variedades hermitianas no Kähler surge la segunda familia de varie-
dades que serán nuestro segundo objeto central de estudio. Calabi y Eckmann mostraron que existen
estructuras complejas en las variedades S2p+1 × S2q+1, con p, q ≥ 1, pero que éstas no admiten ninguna
métrica Kähler. Esta construcción de Calabi-Eckmann fue generalizada de manera independiente por
Tsukada y Watson, quienes muestran que existe una familia de estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) para
a, b ∈ R, b ≠ 0, en el producto de dos variedades sasakianas que en el caso de las variedades de Calabi-
Eckmann corresponden a las estructuras complejas en S2p+1 × S2q+1 recién mencionadas. Mostramos
en esta tesis que la estructura compleja Ja,b es armónica con respecto a ga,b y más aún, con el objetivo
de generalizar propiedades geométricas de las variedades de Calabi-Eckmann, determinamos cuándo
estas estructuras hermitianas son LCK, balanceadas, SKT, Gauduchon o k-Gauduchon (k ≥ 2). Otro
objeto geométrico importante que estudiamos en relación a las estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) es
la conexión de Bismut asociada. Damos fórmulas para el tensor de Bismut-Ricci RicB y la forma de
Bismut-Ricci ρB, y mostramos que estos tensores se anulan si y sólo si cada una de las variedades
sasakianas es η-Einstein con constantes apropiadas. Exhibimos también ejemplos de variedades que
satisfacen estas condiciones, lo que conlleva a nuevos ejemplos de variedades Calabi-Yau con torsión.
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Finalmente, un invariante importante de una variedad compleja de dimensión compleja n es su
fibrado canónico, que se define como la n-ésima potencia exterior de su fibrado cotangente holomorfo.
En particular, resulta de interés el estudio de las variedades complejas con fibrado canónico holo-
mórficamente trivial. Una gran familia de variedades de esta clase son las nilvariedades equipadas
con una estructura compleja invariante. Nuestro objetivo es estudiar solvariedades Γ/G equipadas con
estructuras complejas invariantes tales que su fibrado canónico es trivial. Mostramos que la sección
trivializante de este fibrado puede ser invariante o no por la acción de G. Primero caracterizamos la
existencia de secciones trivializantes invariantes en términos de una 1-forma ψ asociada canónicamente
a (g, J), donde g es el álgebra de Lie de G, y usamos esta caracterización para recuperar algunos re-
sultados conocidos de la literatura, así como también para producir ejemplos nuevos de solvariedades
complejas con fibrado canónico trivial. Luego consideramos el caso no invariante y proporcionamos una
obstrucción algebraica, también en términos de ψ, para que una solvariedad compleja tenga fibrado
canónico trivial (o más generalmente holomórficamente de torsión). Esta obstrucción además nos lleva
a un modo de construir secciones no invariantes explícitas el cual ilustramos con ejemplos. Finalmente,
aplicamos nuestros resultados al estudio de variedades hipercomplejas y damos una respuesta negativa
a una pregunta formulada por M. Verbitsky.

Palabras clave: Geometría compleja, solvariedad, retículo, variedad sasakiana, grupo de Lie casi
abeliano, estructura casi compleja armónica, fibrado canónico.

2020 Mathematics Subject Classification: 22E25, 22E40, 32M10, 53C15, 53C25, 53C55,
53D15.



Abstract

This doctoral thesis aims to study certain geometric properties of two large families of manifolds.
Our first central object of study is the class of solvmanifolds, i.e., compact differentiable manifolds
obtained as quotients of simply connected solvable Lie groups by discrete subgroups. These mani-
folds are important in differential geometry, as they have often served as a source of examples (or
counterexamples) to important questions in the field.

As a continuation of the author’s undergraduate work, in this thesis, we begin by studying the
existence of G2-structures on 7-dimensional solvmanifolds equipped with an invariant flat metric,
which can be understood using the theory of compact flat manifolds. First, we classify splittable
flat solvmanifolds of dimension 7 using the classification of finite subgroups of GL(n,Z) for n = 5 and
n = 6. Then, we study the existence of closed, coclosed, and divergence-free G2-structures, respectively,
compatible with the flat metric. In particular, we provide explicit examples of compact flat manifolds
with a torsion-free G2-structure whose holonomy is a finite cyclic group contained in G2, and examples
of compact flat manifolds that admit a divergence-free G2-structure.

On the other hand, we study the complex geometry of a special family of solvmanifolds that are
quotients of a simply connected almost abelian Lie group. An almost abelian Lie group is a solvable
Lie group with a normal abelian subgroup of codimension 1, or equivalently, its Lie algebra has an
abelian ideal of codimension 1. We characterize almost Hermitian structures on almost abelian Lie
groups where the almost complex structure is harmonic with respect to the Hermitian metric, i.e.,
it is a critical point of the Dirichlet energy functional. Furthermore, we adapt the Gray-Hervella
classification of almost Hermitian structures to the family of almost abelian Lie groups and provide
various examples of harmonic almost complex structures in different Gray-Hervella classes on some
associated compact almost abelian solvmanifolds.

In the search for examples of Hermitian non-Kähler manifolds emerges our second central object
of study. Calabi and Eckmann showed the existence of complex structures on manifolds S2p+1 × S2q+1,
with p, q ≥ 1, but these do not admit any Kähler metric. This Calabi-Eckmann construction was
independently generalized by Tsukada and Watson, who showed the existence of a family of Hermitian
structures (Ja,b, ga,b) for a, b ∈ R, b ≠ 0, on the product of two Sasakian manifolds, which in the case
of Calabi-Eckmann manifolds correspond to the complex structures on S2p+1 ×S2q+1 defined by Calabi
and Eckmann. In this thesis, we show that the complex structure Ja,b is harmonic with respect to ga,b

and, furthermore, with the aim of generalizing geometric properties of Calabi-Eckmann manifolds, we
determine when these Hermitian structures are LCK, balanced, SKT, Gauduchon, or k-Gauduchon
(k ≥ 2). Another important geometric object we study in relation to the Hermitian structures (Ja,b, ga,b)

is the associated Bismut connection. We provide formulas for the Bismut-Ricci tensor RicB and the
Bismut-Ricci form ρB, and show that these tensors vanish if and only if each of the Sasakian manifolds
is η-Einstein with appropriate constants. We also exhibit examples of manifolds that satisfy these
conditions, leading to new examples of Calabi-Yau with torsion (CYT) manifolds.

Finally, an important invariant of a n-dimensional complex manifold is its canonical bundle, defined
as the n-th exterior power of its holomorphic cotangent bundle. In particular, it is of interest to study
complex manifolds with holomorphically trivial canonical bundle. A large family of manifolds of this
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kind are nilmanifolds equipped with an invariant complex structure. Our goal is to study solvmanifolds
Γ/G equipped with invariant complex structures such that their canonical bundle is trivial. We show
that the trivializing section of this bundle can be invariant or not under the action of G. First, we
characterize the existence of invariant trivializing sections in terms of a 1-form ψ canonically associated
with (g, J), where g is the Lie algebra of G, and use this characterization to recover some known results
in the literature, as well as to produce new examples of complex solvmanifolds with trivial canonical
bundle. Then we consider the non-invariant case and provide an algebraic obstruction, also in terms
of ψ, for a complex solvmanifold to have trivial canonical bundle (or more generally, holomorphically
torsion canonical bundle). This obstruction also leads us to a way to construct explicit non-invariant
sections, which we illustrate with examples. Finally, we apply our results to the study of hypercomplex
manifolds and provide a negative answer to a question posed by M. Verbitsky.

Key words: Complex geometry, solvmanifold, lattice, Sasakian manifold, almost abelian Lie
group, harmonic almost complex structure, canonical bundle.
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Introducción

Una solvariedad es una variedad diferenciable compacta que se define como un cociente compacto
Γ/G de un grupo de Lie soluble simplemente conexo G por un subgrupo discreto Γ. En ciertos aspectos
las solvariedades son objetos simples de tratar, ya que al considerar en ellas estructuras invariantes por
el grupo de Lie soluble, podemos trabajar a nivel de álgebras de Lie y considerar los objetos lineales
asociados. De esta manera, una cuestión geométrica se traduce en un problema algebraico.

Notemos que esta clase contiene a las nilvariedades, que se definen de manera análoga para G nil-
potente. Las solvariedades constituyen una fuente fructífera e interesante de ejemplos y contraejemplos
en geometría (casi) compleja, geometría simpléctica, geometría G2, física teórica, entre otras áreas.
Podemos citar varios ejemplos (más ejemplos en [52, 53, 96, 115, 149]):

La variedad de Kodaira-Thurston, construida en [141], es el primer ejemplo de una variedad
simpléctica que no admite estructuras de Kähler, y es una nilvariedad de dimensión 4.

En [122] Oeljeklaus y Toma construyeron variedades complejas compactas no Kähler a partir de
ciertos cuerpos de números que admiten s incrustaciones reales y 2t incrustaciones complejas,
llamadas variedades OT de tipo (s, t), y mostraron que para t = 1 estas variedades admiten
métricas localmente conforme Kähler. Estas variedades han mostrado ser muy importantes en
geometría compleja, en particular son un contraejemplo a una conjetura de Vaisman sobre los
números de Betti de variedades LCK compactas. Además, Kasuya probó en [95] que las varieda-
des OT pueden describirse como solvariedades y usando esta descripción probó que no admiten
ninguna métrica Vaisman.

La variedad completamente soluble de Nakamura, introducida en [119], es una variedad compleja
compacta de dimensión que ha sido muy estudiada recientemente (ver por ejemplo [12]). En
particular, es una solvariedad no Kähler que es cohomológicamente Kähler [51].

En [50] se exhiben soluciones de las ecuaciones supersimétricas de tipo II A en solvariedades
de dimensión 6 que admiten una estructura simpléctica invariante half-flat. En [124] se da un
ejemplo de una solvariedad compleja de dimensión 6 que admite muchas soluciones invariantes
al sistema de Strominger con respecto a cierta familia de conexiones hermitianas en la condición
de cancelación de anomalías de Green-Schwarz. Más aún, algunas de estas soluciones satisfacen
además las ecuaciones heteróticas de movimiento.

Muchas propiedades globales de las nilvariedades no pueden generalizarse a las solvariedades, razón
por la cual estas variedades continúan siendo ampliamente estudiadas. Por ejemplo, un resultado
probado por Nomizu dice básicamente que la cohomología de una nilvariedad puede ser calculada
usando formas diferenciales invariantes, dado que es isomorfa a la cohomología de su álgebra de Lie
[120]. Desafortunadamente esto no es cierto en general para una solvariedad, salvo en casos particulares,
por ejemplo cuando el grupo de Lie es completamente soluble [86] o cuando se satisface la “condición
de Mostow” [117]. Otra diferencia es que en general no es sencillo determinar si un grupo de Lie soluble
unimodular admite un retículo, en contraste con la existencia de un criterio preciso para grupos de
Lie nilpotentes probado por Malcev [109].
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Como una primera pequeña ilustración del fenómeno de que las solvariedades pueden servir como
fuente de ejemplos para estudiar distintas geometrías, en esta tesis estudiamos la existencia de ciertos
tipos de G2-estructuras en cierta familia de solvariedades de dimensión 7 equipadas con una métrica
plana.

Dada una variedad diferenciable M de dimensión 7, una G2-estructura en M es una 3-forma
diferenciable φ en M que cumple cierta condición de positividad. Una tal 3-forma induce una métrica
Riemanniana gφ, un operador estrella de Hodge ⋆φ, y una forma de volumen volφ en M .

Las G2-estructuras pueden dividirse en clases caracterizadas de acuerdo a la anulación de ciertos
tensores que involucran las derivadas exteriores dφ y d⋆φφ [49]. Por ejemplo, una G2-estructura se
dice cerrada si dφ = 0 y se dice cocerrada si d⋆φφ = 0. La torsión intrínseca de una G2-estructura φ
se puede identificar con la derivada covariante ∇φφ, donde ∇φ denota la conexión de Levi-Civita de
gφ. Por un teorema clásico de Fernández-Gray [49], ∇φφ se anula idénticamente si y sólo si dφ = 0 y
d⋆φφ = 0. En este caso la G2-estructura φ en M se dice libre de torsión.

La importancia de las G2-estructuras libres de torsión proviene tanto de su relevancia histórica
como de sus buenas propiedades topológicas. En 1955, el teorema de clasificación de Berger [24] sugirió
que G2 podría ser el grupo de holonomía de cierta variedad riemanniana de dimensión 7. Sin embargo,
hasta 1984 no se conoció ningún ejemplo de una tal variedad. Los primeros ejemplos de variedades
no compactas de dimensión 7 con holonomía G2 fueron construidos por Bryant [34]. Alrededor de
1994, Joyce encontró los primeros ejemplos compactos [93]. En relación a la topología de variedades
equipadas con G2-estructuras libres de torsión, se deduce del principio de holonomía que si φ es libre
de torsión entonces Hol(gφ) ⊂ G2, y en el caso compacto la igualdad se cumple si y sólo si π1(M)
es finito [93]. Además, cuando la G2-estructura es libre de torsión, la métrica inducida gφ resulta
Ricci-plana. Así, de acuerdo con [3], si gφ es homogénea entonces gφ es plana.

Un posible enfoque para encontrar G2-estructuras libres de torsión es construir un flujo de G2-
estructuras el cual bajo ciertas condiciones converja a una estructura libre de torsión. Este fue el
enfoque original de Bryant al introducir el flujo laplaciano de G2-estructuras cerradas [35]. Luego,
Karigiannis, McKay y Tsui introdujeron el coflujo laplaciano de G2-estructuras cocerradas [94]. Estos
dos flujos comparten la propiedad de que los puntos fijos son precisamente las G2-estructuras libres
de torsión. Esto resalta la importancia de encontrar G2-estructuras cerradas y cocerradas para luego
evolucionarlas. Otro tipo de flujos que han sido considerados recientemente son los flujos isométricos
de G2-estructuras, es decir, flujos que preservan la métrica pero que modifican la G2-estructura (un
resumen de progresos recientes puede encontrarse en [81]). Por ejemplo, uno puede considerar la
evolución de la 3-forma φ mediante la ecuación

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

∂
∂tφ(t) = ιdiv Tφ(t)(⋆φ(t)φ(t)),

φ(0) = φ0,

donde el campo vectorial divTφ es la divergencia del tensor de torsión total Tφ (ver (2.1.3) abajo). Es
claro que las G2-estructuras con divTφ = 0 son puntos críticos de la ecuación anterior. Se sabe además
que las G2-estructuras cerradas satisfacen divTφ = 0 [81].

El otro interés que tenemos en gran parte de esta tesis es estudiar ciertos aspectos de geometría
(casi) compleja. Recordemos que una estructura casi compleja en una variedad diferenciable M es
un tensor J ∈ End(TM) que satisface J2

p = − IdTpM para todo p ∈ M . Si además M admite una
métrica riemanniana g de modo que J es ortogonal respecto a g, entonces el par (J, g) se llama una
estructura casi hermitiana y (M,J, g) una variedad casi hermitiana. Cuando J es integrable, i.e. J es
la estructura casi compleja asociada a un atlas holomorfo en M que la hace una variedad compleja,
entonces J se dice una estructura compleja y (J, g) se llama una estructura hermitiana. Debido al
teorema de Newlander-Nirenberg, la integrabilidad de J es equivalente a que se anule el tensor de
Nijenhuis asociado a J , esto es, el (1,2)-tensor NJ definido por

NJ(X,Y ) = [X,Y ] + J([JX,Y ] + [X,JY ]) − [JX,JY ], X,Y ∈ X(M).
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Un campo de estudio muy activo en la geometría (casi) compleja es la búsqueda de métricas (casi)
hermitianas que poseen propiedades especiales. Las variedades Kähler están definidas por ∇LCJ = 0
donde ∇LC denota la conexión de Levi-Civita asociada a g, o equivalentemente por dω = 0, donde
ω = g(J ⋅, ⋅) es la forma fundamental (o forma de Kähler) asociada a (J, g). Estas son las variedades
hermitianas más estudiadas, puesto que yacen en la intersección de la geometría compleja, simpléctica,
diferencial, y algebraica, y debido a esta interacción poseen muchas propiedades geométricas interesan-
tes. Muchas variedades complejas importantes son Kähler. Sin embargo, la existencia de una métrica
Kähler impone fuertes obstrucciones topológicas a la variedad cuando es compacta, por ejemplo sus
números de Betti impares deben ser pares. En consecuencia, muchas variedades complejas compactas
conocidas no admiten ninguna métrica Kähler; por ejemplo, las variedades de Hopf S1 × S2n+1 con
n ≥ 1. En la búsqueda de ejemplos simplemente conexos, Calabi y Eckmann mostraron que existen
estructuras complejas en las variedades S2p+1 × S2q+1, con p, q ≥ 1, pero que éstas no admiten ninguna
métrica Kähler.

Para entender mejor la geometría hermitiana no Kähler se han adoptado diferentes enfoques.
Una manera es, dada una variedad riemanniana (M,g) de dimensión 2n, tratar de detectar una

estructura casi compleja óptima desde un punto de vista variacional. Asumiendo que existe al menos
una estructura casi compleja compatible con la métrica, la idea es considerar funcionales definidos en
el espacio de estructuras casi complejas ortogonales en M y luego buscar extremos de estos funcionales.
Un funcional natural que ha sido analizado en [157, 158] es el funcional de energía de Dirichlet E,
definido por

E(J) ∶= ∫
M
∥∇

LCJ∥2 volg,

cuando M es compacta4. El primer paso en la búsqueda de mínimos (locales) es calcular los puntos
críticos del funcional E, llamados estructuras casi complejas armónicas. Fue probado en [157] (ver
también [158]) que una estructura casi compleja ortogonal J es armónica si y sólo si

[J,∇∗∇J] = 0,

donde ∇∗∇J es el Laplaciano de conexión de J definido por ∇∗∇J = Tr∇2J .
De la definición de E se sigue que las estructuras Kähler son armónicas; de hecho, son mínimos

absolutos. En el contexto hermitiano más general, recordamos que las estructuras casi hermitianas
fueron agrupadas en clases por Gray y Hervella en [80], en base a las propiedades del tensor asociado
∇LCω (ver §3.2). Ya fue demostrado que las estructuras casi complejas en algunas de estas clases
resultan siempre armónicas; por ejemplo, las variedades nearly Kähler en [158] (tales como S6 con la
estructura casi compleja inducida por la multiplicación octoniónica), y las balanceadas o localmente
conforme Kähler en [73], asumiendo que la dimensión de la variedad compleja es mayor que 2. Otros
ejemplos de estructuras complejas armónicas aparecen en las variedades de Calabi-Eckmann [158].
Además, en [44, 45, 46] han sido estudiadas las estructuras casi complejas armónicas en variedades
riemannianas de dimensión 4. Más recientemente, He y Li introdujeron en [87] el flujo armónico
del calor para estructuras casi complejas compatibles con una métrica riemanniana fija, el cual es
una versión tensorial del mapa armónico de la ecuación del calor primeramente estudiado por Eells-
Sampson [48]. Más sobre estructuras casi complejas armónicas puede encontrarse en, por ejemplo,
[29, 44, 45, 107, 108].

La ecuación [J,∇∗∇J] = 0 es difícil de verificar en una variedad casi hermitiana genérica, es
por ello que en esta tesis nos enfocamos en estudiarla en primer lugar en una familia particular
de solvariedades compactas. Notemos que al considerar solvariedades equipadas con estructuras casi
hermitianas inducidas por una estructura casi hermitiana invariante a izquierda en el grupo de Lie G,

4En una variedad no compacta, uno puede tomar la ecuación de Euler-Lagrange [J,∇∗∇J] = 0 como la definición de
armonicidad, o definir la energía en un subconjunto abierto de clausura compacta y considerar variaciones con soporte
compacto incluidas en este subconjunto, y la ecuación resultante en el abierto es la misma que en el caso compacto.
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basta con verificar la ecuación [J,∇∗∇J] = 0 en las correspondientes álgebras de Lie y así, la condición
de armonicidad se transforma en una condición puramente algebraica. Este problema puede seguir
resultando difícil de trabajar en general, por lo que nos restringimos a estudiar solvariedades casi
abelianas equipadas con una estructura casi hermitiana invariante. Una solvariedad Γ/G se dice casi
abeliana si G es un grupo de Lie casi abeliano, esto es, su álgebra de Lie g posee un ideal abeliano
de codimensión uno. Esta clase de solvariedades ha sido intensamente estudiada en la actualidad y
algunos resultados acerca de su geometría (casi) hermitiana pueden encontrarse en [8, 15, 56, 55, 100].
La ventaja de trabajar en estas solvariedades es que cualquier álgebra de Lie casi abeliana de dimensión
2n está completamente determinada por una matriz real A de tamaño (2n − 1) × (2n − 1), lo cual
nos permite por ejemplo interpretar la condición de armonicidad en términos de A. De esta manera
proporcionamos varios ejemplos de estructuras casi complejas armónicas que yacen en diferentes clases
de Gray-Hervella, tanto en dimensión 4 como en dimensión 2n ≥ 6.

Otro enfoque posible muy adoptado es debilitar la condición de Kähler dω = 0. Por ejemplo, las
métricas balanceadas se definen por la condición dωn−1 = 0, donde n es la dimensión compleja de la
variedad, mientras que las métricas localmente conforme Kähler (LCK) se definen por la condición
dω = θ ∧ ω, donde θ es una 1-forma cerrada llamada la forma de Lee. Las métricas balanceadas
corresponden a la claseW3 en la clasificación de Gray-Hervella [80], y su estudio comenzó con el trabajo
de Michelsohn [112]. Por otro lado, las métricas LCK corresponden a la clase W4 en la clasificación de
Gray-Hervella [80], y fueron ampliamente estudiadas a partir de un trabajo fundacional de Vaisman
[150]. Otras condiciones que involucran a los operadores ∂ y ∂̄ son: strong Kähler with torsion (SKT),
definidas por ∂∂̄ω = 0; astheno-Kähler, definidas por ∂∂̄ωn−2 = 0; Gauduchon, definidas por ∂∂̄ωn−1 = 0,
y su generalización k-Gauduchon definidas por ∂∂̄ωk ∧ ωn−k−1 = 0, con 1 ≤ k ≤ n.

Muchas de estas métricas hermitianas han sido estudiadas en las variedades de Calabi-Eckmann.
Por ejemplo, Michelsohn probó que las variedades de Calabi-Eckmann S2p+1 × S2q+1, con p + q ≥ 1,
no admiten ninguna métrica balanceada debido a razones homológicas [112]. Por otra parte, Wood
mostró en [158] que las variedades de Calabi-Eckmann S2p+1×S2q+1 equipadas con la métrica producto
de las métricas redondas son LCK si y sólo si p = 0 o q = 0. Más recientemente, Cavalcanti estableció
en [38] que S1 × S3 y S3 × S3 son las únicas variedades de Calabi-Eckmann que admiten métricas
SKT no Kähler. Cabe resaltar que muchas de estas propiedades hermitianas de las variedades de
Calabi-Eckmann fueron probadas usando fuertemente las propiedades geométricas de las esferas (por
ejemplo, su (co)homología, el hecho de que las métricas redondas poseen curvatura seccional constante,
la existencia de la fibración de Hopf S2n+1 → CPn, etcétera).

Un tercer enfoque para entender mejor las variedades hermitianas no Kähler es considerar co-
nexiones que preserven la estructura hermitiana, es decir, que tanto la métrica riemanniana como la
estructura compleja sean paralelas con respecto a dicha conexión. Una tal conexión se dice hermitiana.
Se sabe que la conexión de Levi-Civita asociada a la métrica hermitiana es una conexión hermitiana si
y sólo si la variedad es Kähler, por lo que en el contexto no Kähler debemos buscar otras conexiones.
De hecho, en cualquier variedad hermitiana existen infinitas conexiones hermitianas, pero hay una
única que satisface la condición extra de que su torsión, considerada como un tensor de tipo (0,3)
al contraer con la métrica, es una 3-forma [25]. Esta conexión, que denotaremos por ∇B, es llamada
la conexión de Bismut, aunque en la literatura física se le suele llamar conexión Kähler con torsión
(o KT), y más recientemente también se le ha dado el nombre de conexión de Strominger. Dado
que la estructura compleja y la métrica hermitiana son ambas ∇B-paralelas tenemos que el grupo de
holonomía asociado HolB está contenido en U(n), donde 2n es la dimensión real de la variedad. En
particular, las variedades hermitianas de dimensión 2n cuya holonomía de Bismut (restringida) está
contenida en SU(n) han despertado mucho interés (ver por ejemplo [10, 52, 75, 76, 90, 148]). Estas
variedades se conocen como variedades Calabi-Yau con torsión (CYT para abreviar), y aparecen en
teoría heterótica de cuerdas, relacionadas al sistema de Strominger en dimensión 6 [88, 137]. La con-
dición de ser CYT es equivalente a que se anule la forma de Bismut-Ricci (ver (4.5.4) más abajo para



20 INTRODUCCIÓN

su definición). Cabe notar que las variedades Bismut planas (i.e. cuando la curvatura de Bismut RB

es nula) han sido caracterizadas recientemente en [154]: si M es una variedad hermitiana compacta
con conexión de Bismut plana, entonces su cubrimiento universal es un grupo de Lie G equipado con
una métrica bi-invariante y una estructura compleja invariante a izquierda compatible con la métrica.
En particular, G es el producto de un grupo de Lie semisimple compacto y un espacio vectorial real.

Las variedades de Calabi-Eckmann resultan ser un caso particular de una construcción desarrollada
de manera independiente por Tsukada [145] y Watson [155], quienes establecieron la existencia de
una familia de estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) en el producto de dos variedades sasakianas, para
a, b ∈ R, b ≠ 0. En esta tesis adoptamos los tres enfoques antes mencionados para estudiar propiedades
geométricas de la familia de estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) en el producto de dos variedades
sasakianas, con la intención de generalizar propiedades de las variedades de Calabi-Eckmann.

Finalmente, estudiamos otro invariante importante de una variedad compleja: su fibrado canónico.
Dada una variedad compleja (M,J) con dimCM = n, su fibrado canónico KM se define como la
n-ésima potencia exterior de su fibrado cotangente holomorfo, y es un fibrado de líneas holomorfo
sobre M . Este fibrado de líneas es holomórficamente trivial cuando existe una (n,0)-forma nunca
nula que es holomorfa (o equivalentemente, cerrada). Las variedades complejas con fibrado canónico
holomórficamente trivial son importantes en geometría diferencial y otras áreas. Por ejemplo, una
variedad Kähler compacta M con holonomía riemanniana global contenida en SU(n) posee fibrado
canónico holomórficamente trivial. Más generalmente, cualquier variedad de Calabi-Yau (i.e., una
variedad Kähler compacta M con c1(M) = 0 en H2(M,R)) posee fibrado canónico holomórficamente
de torsión, esto es, K⊗k

M es trivial para algún k ∈ N. En física teórica, las variedades complejas con
fibrado canónico holomórficamente trivial aparecen en el estudio del sistema de Hull-Strominger. En
efecto, en dimensión 6 las soluciones de este sistema ocurren en variedades complejas compactas M
equipadas con una métrica hermitiana especial (no necesariamente Kähler) y con KM trivial. De
acuerdo a [144], las variedades compactas complejas con fibrado canónico holomórficamente de torsión
tienen primera clase de Bott-Chern nula, cBC

1 = 0, y por lo tanto son ejemplos de variedades no Kähler
Calabi-Yau.

Una gran familia de variedades compactas con fibrado canónico trivial está dada por las nilva-
riedades Γ/G equipadas con una estructura compleja invariante. En efecto, fue probado en [20] que
todo grupo de Lie nilpotente simplemente conexo G admite una (n,0)-forma holomorfa invariante a
izquierda no nula σ (con dimRG = 2n), usando una base especial de (1,0)-formas invariantes a izquier-
da provista por Salamon en [131]. Como σ es invariante a izquierda, induce una sección trivializante
de KΓ/G para cualquier retículo Γ ⊂ G.

El paso natural siguiente es estudiar solvariedades Γ/G equipadas con estructuras complejas inva-
riantes (o solvariedades complejas, para abreviar). En este caso, se sabe que pueden ocurrir diferentes
fenómenos. Por ejemplo:

Existen solvariedades complejas que admiten una sección trivializante invariante del fibrado
canónico, igual que en el caso de las nilvariedades. Una clasificación de las álgebras de Lie
asociadas a estas solvariedades en dimensión 6 puede encontrarse en [54].

Hay solvariedades complejas de dimensión 4 que no poseen fibrado canónico trivial. En efec-
to, consideremos el grupo de Lie simplemente conexo G cuya álgebra de Lie tiene una base
{e0, e1, e2, e3} con corchetes de Lie

[e0, e1] = e1, [e0, e2] = −
1
2
e2 + be3, [e0, e3] = −be2 −

1
2
e3,

para algún b ∈ R. El grupo de Lie G admite una estructura compleja invariante a izquierda dada
por Je0 = e1, Je2 = e3, y admite retículos para algunos valores de b ≠ 0. Para cualquier retículo
Γ en G, la solvariedad compleja correspondiente Γ/G es una superficie de Inoue de tipo S0 (ver
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por ejemplo [84]) y es sabido que una tal superficie no posee fibrado canónico trivial. Esto se
debe a que las únicas superficies complejas compactas que tienen fibrado canónico trivial son las
superficies K3 y las superficies de Kodaira primarias.

En esta tesis exhibimos un fenómeno diferente en relación al fibrado canónico de las solvariedades
complejas, que según nuestro conocimiento es novedoso. En efecto, en el Ejemplo 5.1.2 mostramos
una solvariedad compleja con fibrado canónico trivial tal que la sección trivializante es no invariante.
Este ejemplo es nuestra motivación principal, pues muestra que al estudiar la trivialidad del fibrado
canónico de solvariedades complejas debemos afrontar el problema en dos etapas. Primero, debemos
determinar si una solvariedad compleja admite una sección trivializante invariante o no, y si este no
es el caso, debemos buscar (si existen) secciones trivializantes no invariantes.

Dado que una sección trivializante del fibrado canónico de (Γ/G,J) da origen, vía pullback, a una
sección trivializante de (G,J), podemos trabajar a nivel del grupo de Lie. Asimismo, si (G,J) admite
una sección trivializante de KG invariante a izquierda, entonces para todo retículo Γ ⊂ G la solvariedad
compleja (Γ/G,J) posee fibrado canónico trivial dado que la sección trivializante pasa al cociente. Por
otro lado, si (G,J) admite una sección trivializante no invariante, entonces debemos determinar si
esta sección es invariante por la acción de Γ o no; si este es el caso entonces la sección induce una
sección trivializante en el cociente por lo que KΓ/G es trivial.

Es importante destacar que nuestro interés principal es estudiar solvariedades complejas pero cuan-
do sea posible probamos resultados en general para cocientes compactos de grupos de Lie simplemente
conexos (no necesariamente solubles) equipados con estructuras complejas invariantes a izquierda.

A continuación describimos más en detalle los contenidos de cada capítulo de esta tesis.
El Capítulo 1 es introductorio y tiene como finalidad presentar, de manera breve y lo más autocon-

tenida posible, las nociones básicas de geometría (casi) compleja, estructuras casi complejas armónicas,
y solvariedades, así como también aquellos resultados clásicos que nos resultarán de interés luego.

En el Capítulo 2 nuestro objetivo es estudiar la existencia de G2-estructuras cerradas, cocerradas,
libres de torsión y también de divergencia nula, en el contexto de las solvariedades planas, las cuales se
enmarcan en la clase más amplia de variedades compactas planas. Estas están bien entendidas debido
a tres teoremas clásicos de Bieberbach, y han sido útiles para estudiar diferentes fenómenos en geome-
tría. Por ejemplo, preguntas acerca de isospectralidad (veáse [111] y sus referencias), métricas Kähler
planas con holonomía en SU(n) [47], entre otras preguntas. La clase de las solvariedades planas yace
en la intersección entre la teoría de solvariedades y la de variedades compactas planas, proveyendo así
una buena interacción entre ellas. Además, esta clase es lo suficientemente rica como para producir una
colección diversa de ejemplos. Nos centraremos en una clase particular de solvariedades planas, con-
cretamente las de tipo split, las cuales poseen cierta estructura que permite clasificarlas. Comenzamos
dando en §2.1 las definiciones y algunos resultados básicos de geometría G2 y variedades compactas
planas. En §2.2 seguiremos el enfoque considerado en [142, 143] para clasificar las solvariedades planas
split de dimensión n, para n ≤ 6. Imitamos estas ideas para realizar esta clasificación en dimensión 7
con el propósito de obtener ejemplos explícitos para estudiar la geometría G2 en solvariedades planas.
La clasificación se divide en dos casos, puesto que veremos que los grupos de Lie simplemente conexos
de dimensión 7 que admiten una métrica invariante a izquierda plana son de la forma R ⋉ R6 (casi
abeliano) o R2 ⋉R5. En §2.3 nos dedicamos a estudiar la existencia de G2-estructuras en R ⋉R6 y en
R2 ⋉R5. En el primer caso encontramos ejemplos de variedades compactas planas equipadas con una
G2-estructura libre de torsión tal que el grupo de holonomía de la métrica subyacente es cíclico, finito
y contenido en G2. En el segundo caso probamos que no hay G2-estructuras cerradas invariantes, y
mostramos que todas las solvariedades planas split de dimensión 7 admiten G2-estructuras cocerradas
y de divergencia nula, respectivamente.

El objetivo del Capítulo 3 es estudiar la existencia de estructuras casi complejas armónicas en
un subconjunto de solvariedades equipadas con métricas riemannianas invariantes. En efecto, nos
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restringiremos al caso de solvariedades casi abelianas. El capítulo se estructura de la siguiente manera:
En §3.1 caracterizamos las álgebras de Lie casi abelianas equipadas con una estructura casi hermitiana
cuya estructura casi compleja es armónica (Teorema 3.1.3). En §3.2 describimos de manera unificada
las clases de Gray-Hervella en álgebras de Lie casi abelianas de modo que podamos entender mejor la
relación entre la condición de armonicidad y la geometría casi hermitiana de tales álgebras de Lie. Este
estudio es llevado a cabo en §3.3, sección que está completamente dedicada a dar ejemplos de diferentes
fenómenos combinando la armonicidad y las propiedades de las distintas clases de Gray-Hervella. En
particular, recuperamos la conocida estructura casi Kähler en la variedad de Kodaira-Thurston definida
por Abbena en [1]. Esta variedad es un ejemplo de una nilvariedad casi abeliana equipada con una
estructura casi hermitiana invariante, cuya estructura casi compleja es armónica debido a un resultado
de [158]. Por último, analizamos también la relación entre la armonicidad y la geometría SKT, la cual
no es una clase de Gray-Hervella pero como ya mencionamos, ha sido muy estudiada recientemente.

En el Capítulo 4 nos salimos del ámbito de las solvariedades con el objetivo de generalizar algunas
de las propiedades geométricas de las variedades de Calabi-Eckmann mencionadas arriba al producto
de dos variedades sasakianas arbitrarias, dado que es sabido que las esferas de dimensión impar poseen
una estructura sasakiana canónica. Morimoto probó en [116] que el producto de dos variedades de casi
contacto normales posee una estructura compleja natural. Esto fue después generalizado de manera
independiente por Tsukada [145] y Watson [155], quienes establecieron la existencia de una familia de
estructuras complejas Ja,b para a, b ∈ R, b ≠ 0, que en el caso de las variedades de Calabi-Eckmann
corresponden a las estructuras complejas en S2p+1 × S2q+1 definidas en [37]. Además, mostraron que
existe una familia de métricas hermitianas compatibles ga,b. En este trabajo consideramos el producto
de dos variedades sasakianas y las estructuras hermitianas correspondientes (Ja,b, ga,b) serán el objeto
central de estudio durante el capítulo. Un segundo objetivo del capítulo es estudiar la conexión de
Bismut asociada a la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b). Concretamente, estudiamos cuándo se anulan
el tensor de Bismut-Ricci RicB y la forma de Bismut-Ricci ρB, respectivamente. Veremos que estas
condiciones están estrechamente relacionadas con una clase particular de variedades sasakianas, llama-
das η-Einstein. Una variedad sasakiana se dice η-Einstein si el tensor de Ricci de la métrica sasakiana
satisface Ric = λg+νη⊗η para ciertas constantes λ, ν ∈ R, donde η es la 1-forma dual al campo vectorial
de Reeb. El capítulo se estructura de la siguiente manera. En §4.1 recordamos nociones básicas de
variedades sasakianas y su geometría transversal, y presentamos algunos resultados preliminares. En
§4.2 estudiamos la conexión de Levi-Civita de la métrica ga,b en el producto S1 × S2, donde S1 y S2
son variedades sasakianas, y usamos esto en §4.3 para mostrar que Ja,b es armónica en (S1 × S2, ga,b)

(Teorema 4.3.1). Luego, en §4.4, estudiamos las condiciones balanceada, LCK, SKT y k-Gauduchon
(k ≥ 2) en S1×S2. Demostramos en el Teorema 4.4.8 que la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en S1×S2
siempre es Gauduchon (i.e. (n − 1)-Gauduchon) y que es k-Gauduchon (2 ≤ k ≤ n − 2) si y sólo si es
astheno-Kähler. Esto complementa el resultado de [61], donde se probó que (Ja,b, ga,b) es 1-Gauduchon
si y sólo si es astheno-Kähler. La condición astheno-Kähler fue previamente caracterizada en [110].
Finalmente, en §4.5 proporcionamos una fórmula explícita para la conexión de Bismut asociada a
(Ja,b, ga,b) en términos de las conexiones características en S1 y S2. Como una aplicación de tener esta
fórmula explícita, damos fórmulas para el tensor de Bismut-Ricci RicB y la forma de Bismut-Ricci
ρB, y determinamos cuándo se anulan (Teoremas 4.5.6 y 4.5.12, respectivamente). Más precisamente,
mostramos que RicB = 0 o ρB = 0 valen si y sólo si ambos factores sasakianos S1 y S2 son η-Einstein
con ciertas constantes apropiadas (λ1, ν1) y (λ2, ν2); y exhibimos ejemplos de estructuras hermitianas
(Ja,b, ga,b) con RicB = 0 o ρB = 0, lo cual conlleva a nuevos ejemplos de estructuras CYT.

En el Capítulo 5 estudiamos el fibrado canónico de una solvariedad compleja. En primer lugar, en
§5.2, dado un grupo de Lie G munido de una estructura compleja invariante a izquierda J , tratamos
el problema de decidir si existe o no una sección trivializante de KG que sea invariante. Probamos en
el Teorema 5.2.1 que la existencia de una tal forma es equivalente a que se anule idénticamente la 1-
forma ψ en el álgebra de Lie g = Lie(G), definida de manera natural por ψ(x) = Tr(J adx)−Tr ad(Jx),
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para x ∈ g. Esta caracterización algebraica nos permite recuperar algunos resultados conocidos en la
literatura (por ejemplo, cuáles solvariedades complejas casi abelianas tienen fibrado canónico trivial
[55]), así como también obtener nuevos resultados: la trivialidad del fibrado canónico de cualquier
solvariedad compleja equipada con una estructura compleja abeliana (Corolario 5.2.7) y condiciones
que aseguran que el fibrado canónico de una cierta familia de solvariedades complejas casi nilpotentes
(consideradas en [57]) es trivial (Proposiciones 5.2.11 y 5.2.14). En relación al caso en que el fibrado
canónico es holomórficamente de torsión, mostramos que si (Γ/G,J) admite una sección trivializante
invariante de alguna potencia de KΓ/G entonces el fibrado canónico KΓ/G admite una sección triviali-
zante invariante. Luego pasamos a considerar el caso en que la sección trivializante no es invariante.
En §5.3 probamos que dos secciones trivializantes del fibrado canónico de un grupo de Lie G equipado
con una estructura compleja invariante a izquierda difieren en una función holomorfa nunca nula en
G (Lema 5.3.1). Esto implica que las secciones trivializantes del fibrado canónico de una variedad
compleja compacta Γ/G son, o bien todas invariantes o bien todas no invariantes (Corolario 5.3.2).
Nos restringimos entonces al caso soluble y mostramos que todo grupo de Lie soluble simplemente
conexo equipado con una estructura compleja J invariante a izquierda posee fibrado canónico trivial,
probablemente mediante una sección trivializante no invariante (Teorema 5.3.6). Sin embargo, si G
admite un retículo Γ, esta sección trivializante puede no ser invariante por la acción de Γ, y es difícil en
general determinar si existe otra invariante por Γ. En §5.4 nuestro objetivo es dar nuevos ejemplos de
solvariedades complejas con fibrado canónico trivial, mediante secciones no invariantes. Con el fin de
acotar esta búsqueda de ejemplos, primero proporcionamos una obstrucción algebraica en términos de
la 1-forma ψ que vale para cualquier grupo de Lie G con una estructura compleja invariante a izquier-
da. En efecto, explotando la relación de ψ con la forma de Chern-Ricci de cualquier métrica hermitiana
invariante, y usando el proceso de simetrización de Belgun, probamos en el Teorema 5.4.2 que si una
variedad compleja compacta Γ/G tiene fibrado canónico trivial (o más generalmente holomórficamente
de torsión) entonces ψ se anula en el conmutador [g,g] donde g = Lie(G). Como aplicación de esta
obstrucción recuperamos el hecho conocido de que los grupos de Lie compactos semisimples equipados
con una estructura compleja invariante a izquierda no poseen fibrado canónico holomórficamente de
torsión (Proposición 5.4.8). Asimismo, esta obstrucción nos provee de una manera útil para encontrar
una sección trivializante explícita del fibrado canónico de una solvariedad compleja en ciertos casos
(Proposición 5.4.10). Aplicamos esta construcción para luego exhibir algunos ejemplos (uno de ellos
en la variedad compleja paralelizable de Nakamura). En la última sección del capítulo consideramos
un grupo de Lie G equipado con una estructura hipercompleja invariante a izquierda {J1, J2, J3} y
estudiamos la trivialidad del fibrado canónico de las variedades complejas (G,Jα), α = 1,2,3, o de sus
correspondientes cocientes compactos por retículos. Recordemos que una estructura hipercompleja en
una variedad M es una terna de estructuras complejas {J1, J2, J3} que satisfacen las reglas de multi-
plicación de los cuaterniones: J3 = J1J2 = −J2J1; si M admite una tal estructura entonces la dimensión
de M es un múltiplo de 4. Primero probamos en el Teorema 5.5.1 que si {J1, J2, J3} es una estruc-
tura hipercompleja invariante a izquierda en G y (G,Jα) admite una sección trivializante invariante
a izquierda de su fibrado canónico para algún α = 1,2,3, entonces el fibrado canónico de (G,Jβ) es
trivial vía una sección invariante a izquierda para todo β = 1,2,3, y lo mismo sucede para cualquier
cociente compacto asociado Γ/G con la estructura hipercompleja inducida. A continuación mostramos
que este resultado falla para solvariedades hipercomplejas si la sección trivializante de (Γ/G,Jα) no
es invariante. En efecto, en el Ejemplo 5.5.3 exhibimos solvariedades complejas (Γ/G,{J1, J2, J3}) de
dimensión 8 tales que (Γ/G,J1) tiene fibrado canónico trivial pero los fibrados canónicos de (Γ/G,J2)
y (Γ/G,J3) son ambos no triviales. Este ejemplo además provee una respuesta negativa a una pregunta
de M. Verbitsky en [151].
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Resumen de resultados originales obtenidos
El Capítulo 2 corresponde al siguiente artículo:

● A. Tolcachier, G2-structures on flat solvmanifolds, Abh. Math. Semin. Univ. Hambg. 92 (2022),
179–207.

Allí se obtienen los siguientes resultados:

Clasificación de solvariedades planas casi abelianas de dimensión 7 (Teorema 2.2.2).

Clasificación de solvariedades planas split no casi abelianas (i.e. asociadas a g = R2 ⋉ R5) de
dimensión 7 (Teorema 2.2.3).

Existencia de G2-estructuras cerradas y cocerradas (en particular libres de torsión) en solvarieda-
des planas casi abelianas de dimensión 7 (Proposición 2.3.1, Teorema 2.3.3 y Proposición 2.3.4).

Ejemplos de solvariedades casi abelianas planas con holonomía cíclica finita contenida en G2
(Tabla 2.2).

No existencia de G2-estructuras cerradas invariantes en solvariedades planas split no casi abe-
lianas (Proposición 2.3.6).

Existencia de G2-estructuras cocerradas y con divergencia nula, respectivamente, en todas las
solvariedades planas split no casi abelianas de dimensión 7 (Proposición 2.3.7, Teorema 2.3.9,
Tabla 2.1).

El Capítulo 3 corresponde al siguiente artículo:
● A. Andrada, A. Tolcachier, Harmonic almost complex structures on almost abelian Lie groups and
solvmanifolds, Ann. Mat. Pura Appl. (2023), DOI: https://doi.org/10.1007/s10231-023-01392-1.

Allí se obtienen los siguientes resultados:

Caracterización de estructuras casi complejas ortogonales armónicas en álgebras de Lie casi
abelianas (Teorema 3.1.3).

Caracterización de las clases de Gray-Hervella de estructuras casi hermitianas (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) en álge-
bras de Lie casi abelianas (dimensión ≥ 6 en Teorema 3.2.2 y dimensión 4 en Corolario 3.2.3).

Ejemplos de estructuras casi complejas ortogonales armónicas (y no armónicas) que yacen en
cada clase de Gray-Hervella (excepto Kähler, balanceadas y LCK, en cuyo caso siempre son
armónicas) (§3.3).

Caracterización de estructuras casi complejas ortogonales armónicas SKT (Proposición 3.3.14).

El Capítulo 4 corresponde al siguiente trabajo:
● A. Andrada, A. Tolcachier, Harmonic complex structures and special Hermitian metrics on products
of Sasakian manifolds. Preprint (2023), arxiv:2301.09706.

Allí se obtienen los siguientes resultados:

Armonicidad de la estructura compleja Ja,b con respecto a la métrica hermitiana ga,b en el
producto de dos variedades sasakianas (Teorema 4.3.1).

La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en un producto de dos variedades sasakianas de dimensión
compleja ≥ 2 no es balanceada (Proposición 4.4.2).

https://link.springer.com/article/10.1007/s12188-022-00261-7
https://link.springer.com/article/10.1007/s10231-023-01392-1
https://doi.org/10.1007/s10231-023-01392-1
https://arxiv.org/abs/2301.09706
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La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en un producto de variedades sasakianas S1 × S2 es LCK
(no Kähler) si y sólo si dimS1 = 1 y dimS2 ≥ 3 o dimS2 = 1 y dimS1 ≥ 3. Más aún, la estructura
LCK es Vaisman (Proposición 4.4.4).

La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en S1 ×S2 es SKT (no Kähler) si y sólo si dimS1 ×S2 = 4 o
dimS1 = dimS2 = 3 y a = 0 (Proposición 4.4.5).

Caracterización de las estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) en S1 ×S2 que son k-Gauduchon, para
2 ≤ k ≤ n − 2. Son todas Gauduchon (Teorema 4.4.8 y Proposición 4.4.9).

Fórmula para la conexión de Bismut ∇B asociada a (Ja,b, ga,b) en S1 × S2 en términos de las
conexiones características de las variedades sasakianas S1 y S2 (Proposición 4.5.1). Fórmulas
para el tensor de Bismut-Ricci RicB y la forma de Bismut-Ricci ρB en términos de las curvaturas
de Ricci, Ric1 y Ric2 (Teorema 4.5.6, Teorema 4.5.12).

RicB = 0 si y sólo si S1 y S2 son ambas η-Einstein con ciertas constantes (Teorema 4.5.6) y una
reinterpretación de esta caracterización en términos de la existencia de métricas Sasaki-Einstein
(Teorema 4.5.18).

Si (Ja,b, ga,b) satisface RicB = 0 entonces S1 × S2 (ambas de dim ≥ 3) no posee fibrado canónico
holomórficamente trivial (Proposición 4.5.10).

(Ja,b, ga,b) es Calabi-Yau con torsión si y sólo si S1 y S2 son η-Einstein con ciertas constantes
(Teorema 4.5.12) y una reinterpretación de esta caracterización en términos de si las variedades
sasakianas η-Einstein son positivas, nulas o negativas (Teorema 4.5.19).

Caracterización de estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) estáticas (Proposición 4.5.15).

Nuevos ejemplos de variedades compactas con estructuras CYT de la forma (Ja,b, ga,b) en produc-
tos de cocientes de grupos de Lie (Ejemplo 4.5.23), en productos de variedades Sasaki-Einstein
(Ejemplo 4.5.24) y en enlaces (Ejemplo 4.5.25).

Finalmente, el Capítulo 5 corresponde al siguiente trabajo:
● A. Andrada, A. Tolcachier, On the canonical bundle of complex solvmanifolds and applications to
hypercomplex geometry. Preprint (2023), arxiv:2307.16673.

Allí se obtienen los siguientes resultados:

Existencia de solvariedades complejas con fibrado canónico trivial vía una sección trivializante
no invariante (Ejemplo 5.1.2).

Caracterización de la existencia de (n,0)-formas holomorfas no nulas en un álgebra de Lie de
dimensión 2n equipada con una estructura compleja (g, J) en términos de la 1-forma canónica
ψ(x) = Tr(J adx) −Tr ad(Jx) (Teorema 5.2.1).

Existen (n,0)-formas holomorfas no nulas en un álgebra de Lie unimodular de dimensión 2n
equipada con una estructura compleja si y sólo si la subálgebra g1,0 (o la subálgebra g0,1) es
unimodular (Proposición 5.2.4).

Toda álgebra de Lie unimodular de dimensión 2n equipada con una estructura compleja abeliana
admite una (n,0)-forma holomorfa no nula. En particular, toda solvariedad compleja equipada
con una estructura compleja abeliana tiene fibrado canónico trivial (Corolario 5.2.7).

Nuevos ejemplos de solvariedades equipadas con una estructura compleja abeliana en dimensión
4n+ 2, n ∈ N, que generalizan a la variedad compleja paralelizable de Nakamura de dimensión 6
(Ejemplo 5.2.8).

https://arxiv.org/abs/2307.16673
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Caracterización de la existencia de (n,0)-formas holomorfas no nulas en ciertas álgebras de Lie
casi nilpotentes de dimensión 2n consideradas en [55] (Proposición 5.2.11 y Proposición 5.2.14).

En un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante a izquierda (G,J) (o en un
cociente compacto equipado con una estructura compleja invariante) la existencia de una sección
trivializante invariante de una potencia del fibrado canónico K⊗k

G implica la existencia de una
sección trivializante invariante del fibrado canónico KG (Proposición 5.2.16).

En (G,J), si σ es una (n,0)-forma invariante a izquierda no nula en G y f1 ∶ G → C× es tal
que f1σ es cerrada, se cumple para f2 ∶ G → C× que f2σ es cerrada si y sólo si f2

f1
es holomorfa

(Lema 5.3.1). En particular, si Γ es un retículo uniforme, las (n,0)-formas cerradas nunca nulas
en (Γ/G,J) son, o bien todas invariantes o bien todas no invariantes (Corolario 5.3.2).

Todo grupo de Lie soluble simplemente conexo G de dimensión 2n equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda J admite una (n,0)-forma cerrada no nula. En particular, el
fibrado canónico de (G,J) es trivial (Lema 5.3.3, Lema 5.3.4, Teorema 5.3.6).

Obstrucción algebraica en términos de ψ para que el fibrado canónico de un cociente compacto de
un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante sea trivial (o más generalmente,
holomórficamente de torsión) (Teorema 5.4.2). Aplicaciones al caso casi abeliano y casi nilpotente
(Corolario 5.4.6).

Nuevo ejemplo de una solvariedad compleja de dimensión 6 cuyo fibrado canónico no es trivial
pero sí holomórficamente de torsión (Ejemplo 5.4.5).

Construcción de una (n,0)-forma nunca nula cerrada en un grupo de Lie unimodular soluble sim-
plemente conexo de dimensión 2n equipado con una estructura compleja invariante a izquierda
tal que ψ([g,g]) ≡ 0 (Proposición 5.4.10). Aplicaciones (Ejemplo 5.4.11, Ejemplo 5.4.12).

Dado {G,J1, J2, J3} un grupo de Lie con una estructura hipercompleja invariante a izquierda, la
existencia de una sección trivializante invariante a izquierda de K(G,Jα), para α = 1,2,3, implica
la existencia de una sección trivializante invariante a izquierda de K(G,Jβ)

para todo β y en este
caso cualquier solvariedad compleja asociada (Γ/G,Jβ) tiene fibrado canónico trivial para todo
β (Teorema 5.5.1, Corolario 5.5.2).

Ejemplo de una solvariedad hipercompleja (Γ/G,{Jα}) tal que K(Γ/G,Jα) es trivial para algún α
pero K(Γ/G,Jβ)

no es trivial para algún β ≠ α. En particular, la solvariedad hipercompleja no es
una SL(n,H)-variedad (Ejemplo 5.5.3).



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo introductorio recordaremos nociones básicas y algunos resultados clásicos sobre
geometría (casi) compleja por un lado, sobre estructuras casi complejas armónicas por otro, y por
último sobre solvariedades. Gran parte del capítulo está basado en [89].

1.1. Variedades complejas
Las variedades complejas se definen análogamente al caso de las variedades diferenciables reales,

en términos de la existencia de un atlas holomorfo. Más precisamente tenemos la siguiente definición:
Definición 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión real 2n.

Una carta holomorfa en M es un par (U,ψ) donde U ⊆ M es abierto y ψ ∶ U → Cn es un
difeomorfismo entre U y un conjunto abierto de Cn.

Un atlas holomorfo es un conjunto de cartas holomorfas {(Ui, ψi)}i∈I tales que M = ∪i∈IUi, y
si Ui ∩ Uj ≠ ∅, entonces el cambio de coordenadas ψij ∶ ψi(Ui ∩ Uj) → ψj(Ui ∩ Uj) dado por
ψij ∶= ψj ○ ψ

−1
i es biholomorfo.

Una variedad compleja M de dimensión n es una variedad diferenciable real de dimensión 2n equipada
con un atlas holomorfo.
Observación 1.1.2. No toda variedad diferenciable de dimensión 2n resulta una variedad compleja.
Por ejemplo, toda variedad compleja es orientable.
Definición 1.1.3. Sean M y N dos variedades complejas. Una función continua f ∶ M → N se dice
holomorfa si para cartas holomorfas arbitrarias (U,φ) de M y (V,ψ) de N se tiene que

ψ ○ f ○ φ−1
∶ φ(f−1

(V ) ∩U)→ ψ(V )

es holomorfa. Las variedades complejas M y N se dicen biholomorfas si existe un homeomorfismo
holomorfo1 f ∶M → N .

Uno de los resultados más importantes que utilizaremos acerca de las funciones holomorfas en-
tre variedades complejas es el siguiente, que además distingue notablemente la teoría de variedades
complejas de la teoría de variedades diferenciables.
Proposición 1.1.4. Sea M una variedad compleja compacta y conexa. Entonces, cualquier función
f ∶M → C holomorfa es constante.

Este resultado es consecuencia del principio del módulo máximo para funciones holomorfas en
varias variables.

1La inversa de un homeomorfismo holomorfo resulta holomorfa.

27
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1.1.1. Fibrados vectoriales holomorfos

En el Capítulo 5 nos centraremos en el fibrado canónico de una variedad compleja, el cual es un
fibrado de líneas holomorfo. Definimos a continuación un fibrado vectorial holomorfo así como también
los fibrados vectoriales holomorfos naturales asociados a una variedad compleja: los fibrados tangente
y cotangente holomorfos, el fibrado de p-formas holomorfas, y el fibrado canónico. Para ello, conviene
recordar previamente la definición de fibrado vectorial.

Definición 1.1.5. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y sea K = R o C. Un fibrado
vectorial (real o complejo) de rango r sobre M (llamada base del fibrado) es una variedad diferenciable
E (llamada espacio total) junto con una función suryectiva π ∶ E →M diferenciable tales que:

(1) Para cada p ∈M , la fibra Ep = π
−1(p) posee estructura de K-espacio vectorial de dimensión r.

(2) Existe un cubrimiento abierto {Uα}α∈I de M y difeomorfismos θα ∶ π
−1(Uα)→ Uα×Kr (llamados

trivializaciones locales) que conmutan con la proyección pr1 ∶ Uα ×Kr → Uα y que además para
cada p ∈ Uα la aplicación Ep

θα
Ð→ {p} ×Kr → Kr es un isomorfismo de K-espacios vectoriales.

Un fibrado vectorial se dice trivial si existe una trivialización global θ ∶ E →M ×Kr. En este caso
E es difeomorfa a M ×Kr.

Notemos que si p ∈ Uα ∩Uβ podemos definir las llamadas funciones de transición gαβ(p) ∶ Kr → Kr

dadas por gαβ(p)(v) = pr2(θα ○ θ
−1
β (p, v)). Se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.1.6. Las funciones gαβ ∶ Uα ∩Uβ → GL(r,K) son diferenciables y satisfacen

gαα(p) = Id ∀p ∈ Uα,

gαβ(p)gβγ(p) = gαγ(p) ∀p ∈ Uα ∩Uβ ∩Uγ.

Un fibrado vectorial (real o complejo) π ∶ E → M de rango r está determinado por sus funciones
de transición como muestra el siguiente teorema:

Teorema 1.1.7. Sea M una variedad diferenciable y sea {Uα}α∈I un cubrimiento abierto. Supongamos
que para cada (α,β) ∈ I × I existen funciones diferenciables gαβ ∶ Uα ∩ Uβ → GL(r,K) que satisfacen
las condiciones de la Proposición 1.1.6. Entonces existe una variedad diferenciable E y una función
diferenciable π ∶ E →M que hacen a (E,π) un fibrado vectorial sobre K cuyas funciones de transición
para {Uα} son las {gαβ}(α,β)∈I×I .

Un ejemplo básico e importante de fibrado vectorial (real) es el fibrado tangente el cual está dado
por las funciones de transición gαβ(p) = Jac(φα○φ

−1
β )p, donde {(Uα, φα)}α∈I son las cartas coordenadas

de la variedad diferenciable M .
Cuando M es una variedad compleja podemos también introducir la noción de fibrado vectorial

holomorfo sobre M .

Definición 1.1.8. Sea M una variedad compleja con dimCM = n. Un fibrado vectorial holomorfo de
rango r sobre M es una variedad compleja E, llamada espacio total, junto con una función holomorfa
suryectiva π ∶ E →M tales que

(1) Para cada p ∈M , la fibra E(p) = π−1(p) posee estructura de C-espacio vectorial de dimensión r.

(2) Existe un cubrimiento abierto {Uα}α∈I de M y biholomorfismos θα ∶ π
−1(Uα) → Uα × Cr que

conmutan con la proyección pr1 ∶ Uα ×Cr → Uα y que además para cada p ∈ Uα la composición
E(p)

θα
Ð→ {p} ×Cr → Cr es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.

Si r = 1 se denomina un fibrado de líneas holomorfo.
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En este caso también podemos definir funciones de transición gαβ ∶ Uα ∩ Uβ → GL(r,C) definidas
como antes, gαβ(p)(v) = pr2(θβ ○ θ

−1
α (p, v)), que resultan holomorfas y satisfacen las condiciones de la

Proposición 1.1.6.
Al igual que para fibrados vectoriales, un fibrado vectorial holomorfo de rango r está determinado

por sus funciones de transición. Este hecho nos permite construir naturalmente fibrados a partir de
otros dados. En particular, las construcciones que nos interesan aquí son dos:

● El fibrado dual holomorfo E∗ de E, cuyas funciones de transición son fαβ(p) = (gαβ(p)
t)−1 y

cuya fibra en p es isomorfa a E(p)∗.

● El k-fibrado exterior holomorfo ΛkE de E, cuyas funciones de transición vienen dadas por
fαβ(p) = gαβ(p) ∧ ⋯ ∧ gαβ(p) (k-veces) y cuya fibra en p es isomorfa a Λk(E(p)). En parti-
cular ΛrE es un fibrado de líneas holomorfo con fαβ(p) = det(gαβ(p)) ∈ GL(1,C) = C∗, llamado
fibrado determinante de E.

Observación 1.1.9. Todo fibrado vectorial holomorfo es en particular un fibrado vectorial pero no debe
confundirse con un fibrado vectorial complejo. El segundo es simplemente un fibrado vectorial cuyas
fibras son C-espacios vectoriales y las funciones de transición son C-lineales, mientras que un fibrado
vectorial holomorfo requiere que las mismas sean holomorfas.

Dada una variedad compleja M con dimCM = n, definimos los siguientes fibrados vectoriales
holomorfos naturales:

Definición 1.1.10.

El fibrado tangente holomorfo de M es el fibrado vectorial holomorfo TM de rango n que está
generado por las funciones de transición holomorfas gij(z) = JacC(φij)○φj(z), donde {(Ui, φi)}i∈I

es un atlas holomorfo y JacC(φij)(w) ∈ GL(n,C) denota el Jacobiano (complejo) de la función
φij en w ∈ Cn.

El fibrado cotangente holomorfo T ∗M es el fibrado dual holomorfo de TM .

El fibrado de p-formas holomorfas ΛpT ∗M , para 0 ≤ p ≤ n, es el p-fibrado exterior holomorfo de
T ∗M .

El fibrado canónico de M es el fibrado de líneas holomorfo KM ∶= det(T ∗M) = Λn(T ∗M).

La definición de TM es independiente del atlas holomorfo inicial pues para diferentes elecciones del
atlas se obtienen fibrados isomorfos2. Entonces TM ,T ∗M y KM son invariantes de M .

1.1.2. Estructuras casi complejas e integrabilidad

Veremos que la estructura de variedad compleja queda determinada por un cierto tensor definido
en el espacio tangente de la variedad que satisface una condición de integrabilidad. Comenzamos dando
la siguiente definición.

Definición 1.1.11. Un tensor J ∈ End(TM) diferenciable en una variedad diferenciable M que
satisface J2 = − Id es llamado una estructura casi compleja. El par (M,J) se llama una variedad casi
compleja.

2Dos fibrados vectoriales holomorfos πE ∶ E → M y πF ∶ F → M se dicen isomorfos si existe una función f ∶ E → F
holomorfa tal que πF ○ f = πE y además la función inducida f(p) ∶ E(p)→ F (p) resulta un isomorfismo lineal para todo
p ∈M .
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Observación 1.1.12. No toda variedad diferenciable admite una estructura casi compleja. En efecto,
la variedad debe ser de dimensión par y orientable. Además hay restricciones topológicas para la
existencia de un tal tensor. Por ejemplo, es un hecho conocido que las únicas esferas que admiten
estructuras casi complejas son S2, S4 y S6.

A continuación veremos que toda variedad compleja admite una estructura casi compleja natural.
En efecto, el atlas holomorfo en M da origen a una estructura casi compleja J ∈ End(TM) de la
siguiente manera. Sea (U, (zj = xj + iyj)

n
j=1) una carta holomorfa, consideramos ahora la carta real

(U, (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)) y la correspondiente base local de campos coordenados { ∂
∂xj

, ∂
∂yj
}nj=1 ⊂ TU .

Podemos definir localmente J ∈ End(TU) por:

J (
∂

∂xj
) =

∂

∂yj
, J (

∂

∂yj
) = −

∂

∂xj
,

para j = 1, . . . , n. Es fácil verificar que J2 = − IdT U y que la definición de J no depende de la carta
holomorfa por lo que podemos extender J a toda la variedad obteniendo así una estructura casi
compleja.

Es fácil verificar que una estructura casi compleja que proviene de un atlas holomorfo satisface
NJ(X,Y ) = 0 para todo X,Y ∈ X(M), donde

NJ(X,Y ) = [X,Y ] + J([JX,Y ] + [X,JY ]) − [JX,JY ], X,Y ∈ X(M), (1.1.1)

es un tensor de tipo (1,2), llamado el tensor de Nijenhuis.
Este hecho permite exhibir ejemplos de variedades diferenciables que admiten una estructura casi

compleja que no pueden equiparse con un atlas holomorfo. Por ejemplo, S6 admite una estructura casi
compleja natural proveniente de los octoniones que no viene inducida por un atlas holomorfo pues no
satisface NJ ≡ 0.

Aquellas estructuras casi complejas que sí provienen de un atlas holomorfo son distinguidas.

Definición 1.1.13. Una estructura casi compleja J en una variedad diferenciable M se dice integrable
si M es la variedad diferenciable subyacente a una variedad compleja cuya estructura casi compleja
asociada es J . En este caso también se suele llamar a J simplemente una estructura compleja.

Con esta definición, parece verdaderamente complicado decidir si una estructura casi compleja
es efectivamente compleja. El milagro es que si J satisface que el tensor NJ se anula idénticamente,
entonces J es integrable, en virtud del famoso teorema de Newlander-Nirenberg:

Teorema 1.1.14 (Newlander-Nirenberg 1957). Sea J una estructura casi compleja en una variedad
diferenciable M . Entonces J es integrable si y sólo si NJ ≡ 0.

Utilizaremos la notación (M,J) para referirnos a la variedad compleja, o bien nos referiremos a
M como variedad compleja dando por sobreentendida la estructura compleja.

Sea (M,J) una variedad casi compleja. Dado p ∈M , sea (TpM)C ∶= TpM ⊗RC la complexificación
de TpM . Podemos extender la estructura casi compleja J de manera C-lineal a una estructura casi
compleja JC ∶ (TpM)C → (TpM)C, mediante

JC
(v + iw) = Jv + iJw.

El endomorfismo JC es diagonalizable y sus autovalores son i y −i. Si denotamos los autoespacios
asociados por T 1,0

p M y T 0,1
p M respectivamente, entonces tenemos que:

(TpM)C = T
1,0
p M ⊕ T 0,1

p M,
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donde T 1,0
p M ∶= {X − iJX ∣ X ∈ TpM} y T 0,1

p M ∶= {X + iJX ∣ X ∈ TpM}. Además, la conjugación
compleja en (TpM)C induce un isomorfismo R-lineal entre T 1,0

p M y T 0,1
p M (recordar que si V es un

espacio vectorial real y VC ∶= V ⊗RC es su complexificación, entonces la conjugación compleja VC → VC
se define por v + iw ∶= v − iw para todo v,w ∈ V ).

Si T ∗p M ∶= (TpM)
∗ es el espacio dual de TpM , entonces T ∗p M admite de manera natural una

estructura casi compleja J∗ definida por

(J∗λ)v ∶= λ(Jv), λ ∈ T ∗p M,v ∈ TpM.

Más aún, J∗ induce la descomposición

(T ∗p M)C = (T
∗
p M)

1,0
⊕ (T ∗p M)

0,1,

donde (T ∗p M)1,0 = {λ − iJ∗λ ∣ λ ∈ T ∗p M} y (T ∗p M)0,1 = {λ + iJ∗λ ∣ λ ∈ T ∗p M} son los autoespacios
de J∗ de autovalor i y −i, respectivamente. Los autoespacios (T ∗p M)1,0 y (T ∗p M)0,1 resultan ser los
anuladores de T 0,1

p M y T 1,0
p M , respectivamente.

Esta descomposición en cada espacio tangente y cotangente se refleja en una descomposición similar
a nivel de fibrados vectoriales complejos, esto es

TMC ∶= TM ⊗R C = T 1,0M ⊕ T 0,1M,

T ∗MC ∶= T
∗M ⊗R C = (T ∗M)1,0

⊕ (T ∗M)0,1,

donde T 1,0M = Ker(J − i Id) y T 0,1M = Ker(J + i Id).

Definición 1.1.15. Un campo vectorial complejo en una variedad casi compleja (M,J) es una asig-
nación diferenciable Z ∶M → TMC tal que Zp ∈ (TpM)C. Decimos que Z es de de tipo (1,0) (resp. de
tipo (0,1)) si Zp ∈ T

1,0
p M (resp. Zp ∈ T

0,1
p M).

No es difícil ver que un campo vectorial complejo Z es de tipo (1,0) (resp. (0,1)) si y sólo si Z
es de la forma Z = X − iJX (resp. Z = X + iJX), para algún X ∈ X(M). Denotamos al conjunto de
campos de tipo (1,0) (resp. (0,1)) por X1,0(M) (resp. X0,1(M)).

Si (M,J) es una variedad casi compleja, se definen además los siguientes fibrados vectoriales
complejos:

Λk
C(M) ∶= Λk

(T ∗MC),

Λp,q
(M) ∶= Λp

(T ∗M)1,0
⊗Λq

(T ∗M)0,1.

Sus espacios de secciones se denotan Ωk
C(M) y Ωp,q(M), respectivamente. Los elementos de Ωp,q(M) se

llaman (p, q)-formas. Como consecuencia de las correspondientes descomposiciones a nivel de espacios
vectoriales, existen descomposiciones naturales en suma directa:

Λk
C(M) = ⊕

p+q=k

Λp,q
(M),

Ωk
C(M) = ⊕

p+q=k

Ωp,q
(M).

Una 1-forma compleja ω es de tipo (1,0) (resp. (0,1)) si y sólo si ω(Z) = 0 para todo Z ∈ X0,1(M)
(resp. Z ∈ X1,0(M)). Si {ω1, . . . , ωn} es una base local de (T ∗M)1,0 entonces {ω̄1, . . . , ω̄n} es una base
local de (T ∗M)0,1 y {ωi1 ∧⋯∧ωip ∧ ω̄j1 ∧⋯∧ ω̄jq ∣ 1 ≤ i1 < ⋯ < ip ≤ n, 1 ≤ j1 < ⋯ < jq ≤ n} es una base
local de Ωp,q(M).

Una k-forma compleja ω es (p, q) si y sólo si ω(Z1, . . . , Zp+q) = 0 cada vez que hay más de p campos
(1,0) o hay más de q campos (0,1).
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La derivada exterior usual d ∶ ΩkM → Ωk+1M se extiende C-linealmente a d ∶ Ωk
C(M) → Ωk+1

C (M)
y satisface

d(Ωp,q
(M)) ⊂ Ωp+2,q−1

(M)⊕Ωp+1,q
(M)⊕Ωp,q+1

(M)⊕Ωp−1,q+2
(M).

El siguiente resultado provee otras maneras equivalentes para determinar si una estructura casi
compleja resulta integrable.

Proposición 1.1.16. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) J es integrable.

(2) Si Z,W ∈ X1,0(M) entonces [Z,W ] ∈ X1,0(M).

(3) Si Z,W ∈ X0,1(M) entonces [Z,W ] ∈ X0,1(M).

(4) d(Ω1,0(M)) ⊂ Ω2,0(M)⊕Ω1,1(M).

(5) d(Ω0,1(M)) ⊂ Ω1,1(M)⊕Ω0,2(M).

Como consecuencia se tiene que

Corolario 1.1.17. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Entonces J es integrable si y sólo si
d(Ωp,q(M)) ⊂ Ωp+1,q(M)⊕Ωp,q+1(M), para todo p, q ∈ N0.

Denotamos por πp,q ∶ ΩC(M)→ Ωp,q(M) a la proyección canónica, donde ΩC(M) =⊕k Ωk
C(M). Se

definen los operadores de Dolbeault

∂ = πp+1,q
○ d ∶ Ωp,q

(M)→ Ωp+1,q
(M),

∂̄ = πp,q+1
○ d ∶ Ωp,q

(M)→ Ωp,q+1
(M).

Corolario 1.1.18. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Entonces J es integrable si y sólo si
d= ∂ + ∂̄.

Corolario 1.1.19. Si J es una estructura casi compleja integrable, entonces ∂2 = ∂̄2 = 0 y ∂∂̄ = −∂̄∂.
Recíprocamente, si ∂̄2 = 0, J es integrable.

Si M es una variedad compleja se le puede dar una estructura de variedad compleja al fibrado
vectorial complejo π ∶ T 1,0M → M de modo que resulte un fibrado vectorial holomorfo isomorfo al
fibrado tangente holomorfo TM . Bajo esta identificación, podemos pensar a los campos holomorfos, es
decir las secciones holomorfas de TM , como campos de tipo (1,0). Más precisamente, se sabe que un
campo X − iJX ∈ T 1,0M es holomorfo si y sólo si el campo real X ∈ X(M) satisface [X,JY ] = J[X,Y ]
para todo Y ∈ X(M). Más aún, para las formas holomorfas, es decir secciones holomorfas de ΛpT ∗M ,
se tiene la siguiente correspondencia

{ω ∣ ω es una p -forma holomorfa en (M,J)} ≃ {ω ∈ Ωp,0
(M) ∣ ∂̄ω = 0}.

1.1.3. Variedades hermitianas

Definición 1.1.20. Una métrica riemanniana g en una variedad (casi) compleja (M,J) se dice (casi)
hermitiana si

g(JX,JY ) = g(X,Y ), X,Y ∈ X(M),

es decir, si J es un endomorfismo ortogonal de TM . En este caso diremos que (M,J, g) es una variedad
(casi) hermitiana.
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Notar que la condición de ser J ortogonal es equivalente a ser J antisimétrica, debido a la condición
J2 = − Id.
Observación 1.1.21. Toda variedad casi compleja admite una métrica hermitiana. Basta tomar una
métrica riemanniana h y definir g(X,Y ) = h(X,Y ) + h(JX,JY ).

Definición 1.1.22. Dada una variedad casi hermitiana (M,J, g) se define la 2-forma fundamental o
forma de Kähler por ω(X,Y ) = g(JX,Y ), para todo X,Y ∈ X(M).

Si consideramos la extensión de ω a una forma bilineal antisimétrica en el fibrado tangente com-
plexificado TMC, entonces ω ∈ Ω2(M) ∩Ω1,1(M), es decir ω(JX,JY ) = ω(X,Y ).

Definición 1.1.23. Sea (M,J, g) una variedad hermitiana. Entonces la métrica g se dice de Kähler
si dω = 0. En este caso diremos que (M,J, g) es una variedad de Kähler.

Existe una definición equivalente a la recién presentada en términos de conexiones afines. Dada
una estructura casi compleja J en una variedad diferenciable M equipada con una conexión afín ∇,
se define la derivada covariante del tensor J por:

(∇XJ)Y = ∇XJY − J∇XY, X,Y ∈ X(M).

Lema 1.1.24. Sea (M,J) una variedad casi compleja, y sea ∇ una conexión afín en M . Entonces

(∇XJ)JY = −J(∇XJ)Y, X,Y ∈ X(M).

Además, si (M,J, g) es casi hermitiana y ∇ es una conexión métrica (es decir ∇g = 0), entonces ∇XJ
es un tensor antisimétrico para todo X ∈ X(M).

El siguiente resultado da una definición equivalente para una variedad Kähler. Denotaremos por
∇LC a la conexión de Levi-Civita asociada a (M,g).

Teorema 1.1.25. Sea (M,J, g) una variedad casi hermitiana. Entonces ∇LCJ = 0 si y sólo si NJ = 0
y dω = 0.

Corolario 1.1.26. Sea (M,J, g) una variedad hermitiana. Entonces (M,J, g) es Kähler si y sólo si
∇LCJ = 0.

Una propiedad importante acerca de la topología de una variedad de Kähler compacta es que sus
números de Betti impares son pares. Recordemos que el k-ésimo número de Betti de M se define por
βk(M) = dimR(H

k
dR(M,R)), donde Hk

dR(M,R) es el k-ésimo grupo de cohomología de de Rham de la
variedad diferenciable M definido por

Hk
dR(M,R) =

ker(d ∶ Ωk(M)→ Ωk+1(M))

Im(d ∶ Ωk−1(M)→ Ωk(M))
.

Esto implica fuertes restricciones topológicas para la existencia de métricas de Kähler.

En la literatura fueron introducidas otras condiciones sobre la 2-forma fundamental que son más
débiles que la condición de ser cerrada. Recordamos a continuación algunas de estas condiciones
hermitianas no Kähler.

Si (M,J, g) es una variedad hermitiana con dimCM = n, entonces la métrica g se dice:

(1) Balanceada si su forma fundamental ω satisface dωn−1 = 0, o equivalentemente δω = 0, donde δ
es la codiferencial asociada a g.
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(2) Localmente conforme Kähler (LCK) si existe un cubrimiento por abiertos {Ui}i de M y funciones
suaves fi en cada Ui tales que e−fig es Kähler. Esta definición resulta equivalente a la existencia
de una 1-forma cerrada θ tal que dω = θ∧ω. La 1-forma θ coincide con la forma de Lee asociada
a (J, g), la cual se define (en una variedad hermitiana arbitraria) por:

θ =
1

n − 1
(δω) ○ J. (1.1.2)

Si la forma de Lee de una estructura LCK es paralela con respecto a la conexión de Levi-Civita
de g, la métrica LCK se llama Vaisman.

Otras condiciones están relacionadas a cierto operador diferencial dc definido como sigue. Sea
(M,J, g) una variedad hermitiana con dimCM = n. La estructura compleja J se extiende de manera
natural a formas diferenciales en M como sigue: dada una p-forma α, la p-forma Jα se define por

Jα = α, p = 0,
(Jα)(⋅, . . . , ⋅) = α(J ⋅, . . . , J ⋅), p > 0. (1.1.3)

Así, podemos definir el operador diferencial real dc por

dcα = −J−1 dJα = (−1)pJ dJα, α ∈ Ωp
(M).

Es sabido que ddc = 2i∂∂̄.

Definición 1.1.27. Sea (M,J, g) una variedad hermitiana con dimCM = n. La métrica g se dice

(1) Strong Kähler with torsion (SKT), también llamada pluricerrada, si la 2-forma fundamental
satisface ∂∂̄ω = 0, o equivalentemente, ddcω = 0. Las métricas SKT tienen muchas aplicaciones
en física teórica, por ejemplo en teoría de cuerdas de tipo II y en σ-modelos supersimétricos de
dimensión 2 [68, 90, 137]. Más aún, están relacionadas con geometría Kähler generalizada (ver
por ejemplo [14, 82]).

(2) Astheno3-Kähler si la 2-forma fundamental satisface ddcωn−2 = 0. Notar que esta noción tiene
sentido para n ≥ 3. Jost y Yau introdujeron estas métricas en [92] para estudiar mapas armónicos
hermitianos y para extender el teorema de rigidez de Siu a variedades no Kähler.

(3) Gauduchon si la 2-forma fundamental satisface ddcωn−1 = 0. Toda variedad hermitiana compacta
admite una métrica Gauduchon en su clase conforme, y es única en esta clase salvo homotecias,
debido a un resultado conocido de Gauduchon [69].

(4) k-Gauduchon, para 1 ≤ k ≤ n − 1, si la 2-forma fundamental satisface

ddcωk
∧ ωn−k−1

= 0.

Estas métricas fueron introducidas en [65] y generalizan la noción de métrica Gauduchon, la cual
se corresponde con k = n − 1. Más aún, las métricas SKT y astheno-Kähler están contenidas en
la clase de métricas 1-Gauduchon y (n − 2)-Gauduchon, respectivamente.

Observación 1.1.28. Notar que cuando n = 3 una métrica hermitiana es SKT si y sólo si es astheno-
Kähler, y en este caso resulta también 1-Gauduchon.

3Palabra griega para “débil”.
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1.1.4. Estructuras casi complejas armónicas

Sea (M,g) una variedad riemanniana compacta de dimensión 2n. Una estructura casi compleja se
dice armónica si es un punto crítico de la funcional de energía de Dirichlet

E(J) ∶= ∫
M
∥∇

LCJ∥2 volg,

definida en el espacio de todas las estructuras casi complejas J ortogonales con respecto a g.4
De acuerdo con [158], esto es equivalente a que J satisfaga la ecuación

[J,∇∗∇J] = 0, (1.1.4)

donde ∇∗∇J es el llamado Laplaciano de conexión (en inglés rough Laplacian) de J definido por
∇∗∇J = Tr∇2J . Esto es, si {u1, . . . , u2n} es un marco ortonormal local en M , entonces

(∇
∗
∇J)(W ) =

2n

∑
i=1
(∇

2
ui,ui

J)(W ), W ∈ X(M),

donde la segunda derivada covariante de J está dada por

(∇
2
U,V J)(W ) = (∇U(∇V J))(W ) − (∇∇U V J)(W ).

Es claro que ∇∗∇J es un tensor de tipo (1,1) en M . En el caso no compacto, se puede tomar a (1.1.4)
como la definición de estructura casi compleja armónica.

La ecuación (1.1.4) puede escribirse de manera más explícita en un marco ortonormal local, como
lo muestra el siguiente lema:

Lema 1.1.29. Sea (M,J, g) una variedad casi hermitiana de dimensión 2n y sea {ei}
2n
i=1 un marco

ortonormal local en un conjunto abierto de M . Entonces

[J,∇∗∇J](X) = 2
2n

∑
i=1
(∇eiJ∇eiJX − J∇eiJ∇eiX − J(∇∇ei eiJ)X) . (1.1.5)

Demostración. Sea X ∈ X(M), entonces

(∇
∗
∇J)(X) =

2n

∑
i=1
(∇ei(∇eiJ))(X) − (∇∇ei eiJ)(X)

=
2n

∑
i=1
∇ei((∇eiJ)(X)) − (∇eiJ)(∇eiX) − (∇∇ei eiJ)(X)

=
2n

∑
i=1
∇ei∇eiJX − 2∇eiJ∇eiX + J∇ei∇eiX − (∇∇ei eiJ)(X).

Por lo tanto,

[J,∇∗∇J](X) =
2n

∑
i=1
{J∇ei∇eiJX − 2J∇eiJ∇eiX −∇ei∇eiX − J(∇∇ei eiJ)(X)

− (−∇ei∇eiX − 2∇eiJ∇eiJX + J∇ei∇eiJX − (∇∇ei eiJ)(JX))}

= 2
2n

∑
i=1
(∇eiJ∇eiJX − J∇eiJ∇eiX − J(∇∇ei eiJ)X) ,

donde hemos usado que J(∇XJ) = −(∇XJ)J .
4Denotaremos de ahora en más ∇ ∶= ∇LC .



36 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Sea (M2n, J, g) una variedad casi hermitiana. De acuerdo con [158], la siguiente 2-forma ρ juega
un rol especial en el momento de determinar si la estructura casi compleja J es armónica:

ρ =R(ω) ∈ Ω2
(M),

donde ω es la 2-forma fundamental asociada a (J, g) y R es el operador de curvatura actuando en
2-formas. Esta 2-forma ρ es una generalización natural de la forma de Ricci de una variedad Kähler,
aunque en general no es cerrada. Se puede ver que el tensor antisimétrico P ∶ TM → TM que se
obtiene al contraer ρ y g, i.e. ρ(X,Y ) = g(PX,Y ), está dado por

P (X) =
1
2

2n

∑
i=1
R(ei, Jei)X, X ∈ X(M), (1.1.6)

donde {ei} es cualquier marco ortonormal local de M . También, denotamos por δJ ∈ X(M) a la
codiferencial de J , es decir, el único campo vectorial en M que satisface

g(δJ,X) = δω(X) para todo X ∈ X(M),

donde δω es la codiferencial de ω. Como δω está dada por

δω(X) = −
2n

∑
i=1
(∇eiω)(ei,X),

para cualquier marco ortonormal local {ei} de M , obtenemos la siguiente expresión5 para δJ :

δJ =
2n

∑
i=1
(∇eiJ)(ei). (1.1.7)

Con estos ingredientes podemos recordar el siguiente resultado debido a [158]. Por razones de comple-
titud, damos a continuación una prueba elemental de este hecho.6

Proposición 1.1.30. [158, Theorem 2.8] Sea J la estructura casi compleja de una variedad casi
hermitiana (M,J, g) de dimensión 2n. Si J es integrable entonces

[J,∇∗∇J] = 2(∇δJJ − [J,P ]).

En particular, J es armónica si y sólo si [J,P ] = ∇δJJ .

Demostración. Sea {e1, . . . , e2n} un marco ortonormal local que satisface Je2i−1 = e2i para 1 ≤ i ≤ n.
Utilizando este marco calculamos por definición ambos lados de la igualdad que queremos probar.
Dado X ∈ X(M), usando que J(∇UJ) = −(∇UJ)J para todo U ∈ X(M), obtenemos

[J,∇∗∇J](X) =
2n

∑
i=1
J(∇ei(∇eiJ))(X)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

− (∇ei(∇eiJ))(JX)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2

−2J(∇∇ei eiJ)(X).

De acuerdo con el Lema 1.1.24 la integrabilidad de J es equivalente a ∇JUJ = J(∇UJ) para todo
U ∈ X(M). De este hecho, escribiendo (∇eiJ) = −(∇J2ei

J), se deduce que

1 = −J(∇eiJ(∇JeiJ))(X)

= −J∇ei(J(∇JeiJ)X) − (∇JeiJ)(∇eiX)

= −J∇eiJ∇JeiJX − J∇ei∇JeiX −∇JeiJ∇eiX + J∇Jei∇eiX

= −J∇eiJ∇JeiJX −∇JeiJ∇eiX − JR(ei, Jei)X − J∇[ei,Jei]
X,

5Para este cálculo usamos ω = g(⋅, J ⋅), debido a que será la convención que adoptaremos en el Capítulo 4.
6El signo en la fórmula es diferente de [158] pues allí ω = g(J ⋅, ⋅) y nosotros en el Capítulo 4 usaremos ω = g(⋅, J ⋅).
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2 = −(∇eiJ(∇JeiJ))(JX)

= −∇ei(J(∇JeiJ)(JX)) + J(∇JeiJ)(∇eiJX)

= ∇eiJ∇JeiX −∇ei∇JeiJX + J∇JeiJ∇eiJX +∇Jei∇eiJX

= ∇eiJ∇JeiX + J∇JeiJ∇eiJX −R(ei, Jei)JX −∇[ei,Jei]
JX.

De aquí,

[J,∇∗∇J](X) = −2[J,P ](X) +
2n

∑
i=1
(∇[ei,Jei]

J)X − 2
2n

∑
i=1
J(∇∇ei eiJ)(X)

−
2n

∑
i=1
(J∇eiJ∇JeiJX +∇JeiJ∇eiX +∇eiJ∇JeiX + J∇JeiJ∇eiJX).

Notar que en el marco J-adaptado elegido {ei} la última suma es igual a cero, puesto que al reemplazar
ei por Jei da el mismo término pero con signo cambiado. Así,

[J,∇∗∇J](X) = −2[J,P ](X) +
2n

∑
i=1
(∇[ei,Jei]

J)X − 2
2n

∑
i=1
J(∇∇ei eiJ)(X). (1.1.8)

Ahora, usando (1.1.7) con nuestro marco J-adaptado tenemos

2(∇δJJ)(X) = 2
2n

∑
i=1
(∇(∇ei J)ei

J)(X)

= 2
2n

∑
i=1
(∇∇ei JeiJ)(X) − 2

2n

∑
i=1
(∇J∇ei eiJ)(X)

=
2n

∑
i=1
(∇∇ei JeiJ +∇∇Jei

eiJ)(X) +
2n

∑
i=1
(∇[ei,Jei]

J)(X) − 2
2n

∑
i=1
J(∇∇ei eiJ)(X).

Nuevamente reemplazando ei por Jei en la primera suma obtenemos el mismo término pero con signo
cambiado, de manera que la suma es igual a cero. En conclusión,

2(∇δJJ)(X) =
2n

∑
i=1
(∇[ei,Jei]

J)(X) − 2
2n

∑
i=1
J(∇∇ei eiJ)(X). (1.1.9)

Comparando (1.1.8) con (1.1.9) obtenemos [J,∇∗∇J] = 2∇δJJ − 2[J,P ], como queríamos probar.

1.2. Solvariedades y estructuras invariantes

Un subgrupo discreto Γ de un grupo de Lie G se dice un retículo si el cociente Γ/G posee volumen
finito. De acuerdo con [113], si tal retículo existe entonces el grupo de Lie debe ser unimodular, esto
es, admite una medida de Haar bi-invariante. Esto es equivalente, para G conexo, a que Tr(adx) = 0
para todo x ∈ g = Lie(G) (y también se dice que g es unimodular). Si Γ/G es compacto el retículo Γ se
dice uniforme. Se sabe que si G es soluble entonces cualquier retículo es uniforme [129, Theorem 3.1].

Definición 1.2.1. Sea G un grupo simplemente conexo y Γ un retículo uniforme en G. El cociente
Γ/G es llamado una

solvariedad si G es soluble y,

nilvariedad si G es nilpotente.
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Es claro que toda nilvariedad es una solvariedad. Con esta definición, toda solvariedad resulta
compacta, orientable y paralelizable.

Una propiedad global importante de las solvariedades es que π1(Γ/G) ≅ Γ y son asféricas, es decir
πn(Γ/G) = 0 para n > 1. Más aún, el grupo fundamental juega un rol destacado, ya que la clase
de difeomorfismo de la solvariedad está determinada por la clase de isomorfismo del correspondiente
retículo, como el siguiente resultado indica:

Teorema 1.2.2. [118] Si Γ1 y Γ2 son retículos en los grupos de Lie solubles simplemente conexos G1
y G2, respectivamente, y Γ1 es isomorfo a Γ2, entonces Γ1/G1 es difeomorfa a Γ2/G2.

Este resultado se puede fortalecer cuando ambos grupos de Lie solubles G1 y G2 son completamente
solubles7, en virtud del Teorema de rigidez de Saito:

Teorema 1.2.3. [130] Sean G1 y G2 grupos de Lie completamente solubles simplemente conexos y
Γ1 ⊂ G1, Γ2 ⊂ G2 retículos. Entonces, todo isomorfismo f ∶ Γ1 → Γ2 se extiende de manera única a un
isomorfismo de grupos de Lie F ∶ G1 → G2.

Cabe destacar que en una dimensión fija hay una cantidad numerable de grupos de Lie simplemente
conexos no isomorfos que admiten retículos, de acuerdo con [114] (para el caso soluble) y [156] (para
el caso general).

En general no es sencillo determinar si un grupo de Lie soluble unimodular admite un retículo.
En contraste, hay un criterio preciso para grupos de Lie nilpotentes. En efecto, Malcev probó en [109]
que un grupo de Lie nilpotente admite un retículo si y sólo si su álgebra de Lie posee una forma
racional, i.e. existe una base del álgebra de Lie tal que las correspondientes constantes de estructura
son racionales. Más recientemente fue estudiada en [27] la existencia de retículos en la mayoría de los
grupos de Lie solubles simplemente conexos hasta dimensión 6.

Sea G un grupo de Lie soluble simplemente conexo, y N el nilradical de G (i.e., el subgrupo de
Lie conexo cerrado de G cuya álgebra de Lie es el nilradical n de g). Además, sea [G,G] el subgrupo
de Lie conexo cerrado con álgebra de Lie [g,g]. Como G es soluble, [G,G] ⊂ N de modo que G/N es
abeliano; y de la sucesión exacta larga de grupos de homotopía asociada a la fibración N → G→ G/N
se sigue que G/N es simplemente conexo. Entonces G/N ≅ Rk para algún k ∈ N y G satisface la
sucesión exacta corta

1→ N → G→ Rk
→ 1.

El grupo G se dice split si esta sucesión se parte, es decir, si existe un homomorfismo inverso a derecha
de la proyección G→ Rk. Esta condición es equivalente a que exista un homomorfismo ϕ ∶ Rk → Aut(N)
de manera que G es isomorfo al producto semidirecto Rk ⋉ϕ N .

Siguiendo a [159], diremos que un retículo Γ de un grupo de Lie soluble split Rk ⋉ϕN es split si se
puede escribir como Γ = Γ1 ⋉ϕ Γ2 donde Γ1 ⊂ Rk y Γ2 ⊂ N son retículos de Rk y N respectivamente.
En consecuencia Γ/G se llamará una solvariedad split.

Existen retículos no split en grupos solubles split, como el siguiente ejemplo8 muestra.

Ejemplo 1.2.4. Sea G = R2 ⋉ϕ R4, donde la acción de ϕ está dada por9

ϕ(t, s) = [
cos(πt) − sin(πt)
sin(πt) cos(πt) ]⊕ [

cos(πs) − sin(πs)
sin(πs) cos(πs) ] .

7Un grupo de Lie soluble G es completamente soluble si los operadores ad x ∶ g → g, con x ∈ g = Lie(G), sólo poseen
autovalores reales. En particular, los grupos de Lie nilpotentes son completamente solubles.

8Este ejemplo se lo debemos al Prof. Jonas Deré.
9A lo largo de toda la tesis denotaremos por A⊕B a la matriz diagonal en bloque [A 0

0 B ]. Esto se generaliza fácilmente
a n matrices.
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Consideremos en G el subconjunto

Γ = {(z1, z2, z3 −
z2
2
, z4, z5, z6) ∣ zi ∈ Z} .

Veamos que Γ es un subgrupo. En efecto, si γ1 = (m1, . . . ,m6), γ2 = (n1, . . . , n6) ∈ Γ, resulta

γ1γ2 = (m1 + n1,m2 + n2,m3 ± n3 −
m2 ± n2

2
,m4 ± n4,m5 ± n5,m6 ± n6)

= (m1 + n1,m2 + n2, (m3 ± n3 + n2
∓1 + 1

2
) −

m2 + n2
2

,m5 ± n5,m6 ± n6) ∈ Γ,

γ−1
1 = (−m1,−m2,∓m3 ±

m2
2
,∓m4,∓m5,∓m6)

= (−m1,−m2,∓m3 +
±m2 −m2

2
+
m2
2
,∓m4,∓m5,∓m6) ∈ Γ.

Más aún, se verifica que Γ es discreto y cocompacto, por lo que Γ es un retículo de G.
Si Γ fuese isomorfo a un producto semidirecto de la forma Z2 ⋉ Z4, existirían elementos α,β ∈ Γ

con [α,β] = eG tales que sus proyecciones a R2 generan Z2. Dado que no pueden ser α1β2 y α2β1
ambos pares ni ambos impares (pues en ese caso no generarían Z2), podemos asumir sin pérdida de
generalidad que α1β2 es impar y α2β1 es par. Sin embargo, se puede verificar que esto contradice que
[α,β] = eG. Por lo tanto, Γ no es un retículo split.

En [159] se da un criterio para determinar la existencia de retículos split en grupos solubles sim-
plemente conexos split.
Teorema 1.2.5. [159] Sea G = Rk ⋉ϕ N un grupo de Lie soluble simplemente conexo split, donde N
es el nilradical de G. Si existen una base racional B = {X1, . . . ,Xn} de n y una base {t1, . . . , tk} de
Rk tales que [d(ϕ(tj))1N

]B es una matriz entera unimodular para todo 1 ≤ j ≤ k entonces G posee un
retículo split de la forma Γ = spanZ{t1, . . . , tk} ⋉ϕ expN(spanZ{X1, . . . ,Xn}).

Cuando k = 1 el grupo de Lie soluble simplemente conexo de tipo split G = R ⋉ϕ N se dice casi
nilpotente. En este caso, todo retículo es de tipo split de acuerdo con [27].

Si además N es abeliano, i.e. N = Rn, entonces G = R ⋉φ Rn se dice casi abeliano. En este caso
diremos que el álgebra de Lie g = Lie(G) es casi abeliana, lo cual es equivalente a que g posea un ideal
abeliano de codimensión uno. Diremos además que una solvariedad Γ/G es casi abeliana si G es un
grupo de Lie casi abeliano.

En los ejemplos de los capítulos que siguen, comenzaremos con un álgebra de Lie g = Rk ⋉φ n. Para
poder aplicar el Teorema 1.2.5 necesitamos determinar el grupo de Lie simplemente conexo asociado
G. Sea N el grupo de Lie nilpotente simplemente conexo con álgebra de Lie n. Como exp ∶ n → N es
un difeomorfismo, podemos asumir que la variedad subyacente a N es n misma con la multiplicación
de grupo dada por x ⋅ y = Z(x, y), donde Z(x, y) es el mapa polinomial dado por la fórmula de Baker-
Campbell-Hausdorff: exp(x) exp(y) = exp(Z(x, y)). En consecuencia, bajo esta identificación, tenemos
que exp ∶ n→ N es simplemente la identidad en n y más aún, Aut(n) = Aut(N).

Sea {t1, . . . , tk} una base de Rk y denotamos Bj = φ(tj) ∈ Der(n). Entonces, exp(Bj) ∈ Aut(N) y
usando [27, Theorem 4.2] obtenemos que G = Rk ⋉ϕ N , donde ϕ ∶ Rk → Aut(N) es el homomorfismo
de grupos de Lie definido por

ϕ
⎛

⎝

k

∑
j=1

xjtj
⎞

⎠
= exp(x1B1 +⋯ + xkBk) = exp(x1B1) exp(x2B2)⋯ exp(xkBk).

Aquí exp denota la exponencial matricial luego de identificar n ≅ Rdimn eligiendo una base de n.
Notar que, en la notación del Teorema 1.2.5, tenemos que d(ϕ(tj))1N

= exp(Bj) = exp(φ(tj)).
Por lo tanto, para encontrar retículos necesitamos una base {t1, . . . , tk} tal que [exp(φ(tj))]B sea una
matriz entera unimodular, para todo 1 ≤ j ≤ k.
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Observación 1.2.6. En el caso en que G = Rk ⋉ϕ Rm, donde Rm es el nilradical de G y {t1, . . . , tk}
es una base como arriba, el retículo split está dado por Γ = (⊕k

i=1 Zti) ⋉ϕ PZm donde P ∈ GL(k,R)
satisface P −1 exp(adXi)P ∈ SL(m,Z).

Si denotamos Ei = P
−1 exp(adXi)P , el retículo Γ = (⊕k

i=1 ZXi) ⋉ϕ PZm es isomorfo (como grupo
abstracto) al grupo ΣE1,...,Ek

∶= Zk ⋉E1,...,Ek
Zm, cuya multiplicación está dada por

(r, t) ⋅ (r′, t′) = (r + r′, t +Er1
1 ⋯E

rk

k t′) , r = (r1, . . . , rk), r
′
∈ Zk, t, t′ ∈ Zm.

Notar que la multiplicación está bien definida puesto que EiEj = EjEi para todo i, j. El inverso de un
elemento (r, t) está dado por (r, t)−1 = (−r,−E−r1

1 ⋯E
−rk

k t).

Finalizamos esta subsección notando que existen solvariedades S = Γ′/G′ con G′ un grupo que no
es casi abeliano tales que S es difeomorfa a una solvariedad casi abeliana, es decir, Γ′ es isomorfo a
un retículo Γ en un grupo casi abeliano. Mostramos a continuación un ejemplo.

Ejemplo 1.2.7. Sea g = R2 ⋉R4 donde

ade1 = [
0 −π
π 0 ]⊕ [

0 −π
2

π
2 0 ] , ade2 = [

0 −2π
2π 0 ]⊕ [

0 −2π
2π 0 ] .

No hay un ideal de codimensión uno en g pues ade1 y ade2 son linealmente independientes. Por lo tanto
g no es casi abeliana, de modo que G no es casi abeliano. Sin embargo, A = exp(ade1) y B = exp(ade2)

son matrices enteras unimodulares por lo que G posee un retículo split Γ que es isomorfo a Z2⋉A,B Z4.
Dado que B = I4, la identidad es un isomorfismo entre Z2 ⋉A,B Z4 y Z ⋉(1)⊕A Z5, siendo este último
isomorfo a un retículo en un grupo de Lie casi abeliano. Esto implica, por el Teorema 1.2.2, que Γ/G
es difeomorfa a una solvariedad casi abeliana.

1.2.1. Estructuras geométricas invariantes en solvariedades

Pasamos ahora a considerar estructuras geométricas invariantes en solvariedades.
Sea G un grupo de Lie conexo con álgebra de Lie g. Una estructura compleja J en G se dice

invariante a izquierda si las traslaciones a izquierda por elementos de G son mapas holomorfos. En este
caso J queda determinada por su valor en la identidad de G. Así, una estructura compleja invariante a
izquierda en G equivale a una estructura compleja en su álgebra de Lie g, es decir, una transformación
lineal J de g que satisface J2 = − Id y NJ(x, y) = 0 para todo x, y en g, con NJ definido como en
(1.1.1). Asimismo, una métrica riemanniana g en G se dice invariante a izquierda si las traslaciones a
izquierda son isometrías. Una tal métrica g queda determinada por su valor ge = ⟨⋅ , ⋅ ⟩ en la identidad
e de G, esto es, ⟨⋅ , ⋅ ⟩ es un producto interno en TeG = g.

Una estructura hermitiana (J, g) en G se dice invariante a izquierda si J y g son ambas invariantes
a izquierda. Dada una estructura hermitiana invariante a izquierda (J, g) en G, denotamos por J y
⟨⋅ , ⋅ ⟩ a las correspondientes estructura compleja y producto interno hermitiano en g. Decimos que
(J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) es una estructura hermitiana en g.

Observamos que las estructuras geométricas invariantes a izquierda definidas en G inducen las
correspondientes estructuras geométricas en Γ/G, con Γ un retículo (uniforme) en G, las cuales son
llamadas invariantes. Por ejemplo, una estructura compleja (respectivamente, una métrica riemannia-
na) invariante a izquierda en G induce una única estructura compleja (respectivamente, una métrica
riemanniana) en Γ/G tal que la proyección canónica G → Γ/G es un biholomorfismo local (respec-
tivamente, isometría local). Una solvariedad equipada con una estructura compleja invariante será
llamada simplemente una solvariedad compleja.
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La conexión de Levi-Civita de la métrica invariante a izquierda g, la cual denotaremos simplemente
por ∇, satisface ∇XY ∈ g para X,Y ∈ g. Por lo tanto, ∇ está unívocamente determinada por el mapa
bilineal ∇ ∶ g × g→ g, (X,Y )↦ ∇XY , definido por la fórmula de Koszul

2⟨∇XY,Z⟩ = ⟨[X,Y ], Z⟩ − ⟨[Y,Z],X⟩ + ⟨[Z,X], Y ⟩.

En consecuencia, el Laplaciano de conexión ∇∗∇J asociado a la estructura casi hermitiana invariante
a izquierda (J, g) en G es también un tensor invariante a izquierda, por lo que está determinado por
su restricción a g y de esa manera define un endomorfismo ∇∗∇J ∶ g → g. Es claro que [J,∇∗∇J] = 0
en G si y sólo si [J,∇∗∇J] = 0 en g, dado que ambos J y ∇∗∇J son tensores invariantes a izquierda.
Luego, para determinar si la estructura casi compleja J es armónica con respecto a g, basta verificar
si [J,∇∗∇J] se anula en campos invariantes a izquierda. Esto nos permite decir que una estructura
casi compleja ortogonal J en (g, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) es armónica si

[J,∇∗∇J] = 0 en g.

Más aún si G admite un retículo Γ, es fácil verificar usando la definición que la estructura casi compleja
invariante J es armónica en (Γ/G,g) si y sólo si J es armónica en (g, ⟨⋅ , ⋅ ⟩).

En resumen, al considerar un grupo de Lie equipado con una estructura casi hermitiana invariante
a izquierda, o una solvariedad equipada con una estructura casi hermitiana invariante, la condición de
armonicidad [J,∇∗∇J] = 0 se reduce a un problema algebraico en un álgebra de Lie.



Capítulo 2

G2-estructuras en solvariedades planas

2.1. Preliminares sobre variedades compactas planas y geometría G2

2.1.1. Solvariedades planas

En [113] Milnor caracterizó aquellos grupos de Lie que admiten una métrica invariante a izquierda
plana y mostró que son solubles de una forma bastante restrictiva, al probar que su álgebra de Lie
se descompone ortogonalmente como una subálgebra abeliana y un ideal abeliano, donde la acción de
la subálgebra en el ideal es por endomorfismos antisimétricos. Un tal grupo de Lie equipado con una
métrica invariante a izquierda plana (G, ⟨⋅, ⋅⟩) se dirá un grupo de Lie plano y (g, ⟨⋅, ⋅⟩e) se dirá un
álgebra de Lie plana.

Utilizando esta caracterización, en [18] se descompone aún más un álgebra de Lie plana de la
siguiente manera.

Teorema 2.1.1. [18, Proposition 2.1] Sea (g, ⟨⋅, ⋅⟩e) un álgebra de Lie plana. Entonces g se descompone
como una suma directa ortogonal,

g = b⊕ z(g)⊕ [g,g],

donde b es una subálgebra abeliana, [g,g] es abeliano y las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) ad ∶ b→ so([g,g]) es inyectiva,

(2) dim[g,g] es par, y

(3) dim b ≤
dim[g,g]

2 .

En consecuencia, {adX ∣ X ∈ b} es una subálgebra abeliana de so([g,g]) y por lo tanto, está
contenida en una subálgebra abeliana maximal. Como todas estas son conjugadas, existe una base
ortonormal B de z(g)⊕ [g,g] y λ1, . . . , λn ∈ b

∗ tales que para X ∈ b tenemos que

[adX]B =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0s

0 −λ1(X)
λ1(X) 0

⋱

0 −λn(X)
λn(X) 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

donde n = dim[g,g]
2 y s = dim z(g).

Notar que un álgebra de Lie plana (g, ⟨⋅, ⋅⟩e) es 2-pasos soluble, dado que [g,g] es abeliano, y
unimodular, pues adX es antisimétrico para todo X ∈ b. Además, el nilradical de g es z(g)⊕ [g,g].

42
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Estamos interesados en solvariedades Γ/G equipadas con la métrica plana inducida de la métrica
plana en G, las cuales llamaremos simplemente solvariedades planas. En particular, una solvariedad
plana es una variedad compacta plana.

Dado que una solvariedad plana Γ/G es una variedad compacta plana, su grupo fundamental
es isomorfo a un subgrupo libre de torsión y cocompacto del subgrupo de isometrías de Rm con
m = dim(Γ/G). Estos subgrupos se llaman grupos de Bieberbach (m-dimensionales) y sus principales
propiedades vienen descriptas por tres teoremas clásicos conocidos como “Teoremas de Bieberbach”,
los cuales enunciamos a continuación.

Teorema 2.1.2 (1° Teorema de Bieberbach). Sea Γ un grupo de Bieberbach de Iso(Rm) = O(m)⋉Rm

y sea Λ = Γ ∩ Rm. Entonces Λ es un subgrupo normal abeliano libre de rango m y Γ/Λ es un grupo
finito. Más aún, Λ es el único subgrupo abeliano normal maximal de Γ.

En otras palabras, un grupo de Bieberbach Γ satisface una sucesión exacta

1→ Λ ι
Ð→ Γ π

Ð→H → 1,

donde H = Γ/Λ es un grupo finito y rango Λ = m. Es un resultado conocido que el grupo H pue-
de identificarse con el grupo de holonomía riemanniana de la variedad compacta plana cuyo grupo
fundamental es Γ (veáse por ejemplo [41]).

Teorema 2.1.3 (2° Teorema de Bieberbach). Sea f ∶ Γ1 → Γ2 un isomorfismo entre dos grupos de
Bieberbach de Iso(Rm). Entonces existe α ∈ GL(m,R) ⋉Rm tal que f(β) = αβα−1 para todo β ∈ Γ1.

Teorema 2.1.4 (3° Teorema de Bieberbach). Para cada m ∈ N, existe sólo una cantidad finita de
clases de isomorfismo de grupos de Bieberbach de Iso(Rm).

En consecuencia, para cada m ∈ N, hay una cantidad finita de clases de difeomorfismo de variedades
compactas planas de dimensión m.

Una caracterización abstracta puramente algebraica de los grupos de Bieberbach fue dada por
Zassenhaus [160].

Teorema 2.1.5. Un grupo abstracto Γ es isomorfo a un grupo de Bieberbach de dimensión m si y
sólo si Γ contiene un subgrupo abeliano libre normal Λ de índice finito y rango m, que también es
abeliano maximal.

Nos centraremos ahora en solvariedades planas split.
Un álgebra de Lie plana g = b⊕z(g)⊕[g,g] se puede escribir como g = Rk⋉adRm, donde b ≃ Rk y el

nilradical está dado por z(g)⊕ [g,g] ≃ Rm. El correspondiente grupo de Lie plano simplemente conexo
puede escribirse entonces como G = Rk ⋉ϕ Rm, donde ϕ(∑k

i=1 siXi) =∏
k
i=1 exp(si adXi), con {adXi}

k
i=1

dadas por

adX1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0s

0 −a1
1

a1
1 0

⋱

0 −a1
n

a1
n 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, . . . ,adXk
=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0s

0 −ak
1

ak
1 0

⋱

0 −ak
n

ak
n 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

con aj
i ∈ R, 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ k. En particular, un grupo de Lie plano es un grupo de Lie split y

exp(adXi) tiene orden finito y determinante 1 para todo 1 ≤ i ≤ k. Por la Observación 1.2.6 tenemos
que un retículo split Γ de un grupo de Lie plano G = Rk ⋉ϕ Rm es isomorfo a Zk ⋉E1,...,Ek

Zm, donde
{E1, . . . ,Ek} es un subconjunto de matrices de SL(m,Z) que conmutan entre sí y tienen orden finito.
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Para clasificar las solvariedades planas split debemos clasificar los retículos split de los grupos de
Lie planos (salvo isomorfismo, debido al Teorema 1.2.2).

El siguiente resultado, probado en [143], muestra una manera de identificar el grupo de holonomía
de Γ/G con un subgrupo de SL(m,Z):

Proposición 2.1.6. Sean G = Rk ⋉ϕ Rm un grupo de Lie plano y Γ = (⊕k
i=1 ZXi) ⋉ϕ PZm un retículo

split. Entonces Hol(Γ/G) ≅ ⟨E1, . . . ,Ek⟩, donde Ei ∶= P
−1 exp(adXi)P es entera para 1 ≤ i ≤ k.

En particular, esto dice que el grupo de holonomía de una solvariedad plana casi abeliana es cíclico
y finito (ver otra prueba en [142, Theorem 3.7]).

Podemos además calcular el primer grupo de homología entera H1(Γ/G,Z). En efecto, por el
teorema de Hurewicz tenemos que H1(Γ/G,Z) ≅ Γ/[Γ,Γ]. Como Γ ≅ Zk⋉E1,...,Ek

Zm, basta con calcular
la abelianización de este último grupo, la cual es fácil de calcular teniendo la siguiente caracterización
de su conmutador.

Proposición 2.1.7. Sea ΣE1,...,Ek
∶= Zk ⋉E1,...,Ek

Zm. Entonces

[ΣE1,...,Ek
,ΣE1,...,Ek

] = 0Z⊕⋯⊕ 0Z
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k veces

⊕(Im(I−E1) +⋯ + Im(I−Ek)).

Demostración. Sean (r, t), (r′, t′) ∈ ΣE1,...,Ek
, esto es r = (r1, . . . , rk), r

′ = (r′1, . . . , r
′
k), t = (t1, . . . , tm),

t′ = (t′1, . . . , t
′
m). Entonces

[(r, t), (r′, t′)] = (r, t)(r′, t′)(−r,−E−r1
1 ⋯E

−rk

k t)(−r′,−E
−r′1
1 ⋯E

−r′k
k t′)

= (r + r′, t +Er1
1 ⋯E

rk

k t′)(−r − r′,−E−r1
1 ⋯E

−rk

k t −E
−r1−r′1
1 ⋯E

−rk−r′k
k t′)

= (0, t +Er1
1 ⋯E

rk

k t′ −E
r′1
1 ⋯E

r′k
k t − t′)

= (0, (I−Er′1
1 ⋯E

r′k
k )t − (I−E

r1
1 ⋯E

rk

k )t
′
).

Ahora, de (I−Eℓ
i ) = (I−Ei)(I+Ei +⋯ +E

ℓ−1
i ) se sigue que Im(I−Eℓ

i ) ⊂ Im(I−Ei) para todo 1 ≤ i ≤ k,
ℓ ≥ 1. Además,

I−EiEj = I−EiEj −Ej +Ej = (I−Ej) + (I−Ei)Ej ,

por lo que Im(I−EiEj) ⊂ Im(I−Ei) + Im(I−Ej). Esto se generaliza de manera directa a un producto
de k matrices. Juntando estos hechos resulta que

Im(I−Eℓ1
1 ⋯E

ℓk

k ) ⊂ Im(I−E1) +⋯ + Im(I−Ek).

Por lo tanto [ΣE1,...,Ek
,ΣE1,...,Ek

] ⊂ 0Z⊕⋯⊕ 0Z⊕ (Im(I−E1) +⋯ + Im(I−Ek)).
Recíprocamente, tenemos que (0, (I−Ei)t) = [(0, t), (ei,0)], donde ei ∈ Zk es el vector con un 1 en

el lugar i y 0 en el resto. Así, 0Z⊕⋯⊕ 0Z⊕ (Im(I−E1) +⋯ + Im(I−Ek)) ⊂ [ΣE1,...,Ek
,ΣE1,...,Ek

] .

Observación 2.1.8. Esta proposición nos dice que si {E1, . . . ,Ek} y {F1, . . . , Fk} son dos conjuntos de
matrices que conmutan tales que ⟨E1, . . . ,Ek⟩ = ⟨F1, . . . , Fk⟩, entonces la abelianización de ΣE1,...,Ek

coincide con la de ΣF1,...,Fk
. En efecto, [ΣE1,...,Ek

,ΣE1,...,Ek
] = [ΣF1,...,Fk

,ΣF1,...,Fk
] pues del hecho que

generan el mismo subgrupo obtenemos que Im(I−E1) +⋯ + Im(I−Ek) = Im(I−F1) +⋯ + Im(I−Fk).
La siguiente proposición, probada en [143, Lemma 3.10, Proposition 3.14], muestra que hay una

relación entre los retículos split de grupos de Lie planos G = Rk ⋉Rm y los subgrupos abelianos finitos
de SL(m,Z).
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Proposición 2.1.9.

(1) Sean {E1, . . . ,Ek} y {F1, . . . , Fk} subgrupos de matrices de orden finito en SL(m,Z) que con-
mutan entre sí. Si ⟨E1, . . . ,Ek⟩ es conjugado a ⟨F1, . . . , Fk⟩ en SL(m,Z) entonces existe un
isomorfismo ΣE1,...,Ek

≅ ΣF ′1,...,F ′
k

para algún conjunto generador {F ′i }ki=1 de ⟨F1, . . . , Fk⟩.

(2) Si el cardinal de un conjunto generador mínimo de ⟨E1, . . . ,Ek⟩ es ℓ < k entonces existe un
isomorfismo entre Zk ⋉E1,...,Ek

Zm y Zℓ ⋉H′1,...,H′
ℓ
Zm+k−ℓ, donde H ′i = [

Ik−ℓ
Hi
] y {Hi}

ℓ
i=1 es un

conjunto generador de ⟨E1, . . . ,Ek⟩.

Una herramienta importante para la demostración de esta proposición es el siguiente lema probado
en [143, Lemma 3.11], que además nos servirá más adelante.
Lema 2.1.10. Sean E1, . . . ,Ek ∈ GL(m,Z) matrices de orden finito que conmutan. Entonces,

(i) ΣE1,...,Ek
≅ ΣEσ(1),...,Eσ(k), para toda permutación σ ∈ Sk.

(ii) ΣE1,...,Ei,...,Ek
≅ ΣE1,...,E−1

i ,...,Ek
para todo 1 ≤ i ≤ k.

(iii) ΣE1,...,Ei,...,Ej ,...,Ek
≅ ΣE1,...,Ei,...,EiEj ,...,Ek

para todo 1 ≤ i, j ≤ k.

La Proposición 2.1.9 nos dice que para buscar todas las clases de isomorfismo de retículos split,
debemos buscar en las clases de conjugación de subgrupos abelianos finitos de SL(m,Z), pero no nos
dice que dos conjuntos distintos de generadores del mismo subgrupo dan origen a grupos no isomorfos.
De hecho, esto es falso como el siguiente ejemplo1 lo indica:
Ejemplo 2.1.11. Sea A ∈ SL(36,Z) dada por

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

v1 v2

01×35
I35
w

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

donde
v1 = −(4,1,4,2,2,4,3,4,1,2,3,3,1,1,4,4,1,2,1,2,2,3,4,4,4,4,2,1,2,4,4,3,2,3,1,−15)t,
v2 = (149,4,133,64,42,130,76,143,24,53,86,103,35,9,113,144,20,69,22,61,54,82,119,

120,116,132,68,26,45,118,124,100,47,110,7,120)t,
y w = −(1,1, . . . ,1) ∈ R35. La matriz A satisface que A37 = I. Usando el comando del programa

Magma AreGLConjugate, chequeamos que A2 no es conjugada enteramente (es decir vía una matriz
P ∈ GL(36,Z)) a A o A−1. De hecho, A no es conjugada enteramente a Ai para todo 2 ≤ i ≤ 37. Dado
que 1 no es un autovalor de A ni de A2, de acuerdo con el siguiente teorema resulta que ΣA = Z⋉AZ36

no es isomorfo a ΣA2 . Notar sin embargo que ⟨A⟩ = ⟨A2⟩.

Teorema 2.1.12. [39, Corollary 8.9] Sean A,B ∈ GL(n,Z) sin puntos fijos no triviales (i.e. 1 no es
autovalor). Entonces Z ⋉A Zn ≅ Z ⋉B Zn si y sólo si B es conjugada enteramente a A o A−1.

Más aún, no todo subgrupo finito abeliano de SL(m,Z) está generado por matrices E1, . . . ,Ek que
provienen de un retículo split de un grupo de Lie plano. En efecto, una condición necesaria para que
{E1, . . . ,Ek} de origen a un retículo split de un grupo de Lie plano es que el rango de la abelianización
de ΣE1,...,Ek

tenga la misma paridad que la dimensión del grupo de Lie plano. Esto se debe al hecho
de que toda solvariedad plana de dimensión par admite una métrica de Kähler ([18]) por lo que debe
tener primer número de Betti par. Gracias a la Observación 2.1.8, basta chequear esta condición para
un sólo conjunto de generadores del subgrupo en cuestión.

En conclusión, para determinar las clases de isomorfismo de retículos split debemos seguir varios
pasos:

1Debemos este ejemplo al Prof. Derek Holt.
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Clasificar los subgrupos abelianos finitos de SL(m,Z).

Decidir cuáles de estos subgrupos dan origen a retículos split de un grupo de Lie plano.

Determinar, para cada subgrupo, si hay distintos conjuntos generadores del mismo que dan
origen a retículos split no isomorfos.

Determinar si los retículos split asociados a subgrupos no conjugados son isomorfos o no.

La clasificación de los subgrupos finitos de GL(m,Z) (en particular la de los subgrupos finitos y
abelianos de SL(m,Z)) fue obtenida sólo para m ≤ 6 (para m ∈ {5,6} se necesitó la ayuda del programa
CARAT, ver [126]). Una lista de estos subgrupos puede encontrarse en https://www.math.kyoto-
u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/crystdat.html.

2.1.2. G2-estructuras

Sea {u1, . . . , u7} la base canónica de R7 y {u1, . . . , u7} su base dual. Sea φ0 ∈ ⋀
3
(R7)∗ definida por

φ0 = u
123
+ u145

+ u167
+ u246

− u257
− u347

− u356, (2.1.1)

donde escribimos uijk para abreviar ui∧uj∧uk. Es un resultado bien conocido que el grupo de isotropía
{A ∈ GL(7,R) ∣ A ⋅φ0 = φ0} es isomorfo al grupo de Lie simple excepcional G2 de dimensión 14, donde
la acción ⋅ se define mediante

h ⋅ φ0(x, y, z) = φ0(h
−1x,h−1y, h−1z), x, y, z ∈ R7.

Sea ahora M una variedad diferenciable de dimensión 7. Una 3-forma diferenciable φ en M es una
G2-estructura si para todo p ∈M , existe un isomorfismo ιp ∶ R7 → TpM de manera que ι∗pφp = φ0 donde
φ0 es como en (2.1.1). Una tal 3-forma se dice positiva (o definida).

En consecuencia, para todo p ∈ M existe una base {e1, . . . , e7} de TpM tal que φp ∈ Λ3(T ∗p M) se
puede escribir como φp = e

123 + e145 + e167 + e246 − e257 − e347 − e356.
Observación 2.1.13. En la literatura otra 3-forma en R7 que suele ser usada como modelo para las
G2-estructuras es φ̃0 = u

127 + u347 + u567 + u135 − u146 − u236 − u245. La condición de positividad no
depende de la forma modelo usada dado que φ̃0 ∈ GL(7,R) ⋅ φ0.

La existencia de G2-estructuras es una cuestión meramente topológica. Mientras que no toda
variedad diferenciable de dimensión 7 admite una G2-estructura, hay muchas que sí admiten y están
caracterizadas por la siguiente proposición (probada en [102]).

Proposición 2.1.14. Una variedad diferenciable M de dimensión 7 admite una G2-estructura si y
sólo si M es orientable y admite una estructura espín.

Una G2-estructura φ en una variedad diferenciable M da origen a una métrica riemanniana gφ con
forma de volumen volφ, definida mediante

gφ(X,Y )volφ =
1
6
ιXφ ∧ ιY φ ∧ φ, X,Y ∈ X(M).

La existencia de una G2-estructura φ en M también determina una descomposición del espacio de
formas en M como suma de G2-representaciones irreducibles. Se sabe que Ωk ∶= Ωk(M) es irreducible
si k = 0,1,6,7. Además, los espacios de 2-formas y 3-formas se descomponen como

Ω2
= Ω2

7 ⊕Ω2
14, Ω3

= Ω3
1 ⊕Ω3

7 ⊕Ω3
27,

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/crystdat.html
https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/crystdat.html


2.1. PRELIMINARES SOBRE VARIEDADES COMPACTAS PLANAS Y GEOMETRÍA G2 47

donde cada Ωk
ℓ tiene dimensión (en cada punto) ℓ y la descomposición es ortogonal respecto de la

métrica gφ. Explícitamente,

Ω2
7 = {ιXφ, X ∈ X(M)} = {β ∈ Ω2

∣ ⋆φ(φ ∧ β) = −2β)},
Ω2

14 = {β ∈ Ω2
∣ β ∧ ⋆φφ = 0} = {β ∈ Ω2

∣ ⋆φ(φ ∧ β) = β},

Ω3
1 = {fφ ∣ f ∈ C

∞
(M)},

Ω3
7 = {ιX(⋆φφ) ∣X ∈ X(M)},

Ω3
27 = {β ∈ Ω3

∣ β ∧ φ = 0, β ∧ ⋆φφ = 0}.

Las descomposiciones Ω4 = Ω4
1⊕Ω4

7⊕Ω4
27 y Ω5 = Ω5

7⊕Ω5
14 se obtienen al aplicar el operador estrella

de Hodge a las descomposiciones de Ω3 y Ω2, respectivamente.
Aplicando la descomposición previamente mencionada a los operadores dφ y d⋆φφ se obtiene la

siguiente definición.

Definición 2.1.15. Sea φ una G2-estructura en una variedad M de dimensión 7. Entonces existen
únicas τ0 ∈ Ω0, τ1 ∈ Ω1

7, τ2 ∈ Ω2
14 y τ3 ∈ Ω3

27, llamadas formas de torsión de φ, tales que

dφ = τ0 ⋆φ φ + 3τ1 ∧ φ + ⋆φτ3, y d⋆φφ = 4τ1 ∧ ⋆φφ + ⋆φτ2.

Las formas de torsión se pueden calcular explícitamente a partir de φ y ⋆φφ mediante las siguientes
identidades:

τ0 =
1
7
⋆φ (dφ ∧ φ), τ1 = −

1
12 ⋆φ (⋆φ dφ ∧ φ), (2.1.2)

τ2 = ⋆φ d⋆φφ − 4 ⋆φ (τ1 ∧ d⋆φφ), τ3 = ⋆φ dφ − τ0φ − 3 ⋆φ (τ1 ∧ φ).

Además, las formas de torsión están codificadas en el tensor de torsión total Tφ, el cual es el tensor
de tipo (0,2) definido por

Tφ =
τ0
4
gφ − ⋆φ(τ1 ∧ ⋆φφ) −

1
2
τ2 −

1
4
ȷ(τ3), (2.1.3)

donde ȷ ∶ Ω3
27 → Sym2

0(T
∗M) está definido por

ȷ(τ)(v,w) = ⋆φ(ιvφ ∧ ιwφ ∧ τ).

Contrayendo con la métrica, el tensor de torsión total Tφ puede ser visto como Tφ ∈ End(TM) y (2.1.3)
se expresa en términos de la descomposición en G2-irreducibles End(TM) =W0⊕W1⊕W2⊕W3, donde
W0 ≃ Ω0,W1 ≃ Ω3

7,W2 ≃ Ω2
14 y W3 ≃ Ω3

27 (veáse por ejemplo [49]). El endomorfismo Tφ ∈ End(TM)
satisface ∇Xφ = ιTφ(X) ⋆φ φ.

Dado que la torsión Tφ se descompone en cuatro componentes independientes, cada componente
puede ser cero o no. Esto da 16 clases distintas de G2-estructuras, llamadas clases de Fernández-Gray.
Algunas clases relevantes junto con sus nombres están listadas en la siguiente tabla:

Nombre Condiciones Formas de torsión
Cerrada dφ = 0 τ0 = τ1 = τ3 = 0

Cocerrada d⋆φφ = 0 τ1 = τ2 = 0
Cocerrada de tipo puro d⋆φφ = 0,dφ ∧ φ = 0 τ0 = τ1 = τ2 = 0

Localmente conforme paralela dφ = 3τ1 ∧ φ, d⋆φφ = 4τ1 ∧ ⋆φφ τ0 = τ2 = τ3 = 0
Casi paralela dφ = λ ⋆φ φ (λ ≠ 0) τ1 = τ2 = τ3 = 0

Libre de torsión dφ = 0 y d⋆φφ = 0 τ0 = τ1 = τ2 = τ3 = 0
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Todo grupo de Lie de dimensión 7 admite una G2-estructura invariante a izquierda. En efecto, en
un álgebra de Lie real g de dimensión 7 con base {ei}

7
i=1 podemos definir una 3-forma φ0 ∈ ⋀

3g∗ según
la ecuación (2.1.1) y luego mediante las traslaciones a izquierda en el grupo definir la G2-estructura
invariante a izquierda. Notar que si esta G2-estructura invariante a izquierda es libre de torsión,
entonces la métrica invariante a izquierda gφ es plana puesto que es Ricci-plana [3].

Dada una G2-estructura invariante a izquierda φ en un grupo de Lie soluble G que posee un retículo
Γ, podemos definir de manera natural una G2-estructura φ̃ en la solvariedad Γ/G como sigue:

φ̃π(p)(u, v,w) = φp((dπ)
−1
p u, (dπ)−1

p v, (dπ)−1
p v), p ∈ G, u, v,w ∈ Tπ(p)(Γ/G).

La G2-estructura φ̃ será llamada una G2-estructura invariante. Dada una solvariedad Γ/G equipada
con una G2-estructura invariante φ̃, es fácil de chequear que las condiciones en la tabla de arriba se
satisfacen para φ̃ si y sólo si se satisfacen para la 3-forma φ0 definida a nivel del álgebra de Lie.

Como corolario de la Proposición 2.1.14 y el hecho de que existen G2-estructuras invariantes en
una solvariedad tenemos
Corolario 2.1.16. Toda solvariedad de dimensión 7 admite una estructura espín.

En particular, las solvariedades planas de dimensión 7 son ejemplos de variedades compactas planas
que admiten una estructura espín, las cuales son interesantes de acuerdo con [138].

2.2. Clasificación de las solvariedades planas split de dimensión 7
El objetivo de esta sección es clasificar las solvariedades planas split de dimensión 7. Seguiremos

el método descripto en §2.1.1.
Sea g un álgebra de Lie plana (no abeliana) de dimensión 7. De acuerdo con el Teorema 2.1.1 hay

dos posibilidades para dim b, a saber, dim b = 1 o dim b = 2. Si dim b = 1 entonces g = R ⋉ R6 es casi
abeliana, y si dim b = 2 entonces g = R2 ⋉R5 no es casi abeliana.

2.2.1. Caso casi abeliano

Un álgebra de Lie plana casi abeliana g de dimensión 7 puede escribirse como g = Rx⋉adx R6 donde
adx se escribe en cierta base B del nilradical R6 como la matriz en bloques

[adx] = [
0 −a
a 0 ]⊕ [

0 −b
b 0 ]⊕ [

0 −c
c 0 ] , a2

+ b2
+ c2
≠ 0.

El correspondiente grupo de Lie simplemente conexo es G = R ⋉ϕ R6 con

ϕ(t) = [
cos(at) − sin(at)
sin(at) cos(at) ]⊕ [

cos(bt) − sin(bt)
sin(bt) cos(bt) ]⊕ [

cos(ct) − sin(ct)
sin(ct) cos(ct) ] . (2.2.1)

De la clasificación de subgrupos finitos de GL(6,Z) extraemos la lista de subgrupos finitos cíclicos
de SL(6,Z), usando el programa GAP. Obtenemos 123 subgrupos, cada uno de los cuales da origen a
un grupo Z ⋉E Z6 que es (isomorfo a) un retículo de un grupo de Lie plano casi abeliano. En efecto,
al conjugar ϕ(t0) podemos obtener cada una de las matrices que generan estos 123 subgrupos, debido
al siguiente resultado conocido.
Teorema 2.2.1. [97] Una matriz A ∈ GL(k,R) tiene orden finito si y sólo si A es conjugada a

Ik1 ⊕(− Ik2)⊕ [
cos t1 − sin t1
sin t1 cos t1

]

d1

⊕⋯⊕ [
cos tr − sin tr
sin tr cos tr

]

dr

,

donde k1, k2, r ≥ 0, cada potencia d1, . . . , dr es mayor o igual que 1, cada ti es un múltiplo racional de
2π con 0 < t1 < ⋯ < tr < π, y k1 + k2 + 2(d1 +⋯ + dr) = k.
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Para cada uno de los 123 subgrupos, chequeamos con GAP que cualquier matriz que genera
el subgrupo en cuestión es conjugada entera a la matriz que genera el grupo dada en la lista que
extrajimos. Esto implica que los retículos correspondientes son isomorfos. Por último comprobamos
que los 123 retículos split correspondientes son no isomorfos 2 a 2, pues calculamos con GAP el
número de subgrupos de cierto índice y este invariante permite distinguirlos. Como las solvariedades
correspondientes son no difeomorfas (de acuerdo al Teorema 1.2.2) obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Hay 123 solvariedades planas casi abelianas de dimensión 7 no difeomorfas 2 a 2.

Los cálculos realizados en GAP, así como también una lista de las 123 matrices que dan origen a
las 123 solvariedades, están disponibles (en inglés) en

https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds.

2.2.2. Caso no casi abeliano

Un álgebra de Lie plana g de dimensión 7 que no es casi abeliana se escribe como g = R2 ⋉ad R5,
donde R2 = span{x, y} y en cierta base B del nilradical R5, resulta

adx = (0)⊕ [
0 −a
a 0 ]⊕ [

0 −b
b 0 ] , ady = (0)⊕ [

0 −c
c 0 ]⊕ [

0 −d
d 0 ] ,

donde a2 + c2 ≠ 0, b2 + d2 ≠ 0 y ad − bc ≠ 0.
Por consiguiente, el grupo de Lie simplemente conexo asociado G se escribe como G = R2 ⋉ϕ R5,

donde ϕ(tx + sy) = exp(tadx) exp(sady). De acuerdo al Teorema 1.2.5, para determinar los retículos
split en G (de manera de obtener las solvariedades planas split) debemos hallar los valores de a, b, c, d
de manera que exp(adx) y exp(ady) se conjuguen de manera simultánea a matrices A,B ∈ GL(5,Z).
Luego necesitamos distinguir los correspondientes retículos split ΣA,B = Z2 ⋉A,B Z5 salvo isomorfismo.

Hay 6079 subgrupos finitos de GL(5,Z). Usando GAP, extraemos la lista de los subgrupos finitos
abelianos de SL(5,Z) que están generados por 2 elementos.

Algunos de estos subgrupos no pueden dar origen a un grupo Z2 ⋉A,B Z5 isomorfo a un retículo
de un grupo de Lie plano puesto que el rango de su abelianización es par. Esto contradice el hecho
de la solvariedad plana Kähler de dimensión par obtenida al multiplicar por S1 debe tener primer
número de Betti par (y b1(M × S

1) = b1(M) + 1). Descartando estos subgrupos, nos quedamos con
45 subgrupos. Cada uno de estos subgrupos da origen a un grupo Z2 ⋉A,B Z5 que es (isomorfo a) un
retículo split de un grupo de Lie plano de la forma R2 ⋉ϕ R5, como la siguiente tabla muestra.

A continuación comprobamos con GAP (y usando Lema 2.1.10), para cada uno de los 45 subgrupos,
que dos conjuntos {A,B} y {C,D} de generadores del subgrupo en cuestión dan origen a grupos ΣA,B

y ΣC,D que son isomorfos. Finalmente, distinguimos con GAP los retículos al calcular el número de
subgrupos de cierto índice. Por lo tanto, obtenemos al siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. Hay 45 solvariedades planas split (no casi abelianas) de dimensión 7 que son no
difeomorfas 2 a 2.

Notar que todas estas solvariedades satisfacen la condición c = −d (como muestra la tabla siguiente),
lo que será importante en la siguiente sección.

Los cálculos realizados en GAP están disponibles (en inglés) en

https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds.

https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds
https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds
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(a, b), (c, d) Matriz que conjuga Matrices que generan el subgrupo

(π, 2π), (π,−π)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕ I2 diag(−1,−1, 1, 1, 1), diag(−1,−1, 1,−1,−1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 1
−1 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−1

diag(1,−1,−1, 1, 1), (−1)⊕ (− I2)⊕ [
0 −1
−1 0 ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(−1)⊕ I2 ⊕ [
0 −1
−1 0 ] , diag(−1, 1,−1,−1,−1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 1 1 −1
0 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(−1)⊕ (1)⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0
0 −1 0
0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,− I2 ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
0 −1 0
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 1 −1
1 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 −1 1
0 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(−1)⊕ (1)⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
−1 0 −1
−1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,− I2 ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1
0 −1 0
−1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 −1
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 1 0 −1 0
1 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,− I2 ⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 −1 0
1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1)⊕ − I4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 −1
1 0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0
−1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (−1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 −1 −1
1 1 0 0 0
0 0 1 1 1
1 −1 0 0 0
0 0 1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ 0 −1
−1 0 ]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1
−1 0 −1
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,− I2 ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1
0 −1 0
−1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2π, π
2 ), (π,−π)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ 0 1
−1 0]⊕ I3,− I2 ⊕(1)⊕ − I2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 1 −1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

I2 ⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1
1 0 1
0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,− I2 ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1
0 −1 0
−1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 −1
1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

I2 ⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1
1 0 1
0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (1)⊕ (− I4)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 1
0 0 0 1 −1
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ 0 1
−1 0]⊕ I3,− I3 ⊕ [

0 1
1 0]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
0 1 1 1 −1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 −1
0 −1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 0 0
0 −1 −1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 1
1 0 0 0 0
0 0 0 1 −1
0 1 1 0 0
0 −1 1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0 0
1 0 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (−1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 −1 −1
0 −1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 1
1 1 0 −1 0
0 0 1 0 −1
0 −1 0 0 0
1 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −1 0
1 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 1 0
0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,− I2 ⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
0 −1 0
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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(2π, π
2 ), (

π
2 ,−π

2 )
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕ I2 I3 ⊕ [

0 −1
1 0 ] , [0 −1

1 0 ]⊕ (1)⊕ [
0 1
−1 0]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 1 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 −1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[0 −1
1 0 ]⊕ I3, [ 0 1

−1 0]⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0
−1 0 −1
−1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0
−1 0 0 −1
1 1 0 −1
1 1 2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1 1
0 1 0 0
1 1 1 −1
1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 −1
1 0 0 1
−1 −1 −1 1
0 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
1 0 0 0 1
0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0
1 1 1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1 −1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 1 1 1 −1
1 1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 1 0
−1 0 0 0 −1
0 0 1 0 0
−1 −1 −1 −1 1
−1 0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 1
0 0 0 1 −1
0 2 0 1 −1
1 0 1 0 0
−1 0 1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 −1 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1 0 0
0 1 0 1 −1
−1 1 0 1 −1
0 −1 0 0 1
0 1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2π, π), (π
2 ,−π

2 )
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕ I2 I3 ⊕(− I2), [

0 −1
1 0 ]⊕ (1)⊕ [

0 1
−1 0]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 1 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 −1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

− I2 ⊕ I3, [ 0 1
−1 0]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0
−1 0 −1
−1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1
0 1 0 0
1 1 1 −1
0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0 1
0 1 0 0
0 0 −1 0
1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 −1
1 0 0 1
−1 −1 −1 1
0 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
1 0 0 0 1
0 −1 0 0 0
1 1 1 1 −1
0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
1 1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 1 0
−1 0 0 0 −1
0 0 1 0 0
−1 −1 −1 −1 1
−1 0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 1
0 0 0 1 −1
0 2 0 1 −1
1 0 1 0 0
−1 0 1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 1 −1
0 1 0 0 0
0 0 −1 −1 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1 0 0
0 1 0 1 −1
−1 1 0 1 −1
0 −1 0 0 1
0 1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1
0 1 1 0
1 0 0 −1
0 1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 1
1 0 1 0 0
0 −1 0 −1 0
1 0 −1 0 1
0 −1 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 −1
0 0 0 1 −1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 −1
0 0 −1 0 0
0 1 0 0 1
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1 1 −1
1 0 1 1 0
0 1 0 0 1
1 0 1 −1 0
0 −1 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 1 0
1 0 1 0 0
−1 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(π
3 , 2π), (π,−π)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
0 −

√
3 0

2 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕ I2 [1 −1

1 0 ]⊕ I3,− I2 ⊕(1)⊕ (− I2)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 1
0 −1 2 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 1 −1
1 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕ [ 0 1
−1 1]⊕ I2,− I3 ⊕ [

0 1
1 0]

( 2π
3 , π

2 ), (π,−π)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
2 −1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[0 −1
1 −1]⊕ (1)⊕ [

0 1
−1 0] ,− I2 ⊕(1)⊕ (− I2)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 1
2 −1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 1 1 −1
0 0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[0 −1
1 −1]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0
−1 −1 1
0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,− I2 ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
0 −1 0
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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(π
3 , 2π

3 ), (π,−π)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
2 −1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 −1 2
0 0 0

√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[1 −1
1 0 ]⊕ (1)⊕ [

−1 1
−1 0] ,− I2 ⊕(1)⊕ (− I2)

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√

3
√

3 0
2 −1 −1 2
2 −1 1 −2
0

√
3 −

√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0
0 0 1 −1
−1 1 0 0
0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1)⊕ (− I4)

(2π, π
3 ), (

2π
3 ,− 2π

3 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
2 1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 −1 2
0 0 0

√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

I3 ⊕ [
0 1
−1 1] , [−1 −1

1 0 ]⊕ (1)⊕ [
0 −1
1 −1]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 1 −1
0 0 −1 2 1
0 0

√
3 0

√
3

−
√

3 0 0 0 0
−1 2 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ 0 1
−1 1]⊕ I3, [0 −1

1 −1]⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2π, 2π
3 ), (

π
3 ,−π

3 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
2 −1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 2 1
0 0 0 0

√
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

I3 ⊕ [
−1 −1
1 0 ] , [1 −1

1 0 ]⊕ (1)⊕ [
1 1
−1 0]

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −2 2 1
0 0 0

√
3

−1 1 2 −2√
3

√
3 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 −1
−1 0 0 0
0 −1 0 1
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 −1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2π, π
3 ), (

π
3 ,−π

3 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
2 −1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 −1 2
0 0 0

√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

I3 ⊕ [
0 1
−1 1] , [1 −1

1 0 ]⊕ (1)⊕ [
1 −1
1 0 ]

(2π, 2π
3 ), (

2π
3 ,− 2π

3 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0 0
2 −1 0 0 0
0

√
3 0 0 0

0 0 0 −1 2
0 0 0

√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

I3 ⊕ [
−1 1
−1 0] , [0 −1

1 −1]⊕ (1)⊕ [
0 −1
1 −1]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 −1 −1
0 0 2 1 1
0 0 0 −

√
3

√
3

−1 2 0 0 0√
3 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[−1 1
−1 0]⊕ I3, [0 −1

1 −1]⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 2 1 1 −1
0 0

√
3

√
3

√
3

0 2 −2 1 2
0 0 0 −

√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 0 1 1
0 −1 1 −1 −1
0 0 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 −1 0 −1 −1
0 0 0 0 −1
0 1 −1 0 1
0 0 1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 1 −1 −1
0 2 1 0 −1
0 0

√
3 0

√
3

1 0 0 2 0√
3 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 0
0 1 0 1 0
0 0 1 −1 0
−1 0 0 −1 0
0 0 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 −1 0
−1 0 −1 0 0
1 0 0 0 −1
1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1 −1 1
2 −1 −2 1 −1
0

√
3 0

√
3

√
3

2 2 1 1 −1
0 0 −

√
3 −

√
3 −

√
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1 −1 0
0 1 1 1 1
−1 −1 0 −1 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 −1 0
0 −1 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 −1 0 0 −1
1 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Tabla 2.1: Solvariedades planas split no casi abelianas de dimensión 7.

2.3. G2-estructuras invariantes en solvariedades planas
El objetivo de esta última sección es estudiar la existencia de G2-estructuras invariantes en las

solvariedades planas split que clasificamos en la sección anterior. Más específicamente, buscamos G2-
estructuras cerradas, cocerradas, libres de torsión y de divergencia nula.

2.3.1. G2-estructuras en solvariedades planas casi abelianas

Sea ga,b,c = Rx ⋉adx R6 un álgebra de Lie casi abeliana plana de dimensión 7 y Ga,b,c = R ⋉ϕ R6 el
correspondiente grupo de Lie simplemente conexo, donde

adx = [
0 −a
a 0 ]⊕ [

0 −b
b 0 ]⊕ [

0 −c
c 0 ] , a2

+ b2
+ c2
≠ 0,

ϕ(t) = [
cos(at) − sin(at)
sin(at) cos(at) ]⊕ [

cos(bt) − sin(bt)
sin(bt) cos(bt) ]⊕ [

cos(ct) − sin(ct)
sin(ct) cos(ct) ] .
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Los corchetes de Lie de ga,b,c están dados por

[e1, e2] = ae3, [e1, e4] = be5, [e1, e6] = ce7,

[e1, e3] = −ae2, [e1, e5] = −be4, [e1, e7] = −ce6.

Por lo tanto, la diferencial de Chevalley-Eilenberg d ∶ ⋀1g∗a,b,c → ⋀
2g∗a,b,c está dado por

de1
= 0, de2

= ae13, de3
= −ae12, de4

= be15, (2.3.1)
de5
= −be14, de6

= ce17, de7
= −ce16.

Sea φ ∈ ⋀3g∗a,b,c la 3-forma definida positiva por

φ = e123
+ e145

+ e167
+ e246

− e257
− e347

− e356. (2.3.2)

Notar que {e1, . . . , e7} es una base ortonormal para la métrica inducida gφ.

Proposición 2.3.1. La 3-forma φ como en (2.3.2) es cocerrada para cualquier elección de a, b, c, y
es cerrada (por lo tanto libre de torsión) si y sólo si a + b + c = 0.

Demostración. Calculamos dφ usando (2.3.1):

dφ = (a + b + c)(e1247
+ e1256

+ e1346
− e1357

).

Además,
⋆φφ = −e

1247
− e1256

− e1346
+ e1357

+ e2345
+ e2367

+ e4567.

Nuevamente, usando (2.3.1) se obtiene fácilmente que d⋆φφ = 0.

Observación 2.3.2. Esta proposición coincide con [62, 63] donde se estudia la existencia de G2-
estructuras cerradas y cocerradas en un álgebra de Lie casi abeliana cualquiera. En efecto, ahí se
establece que φ es cerrada si y sólo si adx ∈ sl(3,C) (i.e. a + b + c = 0) y que φ es cocerrada si y sólo si
adx ∈ sp(3,R) (lo cual siempre sucede en nuestro caso, pues adx es antisimétrica).

Buscamos a continuación explícitamente los valores de at0, bt0, ct0 tales que ϕ(t0) es conjugada a
una matriz entera para quedarnos con aquellos en los que at0 + bt0 + ct0 = 0. Notar que si cambiamos
at0 por 2πk ± at0 (similarmente para b y c) obtenemos una matriz conjugada a ϕ(t0) por lo que los
retículos correspondientes serán isomorfos. Teniendo esto en cuenta, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3. Sea G = R⋉ϕR6 con ϕ(t) como en (2.2.1). Entonces ϕ(t0) es conjugada a una matriz
entera si y sólo si uno de los siguientes casos ocurre:

Caso 1: at0, bt0, ct0 ∈ {2π,π, 2π
3 ,

π
2 ,

π
3 }.

Caso 2: at0 ∈ {2π,π, 2π
3 ,

π
2 ,

π
3 }, (bt0, ct0) ∈ {(

2π
5 ,

4π
5 ), (

π
4 ,

3π
4 ), (

π
5 ,

3π
5 ), (

π
6 ,

5π
6 )}.

Caso 3: (at0, bt0, ct0) ∈ {(2π
7 ,

4π
7 ,

6π
7 ), (

2π
9 ,

4π
9 ,

8π
9 ), (

2π
14 ,

6π
14 ,

10π
14 ), (

2π
18 ,

10π
18 ,

14π
18 )}.

Demostración. ⇐) Para los casos (1) y (2) las matrices se pueden conjugar a una matriz entera
mediante una matriz en bloques (ver [142, Lemma 5.5]). En el caso (3), los autovalores de ϕ(t0) son
todos distintos por lo que ϕ(t0) es conjugada a la matriz compañera de su polinomio característico, el
cual puede chequearse en cada caso que tiene coeficientes enteros.
⇒) Si alguno de los valores at0, bt0 o ct0 es igual a π o 2π entonces los valores de los otros

parámetros son los obtenidos para el caso R ⋉ R4 en [142, Lemma 5.5], por lo que podemos asumir
a continuación que at0, bt0, ct0 ∉ {π,2π}. Luego, dado que los autovalores de ϕ(t) tienen módulo 1 y
ϕ(t0) es conjugada a una matriz entera, se sigue de un conocido teorema de Kronecker que ϕ(t0) tiene
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orden finito. Por lo tanto, el polinomio característico Pϕ(t0) de ϕ(t0) tiene grado 6, no tiene raíces
reales y divide a xd − 1 para algún d ∈ N. Equivalentemente, Pϕ(t0) es un producto de polinomios
ciclotómicos de grado ≥ 2. Así, las posibilidades son: un producto de tres polinomios ciclotómicos de
grado 2, el producto de dos de grados 2 y 4 respectivamente, o un polinomio ciclotómico de grado 6.
De aquí se deducen las posibilidades para ϕ(t0) y mirando los autovalores se deducen los valores para
at0, bt0, ct0 como muestra el enunciado.

Proposición 2.3.4. Salvo isomorfismo de los retículos correspondientes, los valores de (at0, bt0, ct0)
tales que ϕ(t0) es conjugada a una matriz entera y at0 + bt0 + ct0 = 0 son los siguientes:

(
2π
7
,
4π
7
,−

6π
7
) ,(π,−

π

6
,−

5π
6
) ,(

2π
3
,
π

6
,−

5π
6
) ,(π,−

π

4
,−

3π
4
) ,(

π

2
,
π

4
,−

3π
4
) ,

(2π,2π,−4π) , (2π,−π,−π) ,(2π,−π
2
,−

3π
2
) ,(2π,−π

3
,−

5π
3
) ,(2π,−2π

3
,−

4π
3
) ,

(π,−
π

2
,−
π

2
) ,(π,−

2π
3
,−
π

3
) ,(

π

3
,
π

3
,−

2π
3
) ,(

2π
3
,
2π
3
,−

4π
3
) .

Demostración. El polinomio característico Pϕ(t0) está dado por

Pϕ(t0) = (x
2
− 2x cos(at0) + 1)(x2

− 2x cos(bt0) + 1)(x2
− 2x cos(ct0) + 1).

Los valores de at0, bt0, ct0 tales que ϕ(t0) es conjugada a una matriz entera fueron obtenidos en el
Teorema 2.3.3. Como mencionamos anteriormente, podemos cambiar los valores de at0, bt0, ct0 por
{±at0}+2πZ, {±bt0}+2πZ y {±ct0}+2πZ y seguiremos obteniendo retículos isomorfos. Para conseguir
aquellos valores tales que at0 + bt0 + ct0 = 0, debemos comprobar para los valores obtenidos en el
Teorema 2.3.3 que

0 ∈ ({±at0} + 2πZ) + ({±bt0} + 2πZ) + ({±ct0} + 2πZ).

Equivalentemente, debemos ver si alguno de los valores {±at0} + {±bt0} + {±ct0} es igual a 2πk, para
algún k ∈ Z. De hecho, podemos solo chequear si {±at0} + {±bt0} + ct0 = 2πk. Esto puede hacerse
mediante un chequeo directo y se obtienen los valores del enunciado.

Con los valores de at0, bt0, ct0 obtenidos, listamos en la siguiente tabla a cuáles matrices ente-
ras (salvo conjugación entera) podemos conjugar ϕ(t0). Para cada una de estas ternas de valores
(at0, bt0, ct0) obtenemos 30 retículos no isomorfos (como vimos antes) y por lo tanto, obtenemos así
30 solvariedades planas split con una G2-estructura libre de torsión. Todos estos ejemplos poseen
holonomía cíclica finita contenida en G2, la cual se puede calcular usando la Proposición 2.1.6.

(at0, bt0, ct0) Conjugada a Hol(Γ/Ga,b,c)

( 2π
7 , 4π

7 ,− 6π
7 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 0 1 0
−1 0 1 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 −1
1 0 0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z7

(π,−π
6 ,− 5π

6 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 0 0
1 1 1 −1
1 0 1 0
1 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ (− I2) Z12

( 2π
3 , π

6 ,− 5π
6 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1
0 0 1 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ [0 −1
1 −1],

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 −1
−1 0 0 0 1 0
0 −1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z12

(π,−π
4 ,− 3π

4 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ (− I2),

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 0 0 0
0 0 −1 −1 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 −1 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z8
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(π
2 , π

4 ,− 3π
4 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −1
0 0 1 0
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ [0 −1
1 0 ],

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 −1 0 −1 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1
0 −1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 −1
1 0 1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z8

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 1 0 0
0 0 −1 0 0 −1
0 −1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
1 1 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2π, 2π,−4π) I6 {e}

(2π,−π,−π) − I4 ⊕ I2, (− I3)⊕ (1)⊕ [
0 −1
−1 0 ], − I2 ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z2

(2π,−π
2 ,− 3π

2 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0 −1
1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ I2,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 0 1
0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
−1 0 1
0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z4

(1)⊕ [ 0 1
−1 0]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
−1 0 1
0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 1
−1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 1 0
0 0 −1 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2π,−π

3 ,− 5π
3 ) [ 1 1

−1 0]⊕ [
0 −1
1 1 ]⊕ I2 Z6

(2π,− 2π
3 ,− 4π

3 ) [−1 1
−1 0]⊕ [

−1 −1
0 1 ]⊕ I2, (1)⊕ [−1 −1

1 0 ]⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
−1 0 0
0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −1
−1 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(π,−π
2 ,−π

2 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1
−1 0 −1 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ (− I2), (−1)⊕ [0 −1
1 0 ]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0
1 0 −1
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 −1 0 0 0 −1
1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 −1 0
0 0 1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(π,− 2π
3 ,−π

3 ) [1 −1
1 0 ]⊕ [

−1 −1
1 0 ]⊕ (− I2), (− I2)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1 0
1 0 0 0
1 0 0 −1
0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Z6

(−1)⊕ [−1 −1
1 0 ]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1
1 0 0
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (−1)⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0 0 −1
1 −1 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0
0 1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(π
3 , π

3 ,− 2π
3 ) [ 1 1

−1 0]⊕ [
1 −1
1 0 ]⊕ [

0 −1
1 −1], [

1 −1
1 0 ]⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 −1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z6

( 2π
3 , 2π

3 ,− 4π
3 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 1
0 0 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 −1 0
−1 0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Z3

Tabla 2.2: Solvariedades casi abelianas planas con una G2-estructura libre de torsión.

2.3.2. G2-estructuras en solvariedades planas no casi abelianas

Sea ga,b,c,d = R2⋉adR5 un álgebra de Lie plana no casi abeliana de dimensión 7 y Ga,b,c,d = R2⋉ϕR5

su correspondiente grupo de Lie simplemente conexo, donde R2 = spanR{x, y},

adx = (0)⊕ [
0 −a
a 0 ]⊕ [

0 −b
b 0 ] , ady = (0)⊕ [

0 −c
c 0 ]⊕ [

0 −d
d 0 ] ,

y se cumple que a2 + c2 ≠ 0 ≠ b2 + d2, ad − bc ≠ 0.
Los corchetes de Lie están dados por

[e1, e4] = ae5, [e1, e6] = be7, [e2, e4] = ce5, [e2, e6] = de7,

[e1, e5] = −ae4, [e1, e7] = −be6, [e2, e5] = −ce4, [e2, e7] = −de6.
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Por lo tanto, la diferencial de Chevalley-Eilenberg d ∶ ⋀1ga,b,c,d → ⋀
2ga,b,c,d está dada por

de1
= 0, de2

= 0, de3
= 0,

de4
= ae15

+ ce25, de5
= −ae14

− ce24, (2.3.3)
de6
= be17

+ de27, de7
= −be16

− de26.

Queremos estudiar la existencia de G2-estructuras cerradas o cocerradas en ga,b,c,d. Primero vere-
mos que ga,b,c,d no admite ninguna G2-estructura cerrada. El lema clave es el siguiente, probado en
[59], donde se usa la siguiente notación. Dada un álgebra de Lie real g de dimensión 7, toda 3-forma
ϕ ∈ ⋀3g∗ en g da origen a un mapa bilineal simétrico bϕ ∶ g × g→ ⋀

7g∗ ≃ R, mediante

bϕ(v,w) =
1
6 ιvϕ ∧ ιwϕ ∧ ϕ.

Lema 2.3.5. [59] Un álgebra de Lie real g orientada de dimensión 7 no admite ninguna G2-estructura
cerrada si para toda 3-forma cerrada ϕ ∈ ⋀3g∗ una de las siguientes condiciones se satisface para el
mapa bϕ ∶ g × g→ ⋀

7g∗ ≃ R ∶

(1) Existe v ∈ g ∖ {0} tal que bϕ(v, v) = 0, o

(2) Existen v,w ∈ g ∖ {0} tales que bϕ(v, v)bϕ(w,w) ≤ 0.

Proposición 2.3.6. El álgebra de Lie ga,b,c,d no admite G2-estructuras cerradas.

Demostración. Sea ϕ = ∑i<j<k aijke
ijk una 3-forma genérica. Para que ϕ sea cerrada tenemos que

0 = −(aa235 − ca135)e
1234
+ (aa234 − ca134)e

1235

+ (da137 − ba237)e
1236
− (da136 − ba236)e

1237

− (aa256 − da147 − ca156 + ba247)e
1246
− (aa257 + da146 − ca157 − ba246)e

1247

+ (aa246 − ca146 + da157 − ba257)e
1256
+ (aa247 − ca147 − da156 + ba256)e

1257

− (aa356 + ba347)e
1346
− (aa357 − ba346)e

1347
+ (aa346 − ba357)e

1356
+ (aa347 + ba356)e

1357

− ba457e
1456
+ ba456e

1457
− aa567e

1467
+ aa467e

1567
− (da347 + ca356)e

2346

+ (da346 − ca357)e
2347
+ (ca346 − da357)e

2356
+ (ca347 + da356)e

2357

− da457e
2456
+ da456e

2457
− ca567e

2467
+ ca467e

2567.

Como a2 + c2 ≠ 0 y b2 + d2 ≠ 0, resulta a467 = a567 = 0 y a456 = a457 = 0 respectivamente. Mirando ahora
los últimos 8 pares de términos deducimos que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aa347 = −ba356

aa356 = −ba347

aa357 = ba346

aa346 = ba357

y

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

da347 = −ca356

da346 = ca357

ca346 = da357

ca347 = −da356

.

De aquí tenemos que
a2a346 = aba357 = b

2a346,

a2a347 = −aba356 = b
2a347,

c2a346 = cda357 = d
2a346,

c2a347 = −cda356 = d
2a347.
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Si a346 ≠ 0 o a347 ≠ 0 entonces a2 = b2 y c2 = d2. Así, b = ±a y c = ±d, ninguno de ellos igual a
0. La condición ad − bc ≠ 0 descarta los casos b = a, c = d y b = −a, c = −d. En los otros dos casos,
mirando las ecuaciones previas resulta a = b = c = d = 0, lo que contradice ad − bc ≠ 0. Por lo tanto,
a346 = a347 = a356 = a357 = 0.

Más aún, de los términos que tienen 4 sumandos vemos que

a157 =
(b2 − a2)a246 + (ac − bd)a146

ad − bc
, a257 =

(−ac + bd)a246 + (c
2 − d2)a146

ad − bc
,

a156 =
(−ac + bd)a147 + (a

2 − b2)a247
ad − bc

, a256 =
(ac − bd)a247 + (d

2 − c2)a147
ad − bc

.

Reemplazando los valores que acabamos de encontrar en la expresión de φ calculamos ahora

ιe4ϕ ∧ ιe4ϕ ∧ ϕ = −6(a146a345a247 − a147a345a246)e
1...7,

ιe5ϕ ∧ ιe5ϕ ∧ ϕ = 6(a146a247a345 − a147a246a345)e
1...7.

Usando (ii) del Lema 2.3.5 para v = e4 y w = e5, concluimos que ga,b,c,d no admite ningunaG2-estructura
cerrada, para cualquier elección de valores a, b, c, d.

Aunque ga,b,c,d no admite G2-estructuras cerradas, sí admite G2-estructuras cocerradas para algu-
nos valores de a, b, c, d.

Proposición 2.3.7. Sea φ ∈ ⋀3g∗a,b,c,d dada como en (2.3.2). Entonces φ es cocerrada si y sólo si
c = −d.

Demostración. Usando (2.3.3) calculamos

d⋆φφ = (d + c)e
12347

+ (d + c)e12356.

Luego d⋆φφ = 0 si y sólo si c = −d.

Dado que las 45 solvariedades planas split no casi abelianas que aparecen en la Tabla 2.1 se obtie-
nen a partir de matrices que satisfacen d = −c, todas estas solvariedades admiten una G2-estructura
cocerrada.

2.3.3. Ejemplos con divergencia nula

Finalmente, veremos que las 45 solvariedades planas no casi abelianas split que obtuvimos admiten
una G2-estructura con divergencia nula. Primero damos fórmulas para las formas de torsión τ1, . . . , τ4
para el álgebra de Lie ga,b,c,d.

Proposición 2.3.8. Sea φ ∈ ⋀3g∗a,b,c,d definida por φ = e123 + e145 + e167 + e246 − e257 − e347 − e356.
Entonces, las formas de torsión de φ están dadas por

τ0 = −
4
7
(b + a), τ1 = −

1
6
(d + c)e3, τ2 = (d + c)(e

47
+ e56

),

τ3 =
1
7
(b + a)(3e257

− 3e246
+ 3e347

+ 3e356
+ 4e123

+ 4e145
+ 4e167

)

+
1
2
(d + c)(e146

− e157
+ e245

+ e267
).
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Demostración. Calculamos τ0, . . . , τ3 usando las ecuaciones (2.1.2).
Dado que τ0 =

1
7 ⋆φ (dφ ∧ φ), obtenemos que

dφ = (b + a)(e1247
+ e1256

+ e1346
− e1357

) + (d + c)(e2346
− e2357

), dφ ∧ φ = −4(b + a)e1...7.

Por lo tanto,
τ0 = −

4
7
(b + a).

Ahora, para τ1 = −
1
12 ⋆φ (⋆φ dφ ∧ φ), calculamos

⋆φ dφ = (b + a)(e257
− e246

+ e347
+ e356

) + (d + c)(e146
− e157

),

⋆φ dφ ∧ φ = 2(d + c)e124567.

Así,
τ1 = −

1
6
(d + c)e3.

Sabemos que τ2 = ⋆φ d⋆φφ−4⋆φ(τ1∧d⋆φφ). Se sigue entonces de la Proposición 2.3.7 y la expresión
de τ1 que

τ1 ∧ d⋆φφ = 0.

De esta manera,
τ2 = ⋆φ d⋆φφ = (d + c)(e

47
+ e56

).

Finalmente, para τ3 = ⋆φ dφ − τ0φ − 3 ⋆φ (τ1 ∧ φ), calculamos

τ1 ∧ φ =
1
6
(d + c)(e1345

+ e1367
+ e2346

− e2357
), ⋆φ(τ1 ∧ φ) =

1
6
(d + c)(e146

− e157
− e245

− e267
).

En consecuencia,

τ3 = (b + a)(e
257
− e246

+ e347
+ e356

) + (d + c)(e146
− e157

)

+
4
7
(b + a)(e123

+ e145
+ e167

+ e246
− e257

− e347
− e356

)

−
1
2
(d + c)(e146

− e157
− e245

− e267
)

=
1
7
(b + a)(3e257

− 3e246
+ 3e347

+ 3e356
+ 4e123

+ 4e145
+ 4e167

)

+
1
2
(d + c)(e146

− e157
+ e245

+ e267
).

Esto concluye la prueba de la proposición.

A continuación, recordamos la divergencia de Tφ. Se define como el campo vectorial divTφ dado
por

gφ(divTφ,Ej) =
7
∑
i=1
(∇EiTφ)(Ei,Ej), (2.3.4)

donde {Ei}
7
i=1 es un marco ortonormal local respecto de la métrica inducida gφ.

En el caso del álgebra de Lie ga,b,c,d, dado que la base {e1, . . . , e7} de ga,b,c,d es una base ortonormal
para ⟨⋅, ⋅⟩φ, la ecuación (2.3.4) toma la siguiente forma:

⟨div(Tφ), ej⟩φ = −
7
∑
i=1
Tφ(∇eiei, ej) −

7
∑
i=1
Tφ(ei,∇eiej). (2.3.5)
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Teorema 2.3.9. Sea φ ∈ ⋀3g∗a,b,c,d definida por φ = e123+e145+e167+e246−e257−e347−e356. Entonces,
para cualesquiera (a, b, c, d) tenemos que divTφ = 0, i.e., φ tiene divergencia nula.

Demostración. Calculamos ∇eiei y ∇eiej usando la fórmula de Koszul.

2⟨∇eiej , ek⟩φ = ⟨[ei, ej], ek⟩φ − ⟨[ej , ek], ei⟩φ + ⟨[ek, ei], ej⟩φ ∀i, j, k.

Obtenemos ∇eiei = 0 para todo 1 ≤ i ≤ 7 y

∇e1e4 = ae5, ∇e1e5 = −ae4, ∇e1e6 = be7, ∇e1e7 = −be7,

∇e2e4 = ce5, ∇e2e5 = −ce4, ∇e2e6 = de7, ∇e2e7 = −de6.

Reemplazando ∇eiei = 0 para todo 1 ≤ i ≤ 7 en la ecuación (2.3.5) llegamos a

⟨div(Tφ), ej⟩φ = −
7
∑
i=1
Tφ(ei,∇eiej).

Para 1 ≤ j ≤ 3, es claro que ⟨div(Tφ), ej⟩φ = 0.
Calculemos ahora las otras componentes.

⟨div(Tφ), e4⟩φ = −Tφ(e1,∇e1e4) − Tφ(e2,∇e2e4) = −aTφ(e1, e5) − cTφ(e2, e5),

⟨div(Tφ), e5⟩φ = −Tφ(e1,∇e1e5) − Tφ(e2,∇e2e5) = aTφ(e1, e4) + cTφ(e2, e4),

⟨div(Tφ), e6⟩φ = −Tφ(e1,∇e1e6) − Tφ(e2,∇e2e6) = −bTφ(e1, e7) − dTφ(e2, e7),

⟨div(Tφ), e7⟩φ = −Tφ(e1,∇e1e7) − Tφ(e2,∇e2e7) = bTφ(e1, e6) + dTφ(e2, e6).

Recordemos que
Tφ =

τ0
4
⟨⋅, ⋅⟩φ − ⋆φ(τ1 ∧ ⋆φφ) −

1
2
τ2 −

1
4
ȷ(τ3),

donde ȷ(τ3)(ei, ej) = ⋆φ(ιeiφ∧ ιejφ∧τ3). Puesto que {ei}
7
i=1 es una base ortonormal, el primer término

se anula automáticamente. Observamos además de la fórmula para τ2 de la Proposición 2.3.8 que
τ2(e1, ej) = τ2(e2, ej) = 0 para 4 ≤ j ≤ 7.

Calculamos ahora ⋆φ(τ1 ∧ ⋆φφ) y ȷ(τ3) (usando las fórmulas de la Proposición 2.3.8):

τ1 ∧ ⋆φφ = −
1
6
(d + c)e3

∧ (−e1247
− e1256

− e1346
+ e1357

+ e2345
+ e2367

+ e4567
)

=
1
6
(d + c)(e12347

+ e12356
− e34567

).

Por lo tanto
⋆φ(τ1 ∧ ⋆φφ) =

1
6
(d + c)(−e12

+ e47
+ e56

).

Notar que ⋆φ(τ1 ∧ ⋆φφ)(e1, ej) = ⋆φ(τ1 ∧ ⋆φφ)(e2, ej) = 0 para 4 ≤ j ≤ 7.
Finalmente, los productos interiores ιejφ, 1 ≤ j ≤ 7 están dados por

ιe1φ = e
23
+ e45

+ e67, ιe2φ = −e
13
+ e46

− e57, ιe3φ = e
12
− e47

− e56,

ιe4φ = −e
15
− e26

+ e37, ιe5φ = e
14
+ e27

+ e36, ιe6φ = −e
17
+ e24

− e35,

ιe7φ = e
16
− e25

− e34.

De aquí,

ιe1φ ∧ τ3 =
8
7
(b + a)(e12345

+ e12367
+ e14567

) +
1
2
(d + c)(e12346

− e12357
+ 2e24567

),

ιe2φ ∧ τ3 =
1
2
(d + c)(e12345

+ e12367
+ 2e14567

) +
1
7
(b + a)(e12346

− e12357
− 6e24567

).
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De esta ecuación deducimos que

ȷ(τ3)(e1, ej) = ȷ(τ3)(e2, ej) = 0, para 4 ≤ j ≤ 7.

En conclusión, Tφ(e1, ej) = Tφ(e2, ej) = 0 para 4 ≤ j ≤ 7. En consecuencia, divTφ = 0.

Observación 2.3.10. Las 45 solvariedades planas de la Tabla 2.1 se pueden obtener eligiendo valores
de (a, b, c, d) tales que a ≠ −b y c ≠ −d. En efecto, en lugar de tomar A,B podemos tomar A y AB,
lo que corresponde a los valores (a, b), ((a + c), (b + d)). Se puede ver, para los valores de la Tabla
2.1, que a ≠ −b y a + c ≠ −(b + d). Esta elección da origen a un retículo isomorfo al original pues
⟨A,B⟩ = ⟨A,AB⟩ (Lema 2.1.10). De esta manera, la G2-estructura invariante en las correspondientes
45 solvariedades planas tiene divergencia nula y es una G2-estructura genérica respecto de las clases
de Gray-Fernández, dado que ninguna de las componentes de la torsión se anula.



Capítulo 3

Armonicidad de estructuras casi
complejas ortogonales en solvariedades
casi abelianas

3.1. Estructuras casi complejas armónicas en álgebras de Lie casi
abelianas

Recordemos que, por definición, un álgebra de Lie casi abeliana posee un ideal abeliano de codi-
mensión 1 y por lo tanto puede ser escrita como un producto semidirecto g = Re0 ⋉ u, donde u es un
ideal abeliano de g. Eligiendo una base de u, podemos identificar u con el álgebra de Lie abeliana Rd−1

y podemos escribir g = Re0 ⋉L Rd−1 para alguna L ∈ gl(d − 1,R).
En relación a las clases de isomorfismo de álgebras de Lie casi abelianas, existe el siguiente resultado

([63, Proposition 1]):

Lema 3.1.1. Dos álgebras de Lie casi abelianas g1 = R ⋉L1 Rd−1 y g2 = R ⋉L2 Rd−1 son isomorfas si y
sólo si existe c ≠ 0 tales que cL1 y L2 son conjugadas en gl(d − 1,R).

Sea G un grupo de Lie casi abeliano de dimensión 2n equipado con una estructura casi hermitiana
invariante a izquierda (J, g), determinada por un endomorfismo J ∶ g→ g y un producto interno ⟨⋅ , ⋅ ⟩
en g, donde g denota el álgebra de Lie de G.

Si u denota el1 ideal de codimensión uno en g, elegimos e0 ∈ g unitario y ortogonal a u, con lo que
podemos descomponer a g en suma directa ortogonal como

g = Re0 ⋉ u = Re0 ⋉L R2n−1,

para alguna matriz L ∈ gl(2n − 1,R). Denotamos por a al subespacio J-invariante maximal de u, esto
es, a = u∩Ju. Es claro que dim a = 2n− 2. Sea {e0, e1, . . . , e2n−1} una base ortonormal de g compatible
con J , i.e. Je2i = e2i+1, 0 ≤ i ≤ n − 1. Notar que u = span{e1, . . . , e2n−1} y a = span{e2, . . . , e2n−1}.
Denotaremos J ′ ∶= J ∣a ∶ a→ a.

Descomponemos el endomorfismo L ∶ u→ u de acuerdo con la descomposición ortogonal u = Re1⊕a
de la siguiente manera:

L =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

µ wt
0

v0 D

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, con µ ∈ R, v0,w0 ∈ a y D ∈ gl(2n − 2,R). (3.1.1)

1Es único salvo cuando g = h3 ×Rs, ver por ejemplo [8, Remark 2.2].
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Observación 3.1.2. Si w0 = 0 y 0 ≠ v0 ∈ Im(D − µ I) entonces podemos aplicar un cambio holomorfo
de base (i.e. que preserva la matriz de J) tal que v0 = 0. En efecto, si v0 = Dx − µx para algún x ∈ a,
entonces al llamar e′0 = e0 + Jx y e′1 = Je0 = e1 − x tenemos que

[e′0, e
′
1] = µe1 + v0 −Dx = µe

′
1, ade′0

∣a =D.

Notar que este cambio de base no preserva el producto interno, pues la nueva base {e′0, e′1, e2, . . . , e2n−1}
no es ortonormal.

En lo que sigue necesitaremos la descomposición de L en sus componentes simétrica y antisimétrica
L = S +A, dadas por

S =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

µ γt

γ Ds

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −ρt

ρ Da

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.1.2)

donde
γ =

1
2
(v0 +w0), ρ =

1
2
(v0 −w0),

y Ds, Da son las componentes simétrica y antisimétrica de D, respectivamente. Como L = ade0 ∣u,
podemos establecer que Le0 = 0, y esto implica Se0 = Ae0 = 0.

Usando el Lema 1.1.29, caracterizamos en el siguiente resultado las estructuras casi complejas
ortogonales armónicas en un álgebra de Lie casi abeliana métrica.

Teorema 3.1.3. Sea (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) una estructura casi hermitiana en un álgebra de Lie casi abeliana
g. Entonces J es armónica con respecto a ⟨⋅ , ⋅ ⟩, es decir [J,∇∗∇J] = 0, si y sólo si las siguientes
condiciones se satisfacen:

(i) µγ +Dsγ − (TrS)ρ − J ′DaJ
′ρ = 0,

(ii) DaJ
′DaJ

′ − J ′DaJ
′Da + (TrS)[Da, J

′]J ′ = 0,

usando la notación de (3.1.2).

Demostración. Utilizaremos la siguiente expresión de la conexión de Levi-Civita en g asociada a ⟨⋅ , ⋅ ⟩
determinada en [113]:

∇e0e0 = 0, ∇e0u = Au, ∇ue0 = −Su, ∇uv = ⟨Su, v⟩e0, (3.1.3)

donde u, v ∈ u. En primer lugar, el tercer término en el lado derecho de (1.1.5) es sencillo de calcular:
2n−1
∑
i=0

J(∇∇ei eiJ)(x) = (TrS)J(∇e0J)(x) = (TrS)J[A,J]x, x ∈ g. (3.1.4)

En lo que sigue, para abreviar denotamos H ∶= 1
2[J,∇

∗∇J]. Si x ∈ a, usando (3.1.3) y (3.1.4)
tenemos que

H(x) =
2n−1
∑
i=0
(∇eiJ∇eiJX − J∇eiJ∇eiX) − (TrS)J[A,J]x

= ∇e0JAJx − J∇e0JAx +
2n−1
∑
i=1
(∇ei(⟨Sei, Jx⟩e1) − J∇ei(⟨Sei, x⟩e1)) − (TrS)J[A,J]x

= (AJAJ − JAJA)x +
2n−1
∑
i=1
(⟨Sei, e1⟩⟨Sei, Jx⟩e0 − ⟨Sei, e1⟩⟨Sei, x⟩e1) − (TrS)J[A,J]x

= (AJAJ − JAJA)x + ⟨Se1, SJx⟩e0 − ⟨Se1, Sx⟩e1 − (TrS)J[A,J]x.
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A continuación, calculamos

⟨Hx, e1⟩ = ⟨x, JAJAe1⟩ − ⟨S
2e1, x⟩ + (TrS)⟨x, [A,J]e0⟩

= ⟨x, JAJρ − S(µe1 + γ) + (TrS)ρ⟩
= ⟨x, JAJρ − µγ − Sγ + (TrS)ρ⟩
= −⟨x,µγ +Dsγ − (TrS)ρ − J ′DaJ

′ρ⟩.

Como H anticonmuta con J y a es J-invariante, se obtiene que

⟨Hx, e0⟩ = −⟨HJx, e1⟩ = ⟨J
′x,µγ +Dsγ − (TrS)ρ − J ′DaJ

′ρ⟩.

Ahora, para todo y ∈ a,

⟨Hx, y⟩ = ⟨(AJAJ − JAJA − (TrS)J[A,J])x, y⟩
= ⟨(DaJ

′DaJ
′
− J ′DaJ

′Da + (TrS)[Da, J
′
]J ′)x, y⟩.

Por lo tanto, Hx = 0 para todo x ∈ a si y sólo si

µγ +Dsγ − (TrS)ρ − J ′DaJ
′ρ = 0, DaJ

′DaJ
′
− J ′DaJ

′Da + (TrS)[Da, J
′
]J ′ = 0,

las cuales son las condiciones en el enunciado.
Puesto que ∇∗∇J es antisimétrico (dado que ∇V J es antisimétrico para cualquier V ), tenemos que

H también es antisimétrico. Esto implica que ⟨He0, e0⟩ = 0 y, como además H anticonmuta con J ,
también resulta que ⟨He0, e1⟩ = 0. De aquí y la igualdad ⟨He0, x⟩ = −⟨e0,Hx⟩ deducimos que He0 = 0
si y sólo si la condición (i) se satisface. De manera similar con He1. Esto completa la prueba.

Como una consecuencia, obtenemos:
Corolario 3.1.4. Con las mismas hipótesis que en el Teorema 3.1.3, si g es unimodular entonces J
es armónica si y sólo si

(i) µγ +Dsγ − J
′DaJ

′ρ = 0,

(ii) DaJ
′DaJ

′ = J ′DaJ
′Da.

Demostración. Basta notar que TrS = Tr(ade0) = 0.

En el siguiente corolario consideramos el caso en que la estructura casi compleja ortogonal es
integrable. Fue mostrado en [100] (ver también [8]) que J es integrable si y sólo si w0 = 0 y [D,J ′] = 0,
lo cual es equivalente a [Ds, J

′] = [Da, J
′] = 0.

Corolario 3.1.5. Con las mismas hipótesis que en el Teorema 3.1.3, si J es integrable entonces J es
armónica si y sólo si

Dv0 = (TrD)v0.

Demostración. Supongamos que J es integrable. Entonces, la condición [Da, J
′] = 0 implica automá-

ticamente la condición (ii) en el Teorema 3.1.3. Como w0 = 0, tenemos que γ = ρ = 1
2v0 y así la primera

condición se convierte en
µv0 +Dsv0 − (TrS)v0 +Dav0 = 0,

la cual es equivalente a Dv0 = (TrS − µ)v0 = (TrD)v0.

Se sigue del Corolario 3.1.5 que si g es unimodular (i.e. µ+TrD = 0) y J es integrable, entonces J
es armónica si y sólo si

Dv0 = −µv0. (3.1.5)
Es fácil verificar que, en este caso, (3.1.5) es equivalente a L2e1 = µ

2e1, dado que Lv0 =Dv0.
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3.2. Clases de Gray-Hervella en álgebras de Lie casi abelianas

A continuación, recordamos la clasificación de las estructuras casi hermitianas debida a Gray-
Hervella [80]. Sea V un espacio vectorial real de dimensión 2n equipado con un producto interno ⟨⋅ , ⋅ ⟩
y una estructura casi compleja ortogonal J . El espacio (V ∗)⊗3 es naturalmente isomorfo al espacio de
todos los tensores covariantes trilineales en V . Sea W el subespacio de (V ∗)⊗3 definido por

W = {α ∈ (V ∗)⊗3
∣ α(x, y, z) = −α(x, z, y) = −α(x, Jy, Jz), para todo x, y, z ∈ V }.

Existe un producto interno natural en W dado por ⟨α,β⟩ = ∑2n
i,j,k=1 α(ei, ej , ek)β(ei, ej , ek), donde

{e1, . . . , e2n} es una base ortonormal de V . Dado α ∈ W se define ᾱ ∈ V ∗ por ᾱ(z) = ∑2n
i=1 α(ei, ei, z).

Además, se definen cuatro subespacios de W de la manera siguiente:

W1 = {α ∈W ∣ α(x,x, z) = 0 para todo x, z ∈ V },
W2 = {α ∈W ∣ α(x, y, z) + α(z, x, y) + α(y, z, x) = 0 para todo x, y, z ∈ V },
W3 = {α ∈W ∣ α(x, y, z) − α(Jx, Jy, z) = ᾱ(z) = 0 para todo x, y, z ∈ V },

W4 = {α ∈W ∣ α(x, y, z) = −
1

2(n − 1)
(⟨x, y⟩ᾱ(z) − ⟨x, z⟩ᾱ(y)

− ⟨x, Jy⟩ᾱ(Jz) + ⟨x, Jz⟩ᾱ(Jy))para todo x, y, z ∈ V }.

La representación estándar de U(n) en V induce una representación de U(n) en W , de modo que su
descomposición en irreducibles es la descomposición ortogonal W = W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4. Tomando
suma directa entre los cuatro subespacios se forman en total 16 subespacios (incluyendo a {0} y W ).

Sea ahora (M,J, g) una variedad casi hermitiana de dimensión 2n con conexión de Levi-Civita
asociada ∇ y forma de Kähler ω dada por ω(X,Y ) = g(JX,Y ). Entonces, U(n) actúa en cada espacio
tangente TpM , con p ∈M . Si Wp = {α ∈ (T

∗
p M)

⊗3 ∣ α(x, y, z) = −α(x, z, y) = −α(x, Jy, Jz)}, entonces
la representación inducida de U(n) en Wp se descompone en las cuatro componentes Wp,1, Wp,2, Wp,3
y Wp,4 como se describe en el párrafo anterior. Si S es uno de los 16 subespacios invariantes de W , se
denota por Sp el correspondiente subespacio de Wp, y se denota por S la clase de todas las variedades
casi hermitianas (M,J, g) tales que (∇ω)p ∈ Sp para todo p ∈M . Se verifica (ver [80]) que (∇ω)p ∈Wp

para todo p ∈ M , lo cual hace que esta definición tenga sentido. La clase correspondiente a Wi se
denota por Wi, la que corresponde a Wi ⊕Wj por Wi ⊕Wj , etc.

Cada una de estas 16 clases resulta definida por la anulación de ciertos tensores. Algunos de estos
tensores son bien conocidos, por ejemplo dω, δω (donde δ es la codiferencial), el tensor de Nijenhuis
NJ definido en (1.1.1), y la forma de Lee θ, la cual es la 1-forma definida por

θ(X) = −
1

n − 1
δω(JX), X ∈ X(M). (3.2.1)

Otros tensores que caracterizan estas clases son T ± y U , los cuales están definidos por

T±(X,Y,Z) = (∇Xω)(Y,Z) ± (∇JXω)(JY,Z),

U(X,Y,Z) = g(X,Y )δω(Z) − g(X,Z)δω(Y ) − g(X,JY )δω(JZ) + g(X,JZ)δω(JY ). (3.2.2)

En dimensión 4 resulta W1 = W3 = {0} de modo que solo quedan 4 clases, las cuales se exhiben en
la Tabla 3.1. Por otro lado, exhibimos las 16 clases de estructuras casi hermitianas en variedades de
dimensión ≥ 6 en la Tabla 3.2. Allí, usamos la notación ∑cyc para denotar la suma cíclica sobre las
variables que aparecen.
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Clase Condiciones que la definen

{0} ∇ω = 0

W2 dω = 0

W4 NJ = 0

W Sin condiciones

Tabla 3.1: Variedades casi hermitianas de dimensión 4.

Clase Condiciones que la definen

{0} ∇ω = 0

W1 3∇ω = dω

W2 dω = 0

W3 δω = 0, NJ = 0

W4 (∇Xω)(Y, Z) = − 1
2(n−1)U(X, Y, Z)

W1 ⊕W2 T+ = 0

W3 ⊕W4 NJ = 0

W1 ⊕W3 T−(X, X, Y ) = 0, δω = 0

W2 ⊕W4 dω = θ ∧ ω

W1 ⊕W4 (∇Xω)(X, Y ) = − 1
2(n−1)U(X, X, Y )

W2 ⊕W3 ∑
cyc

T−(X, Y, Z) = 0, δω = 0

W1 ⊕W2 ⊕W3 δω = 0

W1 ⊕W2 ⊕W4 T+(X, Y, Z) = − 1
n−1 U(X, Y, Z)

W1 ⊕W3 ⊕W4 ⟨NJ(X, Y ), X⟩ = 0

W2 ⊕W3 ⊕W4 ∑
cyc

T−(X, Y, Z) = 0

W Sin condiciones

Tabla 3.2: Variedades casi hermitianas de dimensión ≥ 6.

Observación 3.2.1.

(1) Las variedades que pertenecen a algunas clases tienen nombres especiales, por ejemplo: las va-
riedades en la clase {0} son las variedades Kähler; en W1, nearly Kähler; en W2, casi Kähler;
en W3, balanceadas; en W1 ⊕W2, cuasi-Kähler y en W3 ⊕W4, hermitianas. En [80], las clases
W1 ⊕W3 ⊕W4 y W2 ⊕W3 ⊕W4 se denotan G1 y G2, respectivamente.

(2) Las variedades localmente conforme Kähler (LCK), que son aquellas variedades hermitianas
que satisfacen dω = θ ∧ ω y dθ = 0, pertenecen a la clase W4. Más aún, cuando dimM ≥ 6 la
clase W4 coincide precisamente con la clase de variedades LCK. En efecto, si (M,J, g) ∈W4, de
la identidad dω(X,Y,Z) = (∇Xω)(Y,Z) + (∇Y ω)(Z,X) + (∇Zω)(X,Y ) para todo X,Y,Z, se
deduce que

dω(X,Y,Z) = − 1
2(n − 1)

[U(X,Y,Z) +U(Y,Z,X) +U(Z,X,Y )].
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Ahora, la suma cíclica U(X,Y,Z) +U(Y,Z,X) +U(Z,X,Y ) es igual a

g(X,Y )δω(Z) − g(X,Z)δω(Y ) − g(X,JY )δω(JZ) + g(X,JZ)δω(JY )

+ g(Y,Z)δω(X) − g(Y,X)δω(Z) − g(Y, JZ)δω(JX) + g(Y, JX)δω(JZ)

+ g(Z,X)δω(Y ) − g(Z,Y )δω(X) − g(Z,JX)δω(JY ) + g(Z,JY )δω(JX),

y esto es igual a

2[ω(X,Y )δω(JZ) + ω(Y,Z)δω(JX) + ω(Z,X)δω(JY )].

Por lo tanto, usando (3.2.1) obtenemos que

dω = θ ∧ ω.

Por otra parte, dω = θ ∧ ω en dimensión ≥ 6 implica que dθ = 0, por lo que (J, g) es LCK. Otra
consecuencia de esta última implicación (en dim ≥ 6) es que la 2-forma fundamental ω de una
variedad en la clase W2 ⊕W4 es localmente conforme simpléctica [150].

En el contexto de álgebras de Lie casi abelianas, varias clases de Gray-Hervella han sido caracteri-
zadas. A saber, la clase {0} en [56],W2 en [101],W3 en [55],W4 yW2⊕W4 en [8],W3⊕W4 en [100], y
se puede deducir de un resultado en [36] (ver también [6]) que W1 colapsa a la clase {0} en este caso.

Nuestro objetivo en esta sección es caracterizar las 16 clases de Gray-Hervella en álgebras de Lie
casi abelianas de manera uniforme. En la próxima sección analizaremos la condición de armonicidad
en cada una de estas clases.

Para empezar, debemos describir los tensores que aparecen en la Tabla 3.2 en términos de L.
Calculamos primero el tensor de Nijenhuis de J . Notar que NJ(x,x) = NJ(x, Jx) = 0 para todo

x ∈ g. Además, NJ(Jx, y) = −JNJ(x, y). Teniendo en cuenta estas simetrías, y dado que los únicos
corchetes no nulos involucran a e0, el tensor NJ está determinado simplemente por calcular NJ(e0, x),
para x ∈ a:

NJ(e0, x) = (L + JLJ)x = ⟨(L + JLJ)x, e1⟩e1 + (D + J
′DJ ′)x

= ⟨(Lt
+ JLtJ)e1, x⟩e1 + (D + J

′DJ ′)x (3.2.3)
= ⟨w0, x⟩e1 + (D + J

′DJ ′)x.

Proseguimos con el cálculo de dω. En este contexto invariante, dω puede ser calculada usando la
fórmula

dω(x, y, z) = −ω([x, y], z) − ω([y, z], x) − ω([z, x], y).

Nuevamente como los únicos corchetes no nulos involucran a e0, tenemos, para x, y ∈ a, z ∈ u,

dω(e0, e1, x) = −⟨JLe1, x⟩ + ⟨JLx, e1⟩ = ⟨Le1, Jx⟩ = ⟨v0, Jx⟩,

dω(e0, x, y) = −⟨JLx, y⟩ + ⟨JLy,x⟩ = ⟨x, (D
tJ ′ + J ′D)y⟩, (3.2.4)

dω(z, x, y) = 0.

Con respecto a la codiferencial δω, su expresión en un álgebra de Lie casi hermitiana fue obtenida
por ejemplo en [10]:

δω(x) = −Tr adJx +
1
2
⟨
2n−1
∑
i=0
[Jei, ei], x⟩,

donde {e0, . . . , e2n−1} es cualquier base ortonormal de g. En el contexto casi abeliano, esta ecuación
se reduce a

δω(x) = −Tr adJx −⟨Le1, x⟩.
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Así,
δω(e0) = 0, δω(e1) = TrS − µ = TrD, δω(x) = −⟨v0, x⟩, x ∈ a. (3.2.5)

En resumen,
δω = 0 ⇐⇒ TrD = 0 y v0 = 0. (3.2.6)

Sigue de (3.2.5) que la forma de Lee θ = − 1
n−1(δω ○ J) está dada por:

θ(e0) = −
1

n − 1
TrD, θ(x) =

1
n − 1

⟨v0, Jx⟩, x ∈ u.

Ahora calculamos ∇ω, usando la fórmula

(∇xω)(y, z) = −ω(∇xy, z) − ω(y,∇xz).

Como ∇x es antisimétrica, se obtiene

(∇xω)(Jy, z) = (∇xω)(y, Jz). (3.2.7)

En particular, (∇xω)(y, Jy) = 0 para todo x, y ∈ g. Luego, ∇ω está dada por

(∇e0ω)(e0, x) = ⟨ρ, x⟩,

(∇e0ω)(x, y) = ⟨[A,J]x, y⟩,

(∇e1ω)(e1, x) = ⟨γ, x⟩, (3.2.8)
(∇zω)(x, y) = 0,
(∇xω)(e1, y) = ⟨Sx, y⟩,

donde x, y ∈ a, z ∈ u. Los otros casos se siguen usando (3.2.7).
Por último, calculamos los tensores T ± y U previamente mencionados. De (3.2.7) se deduce que

T ±(x, Jy, z) = T±(x, y, Jz),

T±(x, y, z) = −T±(x, z, y).

Más aún, se cumple que T±(Jx, y, z) = ∓T±(x, Jy, z). Entonces, T ± está dado por

T ±(e0, e0, x) = ⟨ρ ± γ, x⟩,

T ±(e0, x, y) = ⟨[A,J]x, y⟩, (3.2.9)
T±(z, x, y) = 0,
T ±(x, e1, y) = ⟨(S ∓ JSJ)x, y⟩,

donde x, y, z ∈ a. Las otras posibilidades son consecuencia de las simetrías que acabamos de describir.
Por otro lado, usando (3.2.2) es fácil verificar que se cumplen las simetrías U(x, z, y) = −U(x, y, z),

U(x, Jy, z) = U(x, y, Jz) y U(Jx, Jy, z) = U(x, y, z). Así, el tensor U está determinado por

U(e0, e0, x) = −⟨v0, x⟩,

U(e0, x, y) = 0,
U(x, e1, y) = −⟨x, y⟩TrD,
U(z, x, y) = −⟨z, x⟩⟨v0, y⟩ + ⟨z, y⟩⟨v0, x⟩ + ⟨z, Jx⟩⟨v0, Jy⟩ − ⟨z, Jy⟩⟨v0, Jx⟩,

donde x, y, z ∈ a.
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Aplicaremos todas estas expresiones que acabamos de hallar en la prueba del siguiente teorema,
el cual es el resultado principal de esta sección. En el enunciado del teorema se usarán las siguientes
identificaciones:

gl(n − 1,C) ≅ {X ∈ gl(a) ∣ [X,J ′] = 0} = {X ∈ gl(a) ∣ [Xa, J
′
] = [Xs, J

′
] = 0},

u(n − 1) ≅ {X ∈ gl(a) ∣ [X,J ′] = 0,Xt
= −X} = {X ∈ gl(a) ∣Xs = 0, [Xa, J

′
] = 0},

sp(n − 1,R) ≅ {X ∈ gl(a) ∣XtJ ′ + J ′X = 0} = {X ∈ gl(a) ∣ [Xa, J
′
] = 0,XsJ

′
+ J ′Xs = 0},

Sym(2n − 2) ≅ {X ∈ gl(a) ∣X =Xs}.

donde Xa =
1
2(X −X

t) y Xs =
1
2(X +X

t) denotan la parte antisimétrica y simétrica de X, respectiva-
mente.

De ahora en más usaremos la notación “J ∈” para denotar que la estructura casi hermitiana
pertenece a cierta clase. Por ejemplo, J ∈ W1 significa que la variedad casi hermitiana es nearly
Kähler.

Teorema 3.2.2. Sea (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) una estructura casi hermitiana en un álgebra de Lie casi abeliana
de dimensión 2n dada por g = R ⋉L R2n−1, con L como en (3.1.1) y n ≥ 3. Entonces, las clases de
Gray-Hervella están caracterizadas por:

W1 = {0},

W1 ⊕Wi =Wi, 2 ≤ i ≤ 4,

W1 ⊕W2 ⊕W4 =W2 ⊕W4,

W1 ⊕W3 ⊕W4 =W3 ⊕W4.

Más aún, las condiciones que definen a cada clase están dadas en la siguiente tabla:

Clase Condiciones

{0} v0 = w0 = 0, D ∈ u(n − 1)

W2 v0 = 0, D ∈ sp(n − 1,R)

W3 TrD = 0, v0 = w0 = 0, D ∈ gl(n − 1,C)

W4 v0 = w0 = 0, D − ( Tr D
2(n−1)) I ∈ u(n − 1)

W2 ⊕W3 TrD = 0, v0 = 0,D ∈ Sym(2n − 2)⊕ u(n − 1)

W1 ⊕W2 ⊕W3 TrD = 0, v0 = 0

W2 ⊕W4 v0 = 0, D − ( Tr D
2(n−1)) I ∈ sp(n − 1,R)

W3 ⊕W4 w0 = 0, D ∈ gl(n − 1,C)

W2 ⊕W3 ⊕W4 D ∈ Sym(2n − 2)⊕ u(n − 1)

W Sin condiciones

Demostración. Comenzaremos analizando la clase W2 ⊕W3 ⊕W4 ya que esto nos ayudará luego a
caracterizar algunas otras clases.
● Clase W2 ⊕W3 ⊕W4: La condición es ∑

cyc
T−(x, y, z) = 0. Notar que esta condición es invariante

bajo permutaciones de x, y, z. Además, si y = x o y = Jx entonces usando las simetrías de T− la
condición se satisface automáticamente.
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Por último, sigue de (3.2.9) que T−(z, x, y) = 0 para todo x, y, z ∈ a. Por lo tanto, sólo debemos
verificar la condición para (e0, x, y), con x, y ∈ a:

0 = T−(e0, x, y) + T
−
(x, y, e0) + T

−
(y, e0, x)

= ⟨[A,J]x, y⟩ + T −(x, e1, Jy) − T
−
(Jy, e1, x)

= ⟨[A,J]x, y⟩ + ⟨(S + JSJ)x, Jy⟩ − ⟨(S + JSJ)Jy, x⟩

= ⟨[A,J]x, y⟩ (pues (S + JSJ)t = S + JSJ)
= ⟨[Da, J

′
]x, y⟩.

En conclusión, J ∈W2 ⊕W3 ⊕W4 si y sólo si [Da, J
′] = 0, o equivalentemente Da ∈ u(n − 1).

● Clase {0}: Dado que ∇ω = 0, usando (3.2.8) resulta ρ = γ = 0, lo que implica v0 = w0 = 0. Además
se tiene [J ′,Da] = 0 y Ds = 0, lo cual es equivalente a D ∈ u(n−1). Esto coincide con [56, Lemma 3.6].
● Clase W1: Calculamos 3∇ω = dω en (x, e1, y), con x, y ∈ a. Usando (3.2.8) y (3.2.4) se obtiene

3⟨Sx, y⟩ = 0. Por lo tanto Ds = 0 y entonces, evaluando la condición 3∇ω = dω en (x, e0, y) vemos
que 3⟨[Da, J

′]x, y⟩ = ⟨x, (−DaJ
′ + J ′Da)y⟩, lo que es equivalente a [Da, J

′] = 0. Esto implica que
J ∈W1 ∩W

⊥
1 = {0}, por lo que es Kähler. Esto también se sigue de [6, Theorem 6.2].

● Clase W2: De (3.2.4) y la fórmula dω = 0 resulta v0 = 0 y DtJ ′ + J ′D = 0. Esta caracterización
fue obtenida previamente en [101, Proposition 4.1].
● ClaseW3: Usando (3.2.5) y (1.1.1) junto con las condiciones δω = 0 y NJ = 0, se deduce fácilmente

que TrDs = 0, v0 = w0 = 0 y D + J ′DJ ′ = 0. Esta última condición es equivalente a [D,J ′] = 0, lo que
significa D ∈ gl(n − 1,C). Este resultado ya apareció en [55, Theorem 3.1].
● Clase W4: La condición es (∇xω)(y, z) = −

1
2(n−1)U(x, y, z) para todo x, y, z ∈ g.

En primer lugar, notar que ambos tensores son antisimétricos en las últimas dos variables y, más
aún, si los evaluamos en (x, Jy, z) es lo mismo que evaluarlos en (x, y, Jz). Por ende basta chequear
la condición para (e0, e0, x), (e0, x, y), (e1, e1, x), (z, x, y), (x, e1, y), donde x, y ∈ a, z ∈ u.

Al usar (3.2.8) y (3.2.2) tenemos que, evaluando en (e0, e0, x), x ∈ a,

⟨ρ, x⟩ =
1

2(n − 1)
⟨v0, x⟩.

Para (e1, e1, x), x ∈ a, tenemos que
⟨γ, x⟩ =

1
2(n − 1)

⟨v0, x⟩.

Ambas ecuaciones son equivalentes a ρ = γ = 1
2(n−1)v0, y como n ≥ 3 esto es equivalente a v0 = w0 = 0.

Dado que v0 = 0, ambos tensores se anulan al evaluarlos en (z, x, y) con z ∈ u, x, y ∈ a.
A continuación, si chequeamos la condición para (e0, x, y) con x, y ∈ a resulta [Da, J

′] = 0. Final-
mente, para (x, e1, y) con x, y ∈ a, la condición se transforma en

⟨Sx, y⟩ =
1

2(n − 1)
⟨(TrDs)x, y⟩,

lo que es equivalente a Ds =
Tr Ds

2(n−1) I = Tr D
2(n−1) I.

Es inmediato verificar que las condiciones [Da, J
′] = 0 y Ds =

Tr D
2(n−1) I se satisfacen si y sólo si

D − ( Tr D
2(n−1)) I ∈ u(n − 1). Esto coincide con lo obtenido en [8, Theorem 3.3].

● ClaseW1⊕W2: De la condición T+ ≡ 0 y (3.2.9) tenemos que, para cualesquiera elementos x, y ∈ a,
0 = T+(e0, x, y) = ⟨[Da, J

′]x, y⟩. Por lo tanto [Da, J
′] = 0 y así J ∈ W⊥1 . Como además J ∈ W1 ⊕W2

resulta W1 ⊕W2 =W2.
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● Clase W3⊕W4: Sigue de (3.2.3) que NJ ≡ 0 es equivalente a w0 = 0 y [D,J ′] = 0, lo cual coincide
con [100], como mencionamos previamente.
● Clase W1 ⊕W3: Notar primero que la condición T −(x,x, z) = 0 para todo x, z ∈ g es equivalente

a T−(x, y, z) = −T−(y, x, z) para todo x, y, z ∈ g. Si evaluamos en (x, e1, y) con x, y ∈ a resulta

⟨(Ds + J
′DsJ

′
)x, y⟩ = −⟨(Ds + J

′DsJ
′
)y, x⟩.

Como Ds + J
′DsJ

′ es simétrico, obtenemos que Ds + J
′DsJ

′ = 0. Ahora, usando esto, concluimos que
T−(e1, x, y) = −T

−(y, x, e1) = 0 para todo x, y ∈ a. De esta manera

⟨[Da, J
′
]J ′x, y⟩ = T−(e0, J

′x, y) = T−(e1, x, y) = 0.

Esto implica [Da, J
′] = 0, por lo que J ∈W⊥1 . En consecuencia, W1 ⊕W3 =W3.

● Clase W2 ⊕W4: La condición es dω = θ ∧ ω. Calculamos primero θ ∧ ω:

θ ∧ ω(x, y, z) = θ(x)ω(y, z) + θ(y)ω(z, x) + θ(z)ω(x, y).

Para x, y ∈ a, z ∈ u, se tiene

θ ∧ ω(e0, e1, x) =
1

n − 1
⟨v0, Jx⟩,

θ ∧ ω(e0, x, y) =
1

n − 1
⟨x, Jy⟩TrDs, (3.2.10)

θ ∧ ω(z, x, y) =
1

n − 1
(⟨Jz, x⟩⟨v0, Jy⟩ + ⟨Jy, z⟩⟨v0, Jx⟩ + ⟨Jx, y⟩⟨v0, Jz⟩) .

De la ecuación dω(e0, e1, x) = θ ∧ ω(e0, e1, x), x ∈ a, se desprende, usando (3.2.4) y (3.2.10), que
v0 =

1
n−1v0, y como n ≥ 3 llegamos a v0 = 0. Esto automáticamente implica que ω ∧ θ(x, y, z) = 0 y

dω(x, y, z) = 0, para x, y, z ∈ a.
Ahora, si evaluamos dω = θ ∧ ω en (e0, x, y) con x, y ∈ a obtenemos DtJ ′ + J ′D = 1

n−1(TrDs)J
′, o

equivalentemente D − Tr D
2(n−1) I ∈ sp(n − 1,R). Esto coincide con [8, Theorem 4.1].

● Clase W1 ⊕W4: La condición es (∇xω)(x, z) +
1

2(n−1)U(x,x, z) = 0 para todo x, z ∈ g, la cual es
equivalente a

(∇yω)(x, z) +
1

2(n − 1)
U(y, x, z) = −((∇xω)(y, z) +

1
2(n − 1)

U(x, y, z)).

Evaluando ambos lados de la expresión en (x, e0, z) con x, z ∈ a obtenemos

⟨[A,J]x, z⟩ = −⟨Sx,Jz⟩ +
TrDs

2(n − 1)
⟨x, Jz⟩,

que es equivalente a J ′[Da, J
′] = −Ds+

Tr Ds

2(n−1) I. Como el lado izquierdo de la ecuación es antisimétrico
y el lado derecho es simétrico, ambos deben ser cero. En particular, [Da, J

′] = 0, por lo que J ∈W⊥1 y
así W1 ⊕W4 =W4.
● Clase W1 ⊕W2 ⊕W3: Como previamente notamos en (3.2.6), δω = 0 es equivalente a

TrD = 0, v0 = 0.

● Clase W2 ⊕W3: Las condiciones son δω = 0 y ∑cyc T
−(x, y, z) = 0, que son por separado las

condiciones de W1 ⊕W2 ⊕W3 y W2 ⊕W3 ⊕W4. Por lo tanto, J ∈W2 ⊕W3 si y sólo si

TrD = 0, v0 = 0, y [Da, J
′
] = 0.
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● Clase W1⊕W2⊕W4: La condición es T+ = − 1
n−1U . Evaluamos en (e0, x, y), x, y ∈ a, y utilizamos

(3.2.9) y (3.2.2), para obtener [Da, J
′] = 0. Por lo tanto J ∈W⊥1 y así W1 ⊕W2 ⊕W4 =W2 ⊕W4.

● Clase W1 ⊕W3 ⊕W4: La condición es ⟨NJ(x, y), x⟩ = 0 para todo x, y ∈ g, la cual es equivalente
a ⟨NJ(x, y), z⟩ = −⟨NJ(z, y), x⟩ para todo x, y, z ∈ g. Puesto que NJ(x, y) = 0 para x, y ∈ a, deducimos
que ⟨NJ(e0, x), y⟩ = −⟨NJ(y, x), e0⟩ = 0.

Luego, usando (3.2.3) obtenemos

0 = ⟨NJ(e0, x), y⟩

= ⟨(D + J ′DJ ′)x, y⟩

= ⟨(Da + J
′DaJ

′
+Ds + J

′DsJ
′
)x, y⟩.

Debido a que Da + J
′DaJ

′ es antisimétrico y Ds + J
′DsJ

′ es simétrico esta condición significa que
[Da, J

′] = 0 y [Ds, J
′] = 0. En particular, J ∈W⊥1 por lo que W1 ⊕W3 ⊕W4 =W3 ⊕W4.

Las clases de Gray-Hervella de estructuras casi hermitianas en álgebras de Lie casi abelianas de
dimensión 4 se obtiene fácilmente siguiendo las líneas de la demostración del Teorema 3.2.2 y usando
las condiciones exhibidas en la Tabla 3.1.

Corolario 3.2.3. Sea (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) una estructura casi hermitiana en un álgebra de Lie casi abeliana

4-dimensional g = R⋉LR3, con L = [
µ r s
p a b
q c d
]. Las condiciones que definen a cada clase de Gray-Hervella

están dadas en la siguiente tabla:

Clase Condiciones

{0} p = q = r = s = 0, a = d = 0, b = −c

W2 p = q = 0, a + d = 0

W4 r = s = 0, a − d = 0, b + c = 0

W Sin condiciones

Observación 3.2.4. Fue probado en [73] que las estructuras casi hermitianas que pertenecen a la clase
W3 (balanceadas) o a la clase W4 (LCK) son armónicas en dimensión arbitraria. Este hecho también
se desprende, para álgebras de Lie casi abelianas, de nuestra clasificación.

3.3. Ejemplos
En esta sección, proveemos muchos ejemplos de estructuras casi complejas armónicas y no armó-

nicas en grupos de Lie casi abelianos y solvariedades compactas asociadas. A lo largo de la sección
todas las álgebras de Lie se asumirán unimodulares.

3.3.1. Dimensión 4

Sea g = R ⋉L R3 un álgebra de Lie casi abeliana métrica con base ortonormal {ei}
3
i=0 tal que

R3 = span{e1, e2, e3}, y estructura casi compleja ortogonal J definida por Je0 = e1 y Je2 = e3. En esta

base la matriz L puede escribirse como L = [
µ r s
p a b
q c d
]. Para analizar la armonicidad de J expresamos las

condiciones del Corolario 3.1.4 en términos de L.
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Teniendo en cuenta que cualquier matriz antisimétrica 2 × 2 conmuta con la restricción de la J
a u ∩ Ju = {e2, e3}, es claro que la condición (ii) del Corolario 3.1.4 automáticamente se satisface en
dimensión 4. Asimismo, la condición (i) es equivalente a

bq + cs − d(p + r) = 0, cp + br − a(q + s) = 0. (3.3.1)

Por lo tanto, J es armónica si y sólo si (3.3.1) se satisface.

Ejemplo 3.3.1. (Armónica no integrable) Tomamos L0 = [
0 1 0
1 0 0
0 0 0
], entonces la estructura casi compleja

J en g = R ⋉L0 R3 no es integrable dado que wt
0 = (1,0) ≠ 0. De hecho, J pertenece a la clase general

W. Por otro lado, sigue de (3.3.1) que J es armónica.
Veremos a continuación que el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite una cantidad

numerable de retículos no isomorfos. En efecto, para todo m ∈ N, m ≥ 3, sea tm = log(m+
√

m2−4
2 ).

Entonces, la matriz exp(tmL0) = [
cosh tm sinh tm 0
sinh tm cosh tm 0

0 0 1
] es conjugada a la matriz Cm = [

0 −1 0
1 m 0
0 0 1

], la cual
posee coeficientes enteros y determinante 1. Usando el Teorema 1.2.5 obtenemos que para cualquier
m existe un retículo Γm en G. De acuerdo con la Observación 1.2.6, Γm es isomorfo a Γ̃m = Z ⋉Cm Z3

y como Γ̃m/[Γ̃m, Γ̃m] ≅ Z2 ⊕Zm−2, concluimos que Γm es isomorfo a Γn si y sólo si m = n.
El álgebra de Lie g es isomorfa a R × e(1,1), donde e(1,1) es el álgebra de Lie del grupo de

transformaciones rígidas E(1,1) del espacio de Minkowski, y G es isomorfo al producto de R con la
componente de la identidad E0(1,1) de E(1,1), la cual es simplemente conexa.

Ejemplo 3.3.2. (Armónica de claseW2 - casi Kähler) De acuerdo con (3.3.1) y el Corolario 3.2.3 una
estructura casi Kähler es armónica si y sólo si

cs + ar = 0, br − as = 0. (3.3.2)

Por lo tanto, podemos producir ejemplos armónicos y no armónicos.

Por ejemplo, para L1 = [
0

1
−1
] la estructura casi compleja J es casi Kähler y armónica, mientras

que para L2 = [
0 1 0
0 1 0
0 0 −1

] la estructura casi Kähler J no es armónica. Cabe destacar que las álgebras de

Lie g1 = R ⋉L1 R3 y g2 = R ⋉L2 R3 son ambas isomorfas al álgebra R × e(1,1) del Ejemplo 3.3.1, pues
L0, L1 y L2 poseen la misma forma de Jordan (Lema 3.1.1).

En consecuencia, toda solvariedad asociada a R × E0(1,1) admite al menos tres estructuras casi
hermitianas (Ji, gi) para i = 0,1,2, tales que J0 y J1 son armónicas respecto a g0 y g1, respectivamente,
J0 ∈ W, J1 es casi Kähler, y J2 es casi Kähler pero no armónica respecto a g2. Más aún, se puede
verificar que g0 y g1 son isométricas.

Ejemplo 3.3.3. (Armónica integrable) Dada un álgebra de Lie casi abeliana métrica de dimensión 4
con una estructura casi compleja ortogonal integrable J , tenemos que J es armónica si y sólo si (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩)
es LCK. En efecto, la condición de integrabilidad (a = d, c = −b, r = s = 0) junto con la condición de
armonicidad (3.3.1) implican que bq − ap = 0 y bp + aq = 0. Esto quiere decir que, o (a, b) = (0,0),
o (a, b) ≠ (0,0) y (p, q) = (0,0). En cualquier caso, (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) es LCK por la caracterización de [8].
Recíprocamente, recordemos que toda estructura LCK es armónica por [73]. En [8], fueron construidos
retículos en álgebras casi abelianas LCK de dimensión 4. Las correspondientes superficies compactas
complejas son superficies de Kodaira primarias o superficies de Inoue de tipo S0.
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Ejemplo 3.3.4. (Integrable no armónica) Sea g = R ⋉L R3, con L = [
0 0 0
1 0 −1
0 1 0

]. Entonces, la estructura

casi compleja J es integrable (3.2.3) pero no es armónica pues no satisface (3.3.1).
Notemos que la métrica invariante a izquierda asociada g en el correspondiente grupo de Lie

simplemente conexo G no es plana, pues L no es antisimétrica. Sin embargo, de acuerdo con la
Observación 3.1.2, si consideramos la base B′ = {e′0 = e0+e2, e

′
1 = e1+e3, e2, e3} de g, entonces la matriz

L toma la forma L′ = [
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

] y J sigue satisfaciendo Je′0 = e′1 y Je2 = e3. Sea ⟨⋅ , ⋅ ⟩′ el producto interno

en g que hace a la base B′ ortonormal. Entonces, la correspondiente métrica invariante a izquierda g′
en G es plana y más aún (g, J, g′) es Kähler. En particular, J es g′-armónica. Se sabe que este grupo
de Lie G admite retículos [84]. Luego, para cualquier retículo Γ en G la solvariedad compleja (Γ/G,J)
admite dos métricas hermitianas invariantes g y g′ tales que J no es armónica con respecto a g, pero
sí es armónica con respecto a g′ (más aún, (J, g′) es Kähler).

Analizamos a continuación las solvariedades que se obtienen de G. Es sabido que los únicos valores
de t tales que la matriz exp(tL) (o exp(tL′)) es conjugada a una matriz entera son t ∈ {2π,π, 2π

3 ,
π
2 ,

π
3 }

(ver por ejemplo [142, Proposition 5.1]). Para t = 2π, el retículo correspondiente es abeliano, isomorfo
a Z4, por lo que la solvariedad asociada es difeomorfa al toro T4 (debido al Teorema 1.2.2). Para los
otros valores posibles de t, la solvariedad asociada es una superficie hiperelíptica (ver [84]).

Ejemplo 3.3.5 (Armónica no integrable en una nilvariedad).

(1) Sea g = R⋉LR3 con L = [
0 0 0
0 0 0
0 1 0
]. Entonces, sigue del Corolario 3.2.3 y (3.3.2) que J es armónica y

casi Kähler. Además, g es el álgebra de Lie del grupo de Lie H3×R, donde H3 es el grupo de Heisenberg
de dimensión 3. Una nilvariedad asociada a H3 ×R es la famosa variedad de Kodaira-Thurston, y la
métrica invariante casi Kähler inducida por g se corresponde con la métrica de Abbena [1] (la cual ya
se probó que es armónica en [158]).

(2) Sea g = R ⋉L R3 con L = [
0 1 0
0 0 0
1 0 0
]. De acuerdo con (3.3.1), la estructura casi compleja J es

armónica y es claramente no integrable; de hecho pertenece a la clase general W (Corolario 3.2.3).
Puesto que L3 = 0 pero L2 ≠ 0, el álgebra de Lie g es 3-pasos nilpotente, y como las constantes de
estructura son racionales, el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite retículos ([109]). Se
sabe que g no admite estructuras complejas (ver por ejemplo [74]). Más aún, usando resultados de
la teoría de superficies complejas compactas se tiene un resultado más fuerte, a saber, que ninguna
nilvariedad asociada admite estructuras complejas, ya sean invariantes o no ([21, Proposition 3.1]).

Podemos encontrar estructuras casi Kähler en g aunque ninguna armónica, debido al hecho de que
si L como en el Corolario 3.2.3 satisface L3 = 0 y (3.3.2) entonces L2 = 0.

3.3.2. Dimensión ≥ 6
En lo que sigue mostraremos ejemplos de estructuras casi complejas armónicas de dimensión 2n

(n ≥ 3) en álgebras de Lie casi abelianas g = R ⋉L R2n−1, en las clases W2, W2 ⊕W3, W1 ⊕W2 ⊕W3,
W2⊕W4, W3⊕W4, W2⊕W3⊕W4 y W, respectivamente. Destacamos que las clases de los siguientes
ejemplos de estructuras casi complejas J son genuinas, en el sentido en que J no pertenece a ninguna
subclase contenida en la clase en cuestión. En todos estos ejemplos consideraremos una base ortonormal
{e0, e1, . . . , e2n−1} de manera que u = span{e1, . . . , e2n−1}, la estructura casi compleja ortogonal J estará
dada por Je2i = e2i+1, para todo 0 ≤ i ≤ n − 1, y todas las matrices serán expresadas en esta base. La
condición de unimodularidad es

µ +TrD = 0, (3.3.3)
con la notación de (3.1.1). Mostraremos la existencia de retículos usando el Teorema 1.2.5.
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Ejemplo 3.3.6. (Armónica W2 - casi Kähler) Sea g = R ⋉L R2n−1 equipada con una estructura casi
Kähler (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩), es decir, J ∈W2. De acuerdo con el Teorema 3.2.2 tenemos que D ∈ sp(n− 1,R), por
lo que la condición (ii) en el Corolario 3.1.4 se satisface. Además TrD = 0, por lo que resulta de (3.3.3)
que µ = 0. Esto junto con la condición (i) en el Corolario 3.1.4 implican que J es armónica si y sólo si

Dtw0 = 0.

Elegimos D = [ 0 1
1 0 ]

⊕(n−1)
∈ sp(n − 1,R), µ = 0 y v0 = w0 = 0. Se deduce entonces que J es

armónica y J ∈ W2. Ahora, dado cualquier m ∈ N, m ≥ 3, sea tm = log(m+
√

m2−4
2 ). Luego la matriz

exp(tmL) = (1)⊕ [ cosh tm sinh tm
sinh tm cosh tm

]
⊕(n−1) es conjugada por bloques a Cm = (1)⊕ [ 0 −1

1 m ]
⊕(n−1). Aplicando

el Teorema 1.2.5 obtenemos que para cada m hay un retículo Γm y son no isomorfos de a pares pues
Γm/[Γm,Γm] ≅ Z2 ⊕ (Zm−2)

n−1.

Ejemplo 3.3.7. (Armónica de clase W2 ⊕W3) Recordemos del Teorema 3.2.2 que J ∈ W2 ⊕W3 si
y sólo si µ = TrD = 0 (en virtud de (3.3.3)), v0 = 0 y DaJ

′ = J ′Da. Entonces, la condición (ii) del
Corolario (3.1.4) se satisface y la condición (i) se simplifica a

Dtw0 = 0.

Sea L =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 am 0 0
0 0 0 −am 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕[ am 0
0 −am

]
⊕(n−3), donde am = log(m+

√
m2−4
2 ), para m ∈ N, m ≥ 3. Claramente

J es armónica y J ∈W2 ⊕W3. Además, es fácil verificar que J ∉W2 ∪W3. El correspondiente grupo
de Lie simplemente conexo admite retículos gracias al Teorema 1.2.5 dado que

exp(L) = [1 1
0 1]⊕ diag(eam , e−am ,1)⊕ [e

am 0
0 e−am

]

⊕(n−3)

es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. Por lo tanto, obtenemos solvariedades
equipadas con una estructura casi compleja armónica que pertenece genuinamente a la claseW2⊕W3.

Ejemplo 3.3.8. (Armónica de clase W1⊕W2⊕W3) Sea J ∈W1⊕W2⊕W3, esto es, µ = TrD y v0 = 0.
Como el álgebra de Lie es unimodular, la ecuación (3.3.3) implica que µ = TrD = 0. Por lo tanto, las
condiciones de armonicidad del Corolario 3.1.4 se transforman en

DaJ
′DaJ

′
= J ′DaJ

′Da, Dsw0 + J
′DaJ

′w0 = 0.

Dado m ∈ N,m ≥ 3, sea am = log(m+
√

m2−4
2 ). Un ejemplo armónico se obtiene por ejemplo al tomar

µ = 0, v0 = w0 = 0 y D = [
am 0 0 0
0 0 −b 0
0 b 0 0
0 0 0 −am

]⊕[ am 0
0 −am

]
⊕(n−3), para algún b ∈ R. Eligiendo b ∈ {2π,π, 2π

3 ,
π
2 ,

π
3 }

obtenemos que exp(L) es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. Así, usando el
Teorema 1.2.5 obtenemos retículos y consecuentemente solvariedades con una estructura casi compleja
armónica J en W1 ⊕W2 ⊕W3 que no pertenece a ninguna subclase (pues [Da, J

′] ≠ 0).

Ejemplo 3.3.9. (Armónica de clase W2 ⊕W4) Sea J ∈ W2 ⊕W4, es decir v0 = 0 y D = λ I+B,
para algún λ ∈ R y B ∈ sp(n − 1,R). Como g es unimodular, debe ser λ = − µ

2n−2 . Tenemos que
[Da, J

′] = [Ba, J
′] = 0, por lo que la condición (ii) en el Corolario 3.1.4 se cumple, y debido a v0 = 0 la

condición (i) se convierte en
Dtw0 = −µw0.
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En [8] se dieron ejemplos de álgebras de Lie casi abelianas de dimensión 2n tales que J ∈W2⊕W4.
Explícitamente,

L = (1)⊕ diag (0, 1
n
, . . . ,

n − 2
n

,−
1
n
,−

2
n
, . . . ,−

n − 2
n

,−1) .

J es armónica pues w0 = 0. También se exhibieron en [8] valores de t ≠ 0 tales que exp(tL) es conjugada
a una matriz entera unimodular, y se obtuvo una familia {Mm}m∈N de solvariedades no homeomorfas
de a pares. Por lo tanto, estas solvariedades admiten una estructura casi compleja armónica en la clase
W2 ⊕W4. Notar que J ∉W2 dado que µ ≠ 0 y J ∉W4 pues J no es integrable.

Ejemplo 3.3.10. (Armónica integrable) Sea L0 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 0
0 0 −a 0 0
0 a 0 0 0
1 0 −a 0 0
1 a 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [ 0 −b
b 0 ]

⊕(n−3), para algunos valores de

a, b ∈ R. Entonces, la estructura casi compleja J en el álgebra de Lie casi abeliana g0 = R ⋉L0 R2n−1 es
integrable debido al Teorema 3.2.2. Más aún, J es armónica puesto que Dv0 = 0 = µv0 (ver (3.1.5)).
Como v0 ≠ 0, J no es ni balanceada ni LCK, por lo que J ∈W3 ⊕W4 pero J ∉W3 ∪W4. Además, L0
tiene la misma forma de Jordan que

L1 = [
0 1
0 0]⊕

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −a 0
a 0 0
0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [
0 −b
b 0 ]

⊕(n−3)
.

Por lo tanto, en virtud del Lema 3.1.1, g0 es isomorfa al álgebra de Lie g1 = R ⋉L1 R2n−1. Escogiendo
a, b ∈ {2π,π, π

2 ,
π
3 ,

2π
3 }, la matriz exp(L1) es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. En

consecuencia el grupo de Lie simplemente conexo asociado admite retículos por el Teorema 1.2.5, por
lo que las correspondientes solvariedades admiten una estructura casi compleja integrable armónica.

Ejemplo 3.3.11. (Armónica de claseW2⊕W3⊕W4) Esta clase se caracteriza por [Da, J
′] = 0. Luego

la condición (ii) del Corolario 3.1.4 se cumple automáticamente y la condición (i) se transforma en

µγ +Dsγ +Daρ = 0.

Dado m ∈ N,m ≥ 3, sea am = log(m+
√

m2−4
2 ). Si L = [ 0 0 2

2 0 0
0 0 0
] ⊕ [ am 0

0 −am
]
⊕(n−2), entonces µ = 0, Da = 0,

Ds = D y γ = (1,1,0, . . . ,0)t. Consecuentemente, µγ + Dsγ + Daρ = 0 de modo que J es armónica
y claramente J ∈ W2 ⊕W3 ⊕W4. Como v0 ≠ 0 y w0 ≠ 0, J no pertenece a ninguna subclase de
W2 ⊕W3 ⊕W4. Además,

exp(L) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 2
2 1 2
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [
eam 0
0 e−am

]

⊕(n−2)

se conjuga por bloques a una matriz entera unimodular por lo que usando el Teorema 1.2.5 obtenemos
solvariedades que admiten una estructura casi compleja armónica en la clase J ∈W2 ⊕W3 ⊕W4.

Ejemplo 3.3.12. (Armónica de clase W) Sea L =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 2
2 0 0 0 0
0 0 0 −a 0
0 0 a 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [ 0 −b
b 0 ]

⊕(n−3), para algunos a, b ∈ R.

Luego µ = 0, γ = (1,0,0,1,0, . . . ,0)t, ρ = (1,0,0,−1,0, . . . ,0)t, Ds = 0 y Da =D. Notar que [Da, J
′] ≠ 0

pero DaJ
′DaJ

′ = J ′DaJ
′Da por lo que la condición (ii) en el Corolario 3.1.4 se satisface. Dado que

µγ +Dsγ + J
′DaJ

′ρ = 0, la condición (i) también se satisface por lo que J es armónica. Debido a que
v0 ≠ 0, w0 ≠ 0 y [Da, J

′] ≠ 0, tenemos que J ∈W pero que no pertenece a ninguna subclase.
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La matriz L posee la misma forma de Jordan que L1 = [
0 2 0
0 0 2
0 0 0
] ⊕ [ 0 −a

a 0 ] ⊕ [
0 −b
b 0 ]

⊕(n−3), por lo
que el álgebra de Lie g = R ⋉L R2n−1 es isomorfa a g1 = R ⋉L1 R2n−1 debido al Lema 3.1.1. Para
a, b ∈ {2π,π, 2π

3 ,
π
2 ,

π
3 } tenemos que

exp(L1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2 2
0 1 2
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [
cosa − sina
sina cosa ]⊕ [

cos b − sin b
sin b cos b ]

⊕(n−3)

es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. De acuerdo con el Teorema 1.2.5 obtenemos
solvariedades que admiten una estructura casi compleja armónica genérica.

3.3.3. Estructuras SKT y la condición de armonicidad

Otra clase interesante de variedades hermitianas, que no es una de las clases de Gray-Hervella,
está dada por las variedades SKT. Recordemos que una variedad hermitiana (M,J, g) se dice SKT si
∂∂ω = 0, donde ω = g(J ⋅, ⋅) denota la 2-forma fundamental, como es usual. Estas variedades también
se pueden definir por la condición equivalente dc = 0, donde c(X,Y,Z) ∶= g(T (X,Y ), Z) es la 3-forma
de torsión de la conexión de Bismut en M asociada a la estructura hermitiana (J, g).

Estructuras SKT invariantes a izquierda en grupos de Lie casi abelianos han sido estudiadas en
[15], donde es demostrado el siguiente resultado2:

Teorema 3.3.13. [15, Theorem 4.6] Sea (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) una estructura hermitiana en un álgebra de Lie
casi abeliana de dimensión 2n dada por g = Re0 ⋉L R2n−1, donde L es como en (3.1.1). Entonces la
estructura hermitiana (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) es SKT si y sólo si w0 = 0, [D,J ′] = 0, [D,Dt] = 0 y todo autovalor
de D tiene parte real igual a 0 o −µ

2 .

Usando esta caracterización, podemos determinar cuando la estructura compleja de una estruc-
tura hermitiana SKT es armónica. Como fue mencionado anteriormente, la condición [D,J ′] = 0 es
equivalente a [Ds, J

′] = 0 y [Da, J
′] = 0, donde Ds (respectivamente, Da) denota la parte simétrica

(respectivamente, antisimétrica) de D. Por el otro lado, la condición de normalidad [D,Dt] = 0 es equi-
valente a [Ds,Da] = 0. Por lo tanto, {J ′,Ds,Da} es una familia conmutativa de operadores normales
en a. En consecuencia, son operadores unitariamente diagonalizables sobre C de manera simultánea,
por lo que existe una base ortonormal {e2, . . . , e2n−1} de a en la que J ′ y D tienen la siguiente forma:

J ′ = [ 0 −1
1 0 ]

⊕(n−1)
, D = [ a1 −b1

b1 a1
]⊕⋯⊕ [

an−1 −bn−1
bn−1 an−1

] , (3.3.4)

con ai = 0 o ai = −
µ

2
y bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n − 1, de acuerdo al Teorema 3.3.13.

Proposición 3.3.14. Con la notación de arriba, si (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩) es SKT entonces J es armónica si y
sólo si una de las siguientes condiciones mutuamente excluyentes valen:

(i) v0 = 0, o

(ii) v0 ≠ 0 y ai = 0 para todo i, esto es, D ∈ u(n − 1). Más aún, D es no invertible y v0 ∈ KerD.

Además, si el álgebra de Lie casi abeliana g es unimodular entonces:

En el caso (i), o bien µ = 0 y D ∈ u(n−1), o bien µ ≠ 0 y existe exactamente un i ∈ {1, . . . , n−1}
tal que ai = −

µ
2 ;

En el caso (ii), µ = 0.
2En [15] se usa una convención diferente de signos: Allí, Je0 = −e1, pero esto no afecta el signo de µ.
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Demostración. Como J es integrable, del Corolario 3.1.5 deducimos que J es armónica si y sólo si
Dv0 = (TrD)v0.

Claramente, si v0 = 0 entonces J es armónica. Asumamos ahora que J es armónica y v0 ≠ 0.
Esto implica que TrD es un autovalor real de D. Gracias al Teorema 3.3.13, tenemos que TrD = 0 o
TrD = −µ

2
.

Ahora, se sigue de (3.3.4) que TrD = −kµ, donde k = ∣{i ∈ {1, . . . , n − 1} ∣ ai = −
µ
2}∣. Comparando

con los posibles valores de TrD (es decir, 0 o −µ
2 ) obtenemos que, o bien µ = 0 o bien µ ≠ 0 y k = 0.

En cualquier caso resulta ai = 0 para todo i, de modo que D ∈ u(n − 1). Más aún, Dv0 = −kµv0 = 0.
Por último, asumamos ahora que g es unimodular, esto es, TrL = 0. En el caso (i) se tiene

0 = TrL = µ+TrD = (1− k)µ, con k como antes. Por lo tanto, o bien µ = 0 y D ∈ u(n− 1), o bien µ ≠ 0
y k = 1. En el caso (ii) tenemos que 0 = TrL = µ +TrD = µ dado que D ∈ u(n − 1).

Observación 3.3.15.

(1) Cabe remarcar que en el caso (i) de la Proposición 3.3.14, con g unimodular y µ = 0, la estructura
hermitiana es de hecho Kähler, en virtud del Teorema 3.2.2. Más aún, la métrica es plana, debido
a [113, Theorem 1.5].

(2) Las estructuras SKT en álgebras de Lie casi abelianas, así como también su relación con otras
estructuras geométricas, también han sido estudiadas en [56]. En particular, se obtiene una
clasificación salvo isomorfismo, de las álgebras de Lie casi abelianas de dimensión 6 que admiten
estructuras SKT.

Corolario 3.3.16. Para todo n ≥ 2, existen solvariedades de dimensión 2n que admiten una estructura
hermitiana SKT (J, g) tal que J es armónica.

Demostración. Consideremos el álgebra de Lie casi abeliana 2n-dimensional g = R ⋉L R2n−1 con la
estructura hermitiana usual (J, ⟨⋅ , ⋅ ⟩), con L ∈ gl(2n − 1,R) dada por

L =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

µ

−
µ
2 −a
a −

µ
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [
0 −b1
b1 0 ]⊕⋯⊕ [

0 −bn−2
bn−2 0 ] , µ ≠ 0. (3.3.5)

Si M(µ, a) denota la matriz 3 × 3 de (3.3.5), fue probado en [8] que para ciertos valores de µ y
a ≠ 0, la matriz exp(M(µ, a)) es conjugada a una matriz entera unimodular. Por lo tanto, si elegimos
bi ∈ {2π,π, 2π

3 ,
π
2 ,

π
3 }, tenemos que exp(L) se conjuga por bloques a una matriz entera unimodular.

De acuerdo con el Teorema 1.2.5, el correspondiente grupo de Lie casi abeliano simplemente conexo
admite retículos y por lo tanto las solvariedades asociadas admiten una estructura SKT invariante con
estructura compleja armónica.



Capítulo 4

Métricas hermitianas especiales en
productos de variedades sasakianas

4.1. Preliminares sobre variedades sasakianas

Una estructura de casi contacto en una variedad diferenciable de dimensión impar M2n+1 es una
terna (φ, ξ, η), donde φ es un campo tensorial de tipo (1,1), ξ es un campo vectorial, y η una 1-forma
que además satisfacen las ecuaciones

φ2
= − Id+η ⊗ ξ, η(ξ) = 1.

Esto implica que φ(ξ) = 0 y η○φ = 0 (ver [26]). Se dice que (M,φ, ξ, η) es una variedad de casi contacto
y ξ es llamado el campo vectorial de Reeb. El fibrado tangente de M se descompone en suma directa
como TM = D ⊕L, donde D = Kerη = Imφ y L es el fibrado de líneas generado por ξ.

En la variedad producto M × R existe una estructura casi compleja J natural, que está definida
por

J (X + f
d

dt
) = φX − fξ + η(X)

d

dt
, (4.1.1)

donde X ∈ X(M), t es la coordenada en R y f es una función diferenciable en M ×R. Si J es integrable,
la estructura de casi contacto se dice normal. Esto es equivalente a que se anule el tensor

Nφ ∶= [φ,φ] + dη ⊗ ξ,

donde [φ,φ] es la torsión de Nijenhuis de φ definida por

[φ,φ](X,Y ) = [φX,φY ] + φ2
[X,Y ] − φ[φX,Y ] − φ[X,φY ].

Notar que si la estructura de casi contacto es normal entonces

φ[ξ,X] = [ξ,φX], para todo X ∈ X(M). (4.1.2)

En particular,
[ξ,X] ∈ Γ(D), para todo X ∈ Γ(D). (4.1.3)

Una estructura de casi contacto métrica en M es una 4-upla (φ, ξ, η, g), donde (φ, ξ, η) es una
estructura de casi contacto y g es una métrica riemanniana en M que satisface

g(φX,φY ) = g(X,Y ) − η(X)η(Y ), X,Y ∈ X(M). (4.1.4)
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Esta ecuación implica que

g(φX,Y ) = −g(X,φY ) y g(ξ,X) = η(X),

para todo X,Y ∈ X(M). Esto quiere decir que φ es antisimétrica y el campo de Reeb ξ es g-dual a la
1-forma η. En analogía con el contexto casi hermitiano, la 2-forma fundamental Φ se define por1

Φ(X,Y ) = g(X,φY ).

Una variedad de casi contacto normal S se dice sasakiana si dη = 2Φ. En particular, Φ es exacta y η
es una forma de contacto en S, es decir, η∧(dη)n es una forma de volumen. Las variedades sasakianas
forman la clase más importante de variedades de casi contacto, debido a su estrecha relación con las
variedades Kähler. En efecto, el cono riemanniano de una variedad de casi contacto métrica equipado
con la estructura casi compleja dada por (4.1.1) es Kähler si y sólo si la estructura de casi contacto es
sasakiana.

Algunas propiedades de las variedades sasakianas que necesitaremos en las próximas secciones se
indican en el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Si (S,φ, ξ, η, g) es una variedad sasakiana con 2-forma fundamental Φ(X,Y ) = g(X,φY )
y dη = 2Φ, entonces:

(i) ξ es un campo de Killing unitario en S,

(ii) ∇Xξ = −φX para todo X ∈ X(S); en particular, ∇ξξ = 0,

(iii) ∇ξX = [ξ,X] − φX para todo X ∈ X(S),

(iv) (∇Xφ)Y = g(X,Y )ξ − η(Y )X para todo X,Y ∈ X(S).

La prueba del Lema 4.1.1 es estándar y puede encontrarse en [26].

4.1.1. Geometría transversal de las variedades sasakianas

Sea (S,φ, η, ξ, g) una variedad sasakiana de dimensión 2n + 1. Recordemos que D = Kerη = Imφ
es un subfibrado de TS de rango 2n. La estructura sasakiana induce en D una conexión natural ∇T

llamada la conexión de Levi-Civita transversal, la cual está definida, para todo U ∈ Γ(D), por

∇
T
ξ U = [ξ,U], ∇

T
XU = (∇XU)

D, X ∈ Γ(D), (4.1.5)

donde (⋅)D denota la proyección sobre D. Esta es la única conexión en D que satisface

∇
T
X(φ∣D) = 0, ∇

T
X(g∣D) = 0, ∇

T
UV −∇

T
V U = [U,V ]

D, (4.1.6)

para todo X ∈ X(S) y U,V ∈ Γ(D). Notar que

∇UV = −Φ(U,V )ξ +∇T
UV, U,V ∈ Γ(D), (4.1.7)

lo cual implica
[U,V ] = −2Φ(U,V )ξ + [U,V ]D, U, V ∈ Γ(D). (4.1.8)

Usando (4.1.5)–(4.1.8) obtenemos el siguiente resultado.
1Notar que definimos Φ ubicando el tensor φ en la segunda coordenada siguiendo la convención usual en geometría

de contacto, por lo cual más adelante en este capítulo definiremos a la forma fundamental de la estructura hermitiana
como ω = g(⋅, J ⋅) a diferencia de lo usado en capítulos anteriores.
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Lema 4.1.2. Para todo U,V,W ∈ Γ(D) valen las siguientes identidades:
(i) ∇T

[U,V ]D
W = ∇T

[U,V ]W + 2Φ(U,V )[ξ,W ],

(ii) ∇[U,V ]W = 2Φ(U,V )φW −Φ([U,V ]D,W )ξ +∇T
[U,V ]W ,

(iii) R(U,V )W = RT (U,V )W +Φ(V,W )φU −Φ(U,W )φV − 2Φ(U,V )φW ,

(iv) R(U,V )ξ = 0.
Demostración. De (4.1.8) y (4.1.5) se deduce (i) pues:

∇
T
[U,V ]W = ∇

T
(−2Φ(U,V )ξ+[U,V ]D)W

= −2Φ(U,V )[ξ,W ] +∇T
[U,V ]DW.

Para (ii), usando (4.1.8) y (4.1.7) calculamos
∇[U,V ]W = ∇(−2Φ(U,V )ξ+[U,V ]D)W

= −2Φ(U,V )([ξ,W ] − φW ) +∇[U,V ]DW

= −2Φ(U,V )([ξ,W ] − φW ) −Φ([U,V ]D,W )ξ +∇T
[U,V ]DW

= −2Φ(U,V )([ξ,W ] − φW ) −Φ([U,V ]D,W )ξ +∇T
[U,V ]W

+ 2Φ(U,V )[ξ,W ]
= 2Φ(U,V )φW −Φ([U,V ]D,W )ξ +∇T

[U,V ]W,

donde hemos usado (i) en la cuarta igualdad.
Para (iii), partiendo de la definición R(U,V )W = ∇U∇V W −∇V∇UW −∇[U,V ]W y usando (4.1.5),

(4.1.8), Lema 4.1.1 y (ii) obtenemos
R(U,V )W = −U(Φ(V,W ))ξ +Φ(V,W )φU −Φ(U,∇T

V W )ξ +∇
T
U∇

T
V W

+ V (Φ(U,W ))ξ −Φ(U,W )φV +Φ(V,∇T
UW )ξ −∇

T
V∇

T
UW

− (2Φ(U,V )φW −Φ([U,V ]D,W )ξ +∇T
[U,V ]W ).

Ahora, usando (i), la definición de Φ y (4.1.6) llegamos a
R(U,V )W = −g(∇T

UV,φW )ξ − g(V,φ∇
T
UW )ξ +Φ(V,W )φU − g(U,φ∇T

V W )ξ

+ g(∇T
V U,φW )ξ + g(U,φ∇

T
V W )ξ −Φ(U,W )φV + g(V,φ∇T

UW )ξ

− 2Φ(U,V )φW +Φ([U,V ]D,W )ξ +RT
(U,V )W

= RT
(U,V )W +Φ(V,W )φU −Φ(U,W )φV − 2Φ(U,V )φW,

lo cual prueba (iii).
Para (iv), calculamos

R(U,V )ξ = ∇U∇V ξ −∇V∇Uξ −∇[U,V ]ξ

= −∇UφV +∇V φU + φ[U,V ]

= Φ(U,φV )ξ −∇T
UφV −Φ(V,φU)ξ +∇T

V φU + φ[U,V ]
D

= −g(U,V )ξ − φ∇T
UV + g(V,U)ξ + φ∇

T
V U + φ[U,V ]

D,

de acuerdo al Lema 4.1.1(ii). Se sigue de (4.1.6) que esta última expresión se anula. Por lo tanto,
R(U,V )ξ = 0, y la prueba queda completa.

Corolario 4.1.3. Para todo U,V ∈ Γ(D), el endomorfismo de curvatura R(U,V ) preserva D. Más
aún, para V = φU tenemos que R(U,φU)∣D conmuta con φ∣D.
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4.2. Estructuras hermitianas en productos de variedades sasakianas

Recordamos a continuación la siguiente construcción desarrollada independientemente por Tsukada
[145] y Watson [155], ambas basadas en una construcción previa debida a Morimoto [116], usando
ideas de [37]. Con esta construcción, uno puede definir una estructura hermitiana en el producto de
dos variedades equipadas con estructuras de casi contacto normales métricas. Nos enfocaremos luego
en el producto de variedades sasakianas.

Sean M1 y M2 variedades diferenciables de dimensión 2n1 + 1 y 2n2 + 1, y sean (φ1, ξ1, η1, g1) y
(φ2, ξ2, η2, g2) estructuras de casi contacto métricas en M1 y M2, respectivamente.

Para a, b ∈ R, b ≠ 0, se puede construir una estructura casi hermitiana (Ja,b, ga,b) en la variedad
producto M ∶= M1 ×M2 como sigue: para X1 ∈ X(M1) y X2 ∈ X(M2), se define una estructura casi
compleja Ja,b en M por

Ja,b(X1 +X2) = φ1X1 − (
a

b
η1(X1) +

a2 + b2

b
η2(X2)) ξ1 (4.2.1)

+ φ2X2 + (
1
b
η1(X1) +

a

b
η2(X2)) ξ2.

A continuación, se define la métrica riemanniana ga,b en M por

ga,b(X1 +X2, Y1 + Y2) = g1(X1, Y1) + a[η1(X1)η2(Y2) + η1(Y1)η2(X2)] (4.2.2)
+ g2(X2, Y2) + (a

2
+ b2
− 1)η2(X2)η2(Y2).

Es un ejercicio sencillo sobre formas cuadráticas verificar que ga,b es definida positiva y Ja,b es hermi-
tiana con respecto a ga,b.

Pensando a X(M1) y X(M2) como subálgebras de X(M) de la manera natural, (4.2.1) y (4.2.2) se
pueden reescribir del siguiente modo, donde Ui ∈ Γ(Di):

Ja,bξ1 = −
a

b
ξ1 +

1
b
ξ2,

Ja,bU1 = φ1U1,

Ja,bξ2 = −
a2 + b2

b
ξ1 +

a

b
ξ2,

Ja,bU2 = φ2U2,

y, para Xi, Yi ∈ X(Mi):

ga,b(X1, Y1) = g1(X1, Y1),

ga,b(X1,X2) = aη1(X1)η2(X2),

ga,b(X2, Y2) = g2(X2, Y2) + (a
2
+ b2
− 1)η2(X2)η2(Y2).

Notemos que ga,b coincide con g1 en M1 y con g2 en D2, pero modifica la longitud de ξ2 por un factor
de a2+b2; además, ξ1 y ξ2 no son más ortogonales si a ≠ 0. Más aún, ga,b es la métrica producto g1×g2
si y sólo si a = 0, b = ±1.

La construcción original de Morimoto se corresponde con a = 0, b = 1, quien además probó el
siguiente resultado.

Proposición 4.2.1. [116, Proposition 3] Sean (φ1, ξ1, η1) y (φ2, ξ2, η2) estructuras de casi contacto
en M1 y M2, respectivamente. Entonces la estructura casi compleja J0,1 en M =M1×M2 es integrable
si y sólo si ambas estructuras de casi contacto son normales.
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Más generalmente, se puede probar de manera análoga el siguiente resultado.

Proposición 4.2.2. Sean (φ1, ξ1, η1) y (φ2, ξ2, η2) estructuras de casi contacto en M1 y M2, respec-
tivamente. Si ambas estructuras de casi contacto son normales entonces la estructura casi compleja
Ja,b es integrable para a, b ∈ R, b ≠ 0.

De ahora en adelante, trataremos solamente el caso en que (S1, φ1, ξ1, η1, g1) y (S2, φ2, ξ2, η2, g2)
son variedades sasakianas. Denotaremos por Ma,b a la variedad producto S1 × S2 equipada con la
estructura hermitiana (Ja,b, ga,b). Más aún, por simplicidad denotaremos J ∶= Ja,b, g ∶= ga,b puesto que
no habrá riesgo de confusión. A lo largo de este capítulo usaremos ω ∶= ωa,b = ga,b(⋅, Ja,b⋅), a diferencia
de la convención utilizada en el Capítulo 3, por cuestiones de compatibilidad con resultados conocidos.

En las siguientes secciones necesitaremos fórmulas explícitas para la conexión de Levi-Civita ∇
en Ma,b asociada a g en términos de las conexiones de Levi-Civita ∇1 y ∇2 en (S1, g1) y (S2, g2),
respectivamente. Utilizaremos las siguientes expresiones que aparecen por ejemplo en [103].

Dados Xi, Yi, Zi ∈ X(Si), tenemos que

g(∇X1Y1, Z1) = g1(∇
1
X1Y1, Z1), g(∇X1Y1, Z2) = aη1(∇

1
X1Y1)η2(Z2),

g(∇X2Y2, Z1) = aη2(∇
2
X2Y2)η1(Z1),

g(∇X2Y2, Z2) = g2(∇
2
X2Y2, Z2) + (a

2
+ b2
− 1)[η2(∇

2
X2Y2)η2(Z2) (4.2.3)

− η2(X2)g2(φ2Y2, Z2) − η2(Y2)g2(φ2X2, Z2)],

g(∇X1Y2, Z1) = −aη2(Y2)g1(φ1X1, Z1), g(∇X1Y2, Z2) = −aη1(X1)g2(φ2Y2, Z2),

g(∇X2Y1, Z1) = −aη2(X2)g1(φ1Y1, Z1), g(∇X2Y1, Z2) = −aη1(Y1)g2(φ2X2, Z2).

Del conjunto de ecuaciones (4.2.3) se desprende el siguiente resultado, cuya demostración es inme-
diata.

Corolario 4.2.3. Con la notación de arriba,

(i) ∇X1Y1 = ∇
1
X1
Y1 ∈ X(S1),

(ii) ∇X2Y2 = ∇
2
X2
Y2 − (a

2 + b2 − 1)[η2(X2)φ2Y2 + η2(Y2)φ2X2] ∈ X(S2),

(iii) ∇X1Y2 = −a[η2(Y2)φ1X1 + η1(X1)φ2Y2] ∈ X(S1)⊕X(S2),

(iv) ∇X2Y1 = −a[η2(X2)φ1Y1 + η1(Y1)φ2X2] ∈ X(S1)⊕X(S2).

En particular, ∇ξ1ξ1 = ∇ξ2ξ2 = ∇ξ1ξ2 = ∇ξ2ξ1 = 0.

Usando este corolario calculamos ∇J , el cual necesitaremos en la prueba del Lema 4.3.2 más abajo.

Lema 4.2.4. Para todo Xi, Yi ∈ X(Si), i = 1,2,

(i) (∇X1J)Y1 = g1(X1, Y1)ξ1 − η1(Y1)X1 −
a
b Φ1(X1, Y1)ξ1 +

1
b Φ1(X1, Y1)ξ2,

(ii) (∇X2J)Y2 = [g2(X2, Y2) + (a
2
+ b2
− 1)η2(X2)η2(Y2)]ξ2 − (a

2
+ b2
)η2(Y2)X2

−
a2 + b2

b
Φ2(X2, Y2)ξ1 +

a

b
Φ2(X2, Y2)ξ2,

(iii) (∇X1J)Y2 = aη2(Y2)η1(X1)ξ1 − aη2(Y2)X1 + bη2(Y2)φ1X1,

(iv) (∇X2J)Y1 = a[η1(Y1)η2(X2)ξ2 − η1(Y1)X2] − bη1(Y1)φ2X2.

En particular, ∇ξ1J = 0 y ∇ξ2J = 0.
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Demostración. Calculamos ∇J usando el Corolario 4.2.3 y la definición de J .
Para (i),

(∇X1J)Y1 = ∇X1JY1 − J∇
1
X1Y1.

Vamos a expandir cada término en detalle. Por un lado,

∇X1JY1 = ∇X1(φ1Y1 −
a

b
η1(Y1)ξ1 +

1
b
η1(Y1)ξ2)

= ∇
1
X1φ1Y1 −

a

b
(X1(η1(Y1))ξ1 − η1(Y1)φ1X1)

+
1
b
(X1(η1(Y1))ξ2 − aη1(Y1)φ1X1).

Por otro lado,
−J∇1

X1Y1 = −φ1∇
1
X1Y1 +

a

b
η1(∇

1
X1Y1)ξ1 −

1
b
η1(∇

1
X1Y1)ξ2.

Juntando estas dos expresiones llegamos a

(∇X1J)Y1 = (∇
1
X1φ1)Y1 −

a

b
g1(∇

1
X1ξ1, Y1)ξ1 +

1
b
g1(∇

1
X1ξ1, Y1)ξ2

= g1(X1, Y1)ξ1 − η1(Y1)X1 −
a

b
Φ1(X1, Y1)ξ1 +

1
b

Φ1(X1, Y1)ξ2,

donde hemos usado el Lema 4.1.1(iv).
Ahora, para (ii),

(∇X2J)Y2 = ∇X2JY2 − J(∇
2
X2Y2 − (a

2
+ b2
− 1)[η2(X2)φ2Y2 + η2(Y2)φ2X2]).

El primer término es igual a

∇X2JY2 = ∇X2(φ2Y2 −
a2 + b2

b
η2(Y2)ξ1 +

a

b
η2(Y2)ξ2)

= ∇
2
X2φ2Y2 − (a

2
+ b2
− 1)η2(X2)φ

2
2Y2 −

a2 + b2

b
(X2(η2(Y2))ξ1 − aη2(Y2)φ2X2)

+
a

b
(X2(η2(Y2))ξ2 − (a

2
+ b2
)η2(X2)φ2X2),

y el segundo término es igual a

− φ2(∇
2
X2Y2 − (a

2
+ b2
− 1)[η2(X2)φ2Y2 + η2(Y2)φ2X2])

+
a2 + b2

b
η2(∇

2
X2Y2)ξ1 −

a

b
η2(∇

2
X2Y2)ξ2.

Por lo tanto,

(∇X2J)Y2 = (∇
2
X2φ2)Y2 + (a

2
+ b2
− 1)η2(Y2)φ

2
2X2 −

a2 + b2

b
Φ2(X2, Y2)ξ1 +

a

b
Φ2(X2, Y2)ξ2

= (g2(X2, Y2) + (a
2
+ b2
− 1)η2(X2)η2(Y2))ξ2 − (a

2
+ b2
)η2(Y2)X2

−
a2 + b2

b
Φ2(X2, Y2)ξ1 +

a

b
Φ2(X2, Y2)ξ2,

usando nuevamente el Lema 4.1.1(iv).
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Finalmente, para (iii) y (iv) calculamos

(∇X1J)Y2 = ∇X1(φ2Y2 −
a2 + b2

b
η2(Y2)ξ1 +

a

b
η2(Y2)ξ2) + aJ(η2(Y2)φ1X1 + η1(X1)φ2Y2)

= −aη1(X1)φ
2
2Y2 + bη2(Y2)φ1X1 + a(η2(Y2)φ

2
1X1 + η1(X1)φ

2
2Y2)

= aη2(Y2)φ
2
1X1 + bη2(Y2)φ1X1

= aη2(Y2)η1(X1)ξ1 − aη2(Y2)X1 + bη2(Y2)φ1X1,

(∇X2J)Y1 = ∇X2(φ1Y1 −
a

b
η1(Y1)ξ1 +

1
b
η1(Y1)ξ2) + aJ(η2(X2)φ1Y1 + η1(Y1)φ2X2)

= −aη2(X2)φ
2
1Y1 −

a

b
η1(Y1)(−aφ2X2) −

a2 + b2

b
η1(Y1)φ2X2

+ a(η2(X2)φ
2
1Y1 + η1(Y1)φ

2
2X2)

= a[η1(Y1)η2(X2)ξ2 − η1(Y1)X2] − bη1(Y1)φ2X2.

La última afirmación sigue de los cálculos previos.

En el siguiente resultado R denota el tensor de curvatura de ∇, mientras que Ri denota el tensor de
curvatura de ∇i, i = 1,2. Calcularemos únicamente aquellos tensores de curvatura que necesitaremos
en la prueba del Teorema 4.3.1. Denotamos λa,b ∶= a

2 + b2 − 1 para abreviar.

Lema 4.2.5. Con la notación como arriba, para Ui, Vi ∈ Γ(Di), Zi ∈ X(Si),

(i) R(ξ1, ξ2) = 0,

(ii) R(U1, V1)Z1 = R
1(U1, V1)Z1 y R(U1, V1)Z2 = −2aΦ1(U1, V1)φ2Z2,

(iii) R(U2, V2)Z1 = −2aΦ2(U2, V2)φ1Z1, y
R(U2, V2)Z2 = R

2
(U2, V2)Z2 + λa,b[Φ2(V2, Z2)φ2U2 −Φ2(U2, Z2)φ2V2 − 2Φ2(U2, V2)φ2Z2].

En particular, R(Ui, Vi)ξ1 = R(Ui, Vi)ξ2 = 0.

Demostración. Para (i), calculamos R(ξ1, ξ2)Zi para Zi ∈ X(Si), i = 1,2, usando el Corolario 4.2.3 y
propiedades de las variedades sasakianas como el Lema 4.1.1 y (4.1.2). Para Z1 tenemos que

R(ξ1, ξ2)Z1 = ∇ξ1∇ξ2Z1 −∇ξ2∇ξ1Z1

= ∇ξ1(−aφ1Z1) −∇ξ2([ξ1, Z1] − φ1Z1)

= −a([ξ1, φ1Z1] − φ
2
1Z1) + aφ1([ξ1, Z1] − φ1Z1)

= 0,

y para Z2,

R(ξ1, ξ2)Z2 = ∇ξ1∇ξ2Z2 −∇ξ2∇ξ1Z2

= ∇ξ1([ξ2, Z2] − φ2Z2 − (a
2
+ b2
− 1)φ2Z2) −∇ξ2(−aφ2Z2)

= −a(φ2[ξ2, Z2] − (a
2
+ b2
)φ2

2Z2) + a([ξ2, φ2Z2] − φ
2
2Z2 − (a

2
+ b2
− 1)φ2

2Z2)

= 0.

de donde (i) queda probado.
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Para (ii), primero notemos que R(U1, V1)Z1 = R
1(U1, V1)Z1 sigue de ∇X1Y1 = ∇

1
X1
Y1, donde

X1, Y1 ∈ X(S1). Para Z2, hacemos el cálculo usando el Corolario 4.2.3.

R(U1, V1)Z2 = ∇U1∇V1Z2 −∇V1∇U1Z2 −∇[U1,V1]Z2

= ∇U1(−aη2(Z2)φ1V1) −∇V1(−aη2(Z2)φ1U1) + a[η2(Z2)φ1[U1, V1] + η1([U1, V1])φ2Z2]

= aη2(Z2)(−∇U1φ1V1 +∇V1φ1U1 + φ1[U1, V1]) + aη1([U1, V1])φ2Z2

= −aη2(Z2)(Φ1(U1, φ1V1)ξ1 −∇
1,T
U1
φ1V1 −Φ(V1, φ1U1)ξ1

+∇
1,T
V1
φ1U1 + φ1(∇

1,T
U1
V1 −∇

1,T
V1
U1)) − 2aΦ1(U1, V1)φ2Z2

= −2aΦ1(U1, V1)φ2Z2,

debido a (4.1.6), donde ∇1,T denota la conexión transversal de la variedad sasakiana S1.
Para (iii), el cálculo de R(U2, V2)Z1 es completamente análogo al cálculo de R(U1, V1)Z2 en (ii)

por lo que lo omitimos. Finalmente, calculamos

R(U2, V2)Z2 = ∇U2∇V2Z2 −∇V2∇U2Z2 −∇[U2,V2]Z2

= ∇U2(∇
2
V2Z2 − λa,bη2(Z2)φ2V2) −∇V2(∇

2
U2Z2 − λa,bη2(Z2)φ2U2)

−∇
2
[U2,V2]

Z2 + λa,b[η2(Z2)φ2[U2, V2] + η2([U2, V2])φ2Z2]

= ∇
2
U2∇

2
V2Z2 − λa,bη2(∇

2
V2Z2)φ2U2

− λa,b (U2(η2(Z2))φ2V2 + η2(Z2)∇U2φ2V2)

−∇
2
V2∇

2
U2Z2 + λa,bη2(∇

2
U2Z2)φ2V2

+ λa,b (V2(η2(Z2))φ2U2 + η2(Z2)∇V2φ2U2)

−∇
2
[U2,V2]

Z2 + λa,b[η2(Z2)φ2[U2, V2] − 2Φ2(U2, V2)φ2Z2]

= R2
(U2, V2)Z2 − λa,b (g2(φ2V2, Z2)φ2U2 − g2(φ2U2, Z2)φ2V2)

− λa,bη2(Z2) (−Φ2(U2, φ2V2)ξ2 +∇
2,T
U2
φ2V2

+Φ2(V2, φ2U2)ξ2 −∇
2,T
V2
φ2U2 − φ2(∇

2,T
U2
V2 −∇

2,T
V2
U2))

− 2λa,bΦ2(U2, V2)φ2Z2

= R2
(U2, V2)Z2

+ λa,b(Φ2(V2, Z2)φ2U2 −Φ2(U2, Z2)φ2V2 − 2Φ2(U2, V2)φ2Z2).

La última afirmación se sigue fácilmente de (ii), (iii) y el Lema 4.1.2 (iv).

4.3. Armonicidad de la estructura compleja Ja,b con respecto a ga,b

El resultado principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 4.3.1. Sean (S2n1+1
1 , φ1, ξ1, η1, g1) y (S2n2+1

2 , φ2, ξ2, η2, g2) dos variedades sasakianas. Si
(J, g) ∶= (Ja,b, ga,b) denota la estructura compleja en Ma,b = S1 × S2 dada en (4.2.1) y (4.2.2) entonces
J es armónica con respecto a g, para todo a, b ∈ R, b ≠ 0.

Para demostrar este teorema utilizaremos la Proposición 1.1.30 del Capítulo 1. Primero probamos
un resultado auxiliar, que generaliza [145, Lemma 5.4], donde es considerado el caso de las variedades
de Calabi-Eckmann.
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Lema 4.3.2. Con la notación del Teorema 4.3.1, la codiferencial δJ de la estructura compleja J en
Ma,b está dada por:

δJ = 2n1ξ1 + 2n2ξ2.

Más aún, ∇δJJ = 0.

Demostración. Calcularemos δJ usando (1.1.7). Consideremos un marco ortonormal local en Ma,b

como sigue:
{ξ1, Jξ1 = −

a

b
ξ1 +

1
b
ξ2, e1, . . . , e2n1 , f1, . . . , f2n2} ,

donde cada ej es una sección local de D1 y cada fk es una sección local de D2. En este marco, (1.1.7)
se convierte en

δJ = (∇ξ1J)ξ1 + (∇Jξ1J)Jξ1 +
2n1

∑
j=1
(∇ejJ)ej +

2n2

∑
k=1
(∇fk

J)fk.

Dado que J es integrable, se sigue de [79, Corollary 2.2] que (∇Jξ1J)Jξ1 = (∇ξ1J)ξ1. Por lo tanto,
sigue del Lema 4.2.4 que (∇ξ1J)ξ1 = (∇Jξ1J)Jξ1 = 0, (∇ejJ)ej = ξ1 y (∇fk

J)fk = ξ2, de modo que

δJ =
2n1

∑
j=1

ξ1 +
2n2

∑
k=1

ξ2 = 2n1ξ1 + 2n2ξ2,

como queríamos probar.
Finalmente, la última afirmación sigue del Lema 4.2.4.

Demostración del Teorema 4.3.1. Como en el Lema 4.3.2, consideramos un marco ortonormal local en
Ma,b como sigue:

{ξ1, Jξ1 = −
a

b
ξ1 +

1
b
ξ2, e1, . . . , e2n1 , f1, . . . , f2n2} , (4.3.1)

donde cada ej es una sección local de D1 y cada fk es una sección local de D2.
Como J es integrable, sigue de la Proposición 1.1.30 y del Lema 4.3.2 que J es armónica si y sólo

si [J,P ] = 0, con P definida como en (1.1.6) para el marco local (4.3.1). Mostramos a continuación
que J y P conmutan. Empezamos por calcular P :

−2P = 2R(ξ1, Jξ1) +∑
j

R(ej , φ1ej) +∑
k

R(fk, φ2fk)

=∑
j

R(ej , φ1ej) +∑
k

R(fk, φ2fk),

debido al Lema 4.2.5.
Veamos que [J,R(ej , φ1ej)] = [J,R(fk, φ2fk)] = 0. Dado que R(ej , φ1ej)ξi = R(fk, φ1fk)ξi = 0 para

i = 1,2, es suficiente mostrar que [J,R(ej , φ1ej)] y [J,R(fk, φ2fk)] se anulan al evaluar en secciones de
D1 y D2. Para todos los cálculos que siguen usamos el Lema 4.2.5. Primero, si U1 ∈ Γ(D1), calculamos

[J,R(ej , φ1ej)](U1) = J(R
1
(ej , φ1ej)U1) −R

1
(ej , φ1ej)φ1U1 = 0,

gracias al Corolario 4.1.3. Luego, para U2 ∈ Γ(D2),

[J,R(ej , φ1ej)](U2) = 2aΦ1(ej , φ1ej)U2 −R(ej , φ1ej)φ2U2

= 2aΦ1(ej , φ1ej)U2 − 2aΦ1(ej , φ1ej)U2

= 0.
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De manera similar,

[J,R(fk, φ2fk)](U1) = 2aΦ2(fk, φ2fk)U1 − 2aΦ2(fk, φ2fk)U1 = 0.

Finalmente,

[J,R(fk, φ2fk)](U2) = J(R(fk, φ2fk)U2) −R(fk, φ2fk)φ2U2

= J(R2
(fk, φ2fk)U2) −R

2
(fk, φ2fk)φ2U2

+ λa,b(−Φ2(φ2fk, U2)fk +Φ2(fk, U2)φ2fk

+ 2Φ2(fk, φ2fk)U2)

− λa,b(Φ2(φ2fk, φ2U2)φ2fk +Φ2(fk, φ2U2)fk

+ 2Φ2(fk, φ2fk)U2)

= 0,

pues J(R2(fk, φ2fk)U2) = φ2(R
2(fk, φ2fk)U2) debido al Corolario 4.1.3. Se sigue que [J,P ] = 0 y así

la estructura compleja J = Ja,b es armónica con respecto a la métrica g = ga,b.

Observación 4.3.3. Como mencionamos antes, Wood probó que las variedades de Calabi-Eckmann
equipadas con el producto de las métricas redondas son armónicas. Más aún, mostró que, con la
posible excepción de S1×S3 y S3×S3, las variedades de Calabi-Eckmann son inestables (ver [158, §7]),
esto es, no son un mínimo local del problema variacional (o equivalentemente, la segunda variación
de la energía es positiva, ver [157]). Sin embargo, su prueba depende fuertemente de propiedades
geométricas de la métrica redonda en la esfera. Esto podría indicar que el estudio de la estabilidad en
general en un producto de variedades sasakianas es más complicado.

4.4. Otras propiedades geométricas de las estructuras hermitianas
(Ja,b, ga,b)

En esta sección nos centraremos en los productos de variedades sasakianas que admiten estructuras
hermitianas especiales.

Como en secciones previas, S1 y S2 denotarán variedades sasakianas con dimSi = 2ni + 1, ni ∈ N0,
i = 1,2, y la variedad producto Ma,b = S1 ×S2 estará equipada con la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b)

definida en (4.2.1) y (4.2.2).
La 2-forma fundamental ωa,b = ga,b(⋅, Ja,b⋅) asociada a (Ja,b, ga,b) está dada por

ωa,b = Φ1 +Φ2 − bη1 ∧ η2, (4.4.1)

donde Φi y ηi han sido extendidas al producto de manera natural. Dado que ambas variedades son
sasakianas, la derivada exterior de ωa,b está dada por

dωa,b = −2b(Φ1 ∧ η2 − η1 ∧Φ2). (4.4.2)

Como b ≠ 0, es claro que dωa,b = 0 si y sólo si Φ1 = Φ2 = 0, lo cual ocurre únicamente cuando
n1 = n2 = 0, esto es, dimS1 = dimS2 = 1, por tanto dimMa,b = 2. Como nos interesa el contexto no
Kähler, de ahora en más asumiremos que n1 + n2 ≥ 1, de manera que dimMa,b ≥ 4.

En relación a las estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b), Matsuo probó en [110] que una tal estructura
hermitiana es astheno-Kähler si y sólo si se cumple la siguiente condición:

n1(n1 − 1) + 2an1n2 + n2(n2 − 1)(a2
+ b2
) = 0, (4.4.3)
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asumiendo que n1+n2 ≥ 2, es decir, dimC(S1×S2) ≥ 3. Luego, en [61], Fino y Ugarte estudiaron cuándo
la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es 1-Gauduchon y obtuvieron que esto sucede si y sólo si (4.4.3)
se cumple, esto es, si y sólo si es astheno-Kähler.
Observación 4.4.1. Para cualesquiera n1 y n2 tales que n1 + n2 ≥ 2 y n2 ≥ 1 hay valores de a y b tales
que (Ja,b, ga,b) es astheno-Kähler. En efecto, si n2 = n1 = 1 entonces a = 0, y si n2 = 1, n1 ≥ 2, entonces
a = −n1−1

2 ; en ambos casos b es arbitrario. Finalmente, si n2 ≥ 2 los posibles valores de a, b satisfacen

a ∈
⎛

⎝
−

n1
n2 − 1

−

√
n1n2(n1 + n2 − 1)
n2(n2 − 1)

,−
n1

n2 − 1
+

√
n1n2(n1 + n2 − 1)
n2(n2 − 1)

⎞

⎠
,

y
b2
= −a2

−
2n1n2a + n1(n1 − 1)

n2(n2 − 1)
> 0.

Cabe resaltar que si la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es astheno-Kähler entonces a ≤ 0, y más aún,
a = 0 si y sólo si n1 = n2 = 1. En consecuencia, la estructura de Morimoto (J0,1, g0,1) satisface (4.4.3)
si y sólo si n1 = n2 = 1.

En los siguientes resultados estudiamos cuándo (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2 pertenece a una de
las clases especiales de estructuras hermitianas que mencionamos previamente, a saber: balanceadas,
LCK, SKT, y k-Gauduchon (2 ≤ k ≤ n − 1).

Proposición 4.4.2. La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2, con n1 + n2 ≥ 1, no es
balanceada.

Demostración. La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es balanceada si y sólo si δωa,b = 0, donde ωa,b es la
2-forma fundamental asociada y δ es la codiferencial. De manera equivalente, δJa,b = 0, donde δJa,b es
el campo vectorial en Ma,b dual a δωa,b. Sin embargo, sigue del Lema 4.3.2 que δJa,b = 2n1ξ1+2n2ξ2 ≠ 0
dado que n1 + n2 ≥ 1.

Observación 4.4.3. Algunos productos S1×S2 de variedades sasakianas admiten estructuras hermitia-
nas balanceadas, que no son de la forma (Ja,b, ga,b). Por ejemplo, si H3 denota el grupo de Heisenberg
de dimensión 3, es un hecho conocido que H3 admite una estructura sasakiana invariante a izquierda
natural (ver Tabla 4.1 en §4.5.1 abajo). Por otro lado, en [58, 147] se probó que G ∶=H3 ×H3 admite
una estructura hermitiana balanceada invariante a izquierda. Si Γ1 y Γ2 son retículos de H3 entonces
Γ ∶= Γ1 ×Γ2 es un retículo de G y por lo tanto la nilvariedad Γ/G ≅ (Γ1/H3)× (Γ2/H3) es un producto
de variedades sasakianas que admite una estructura hermitiana balanceada.

Proposición 4.4.4. La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2 es LCK no Kähler si y
sólo si dimS1 = 1 y dimS2 ≥ 3 o dimS2 = 1 y dimS1 ≥ 3. Más aún, la estructura LCK es Vaisman.

Demostración. Según (1.1.2), la forma de Lee θ asociada a (Ja,b, ga,b) está dada por

θ =
1

n1 + n2
δωa,b ○ Ja,b.

Como consecuencia del Lema 4.3.2, junto con (4.2.1) y (4.2.2), se llega de manera sencilla a la siguiente
expresión para θ:

θ =
2b

n1 + n2
(n2η1 − n1η2). (4.4.4)

Reemplazando (4.4.1), (4.4.2) y (4.4.4) en la condición LCK dω = θ ∧ ω, obtenemos que

−n2Φ1 ∧ η2 + n1η1 ∧Φ2 = n2η1 ∧Φ1 − n1η2 ∧Φ2.
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Al comparar las componentes en S1 y S2 de cada término de esta ecuación, observamos que todos los
términos deben anularse, por lo que

n2Φ1 ∧ η2 = n1η1 ∧Φ2 = n2η1 ∧Φ1 = n1η2 ∧Φ2 = 0.

Si n2 ≠ 0 entonces Φ1 ∧η2 = η1 ∧Φ1 = 0 y esto sucede si y sólo si Φ1 = 0, o equivalentemente dimS1 = 1.
De manera similar, si n1 ≠ 0 entonces dimS2 = 1.

El hecho de que la estructura LCK resulta Vaisman, es decir, ∇θ = 0, sigue inmediatamente del
Corolario 4.2.3.

Ahora analizaremos las condiciones hermitianas que involucran al operador dc. En primer lugar,
se probó en [110] que Ja,bΦ1 = Φ1 y Ja,bΦ2 = Φ2 (donde Ja,b actúa en formas como en (1.1.3)). Por
otra parte, es fácil verificar que

Ja,bη1 =
a

b
η1 +

a2 + b2

b
η2, Ja,bη2 = −

1
b
η1 −

a

b
η2.

Usando esto, junto con (4.4.2) y la definición de dc, obtenemos las siguientes expresiones:

dcωa,b = 2[Φ1 ∧ (η1 + aη2) +Φ2 ∧ (aη1 + (a
2
+ b2
)η2)],

ddcωa,b = 4[Φ2
1 + 2aΦ1 ∧Φ2 + (a

2
+ b2
)Φ2

2], (4.4.5)
dωa,b ∧ dcωa,b = 4b[Φ2

1 + 2aΦ1 ∧Φ2 + (a
2
+ b2
)Φ2

2] ∧ η1 ∧ η2

= b ddcωa,b ∧ η1 ∧ η2.

Proposición 4.4.5. La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2 es SKT no Kähler si y
sólo si:

(a) dimMa,b = 4, o

(b) dimS1 = dimS2 = 3 y a = 0.

Demostración. La estructura hermitiana es SKT si y sólo si ddcωa,b = 0. De las ecuaciones (4.4.5) se
desprende que esto sucede si y sólo si

Φ2
1 + 2aΦ1 ∧Φ2 + (a

2
+ b2
)Φ2

2 = 0.

Nuevamente comparando las componentes en S1 y S2 de cada término en esta ecuación, deducimos
que la condición SKT es equivalente a

Φ2
1 = 0, Φ2

2 = 0 y aΦ1 ∧Φ2 = 0. (4.4.6)

Si (4.4.6) se cumple, de las dos primeras igualdades obtenemos que dimSi ≤ 3 para i = 1,2. Como la
métrica es no Kähler, dimSi = 3 para i = 1 o i = 2. Si dimS1 = dimS2 = 3, se sigue de aΦ1 ∧Φ2 = 0 que
a = 0.

Recíprocamente, si las condiciones en el enunciado valen entonces es claro que las ecuaciones (4.4.6)
se satisfacen.

Observación 4.4.6. Se deduce de la Proposición 4.4.5 que si S1 × S2 admite una estructura SKT no
Kähler entonces al menos uno de los factores tiene dimensión 3. De acuerdo con [70], toda variedad
compacta sasakiana de dimensión 3 es difeomorfa a una de las siguientes variedades:

S3
/Γ, H3/Γ, S̃L(2,R)/Γ,

donde Γ es un subgrupo discreto del grupo de isometrías de la correspondiente métrica sasakiana
canónica.
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Observación 4.4.7. Cabe resaltar que, en virtud de la Proposición 4.4.4 y la Proposición 4.4.5, las
estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) en las superficies complejas S1 × S2 con dimS1 = 1 y dimS2 = 3
son a la vez Vaisman y SKT. Esto no es una sorpresa puesto que fue probado en [60, Theorem A]
que una métrica hermitiana en una superficie compleja es Vaisman si y sólo si la métrica es SKT y la
conexión de Bismut satisface la primera identidad de Bianchi. El hecho de que esta segunda condición
se cumpla sigue de [60, Theorem 3.2] y [23, Proposition 3.2].

En el siguiente teorema caracterizamos cuándo la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es k-Gauduchon
para dimCMa,b ≥ 4. Como el caso k = 1 ya fue resuelto en [61], nos restringiremos al caso 2 ≤ k ≤ n− 1.
Como veremos a continuación, resulta que la métrica ga,b siempre es Gauduchon y, además, es k-
Gauduchon con 2 ≤ k ≤ n − 1 si y sólo si es astheno-Kähler, así como en el caso k = 1.
Teorema 4.4.8. Sea Ma,b = S1 × S2 un producto de variedades sasakianas con n ∶= n1 + n2 + 1 ≥ 4.
Entonces la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b es k-Gauduchon, con 2 ≤ k ≤ n − 1, si y sólo si
las constantes a y b satisfacen

(n − 1 − k)[n1(n1 − 1) + 2an1n2 + n2(n2 − 1)(a2
+ b2
)] = 0. (4.4.7)

En particular, (Ja,b, ga,b) es Gauduchon y es k-Gauduchon con 2 ≤ k ≤ n − 2 si y sólo si es astheno-
Kähler.

Demostración. Para abreviar la notación vamos a denotar J = Ja,b y ω = ωa,b. Seguiremos las ideas
de la prueba de [110, Theorem 4.1]. Usaremos las ecuaciones (4.4.5) y el hecho de que Jωk = ωk para
todo k debido a que ω es una (1,1)-forma en M . Para 2 ≤ k ≤ n − 1, calculamos

ddcωk
∧ ωn−k−1

= d(J dJωk
) ∧ ωn−k−1

= k d(J(ωk−1
∧ dω)) ∧ ωn−k−1

= k d(ωk−1
∧ dcω) ∧ ωn−k−1

= k[(k − 1)ωk−2
∧ dω ∧ dcω + ωk−1

∧ ddcω] ∧ ωn−k−1

= k[(k − 1)dω ∧ dcω + ω ∧ ddcω] ∧ ωn−3

= k ddcω ∧ [b(k − 2)η1 ∧ η2 +Φ1 +Φ2] ∧ ω
n−3.

Puesto que (η1 ∧ η2)
2 = 0, se deduce del teorema del binomio que

ωn−3
= (Φ1 +Φ2 − b η1 ∧ η2)

n−3

= (Φ1 +Φ2)
n−3
− (n − 3)(Φ1 +Φ2)

n−4
∧ (b η1 ∧ η2),

y por lo tanto

ddcωk
∧ ωn−k−1

= k ddcω ∧ [b(k − n + 1)(Φ1 +Φ2)
n−3
∧ η1 ∧ η2 + (Φ1 +Φ2)

n−2
]

= k ddcω ∧ [b(k − n + 1)η1 ∧ η2 + (Φ1 +Φ2)] ∧ (Φ1 +Φ2)
n−3.

Dado que Φp
1 = 0 cuando p > n1 y que Φp

2 = 0 cuando p > n2, un índice j satisface j ≤ n1 y n− 3− j ≤ n2
sólo cuando n1 − 2 ≤ j ≤ n1. Por ello,

(Φ1 +Φ2)
n−3
= (

n − 3
n1 − 2

)Φn1−2
1 ∧Φn2

2 + (
n − 3
n1 − 1

)Φn1−1
1 ∧Φn2−1

2 + (
n − 3
n1
)Φn1

1 ∧Φn2−2
2 .

Por consiguiente, usando la expresión para ddcω dada en (4.4.5), obtenemos que

ddcωk
∧ ωn−k−1

= 4bk(k − n + 1)C(n,n1)Φn1
1 ∧Φn2

2 ∧ η1 ∧ η2,

donde C(n,n1) = (
n−3
n1−2) + 2a( n−3

n1−1) + (a
2 + b2)(n−3

n1
).

Como 4bk ≠ 0 y Φn1
1 ∧Φn2

2 ∧η1∧η2 es una forma de volumen en Ma,b, tenemos que ddcωk∧ωn−k−1 = 0
si y sólo si (k − n + 1)C(n,n1) = 0, y esto es equivalente a (4.4.7).
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Analizamos ahora la condición k-Gauduchon en el caso dimCMa,b = 3. En [61] se estableció que
la métrica (Ja,b, ga,b) es 1-Gauduchon si y sólo si es SKT si y sólo si a = 0. Tratamos entonces con el
único caso no considerado que es k = 2, el cual corresponde a una métrica Gauduchon.

Proposición 4.4.9. Sea Ma,b = S1 × S2 un producto de variedades sasakianas con dimCMa,b = 3.
Entonces la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es Gauduchon.

Demostración. De los cálculos en la prueba del Teorema 4.4.8 deducimos que

ddcω2
= 2 ddcω ∧ (Φ1 +Φ2)

= 8[Φ3
1 + (2a + 1)Φ2

1 ∧Φ2 + (a
2
+ b2
+ 2a)Φ1 ∧Φ2

2 + (a
2
+ b2
)Φ3

2],

usando (4.4.5). Debemos analizar 2 casos: (i) dimS1 = dimS2 = 3 y (ii) dimS1 = 1 y dimS2 = 5. Para
(i), notar que Φ2

i = 0 para i = 1,2, por lo que ddcω2 = 0. Para (ii), tenemos que Φ1 = 0 y Φ3
2 = 0 por lo

que nuevamente ddcω2 = 0.

4.5. La conexión de Bismut en S1 × S2

En esta sección damos una fórmula explícita para la conexión de Bismut ∇B en Ma,b = S1 × S2
asociada a la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b), en términos de las conexiones características de las
variedades sasakianas S1 y S2. A modo de aplicación estudiamos la curvatura de Ricci RicB y la
forma de Ricci ρB asociadas a ∇B. En particular, caracterizamos las estructuras hermitianas tales
que RicB = 0 y aquellas estructuras conocidas como Calabi-Yau con torsión, i.e. ρB = 0, en términos
de variedades sasakianas η-Einstein. Usamos esta caracterización para proporcionar ejemplos de tales
variedades.

Recordamos a continuación algunos hechos básicos sobre conexiones métricas con torsión total-
mente antisimétrica. Para más detalles referimos a [2].

Se dice que una conexión métrica D con torsión T en una variedad riemanniana (M,g) tiene
torsión totalmente antisimétrica, o torsión antisimétrica para abreviar, si el (0,3)-tensor T dado por

T (X,Y,Z) = g(T (X,Y ), Z)

es una 3-forma.
La relación entre D y la conexión de Levi-Civita ∇ está dada por

DXY = ∇XY +
1
2T (X,Y ). (4.5.1)

En variedades hermitianas y también en variedades sasakianas existe una conexión métrica distin-
guida con torsión antisimétrica:

(1) En toda variedad hermitiana (M,J, g) existe una única conexión métrica ∇B con torsión antisi-
métrica tal que ∇BJ = 0 (ver [25]). Esta conexión se conoce como la conexión de Bismut (o de
Strominger) y su torsión está dada por la 3-forma

TB
(X,Y,Z) = dcω(X,Y,Z) = −dω(JX,JY, JZ),

donde ω = g(⋅, J ⋅) es la 2-forma fundamental.

(2) Dada una variedad sasakiana (S,φ, ξ, η, g) existe una única conexión métrica ∇C con torsión
antisimétrica tal que ∇Cφ = ∇Cη = ∇Cξ = 0 (ver [64]). Se conoce como la conexión característica2

2De hecho, en [64] se prueba que la conexión característica existe para una clase más amplia de variedades de casi
contacto métricas, a saber, aquellas que satisfacen que Nφ es totalmente antisimétrico y ξ es un campo de Killing.
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y su torsión está dada por TC = η∧dη. Si consideramos TC como el tensor (1,2) usual dado por
TC(X,Y ) = ∇C

XY −∇
C
Y X − [X,Y ], obtenemos la siguiente fórmula para TC :

TC
(X,Y ) = 2(−η(X)φY + η(Y )φX +Φ(X,Y )ξ). (4.5.2)

Calculamos a continuación la conexión de Bismut en Ma,b = S1 × S2 asociada a (Ja,b, ga,b).

Proposición 4.5.1. La conexión de Bismut ∇B asociada a la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en el
producto Ma,b = S1 × S2 de dos variedades sasakianas está dada por:

(i) ∇B
X1
Y1 = ∇

1,C
X1
Y1 ∈ X(S1),

(ii) ∇B
X2
Y2 = ∇

2,C
X2
Y2 − 2(a2 + b2 − 1)η2(X2)φ2Y2 ∈ X(S2),

(iii) ∇B
X1
Y2 = −2aη1(X1)φ2Y2 ∈ X(S2),

(iv) ∇B
X2
Y1 = −2aη2(X2)φ1Y1 ∈ X(S1),

donde ∇i,C es la conexión característica en la variedad sasakiana Si, i = 1,2.
En particular, ∇Bξ1 = ∇

Bξ2 = 0. Más aún, la forma de Lee θ asociada a (Ja,b, ga,b) es ∇B-paralela,
es decir ∇Bθ = 0.

Demostración. De la ecuación (4.4.2) se desprende la siguiente fórmula para TB:

TB
= 2[Φ1 ∧ (η1 + aη2) +Φ2 ∧ (aη1 + (a

2
+ b2
)η2)]. (4.5.3)

Reemplazando TB en (4.5.1) y usando las expresiones para la conexión de Levi-Civita obtenidas en el
Corolario 4.2.3 obtenemos (i)-(iv).

De (i)-(iv) es inmediato verificar que ξ1 y ξ2 son ambos ∇B-paralelos. De aquí, junto con el hecho
de que η es ∇C-paralela en una variedad sasakiana, se deduce que ∇Bη1 = ∇

Bη2 = 0. Finalmente, sigue
de (4.4.4) que ∇Bθ = 0.

Corolario 4.5.2. En la variedad producto M0,1 = S1 × S2 equipada con la estructura de Morimoto
(J0,1, g0,1), la conexión de Bismut asociada satisface

∇
B
X1+X2(Y1 + Y2) = ∇

1,C
X1
Y1 +∇

2,C
X2
Y2.

En lo que sigue estudiaremos la anulación de las curvaturas de Ricci asociadas a ∇B. Recordemos
primero que en una variedad hermitiana (M2n, J, g) el tensor de Ricci RicB y la forma de Ricci ρB de
la conexión de Bismut ∇B se definen del siguiente modo:

RicB
(X,Y ) =

2n

∑
i=1
g(RB

(ui,X)Y,ui), ρB
(X,Y ) =

1
2

2n

∑
i=1
g(RB

(X,Y )ui, Jui), (4.5.4)

donde {u1, . . . , u2n} es un marco ortonormal local de M . Calcularemos RicB y ρB usando fórmulas
que aparecen en [90], y como consecuencia no habrá necesidad de calcular explícitamente el tensor de
curvatura de Bismut RB.

Usaremos la siguiente convención, siguiendo a [75, 76]. Diremos que una estructura hermitiana
(J, g) en M es Calabi-Yau con torsión (CYT, para abreviar) si la forma de Ricci ρB asociada a ∇B

se anula idénticamente, o equivalentemente, el grupo de holonomía (restringido) de la conexión de
Bismut está contenido en SU(n).

Resumiendo nuestro estudio de la conexión de Bismut en el producto de variedades sasakianas,
recordamos el siguiente resultado probado en [23], el que también puede ser verificado usando la
Proposición 4.5.1.
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Proposición 4.5.3. [23, Proposition 3.2] La conexión de Bismut ∇B asociada a la estructura hermi-
tiana (Ja,b, ga,b) en la variedad producto Ma,b = S1 × S2 tiene torsión paralela, es decir, ∇BTB = 0.

En consecuencia, sigue de [40] que la curvatura de Bismut RB asociada a (Ja,b, ga,b) satisface

g(RB
(X,Y )Z,W ) = g(RB

(Z,W )X,Y ),

y de esta ecuación se puede ver inmediatamente que el tensor de Bismut-Ricci RicB es simétrico. De
acuerdo con [90], esto es equivalente a que

δTB
= 0, (4.5.5)

donde δ es la codiferencial y TB es la 3-forma de torsión.

Observación 4.5.4. La Proposición 4.5.3 nos permite determinar cuáles de las estructuras hermitianas
(Ja,b, ga,b) en Ma,b son Kähler-like, i.e. satisfacen, para cualesquiera campos vectoriales X,Y,Z,W ,

(Primera identidad de Bianchi) RB(X,Y,Z) +RB(Y,Z,X) +RB(Z,X,Y ) = 0,

RB(X,Y,Z,W ) = RB(JX,JY,Z,W ).

De hecho, la Proposición 4.5.3 implica la segunda condición debido a [11, Lemma 3.13]. Más aún, de
[60, Theorem 3.2] sigue que la conexión de Bismut asociada a (Ja,b, ga,b) en Ma,b satisface la primera
identidad de Bianchi si y sólo si (Ja,b, ga,b) es SKT. Por lo tanto, (Ja,b, ga,b) es Kähler-like si y sólo si
es SKT.

Procedemos ahora a estudiar cuándo la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1×S2 satisface
RicB = 0 o ρB = 0. Veremos que estas estructuras están estrechamente relacionadas con una familia
particular de variedades sasakianas, a saber, las η-Einstein.

Una variedad sasakiana (S,φ, ξ, η, g) de dimensión (2n + 1) se dice η-Einstein si el tensor de
curvatura de Ricci de la métrica g satisface la ecuación

Ric = λg + νη ⊗ η, (4.5.6)

para algunas constantes λ, ν ∈ R.
Es sabido que en cualquier variedad sasakiana S el tensor de curvatura riemanniano R satisface

R(X,Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y,

para todo X,Y ∈ X(S). Se deduce fácilmente de esta ecuación que Ric(ξ,X) = 2nη(X) para todo
campo vectorial X en S; y usando este hecho obtenemos:

λ + ν = 2n,

La condición de ser η-Einstein (4.5.6) con constantes (λ,2n − λ) es equivalente a

Ric(U,V ) = λg(U,V ), U, V ∈ Γ(D). (4.5.7)

Otra consecuencia inmediata de la definición es que toda variedad sasakiana η-Einstein es necesaria-
mente de curvatura escalar constante s = 2n(λ + 1).

En los siguientes resultados caracterizamos aquellas estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) tales que
RicB = 0. Para ello necesitaremos una expresión explícita para el (1,2)-tensor TB, la cual enunciamos
en el siguiente lema y cuya prueba sigue de la Proposición 4.5.1 y (4.5.2).
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Lema 4.5.5. Sean Xi ∈ X(Si) y {ξ1, Jξ1, e1, . . . , e2n1 , f1, . . . , f2n2} un marco ortonormal local en la
variedad producto Ma,b = S1 × S2 como en (4.3.1). Entonces,

TB
(X1, ξ1) = 2φ1X1, TB

(X1, Jξ1) = 0,
TB
(X1, ej) = −2(η1(X1)φ1ej +Φ1(ej ,X1)ξ1), TB

(X1, fk) = −2aη1(X1)φ2fk,

TB
(X2, ξ1) = 2aφ2X2, TB

(X2, Jξ1) = 2bφ2X2,

TB
(X2, ej) = −2aη2(X2)φ1ej , TB

(X2, fk) = −2(a2
+ b2
)η2(X2)φ2fk + 2Φ2(X2, fk)ξ2.

En particular, para Xi, Yi ∈ Γ(Di) tenemos que TB(Xi, Yi) = 2Φi(Xi, Yi)ξi, y TB(X1, Y2) = 0.

En el siguiente teorema, Rici denota la curvatura de Ricci asociada a la conexión de Levi-Civita
∇i en Si, i = 1,2.

Teorema 4.5.6. El tensor de Bismut-Ricci RicB asociado a la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) está
dado por:

RicB
(X1, Y1) = Ric1

(X1, Y1) − 2g1(X1, Y1) − (2n1 − 2)η1(X1)η1(Y1),

RicB
(X1, Y2) = 0,

RicB
(X2, Y2) = Ric2

(X2, Y2) − 2(2a2
+ 2b2

− 1)g2(X2, Y2) + [2(2a2
+ 2b2

− 1) − 2n2)]η2(X2)η2(Y2).

En particular, RicB = 0 si y sólo si S1 y S2 son ambas η-Einstein con constantes

(λ1, ν1) = (2,2n1 − 2),
(λ2, ν2) = (2(2a2

+ 2b2
− 1),2n2 − 2(2a2

+ 2b2
− 1)),

respectivamente.

Demostración. Para calcular el tensor de Bismut-Ricci RicB asociado a (Ja,b, ga,b) utilizaremos la
fórmula para RicB en una variedad hermitiana general (M2n, g) obtenida en [90, Proposition 3.1]:

Ric(X,Y ) = RicB
(X,Y ) +

1
2
δTB
(X,Y ) +

1
4

2n

∑
i=1
g(TB

(X,ui), T
B
(Y,ui)),

donde Ric denota el tensor de Ricci de g y {ui}
2n
i=1 es un marco ortonormal local.

Usando que δTB = 0 para la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2, en el marco
ortonormal local (4.3.1) la expresión de RicB se reduce a

RicB
(X,Y ) = Ric(X,Y ) − 1

4
[g(TB

(X,ξ1), T
B
(Y, ξ1)) + g(T

B
(X,Jξ1), T

B
(Y, Jξ1)) (4.5.8)

+
2n1

∑
j=1

g(TB
(X,ej), T

B
(Y, ej)) +

2n2

∑
k=1

g(TB
(X,fk), T

B
(Y, fk))],

para X,Y ∈ X(Ma,b). En [103] la curvatura de Ricci de la métrica ga,b en Ma,b fue calculada:

Ric(X1, Y1) = Ric1
(X1, Y1) + 2a2n2η1(X1)η1(Y1),

Ric(X1, Y2) = 2a(n1 + n2(a
2
+ b2
))η1(X1)η2(Y2),

Ric(X2, Y2) = Ric2
(X2, Y2) − 2λa,bg2(X2, Y2) + 2[n1a

2
+ λa,b + n2(a

2
+ b2
)

2
− n2]η2(X2)η2(Y2),

donde λa,b = a
2 + b2 − 1.
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Ahora calculamos RicB usando (4.5.8), las fórmulas para Ric obtenidas arriba, y el Lema 4.5.5.
Dados X1, Y1 ∈ X(S1), tenemos que

RicB
(X1, Y1) = Ric1

(X1, Y1) + 2a2n2η1(X1)η1(Y1) −
1
4
[4g1(φ1X1, φ1Y1)

+ 4
2n1

∑
j=1

g1(η1(X1)φ1ej +Φ1(ej ,X1)ξ1, η1(Y1)φ1ej +Φ1(ej , Y1)ξ1)

+
2n2

∑
k=1

g2(−2aη1(X1)φ2fk,−2aη1(Y1)φ2fk)]

= Ric1
(X1, Y1) + 2a2n2η1(X1)η1(Y1) −

1
4
[4g1(φ1X1, φ1Y1) + 8n1η1(X1)η1(Y1)

+ 4
2n1

∑
j=1

g1(ej , φ1X1)g1(ej , φ1Y1) + 8n2a
2η1(X1)η1(Y1)]

= Ric1
(X1, Y1) − g1(φ1X1, φ1Y1) − 2n1η1(X1)η1(Y1) − g1(φ1X1, φ1Y1)

= Ric1
(X1, Y1) − 2g1(X1, Y1) − (2n1 − 2)η1(X1)η1(Y1),

donde hemos usado (4.1.4) en la tercera igualdad.
Para X1 ∈ X(S1), Y2 ∈ X(S2),

RicB
(X1, Y2) = 2a[n1 + n2(a

2
+ b2
)]η1(X1)η2(Y2) −

1
4
[ g(2φ1X1,2aφ2Y2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+
2n1

∑
j=1

g1(−2(η1(X1)φ1ej +Φ1(ej ,X1)ξ1,−2aη2(Y2)φ1ej)

+
2n2

∑
k=1

g2(−2aη1(X1)φ2fk,−2(a2
+ b2
)η2(Y2)φ2fk + 2Φ2(Y2, fk)ξ2)]

= 2a[n1 + n2(a
2
+ b2
)]η1(X1)η2(Y2) −

1
4
[8an1η1(X1)η2(Y2) + 8n2a(a

2
+ b2
)η1(X1)η2(Y2)]

= 0.

Finalmente, para X2, Y2 ∈ X(S2),

RicB
(X2, Y2) = Ric2

(X2, Y2) − 2λa,bg2(X2, Y2) + 2[n1a
2
+ λa,b + n2(a

2
+ b2
)

2
− n2]η2(X2)η2(Y2)

−
1
4
[4(a2

+ b2
)g2(φ2X2, φ2Y2) +

2n1

∑
j=1

g1(−2aη2(X2)φ1ej ,−2aη2(Y2)φ1ej)

+
2n2

∑
k=1
(g(−2(a2

+ b2
)η2(X2)φ2fk,−2(a2

+ b2
)η2(Y2)φ2fk) + g(2Φ2(X2, fk)ξ2,2Φ2(Y2, fk)ξ2))]

= Ric2
(X2, Y2) − 2λa,bg2(X2, Y2) + 2[n1a

2
+ λa,b + n2(a

2
+ b2
)

2
− n2]η2(X2)η2(Y2)

−
1
4
[4(a2

+ b2
)g2(φ2X2, φ2Y2) + 8n1a

2η2(X2)η2(Y2)

+ 8n2(a
2
+ b2
)

2η2(X2)η2(Y2) + 4
2n2

∑
k=1
(a2
+ b2
)g2(fk, φ2X2)g2(fk, φ2Y2)]

= Ric2
(X2, Y2) − 2λa,bg2(X2, Y2) + 2[n1a

2
+ λa,b + n2(a

2
+ b2
)

2
− n2]η2(X2)η2(Y2)

− 2(a2
+ b2
)g2(φ2X2, φ2Y2) − 2n1a

2η2(X2)η2(Y2) − 2n2(a
2
+ b2
)

2η2(X2)η2(Y2)

= Ric2
(X2, Y2) − 2(2a2

+ 2b2
− 1)g2(X2, Y2) + [2(2a2

+ 2b2
− 1) − 2n2)]η2(X2)η2(Y2),
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donde hemos usado que g(ξ2, ξ2) = a
2 + b2 en la segunda igualdad y (4.1.4) en la última.

La última afirmación en relación a RicB = 0 es clara.

Corolario 4.5.7. En la variedad producto M0,1 = S1 × S2 equipada con la estructura de Morimoto
(J0,1, g0,1), el tensor de Bismut-Ricci RicB se anula si y sólo si S1 y S2 son η-Einstein con constantes

(λ1, ν1) = (2,2n1 − 2),
(λ2, ν2) = (2,2n2 − 2),

respectivamente.
Observación 4.5.8. Sigue de las expresiones para RicB obtenidas en el Teorema 4.5.6 que

RicB
(ξ1,X) = RicB

(ξ2,X) = 0,

para todo X ∈ X(Ma,b).

Observación 4.5.9. Cabe resaltar que el nombre Bismut-Ricci plana ha sido usado recientemente para
denotar a una conexión métrica con torsión antisimétrica tal que la 3-forma de torsión es cerrada y el
tensor de Ricci asociado se anula (ver por ejemplo [66, 127, 128]). En nuestro contexto, este concepto
se reduce a estructuras hermitianas (Ja,b, ga,b) que son SKT (dado que dTB = ddcω = 0) y satisfacen
RicB = 0. De la Proposición 4.4.5 se deduce que, en el caso SKT, dim(S1×S2) ≤ 6 y que, en dimensión
6, las únicas estructuras Bismut-Ricci planas de la forma (Ja,b, ga,b) ocurren en productos S1 ×S2 con
dimS1 = dimS2 = 3 y a = 0. Veremos en §4.5.1 como consecuencia del Teorema 4.5.6 que S1 y S2
resultan ser cocientes de la forma S3/Γ con Γ un subgrupo finito de SU(2), el cual se identifica con S3.

Como una aplicación del Teorema 4.5.6 y usando un resultado de [52], podemos obtener información
acerca del fibrado canónico de la variedad compleja compacta (Ma,b, Ja,b) cuando RicB = 0.
Proposición 4.5.10. El producto Ma,b = S1 × S2 de dos variedades sasakianas compactas equipado
con una estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) tal que RicB = 0 no posee fibrado canónico holomórficamente
trivial, bajo la hipótesis de que n1 ≥ 1 y n2 ≥ 1.
Demostración. En virtud de [52, Theorem 4.1], si (Ma,b, Ja,b) admitiese una (n1 + n2,0)-forma holo-
morfa nunca nula entonces el hecho de que RicB = 0 implicaría que (Ma,b, Ja,b, ga,b) es conformemente
balanceada. Esto diría que dθa,b = 0, no obstante, se sigue de (4.4.4) que

dθa,b =
4b

n1+n2
(n2Φ1 − n1Φ2),

que es no nulo dado que n1 ≥ 1 y n2 ≥ 1. Luego el fibrado canónico de (Ma,b, Ja,b) es no trivial.

Corolario 4.5.11. Sea S una variedad sasakiana η-Einstein de dimensión ≥ 3 con constantes (λ, ν),
λ > −2. Entonces, (S3 × S,Ja,b) no posee fibrado canónico trivial, para a, b tales que a2 + b2 = λ+2

4 .
Ejemplos de variedades sasakianas η-Einstein con λ > −2 aparecerán en §4.5.1.
Analizamos ahora en el siguiente resultado la condición CYT en Ma,b = S1 × S2, a saber, ρB = 0.

Teorema 4.5.12. Asumiendo que n1 ≥ 1 y n2 ≥ 1, la forma de Bismut-Ricci ρB asociada a la estruc-
tura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2 está dada por:

ρB
(X1, Y1) = Ric1

(X1, φ1Y1) − 2(2n1 + 2an2 − 1)Φ1(X1, Y1),

ρB
(X1, Y2) = 0,

ρB
(X2, Y2) = Ric2

(X2, φ2Y2) − 2[2an1 + 2(a2
+ b2
)n2 − 1]Φ2(X2, Y2).

En particular, (Ja,b, ga,b) es CYT si y sólo si S1 y S2 son η-Einstein con constantes (λ1, ν1) y (λ2, ν2)
respectivamente, donde

λ1 = 4(n1 + an2) − 2, y λ2 = 4(an1 + (a
2
+ b2
)n2) − 2. (4.5.9)
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Demostración. Empezamos recordando una fórmula para ρB en una variedad hermitiana de dimensión
2n equipada con la conexión de Bismut, debida a [90]:

ρB
(X,Y ) = RicB

(X,JY ) + (∇B
Xθ)JY +

1
4
λω
(X,Y ),

donde θ denota la forma de Lee y la 2-forma λω está definida por

λω
(X,Y ) =

2n

∑
i=1

dTB
(X,Y,ui, Jui),

en un marco ortonormal local {ui}
2n
i=1.

En nuestro caso de un producto sasakiano Ma,b = S1 × S2, utilizaremos el marco ortonormal local
(4.3.1). Notar que, de acuerdo a la Proposición 4.5.1, tenemos que ∇Bθ = 0.

Calculamos primero λω (estos cálculos sólo tienen sentido para ni ≥ 1, i = 1,2). De (4.5.3) obtenemos

dTB
= 4[Φ2

1 + 2aΦ1 ∧Φ2 + (a
2
+ b2
)Φ2

2].

Esto implica que dTB(X,Y,Z,W ) = 0 cuando alguno de X,Y,Z,W es ξ1 o ξ2. Así,

ιξ1λ
ω
= ιξ2λ

ω
= 0, (4.5.10)

y para X,Y ∈ X(Ma,b),

λω
(X,Y ) =

2n1

∑
j=1

dTB
(X,Y, ej , φ1ej) +

2n2

∑
k=1

dTB
(X,Y, fk, φ2fk).

Para calcular estos términos usaremos una fórmula para dTB en términos de TB que aparece en la
prueba de [90, Proposition 3.1]. Dado que ∇BTB = 0, esta fórmula se simplifica y resulta

dTB
(X,Y,Z,W ) = S

X,Y,Z
2g(TB

(X,Y ), TB
(Z,W )),

donde S
X,Y,Z

denota la suma cíclica de X,Y,Z. Luego, se sigue del Lema 4.5.5 que, para X1, Y1 ∈ Γ(D1),

dTB
(X1, Y1, ej , φ1ej) = 2 S

X1,Y1,ej
g(TB

(X1, Y1), T
B
(ej , φ1ej))

= 8 S
X1,Y1,ej

g(Φ1(X1, Y1)ξ1,Φ1(ej , φ1ej)ξ1)

= 8[Φ1(X1, Y1)Φ1(ej , φ1ej) +Φ1(Y1, ej)Φ1(X1, φ1ej)

+Φ1(ej ,X1)Φ1(Y1, φ1ej)]

= 8[−Φ1(X1, Y1) + g1(ej , φ1Y1)g1(ej ,X1) − g1(ej , φ1X1)g1(ej , Y1)],

y

dTB
(X1, Y1, fk, φ2fk) = 2[g(TB

(X1, Y1), T
B
(fk, φ2fk)) + g(T

B
(Y1, fk), T

B
(Y1, φ2fk))

+ g(TB
(fk,X1), T

B
(Y1, φ2fk))].

Sigue del Lema 4.5.5 que TB(U1, U2) = 0 para Ui ∈ Γ(Di), por lo que llegamos a

dTB
(X1, Y1, fk, φ2fk) = 8g(Φ1(X1, Y1)ξ1,Φ2(fk, φ2fk)ξ2)

= −8aΦ1(X1, Y1).
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Por lo tanto

λω
(X1, Y1) =

2n1

∑
j=1

dTB
(X1, Y1, ej , φ1ej) +

2n2

∑
k=1

dTB
(X1, Y1, fk, φ2fk)

= 8[−2n1Φ1(X1, Y1) + 2Φ1(X1, Y1)] − 16an2Φ1(X1, Y1)

= −16(n1 + an2 − 1)Φ1(X1, Y1).

Para X1 ∈ Γ(D1), Y2 ∈ Γ(D2), se deduce de TB(U1, U2) = 0 que, si Ui ∈ Γ(Di),

λω
(X1, Y2) = 0.

Finalmente, para X2, Y2 ∈ Γ(D2),

dTB
(X2, Y2, ej , φ1ej) = 8g(Φ2(X2, Y2)ξ2,Φ1(ej , φ1ej)ξ1)

= 8aΦ2(X2, Y2)Φ1(ej , φ1ej)

= −8aΦ2(X2, Y2),

y

dTB
(X2, Y2, fk, φ2fk) = 2 S

X2,Y2,fk
g(Φ2(X2, Y2)ξ2,Φ2(fk, φ2fk)ξ2)

= 8(a2
+ b2
)[Φ2(X2, Y2)Φ2(fk, φ2fk) +Φ2(Y2, fk)Φ2(X2, φ2fk)

+Φ2(fk,X2)Φ2(Y2, φ2fk)]

= 8(a2
+ b2
)[−Φ2(X2, Y2) + g2(fk, φ2Y2)g2(fk,X2)

− g2(fk, φ2X2)g2(fk, Y2)].

De aquí,

λω
(X2, Y2) =

2n1

∑
j=1

dTB
(X2, Y2, ej , φ1ej) +

2n2

∑
k=1

dTB
(X2, Y2, fk, φ2fk)

= −16an1Φ2(X2, Y2) + 8(a2
+ b2
)[−2n2Φ2(X2, Y2) + 2Φ2(X2, Y2)]

= −16[an1 + (a
2
+ b2
)(n2 − 1)]Φ2(X2, Y2).

Ahora procedemos a calcular ρB. En primer lugar, notar que ρB(X1, Y2) = 0 si X1 ∈ X(S1) y Y2 ∈ X(S2)
pues RicB(X1, Y2) = λ

ω(X1, Y2) = 0. Más aún, se ve fácilmente de la Observación 4.5.8 y (4.5.10) que

ρB
(ξi,X) = 0, X ∈ X(Ma,b). (4.5.11)

Por consiguiente, basta calcular ρB(Xi, Yi), i = 1,2, para Xi, Yi ∈ Γ(Di).
De los cálculos previos obtenemos que, para X1, Y1 ∈ Γ(D1),

ρB
(X1, Y1) = RicB

(X1, φ1Y1) +
1
4λ

ω
(X1, Y1)

= Ric1
(X1, φ1Y1) − 2Φ1(X1, Y1) − 4(n1 + an2 − 1)Φ1(X1, Y1)

= Ric1
(X1, φ1Y1) − 2(2n1 + 2an2 − 1)Φ1(X1, Y1),

donde hemos usado el Teorema 4.5.6 en la segunda igualdad.
Para X2, Y2 ∈ Γ(D2),

ρB
(X2, Y2) = RicB

(X2, φ2Y2) − 4(an1 + (a
2
+ b2
)(n2 − 1))Φ2(X2, Y2)

= Ric2
(X2, φ2Y2) − 2(2a2

+ 2b2
− 1)Φ2(X2, Y2)

− 4(an1 + (a
2
+ b2
)(n2 − 1))Φ2(X2, Y2)

= Ric2
(X2, φ2Y2) − 2[2an1 + 2(a2

+ b2
)n2 − 1]Φ2(X2, Y2),
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donde nuevamente hemos usado el Teorema 4.5.6 en la segunda igualdad.
En conclusión, de acuerdo con (4.5.7) y usando que φi es un isomorfismo en Di, i = 1,2, se llega a

ρB
≡ 0 ⇐⇒

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Ric1 = λ1g1 + (2n1 − λ1)η1 ⊗ η1,

Ric2 = λ2g2 + (2n2 − λ2)η2 ⊗ η2,

donde λ1 = 4(n1 + an2) − 2 y λ2 = 4(an1 + (a
2 + b2)n2) − 2, y esto concluye la prueba.

Corolario 4.5.13. Asumiendo que n1 ≥ 1, n2 ≥ 1, la variedad producto M0,1 = S1×S2 con la estructura
de Morimoto (J0,1, g0,1) es CYT si y sólo si S1 y S2 son η-Einstein con constantes (λ1, ν1) y (λ2, ν2)
respectivamente, donde

λ1 = 4n1 − 2, y λ2 = 4n2 − 2.

Observación 4.5.14. Analizamos ahora los casos faltantes n1 = 0 o n2 = 0 (con n1 + n2 ≥ 1). Siguiendo
las líneas de la prueba del Teorema 4.5.12 obtenemos:

Cuando n2 = 0, la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es CYT si y sólo si S1 es η-Einstein con
constantes (λ1, ν1), λ1 = 4n1 − 2.

Cuando n1 = 0, la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) es CYT si y sólo si S2 es η-Einstein con
constantes (λ2, ν2), λ2 = 4(a2 + b2)n2 − 2.

Usando la expresión para la forma de Bismut-Ricci ρB obtenida en el Teorema 4.5.12 podemos
determinar cuándo la estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en un producto sasakiano Ma,b = S1 × S2 es
estática. Esta noción fue introducida por Streets y Tian en [135, 136]: una métrica hermitiana SKT g
en una variedad compleja (M2n, J) se dice estática si su forma de Bismut-Ricci satisface

(ρB
)

1,1
= αω, α ∈ R, (4.5.12)

donde (ρB)1,1 denota la componente (1,1) de ρB dada por (ρB)1,1(⋅, ⋅) = 1
2(ρ

B(⋅, ⋅) + ρB(J ⋅, J ⋅)). Las
métricas estáticas están estrechamente relacionadas con el flujo pluricerrado, introducido en [135], el
cual es el flujo parabólico para métricas SKT definido por

∂

∂t
ω = −(ρB

)
1,1, ω(0) = ω0.

Así, las métricas estáticas son al flujo pluricerrado lo que las métricas de Einstein son al flujo de Ricci.
Además, cuando α = 0 estas métricas son puntos fijos del flujo pluricerrado.

La siguiente relación entre ρB(JX,JY ) y ρB(X,Y ) fue probada en [90, Corollary 3.2]:

ρB
(JX,JY ) − ρ(X,Y ) = δTB

(JX,Y ) − (∇B
JXθ)Y + (∇

B
Y θ)JX. (4.5.13)

Usando (4.5.5), (4.5.13) y ∇Bθ = 0 (Proposición 4.5.1) obtenemos que ρB(JX,JY ) = ρB(X,Y ) y como
consecuencia,

(ρB
)

1,1
= ρB, (4.5.14)

esto es, ρB es J-invariante. Debido a (4.5.14) y teniendo en cuenta (4.4.1), la condición (4.5.12) se
convierte en

ρB
= αωa,b = α(Φ1 +Φ2 − bη1 ∧ η2).

Dado que ρB(ξ1, ξ2) = 0 (debido a (4.5.11)) y ωa,b(ξ1, ξ2) = −b ≠ 0, resulta que ρB(ξ1, ξ2) = αωa,b(ξ1, ξ2)
si y sólo si α = 0. Por lo tanto, la condición (4.5.12) se reduce a la condición CYT. En síntesis, la
estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en un producto de variedades sasakianas Ma,b = S1 × S2 satisface
(4.5.12) si y sólo si α = 0 y (Ja,b, ga,b) es CYT.
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Recordemos que (Ja,b, ga,b) es SKT solamente en dimensiones 4 y 6: cualquiera de estas estructuras
es SKT en dimensión 4, y para dimensión 6, debe valer dimS1 = dimS2 = 3 y a = 0 (Proposición 4.4.5).
En dimensión 4, veremos en §4.5.1 que la Observación 4.5.14 implica que un factor tiene dimensión uno
y que el otro es un cociente de la forma S3/Γ con Γ un subgrupo finito de SU(2) ≃ S3. En dimensión
6, veremos en §4.5.1 que el Teorema 4.5.12 implica que S1 y S2 son ambos cocientes de esta forma.

En resumen tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.5.15. La estructura hermitiana (Ja,b, ga,b) en Ma,b = S1 × S2 es estática si y sólo si

(a) dimMa,b = 4, uno de los factores sasakianos tiene dimensión 1 y el otro es un cociente de S3 por
un subgrupo finito, o

(b) dimS1 = dimS2 = 3, a = 0, y S1 y S2 son ambos cocientes de S3 por subgrupos finitos.

Más aún, estas métricas son puntos fijos del flujo pluricerrado.

Observación 4.5.16. Ya es conocido que S3 × S3 admite una estructura CYT (ver [75]).

4.5.1. Ejemplos

Para poder dar ejemplos de variedades sasakianas η-Einstein que satisfacen las condiciones de los
Teoremas 4.5.6 y 4.5.12, precisaremos la noción de las deformaciones D-homotéticas (o simplemente
D-homotecias), introducida por Tanno en [139].

Dada una variedad sasakiana (S,φ, ξ, η, g), consideramos la transformación

φ′ = φ, ξ′ = s−1ξ, η′ = sη, g′ = sg + s(s − 1)η ⊗ η,

para cualquier constante real s > 0. Entonces (φ′, ξ′, η′, g′) resulta de nuevo una estructura sasakiana
en S. Asimismo, en el caso de variedades sasakianas η-Einstein, existe el siguiente resultado:

Proposición 4.5.17. [33, Proposition 18] Sea (S,φ, ξ, η, g) una variedad sasakiana η-Einstein de
dimensión 2n + 1 con constantes (λ, ν), y consideremos una estructura D-homotética (φ′, ξ′, η′, g′)
como arriba. Entonces, (S,φ′, ξ′, η′, g′) es η-Einstein con constantes

λ′ =
λ + 2 − 2s

s
, ν′ = 2n − λ + 2 − 2s

s
.

Usaremos la siguiente terminología3: diremos que una variedad sasakiana η-Einstein S es positiva
si λ > −2, nula si λ = −2 y negativa si λ < −2. Se sigue de la Proposición 4.5.17 que las D-homotecias
preservan la propiedad de ser η-Einstein positiva, nula o negativa, respectivamente. Las variedades
η-Einstein positivas incluyen a la familia bien conocida de variedades Sasaki-Einstein4, que es pre-
cisamente el caso en que λ = dimS − 1 y ν = 0. Por ejemplo, las esferas de dimensión impar con la
estructura sasakiana estándar son Einstein (de hecho, fue recientemente probado en [106] que existen
familias infinitas de métricas Sasaki-Einstein en toda esfera estándar de dimensión impar al menos 5).
El teorema de Bonnet-Myers implica que una variedad que admite una estructura η-Einstein positiva
es compacta y tiene grupo fundamental finito.

Podemos volver a escribir los Teoremas 4.5.6 y 4.5.12 en términos de si S1 y S2 son η-Einstein
positivas, nulas o negativas, respectivamente. Para el caso en que RicB = 0, dado que λ1 = 2 y
λ2 = 2(2a2 + 2b2) − 2 > −2, obtenemos el siguiente teorema.

3Las nociones de positiva, negativa y nula se definen en [33] para variedades sasakianas en general en términos de la
primera clase básica de Chern, y se reducen a las desigualdades establecidas para λ en el caso de las variedades η-Einstein.

4La literatura sobre métricas Sasaki-Einstein es amplia, por ejemplo el Capítulo 11 de [31] está dedicado a las métricas
Sasaki-Einstein (ver también [134]).
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Teorema 4.5.18. Sea M = S1 × S2 el producto de dos variedades sasakianas. Entonces, tras posible-
mente aplicar una D-homotecia a cada estructura sasakiana, M admite una estructura hermitiana de
la forma (Ja,b, ga,b), para algunos a, b ∈ R, b ≠ 0, tal que RicB = 0 si y sólo si S1 y S2 admiten métricas
Sasaki-Einstein.

Para reescribir el Teorema 4.5.12 debemos analizar primero cuándo

λ1 = 4(n1 + an2) − 2 y λ2 = 4(an1 + (a
2
+ b2
)n2) − 2

son < −2,= −2 o > −2, respectivamente. Notar que
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

λ1 ≥ −2 ⇐⇒ n1 + an2 ≥ 0, y
λ2 ≥ −2 ⇐⇒ an1 + (a

2 + b2)n2 ≥ 0.

Asumiendo n1 ≥ 1 y n2 ≥ 1 analizamos las posibles combinaciones de λ1 y λ2.
Caso (i): Cuando λ1 = −2 obtenemos que a = −n1

n2
y así λ2 = 4b2n2 − 2. Puesto que b ≠ 0, es claro

que λ2 > −2, y en este caso cualquier b ≠ 0 funciona.
Caso (ii): Cuando λ1 > −2, λ2 puede ser < −2, = −2 o > −2. En efecto, aplicando una D-homotecia

a S1 de ser necesario, podemos asumir que λ1 = 2n1−2, de manera que a = − n1
2n2

y así λ2 =
4b2n2

2−n2
1

n2
−2.

Si λ2 = −2, podemos elegir b = n1
2n2

. Si λ2 > −2, aplicando una D-homotecia a S2 de ser necesario
podemos asumir que λ2 =

3n2
1

n2
− 2 y elegir b = n1

n2
. De manera análoga, si λ2 < −2, podemos asumir que

λ2 = −
3n2

1
4n2
− 2 y elegir b = n1

4n2
.

Caso (iii): Cuando λ1 < −2, tenemos que a < −n1
n2

. Ahora debemos determinar el signo de

P (a) ∶= an1 + (a
2
+ b2
)n2 = n2 [(a +

n1
2n2
)

2
+ b2
−
n2

1
4n2

2
] .

Si b2 −
n2

1
4n2

2
≥ 0 entonces P (a) > 0 siempre que a ≠ − n1

2n2
. En particular P (a) > 0 para a < −n1

n2
.

Si b2 −
n2

1
4n2

2
< 0, entonces P (a) ≤ 0 si y sólo si −n1−

√
n2

1−4b2n2
2

2n2
≤ a ≤

−n1+
√

n2
1−4b2n2

2
2n2

. Dado que

−n1
n2
<
−n1−

√
n2

1−4b2n2
2

2n2
, llegamos a P (a) > 0 para a < −n1

n2
. En resumen, λ1 < −2 implica λ2 > −2. En este

caso, luego de aplicar una D-homotecia a S1 y S2 de ser necesario podemos asumir que λ1 = −n1 − 2 y
λ2 =

3n2
1

2n2
− 2. De aquí, se verifica fácilmente que a = −5n1

4n2
y b = n1

4n2
funcionan.

Ahora podemos reescribir el Teorema 4.5.12 como sigue.

Teorema 4.5.19. Sea M = S1 ×S2 el producto de dos variedades sasakianas y asumamos que n1 ≥ 1,
n2 ≥ 1. Entonces, tras posiblemente aplicar una D-homotecia a cada estructura sasakiana, M admite
una estructura hermitiana CYT de la forma (Ja,b, ga,b), para algunos a, b ∈ R, b ≠ 0, si y sólo si S1 y
S2 son η-Einstein y una de las siguientes condiciones se satisface:

(i) S1 es positiva y S2 es arbitraria,

(ii) S1 es negativa o nula, y S2 es positiva.

Observación 4.5.20. De acuerdo con la Observación 4.5.14, cuando uno de los factores sasakianos tiene
dimensión 1, la condición CYT se reduce a que el otro factor η-Einstein sea positivo.
Observación 4.5.21. Dado que las esferas de dimensión impar con su estructura sasakiana usual son
Sasaki-Einstein, el Teorema 4.5.19 muestra la existencia de estructuras hermitianas CYT en las varie-
dades de Calabi-Eckmann. Esto ya fue probado en [16, Corollary 4.8] donde de manera más general
se probó la existencia de estructuras CYT en fibrados principales sobre variedades hermitianas con
toros complejos como fibras.
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Cabe destacar que si empezamos con dos variedades Sasaki-Einstein no hay necesidad de aplicar
ninguna D-homotecia a los factores para obtener una estructura CYT en el producto. En efecto,
tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.5.22. Sean S1 y S2 variedades Sasaki-Einstein con dimSi = 2ni + 1, ni ≥ 1, para
i = 1,2. Entonces S1 × S2 admite una estructura CYT de la forma (Ja,b, ga,b) con

a = −
n1 − 1
2n2

, b2
=
(n1 − 1)(n1 + 1) + 2n2(n2 + 1)

4n2
2

.

Demostración. La prueba consiste solamente en resolver en términos de a y b la ecuación (4.5.9), con
λ1 = 2n1 y λ2 = 2n2.

Ejemplo 4.5.23 (Estructuras η-Einstein invariantes a izquierda en grupos de Lie). Como ya hemos
mencionado, de acuerdo con [70], una variedad compacta sasakiana de dimensión 3 es difeomorfa a
S3/Γ, H3/Γ o S̃L(2,R)/Γ, donde en cada caso Γ es un retículo uniforme (i.e., un subgrupo discreto
cocompacto). Se sabe que estos 3 modelos geométricos se corresponden precisamente con las estructu-
ras sasakianas η-Einstein positivas, nulas o negativas. En la tabla siguiente mostramos una estructura
η-Einstein explícita en las correspondientes álgebras de Lie sl(2,R), h3 y su(2), todas ellas escritas en
la base ortonormal {e1, e2, e3}.

Algebra de Lie Corchetes Estructura sasakiana λ

su(2) [e1, e2] = 2e3, [e2, e3] = 2e1, [e3, e1] = 2e2 ξ = e3, η = e
3, φe1 = e2 2

h3 [e1, e2] = 2e3 ξ = e3, η = e
3, φe1 = e2 −2

sl(2,R) [e1, e2] = 2e3, [e2, e3] = −e1, [e3, e1] = −e2 ξ = e3, η = e3, φe1 = e2 −4

Tabla 4.1: Algebras de Lie sasakianas de dimensión 3.

Usando los Teoremas 4.5.6 y 4.5.12 podemos recuperar la estructura hermitiana (J0,1, g0,1) en
su(2) × su(2), la cual tiene la particularidad de que ∇B ≡ 0 en campos vectoriales invariantes a
izquierda, por lo que es Bismut plana y en consecuencia RicB = 0 y ρB = 0. Asimismo, obtenemos las
siguientes estructuras hermitianas CYT de la forma (Ja,b, ga,b):

en h3 × su(2), con (a, b) = (−1,1),

en sl(2,R) × su(2), con (a, b) = (−3
2 ,

1
2),

en su(2) × h3 (aplicando una D-homotecia a su(2) de manera que λ1 = 0), con (a, b) = (−1
2 ,

1
2),

en su(2)× sl(2,R) (luego de aplicar una D-homotecia a su(2) y a sl(2,R) de manera que λ1 = 0,
λ2 = −

11
4 ), con (a, b) = (−1

2 ,
1
4).

Las variedades sasakianas obtenidas como cocientes de SU(2), S̃L(2,R) y H3 por un retículo
uniforme poseen estructuras η-Einstein inducidas con la misma constante λ, de manera que sus pro-
ductos admiten una estructura hermitiana inducida tal que RicB = 0 (en el caso de SU(2) × SU(2)) y
estructuras CYT (en todos los casos mencionados arriba).

En dimensiones más altas, una familia de álgebras de Lie η-Einstein nulas está dada por las álgebras
de Lie de Heisenberg h2n+1 de dimensión 2n+1, con n ∈ N. De hecho, se puede ver de la misma manera
que para h3 que h2n+1, en la base {X1, . . . ,X2n, ξ} con corchetes [X2i−1,X2i] = 2ξ para todo 1 ≤ i ≤ n,
es un ejemplo de un álgebra de Lie sasakiana η-Einstein nula con λ = −2. En consecuencia, h2n+1×su(2)
admite una estructura CYT dada por (Ja,b, ga,b) con (a, b) = (−n,1), mientras que su(2)×h2n+1 admite



4.5. LA CONEXIÓN DE BISMUT EN S1 × S2 103

una estructura CYT dada por (a, b) = (− 1
2n ,

1
2n) (luego de aplicar una D-homotecia a su(2) para que

λ1 = 0). Los grupos de Lie simplemente conexos asociados H2n+1 × SU(2) y SU(2) ×H2n+1, admiten
retículos uniformes, de manera que podemos obtener variedades CYT compactas.

En contraste, hay una sola álgebra de Lie η-Einstein positiva, la cual es su(2). En efecto, un grupo
de Lie que admite una estructura η-Einstein positiva invariante a izquierda (equivalentemente, una
estructura Sasaki-Einstein invariante a izquierda) es compacto y tiene grupo fundamental finito, por
lo que G es semisimple. En virtud de un resultado en [28], las únicas álgebras de Lie semisimples que
admiten una forma de contacto son su(2) y sl(2,R); por lo que el álgebra de Lie de G debe ser su(2).

Respecto a estructuras η-Einstein negativas, no conocemos aún otros ejemplos, además de S̃L(2,R),
de estructuras η-Einstein negativas invariantes a izquierda en grupos de Lie que admitan retículos.

Notamos que debido a un resultado en [7], la única álgebra de Lie sasakiana η-Einstein de dimensión
5 cuyo grupo de Lie simplemente conexo asociado admite retículos es h5 (y es nula).

Ejemplo 4.5.24 (Estructuras η-Einstein positivas). Tanno fue el primero en observar que al apli-
car una D-homotecia adecuada a una estructura η-Einstein positiva se puede obtener una estructura
Sasaki-Einstein, y usó este hecho para probar que el fibrado tangente unitario de Sn admite una es-
tructura Sasaki-Einstein homogénea [140]. En particular, S2×S3 posee una estructura Sasaki-Einstein.
A lo largo de las últimas décadas se ha demostrado que existen infinitas estructuras Sasaki-Einstein
en sumas conexas de S2 × S3 y también en variedades de dimensión 5 que no son de este tipo, inclu-
yendo infinitas esferas de homología racional de dimensión 5. Resultados similares valen también en
dimensiones más altas (ver [134] y las referencias allí).

Una clase especial de variedades Sasaki-Einstein está dada por las variedades 3-sasakianas, que son
aquellas variedades riemannianas cuyo cono riemanniano es hiperKähler. En particular, una variedad
3-sasakiana posee dimensión 4n+3, con n ≥ 0, y admite 3 estructuras sasakianas compatibles diferentes.
Fueron introducidas por C. Udrişte [146] y Y. Kuo [99] en 1969 y 1970, respectivamente. Del Teorema
4.5.18 se sigue que el producto de dos de estas variedades puede ser equipado con una estructura
hermitiana (Ja,b, ga,b) que satisface RicB = 0 o ρB = 0, eligiendo adecuadamente los valores de a y
b ≠ 0, quizás teniendo que aplicar una D-homotecia.

Para finalizar este capítulo, mencionamos brevemente otra construcción que proporciona nume-
rosos ejemplos de métricas η-Einstein, especialmente negativas y nulas. Según [33] muchos ejemplos
sasakianos interesantes pueden ser hallados en links (o enlaces) de singularidades de hipersuperfi-
cies aisladas. Más aún, algunos de ellos portan estructuras η-Einstein. Para más detalles sobre esta
construcción veáse por ejemplo [31, Chapter 9], [33, Section 6] y [134, Section 3.4].

Ejemplo 4.5.25 (Estructuras η-Einstein en links). Consideramos el espacio afín Cn+1 junto con una
acción de C⋆ dada por

(z0, . . . , zn)↦ (λ
w0z0, . . . , λ

wnzn),

donde los pesos wj son enteros positivos tales que mcd(w0, . . . ,wn) = 1. Un polinomio homogéneo
pesado con pesos w = (w0, . . . ,wn) ∈ Nn+1 de grado d es un polinomio f ∈ C[z0, . . . , zn] tal que

f(λw0z0, . . . , λ
wnzn) = λ

df(z0, . . . , zn).

Asumiendo que el origen es una singularidad aislada de {f = 0}, se define el link de f por

Lf = {f = 0} ∩ S2n+1,

el cual resulta una variedad diferenciable de dimensión 2n − 1 El link Lf admite una estructura
sasakiana natural Sw,f = Sw∣Lf

, heredada como subvariedad sasakiana de S2n+1 con su estructura
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sasakiana pesada (Φw, ξw, ηw, gw), la cual en coordenadas complejas usuales en Cn+1 ≡ R2n+2 está
dada por

ηw =
∑

n
i=0(xidyi − yidxi)

∑
n
i=0wi(x2

i + y
2
i )

, ξw =
n

∑
i=0
wi(xi∂yi − yi∂xi).

Con respecto a la existencia de estructuras η-Einstein en estos links, tenemos el sigueinte resultado
en [32] que establece la existencia de estructuras η-Einstein nulas o negativas.

Teorema 4.5.26. [32] Sea f un polinomio homogéneo pesado no degenerado de grado d y vector peso
w, y sea ∣w∣ = w0 +⋯ +wn. Consideramos la estructura sasakiana inducida Sw,f en el link Lf .

(1) Si ∣w∣ = d, entonces existe una estructura η-Einstein nula en Lf ,

(2) Si ∣w∣ < d, entonces existe una estructura η-Einstein negativa en Lf .

Las estructuras η-Einstein se obtienen al deformar de manera adecuada la estructura sasakiana indu-
cida Sw,f .

Observación 4.5.27. En el caso ∣w∣ > d, hay obstrucciones para la existencia de estructuras η-Einstein
positivas en Lf .

Un ejemplo que es muy conocido es el link de Brieskorn-Pham L(a0, . . . , an) asociado al polinomio
f(z) = za0

0 + ⋯ + z
an
n . Se puede ver que el grado pesado de f es d = mcm(a0, . . . , an) y los pesos son

wj =
d
aj

. Luego, por el Teorema 4.5.26,

cuando ∑i
1
ai
= 1 hay una estructura η-Einstein nula en L(a0, . . . , an),

cuando ∑i
1
ai
< 1 hay una estructura η-Einstein negativa en L(a0, . . . , an).

De acuerdo con el Teorema 4.5.19, el producto S2m+1 × L(a0, . . . , an) admite estructuras CYT de
la forma (Ja,b, ga,b) siempre que ∑i

1
ai
≤ 1, posiblemente tras aplicar una D-homotecia.



Capítulo 5

Solvariedades complejas con fibrado
canónico holomórficamente trivial y
aplicaciones a la geometría
hipercompleja

5.1. Fibrado canónico de variedades complejas

Dada (M,J) una variedad compleja con dimCM = n, su fibrado canónico se define como

KM = ⋀
n
T
∗

M ,

donde T ∗M es el fibrado cotangente holomorfo de M . Este es un fibrado de líneas holomorfo en M , y
es holomórficamente1 trivial si y sólo si existe una (n,0)-forma holomorfa nunca nula definida en M .

Notar que si σ es una (n,0)-forma en M entonces σ es holomorfa si y sólo si es cerrada, dado que
dσ = ∂σ + ∂σ y ∂σ es una (n + 1,0)-forma, por lo que ∂σ = 0.

Observamos primero que la existencia de una sección trivializante del fibrado canónico tiene con-
secuencias topológicas en una variedad compleja compacta.

Proposición 5.1.1. Sea (M,J) una variedad compleja compacta de dimRM = 2n con fibrado canónico
trivial. Entonces el n-ésimo número de Betti bn(M) satisface bn(M) ≥ 2.

Demostración. Seguimos las líneas de la demostración de [54, Proposition 2.5]. Sea τ una (n,0)-forma
holomorfa nunca nula en M , por lo que τ ∧ τ̄ es un múltiplo no nulo de una forma de volumen real
en M . Descomponemos τ = τ1 + iτ2. Como τ es cerrada, resulta dτ1 = 0 = dτ2. En consecuencia, τ1 y
τ2 definen clases de cohomología de de Rham [τ1], [τ2] ∈ H

n
dR(M,R). Afirmamos que estas dos clases

resultan ser linealmente independientes. En efecto, asumamos por el contrario que existen a, b ∈ R con
a2 + b2 ≠ 0 tales que aτ1 + bτ2 = dη para alguna (n − 1)-forma η.

Dividimos el análisis en dos casos, de acuerdo a la paridad de n.
(i) Caso n impar: en este caso tenemos que

0 ≠ τ ∧ τ̄ = (τ1 ∧ τ1 + τ2 ∧ τ2) + i(−τ1 ∧ τ2 + τ2 ∧ τ1) = −2i(τ1 ∧ τ2).

Calculamos ahora

d(η ∧ (−bτ1 + aτ2)) = (aτ1 + bτ2) ∧ (−bτ1 + aτ2) = (a
2
+ b2
)(τ1 ∧ τ2).

1Para abreviar, diremos simplemente que el fibrado canónico es trivial en vez de holomórficamente trivial.
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Integrando sobre M obtenemos, como consecuencia del teorema de Stokes, que 0 = (a2 + b2) ∫M τ1 ∧ τ2,
lo cual es una contradicción.
(ii) Caso n par: en este caso resulta

0 ≠ τ ∧ τ̄ = (τ1 ∧ τ1 + τ2 ∧ τ2) + i(−τ1 ∧ τ2 + τ2 ∧ τ1) = τ1 ∧ τ1 + τ2 ∧ τ2.

Se sigue de 0 = τ ∧ τ que τ1 ∧ τ1 = τ2 ∧ τ2 y τ1 ∧ τ2 = 0. En particular, 0 ≠ τ ∧ τ̄ = 2τ1 ∧ τ1. Calculamos
ahora

d(η ∧ (aτ1 + bτ2)) = (aτ1 + bτ2) ∧ (aτ1 + bτ2) = (a
2
+ b2
)τ1 ∧ τ1.

Nuevamente, integrando sobre M se obtiene una contradicción.
En conclusión obtenemos bn(M) ≥ 2.

Otros fibrados de líneas holomorfos sobre la variedad compleja (M,J) están dados por los productos
tensoriales del fibrado canónico consigo mismo:

K⊗k
M =KM ⊗⋯⊗KM (k veces).

Siguiendo a [144], diremos que una variedad compleja (M,J) es holomórficamente de torsión si K⊗k
M es

holomórficamente trivial para algún k ≥ 1. La trivialidad de este fibrado holomorfo puede ser entendida
como sigue.

Dada una variedad compleja M , el operador de Dolbeault ∂̄ puede ser extendido a un operador
diferencial ∂̄k ∶ Γ(K⊗k

M ) → Γ((T ∗M)0,1 ⊗K⊗k
M ), donde Γ(⋅) denota el espacio de las secciones suaves.

En efecto, dado que ⋀n,1
(M) ≅ (T ∗M)0,1 ⊗KM , definimos de manera recursiva : ∂̄1 = ∂̄ y para k ≥ 2,

∂̄k(σ ⊗ s) = ∂̄σ ⊗ s + σ ⊗ ∂̄k−1s, σ ∈ Γ(KM), s ∈ Γ(K⊗k−1
M ).

Este operador diferencial satisface la regla de Leibniz ∂̄k(fs) = ∂̄f ⊗ s+ f∂̄ks para todo f ∈ C∞(M,C)
y s ∈ Γ(K⊗k

M ).
El fibrado holomorfo K⊗k

M es trivial si y sólo si existe una sección nunca nula s ∈ Γ(K⊗k
M ) tal que

∂̄ks = 0.

5.1.1. Un ejemplo motivador

A continuación exhibimos un ejemplo de un fenómeno en relación al fibrado canónico de las sol-
variedades complejas, que de acuerdo a nuestro conocimiento es nuevo. En efecto, mostraremos que
existen solvariedades complejas con fibrado canónico trivial de manera que la sección trivializante es
no invariante (comparar con [54, Proposition 2.1]).

Ejemplo 5.1.2. Sea H3 el grupo de Heisenberg de dimensión 3, el cual se puede considerar como R3

con el producto
(x, y, z) ⋅ (x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′ +

1
2
(xy′ − yx′)).

Consideremos ahora el producto semidirecto G = R ⋉φ H3, donde φ ∶ R → Aut(H3) ⊂ GL(3,R) está
dada por

φ(t) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

El álgebra de Lie g asociada a G tiene una base {e0, . . . , e3} de campos vectoriales invariantes a
izquierda tales que

[e1, e2] = e3, [e0, e1] = e2, [e0, e2] = −e1.
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Equivalentemente, la base dual de 1-formas {e0, . . . , e3} satisface

de0
= 0, de1

= e0
∧ e2, de2

= −e0
∧ e1, de3

= −e1
∧ e2.

Definimos una estructura compleja invariante a izquierda J en G por Je0 = e3, Je1 = e2. Una sección
diferenciable invariante a izquierda del fibrado canónico de (G,J) es la (2,0)-forma σ definida por
σ = (e0 + ie3) ∧ (e1 + ie2). Luego, usando la notación ejk⋯ = ej ∧ ek ∧ . . ., tenemos que

dσ = −ie12
∧ (e1

+ ie2
) − (e0

+ ie3
) ∧ (e02

− ie01
)

= −ie023
− e013

≠ 0.

Por lo tanto, σ no es cerrada, por lo que no es holomorfa. Sin embargo, si t denota la coordenada del
factor R resulta dt = e0 y entonces la (2,0)-forma τ ∶= eit σ es holomorfa, pues

dτ = i eit dt ∧ σ + eit dσ
= eit
[ie0
∧ (e01

+ e23
+ i(e02

− e13
)) − (e013

+ ie023
)]

= eit
(ie023

+ e013
− (e013

+ ie023
))

= 0.

El grupo de Lie G admite el retículo Γ = {(2πk,m,n, p
2) ∣ k,m,n, p ∈ Z}; notar que τ es Γ-invariante

dado que ei(t+2πk) = eit. En consecuencia τ induce una (2,0)-forma cerrada nunca nula τ̃ en la solva-
riedad (Γ/G,J) y así esta solvariedad posee fibrado canónico trivial. Cabe remarcar que (Γ/G,J) es
una superficie de Kodaira primaria pues se puede ver que es biholomorfa a (Γ̃/(R ×H3), J̃), donde J̃
es inducida por una estructura compleja invariante a izquierda en R ×H3.

5.2. Solvariedades complejas con fibrado canónico invariantemente
trivial

En esta sección abordamos la existencia de (n,0)-formas cerradas nunca nulas invariantes a izquier-
da en grupos de Lie de dimensión 2n equipados con una estructura compleja invariante a izquierda,
equivalentemente estudiamos la existencia de (n,0)-formas cerradas no nulas en las correspondientes
álgebras de Lie. Primero caracterizamos la existencia de una tal forma en términos algebraicos. Lue-
go usamos esta caracterización para recuperar resultados conocidos en la literatura y para producir
también ejemplos nuevos.

Comenzamos por demostrar el resultado principal de esta sección en la que caracterizamos las álge-
bras de Lie de dimensión 2n equipadas con estructuras complejas que admiten (n,0)-formas cerradas
no nulas. Para ello, introducimos2 una 1-forma ψ ∈ g∗ (comparar con θ1 en [152, Proposition 4.1]) que
llamaremos 1-forma canónica y que jugará un rol crucial a lo largo del capítulo:

ψ(x) = Tr(J adx) −Tr ad(Jx), x ∈ g.

Teorema 5.2.1. Sea g un álgebra de dimensión 2n equipada con una estructura casi compleja J . Sea
σ ∈ ⋀n,0g∗ una (n,0)-forma no nula en g. Entonces dσ = 0 si y sólo si J es integrable y ψ ≡ 0.

Demostración. Sea {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} una base J-adaptada de g, es decir, Juj = vj para todo j.
Dado que dimC⋀

n,0g∗ = 1, podemos asumir que σ = (u1 + iv1) ∧⋯ ∧ (un + ivn).
2Una 1-forma definida de manera similar apareció en [98] (ver también [76]) al estudiar estructuras complejas homo-

géneas invariantes en espacios homogéneos G/H.
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Los corchetes de Lie de g se pueden escribir en términos de la base anterior mediante

[uj , uk] =
n

∑
ℓ=1
aℓ

jkuℓ +
n

∑
ℓ=1
bℓ

jkvℓ, [uj , vk] =
n

∑
ℓ=1
cℓ

jkuℓ +
n

∑
ℓ=1
dℓ

jkvℓ, [vj , vk] =
n

∑
ℓ=1
eℓ

jkuℓ +
n

∑
ℓ=1
f ℓ

jkvℓ,

con aℓ
kj = −a

ℓ
jk, bℓ

kj = −b
ℓ
jk, eℓ

kj = −e
ℓ
jk y f ℓ

kj = −f
ℓ
jk.

En consecuencia, para 1 ≤ ℓ ≤ n tenemos que

duℓ
= −

n

∑
j,k=1
(

1
2
aℓ

jk u
jk
+ cℓ

jk u
j
∧ vk
+

1
2
eℓ

jk v
jk
) , dvℓ

= −
n

∑
j,k=1
(

1
2
bℓ

jk u
jk
+ dℓ

jk u
j
∧ vk
+

1
2
f ℓ

jk v
jk
) .

Denotemos γj ∶= u
j + ivj para todo j, de manera que σ = γ1∧⋯∧γn. A continuación calculamos dγℓ

en términos de γj y γ̄j . En primer lugar, observamos que 2uj = (γj + γ̄j) y 2vj = −i(γj − γ̄j) implican
que

4ujk
= (γj + γ̄j) ∧ (γk + γ̄k) = γjk + γj̄k + γjk̄ + γj̄ k̄,

4uj
∧ vk

= −i(γj + γ̄j) ∧ (γk − γ̄k) = −i(γjk + γj̄k − γjk̄ − γj̄ k̄),

4vjk
= −(γj − γ̄j) ∧ (γk − γ̄k) = −(γjk − γj̄k − γjk̄ + γj̄ k̄).

De estas identidades se deduce que

dγℓ = −
n

∑
j,k=1

1
2
(aℓ

jk + ib
ℓ
jk)u

jk
+ (cℓ

jk + id
ℓ
jk)u

j
∧ vk
+

1
2
(eℓ

jk + if
ℓ
jk)v

jk (5.2.1)

= −
1
4

n

∑
j,k=1

⎛

⎝
(

1
2
aℓ

jk + d
ℓ
jk −

1
2
eℓ

jk + i(
1
2
bℓ

jk − c
ℓ
jk −

1
2
f ℓ

jk))γjk

+ (
1
2
aℓ

jk + d
ℓ
jk +

1
2
eℓ

jk + i(
1
2
bℓ

jk − c
ℓ
jk +

1
2
f ℓ

jk))γj̄k

+ (
1
2
aℓ

jk − d
ℓ
jk +

1
2
eℓ

jk + i(
1
2
bℓ

jk + c
ℓ
jk +

1
2
f ℓ

jk))γjk̄

+ (
1
2
aℓ

jk − d
ℓ
jk −

1
2
eℓ

jk + i(
1
2
bℓ

jk + c
ℓ
jk −

1
2
f ℓ

jk))γj̄ k̄

⎞

⎠
.

Usamos la expresión anterior para calcular dσ, donde usamos la notación no convencional pero más
corta σ

γl
= γ1 ∧⋯ ∧ γℓ−1 ∧ γℓ+1 ∧⋯ ∧ γn:

dσ =
n

∑
ℓ=1
(−1)ℓ+1 γ1 ∧⋯ ∧ γℓ−1 ∧ dγℓ ∧ γℓ+1 ∧⋯ ∧ γn

= −
1
4∑j,ℓ

(
1
2
aℓ

jℓ + d
ℓ
jℓ +

1
2
eℓ

jℓ + i(
1
2
bℓ

jℓ − c
ℓ
jℓ +

1
2
f ℓ

jℓ)) γ̄j ∧ σ

+
1
4∑k,ℓ

(
1
2
aℓ

ℓk − d
ℓ
ℓk +

1
2
eℓ

ℓk + i(
1
2
bℓ

ℓk + c
ℓ
ℓk +

1
2
f ℓ

ℓk)) γ̄k ∧ σ

+
1
4

n

∑
j,k,ℓ=1

(−1)ℓ (1
2
aℓ

jk − d
ℓ
jk −

1
2
eℓ

jk + i(
1
2
bℓ

jk + c
ℓ
jk −

1
2
f ℓ

jk)) γ̄j ∧ γ̄k ∧
σ

γℓ

=
1
4∑j,ℓ

(aℓ
ℓj − (d

ℓ
jℓ + d

ℓ
ℓj) + e

ℓ
ℓj) + i(b

ℓ
ℓj + (c

ℓ
ℓj + c

ℓ
jℓ) + f

ℓ
ℓj))γ̄j ∧ σ

+
1
4 ∑j<k

∑
ℓ

((aℓ
jk + (−d

ℓ
jk + d

ℓ
kj) − e

ℓ
jk) + i(b

ℓ
jk + (c

ℓ
jk − c

ℓ
kj) − f

ℓ
jk))γ̄j ∧ γ̄k ∧

σ

γℓ
.
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Puesto que {γ̄j ∧ σ ∣ 1 ≤ j ≤ n} ∪ {γ̄j ∧ γ̄k ∧
σ
γℓ
∣ j < k,1 ≤ ℓ ≤ n} es linealmente independiente, resulta

que dσ = 0 si y sólo si

n

∑
ℓ=1
aℓ

ℓj − d
ℓ
jℓ − d

ℓ
ℓj + e

ℓ
ℓj = 0,

n

∑
ℓ=1
bℓ

ℓj + c
ℓ
ℓj + c

ℓ
jℓ + f

ℓ
ℓj = 0, 1 ≤ j ≤ n, (5.2.2)

eℓ
jk = a

ℓ
jk − d

ℓ
jk + d

ℓ
kj , f ℓ

jk = b
ℓ
jk + c

ℓ
jk − c

ℓ
kj , j < k, 1 ≤ ℓ ≤ n. (5.2.3)

Por otro lado, se deduce de la Proposición 1.1.16 que la integrabilidad de J es equivalente a

d(⋀1,0g∗C) ⊆ ⋀
2,0g∗C ⊕⋀

1,1g∗C,

donde gC denota la complexificación de g y los bigrados son inducidos por J .
Por lo tanto, J es integrable si y sólo si el coeficiente de γ̄j ∧ γ̄k en dγℓ se anula para todo j, k, ℓ.

Sigue de (5.2.1) que esto sucede si y sólo si

eℓ
jk = a

ℓ
jk − d

ℓ
jk + d

ℓ
kj , f ℓ

jk = b
ℓ
jk + c

ℓ
jk − c

ℓ
kj , j < k, 1 ≤ ℓ ≤ n,

que son exactamente las condiciones (5.2.3).
Usando el producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ en g que hace ortonormal a la base {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} tenemos

que

Tr(J aduj) =
n

∑
ℓ=1
(bℓ

ℓj + c
ℓ
jℓ), Tr(J ad vj) =

n

∑
ℓ=1
(dℓ

ℓj − e
ℓ
ℓj),

−Tr ad vj =
n

∑
ℓ=1
(cℓ

ℓj + f
ℓ
ℓj), Tr aduj =

n

∑
ℓ=1
(aℓ

jℓ + d
ℓ
jℓ).

Por consiguiente, (5.2.2) puede escribirse como

−Tr aduj −Tr(J ad vj) = 0 1 ≤ j ≤ n,
−Tr ad vj +Tr(J aduj) = 0 1 ≤ j ≤ n.

Entonces (5.2.2) es equivalente a ψ(uj) = ψ(vj) = 0. Así, dσ = 0 si y sólo si J es integrable y ψ ≡ 0.

En el caso unimodular obtenemos la siguiente caracterización.

Corolario 5.2.2. Sea g un álgebra de Lie unimodular de dimensión 2n equipada con una estructura
compleja J . Entonces existe una (n,0)-forma cerrada no nula si y sólo si Tr(J adx) = 0 para todo
x ∈ g.

Observación 5.2.3. De la prueba del Teorema 5.2.1 se deduce que si J es integrable entonces3

dσ = 1
4∑j,ℓ

(aℓ
ℓj − d

ℓ
jℓ − d

ℓ
ℓj + e

ℓ
ℓj) + i(b

ℓ
ℓj + c

ℓ
ℓj + c

ℓ
jℓ + f

ℓ
ℓj) γ̄j ∧ σ

=
1
4∑j
(−Tr(aduj) −Tr(J ad vj)) + i(Tr(J aduj) −Tr(ad vj))) γ̄j ∧ σ

=
1
4∑j
(−ψ(vj) + iψ(uj)) γ̄j ∧ σ.

3Comparar con [83, Lemma 3].
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Cuando g es unimodular y J es integrable, el hecho de que la 1-forma ψ se anule idénticamente
también puede entenderse en términos de la complexificación gC de g como muestra la siguiente
proposición. Recordemos que gC = g

1,0 ⊕ g0,1, donde g1,0 (respectivamente, g0,1) es el autoespacio de
autovalor i (−i respectivamente) de la extensión C-lineal JC ∶ gC → gC, y vienen dados por

g1,0
= {x − iJx ∣ x ∈ g}, g0,1

= {x + iJx ∣ x ∈ g}.

Tanto g1,0 como g0,1 son subálgebras de Lie de gC debido a la integrabilidad de J (Proposición 1.1.16).

Proposición 5.2.4. Sea (g, J) un álgebra de Lie unimodular de dimensión 2n equipada con una
estructura compleja. Entonces (g, J) posee una (n,0)-forma cerrada no nula si y sólo si

(1) g1,0 es unimodular, o

(2) g0,1 es unimodular.

Demostración. Mostraremos la equivalencia sólo para g1,0. Los cálculos para g0,1 son completamente
análogos. Dado un producto interno hermitiano ⟨⋅ , ⋅ ⟩ en g, este puede extenderse a un producto interno
complejo en gC que satisface ⟨a+ ib, c+ id⟩ = ⟨a, c⟩+ ⟨b, d⟩− i(⟨a, d⟩− ⟨b, c⟩). Así, si {ej}

2n
j=1 es una base

ortonormal de g tal que Je2j−1 = e2j entonces { 1√
2(e2j−1 − ie2j)}

n

j=1
es una base ortonormal de g1,0.

Ahora, consideremos x − iJx ∈ g1,0. Podemos descomponer ad(x − iJx) con respecto a la descom-
posición gC = g

1,0 ⊕ g0,1 como sigue:

ad(x − iJx) = Ax ∗

0 Bx
.

A continuación calculamos

TrAx =
1
2

n

∑
j=1
⟨[x − iJx, e2j−1 − ie2j], e2j−1 − ie2j⟩

=
1
2

n

∑
j=1
⟨[x, e2j−1] − [Jx, e2j] − i([x, e2j] + [Jx, e2j−1]), e2j−1 − ie2j⟩

=
1
2
(Tr adx − iTr ad(Jx) −Tr(J ad(Jx)) − iTr(J adx))

=
1
2
(Tr adx −Tr(J ad(Jx)) − i

2
(Tr ad(Jx) +Tr(J adx)).

Por lo tanto, Tr ad(x − iJx) = 0 en g1,0 si y sólo si Tr(J adx) = −Tr ad(Jx) en g. En particular, como
g es unimodular, se sigue que g1,0 es unimodular si y sólo si Tr(J adx) = 0, y la equivalencia sigue del
Corolario 5.2.2.

Utilizando el Teorema 5.2.1, podemos recuperar algunos resultados conocidos en la literatura.
Por ejemplo, los ejemplos básicos de variedades complejas con fibrado canónico holomórficamente

trivial son las variedades paralelizables complejas. En efecto, la trivialidad del fibrado tangente holo-
morfo implica la trivialidad del fibrado canónico como fibrado holomorfo. Por un resultado de Wang
[153] una variedad compleja paralelizable compacta es biholomorfa a un cociente compacto Γ/G, donde
G es un grupo de Lie complejo y Γ es un retículo uniforme de G. La trivialidad del fibrado canónico
de tal cociente compacto Γ/G también es consecuencia del Teorema 5.2.1 observando que la estructu-
ra compleja en el cociente es inducida por una estructura compleja invariante a izquierda en G que
satisface J ad(x) = ad(x)J para todo x ∈ g = Lie(G). Esto implica que J adx = ad(Jx) y dado que g
es unimodular, la 1-forma canónica ψ se anula idénticamente.
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Otra familia de variedades complejas compactas con fibrado canónico trivial son las nilvariedades
equipadas con estructuras complejas invariantes. Este hecho (probado en [20]) se puede deducir del
Teorema 5.2.1, usando el hecho de que en un álgebra de Lie nilpotente equipada con una estructura
compleja se satisface Tr(J adx) = 0 para todo x ∈ g (ver [20, Lemma 2.2] o [100, Proposition 2.1]).
Sorprendentemente, este hecho no es usado originalmente en [20] para probar que las nilvariedades
complejas tienen fibrado canónico trivial. En su lugar, se utiliza la existencia de una base distinguida
de (1,0)-formas en álgebras de Lie nilpotentes dada por Salamon en [131].

Más recientemente, en [55] fueron caracterizadas las álgebras de Lie casi abelianas de dimensión
2n dotadas de una estructura compleja que admite una (n,0)-forma cerrada no nula. Recordemos que
un álgebra de Lie g se dice casi abeliana si posee un ideal abeliano de codimensión uno. En este caso,
podemos escribir un álgebra de Lie casi abeliana g como g = Re2n ⋉ u, donde u es un ideal abeliano.
Se sabe que (ver por ejemplo [100]) un álgebra de Lie casi abeliana de dimensión 2n admite una
estructura compleja si y sólo si B ∶= ad e2n∣u se escribe de la forma

B = [
a 0
v A

] , donde a ∈ R, v ∈ R2n−2, AJ1 = J1A.

Aquí4 estamos descomponiendo u = Re1 ⊕ (u ∩ Ju), con e1 = −Je2n y J1 ∶= J ∣u∩Ju.
Como un corolario del Teorema 5.2.1 recuperamos el resultado en [55, Proposition 2.4].

Corolario 5.2.5. Sean g = Re2n ⋉R2n−1 un álgebra de Lie casi abeliana y J una estructura compleja
en g como arriba. Entonces (g, J) admite una (n,0)-forma cerrada no nula si y sólo si

a + 1
2 TrA = 0, Tr(J1A) = 0.

Si además g es unimodular entonces a = 0, TrA = 0 y Tr(J1A) = 0.

Demostración. En primer lugar calculamos J ad e2n y J ad e1 en la base {e2n, e1, . . . , e2n−1}, donde
{ej}

2n−1
j=2 es una base J-adaptada de u ∩ Ju:

J ad e2n =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
−1 0

J1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0
0 a

0 v A

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 a
0 0
0 ∗ J1A

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

J ad e1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
−1 0

J1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0
−a 0
−v 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−a 0
0 0
∗ 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Así, obtenemos que

ψ(e2n) = Tr(J ad e2n) −Tr ad(Je2n) = Tr(J1A),

ψ(e1) = Tr(J ad e1) −Tr ad(Je1) = −a − (a +TrA) = −2a −TrA.

Se verifica fácilmente que ψ(u ∩ Ju) = 0. Por lo tanto, ψ ≡ 0 si y sólo si a + 1
2 TrA = 0 y Tr(J1A) = 0.

Si g es unimodular entonces 0 = a +TrA, que junto con a + 1
2 TrA = 0 implican que 0 = a = TrA.

Ejemplo 5.2.6. En dimensión 6, de acuerdo con [54], las álgebras de Lie casi abelianas unimodulares
(no nilpotentes) que admiten una estructura compleja con una (3,0)-forma cerrada no nula son:

g1 = (e
15,−e25,−e35, e45,0,0),

gα
2 = (αe

15 + e25,−e15 + αe25,−αe35 + e45,−e35 − αe45,0,0), α ≥ 0.
4La notación es distinta a la del Capítulo 3 para enunciar los resultados de manera acorde a otros artículos relacionados.
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Esta notación significa que, por ejemplo, g1 es el álgebra de Lie determinada por una base {ej}6j=1
de g∗1 tal que de1 = e15, de2 = −e25, de3 = −e35, de4 = e45, y de5 = de6 = 0. En g1 y g0

2 existe una
sola estructura compleja que admite (3,0)-formas cerradas no nulas mientras que gα

2 , α > 0, tiene dos
estructuras complejas de este tipo (salvo equivalencia). Los correspondientes grupos de Lie simplemente
conexos G1 y Gα

2 admiten retículos (para un conjunto numerable de valores de α).

A continuación consideramos una familia especial de estructuras complejas invariantes a izquierda
en grupos de Lie. Si una estructura casi compleja J en un álgebra de Lie g satisface [Jx, Jy] = [x, y]
para todo x, y ∈ g entonces es inmediato verificar que J es integrable. Una tal estructura compleja se
dice abeliana. Fueron introducidas en [19] y han demostrado ser muy útiles en diferentes contextos
de la geometría diferencial y compleja. Las estructuras complejas abelianas sólo pueden existir en
álgebras de Lie 2-pasos solubles (véase por ejemplo [5]).

En el siguiente resultado mostramos la existencia de una sección trivializante invariante a izquierda
del fibrado canónico de un grupo de Lie unimodular equipado con una estructura compleja abeliana.
Como es usual, enunciamos el resultado a nivel del álgebra de Lie.

Corolario 5.2.7. Un álgebra de Lie g de dimensión 2n equipada con una estructura compleja abeliana
J posee una (n,0)-forma cerrada no nula si y sólo si g es unimodular. En particular, toda solvariedad
compleja equipada con una estructura compleja abeliana tiene fibrado canónico trivial.

Demostración. El hecho de que J es abeliana es equivalente a que [x, Jy] = −[Jx, y] para todo x, y ∈ g.
De aquí, ad(x)J = −ad(Jx), lo que implica Tr(ad(x)J) = −Tr(ad(Jx)). Esta identidad junto con la
condición Tr(ad(x)J) = Tr(ad(Jx)), que proviene de ψ ≡ 0, y el hecho de que J es un isomorfismo,
implican el resultado.

En dimensión 6, hay una sola álgebra de Lie (no nilpotente) unimodular que admite una estructura
compleja (ver [4]). Es el álgebra de Lie s generada por la base {ei}

6
i=1 con corchetes de Lie dados por

[e1, e6] = −e1, [e2, e5] = e1, [e1, e5] = −e2, [e2, e6] = −e2,

[e3, e6] = e3, [e4, e5] = −e3, [e3, e5] = e4, [e4, e6] = e4.

Esta álgebra de Lie aparece como g8 en [54] y como s(−1,0) en [4]; es el álgebra de Lie real subyacente a
la variedad compleja paralelizable de Nakamura [119] (veáse también [12]). Posee una cantidad infinita
de estructuras complejas no equivalentes5 que admiten una (3,0)-forma cerrada no nula, pero solo una
de ellas es abeliana ([54, Proposition 3.7]), a saber: Je1 = e2, Je3 = e4 y Je5 = e6. Fue probado en
[159] que su correspondiente grupo de Lie simplemente conexo S admite un retículo. Generalizamos a
continuación este ejemplo a cualquier dimensión de la forma 4n + 2.

Ejemplo 5.2.8. Para n ≥ 1, sea sn = R2 ⋉R4n el álgebra de Lie unimodular (4n + 2)-dimensional con
base {f1, f2, e1, e2, . . . , e4n} y corchetes de Lie dados por

A ∶= ad f1∣R4n = ([
0 −1
1 0 ]⊕ [

0 1
−1 0])

⊕n

, B ∶= ad f2∣R4n = diag(1,1,−1,−1)⊕n.

Observar que s1 coincide con el álgebra de Lie s de arriba.
Es fácil verificar que la estructura casi compleja J definida por Jf1 = f2 y Je2j−1 = e2j para todo

1 ≤ j ≤ 2n es abeliana. Se sigue entonces del Corolario 5.2.7 que sn admite una (n,0)-forma cerrada no
nula. Mostramos a continuación que el grupo de Lie simplemente conexo asociado Sn admite retículos.
Dado m ∈ N, m ≥ 3, sea tm = log(m+

√
m2−4
2 ). Entonces

exp(πA) = − I4n, exp(tmB) = diag(etm , etm , e−tm , e−tm)
⊕n.

5Dos estructuras complejas J1, J2 en un álgebra de Lie g se dicen equivalentes si existe un isomorfismo de álgebras de
Lie φ ∶ g→ g tal que φ ○ J1 = J2 ○ φ.
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No es difícil ver, usando que etm + e−tm = m, que existe una matriz P ∈ GL(4n,R) que satisface
P −1 exp(tmB)P = [ 0 −1

1 m ]
⊕2n, y es claro que P −1(− I4n)P = − I4n, por lo que las matrices exp(πA) y

exp(tmB) se conjugan simultáneamente a matrices enteras unimodulares. Dado que cualquier base de
R4n es racional, el Teorema 1.2.5 implica que el subgrupo Γn

m ∶= (πZ ⊕ tmZ) ⋉ PZ4 es un retículo de
Sn. La solvariedad compleja correspondiente (Γn

m/Sn, J) tiene fibrado canónico trivial, para todo m.

Observación 5.2.9. El álgebra de Lie sn también posee una estructura compleja bi-invariante J̃ dada
por

J̃f1 = −f2, J̃e2j−1 = e2j , 1 ≤ j ≤ 2n,

de manera que la solvariedad (Γ/Sn, J̃) es compleja paralelizable para todo retículo Γ ⊂ G, generali-
zando de esta manera la variedad compleja paralelizable de Nakamura.

5.2.1. Ejemplos en solvariedades casi nilpotentes

Finalizamos esta sección utilizando el Teorema 5.2.1 para estudiar la existencia de (n,0)-formas
cerradas en una clase de álgebras de Lie casi nilpotentes de dimensión 2n que fueron consideradas en
[57]. Allí se obtiene una caracterización de la existencia de dos tipos de estructuras hermitianas (J, g)
en álgebras de Lie casi nilpotentes g = R ⋉D n cuyo nilradical n satisface dim[n,n] = 1, en concreto:

(i) J[n,n] = n⊥g , donde n⊥g denota el complemento ortogonal de n en g, y

(ii) J[n,n] ⊂ n.

De acuerdo con [17], si un álgebra de Lie casi nilpotente n satisface dim[n,n] = 1, n es una extensión
central de un álgebra de Lie de Heisenberg h2ℓ+1, i.e. una suma directa h2ℓ+1 ⊕ Rh con ℓ, h enteros
positivos. Recordemos que h2ℓ+1 = span{x1, . . . , xℓ, y1, . . . , yℓ, z} con corchetes dados por [xi, yi] = z
para 1 ≤ i ≤ ℓ.

Consideremos primero el caso (i). Daremos una caracterización de la existencia de (n,0)-formas
cerradas no nulas, junto con dos familias de solvariedades complejas con fibrado canónico trivial.

Teorema 5.2.10. [57] Sea g = Re2n ⋉ n un álgebra de Lie casi nilpotente con dim[n,n] = 1 equipada
con una estructura hermitiana (J, g) tal que J[n,n] = n⊥g. Entonces existe una base ortonormal {ei}

2n
i=1

tal que Je1 = e2n y Je2k = e2k+1 para 1 ≤ k ≤ n − 2, y

[n,n] = Re1, k1 ∶= n ∩ Jn = span{e2, . . . , e2n−1}, J[n,n] = Re2n.

Los corchetes de Lie en esta base se describen mediante

ad e2n∣n = [
a 0
0 A

] y [Y,Z] = −η(Y,Z)e1, a ∈ R, A ∈ gl(k1), η ∈ ⋀
2k∗1 , Y,Z ∈ k1,

donde las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) AJ1 = J1A, donde J1 = J ∣k1,

(2) η(J ⋅, J ⋅) = η(⋅, ⋅), y

(3) A∗η = aη, donde A∗η es la 2-forma en k1 definida por

(A∗η)(X,Y ) = η(A(X), Y ) + η(X,A(Y )), X,Y ∈ k1.

Recíprocamente, si los datos (a,A, η, J, g) como arriba satisfacen (1) − (3) entonces definen una es-
tructura hermitiana en un álgebra de Lie casi nilpotente con dim[n,n] = 1 tal que J[n,n] = n⊥g.
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Proposición 5.2.11. El álgebra de Lie g = Re2n ⋉ n equipada con una estructura compleja J como
antes admite una (n,0)-forma cerrada no nula si y sólo si

a +
1
2

TrA = 0, Tr(J1A) = 0.

Si además g es unimodular, entonces

a = TrA = 0, Tr(J1A) = 0.

Demostración. En [57, Lemma 5.1] fue calculada la siguiente expresión para la 1-forma canónica ψ:

ψ(e1) = −2a −TrA, ψ(e2n) = TrJ1A, ψ∣k1 ≡ 0.

Entonces ψ ≡ 0 si y sólo si a + 1
2 TrA = TrJ1A = 0, y así el enunciado se sigue del Teorema 5.2.1. Si g

es unimodular entonces a + 1
2 TrA = 0 y a +TrA = 0 implican a = TrA = 0.

Ejemplos 5.2.12. (i) Sea gn = Re4n+2 ⋉B h4n+1 donde

B =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
I2n

− I2n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, y η = e2, 2n+2
+⋯ + e2n+1, 4n+1.

Equipamos a gn con la métrica g que hace ortonormal a la base {ej}
4n+2
j=1 , y con la estructura compleja

J definida por Je1 = e4n+2 y Je2k = e2k+1, 1 ≤ k ≤ 2n. Entonces, en virtud del Teorema 5.2.10, (gn, J, g)
define una estructura hermitiana en el álgebra de Lie casi nilpotente unimodular gn. Más aún, es
fácil verificar que (gn, J) satisface las condiciones de la Proposición 5.2.11, por lo que (gn, J) admite
una (2n + 1,0)-forma cerrada no nula. Para todo m ∈ N, m ≥ 3, el grupo de Lie simplemente conexo
asociado Gn admite un retículo Γn

m. En efecto, si tm = log(m+
√

m2−4
2 ), definimos

Pm =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 I2n αm I2n

0 1
α−1

m −αm
I2n

α−1
m

α−1
m −αm

I2n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, donde αm = exp(tm).

Entonces P−1
m exp(tmB)Pm = [

1 0 0
0 02n − I2n

0 I2n m I2n

]. Así, si definimos fj = Pmej , para 1 ≤ j ≤ 4n + 1, entonces

[fj , fk] = [ej , ek], 1 ≤ j, k ≤ 4n + 1, por lo que {fj}
4n+1
j=1 es una base racional de h4n+1 en la que la

matriz de coordenadas de exp(tmB) es una matriz entera unimodular. Concluimos del Teorema 1.2.5
que Γn

m = tmZ ⊕ expH4n+1(spanZ{f1, . . . , f4n+1}) es un retículo de Gm. Las solvariedades complejas
correspondientes (Γn

m/Gm, J) tienen fibrado canónico trivial.
(ii) Dados a1, . . . , an ∈ R tales que ∑n

j=1 aj = 0, definimos g = g(a1, . . . , an) = Re2n+2 ⋉B h2n+1 donde

B = (0)⊕ [ 0 −a1
a1 0 ]⊕⋯⊕ [

0 −an

an 0 ] , y η = e23
+⋯ + e2n, 2n+1.

Dotamos a g con la métrica g tal que {ej}
2n+2
j=1 es una base ortonormal y con la estructura compleja

J definida por Je1 = e2n+2 y Je2k = e2k+1, 1 ≤ k ≤ n. De acuerdo al Teorema 5.2.10, (J, g) es una
estructura hermitiana en el álgebra de Lie casi nilpotente unimodular g. Es fácil verificar que (g, J)
satisface las condiciones de la Proposición 5.2.11 (pues TrJ1A = ∑

n
j=1 aj = 0), lo cual implica que

(g, J) posee una (n+1,0)-forma cerrada no nula. El correspondiente grupo de Lie simplemente conexo
G ∶= G(a1, . . . , an) admite un retículo para algunos valores de los parámetros a1, . . . , an. En efecto,
eligiendo a1, . . . , an ∈ {2π,π, π

2 }+2πZ con a1+⋯+an = 0, obtenemos que {ej}
2n+1
j=1 es una base racional

de h2n+1 en la cual la matriz de coordenadas de expB es entera unimodular, por lo que el Teorema 1.2.5
implica que el grupo de Lie G admite un retículo Γ ∶= Γ(a1, . . . , an). Las correspondientes solvariedades
complejas equipadas con la estructura compleja inducida (Γ/G,J) tienen fibrado canónico trivial.
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Consideramos a continuación el caso (ii) y, como en el caso (i), damos una caracterización para
la existencia de (n,0)-formas cerradas no nulas. Además, exhibimos dos familias de solvariedades
complejas con fibrado canónico trivial.

Teorema 5.2.13. [57] Sea g = Re2n ⋉ n un álgebra de Lie casi nilpotente con dim[n,n] = 1 equipada
con una estructura hermitiana (J, g) tal que J[n,n] ⊂ n. Entonces existe una base ortonormal {ei}

2n
i=1

tal que Je2j−1 = e2j, 1 ≤ j ≤ n, y

n = R⟨e1, . . . , e2n−1⟩, [n,n] = Re1.

Denotamos k1 ∶= [n,n]
⊥g ∩ n y k2 = k1 ∩ Jk1. Entonces, con respecto a la descomposición

n = Re1 ⊕Re2 ⊕ k2 ⊕Re2n−1,

los corchetes de Lie se describen mediante

ad e2n∣n =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1 0 α v1
0 a2 γ v2
0 0 A v

0 0 0 a

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, [Y,Z] = −η(Y,Z)e1, Y,Z ∈ k1,

donde a, a1, a2, v1, v2 ∈ R, v ∈ k2, α, γ ∈ k
∗
2 , A ∈ gl(k2) y

η = ξ + (γ + α ○ J) ∧ e2n−1
+ (a2 − a1)e

2
∧ e2n−1, ξ ∈ ⋀2k∗2 .

Además, [A,J ∣k2] = 0 y se satisfacen las ecuaciones

0 = (a2 − a1)(a + a2 − a1),

0 = A∗ξ − a1ξ,

0 = (a − a1)(γ + α ○ J) +A
∗
(γ + α ○ J) + (a2 − a1)γ − ιvξ.

Recíprocamente, si los datos (a, a1, a2,A, v1, v2, α, γ, v, ξ, J, g) satisfacen las condiciones de arriba
entonces definen una estructura hermitiana (J, g) en el álgebra de Lie casi nilpotente g de manera que
J[n,n] = n⊥g.

Proposición 5.2.14. El álgebra de Lie g = Re2n⋉n equipada con la estructura compleja J como antes
admite una (n,0)-forma cerrada no nula si y sólo si

TrA = −2(a + a1), Tr(J ∣k2A) = 0.

Si el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite retículos entonces

a1 = a2 = a = 0, TrA = 0, Tr(J ∣k2A) = 0.

Demostración. En [57, Lemma 5.10] se calcula la siguiente expresión para la 1-forma canónica ψ:

ψ(e1) = ψ(e2) = 0, ψ(k2) ≡ 0,
ψ(e2n−1) = (−a + a2 − a1) − (a + a1 + a2 +TrA) = −2(a + a1) −TrA,
ψ(e2n) = Tr(J ∣k2A).

Entonces ψ ≡ 0 si y sólo si TrA = −2(a + a1) y Tr(J ∣k2A) = 0, por lo que el enunciado se deduce del
Teorema 5.2.1. Si G admite retículos, entonces por un resultado de [67] g es fuertemente unimodular,
y por [57, Remark 2.6] el álgebra de Lie casi nilpotente g es fuertemente unimodular si y sólo si
a1 = a + a2 +TrA = 0. Esto, junto con el hecho de que TrA = −2(a + a1) y 0 = a2(a + a2), implican que
a1 = a2 = a = TrA = 0.
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Ejemplos 5.2.15. (i) Dado n ≥ 2, sea gn = Re4n ⋉B h4n−1 donde

B =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 v1
0 0 0 0 v2
0 0 I2n−2 0 0
0 0 0 − I2n−2 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, v1, v2 ≠ 0, y η = e3,2n+1
+⋯ + e2n,4n−2.

Dotamos a gn con la métrica g que satisface que {ej}
4n
j=1 es una base ortonormal, y con la estructura

compleja J definida por Je2k−1 = e2k, 1 ≤ k ≤ 2n. Luego, de acuerdo con el Teorema 5.2.13, (J, g) es una
estructura hermitiana en el álgebra de Lie casi nilpotente unimodular gn. Más aún, (gn, J) satisface
las condiciones de la Proposición 5.2.14 de modo que (gn, J) admite una (2n,0)-forma cerrada no
nula. El grupo de Lie simplemente conexo asociado Gn admite retículos. En efecto, para m ∈ N,m ≥ 3,
sea αm =

m+
√

m2−4
2 y tm = logαm. Así, la matriz

exp(tmB) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 v1tm
0 1 0 0 v2tm
0 0 αm I2n−2 0 0
0 0 0 α−1

m I2n−2 0
0 0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

es conjugada mediante

Pm =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

v1tm 0 0 0 0
v2tm 0 0 0 − 1

v1tm

0 0 I2n−2 αm I2n−2 0
0 0 1

α−1
m −αm

I2n−2
α−1

m

α−1
m −αm

I2n−2 0
0 1 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a una matriz entera unimodular. Si definimos fj = Pmej para 1 ≤ j ≤ 4n−1 resulta que [fj , fk] = [ej , ek]

por lo que {fj}
4n−1
j=1 es una base racional de h4n−1 en la cual exp(tmB) se escribe como una matriz

entera unimodular. En consecuencia, gracias al Teorema 1.2.5, el grupo de Lie Gn admite para cada
m ∈ N un retículo Γm

n . Las solvariedades complejas asociadas (Γm
n /Gn, J) poseen fibrado canónico

trivial.
(ii) Para n ≥ 2, sea g(a1, . . . , an) = Re2n+2 ⋉B h2n+1 donde

B =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 v1
0 0 0 v2
0 0 A 0
0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, v1, v2 ≠ 0, A = [ 0 −a1
a1 0 ]⊕⋯⊕ [

0 −an

an 0 ] ,
n

∑
i=1
ai = 0.

y η = e34 + ⋯ + e2n−1,2n. De acuerdo al Teorema 5.2.13, si definimos (J, g) como en el Ejemplo (i)
anterior obtenemos una estructura hermitiana en g = g(a1, . . . , an). Además, dado que ∑n

i=1 ai = 0,
obtenemos que (g, J) posee una (n + 1,0)-forma cerrada no nula, debido a la Proposición 5.2.14. El
grupo de Lie simplemente conexo asociado G = G(a1, . . . , an) admite retículos. En efecto, si elegimos
a1, . . . , an ∈ {2π,π, π

2 } + 2πZ tales que a1 +⋯ + an = 0 y tomamos

P =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

v1 0 0 0
v2 0 0 − 1

v1
0 0 I2n−2 0
0 1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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tenemos una base racional {fj}
2n+1
j=1 de h2n+1, donde fj = Pej , en la cual expB es entera unimodular.

Luego, el Teorema 1.2.5 implica que el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite un retículo
Γ = Γ(a1, . . . , an). Las solvariedades complejas asociadas (Γ/G,J) tienen fibrado canónico trivial.

5.2.2. Fibrado canónico invariantemente de torsión

En esta breve subsección abordamos el caso en que alguna potencia del fibrado canónico de un
cociente compacto complejo (Γ/G,J) es trivial mediante una sección holomorfa invariante. Lo que
obtenemos es que en realidad el fibrado canónico es en sí mismo invariantemente trivial.

Proposición 5.2.16. Sea (G,J) un grupo de Lie de dimensión 2n equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda. Si K⊗k

G admite una sección holomorfa invariante no nula para algún
k ∈ N entonces KG admite una sección holomorfa invariante no nula. Esto es, (G,J) tiene fibrado
canónico trivial. Lo mismo sucede para cualquier cociente Γ/G donde Γ es un retículo uniforme de G.

Demostración. Como es habitual, podemos trabajar a nivel del álgebra de Lie dado que estamos
tratando con objetos invariantes. Sea σ un generador de ⋀n,0g∗, i.e. una (n,0)-forma, donde g = Lie(G).
Entonces, σ⊗k ∶= σ ⊗⋯⊗ σ (k veces) genera (⋀n,0g∗)⊗k, la cual podemos asumir holomorfa dado que
este espacio tiene dimensión 1. La Observación 5.2.3 implica que dσ = β ∧ σ para alguna (0,1)-forma
β, la cual en términos del operador de Dolbeault extendido ∂̄ puede expresarse como ∂̄σ = β ⊗ σ.

A continuación calculamos

0 = ∂̄σ⊗k
=

k

∑
j=1

σ ⊗⋯⊗ ∂̄σ
¯

j-ésimo lugar

⊗⋯⊗ σ =
k

∑
j=1

β ⊗ σ⊗k
= kβ ⊗ σ⊗k.

En consecuencia, β = 0 y esto implica ∂̄σ = 0. De aquí, σ es holomorfa y la prueba está completa.

5.3. Trivialidad del fibrado canónico de grupos de Lie solubles con
estructuras complejas invariantes a izquierda

El propósito principal de esta sección es mostrar que todo grupo de Lie soluble simplemente conexo
equipado con una estructura compleja invariante a izquierda tiene fibrado canónico trivial. En general
la sección holomorfa trivializante no será invariante a izquierda.

Cualquier sección nunca nula del fibrado canónico de un grupo de Lie de dimensión 2n equipado
con una estructura compleja invariante a izquierda J puede ser escrita como τ = fσ, donde σ es una
(n,0)-forma invariante a izquierda no nula y f es una función diferenciable f ∶ G → C ∖ {0} = C×.
Cuando esta f existe no podemos esperar unicidad en general (en el contexto no compacto) como el
siguiente resultado muestra.

Lema 5.3.1. Sea G un grupo de Lie de dimensión 2n equipado con una estructura compleja invariante
a izquierda J , y sea σ una (n,0)-forma invariante a izquierda no nula en G. Asumimos que τ1 ∶= f1σ
es cerrada, para alguna función diferenciable f1 ∶ G→ C×. Si f2 ∶ G→ C× es otra función diferenciable
en G entonces τ2 ∶= f2σ es cerrada si y sólo si f2

f1
es una función holomorfa en G. En particular, si G

es compacto entonces f2 = cf1 para algún c ∈ C×.

Demostración. Supongamos primero que H ∶= f2
f1

es holomorfa. Entonces

∂τ2 = ∂((Hf1)σ) = ∂(Hf1) ∧ σ + (Hf1)∂σ =H(∂f1) ∧ σ + (Hf1)∂σ =H(∂f1 ∧ σ + f1 ∂σ) =H ∂(f1σ) = 0.

En consecuencia, τ2 es holomorfa y por lo tanto cerrada.



118 CAPÍTULO 5. SOLVARIEDADES COMPLEJAS CON FIBRADO CANÓNICO TRIVIAL

Recíprocamente, supongamos ahora que τ2 es cerrada. De dτ1 = 0 y dτ2 = 0 obtenemos que

df1 ∧ σ + f1 dσ = 0, df2 ∧ σ + f2 dσ = 0.

De estas ecuaciones se deduce inmediatamente que

d(f2
f1
) ∧ σ = 0. (5.3.1)

Consideremos una base {γ1, . . . , γn} de (1,0)-formas invariantes a izquierda en G, por lo que podemos
asumir σ = γ1 ∧⋯ ∧ γn. Si escribimos

d(f2
f1
) =

n

∑
j=1
(ajγj + bjγj),

para algunos aj , bj ∈ C, entonces (5.3.1) se convierte en

0 =
n

∑
j=1
(ajγj + bjγj) ∧ σ =

n

∑
j=1

bjγj ∧ σ,

lo que implica bj = 0 para j = 1, . . . , n dado que {γj ∧σ}j=1 es linealmente independiente. Esto significa
que d (f2

f1
) es una (1,0)-forma, y esto es equivalente a ∂ (f2

f1
) = 0, esto es, f2

f1
es holomorfa.

Corolario 5.3.2. Sea G un grupo de Lie de dimensión 2n con una estructura compleja J , y asumimos
que G admite un retículo uniforme Γ. Si σ es una (n,0)-forma invariante no nula y f ∶ Γ/G → C×
es una función diferenciable tal que τ ∶= fσ es cerrada entonces f es única (salvo multiplicar por una
constante no nula). En particular, las (n,0)-formas cerradas nunca nulas τ en (Γ/G,J) son todas
invariantes o todas no invariantes.

Procedemos a continuación a probar el teorema principal de la sección. Empezamos con una serie
de resultados preliminares. Recordemos que en un álgebra de Lie soluble g, su nilradical n(g) está
dado por n(g) = {x ∈ g ∣ adx es nilpotente}.

Lema 5.3.3. Sea g un álgebra de Lie soluble equipada con una estructura compleja J , y denotemos
por n(g) a su nilradical. Si h = Kerψ, donde ψ es la 1-forma canónica en (g, J), entonces

n(g) ∩ Jn(g) ⊆ h ∩ Jh.

Demostración. Sea x ∈ n(g) ∩ Jn(g). Dado que Jx ∈ n(g) resulta que ad(Jx) es nilpotente y así
Tr ad(Jx) = 0. En consecuencia es suficiente probar que Tr(J adx) = 0. Tenemos que

x − iJx ∈ n(g)⊕ in(g) = n(g)C = n(gC),

de modo que ad(x − iJx) es un endomorfismo nilpotente de gC. Podemos escribir

ad(x − iJx) = [ Ax ∗

0 Bx
] ,

en una cierta base de gC adaptada a la descomposición gC = g1,0 ⊕ g0,1. Como este operador es
nilpotente, se deduce que las matrices Ax y Bx son ambas nilpotentes, por lo que TrAx = TrBx = 0.
Finalmente calculamos

JC ad(x − iJx) = [ iAx ∗

0 −iBx
] .
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En conclusión,
0 = Tr(JC ad(x − iJx)) = Tr(J ad(x)) − iTr(J ad(Jx)),

lo que implica
Tr(J ad(x)) = Tr(J ad(Jx)) = 0,

y esto es, x ∈ h ∩ Jh.

El siguiente lema técnico proveerá una base especial de (1,0)-formas que será útil en la prueba del
resultado principal de la sección.

Lema 5.3.4. Sea g un álgebra de Lie soluble de dimensión 2n equipada con una estructura compleja
J . Entonces existe una base {γ1, . . . , γn} de (1,0)-formas, con γk = u

k + ivk, y un índice 1 ≤ s ≤ n tales
que:

(i) uj es cerrada para 1 ≤ j ≤ s, y

(ii) uj , vj ∈ [g,g] ∩ J[g,g] para j > s,

donde {u1, v1, . . . , un, vn} denota la base dual de {u1, v1, . . . , un, vn}.

Demostración. Sea g′ = [g,g] y sea u un subespacio complementario a g′ ∩ Jg′ en g′, esto es

g′ = (g′ ∩ Jg′)⊕ u.

Además, tenemos que g′ ∩ Ju = {0}. En efecto, si v ∈ g′ ∩ Ju, esto implica que v ∈ g′ ∩ Jg′ puesto que
u ⊂ g′. De aquí, Jv ∈ u ∩ (g′ ∩ Jg′), lo que implica Jv = 0 y así v = 0.

En resumen, podemos descomponer g en suma directa como sigue:

g = (g′ ∩ Jg′)⊕ u⊕ Ju⊕ v,

donde v es un subespacio complementario a g′⊕Ju en g, el cual puede ser elegido J-invariante. Como
g es soluble, g′ es un subespacio propio de g, de modo que Ju ⊕ v ≠ {0}. Ahora, el hecho de que los
subespacios v, u⊕ Ju y g′ ∩ Jg′ son J-invariantes nos permite tomar bases {x1, . . . , xr, x̃1, . . . , x̃r} de
v, {y1, . . . , ym, ỹ1, . . . , ỹm} de u⊕ Ju (con yk ∈ Ju, ỹk ∈ u) y {z1, . . . , zℓ, z̃1, . . . , z̃ℓ} de g′ ∩ Jg′ tales que
Jxk = x̃k, Jyk = ỹk, Jzk = z̃k y r +m + ℓ = n. Luego, podemos tomar la base ordenada de (1,0)-formas

{γ1, . . . , γs, . . . , γn} = {x
1
+ ix̃1, . . . , xr

+ ix̃r, y1
+ iỹ1, . . . , ym

+ iỹm, z1
+ iz̃1, . . . , zℓ

+ iz̃ℓ
},

donde s ∶= r +m < n y xj , x̃j , yj , ỹj , zj , z̃j son los elementos duales de xj , x̃j , yj , ỹj , zj , z̃j , respectiva-
mente, para todo j. Renombramos uj = Reγj y vj = Im γj . Para 1 ≤ j ≤ s tenemos que uj pertenece al
anulador de g′ por lo que uj es cerrada, y para j > s tenemos que uj , vj ∈ g

′ ∩ Jg′.

Observación 5.3.5. Se deduce de la prueba del Lema 5.3.4 que s = n si y sólo si g = g′ ⊕ Jg′. En este
caso la estructura compleja J es abeliana. En efecto, la condición más general g′ ∩ Jg′ = {0} implica
que J es abeliana, lo que puede ser fácilmente verificado de NJ = 0.

Teorema 5.3.6. Todo grupo de Lie soluble simplemente conexo G de dimensión 2n equipado con
una estructura compleja invariante a izquierda J admite una (n,0)-forma cerrada nunca nula τ . En
particular, el fibrado canónico de (G,J) es trivial.
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Demostración. Sea g = Lie(G) y sea la base {γ1, . . . , γn} con γk = u
k + ivk, como en el Lema 5.3.4.

Consideremos ahora la (n,0)-forma σ dada por σ = γ1 ∧⋯∧ γn. Si dσ = 0 podemos simplemente elegir
τ = σ. Por otro lado, si dσ ≠ 0 resulta de la Observación 5.2.3 que

dσ = 1
4

n

∑
j=1
(−ψ(vj) + iψ(uj)) γ̄j ∧ σ.

Llamemos Cj = −ψ(vj) + iψ(uj). Veremos primero que Cj = 0 para j > s. En efecto, en este caso
uj , vj ∈ g

′ ∩ Jg′. Como g′ ∩ Jg′ ⊂ n(g) ∩ Jn(g) dado que g es soluble, se sigue del Lema 5.3.3 que
ψ(uj) = ψ(vj) = 0, por lo que Cj = 0 para j > s. Entonces podemos escribir

dσ = 1
4

s

∑
j=1

Cj γ̄j ∧ σ =
1
4

s

∑
j=1
(Cj γ̄j ∧ σ +Cj γj ∧ σ

²
=0

) =
1
2

s

∑
j=1

Cju
j
∧ σ.

En consecuencia, la forma α = 1
2 ∑

s
j=1Cju

j satisface dσ = α ∧ σ y dα = 0 por la elección de la base
{γ1, . . . , γn}. Dado que G es simplemente conexo, la 1-forma invariante a izquierda α en G es exacta de
manera que existe una función diferenciable f ∶ G→ C que satisface α = df . Finalmente, consideramos
la (n,0)-forma τ ∶= e−f σ y calculamos

dτ = e−f
(−α ∧ σ + dσ) = 0,

lo que dice que τ es una (n,0)-forma cerrada nunca nula en G.

Observación 5.3.7. La (n,0)-forma cerrada τ del Teorema 5.3.6 puede ser escrita como τ = Fσ, donde
F ∶ G → C× es un morfismo de grupos de Lie. En efecto, con la notación de la prueba del Teorema
5.3.6, reemplazando f por f − f(1G) de ser necesario, se sigue cumpliendo que α = df es invariante
a izquierda y f(1G) = 0, donde 1G denota el elemento identidad. Esto implica que f ∶ G → C es un
morfismo aditivo, de donde F ∶= e−f ∶ G→ C× es un morfismo multiplicativo.
Observación 5.3.8. Hay grupos de Lie con estructuras complejas invariantes a izquierda que no poseen
fibrado canónico trivial. Por ejemplo, el grupo de Lie compacto S1×SU(2) de dimensión 4 admite una
estructura compleja invariante a izquierda que lo hace biholomorfo a la variedad de Hopf S1 × S3, y
es un resultado conocido que esta superficie compleja compacta no tiene fibrado canónico trivial.
Observación 5.3.9. Hasegawa conjeturó en [85] que todo grupo de Lie soluble unimodular simplemente
conexo con una estructura compleja invariante a izquierda es una variedad de Stein (esto es, es biho-
lomorfo a una subvariedad compleja cerrada de algún CN ). Si esta conjetura fuera cierta, entonces
el fibrado canónico de cualesquiera de estos pares (G,J) sería holomórficamente trivial en virtud del
principio de Oka-Grauert [78], dado que el fibrado canónico de tal grupo de Lie es diferenciablemente
trivial mediante una sección invariante a izquierda. Así, el Teorema 5.3.6 provee evidencia en dirección
a esta conjetura.

5.4. Una obstrucción algebraica para la trivialidad del fibrado ca-
nónico

En esta sección consideraremos cocientes compactos de un grupo de Lie por retículos uniformes,
equipados con una estructura compleja invariante. En el resultado principal de la sección proveemos
una obstrucción algebraica para que el fibrado canónico sea holomórficamente trivial (o más en general,
holomórficamente de torsión), en términos de la 1-forma canónica ψ. Concretamente, ψ debe anularse
en el conmutador del álgebra de Lie asociada. Para ello, explotaremos la relación de la 1-forma ψ con
la forma de Chern-Ricci de cualquier métrica hermitiana invariante en el cociente.
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Recordemos la definición de la forma de Chern-Ricci. Sea (M,J, g) una variedad hermitiana de
dimensión 2n, y sea ω = g(J ⋅, ⋅) la 2-forma fundamental asociada a (M,J, g). La conexión de Chern es
la única conexión ∇C en M que es hermitiana (i.e. ∇CJ = 0, ∇Cg = 0) que satisface que la componente
(1,1) de su torsión, T 1,1, se anula. En términos de la conexión de Levi-Civita ∇, la conexión de Chern
se puede expresar mediante

g(∇C
XY,Z) = g(∇XY,Z) −

1
2 dω(JX,Y,Z), X,Y,Z ∈ X(M).

La forma de Chern-Ricci ρC = ρC(J, g) se define por

ρC
(X,Y ) = −1

2 Tr(J ○RC
(X,Y )) =

n

∑
i=1
g(RC

(X,Y )ei, Jei),

donde RC(X,Y ) = [∇C
X ,∇

C
Y ] − ∇

C
[X,Y ] es el tensor de curvatura asociado a ∇C y {ei, Jei}

n
i=1 es un

marco ortonormal local para g. Es sabido que ρC es una (1,1)-forma cerrada real en M .
Consideramos ahora una estructura casi hermitiana invariante a izquierda (J, g) en un grupo de

Lie G con álgebra de Lie g. En [152] se prueba que

ρC
(x, y) = 1

2(Tr(J ad[x, y]) −Tr ad(J[x, y])), x, y ∈ g. (5.4.1)

Notablemente, la forma de Chern-Ricci no depende de la métrica. Vemos de (5.4.1) que 2ρC = −dψ,
lo que implica que si ψ se anula idénticamente entonces ρC = 0, para cualquier métrica hermitiana g.
Esto provee una gran fuente de ejemplos de métricas Chern-Ricci planas; y en particular obtenemos
ejemplos compactos cuando el grupo de Lie G admite retículos uniformes. Resumimos esto en la
siguiente proposición.

Proposición 5.4.1. Sea (G,J) un grupo de Lie de dimensión 2n equipado con una estructura compleja
invariante a izquierda y sea Γ un retículo uniforme en G. Si existe una (n,0)-forma cerrada invariante
a izquierda no nula en G entonces para cualquier métrica hermitiana invariante a izquierda g en G,
la forma de Chern-Ricci asociada a la estructura hermitiana inducida (J, g) en Γ/G es nula. En
particular, la holonomía de Chern restringida de (J, g) en Γ/G está contenida en SU(n).

Demostración. Sólo hay que justificar la última afirmación, la cual sigue de [144, Proposition 1.1].

Como consecuencia, si ρC ≠ 0 (y por lo tanto ψ ≠ 0) entonces no hay secciones trivializantes del
fibrado canónico de (Γ/G,J) que sean invariantes. Veremos a continuación que la condición ρC ≠ 0
implica la inexistencia de secciones trivializantes del fibrado canónico, ya sean invariantes o no, dando
así una obstrucción algebraica para que una solvariedad compleja tenga fibrado canónico trivial. De
hecho, probaremos un resultado más fuerte, más precisamente que si ρC ≠ 0 entonces el fibrado canónico
de (Γ/G,J) no es holomórficamente de torsión.

A partir de las ideas de [72, Proposition 5.1], utilizamos el proceso de simetrización de Belgun para
probar el resultado. Describimos brevemente este proceso de simetrización ([22]):

Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante a izquierda, y sea Γ un
retículo uniforme en G. Sea ν la forma de volumen bi-invariante en G dada en [113, Lemma 6.2] tal
que ∫M ν = 1, donde M ∶= Γ/G. Identificando formas invariantes a izquierda en M con formas lineales
sobre g∗ vía traslaciones a izquierda, podemos considerar el mapa de simetrización de Belgun definido
por:

µ ∶ Ω∗(M)→ ⋀∗g∗, µ(α)(X1, . . . ,Xk) = ∫
M
αm(X1∣m, . . . ,Xk∣m)νm,

para X1, . . . ,Xk ∈ X(M).
Entonces, el mapa µ satisface las siguientes propiedades:
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(i) µ(f) ∈ R para toda f ∈ C∞(Γ/G,R),

(ii) µ(α) = α si α ∈ ⋀∗g∗,

(iii) µ(Jα) = Jµ(α), donde Jα(⋅, . . . , ⋅) = α(J−1⋅, . . . , J−1⋅),

(iv) µ(dα) = d(µ(α)).
Extendiendo este mapa C-linealmente a formas diferenciales a valores en C en M , también se tiene
que:
(v) µ(∂α) = ∂(µ(α)) y µ(∂α) = ∂(µ(α)).

Teorema 5.4.2. Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante a izquierda
J , y sea Γ un retículo uniforme en G. Denotamos también por J a la estructura compleja inducida en
Γ/G. Si el fibrado canónico de (Γ/G,J) es trivial (o, más generalmente, holomórficamente de torsión)
entonces Tr(J ad([x, y])) = 0 para todo x, y ∈ g = Lie(G), esto es ψ([g,g]) = 0.

Demostración. De acuerdo con [144, Proposition 1.1], si M es una variedad compleja compacta y
KM es holomórficamente de torsión entonces dada cualquier métrica hermitiana g en M , la forma de
Chern-Ricci asociada ρC satisface ρC = i∂∂̄F , para alguna F ∈ C∞(M,R).

Ahora, asumimos que el fibrado canónico de (Γ/G,J) es holomórficamente de torsión y consi-
deramos una métrica hermitiana g en Γ/G inducida por una métrica invariante a izquierda en G.
Entonces su forma de Chern-Ricci asociada ρC satisface ρC = i∂∂̄F , para alguna F ∈ C∞(Γ/G,R). A
continuación, sea µ(ρC) la simetrización de ρC . Como la simetrización conmuta con los operadores de
Dolbeault ∂ y ∂̄ tenemos que

µ(ρC
) = i∂∂̄µ(F ) = 0,

pues µ(F ) es constante. Debido a que ρC es invariante a izquierda deducimos que ρC = µ(ρC) y por
lo tanto ρC = 0. Como a nivel del álgebra de Lie tenemos que ρC(x, y) = Tr(J ad([x, y])) para x, y ∈ g,
esto concluye la prueba.

Observación 5.4.3. [144, Proposition 1.1] predice la existencia de una métrica hermitiana con ρC = 0 en
cualquier variedad compleja compacta con fibrado canónico holomórficamente de torsión. Resulta de
la prueba del Teorema 5.4.2 que en el caso de una solvariedad compleja cualquier métrica hermitiana
invariante tiene ρC = 0. Usando nuevamente [144, Proposition 1.1], se obtiene que estas métricas
hermitianas invariantes tienen holonomía de Chern restringida contenida en SU(n), donde 2n es la
dimensión real de la solvariedad.
Observación 5.4.4. La condición ρC = 0 no implica necesariamente que el fibrado canónico de la
solvariedad es trivial. En efecto, consideremos el grupo de Lie G del Ejemplo 5.1.2 equipado con la
estructura compleja invariante a izquierda J definida ahí mismo. Es fácil de ver que ψ(e0) = −2 y
ψ(ej) = 0 para 1 ≤ j ≤ 3, por lo que ψ([g,g]) = 0. Sin embargo, el grupo de Lie G admite un retículo
Γ′ = {(πk,m,n, p

2) ∣ k,m,n, p ∈ Z} tal que (Γ′/G,J) es una superficie de Kodaira secundaria (ver [84]),
por lo que el fibrado canónico es no trivial. Notar que τ⊗τ , donde τ = eit σ, es una sección trivializante
de K⊗2

Γ′/G, por lo que el fibrado canónico es holomórficamente de torsión.
Exhibimos a continuación un ejemplo de este fenómeno en dimensión 6.

Ejemplo 5.4.5. Dado p ∈ R, sea gp = Re6 ⋉Ap R5, donde la matriz Ap está dada en la base {e1, . . . , e5}
de R5 por:

Ap =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−p −1
1 −p

p 2
−2 p

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Dotamos a gp con la estructura compleja Je1 = e2, Je3 = e4 y Je5 = e6. Luego, es fácil calcular que
ψ(ej) = 0 para 1 ≤ j ≤ 5 y ψ(e6) = 2. Se deduce entonces del Teorema 5.2.1 que gp no admite ninguna
(3,0)-forma cerrada no nula.

Para algunos valores de p ∈ R, el grupo de Lie simplemente conexo asociado Gp admite retículos,
de acuerdo con [43] (el álgebra de Lie gp se corresponde con el grupo de Lie allí denotado Gp,−p,2

5,17 ×R).
Además, fue probado, usando técnicas de Console y Fino en [42], que para ciertos valores de p algunos
retículos Γ en Gp satisfacen b3(Γ/Gp) = 0 (ver [43, Table 7.1]). Por ejemplo, dado m ∈ N, sea p = sm

π ,
donde sm = log (m+

√
m2+4
2 ). Entonces, exp(πAp) = diag(− e−sm ,− e−sm , esm , esm ,1) es conjugada a la

matriz entera unimodular Em = [
0 1
1 m ]

⊕2
⊕ (1). De acuerdo con el Teorema 1.2.5, el grupo de Lie Gp

admite un retículo Γm = πZ ⋉ PZ5, donde P −1 exp(πAp)P = Em. Dado que b3(Γm/Gp) = 0, se sigue
de la Proposición 5.1.1 que el fibrado canónico de (Γm/Gp, J) no es holomórficamente trivial. Sin
embargo, esta solvariedad compleja tiene fibrado canónico holomórficamente de torsión. En efecto, si
σ es una (3,0)-forma invariante a izquierda no nula en Gp entonces τ ⊗ τ , donde τ = eit σ, induce una
sección trivializante de K⊗2

Γm/Gp
puesto que e2it = (eit)2 es π-periódica.

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.4.2 es el siguiente resultado en relación a solvariedades
complejas asociadas a las álgebras de Lie casi abelianas y casi nilpotentes de §5.2. Usamos la notación
de esa sección.

Corolario 5.4.6. Sea (Γ/G,J) una solvariedad compleja con fibrado canónico holomórficamente de
torsión, y sea g el álgebra de Lie de G.

(1) Si g es casi abeliana (como en el Corolario 5.2.7) entonces6 a = TrA = 0;

(2) Si g es una de las álgebras de Lie casi nilpotentes consideradas en el Caso (i) (como en la
Proposición 5.2.11) entonces a = TrA = 0;

(3) Si g es una de las álgebras de Lie casi nilpotentes consideradas en el Caso (ii) (como en la
Proposición 5.2.14) entonces a = a1 = a2 = TrA = 0.

Demostración. La prueba se sigue inmediatamente de la condición ψ([g,g]) = 0, usando en cada caso
los cálculos para ψ previamente realizados.

Ejemplo 5.4.7. Hay ejemplos de solvariedades complejas cuyo fibrado canónico no es holomórfi-
camente de torsión (y en particular no es holomórficamente trivial). En efecto, las variedades de
Oeljeklaus-Toma, introducidas en [122], son variedades complejas (no Kähler) compactas cuyo fibrado
canónico no es holomórficamente de torsión. Estas variedades fueron construidas a partir de ciertos
cuerpos de números, generalizando algunas superficies de Inoue, pero luego Kasuya mostró en [95]
que pueden ser consideradas como solvariedades equipadas con una estructura compleja invariante.
Usando la descripción de Kasuya y el Teorema 5.4.2 es fácil verificar que la 1-forma canónica ψ no se
anula en el conmutador del álgebra de Lie correspondiente, recuperando de esta manera el hecho de
que su fibrado canónico no es holomórficamente de torsión.

Como otra ilustración de la obstrucción del Teorema 5.4.2, tratamos en el siguiente resultado el
caso de los grupos de Lie compactos semisimples. Recordamos la construcción de Samelson de una
estructura compleja en un álgebra de Lie compacta semisimple de dimensión par g ([132]).

Sea h una subálgebra abeliana maximal de g. Entonces tenemos la descomposición en espacios de
raíces de gC con respecto a hC:

gC = hC ⊕ ∑
α∈Φ

gα,

6Veáse también [83, Lemma 7].
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donde Φ es el conjunto finito de elementos no nulos (hC)∗ llamados raíces, y

gα = {x ∈ gC ∣ [h,x] = α(h)x ∀h ∈ hC}

son los subespacios de raíces, que son de dimensión 1. Como h es de dimensión par, uno puede escoger
un endomorfismo antisimétrico J0 de h con respecto a la forma de Killing tal que J2

0 = − Ih. Samelson
definió una estructura compleja en g considerando un sistema positivo Φ+ de raíces, el cual es un
conjunto Φ+ ⊂ Φ que satisface

Φ+ ∩ (−Φ+) = ∅, Φ+ ∪ (−Φ+) = Φ, α, β ∈ Φ+, α + β ∈ Φ⇒ α + β ∈ Φ+.

Fijando
m = h1,0

⊕ ∑
α∈Φ+

gα,

donde h1,0 es el autoespacio de JC
0 de autovalor i, se sigue que m es una subálgebra de Lie compleja

de gC la cual induce una estructura compleja J en g tal que g1,0 = m, es decir, m es el autoespacio de
JC con autovalor i. Esta estructura compleja es antisimétrica con respecto a la forma de Killing en g.

Recíprocamente, Pittie demostró en [125] que cualquier estructura compleja invariante a izquierda
en G se obtiene de este modo.

En el próximo resultado usamos el Teorema 5.4.2 para mostrar que el fibrado canónico de un grupo
de Lie compacto equipado con una estructura compleja invariante a izquierda no es holomórficamente
de torsión.
Proposición 5.4.8. El fibrado canónico de un grupo de Lie compacto semisimple de dimensión 2n
equipado con una estructura compleja invariante a izquierda no es holomórficamente de torsión.

Demostración. Usamos la notación de los párrafos anteriores: G es el grupo de Lie compacto, g su
álgebra de Lie y J ∶ g→ g es la estructura compleja obtenida por la construcción de Samelson.

Dado que [g,g] = g, en virtud del Teorema 5.4.2 basta probar que Tr(J adx) ≠ 0 para algún x ∈ g,
o equivalentemente, Tr(JC adx) ≠ 0 para algún x ∈ gC.

Recordemos que g1,0 = h1,0 ⊕∑α∈Φ+ gα y g0,1 = h0,1 ⊕∑α∈Φ+ g−α. Sea xα un generador de gα para
cada α ∈ Φ. Si {h1, . . . , hr} es una base de h1,0, entonces B = {h1, . . . , hr} ∪ {xα ∣ α ∈ Φ+} es una base
de g1,0 y B = {h1, . . . , hr} ∪ {x−α ∣ α ∈ Φ+} es una base de g0,1.

Consideramos ahora h ∈ h1,0 ⊂ g1,0. Entonces, con respecto a la base B ∪ B de g, tenemos que:

adh = [ Ah ∗

0 Bh
] y JC adh = [ iAh ∗

0 −iBh
] .

Más precisamente, como h1,0 es una subálgebra abeliana y [h,xα] = α(h)xα, las matrices Ah y Bh

están dadas por:

Ah =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0r

α1(h)
⋱

αs(h)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

y Bh =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0r

−α1(h)
⋱

−αs(h)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

donde s = ∣Φ+∣. De aquí,

Tr(JC adh) = 2i
s

∑
j=1

αj(h) = 2i ∑
α∈Φ+

α(h).

Es un resultado conocido que ∑α∈Φ+ α ≠ 0. En efecto, existe un conjunto Π ⊂ Φ+, cuyos elementos se
llaman raíces simples, tal que Π es una base de (hC)∗ y cada α ∈ Φ+ es una combinación lineal de las
raíces simples con coeficientes enteros no negativos. Por lo tanto, si ∑α∈Φ+ α = 0 entonces todo α ∈ Φ+
sería cero, lo cual es imposible.

En particular, podemos elegir h ∈ h1,0 tal que Tr(JC adh) ≠ 0.
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Observación 5.4.9. Sea G un grupo de Lie semisimple no compacto equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda J . De [30] se deduce que G admite un retículo uniforme Γ. Nuevamente,
como G es semisimple (de manera que g = Lie(G) satisface [g,g] = g), resulta del Teorema 5.2.1 y el
Teorema 5.4.2 que el fibrado canónico de la variedad compleja compacta (Γ/G,J) es o bien trivial vía
una sección invariante (cuando ψ = 0) o no es holomórficamente de torsión (cuando ψ ≠ 0), donde ψ
es la 1-forma canónica en (g, J).

Algunos resultados recientes en relación a grupos de Lie semisimples no compactos son los siguien-
tes:

En [72] se probó que cualquier grupo de Lie real simple no compacto G de tipo interior de
dimensión par admite una estructura compleja invariante a izquierda J . Más aún, si Γ es un
retículo en G entonces (Γ/G,J) tiene fibrado canónico no trivial; de hecho, el fibrado canónico
no es holomórficamente de torsión.

En [123] se probó que un álgebra de Lie unimodular no soluble de dimensión 6 admite una
estructura compleja con una (3,0)-forma cerrada no nula si y sólo si es isomorfa a so(3,1). Se
sigue que Γ/SO(3,1) admite una estructura compleja con fibrado canónico trivial (mediante una
sección invariante) para todo retículo Γ.

Generalizando este último resultado, observamos que si g es un álgebra de Lie compleja semisimple
entonces su “realificación” gR admite una estructura compleja bi-invariante J . Si GR denota el grupo
de Lie simplemente conexo asociado a gR entonces, como mencionamos en la Sección 5.2, el par (GR, J)
admite una sección trivializante de su fibrado canónico que es invariante a izquierda. Por lo tanto,
cualquier cociente compacto (Γ/GR, J) posee fibrado canónico trivial.

5.4.1. Ejemplos de solvariedades complejas con fibrado canónico no invariante-
mente trivial

En virtud del Teorema 5.4.2, para encontrar ejemplos de solvariedades complejas (Γ/G,J) con
fibrado canónico (no invariantemente) trivial necesitamos que ψ /≡ 0 pero ψ([g,g]) = 0. Mostramos a
continuación que en algunos casos la condición ψ([g,g]) = 0 nos permite obtener una sección triviali-
zante no invariante explícita τ de (Γ/G,J).

Sea (G,J) un grupo de Lie soluble unimodular de dimensión 2n equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda y sea h = Kerψ, donde ψ ∶ g→ R es la 1-forma canónica. Si ψ([g,g]) = 0
entonces h es un ideal de codimensión uno de g. Utilizando un producto interno hermitiano en g
podemos elegir e1 ∈ h∩ (h∩ Jh)

⊥, de manera que h = Re1 ⊕ (h∩ Jh). Fijemos ahora e0 ∶= −Je1 ∈ h
⊥, de

aquí g = Re0 ⋉ h. Sea además {uj , vj}
n−1
j=1 una base de h ∩ Jh tal que Juj = vj , 1 ≤ j ≤ n − 1.

Definimos la (n,0)-forma σ en g por σ = (e0+ie1)∧γ1∧⋯∧γn−1, donde γj = u
j+ivj y {e0, e1, ui, vi}n−1

i=1
es la base dual de {e0, e1, ui, vi}

n−1
i=1 . En esta base, la Observación 5.2.3 implica que

dσ = i
4

Tr(J ad e0) (e
0
− ie1

) ∧ (e0
+ ie1

) ∧ γ1 ∧⋯ ∧ γn−1

= −
1
2

Tr(J ad e0)e
01
∧ γ1 ∧⋯ ∧ γn−1.

Sea G = R ⋉H el grupo de Lie simplemente conexo asociado, donde H es el único subgrupo conexo
normal de G tal que Lie(H) = h, y consideremos la coordenada t de R. Por la definición del producto en
G se deduce que si consideramos la base dual {e0, e1, ui, vi}n−1

i=1 como 1-formas invariantes a izquierda
en G (que es difeomorfo a R2n), entonces tenemos que dt = e0.
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Así, afirmamos que la (n,0)-forma τ = eiλt σ es cerrada, donde λ = −1
2 Tr(J ad e0). En efecto,

dτ = eiλt (iλ e0
∧ σ + dσ)

= eiλt
(

1
2

Tr(J ad e0) −
1
2

Tr(J ad e0)) e
01
∧ γ1⋯∧ γn−1

= 0.

Por lo tanto τ es cerrada. De hecho, este es un caso particular de la construcción del Lema 5.3.4, dado
que la base {e0, e1, ui, vi}

n−1
i=1 satisface las condiciones del lema.

Podemos resumir esta construcción como sigue:

Proposición 5.4.10. Sea (G,J) un grupo de Lie soluble unimodular simplemente conexo de di-
mensión 2n equipado con una estructura compleja. Sea h el núcleo de ψ ∶ g → R y asumamos que
ψ([g,g]) ≡ 0, de manera que g = Re0 ⋉ h y en consecuencia G = R ⋉ H, donde H es el único sub-
grupo conexo normal de G tal que Lie(H) = h. Entonces la (n,0)-forma τ = exp(− i

2 Tr(J ad e0)t)σ es
cerrada, donde t es la coordenada de R y σ es una (n,0)-forma invariante a izquierda.

En el próximo ejemplo aplicamos la Proposición 5.4.10 para mostrar la trivialidad del fibrado
canónico asociado a estructuras complejas de tipo split (veáse [13] para una definición precisa) en la
solvariedad compleja paralelizable de Nakamura de dimensión 6.

Ejemplo 5.4.11. En [13, Proposition 3.1] se clasificaron las estructuras complejas de tipo split en la
solvariedad compleja paralelizable de Nakamura de dimensión 6. Hay tres casos no equivalentes:

(i) J ∶ dω1 = −ω13, dω2 = ω23, dω3 = 0,

(ii) JA ∶

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

dω1 = Aω13 − ω13̄,

dω2 = −Aω23 + ω23̄, A ∈ C, ∣A∣ ≠ 1,
dω3 = 0,

(iii) JB ∶

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

dω1 = −ω13 +Bω13̄,

dω2 = −B̄ω23 + ω23̄, B ∈ C, ∣B∣ < 1,
dω3 = 0

donde {ω1, ω2, ω3} es una base de (1,0)-formas.
De acuerdo con [54, Proposition 3.7], el álgebra de Lie subyacente admite una (3,0)-forma cerrada

no nula sólo para las estructuras complejas de tipo (i) y tipo (ii). Por lo tanto, cualquier solvariedad
equipada con una estructura compleja JB de tipo (iii) no posee fibrado canónico invariantemente
trivial. Sin embargo, veremos que podemos conseguir una solvariedad asociada con fibrado canónico
no invariantemente trivial también para las estructuras complejas de la familia (iii).

En una base real de 1-formas {e1, . . . , e6} tales que JBe2i−1 = e2i, las ecuaciones (iii) se pueden
escribir como

de1
= (r − 1)e15

+ se16
− se25

+ (r + 1)e26, de2
= se15

− (r + 1)e16
+ (r − 1)e25

+ se26,

de3
= (1 − r)e35

− se36
− se45

+ (r + 1)e46, de4
= se35

− (r + 1)e36
− (r − 1)e45

− se46,

de5
= 0, de6

= 0,

donde B = r + is.
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Entonces, los corchetes de Lie determinados por {de1, . . . ,de6} son

[e1, e5] = (1 − r)e1 − se2, [e1, e6] = −se1 + (r + 1)e2,

[e2, e5] = se1 + (1 − r)e2, [e2, e6] = −(r + 1)e1 − se2,

[e3, e5] = (r − 1)e3 − se4, [e3, e6] = se3 + (r + 1)e4,

[e4, e5] = se3 + (r − 1)e4, [e4, e6] = −(r + 1)e3 + se4.

Denotemos por (g, JB) al álgebra de Lie determinada por estos corchetes de Lie, con estructura
compleja JBe1 = e2, JBe3 = e4 y JBe5 = e6. Por otro lado, recordemos el álgebra de Lie s del párrafo
anterior al Ejemplo 5.2.8, determinada por (f16 − f25, f15 + f26,−f36 + f45,−f35 − f46,0,0). Es directo
verificar que φ ∶ (g, JB)→ (s, J̃B) dada por

φ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕ [
−s r + 1

1 − r −s
]

es un isomorfismo biholomorfo, donde

J̃Bf1 = −f2, J̃Bf2 = f1, J̃Bf3 = f4, J̃Bf4 = −f3,

J̃Bf5 =
1

r2+s2−1(−2s f5 + (r
2
+ s2
− 2r + 1) f6),

J̃Bf6 =
1

r2+s2−1(−(r
2
+ s2
+ 2r + 1) f5 + 2s f6).

Si ψ(x) = Tr(J̃B adx) es la 1-forma canónica en (s, J̃B), entonces ψ(f5) = 4 y ψ(fj) = 0 para j ≠ 5.
Dado que f5 ∉ [s, s] podemos aplicar la Proposición 5.4.10 y obtener una (3,0)-forma cerrada nunca
nula en el grupo de Lie S = R ⋉H definida por

τ = e−2it
(f1
− if2

) ∧ (f3
+ if4

) ∧ (f5
− i ( 2s

r2+s2−1f
5
+ r2+s2+2r+1

r2+s2−1 f6
)) ,

donde t es la coordenada de R. Por otro lado, de acuerdo con el Ejemplo 5.2.8, el grupo de Lie S
admite retículos dados por Γm = (πZ ⊕ tmZ) ⋉ PmZ4 para cualquier m ∈ N, m ≥ 3. La forma τ es
invariante por el retículo pues exp(−2i(t + πk)) = exp(−2it) para todo k ∈ Z, por lo que induce una
(3,0)-forma cerrada nunca nula en las solvariedades complejas (Γm/S, J̃B), las cuales en consecuencia
tienen fibrado canónico (no invariantemente) trivial.

Finalizamos esta sección aplicando nuevamente la Proposición 5.4.10 para obtener un ejemplo de
una solvariedad con fibrado canónico trivial asociada a un álgebra de Lie que no aparece en la lista
de [54, Proposition 2.8]. Este ejemplo aparece como s6.44 en [57].

Ejemplo 5.4.12. Sea g = (e23, e36,−e26, e26 + e56, e36 − e46,0). Podemos ver a g como el álgebra de Lie
casi nilpotente unimodular g = Re6 ⋉A (h3 ⊕R2), donde A se escribe en la base {e1, . . . , e5} como

A ∶= ad e6∣h3⊕R2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 −1 0 0 −1
0 0 −1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Equipamos a g con la estructura compleja Je1 = e6, Je2 = e3, Je4 = e5. Debido al Teorema 5.2.1,
dado que ψ(e6) = Tr(J ad e6) = 4 ≠ 0, (g, J) no admite una (3,0)-forma cerrada no nula por lo que
g no aparece en [54, Proposition 2.8]. No obstante, como ψ([g,g]) ≡ 0, usando la Proposición 5.4.10
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obtenemos la (3,0)-forma cerrada nunca nula τ en el grupo de Lie simplemente conexo asociado G
dada por τ = e−2it(e1 + ie6) ∧ (e2 + ie3) ∧ (e4 + ie5), donde t es la coordenada de R. Por otro lado,

exp(πA) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 −π 0 −1 0
0 0 −π 0 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Si fijamos f1 = e1, f2 = −πe5, f3 = e3, f4 = −πe4, f5 = e2 − e5, entonces es fácil de chequear que
B = {f1, . . . , f5} es una base racional de h3 ⊕R2. Como

[exp(πA)]B = (1)⊕ [ −1 1
0 −1 ]

⊕2
,

de acuerdo con el Teorema 1.2.5, G admite un retículo Γ = πZ ⋉ expH3⊕R2
(spanZ(f1, f2, f3, f4, f5)).

La forma τ es invariante por el retículo Γ debido a que exp(−2i(t+ πk)) = exp(−2it). Por lo tanto
la solvariedad compleja asociada tiene fibrado canónico (no invariantemente) trivial.

5.5. Aplicaciones a la geometría hipercompleja
En esta última sección, exploramos la trivialidad del fibrado canónico de variedades complejas que

se obtienen a partir de grupos de Lie hipercomplejos (G,{J1, J2, J3}), o los cocientes correspondientes
por retículos uniformes. Más concretamente, veremos que si existe una sección trivializante invariante
a izquierda de K(G,Jα) para algún α = 1,2,3, entonces cualquier cociente compacto asociado (Γ/G,Jα)

tiene fibrado canónico trivial para todo α, también mediante una sección invariante. Sin embargo, si la
sección trivializante de (Γ/G,Jα) no es invariante, entonces K(Γ/G,Jβ)

no es necesariamente trivial para
β ≠ α. Usando estos resultados proveemos una respuesta negativa a una pregunta de M. Verbitsky.

Empezamos por recordar algunos hechos acerca de variedades hipercomplejas. Una estructura
hipercompleja en M es una terna de estructuras complejas {J1, J2, J3} en M que satisfacen las leyes
de multiplicación de los cuaterniones:

J1J2 = −J2J1 = J3.

En particular, JαJβ = −JβJα = Jγ para cualquier permutación cíclica (α,β, γ) de (1,2,3).
Además, M admite una esfera S2 de estructuras complejas. En efecto, si a = (a1, a2, a3) ∈ S2

entonces
Ja ∶= a1J1 + a2J2 + a3J3 (5.5.1)

es una estructura compleja en M . Más aún, cada TpM , p ∈ M , posee una estructura de H-módulo,
donde H denota los cuaterniones. En consecuencia dimRM = 4n, n ∈ N.

Toda estructura hipercompleja {Jα} en M determina una única conexión libre de torsión ∇O,
llamada la conexión de Obata (ver [121]), que satisface ∇OJα = 0 para todo α. En [133] fue probada
la siguiente expresión para esta conexión:

∇
O
XY =

1
2 ([X,Y ] + J1[J1X,Y ] − J2[X,J2Y ] + J3[J1X,J2Y ]) , X,Y ∈ X(M).

Dada la estructura hipercompleja usual {Jα} en R4n inducida por los cuaterniones, denotamos por

GL(n,H) ∶= {T ∈ GL(4n,R) ∶ TJα = JαT para todoα},

al grupo general lineal cuaterniónico, con álgebra de Lie correspondiente

gl(n,H) ∶= {T ∈ gl(4n,R) ∶ TJα = JαT para todoα}.
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Dado que ∇OJα = 0 para todo α, el grupo de holonomía de la conexión de Obata, Hol(∇O), está
contenido en GL(n,H). Una variedad hipercompleja (M4n,{Jα}) se dice una SL(n,H)-variedad si
Hol(∇O) ⊂ SL(n,H), donde SL(n,H) = [GL(n,H),GL(n,H)] es el subgrupo conmutador de GL(n,H).
Estas variedades han sido recientemente estudiadas de manera activa (ver [71, 72, 77, 91, 105, 104]).

Consideraremos a continuación estructuras hipercomplejas invariantes a izquierda en grupos de
Lie, o equivalentemente estructuras hipercomplejas en álgebras de Lie, como es habitual. La corres-
pondiente conexión de Obata también es invariante a izquierda por lo que está determinada por su
acción en campos vectoriales invariantes a izquierda, es decir, en el álgebra de Lie.

Como otra aplicación del Teorema 5.2.1 mostramos que si (G4n, Jα) admite una (2n,0)-forma
cerrada invariante a izquierda no nula para algún α = 1,2,3, entonces (G4n, Ja) (con Ja dada como en
(5.5.1)) tiene una (2n,0)-forma cerrada invariante a izquierda no nula, para todo a ∈ S2.

Teorema 5.5.1. Sea {J1, J2, J3} una estructura hipercompleja en un álgebra de Lie g de dimensión
4n. Si Jα admite una (2n,0)-forma cerrada no nula para algún α = 1,2,3, entonces Ja admite una
(2n,0)-forma cerrada no nula para todo a ∈ S2, con Ja dada como en (5.5.1).

Demostración. Sea (α,β, γ) una permutación cíclica de (1,2,3) con Jα que satisface la condición del
enunciado. Entonces, debido a que el tensor de Nijenhuis NJγ es idénticamente cero, para todo x, y ∈ g
obtenemos

Jγ[x, y] = [Jγx, y] + [x, Jγy] + Jγ[Jγx, Jγy].

Dado que Jγ = JαJβ, aplicando −Jα en ambos lados de esta igualdad resulta

Jβ[x, y] = −Jα[Jγx, y] − Jα[x, Jγy] + Jβ[Jγx, Jγy],

lo que implica

Tr(Jβ ad(x)) = −Tr(Jα ad(Jγx)) −Tr(Jα ad(x)Jγ) +Tr(Jβ ad(Jγx)Jγ).

Usando que Tr(AB) = Tr(BA) y Tr(Jα ad(x)) = Tr(ad(Jαx)) para todo x ∈ g debido al Teorema 5.2.1
(pues la 1-forma canónica ψα se anula idénticamente) llegamos a

Tr(Jβ ad(x)) = −Tr(ad(JαJγx)) −Tr(JγJα ad(x)) +Tr(JγJβ ad(Jγx))

= Tr(ad(Jβx)) −Tr(Jβ ad(x)) −Tr(Jα ad(Jγx))

= Tr(ad(Jβx)) −Tr(Jβ ad(x)) +Tr(ad(Jβx)),

y esto implica
Tr(Jβ ad(x)) = Tr(ad(Jβx)).

El mismo cálculo reemplazando α por β muestra que la misma condición vale para Jγ . Se sigue entonces
que

Tr(Ja ad(x)) = Tr(ad(Jax))

para todo a ∈ S2. Por lo tanto, la correspondiente 1-forma canónica ψa se anula idénticamente en g y
gracias al Teorema 5.2.1 la prueba queda completa.

Corolario 5.5.2. Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura hipercompleja invariante a
izquierda {J1, J2, J3} y sea Γ un retículo uniforme de G. Si existe una sección trivializante invariante a
izquierda de K(G,Jα) para algún α = 1,2,3, entonces K(G,Ja) admite una seccion trivializante invariante
a izquierda para todo a ∈ S2. En particular, (Γ/G,Ja) tiene fibrado canónico trivial para todo a ∈ S2.
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En [151], Verbitsky prueba que si (M,{Jα}) es una SL(n,H)-variedad entonces la variedad com-
pleja (M,Jα) tiene fibrado canónico trivial para todo α. Luego plantea la siguiente pregunta:

Pregunta ([151]): Sea (M,{Jα}) una variedad hipercompleja compacta. Si se asume que la
variedad compleja (M,J1) tiene fibrado canónico trivial, ¿se sigue que M es una SL(n,H)-variedad?

En ciertos casos la respuesta a esta pregunta es afirmativa, por ejemplo cuando (M,{Jα}) admite
una métrica hiperKähler con torsión ([151, Theorem 2.3]) o cuando M es una nilvariedad equipada
con una estructura hipercompleja invariante ([20, Corollary 3.3]). En este último caso, el punto clave
es que toda nilvariedad con una estructura compleja invariante tiene fibrado canónico trivial vía
una sección trivializante invariante. Usando el mismo argumento, en [71] fue probado que si una
solvariedad hipercompleja (Γ/G,{Jα}) admite una sección trivializante invariante de K(Γ/G,Jα) para
algún α entonces Γ/G es una SL(n,H)-variedad.

Nuestro siguiente ejemplo de una solvariedad hipercompleja (Γ/G,{Jα}) muestra que si K(Γ/G,Jα)

admite una sección trivializante no invariante para algún α, esto no necesariamente implica que la
solvariedad es una SL(n,H)-variedad.

Ejemplo 5.5.3. Sea g = span{e1, . . . , e4} el álgebra de Lie completamente soluble unimodular de
dimensión 4 determinada por

[e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3.

Se verifica fácilmente que la estructura casi compleja J definida por Je1 = e2 y Je3 = e4 es integrable.
Notar que g+ = span{e1, e3} y g− ∶= Jg+ = span{e2, e4} son subálgebras de g. Luego, en virtud de [9],
el álgebra de Lie ĝ ∶= (gC)R admite una estructura hipercompleja {J1, J2, J3}. En efecto, con respecto
a la descomposición ĝ = g⊕ ig, estas estructuras complejas están dadas por

J1(x + iy) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

i(x + iy), x, y ∈ g+,

−i(x + iy), x, y ∈ g−,

J2(x + iy) = Jx + iJy, x, y ∈ g,

y J3 = J1J2. Renombrando los elementos de la base {e1, . . . , e4, ie1, . . . , ie4} como {e1, . . . , e8} podemos
escribir explícitamente la terna de estructuras complejas {J1, J2, J3} como sigue:

J1e1 = e5, J1e2 = −e6, J1e3 = e7, J1e4 = −e8,

J2e1 = e2, J2e3 = e4, J2e5 = e6, J2e7 = e8,

J3e1 = −e6, J3e2 = −e5, J3e3 = −e8, J3e4 = −e7.

Con respecto a esta base los corchetes de Lie de ĝ son

[e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3, [e4, e6] = −e6, [e4, e7] = e7,

[e2, e8] = e6, [e3, e8] = −e7, [e6, e8] = −e2, [e7, e8] = e3,

[e2, e3] = e1, [e2, e7] = e5, [e3, e6] = −e5, [e6, e7] = −e1.

Si denotamos ψα(x) ∶= Tr(Jα adx) para α = 1,2,3, entonces

ψ1 = −4e8, ψ2 = −4e3, ψ3 = −4e7,

donde {ej}8j=1 es la base dual de {ej}
8
j=1. Dado que ψα ≠ 0, tenemos que (ĝ, Jα) no admite una

(4,0)-forma cerrada no nula, para todo α.



5.5. APLICACIONES A LA GEOMETRÍA HIPERCOMPLEJA 131

Más aún, notar que ψ1([ĝ, ĝ]) = 0, pero ψ2([ĝ, ĝ]) ≠ 0 y ψ3([ĝ, ĝ]) ≠ 0. Luego, el Teorema 5.4.2
implica que, para cualquier retículo Λ ⊂ Ĝ, donde Ĝ es el grupo de Lie simplemente conexo asociado a ĝ,
la variedad compleja compacta (Λ/Ĝ, Jα) tiene fibrado canónico no trivial para α = 2,3. Sin embargo,
veremos a continuación que existen retículos Γm ⊂ Ĝ tales que las correspondientes solvariedades
complejas (Γm/Ĝ, J1) sí tienen fibrado canónico trivial.

Veamos primero que Ĝ admite un retículo Γm para todo m ∈ N, m ≥ 3. En efecto, podemos escribir
ĝ = (Re8 ⊕Re4) ⋉ n, donde el nilradical n ∶= n(ĝ) está generado por {e1, e2, e3, e5, e6, e7}. Calculamos

A ∶= exp(π ad e8∣n) = diag(1,−1,−1,1,−1,−1),
Bm ∶= exp(tm ad e4∣n) = diag(1, α−1

m , αm,1, α−1
m , αm),

donde αm =
m+
√

m2−4
2 , y tm = logαm. Si

Pm =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 α−1

m

0 1
αm − α−1

m

αm

αm − α−1
m

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⊕2

,

entonces resulta P −1
m BmPm = [

1 0 0
0 0 −1
0 1 m

]
⊕2

y P −1
m APm = A para todo m. Si definimos fj = Pmej para

j ≠ 4,8, entonces es fácil verificar que [fk, fℓ] = [ek, eℓ] para k, ℓ ∈ {1,2,3,5,6,7}. En consecuencia,
{f1, f2, f3, f5, f6, f7} es una base racional de n en la que A y Bm se expresan como matrices enteras
unimodulares. De acuerdo con el Teorema 1.2.5, el producto semidirecto

Γm = (πZ⊕ tmZ) ⋉ expN
(spanZ{f1, f2, f3, f5, f6, f7})

es un retículo en Ĝ = R2 ⋉N , donde N es el nilradical de Ĝ.
Consideremos ahora la forma no nula σ1 = (e

1+ie5)∧(e2−ie6)∧(e3+ie7)∧(e4−ie8) la cual es (4,0)
con respecto a J1. Se deduce de la Proposición 5.4.10 y de −1

2 Tr(J1 ad e8) = 2 que τ1 ∶= exp(2ix8)σ1 es
una (4,0)-forma cerrada no nula en Ĝ con respecto a J1, donde x ∶= (x8, x4, x1, x2, x3, x5, x6, x7) son las
coordenadas reales de Ĝ. De la igualdad exp(2i(x8 +πk)) = exp(2ix8) se deduce que f(x) = exp(2ix8)
es invariante por la acción de Γm por lo que f induce una función diferenciable f̂ ∶ Γm/Ĝ→ C tal que
la (4,0)-forma τ̂1 = f̂ σ̂1 es una sección trivializante de (Γm/Ĝ, J1). En particular, (Γm/Ĝ, J1) tiene
fibrado canónico trivial.

Si Hol(∇O) estuviese contenido en SL(n,H), entonces el fibrado canónico de (Γm/Ĝ, Jα) sería
trivial para todo α. Sin embargo, acabamos de ver que este no es el caso para α = 2 y α = 3. En
conclusión, este ejemplo provee una respuesta negativa a la pregunta de Verbitsky.

Observación 5.5.4. La pregunta de Verbitsky permanece abierta para el caso de una variedad hiper-
compleja (M,{Jα}) tal que (M,Jα) tiene fibrado canónico trivial para todo α.
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