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I1

Resumen

Esta tesis doctoral presenta la formulacion y marco de trabajo llevados a cabo para
resolver los denominados Sistemas Lineales Latentes: sistemas lineales cuya dimension
final no es conocida a priori, pero cuyos elementos pueden ser calculados computacio-
nalmente. Este tipo de problemas se presenta al resolver las ecuaciones en derivadas
parciales relacionadas con la Ecuacion de Schrodinger, la cual describe sistemas fisicos
en Mecanica Cuantica, para simular sistemas atémicos de pocos cuerpos.

La formulacion del algoritmo de resoluciéon de sistemas lineales latentes se muestra
como un problema de actualizacion de factorizaciones matriciales, el cual es resuel-
to mediante la aplicaciéon de un algoritmo de factorizacion QR, utilizando técnicas
de computacién de alto desempeno y produciendo una ejecucién de cédigo répida y
eficiente.

El algoritmo es implementado utilizando el lenguaje de programaciéon C, utilizando
librerias de cédigo abierto para la paralelizacién de codigo y resoluciéon de sistemas
lineales.

Finalmente se muestra, mediante estudios de escalabilidad y comparacién con re-
sultados presentes en la bibliografia, como la implementacién permite simular procesos
fisicos, utilizando como ejemplos la doble fotoionizacion de las particulas de Helio y
Agua, con eficiencias mayores a las reportadas hasta el momento con otras herra-
mientas, dando la posibilidad de conseguir resultados més all& del actual estado del
arte.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Una breve introducciéon a la mecanica cuantica

En palabras simples, puede decirse que la mecanica cuéntica es el campo del es-
tudio de la relacién entre la luz y la materia. Es la rama de la Fisica que estudia
la naturaleza a escalas espaciales pequenas, los sistemas atdémicos, subatémicos, sus
interacciones con la radiacién electromagnética y otras fuerzas, en términos de can-
tidades observables. Estos procesos estdn presentes en una variedad de aplicaciones,
desde la producciéon de energia mediante reactores de plasma al estudio de reacciones
atmosféricas.

La mecéanica cuantica surge a comienzos del siglo XX. El estado de la Fisica hasta
ese momento puede estar definido por dos importantes frases de cientificos eminentes
de la época:

» Pierre-Simon Laplace (1820): Podemos mirar el estado presente del universo co-
mo el efecto del pasado y la causa de su futuro. Se podria concebir un intelecto
que en cualquier momento dado conociera todas las fuerzas que animan la na-
turaleza y las posiciones de los seres que la componen; si este intelecto fuera lo
suficientemente vasto como para someter los datos a andlisis, podria condensar
en una simple formula el movimiento de los grandes cuerpos del universo y del
datomo mds ligero; para tal intelecto nada podria ser incierto y el futuro, asi como
el pasado, estarian frente a sus 0jos.

= Albert Michelson, Premio Nobel de Fisica de 1907 (1903): Las leyes fundamen-
tales y hechos de las ciencias fisicas han sido completamente descubiertos]...].
Nuestros prozimos descubrimientos estardn basados en la bisqueda del sexto de-
cimal.

En resumen, algunas de las mentes méas capaces de la época pensaban que era
muy poco el avance que podia generarse en cuanto a nuevas teorias de la Fisica y
todo estaba descubierto, el problema era que no podiamos tener en cuenta todas las
variables del universo o que los experimentos no eran lo suficientemente sofisticados,
ya sea por falta de capacidad de medicion o la posibilidad de recrear las condiciones
de sus hipétesis. Durante el primer tercio del siglo XX, esto fue cambiando, en parte
gracias a tres experimentos clave: radiacion de cuerpo negro, efecto fotoeléctrico y
espectroscopia.

1.1.1. Radiaciéon de Cuerpo Negro

La materia emite radiacién electromagnética cuando tiene una temperatura mayor
al cero absoluto en la mayoria de los casos. Un cuerpo negro es un cuerpo ideal que
absorbe toda la radiacion electromagnética que recibe. Algunos objetos ordinarios
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similares a un cuerpo negro pueden ser un cuarto perfectamente aislado que tiene un
agujero muy pequeno en su pared.

La radiacion de un cuerpo negro tiene un espectro de frecuencia continuo, que sélo
depende de su temperatura, llamado el espectro o ley de Planck. A medida que la
temperatura disminuye, el pico de la curva de radiacién del cuerpo negro se mueve a
intensidades mas bajas y longitudes de onda més largas. Previo al ano 1900, existian
dos modelos que intentaban explicar la radiacién de cuerpo negro:

= La ley de Rayleigh y Jeans denotaba que la intensidad de radiacién debia crecer
indefinidamente a medida que se reducia la frecuencia de onda. Esta aproxi-
macién coincidia con el espectro obtenido a altas frecuencias de onda, pero era
completamente equivocada en bajas frecuencias, lo que se conoce como la Ca-
tastrofe Ultravioleta.

= Ademaés, a partir de las leyes de la termodinamica, Wilhelm Wien derivd una
ley para describir el espectro de temperatura de un cuerpo negro [1]|. Esta ley
se basaba en una curva exponencial, cuyo valor tendia a infinito para altas
frecuencias de onda, lo cual tampoco coincidia con los resultados experimentales.

La Fisica de esa época no podia explicar por qué el espectro observado de la
radiacion de un cuerpo negro, hasta que en 1900 el fisico aleman Max Planck derivé de
manera heuristica una férmula, asumiendo que, hipotéticamente, un oscilador cargado
eléctricamente en una cavidad que contenia radiaciéon de cuerpo negro sélo podia
cargar su energia en un incremento minimal (E), proporcional a la frecuencia de su
onda electromagnética asociada. Su descubrimiento fue pionero en la Fisica Moderna
y sento las bases de la Teoria Cuantica.
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Capitulo 1. Introduccion 3

1.1.2. Efecto Fotoeléctrico

Cuando un material, tipicamente metéalico, es irradiado (impactado por una onda),
el mismo puede liberar electrones, denominados fotoelectrones. En el pasado, la disci-
plina del electromagnetismo clasico predecia que las ondas de luz continuas transferian
energia a los electrones, los cuales luego serfan emitidos cuando acumularan energia
suficiente, esto implicaba que:

= Si se incrementa la intensidad de la luz con la que se golpea al material, la
magnitud del campo eléctrico serd mayor, lo que resulta en una mayor cantidad
de energfa.

= Sise incrementa la frecuencia de onda de la luz, la magnitud del campo eléctrico
se mantendra, por lo que la energia permaneceria constante.

Los resultados experimentales no mostraban lo mismo: los electrones son expulsados
s6lo cuando la luz excede una cierta frecuencia, sin importar su intensidad o tiempo
de exposicién. Como un rayo con baja frecuencia y alta intensidad no puede alcanzar
la energia requerida para producir fotoelectrones (lo que hubiera ocurrido si la energia
de la luz se acumulara durante el tiempo de exposicion a una onda continua), Albert
Einstein tuvo la hipétesis de que un rayo de luz no es una onda que se propaga a
través del espacio, sino un conjunto de paquetes de energfa discretos, con el nombre
de fotones. Esta es la teoria por la cual Einstein obtuvo su Premio Nobel.

1.1.3. Espectroscopia

Este campo de estudio de la Fisica fue crucial para el desarrollo de la mecénica
cuantica. La espectroscopia se utiliza para estudiar la luz emitida o absorbida por los
adtomos y las moléculas.

La radiacién electromagnética es una forma de energia producida por perturba-
ciones eléctricas y magnéticas oscilantes, o por el movimiento de particulas cargadas
eléctricamente a través del vacio o la materia. Los campos eléctrico y magnético se
combinan en angulos rectos y la onda combinada se mueve de forma perpendicular a
ambos [2].

La radiacién electromagnética puede viajar a través del vacio, mientras que la
mayoria de las ondas debe viajar a través de alguna sustancia. Por ejemplo, las ondas
de sonido requieren un medio gaseoso, s6lido o liquido para poder ser escuchadas.

Un espectro de emision puede ser producido por un gas a baja presion excitado por
medio de calor, o por colisiones con electrones. Alrededor del siglo XX se mostro que
los espectros atéomicos eran discretos, lo que implicaba que la energia en un atomo
estaba cuantizada. Por ejemplo, una carga de alto voltaje a través de un gas de
hidrégeno a baja presiéon genera una luz roja. Esta observacién llevé a la creaciéon de
la teoria cuantica y a la comprension de que los atomos y las moléculas solo pueden
tener ciertos valores de energia discretos.

En resumen, los tres experimentos mencionados anteriormente desafiaron las ideas
clasicas de la Fisica y llevaron al desarrollo de la Mecénica Cuéntica. Estos experi-
mentos ayudaron a los fisicos a comprender la naturaleza dual de la luz, la naturaleza
cuéntica de los electrones y la cuantizacion de la energia en los &tomos y las moléculas.

1.2. La Ecuacién de Schrodinger

La radiacién electrénica es expulsada en forma de fotones, los cuales pueden pen-
sarse como paquetes de energia luminica que viaja a la velocidad de la luz como ondas
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Hydrogen

Helium

FiGura 1.2: Espectro de emisién del hidrégeno y helio.

Cresta

Valle

Longitud de Onda

FiGurA 1.3: Elementos de una onda.

armonicas cuantizadas [3]. Las ondas descriptas en la Subseccion 1.1.3 tienen ciertas
caracteristicas de importancia que se describen a continuacion:

= Amplitud: Es la distancia desde un desplazamiento vertical méximo de la onda
hasta la mitad de la misma. Mide la magnitud de la oscilacién de una onda
particular (su altura). Denota la intensidad o brillo de una onda en comparacion
con otras.

= Longitud de onda: Se representa con la letra X es la distancia de un ciclo completo
de la oscilacion. Ondas con longitudes grandes (como las de radio) llevan poca
energia y viceversa (como los rayos X).

= Frecuencia: Se define como el ntimero de ciclos por segundo, y se expresa con la
unidad del Hertz (Hz). Se suele representar con la letra n

La frecuencia y la longitud de onda se relacionan directamente a través de la
ecuacion ¢ = v, donde c es la velocidad de la luz (las ondas electromagnéticas viajan
a la velocidad de la luz en el vacio). La frecuencia es directamente proporcional a
la energia de un sistema y se puede expresar como F = %1/ = hv, donde h es
la constante de Planck (6,62607 x 10734J) y h se denomina constante de Planck
reducida. La energia puede agruparse en categorias, basada en su longitud de onda,
en el espectro electromagnético.

A comienzos del siglo XX, la comunidad fisica comenzd a reconocer que la materia
(tal como la radiacion electromagnética) poseia comportamientos similares a las ondas.
Aunque se sabia que la radiaciéon obedecia las Ecuaciones de Maxwell, la materia no
lo hacia.
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En 1926, el fisico austriaco Erwin Schrédinger formulé la que serfa conocida como
la Ecuacion de Schrodinger (dependiente del tiempo). Se comienza con la definicion del
Hamiltoniano del sistema, que representa la energia total del mismo, y se expresa en
términos de los operadores de posicién y momento de las particulas que lo conforman.

Se utiliza la funciéon de onda para describir el estado cuantico del sistema. Se
aplica el principio de incertidumbre de Heisenberg para obtener la relaciéon entre el
operador de posiciéon y el operador de momento. Esto implica que no se pueden medir
simultaneamente la posicién y el momento de una particula con precisién arbitraria.

Teniendo en cuenta todos estos elementos es posible modelar la ecuaciéon de Schro-
dinger, que describe como cambia la funcién de onda del sistema a lo largo del tiempo.
La ecuacién tiene la siguiente forma:

—%V2\Il(r,t) +V(r)¥(r,t) = ihaa\f(r,t), 1.1
donde W representa a la funcion de onda, i a la constante de Planck reducida y V
al potencial. Esta ecuacion describe efectivamente a la materia como una onda que
fluctaa en el espacio y en el tiempo. Como la porcién imaginaria de la ecuacién dicta su
dependencia en el tiempo, se suele buscar la solucién del problema independiente del
tiempo (que también puede tener componentes complejas en el potencial V'), utilizando
el método de sustitucién para la solucién de ecuaciones diferenciales, considerando

U= ei%gb:

2
—;—mv2¢(r) + V(r)o(r) = E¢(r). 1.2

Més alld de la utilidad de esta simplificaciéon para describir a una onda en el
espacio libre, es de mayor interés resolver el problema relacionado a un sistema donde
las ondas estan confinadas a una regién pequena, por ejemplo, un electréon confinado
en un espacio pequeno alrededor del niicleo de un atomo.

En este entorno, se consideraran soluciones ¢ a las funciones que cumplen con
ciertos requisitos:

» Es cuadrado normalizable en (—oo, 00) mediante el operador vectorial integra-

. N —
cion: [ |lvy|| = 1.
= Debe ser continua como funcién de la posicién.
= Su derivada debe ser continua como funcién de la posicion.

El espacio formado por este tipo de funciones es conocido como £2. Para resolver
la ecuacion de Schrodinger y encontrar la funcién de onda del sistema, se utilizan
diversas técnicas matemaéticas, a continuacion se describira el proceso de obtencién de
la solucion.

1.3. Solucién de la Ecuaciéon

Un método clave para resolver ecuaciones diferenciales que describen el mundo
fisico es expandir su solucion en una base de funciones. Esto transforma el problema
de obtener la soluciéon de una ecuacién diferencial en el de calcular los coeficientes
de su expansiéon. Usualmente, la base estd definida mateméticamente en un espacio
vectorial de dimension infinita. Asi, se presenta el reto de calcular los valores relevantes
para el sistema fisico bajo estudio, eligiendo una base lo suficientemente grande para
que el calculo sea 1til, de acuerdo a las restricciones de memoria y poder de computo
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que se tenga a mano. Mas aun, la dimensiéon 6ptima del conjunto base no suele ser
conocida a priori y es una practica usual realizar muchas ejecuciones del tipo prueba
y error para encontrar un tamano satisfactorio para la base.

Se puede establecer el problema en mayor detalle de la siguiente manera: se consi-
dera un operador diferenciable A(r), dado por las variables r = {ry,r9,...,r,}, en un
espacio vectorial de dimension infinita y una EDP general no-homogénea dada por:

A(r)U(r) = Wo(r) 1.3

Para este problema, es de interés encontrar la soluciéon ¥(r) para un dado conjunto
de condiciones de borde. Se considera un conjunto base dado por las funciones { ¢y (r)}.
Entonces, las funciones W(r) y ¥o(r) pueden presentarse en forma de expansion por
su base:

U(r) =Y zndn(r), To(r) = bugn(r). 1.4

Esta expansion incluye los infinitos elementos de nuestra base. Para poder utilizar
esta expresion en un entorno computacional y obtener una solucién numérica para la
Ec. (1.3), es necesario seleccionar solo una cantidad N de elementos de nuestra base,
tal que

N N
U(r) = ¥ @) = S wan(r),  To(r) = UV (1) = Y bagn(r). 1.5
n=1 n=1
De esta manera, la Ec. (1.3) es proyectada en la base truncada seleccionada, ob-
teniendo un sistema lineal para los coeficientes (N) = {1, zo,...,zx5}:
AN (V) = (V) 1.6

donde la matriz AN, de tamafio N x N, posee elementos A;],\Q = (Pn, flgbm) y el
vector b(N) = {b1,ba,...,bn} es la representacion aproximada de la condicién inicial
U, en la base truncada.

1.3.1. Doble Fotoionizacién

La doble fotoionizacion (DPI) es un fenémeno que ocurre cuando un foton carga-
do de energia es absorbido por un atomo, resultando en la emisién de dos electrones.
La DPI resulta en un ion doblemente cargado y dos electrones salientes, que estén
sujetos a fuerzas de Coulomb de largo alcance. El estudio de este proceso es de interés
fundamental para la Fisica Atémica, ya que permite directamente atacar el problema
de Coulomb de tres cuerpos. Se puede extraer informaciéon de la DPI realizando me-
diciones de la seccion eficaz diferencial triple (TDCS), que permite la determinacion
completa de la energia y el patréon angular de la reacciéon de separacion. Es posible rea-
lizar simulaciones para aproximar numéricamente estas funciones de onda y estudiar
en mayor detalle este proceso.

La doble fotoionizacién del helio ha sido un problema de interés durante décadas.
Es uno de los sistemas mas simples en los que la emisién al continuo de dos electrones
puede ocurrir (mediante la absorcién de un tnico fotéon). Ademés provee informacion
sobre las dinamicas de Coulomb de tres cuerpos en el continuo para objetos mas
complicados, ionizacién electron-atomo y en otros problemas de ruptura de Coulomb
en general.
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Mediciones de este y otros sistemas similares pueden encontrarse en amplitud en
la bibliografia [4, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 5, 6], las cuales fueron obtenidas gracias al
desarrollo de técnicas de mediciéon de dinamica completa como espectrometros Time of
Flight [15] o COLTRIMS [16]. Desde el punto de vista teorico, hay varios enfoques que
pueden aplicarse a este problema, como céalculos con ondas parciales hiperesféricas[4],
Escalado Complejo Exterior (ECS) mediante B-splines [17], calculos de Convergent
Close Coupling (CCC) [18], calculos con R-matrices hiperesféricas [19] y expansion
sturmiana con funciones complejas [20].

En anos més recientes, se ha desarrollado un enfoque espectral basado en el con-
cepto de Funciones Sturmianas Generalizadas (GSF por Generalized Sturmian Fun-
ctions), que permite representar cualquier tipo de condiciones de borde fisicas [21].
Este enfoque se basa en imponer condiciones a la base de funciones en la coordenada
en la que son definidas. Estas pueden ser condiciones de cuspide de Kato [22], condi-
ciones de bordes de caja, comportamiento de decaimiento exponencial asociado con
los estados ligados [23, 24|, o condiciones de flujo salientes (o entrantes), incluyendo
las fases de Coulomb dependientes de coordenadas [17]. Las Funciones Sturmianas de
Coulomb (CSF), introducidas por H. Shull y P. O. Léwdin [25], corresponden a un ca-
so particular de las GSF. Estas funciones son utilizadas para problemas de scattering
y reciben su nombre por su cercania a la teoria de Sturm-Liouville.

La propuesta de las GSF ha probado ser exitosa para describir problemas de es-
tados ligados atomicos [22] y también para estados de scattering estacionarios (inde-
pendientes del tiempo) [26]. La ventaja de un enfoque espectral por sobre los métodos
de grilla reside en la reducciéon del nimero de elementos necesarios para representar
a la funciéon de onda. Esto se refleja en el tamano de la representaciéon matricial del
hamiltoniano, que se relaciona directamente a los recursos computacionales necesarios
para realizar el calculo. De cualquier manera, no siempre es facil obtener la solucién
deseada, especialmente cuando las condiciones de borde estan relacionadas con proce-
sos de scattering. Se ha podido tener éxito en este tipo de simulaciones [27], mostrado
en modelos de ondas s para procesos del tipo (e, 2e) [26] o (e, 3e) [28|.

El objetivo de este enfoque es el de mostrar resultados para un sistema de Coulomb
de desintegracion de tres cuerpos, considerado en toda su dimensionalidad, prediciendo
mediciones absolutas y compararlas con otros datos obtenidos en la teorfa. Teniendo
en cuenta esto, la doble fotoionizacién del helio desde su estado fundamental, mediante
la absorciéon de un tnico fotén, constituye un sistema ideal por dos razones:

» sus medidas y datos tedricos (para chequeo de las soluciones) estan disponibles
en la literatura, y

» al existir un sélo cuanto de momento angular transferido al sistema, facilita el
seguimiento del tamafio que puede tomar el sistema lineal asociado.

A continuacién, se exponen las ecuaciones utilizadas para el estado ligado de un
atomo de helio y la funciéon de onda de scattering luego de la absorcién. Ademas
se presentaran los formulas empleadas para evaluar las secciones eficaces. Luego, se
propone la serie de ondas parciales de las funciones de onda y los parametros utilizados
para construir el sistema lineal de ecuaciones. Para las préoximas ecuaciones, se asumen
las unidades atomicas (m = h = e = 1) a menos que se describa lo contrario.

1.3.2. Enfoque perturbativo

Con el objetivo de describir las dindmicas de la doble ionizacién de helio por el
impacto de un fotén en un esquema independiente del tiempo, se busca calcular la
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funcion de onda de scattering Wy, la cual contiene la mezcla entrelazada de estados
finales de la colisién. La misma puede obtenerse resolviendo la siguiente ecuaciéon de
Scrodinger no homogénea, a partir de la Ec. (1.2):

[H_E] \I];_c(rlar2) :é'(Vm +Vr2)\110(r17r2)7 1.7

donde H es el hamiltoniano del sistema, E es la energia del sistema, € es el vector de
polarizacion del laser, y g es el estado ligado inicial del atomo, con energia Ey, que
satisface:

HUy(ri,ro) = EgWq(ry,ra), 1.8

mientras que la conservaciéon de energia se rige por la ecuacién:
Eo+w= E,

donde w es la energia del foton. El lado derecho de Ec. (1.7) tiene dos operadores
gradiente asociados al gauge de velocidad, mientras que el gauge de longitud muestra:
wé.(r1 +r2)¥o(ry,re). Los vectores r; (i = 1,2) representan la ubicacion de los elec-
trones con respecto al nucleo, que se considera en reposo en el centro de masa ubicado
en el origen de coordenadas. Las coordenadas esféricas asociadas a estos dos vectores
seran utilizadas para facilitar la solucién de las ecuaciones.

La Ec. (1.7) admite multiples soluciones regulares, las cuales pueden construirse
como combinaciones lineales entre la soluciéon particular y la soluciéon de la ecuaciéon
homogénea. Para describir de manera apropiada la fisica del problema bajo conside-
racion, es necesario obtener la soluciéon que se comporte como una onda saliente en
ambas coordenadas de los electrones a grandes distancias. Se ha demostrado que esta
solucion es tinica, y que sus propiedades asintéticas contienen la informacion detallada
para el proceso de dispersion [29].

El siguiente paso es evaluar los observables fisicos. Se puede emplear las formulas
usadas en [17], donde la matriz de transicion es la siguiente:

f(kl,kg) = <(I)7(k1, rl)@i(kg,rgﬂE —-T+ V‘\I/;rc . 1.9

A partir de ella, se pueden extraer la seccion eficaz diferencial triple (TDCS)

d’o 42 )
B, dd0, — we Ttk 1.10
TE A a0, — we Mk [f(a k)",

y la seccion eficaz diferencial simple (SDCS)

do d3c
— A d9s .. 111
dE, / dE1dQdQ, 12

En las Ecs. (1.9) a (1.11) &~ representan a las funciones coulombianas (normalizadas
por una funcién 0 en momento), k; (i = 1,2) es el momento final del electron i, T" es
la energia cinética del sistema y V(ry,r3) = —2/r1 — 2/ro.

Las funciones @~ son funciones coulombianas con condicién asintética de onda
entrante:

O (ki, 1) = (1 — in)e™ ™/ 2k | By (+in, 1, —i| k|| |ri]| — iks - 1) 1.12

donde 1 F} es la funcion hipergeométrica confluente, y n = 2/k, para i = 1,2.
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1.3.3. Expansion de ¥},

Las soluciones de las Ecs. (1.7) y (1.8) son obtenidas a través de una expansion
sturmiana de la forma:

L,M LM s
U(ry,ro) = ZASRll,lQ (Tl,rg)thZ (f1,19) 1.13
l1,l2

donde S (r1) S (1)

LM _ LM 1 (1) Sy (72
thlz (r1,72) = nin2dlile ™ T2 1.14

ni,n2

y donde aﬁf\?{g 1,1, son los coeficientes de expansion, las funciones ) son los arménicos

biesféricos 30, 23|, Ag es el operador de simetria definido de la forma:

AsU(r1,12) = = [W(r1,12) + (~1)ST(ra,r1)] | 115

V2
y las funciones radiales S,, son soluciones de la ecuacién sturmiana:

1 d?

—5 3z HU@) = B| Su(r) = =BaV (1)Sn(r) 1.16

donde (8 es su autovalor. A su vez las soluciones de la ecuacién deben respetar la

condicién de cuspide

lim dd(r)
r—0 dr

= —Zin®(r) 1.17

y la condicién de comportamiento asintético de la soluciéon

lim ®(r) oce™ ™™ “ log(2kr) 1.18
r—r00

donde k = V/—2F > 0, Z,s ¥ Z;n representan a la carga asintética y la carga en la
zona proxima a la nube de electrones vistas por el electrén, respectivamente. Ademés
E,U y V son los potenciales que pueden elegirse de forma apropiada para optimizar
la convergencia [22]. Las soluciones de la Ec. (1.16) se evaltan numéricamente [31].
Para este caso, se utilizaron dos bases diferentes para expandir cada uno de los
estados ¥ y U Para ambas funciones se fija U(r) = —2/r y no se incluyen las barre-
ras centrifugas, incluso cuando las funciones S aparecen multiplicando a las funciones
biesféricas ) para l; > 0 (i = 1,2) en la Ec. (1.13). Por lo tanto, estos términos no son
removidos de las ecuaciones acopladas cuando se hace el reemplazo de las expresiones
1.13 en la Ec. (1.7), y los elementos de la matriz separable correspondiente necesitan
ser evaluados. La ventaja de este procedimiento es evitar la evaluacién de multiples
integrales bidimensionales asociadas con los elementos de la matriz de repulsion elec-
trénica, que de otra manera deberian evaluarse para cada valor de momento angular [,
dado que los conjuntos de funciones base son diferentes. Los recursos computacionales
(de tiempo de computo y memoria de disco) son reducidos considerablemente si se
procede de esta manera, comparados con utilizar una base para cada [. Para ¥y se usa
la base obtenida fijando el valor negativo £ = —1 en la Ec. (1.16), el cual otorga al
conjunto un comportamiento de caida. En forma més general, el potencial U podria
elegirse de diferentes maneras, en particular puede tomarse el utilizado en [22], viendo
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Re{ Sn(r)}

Im(S (1)}

FIGURA 1.4: Funciones Sturmianas Generalizadas con condiciones de
flujo saliente tipicas impuestas en r = 10 a. ..

al potencial con la forma U(r) = Uy (r) + U(r), donde

Zus . (~Zin + Zag)e ™"
Unaa(r) = — 2oz (FZin & Zas)e™™ 1.19

T T

Luego, la funcién correspondiente a U es una perturbacién que no modifique el com-
portamiento coulombiano de Ugqy, en los limites a cero e infinito, por ejemplo:

U(r) = Upe =0 1.20

Luego, el potencial generador V puede ser el siguiente:

V()= ———[e " +(1—e)] 1.21

con A > 0y d > 0, el cual lleva a las bases a tener las condiciones asintotica y de cuispide
asociadas a la carga de U (GSF) correctas, sin agregar singularidades a las funciones
solucion. Se puede utilizar el conjunto de Funciones Sturmianas de Coulomb (C'SF)
para l; = 0 fijando V = —1/r, que no incluyen la condicion de cuspide, pero esto no
resulta en diferencias en las secciones eficaces. Los resultados presentados aqui fueron
evaluados con una base radial de CSF de ondas s simetrizadas apropiadamente, con
6 elementos para cada coordenada radial, fijando L =M =0,1; =1, =0,1,2,3,4 en
la Ec. (1.13), lo que lleva a un total de 105 orbitales. Con estos valores se encontraron
energias por debajo de —2,903 231, mientras que el valor exacto es de —2,903 724 [32].
La precisiéon numérica con la que se representa el estado es méas que suficiente para el
propésito actual.

Se emplean conjuntos base con condiciones de flujo saliente para describir la fun-
cion de onda de scattering W, con una energfa E igual al doble de la energia en
el continuo del sistema fisico [27]. Las sturmianas de flujo saliente se muestran en la
Figura 1.4, donde se grafican las partes real e imaginaria de varios elementos, norma-
lizados para que su valor en r = 10 unidades atdmicas coincida con las condiciones
de borde. Desde ese punto en adelante, todas las funciones de onda tienen el mismo
comportamiento. Notar que la diferencia de fase entre las partes real e imaginaria es
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/2.

Normalmente se utiliza un pozo cuadrado como potencial generador para repre-
sentar a las ondas continuas, pero el mismo resulta ser una buena elecciéon para el
gauge de longitud. De cualquier manera, debido a la estructura del lado izquierdo de
la ecuacion en el gauge de velocidad cercana a la region 1 = r9 = 0, la convergencia
con esta base no es tan buena como para el gauge de longitud. Esta expansion se me-
jora agregando el potencial de Yukawa a V para concentrar las oscilaciones alrededor
de esa region. Esta eleccion da resultados precisos en ambas estimaciones. Se utilizan
los valores L=1, M =0,y =lylao=14+1,conl=0,1,2,3 en la Ec. (1.13), como
se sugiere en [17]. Agregar mas términos de ondas parciales no resulta en cambios en
la TDCS. El dominio radial elegido es de 35 u. a. (30 u. a.) para 20 eV (40 eV'), para
los cuales se utilizan 35 (50) orbitales radiales, obteniendo un total de 4900 (10000)
funciones en la base.

Para encontrar los coeficientes lineales aﬁ;%zvl de la Ec. (1.13) se reemplazan en
las Ecs. (1.7) y (1.8) y se proyectan hacia la izquierda por todos los elementos de la
base identificados por {I', n}, n}}. Este es el método clasico de Galerkin. Se obtiene un
problema de autovalores generalizado para la Ec. (1.8) [22], cuyo minimo autoestado
de energia es el estado fundamental del &tomo de Helio. Este sistema puede resolverse
utilizando rutinas de algebra lineal computacionales de forma sencilla. Una vez que
ese estado se normaliza, se lo utiliza en la Ec. (1.7) para construir otro sistema de
ecuaciones lineales de la forma H.a = b para los coeficientes a relacionados a ¥,
Este nuevo sistema queda bien determinado y sus soluciones también pueden obtenerse
utilizando paquetes de algebra lineal numérica.

(1’,1’+1)/—. L) () e

A N . | a b,
L s L = =.— a, - b3
AV Y

Figura 1.5: Estructura por bloques del conjunto de ecuaciones li-
neales, cuya solucion da la expansion en coeficientes a, de .. 1y !
toman los valores 0, 1, 2, 3.

De cualquier manera, se prefiere utilizar métodos iterativos, pues su convergencia
es més rapida que la de los métodos exactos, y su estructura permite implementar
sencillamente el problema en un tnico procesador si s6lo un sub-bloque de la matriz se
almacena en la memoria RAM en cada momento. En este caso se probaron distintos
métodos, encontrando que el método del Gradiente Conjugado Cuadrado Precondi-
cionado resulto ser el méas estable utilizando un precondicionamiento adecuado. Como
se sugiere en la literatura, una buena elecciéon para la matriz de precondicionamiento
es la solucién del sistema obtenido reemplazando todos los elementos matriciales por
cero fuera de los bloques diagonales, donde los bloques se definen por los elementos
matriciales cuyos ntimeros cuanticos angulares {I’, 1} estan fijos.
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Se encuentra para la estructura de esta matriz (intrinsicamente relacionada con el
conjunto base) que, luego de elegir un vector aleatorio a® como primera propuesta
de solucién, el error, definido como la norma del vector (H.a(")) — b, decrece al ritmo
de casi un orden de magnitud por iteraciéon del método. Se utilizd6 como criterio de
parada del método iterativo que el error relativo sea menor que una tolerancia igual
a 10719, Soluciones tipicas del sistema de ecuaciones pueden verse en la Figura 1.6,
donde se muestra las partes real e imaginaria de un término directo (i.e. sin aplicar el
operador de anti simetrizacion Ag). En el grafico se observa que la funcién obtenida
muestra un correcto comportamiento asintético, que puede interpretarse como una
onda esférica con origen en el origen de coordenadas.

Una vez que la onda parcial es evaluada, se calculan las secciones eficaces diferen-
ciales triple y simple, a través de las formulas de las Ecs. (1.9) a (1.11). Un analisis
més detallado de las formulas y su expresion para cada onda parcial pueden encon-
trarse en la referencia [17], donde se muestra como las integrales de volumen pueden
transformarse en superficies integrales en un valor fijo del hiper radio.

Re[q’%r) (r1,72)]

0.06
0.04
0.02

—0.02
—0.04
—0.06

0.06
0.04
0.02

—0.02
—0.04
—0.06

30
2
15 20

T2

FIGURA 1.6: Partes real e imaginaria de la funcion de onda directa
asociada al término de la segunda onda parcial de W], para 20 eV.

1.4. Desventajas del Método Actual

Si bien los métodos iterativos para la resolucion de sistemas lineales pueden lo-
grar una convergencia que requiera una cantidad de iteraciones relativamente baja
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(utilizando menos operaciones de punto flotante), existe la posibilidad de que los uti-
lizados no converjan, o que solo logren convergencia para estructuras muy particulares
de una matriz. Por ejemplo, el clasico método de Jacobi requiere que la matriz sea
fuertemente diagonal dominante, es decir:

n

|aii| > Z |aijl.

j=1,ji

Otros tipos de métodos iterativos utilizan la teoria de los espacios de Krylov: co-
mienzan con una propuesta de solucién inicial z e iteran sobre la misma, minimizando
el residuo (Azx — b). El Gradiente Conjugado Cuadrado Precondicionado es un mé-
todo que sigue este estilo, pero incluso si se consigue un buen precondicionador, la
convergencia puede ser erratica.

Ademas, es comiin con los problemas relacionados a la ecuaciéon de Schrédinger,
sobre todo cuando se utilizan més combinaciones de momentos angulares I, que la
estructura de la matriz requiera un precondicionador més dificil de calcular que uno
diagonal por bloques. Esto resulta en una mayor cantidad de iteraciones sobre el
sistema.

Otra particularidad de resolver sistemas lineales relacionados con las simulaciones
atomicas es que la cantidad de funciones base a utilizar (lo que define el tamano del
sistema) no se conoce de antemano, por lo que es necesario encontrar soluciones para
varios sistemas, buscando la convergencia de la sucesiéon de secciones eficaces para
asegurar la estabilidad de la onda que soluciona la ecuacion de Schrodinger. Esto se
traduce en realizar muchas veces la tarea de conseguir un precondicionador y utilizar
un método iterativo para diversos tamanos de matriz; un proceso completamente
ineficiente.

1.5. Contribuciones y Estructura de la Tesis

Las contribuciones y los resultados mostrados en esta Tesis fueron presentados en
forma de posters, exposiciones orales y publicaciones de proceedings (33, 34, 35, 36].

En el Capitulo 2 se presentan los fundamentos de algebra lineal numérica y compu-
tacion de alto desempefio que sirven de introduccién al tema y se muestran las librerias
v lenguajes de programacion utilizados para la solucién de sistemas lineales con mé-
todos directos de alto desempenio. En el Capitulo 3 se presenta la propuesta para
resolver los multiples sistemas lineales relacionados con la Ecuacion de Schrodinger (y
otros problemas con una estructura similar) mediante el método de matrices latentes
(matrices cuya dimension no es conocida a priori, pero cuya estructura en bloques y
tiempo de computo se conocen), utilizando la descomposicion QR de alto desempeno.
En el Capitulo 4 se presentan los diferentes experimentos numéricos realizados para
mostrar la eficiencia del método disenado la solucion de sistemas lineales con matrices
latentes, junto con la solucién de dos problemas de colisiones atomicas: doble fotoio-
nizaciéon de las particulas de helio y agua. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan
las conclusiones finales y se expone el posible trabajo a realizar en el futuro.
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Capitulo 2

Algebra Lineal Numérica de Alto
Desempeno

Los sistemas de ecuaciones lineales se presentan en practicamente todas las areas
de la matematica, desde la definicién de conceptos bésicos como el punto, la recta
y el plano, hasta la resolucién aproximada de ecuaciones en derivadas parciales. La
forma de resolverlos ha sido objeto de estudio desde tiempos antiguos (existen escritos
chinos del ano 200 A.C. en los cuales figura el método de eliminacion gaussiana [37]),
con la mejora constante de los algoritmos més eficientes, gracias a los avances en el
hardware existente.

En este capitulo se introduciran algunos métodos de resoluciéon de sistemas lineales
y se estudiaran algunos de sus algoritmos para conocer su cantidad de operaciones,
luego se procederd describir los conceptos a tener en cuenta cuando se trabaja en
Algebra Lineal Numeérica de Alto Desempetio, seguido de la descripcion de librerias
de computo que permiten conseguir algoritmos eficientes para resolver sistemas lineales
de gran porte.

2.1. Resolucion de Sistemas Lineales

Un sistema lineal se representa de forma matricial como

Ax = b,

donde A es una matriz de dimension nxn, b es un vector de m dimensiones (ambos
conocidos) y resolverlo implica encontrar = € K" tal que Az = b, donde utilizaremos
K para describir un cuerpo como el de los nameros reales R o los complejos C.

Los sistemas lineales de interés para las aplicaciones fisicas de la matematica sue-
len tener un gran porte, en el orden de los cientos de miles de dimensiones, siendo
representados por matrices con una cantidad de informacién que puede superar 1 Te-
rabyte de datos. Cuando se trata de resolver sistemas muy grandes, la cantidad de
operaciones aritméticas de punto flotante (flops) realizada es crucial, ya que permite
estimar si un problema puede resolverse en un tiempo razonable.

Los sistemas lineales mas faciles de resolver (luego de los sistemas relacionados
con matrices diagonales) son los que se relacionan con matrices triangulares.

Durante el desarrollo de esta tesis se referird a las matrices relacionadas con sis-
temas lineales como cuadradas (misma cantidad de filas y columnas), pero muchos
de estos resultados valen ademés para matrices rectangulares, s6lo que sus soluciones
pueden no existir o no ser tnicas.

Definicion 1. Una matriz A € K"*" es triangular inferior (superior) si a; ; = 0 para
i<j(i>7j).
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De manera visual, una matriz de la forma

lo,o 0
lio li1

L= Iy l2,1

_ln—l,O ln—l,l ln—l,n—? ln—l,n—l_

es triangular inferior y, andlogamente, una matriz triangular superior tiene la forma

0,0 U0l Y02 .-  UDm—1
Uil UL2 ... Ulp—1
U=
Un—2mn—1
L 0 Un—1,n—1 |

Si todos los elementos diagonales de esta matriz son no nulos, entonces el sistema
lineal asociado tiene soluciéon y es tnica. Si se desea encontrar la solucion de un sistema
lineal cuya matriz asociada es triangular inferior o superior, es muy sencillo elaborar
un algoritmo y se provee un ejemplo para ambos tipos de sistemas a continuaciéon:

Algoritmo 1: Algoritmo clasico para la solucion de un sistema triangular
inferior.

Sea A € K™"*™ triangular inferior, b € K.

Definir x < b ;

for i=0, ..., n-1 do

for j=0, ..., i-1 do
‘ T; < T; — a; jTj ;
end
Ti < xi/ai,i ;
end

Algoritmo 2: Algoritmo clasico para la solucion de un sistema triangular
superior.

Sea A € K™*™ triangular superior, b € K.
Definir z < b ;
for i=n-1, n-2, ..., 0 do

for j=n-1, ..., i+1 do

‘ Ti < Tj — A4 jT5 ;5

end

T 4 xifai; ;
end

Cualquiera de estos dos algoritmos precisa del orden de n? flops, y la notacion
para esto es O(n?). Para resolver sistemas densos (pocos elementos nulos) es necesario
requerir a técnicas mas elaboradas, como las descomposiciones matriciales.
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2.2. Descomposiciones Matriciales

La solucién de sistemas lineales densos de gran porte requiere una gran cantidad
de operaciones y las computadoras utilizan aritmética de punto flotante, lo que hace
imposible representar de forma exacta a todos los niimeros y es necesario mantener
bajo control los errores realizados a medida que se realizan célculos. Por estas razones,
histéricamente, se ha desarrollado una diversa gama de métodos de descomposiciéon
para resolver distintos tipos de sistemas lineales, los cuales son la base para el algebra
lineal que realizan las computadoras, ya que necesitan una cantidad de operaciones
mucho menor que el método clasico de buscar la matriz inversa de A y multiplicar
por el vector b, ademas de reducir el error numérico.

2.2.1. Factorizacion LU

La primera descomposiciéon a tratar en este trabajo es la Factorizaciéon LU,
la cual proviene del concepto de la eliminacién gaussiana. A partir de una matriz
A € K™"*" se busca obtener

A=1LU,

donde L € C™™"™ es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U €
C™*™ es triangular superior (en otras versiones del algoritmo, los unos se encuentran
en la matriz U, pero no se pierde generalidad al asumir cualquiera de las dos formas).

apo a12 a13 10 Of [uppo wo1 wuo2
agy agp as3| = [lip 1 0 0 win wip
as1 as2 asg3 lag 121 1 0 0 wugp

Bajo ciertas condiciones, es posible demostrar que esta descomposicién existe y es
unica. Para eso, es necesario definir el concepto de menor principal:

Definicion 2. Para una matriz A € R"*" y k < n, su k menor principal se define
como la submatriz Aryp € Rk x k formada por las primeras k filas y columnas de A.

Luego de esta definicién, se puede presentar el siguiente:

Teorema 1. Sea A € K™*". Entonces una matriz triangular superior U puede pro-
ducirse mediante eliminacién gaussiana a partir de esta matriz. Luego, A posee una
factorizacion de la forma A = LU, donde L es una matriz triangular inferior con unos
en la diagonal y sus elementos no nulos son los multiplicadores de la eliminacién gaus-
siana. Ademas, si todos los menores principales de A son invertibles, entonces esta
descomposicién es dnica.

Esta es una de las primeras descomposiciones matriciales vistas en cualquier curso
de algebra lineal numérica por su facilidad de célculo, la intuicién debajo de la misma
(ya que se obtiene siguiendo los pasos de la eliminacion gaussiana) y el hecho de que
permite expresar al sistema lineal como la solucién sucesiva de dos sistemas trian-
gulares, cuya cantidad de operaciones se vuelve despreciable en relacién a su conteo
operacional: (’)(%ng) flops para una matriz n X n, un orden mayor al de la resolucion
de un sistema triangular.

En el Algoritmo 3 se presenta un ejemplo en pseudocddigo de los pasos necesarios
para obtener la descomposicion LU de A.
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Algoritmo 3: Algoritmo clésico para la descomposicion LU.

for i=0, ..., n-1 do
Q< Q5
for j=i+1, ..., n-1 do
Qji < “;’ ;
for p=i+1, ..., n-1 do
Ajp <= Qjp — Ajilip ;
end
end
end

Luego de obtener la descomposicion LU de la matriz A, el sistema Ax = b se
convierte en LUz = b y entonces se resuelven dos sistemas triangulares para conseguir
la soluciéon final: Ly = by Uz = y, cuyo costo computacional es despreciable en
comparacion con el de factorizar la matriz.

Existen dos posibles problemas al calcular esta descomposicion:

» la posibilidad de que un pivot (elemento de la diagonal) se convierta en cero, no
pudiendo continuar con la resoluciéon del sistema

= la inestabilidad numérica del algoritmo que puede surgir del hecho de que los
valores fuera de la diagonal sean muy grandes en relacién a la misma.

Por estas razones, se recurre a la permutaciéon de filas de la matriz, una estrategia
conocida como pivoteo parcial.

El algoritmo de descomposiciéon LU que utiliza pivoteo parcial no es muy distinto al
clasico, s6lo necesita un paso anterior a la operacion de reduccién por filas: en el paso 7,
buscar el elemento ayp, ; (con h € {3,...,n—1}) tal que |ap ;| > |agi|, Yk € {i,...,n—1}
y luego intercambiar las filas h e ¢ mediante la premultiplicacién de A por la matriz
elemental correspondiente, que es igual a la identidad con las filas h e 7 intercambiadas.
Para ahorrar trabajo en la cantidad de operaciones, sblo se intercambia las filas de la
matriz, no se realiza la premultiplicacién de manera explicita.

Algoritmo 4: Algoritmo para la descomposicién LU con pivoteo parcial.
for i=0, ..., n-1 do

Encontrar h t.q. |api| > |ag|,Vk € {i,...,n —1} e intercambiar filas h e i
de A si es necesario. ;
<= Qg
for j=i+1, ..., n-1 do
Qg < ag[’i ;
for p=i+1, ..., n-1 do
Ajp S Ajp — Ajiip
end
end
end

El resultado final de aplicar este algoritmo es que se obtienen 3 matrices: P,
L y U con P una matriz de permutacion (identidad con las filas intercambiadas),
L triangular inferior y U triangular superior, tales que PA = LU. Nuevamente, el
proceso para resolver Ax = b es similar al anterior, incurriendo en aproximadamente
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la misma cantidad de operaciones, ya que la premultiplicacién por P sbélo requiere
el intercambio de filas, razén por la cual no se la almacena explicitamente, si no
que se guarda una lista que tiene los indices correspondientes a las permutaciones
realizadas. Es importante notar que tampoco se obtienen explicitamente dos matrices
L y U, ya que ambas pueden depositarse en la misma matriz A, ahorrando mucho
almacenamiento en memoria.

2.2.2. Factorizacion QR

La segunda descomposicion a presentar es la Factorizacion QR donde, para una
matriz A € K™"*™, se busca representarla como

A=QR,

donde @ € K"*" es una matriz ortogonal (para el caso de K = R) o unitaria (K = C),
i.e. QQT = I, lo que representa que esta matriz, multiplicada por su transpuesta (en
R, transpuesta conjugada en C), resulta en la matriz identidad. Luego, R € K"*"
es una matriz triangular superior. La descomposiciéon QR es normalmente una de las
mejores formas de resolver el problema de aproximaciéon por cuadrados minimos, por
lo que suele aplicarse a sistemas rectangulares. Durante el transcurso de esta tesis, se
utilizara el término ortogonal incluso si la matriz es compleja y se entenderd que la
misma es unitaria.

Resolver un sistema ortogonal precisa de la multiplicacién por la matriz transpues-
ta conjugada, el cual lleva O(n?) operaciones. Luego, el resto del conteo operacional se
atribuye al proceso de la factorizacién matricial, con un orden de (’)(%n3 ) operaciones,
el doble del conteo de la descomposiciéon LU.

Se deja, para mayor formalidad, la proposicién que define la descomposicion:

Proposicién 1. Sea A € K"*", entonces existe una matriz Q € K™" tal que QQY =
I y una matriz triangular superior R € K™"*" tales que A = QR.

Existen 3 maneras de conseguir la descomposicion QR de una matriz:
» Ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

= Rotaciones de Givens.

» Transformaciones/Reflexiones de Householder.

Para este trabajo se trataré el tltimo método, ya que consigue una mejor estabi-
lidad numérica y puede obtenerse una mejor velocidad de calculo, pero los 3 métodos
siguen el mismo concepto: avanzar por cada columna de la matriz A y buscar transfor-
maciones ortogonales que la lleven a una forma triangular R, para luego juntar todas
las transformaciones en una tnica matriz (). Para conocer més sobre los primeros dos
métodos de descomposicion QR, puede referirse a [38].

Una transformacion o reflexion de Householder (ambos nombres son utilizados
indistintamente) toma un vector y lo refleja a través de un hiperplano. Se encadena-
ran estas transformaciones por cada columna de A para convertir en ceros todos los
elementos debajo de la diagonal.

Dado u € K", se considera el hiperplano H = u* = {v € K*|uv = 0} y se define
Q € K™ como la reflexiéon de K" a través de H. Puede escribirse x € K™ como
combinacion lineal de v y v para algin v € H, ¢ = au + fv, con «, f € K. Entonces
existe una transformacion lineal @ : K” — K" de la forma Q(au + pv) = —au + fo
o, equivalentemente, tal que:
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Qu=—-—u, Quv=v, YveH.

Ademas, esta transformacién tiene una férmula cerrada, definida en la siguiente
proposicion:

Proposicién 2. Sea u € K" con u # 0. Si Q = I — puu'?, donde se definen p = W
2

y lugl3 = Z?;OI u?, entonces

= Qu = —u,
s Qu=uvsiuvfv=0,
= Q=0Q",
» Q=Q L

La matriz Q = I — puu™ es la reflexion de Householder para cualquier u # 0 y en
la Figura 2.1 se muestra de manera grafica como afecta () a un vector z, en el caso
que se quiera reflejarlo a la coordenada dada por el vector e1, donde e; = [1,0,...,0].
En esta figura, v representa al vector u si su norma fuera 1, es decir la direccion de la
reflexion.

\Y

I,

FIicura 2.1: Efecto de una transformacion de Householder. Fuen-
te: https://en.wikipedia.org/wiki/QR_decomposition

Si puede obtenerse una transformacion de Householder que lleve z a ||z|[2e; para
cualquier x € K",z # 0, con e; = [1,0,...,0], entonces se pueden seguir estos pasos
para obtener la descomposicion QR de la matriz A:

1. Iterar por la diagonal de A € K™*",

2. En el paso i, tomar el conjunto Z = {i,...,n} y el vector formado por la porcion
de columna de A denotada como az;, de dimensiéon n —i + 1,

3. Buscar u € K"~ y su reflexién de Householder relacionada Q; tal que Qiaz; =
Yeéq.

4. Aplicar esa transformacion a la matriz A.

5. Luego de n — 1 pasos, la matriz A tendra forma triangular superior (la R bus-
cada) y la secuencia de matrices ortogonales @; formara la matriz @, ya que la
multiplicacién de matrices ortogonales es ortogonal.


https://en.wikipedia.org/wiki/QR_decomposition
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El algoritmo para obtener la reflexion de Householder que lleva un x € K" a ||z||2e1
es el siguiente:

Algoritmo 5: Algoritmo para obtener la transformacién de Householder.

Entrada: Sea x = [xg,x1,...,Tn-1];
: _ n—1_29 . 1.
Definir o = ) " 27, 0 0sin =1;

Definir pp = /23 + 0 ;

if o <0 then

| y=20—p;

else

|y =—0/(zo+p) ;
end

Salida: p = 272/(72 +o),u=x/yyu =1;

El pseudocodigo para obtener la descomposicion QR de una matriz cuadrada se
expone a continuacion:

Algoritmo 6: Algoritmo para la descomposicién QR mediante transforma-
ciones de Householder.
Definir Q = I € K™*" ;
Definir J = {0,...,n — 1} ;
for i=0, ..., n-1 do
Definir Z = {i,...,n— 1} y z - az; ;
Obtener u y p que definen la matriz de Householder que lleva z a ||z||2e1
mediante el Algoritmo 5 ;
Arz « Az — pu(uf Az 1) ;
Quz + Qg zpunt’ ;
end

Una vez obtenida la descomposicion QR de la matriz A, el sistema Ar = b se
convierte en Q Rx = by se puede resolver mediante la resolucion del sistema triangular
superior Rz = Qb. Al igual que para la descomposicion LU, la resolucion del sistema
requiere una cantidad despreciable de operaciones de punto flotante en relacion a las
necesarias para obtener la factorizacién.

Notar que se utiliza el producto matricial con conjuntos de subindices, lo que define
bloques de cada matriz que se esta utilizando. Esto es de utilidad para resumir las
operaciones, que requieren la anidacién de dos bucles y pueden hacer mas dificil de
leer algunos algoritmos. Nuevamente, todas las operaciones se hacen sobre la matriz
A para poder ahorrar espacio de almacenamiento, guardando los elementos de u en
la parte triangular inferior de la matriz, necesitando s6lo un vector de longitud n — 1
para almacenar los distintos p.

Si bien es de utilidad conocer estos algoritmos y sus pseudocodigos asociados, los
mismos no seran implementados, debido a que es imposible competir en velocidad
de computo con las soluciones creadas por la comunidad cientifica hace afios y que
estdn en constante actualizacion. Antes de introducir algunas de estas herramientas,
se presentan a continuacion las nociones bésicas de la computacion de alto desempertio.
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2.3. Computacion de Alto Desempeno

La definicion maéas bésica de algoritmo computacional es la de “un conjunto de
instrucciones que, desarrolladas por una computadora, proveen la respuesta a un pro-
blema dado”. El objetivo de la Computacion de Alto Desempeno (HPC por sus siglas
en inglés) es el de buscar algoritmos que resuelvan un problema de la manera més
eficiente, dada una arquitectura de computo en particular.

La eficiencia puede tener varias ramas, como puede ser obtener mayor velocidad
de ejecucion (resolver el problema lo més rapido posible) o incurrir en el menor gasto
de energia eléctrica para resolver el problema. En este trabajo se concentrara en apro-
vechar las arquitecturas disponibles para disminuir el tiempo de ejecucién y estudiar
como cambia de acuerdo a la disponibilidad de algunos recursos. Primero, es necesario
entender algunos conceptos.

2.3.1. Procesamiento, Memoria y Almacenamiento

Desde el afio 1940, la descripciéon de alto nivel de la mayoria de las computadoras
no ha cambiado mucho y siguen la llamada arquitectura von Neumann, cuyos cinco
componentes primarios son:

» Unidad de Procesamiento Central (CPU)

» Entrada (Input)

Salida (Output)
» Almacenamiento de trabajo (Working storage)
» Almacenamiento permanente (Permanent storage)

Este diseno presenta memoria que almacena el programa a ejecutar y datos y
una unidad de procesamiento que ejecuta las instrucciones del programa, operando
sobre los datos extrayendo, ejecutando y almacenando (fetch - execute - store cycle).
Para aquellas personas que deseen estudiar estos conceptos en mayor detalle, pueden
referirse a [39).

La gran mayoria de las arquitecturas de CPU de la actualidad poseen 2 o més
procesadores que trabajan en forma simultdnea y pueden hacer trabajo en conexién
utilizando memorias propias (caché) de diferentes niveles junto con la memoria RAM
(almacenamiento de trabajo). Si bien la cantidad de transistores que poseen los chips
ha ido disminuyendo constantemente en el tiempo, otros pardmetros, como la frecuen-
cia y la utilizaciéon de la electricidad han puesto un limite a la velocidad que cada
hilo de procesamiento puede alcanzar. Ademés, muchos de los problemas importantes
de la ciencia utilizan cantidades de memoria grandes y esto también pone un limite
a la velocidad de ejecuciéon de los programas. Por esa razéon, es importante utilizar
de la mejor manera los miltiples hilos que los nuevos CPUs ponen a disposicion. Un
resumen de cémo han evolucionado los procesadores se puede ver en la Figura 2.2.

En este trabajo se utilizardn arquitecturas de uno o dos procesadores con varios
nicleos/hilos 16gicos que comparten memoria RAM y se intentara obtener el mayor
provecho de ellas.

2.3.2. Eficiencia y Bloques

En el camino a lograr una alta eficiencia en el calculo matricial numérico y apro-
vechar la creciente disponibilidad de recursos, surge el concepto de la particiéon de
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48 Years of Microprocessor Trend Data
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Fi1GURA 2.2: Evolucién de los procesadores a lo largo de 48 anos. Fuen-
te: https://github.com/karlrupp/microprocessor-trend-data

las matrices en bloques. Esta idea es simple pero 1til, ya que se vuelve una herra-
mienta potente para la demostraciéon de teoremas y la construccion de algoritmos. En
términos formales, dada una matriz A € R™™ {n;,...,ng} y {m1,...,mp}, donde
ni, mj; > 0, Vi, j tales que Zle n,=ny 2?21 m; = m, se puede definir una particion
en bloques de A como

Ao Aox ... Agn—1
A A ' :
. 1,0 11 7
Ak—l,(] e e Ak—l,h—l

donde Ai,j € R™xm;

Jack Dongarra expone lo siguiente en [40]:

“Una importante nueva tendencia para la resoluciéon de problemas cientificos es la
computacion distribuida. En informéatica distribuida, los ordenadores conectados
por una red se utilizan colectivamente para resolver un sblo problema grande.”

El concepto de paralelizacidn es esencial para poder lograr un buen rendimiento en
cualquier tarea de algebra lineal numérica. Se refiere a la capacidad de realizar varios
calculos de forma simultéanea, operando bajo el principio de que problemas grandes,
a veces, pueden dividirse en problemas més pequenos, que normalmente se resuelven
al mismo tiempo. Por ejemplo, se puede considerar la multiplicacién matricial:

app ap1 | Go2 G03 boo boa1 | bo2 bo3 €00 Co1 | Co2 Co3
aio a1 | a2 413 bio big|bi2 biz | | cio ci1i|ci2 3
aso G271 | a2 G23 bao bag [boa bog | | c20 c21 |22 c23
aso as1 | az2 as3 bso 031 |b32 b33 €30 €31 |C32 €33


https://github.com/karlrupp/microprocessor-trend-data

Capitulo 2. Algebra Lineal Numérica de Alto Desempenio 23

Es posible expresar cada porcion del resultado como una suma de varias multipli-
caciones matriz-matriz mas pequenas, de la siguiente forma:

€00 Cco1| _ |@ao,0 ao1| [boo bo 4 |02 @03 bao b2
c10 C11] lato aia] [bio bi1] a2 aiz] [b3o b3
co2 co3| _ |aoo ao1| [bo2 bogs 4 |02 @03 bao b23
c12 3] a0 a11] (b2 bz |a2 a13] [bs2 b33
20 C21| _ |a20 a21| [boo boa 4 |022 023 bao 21
[C30 €31 laso asi1] [bio bi1]  |as2 ass] [b3o0 b31]
c22 €23 _ |a20 a1 [bo2 bogs 4 |022 a3 bao b23
(c32 33| |aso asi] [biz D3] |as2 a3sz] [bs2 b33

Cada uno de los bloques de la multiplicaciéon pueden ser calculados por diferentes
procesadores presentes en la arquitectura de computo para realizar, en el tiempo que
toma una multiplicacién, 3 o més de estas. El método para realizar esto se denomina
mapeo o map. Al terminar por separado cada resultado, se juntan todos los resultados
en la matriz final, algo que se conoce como método de reduccion o reduce. Estos dos
métodos pueden realizarse en conjunto por la vectorizaciéon de operaciones y el uso
de varios niicleos de computo trabajando en conjunto y se puede, ademaés, distribuir
el trabajo necesario para completar un proceso entre diferentes procesadores con me-
moria compartida. Las proximas secciones de este capitulo presentaran herramientas
y paradigmas para aprovechar al maximo las arquitecturas disponibles.

2.4. Basic Linear Algebra Subprograms

Todo algoritmo de algebra lineal en su forma basica se desarrolla en una seguidilla
de bucles o loops, ya que es la forma més simple de entender el trabajo que se realiza
(v facilita el conteo operacional). En el caso de la descomposicion LU, este pseudoco-
digo fue propuesto por Gauss en el siglo 19. Por muchos anos, este tipo de procesos
constituyo el estado del arte en cuanto a rendimiento o performance de las tareas que
se realizaban, pero con el avance del hardware disponible se buscaron nuevas formas
de aprovechar los recursos, para lograr resolver problemas cada vez més grandes en
la misma cantidad de tiempo. Con este objetivo, los algoritmos en bucles fueron len-
tamente reemplazados por algoritmos en bloques. La cantidad de flops por unidad de
tiempo es actualmente la forma de medir la performance de un algoritmo.

Con el correr del tiempo, los microprocesadores fueron incrementando su capacidad
de realizar flops. A finales de 1971, Intel fabric6 el primer microprocesador en un chip
disponible comercialmente, i4004. Podia realizar 92.000 instrucciones por segundo y
hoy en dia, el procesador 9 9900 de Intel, para computadoras de casa, tiene un pico
de alrededor de 412 millones de instrucciones por segundo [41], lo que se traduce en,
al menos, un factor de 4470 en la diferencia de velocidades de procesamiento. Esta
diferencia es mayor adn si tenemos en cuenta que las instrucciones se han hecho més
complejas con el correr del tiempo, con la posibilidad de realizar 2 flops por ciclo de
reloj del procesador y colocar mas de un par de valores a los cuales aplicarles una
operacion, algo que se conoce como vectorizacion.
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Es importante tener en cuenta que los flops son un indicador muy simple y crudo
de la cantidad de trabajo que esté involucrada en el desarrollo de un algoritmo, ya que
ignora varias de las otras tareas que se deben realizar. La mas importante de ellas es la
obtencion de datos desde la memoria para realizar operaciones, seguida de la operaciéon
de guardado en memoria de los resultados. En la mayoria de las computadoras, las
operaciones de acceso a memoria (o memops) son mas lentas que las flops y las mismas
deben realizarse practicamente la misma cantidad de veces, por lo que la velocidad
de un algoritmo puede verse fuertemente afectada por la organizacion del trafico de
memoria.

De todas estas ideas surgi6 la libreria Basic Linear Algebra Subprograms
(BLAS) [42], un desarrollo de rutinas de bajo nivel para realizar operaciones comunes
de algebra lineal numérica, tales como suma o copia de vectores, multiplicacién por
escalares, productos internos, combinaciones lineales y multiplicaciones matriz-vector
o matriz-matriz. Fueron construidas en el lenguaje Fortran en 1979 y son el principal
bloque de construccién de cualquier proyecto que contenga alguna porcién que requiera
algebra lineal, como por ejemplo Mathematica, Octave, MATLAB o la libreria Numpy de
Python, ya que BLAS se ha convertido en una especificaciéon general mas alla de su
lenguaje de origen.

La funcionalidad de BLAS se encuentra organizada en 3 “niveles™

= Nivel 1: Las rutinas en este nivel se definen como operaciones vectoriales y entre
ellas se encuentran el producto interno de vectores z.y = Y | z;y;, las normas

: 1
vectoriales como ||z|j2 = (301, #)2 y el producto escalar y suma y < az +y,
también conocida como axpy. Si bien son operaciones simples, el problema aqui
es que la cantidad de memops requeridas es casi la misma que la cantidad de

flops, algo muy ineficiente.

= Nivel 2: Aqui se encuentran las operaciones matriz-vector, un poco mas eficien-
tes que las anteriores, entre las que se encuentran, por ejemplo, la multiplicacién
matriz vector generalizada o gemv y < aAx + By y la resolucion del sistema
triangular Tx = y.

= Nivel 3: El dltimo nivel de BLAS contiene las operaciones matriz-matriz, entre
las que se incluye la multiplicaciéon matricial generalizada gemm: C < aAB +
BC, donde ademéas A y B pueden estar transpuestas o conjugadas. Este nivel es
el més eficiente de todos en la relacién memomps vs. flops y es el que consigue
la mejor performance.

En base a esta definiciéon en niveles, queda claro que el objetivo para lograr la
mejor performance para resolver problemas de élgebra lineal numérica es encontrar
alternativas que requieran el uso, en su mayoria, de operaciones de Nivel 3.

2.4.1. Librerias
LAPACK

Implementaciones eficientes de los 3 tipos de operaciones descritos anteriormente
permitieron la capacidad de programar rutinas que facilitaran la utilizacion de estrate-
gias del algebra lineal numérica en sistemas de gran porte y en diversas arquitecturas
computacionales. La libreria con el conjunto mas importante de estas rutinas y la méas
usada hoy en dia es LAPACK (Linear Algebra PACKage), desarrollada en conjunto
por las siguientes instituciones estadounidenses:
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= University of Tennessee;
= University of California, Berkeley;
= University of Colorado Denver;

= NAG Ltd.

LAPACK fue lanzada por primera vez en 1992 bajo una licencia abierta [43]. Su
implementacion original fue hecha en el lenguaje Fortran y provee rutinas para resol-
ver sistemas lineales, calcular soluciones de cuadrados minimos, obtener autovalores
y autovectores, ademas de conseguir descomposiciones en valores singulares. Ademas,
proveen funciones para el célculo de las factorizaciones de matrices asociadas con to-
dos los problemas mencionados anteriormente. Pueden aplicarse en matrices densas y
con forma de banda, ademas de funcionar para matrices reales y complejas, en simple
y doble precision.

La implementacion original de LAPACK esta disponible en forma abierta bajo
una licencia BSD gracias a Netlib!, siendo auspiciadas por empresas como Mathworks
e Intel. Gracias a esto, diversas organizaciones y companias han trabajado en agregar
funcionalidad o adaptabilidad para ciertas arquitecturas, generando nuevas librerias.
En esta tesis se utilizaron dos de ellas: OpenBLAS y MKL de Intel.

OpenBLAS

OpenBLAS 2 es una implementacion de codigo abierto (open-source) de BLAS y
LAPACK con varias optimizaciones agregadas para tipos especificos de procesadores,
desarrollada en el lenguaje C en el Laboratorio de Software Paralelo y Ciencias de la
Computacion del Institute of Software, Chinese Academy of Sciences (ISCAS).

OpenBLAS surgi6 a partir de la libreria GotoBLAS2, desarrollada por Kazushige
Goto en el Texas Advanced Computing Center de la Universidad de Texas en Austin.
Actualmente, su principal desarrollador y mantenedor es Zhang Xianyi [44]. Esta
libreria se puede instalar facilmente en sistemas operativos Windows, Linux y macOS.

Intel oneAPI MKL

La Intel oneAPI Math Kernel Library, mas cominmente conocida como Intel Math
Kernel Library (Intel MKL), es una libreria de rutinas matematicas para aplicaciones
cientificas, de ingenierfa y finanzas. Posee diversas funciones, como Transformadas
Répidas de Fourier (FFT), rutinas de &lgebra lineal para matrices dispersas, ajuste
de datos, estadistica e implementaciones personalizadas de BLAS y LAPACK.

Fue presentada por primera vez en 2003 y se encuentra bajo desarrollo continuo.
Esta librerfa soporta procesadores de cualquier compaiiia, pero estd optimizada para
funcionar méas rapido sobre procesadores Intel y esta disponible en sistemas opera-
tivos Windows, Linux y macOS. Ademas de su implementaciéon comiin, ofrecen una
version open-source disponible en la plataforma Github 3. Debido a que los diversos
procesadores utilizados en el trabajo de esta tesis pertenecian a la empresa Intel, se
decidi6é continuar con esta libreria para la mayoria de los experimentos numéricos.

"http://www.netlib.org/lapack/
2http://www.openblas.net/
3https://github.com/oneapi-src/oneMKL


http://www.netlib.org/lapack/
http://www.openblas.net/
https://github.com/oneapi-src/oneMKL
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2.5. Paralelismo Basado en Tareas

El Paralelismo Basado en Tareas o Task-Based Parallelism es un paradigma de
paralelismo en memoria compartida conceptualmente simple. Su objetivo es separar
un computo en las tareas que lo componen, estableciendo dependencias entre ellas,
para luego ejecutarse de forma concurrente. De esta forma, el flujo de datos y uso
de recursos esta guiado por las dependencias entre nuestras tareas, e.g. si la tarea B
requiere datos generados por la tarea A, entonces la tarea B depende de la tarea Ay
no puede ejecutarse hasta que ella no termine.

Las tareas y sus dependencias pueden verse como nodos y aristas, respectivamente,
de un grafo aciclico dirigido (o DAG por sus siglas en inglés, directed acyclic graph) y
el mismo puede recorrerse en su orden topologico, ejecutando las tareas en cada nodo
a medida que se avanza y se va cumpliendo con sus restricciones de ejecucion.

Afortunadamente, este modelo computacional es trivialmente paralelizable en ar-
quitecturas multi-niicleo actuales. Dado un conjunto de tareas interdependientes y
otro de hilos computacionales, cada hilo elige de forma repetitiva una tarea que sa-
tisfaga todas sus dependencias en el DAG y la ejecuta, quedando a la espera de que
otros hilos terminen sus tareas en caso que no haya ninguna disponible, hasta que
todas las tareas del DAG se completen.

Podemos explicar este paradigma con un ejemplo simple: la Descomposiciéon LU
sin pivoteo de una matriz de 3 x 3 bloques.

Aoo Ao1 Aoz Loo O 0 Uoo Uoi U2

A= |A1p A1qp Aig| = |Lip L1 O 0 U1 Up| =LU
Agpg A1 Asp Loo Loy Lo 0 0 Usp

Es posible tener una idea de las tareas a realizar viendo el producto final:

LooUo,o LooUo,1 LooUp,2
LU = |L1oUoo L1oUo1 + L11U11 LioUp2 + L11U1 2
LooUoo Lo2oUoa + Lo1Urx LoogUpo + LoaUi o + LooUs 2

Luego, puede describirse la solucion (y las tareas necesarias), en 3 pasos o niveles,
de la siguiente manera:

Paso 1

Se comienza con el bloque Ag, calculando su factorizacion LU, o sea Agy =
Lo oUop- Esta es la tnica tarea que no posee dependencias (salvo la existencia de los
datos).

Tarea(s) [Dependencia(s)|:

= SolveLU(Aq) [Ningunal
Calcular la fila 0 y la columna 0 de bloques a partir de este resultado es simple, si
se tienen Lo o y U o:
Uoj = Ly Ao, Ljo = AjoUsy, =12

Es importante tener en cuenta que estas matrices nunca se invierten de mane-
ra explicita; se realiza una operacién de solucién de sistemas lineales a izquierda
(SolveLeft(Lo,, Ao,j)) ¥ otra a derecha (SolveRight(A;o,Upyp)).
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Al terminar este paso, se obtienen los bloques

Loo 0 Of (U Uopyr Upp2
Lig * * 0 * *
Log * * 0 * *

Tarea(s) [Dependencia(s)]:
= SolveLeft (Lo, Ao,;) [SolveLU(Apo)|, j =1,2

» SolveRight (A4, o, Upo) [SolveLU(Agyo)|, j =1,2

Paso 2
Observar que Ay 1 = L1o0Up1 + L1,1U1 1, y restar lo ya calculado:
A1 — L1oUoy = L11U1 1
Luego se sigue de forma similar al final del paso anterior para obtener U; 2 y Lo 1:

Upg = Lf&(/h,z — Li1oUop2), Loi= (A1 — L2,0Uo,1)Uf,11-

Si bien Ag 9 todavia no debe factorizarse, se puede actualizar durante este paso,
de la misma forma que se hace con el resto de los bloques:

Ao Azo — LagUp
Se puede crear una nueva tarea para esta actualizacién, introduciendo la funcién

Update(Ai,j, Li,ka Uk:,j) = Ai,j — Li,k’Uk,j

Al finalizar este paso, se tiene

Loo 0 0] [Uspo Uo1 Upp
Lio Lip O 0 Uin Ulp
L270 L271 * 0 0 *

Tarea(s) [Dependencia(s)]:

] Update(Ai,j, Lip, U()’j) [SolveRight(AiVO, U(),()), SolveLeft(Lojo, AOJ‘)], 1,] =
1,2,

» SolveLU(A; ;) [Update(Ay1,L1i,0,Uo1)l
» SolveLeft(Lj i, A12) [SolveLU(A )],

= SolveRight(Ay1,Us 1) [SolveLU(Aq1)],

Paso 3

Luego de los pasos anteriores, sélo resta actualizar y factorizar As 2, que ya habia
sido actualizada en un paso anterior:

Ago — LU g = LopUs o

y se consigue terminar con
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Loo O 0 Uoo Up1 Upp
Ligp Lip O 0 Uin U
Loog La1 Lo 0 0 Usp

Tarea(s) [Dependencia(s)]:
= Update(Ag, Lo;1,Us2) [Update(Azz, Lo, Uoz)]-

L] SolveLU(Az,z) [Update(AQQ,LQJ, ULQ)]

Ficura 2.3: Dependencia de recursos en la descomposiciéon LU sin
pivoteo de 3 x 3 bloques.

N 1 e Y B O o O

=™ Dw L OO
vy v
i B L OO

Paso 1 Paso 2 Paso 3

| IsalvelU SolveRight | |Solveleft = Update

F1GURA 2.4: DAG de recursos y tareas en la descomposicion LU sin
pivoteo de 3 x 3 bloques.

La Figura 2.3 muestra la dependencia que existe en los recursos (datos) que se
requiere para poder realizar las tareas y en la Figura 2.4 se muestran las dependencias
entre recursos y tareas que deberia realizar una computadora para finalizar correcta-
mente la descomposicion LU sin pivoteo de una matriz de 3 x 3 bloques. Varias de
estas tareas podrian realizarse en paralelo, e.g. las tareas SolveR y SolvelL del paso
1 solamente requieren de la existencia de la descomposiciéon LU de Ag g, pero no tie-
nen interdependencias entre ellas, por lo que varios hilos podrian realizarlas al mismo
tiempo. Para realizar la descomposiciéon LU del bloque A3 2, es necesario esperar a que
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todas las tareas anteriores sean completadas (s6lo depende del tltimo Update, pero
debe respetar todas las dependencias hacia atras).

Si bien el concepto del paralelismo basado en tareas puede ser simple de entender,
a través de los afios han surgido diferentes formas de implementarlo. Una de las pri-
meras implementaciones de este tipo de sistemas es la extension Cilk para el lenguaje
de programaciéon C, en la cual cada hilo de programacién se encargaba de generar
las proximas tareas que dependian de la tarea que estaba realizando, para ser toma-
das por otros hilos que estuvieran libres, una modalidad denominada work-stealing
scheduling [45].

Las implementaciones mas recientes siguen otro esquema:

Esquema de Trabajo

1. Se encapsulan las distintas tareas a realizar en funciones.

2. Se proveen las dependencias entre aquellas tareas que requieren de acceso a
los mismos datos, describiendo cuéles parametros de una tarea son de entrada,
salida o ambas.

3. A partir de ésto, las dependencias completas se extraen de forma automatica,
se genera el DAG, una cola de trabajo, y un scheduler se encarga de repartir las
tareas a los hilos a medida que se liberan y se van cumpliendo restricciones.

De los pasos enumerados, se desprenden algunas dificultades a tener en cuenta. La
primera de ellas es que el usuario es quien debe encargarse de particionar el calculo
en tareas. En teoria, todo programa puede convertirse a una representacion en tareas:
cada linea puede ser una tarea, cuyas dependencias son generadas por los inputs.
Este conjunto de tareas béasicas puede reducirse nuevamente, en teoria, fusionando
tareas que comparten dependencias y/o recursos, usando una variedad de algoritmos
de grafos. Usualmente, la descomposicién de un programa en tareas involucra pensar
nuevamente en los algoritmos utilizados para que puedan ser mejor aprovechados en un
paradigma de calculo por tareas, como ocurre con la descomposicién LU por bloques y
en otras descomposiciones matriciales [46]. Un proceso de esta indole requiere mucha
evaluaciéon y no es algo que las computadoras puedan realizar de manera sencilla.

Finalmente, otra dificultad que puede surgir es la correcta granularidad de las
tareas: si la descomposiciéon del programa resulta en pocas tareas con mucho compu-
to, sera dificil lograr un buen paralelismo y balance de recursos computacionales. De
manera reciproca, si las tareas son muy pequenas, el tiempo de seleccion y ordena-
miento de tareas, que suele ser constante, puede reducir drasticamente las mejoras de
rendimiento obtenidas por la paralelizacion.

Atacar estas dificultades no es trivial y soluciones que consigan la mejor perfor-
mance en algunas arquitecturas de computo, pueden no ser las 6ptimas para otras,
por lo que se opta por establecer unas pequenas reglas a seguir al momento de aplicar
el paralelismo basado en tareas:

= Cada tarea maximizaré la tasa de computo y datos requerida,

= Los recursos requeridos para cada tarea deben poder entrar en algin cache del
procesador.

El balance entre ambas reglas puede ayudar a optimizar la eficiencia de cada programa.
En la proxima seccion se introducen 3 librerias de codigo abierto (open source)
hechas en el lenguaje de programaciéon C, que implementan el paralelismo basado en
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tareas. Las 3 librerias fueron utilizadas en distintas implementaciones para la resolu-
cion de sistemas lineales en esta tesis.

2.5.1. Librerias
QuickSched

QuickSched es una librerfa de coédigo abierto desarrollada por Pedro Gonnet, Ai-
dan Chalk y Matthieu Schaller bajo una licencia GNU General Public License v3.0,
disponible en https://gitlab.cosma.dur.ac.uk/swift/quicksched. Su funciona-
miento tiene dos diferencias principales con el Esquema de Trabajo en 2.5:

= Provee la capacidad de establecer conflictos entre tareas, i.e. conjuntos de tareas
que pueden ejecutarse en cualquier orden, pero no de manera concurrente.

= El DAG de tareas, dependencias y conflictos debe ser creado por el usuario de
manera explicita antes de la ejecucién del programa. Esto ayuda a mejorar la
velocidad de ejecucion y reparticién de tareas por parte del scheduler.

Si bien el enfoque propuesto por esta libreria otorga mucha flexibilidad y, utilizado
correctamente, puede mejorar la velocidad de ejecuciéon de tareas en relacién a otras
librerias disponibles [47] (ademés de resolver algunos problemas que estas librerias no
pueden enfrentar), la creacion del grafo de tareas correcto puede ser una carga muy
grande para el usuario, ya que no hay forma automatica de detectar si las dependencias
que programa son realmente las que desea utilizar.

OmpSs

OmpSs es un modelo de programacién paralela desarrollado y mantenido en el
Barcelona Supercomputing Center (BSC) desde hace més de una década [48], que
permite explotar el paralelismo en memoria compartida en sistemas de miultiples
arquitecturas. Permite desarrollar cédigo en C y C++ y es posible descargarlo en
https://pm.bsc.es/ompss-downloads.

OmpsSs es el primer modelo utilizado en esta tesis que sigue el Esquema de Trabajo
en 2.5, que solo requiere del uso de directivas al compilador en forma de comentarios
#pragma para facilitar la paralelizacion en tiempo de corrida del codigo *. OmpSs es
uno de los modelos que se mantiene a la vanguardia de la paralelizacion (permite
paralelizar en GPUs y FPGAs) y cuyas contribuciones son a veces introducidas al
proyecto de la proxima subseccién, debido a su similaridad de uso.

OpenMP

Segtin su manual de especificaciones®, OpenMP es “el estandar de facto para la
programaciéon en memoria compartida de sistemas, usada desde sistemas embebidos
hasta las supercomputadoras mas grandes equipadas con aceleradoras". Funciona en
C/C++ y Fortran y, al igual que OmpSs, sigue el modelo de programacion fork-join (un
hilo encargado de realizar la division de tareas y juntar los resultados). Un ejemplo
grafico del modelo fork-join puede verse en la Figura 2.5. Al igual que OmpSs, OpenMP
solo requiere el uso de pragmas para habilitar su funcionamiento [49].

4E] compilador es capaz de leer estas directivas y agregar el codigo necesario para paralelizar estas
instrucciones, facilitando la tarea del usuario.
Shttps://www.openmp.org/wp-content/uploads/0OpenMP- API-Specification-5-1.pdf


https://gitlab.cosma.dur.ac.uk/swift/quicksched
https://pm.bsc.es/ompss-downloads
https://www.openmp.org/wp-content/uploads/OpenMP-API-Specification-5-1.pdf

Capitulo 2. Algebra Lineal Numérica de Alto Desempenio 31

Parallel Task | Parallel Task Il Parallel Task Il

e ——

Master Thread
Parallel Task | Parallel Task Il Parallel Task Il
Master Thread I T _
\ 4/ \\‘ ,"i."’ B B 3 /. _ S ,
et RS e —

FiGguraA 2.5: Ejemplo gréfico del modelo de fork-join de OpenMP. Fuen-
te: https://en.wikipedia.org/wiki/OpenMP

Al momento de la escritura de esta tesis, la version disponible de OpenMP mas
reciente es la 5.1, pero los algoritmos utilizados en esta tesis fueron programados
utilizando la version 4.5 (la primera en soportar la asignacion de prioridades en el
paralelismo basado en tareas). Debido a su estabilidad y el hecho de ser un estandar
de la industria y la academia, OpenMP es la elegida para los tltimos experimentos
numéricos de este trabajo y los que se realicen en un futuro.


https://en.wikipedia.org/wiki/OpenMP
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Capitulo 3

Métodos de Algebra Lineal para
Sistemas Latentes

En el problema de Coulomb de pocos cuerpos, el sistema de colision atémica
més simple es el scattering eldstico de un electréon de un nicleo de hidrégeno. En
este proceso, dos particulas cargadas interacttian entre si, siguiendo las reglas de la
interaccion de Coulomb de largo alcance del mundo cuantico. Agregar una particula
a este sistema lleva a una ecuacion en derivadas parciales de seis dimensiones (las
posiciones de las dos particulas en los ejes x, y, z) que no posee una forma analitica y
requiere un céalculo numeérico. El enfoque més preciso para trabajar con estos sistemas
fisicos consiste en encontrar la solucién numérica de la ecuacion de Schrédinger para
el problema de pocos cuerpos que representa la colision. Este ha sido el método de
eleccion para sistemas de pequedia escala atémica pero a la vez muy complejos. Aun
en la actualidad, este problema sigue siendo extremadamente dificil de resolver.

Se consideraré la ecuacion de Schrodinger para los estados continuos que resulta
de las colisiones en un sistema de pocos cuerpos, que puede obtenerse a partir de la
soluciéon del problema independiente del tiempo

(H — E)¥ = W, 3.1

donde ¥y es el estado inicial del proceso y E es la energia total del sistema. El
operador (posiblemente diferenciable) W es responsable de las transiciones desde el
estado inicial conocido ¥y al estado colisional, en el continuo, desconocido ¥. Para el
caso de dos electrones en un ntcleo atémico, se considera un sistema de coordenadas
dado por los vectores 1 y r2, que representan la posiciéon de cada electréon con respec-
to al niicleo. De esta manera, la Ec. (3.1) (ecuaciéon en derivadas parciales) tiene seis
dimensiones. El enfoque utilizado en esta Tesis para resolver este problema numérica-
mente es el método espectral, donde se introduce un conjunto de funciones base para
representar a la solucion W. Una de las principales cualidades de este procedimiento
es que las consideraciones fisicas pueden introducirse directamente en los elementos
de la base.

Cualquier método espectral en las coordenadas de los electrones introduce un
conjunto base {EL (r1,7r3)} para expandir la funcién de onda W:

N—-1,M—-1
\I/(’I"l,’l"g) = Z :Emmaﬁ,m(’l'l,’l‘z). 3.2

n=0,m=0
Esto representa la aplicacion de la Ec. (1.4) a este sistema atémico en particu-
lar. En este punto es necesario aclarar que la ecuacién depende de forma implicita
del momento angular total L. Este hecho esta representado por el supraindice en la
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definicién de la base. El Hamiltoniano es una matriz latente en este conjunto base y
cuyos elementos pueden calcularse de la forma:

HE = (Eh w|H — EEL ), 3.3

n’;m’ nm

la cual es una matriz cuadrada de NM x NM elementos complejos. (z|H — Ely)
denota el producto interno entre x e y mediante el operador H — E, o también puede
verse como el producto interno entre x y (H — E)y (denotado como (z,|H — E|y)).
Desde ahora, se utilizard la notacion H para referirse al sistema lineal dado por el
operador H — E.

La solucion del sistema lineal Hx = b da un conjunto de coeficientes & = {xpm }
que determinan la solucion W. El vector del lado derecho del sistema lineal, b, es la
proyeccion en la base de la accién del operador W sobre el estado inicial ¥y.

Los elementos de la matriz del Hamiltoniano H ,];,m,nm son integrales en seis dimen-
siones calculadas a priori en el espacio coordenado generado por el conjunto {71, r2}.
La complejidad del calculo de estos elementos puede reducirse si se tienen en cuenta
simetrias fisicas al seleccionar elementos de la base. Se asume el uso de coordenadas
esféricas para cada electron: r; = (r;,0;,¢;) para i = 1,2. Con esta eleccion, cada
elemento de la base =L esta definido como un producto de dos funciones para un
electrén:

Snala (rl) Snblb (T‘Q)
™ 2

Eflanb(rl,rg) = yli’f\f(ﬁ,fg), 3.4

donde 1 <n, < N,y 1<ny, <Npy {Ng Ny} son el namero de elementos utilizados
para cada conjunto base de cada electrén. Los indices [, y [, representan al momento
angular de cada electron y satisfacen |L — l,| < I < L + l,. Esto implica que, para
un dado L, hay varios pares de valores (ly,5). Esto significa que los valores 6ptimos
para estos parametros no son conocidos a priori y, usualmente, se realiza un proceso
de prueba y error de célculos hasta que se consigue la precisiéon requerida.

Normalmente, varios pares de momentos angulares son utilizados para un L dado
(por ejemplo, desde 6 a 16) y el tamano de la base N, = N, incluye varias docenas
de elementos. Por lo tanto, el tamano del sistema lineal a resolver puede tener varias
cientas de miles de incognitas. Ademés, el Hamiltoniano es una matriz densa con
entradas complejas que deben calcularse en aritmética de precision doble, llevando los
requerimientos de memoria a los cientos de GigaBytes [50].

El flujo de trabajo comtinmente adoptado para obtener la mejor solucion W(r) es
resolver el sistema dado por la Ec. (3.1), para una secuencia incremental de valores
N; < Ny < Ns... de N, hasta que se consigue una convergencia adecuada. Esta
convergencia y el criterio de parada asociado estan usualmente determinados por la
precision requerida en el célculo de la magnitud fisica, la cual esta acotada por datos
de experimentacion, en los casos en los que los mismos existan.

Este procedimiento presenta dos importantes desventajas. Primero, se puede cal-

cular la matriz completa AV para cada N7 < Ny < N3. .., entonces varios elementos
de la matriz calculan repetidamente, ya que todos los elementos de AW egtan in-
cluidos en los calculos para N > N;, para ¢ = 1,2,.... Para evitar estos recélculos

costosos, las diferentes matrices AV pueden almacenarse en el disco duro, pudiendo
acceder a los datos desde archivos, ya que las restricciones de memoria pueden alcan-
zarse rapidamente para matrices de un tamano mediano. En este escenario, el calculo
es limitado por la transferencia de entrada y salida de datos desde el disco rigido, la
cual es lenta. La segunda gran desventaja es que, aunque las librerias para la reso-
lucién de problemas de algebra lineal numérica proveen la funcionalidad para atacar
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una gran cantidad de problemas, todas ellas necesitan conocer el tamano, estructura y
datos de las matrices desde el comienzo, en cualquiera de sus varias implementaciones
y librerias, sin importar que estén basadas en algoritmos secuenciales, multi-hilo o
distribuidos.

3.1. Matrices Latentes

En este trabajo, se introduce un nuevo concepto de matrices, clasificadas como
latentes. Las principales caracteristicas de estas matrices son:

= La dimensiéon de una matriz latente no es conocida a priori;
= Una matriz latente tiene una estructura de bloques conocida;

= Cada elemento de una matriz latente puede calcularse con un algoritmo numérico

bien definido;

» El tiempo (latencia) de calculo de cada elemento puede determinarse para un
equipo computacional dado.

La fisica de colisiones atémicas provee ejemplos importantes de problemas que
pueden resolverse mediante métodos de resolucion de sistemas lineales sobre matri-
ces latentes, para los cuales deben disenarse algoritmos y software de algebra lineal
numérica adecuados.

Esta tesis se encarga de explorar estos algoritmos y su aplicacién a la solucién de
problemas de Coulomb de Pocos Cuerpos, logrando las siguientes contribuciones:

= Se reformula la solucién de un sistema de ecuaciones lineales con datos latentes
como un problema de actualizaciéon de factorizaciones matriciales.

= Se analiza el paralelismo del problema, proponiendo una solucién asincrona que
junte la ejecucion de miltiples problemas de actualizacién, para exponer un
mayor grado de concurrencia de tareas.

= Se implementan algoritmos en tres librerias distintas, para conseguir posibles
soluciones de problemas de Coulomb de pocos cuerpos: QuickSched, OmpSs y
OpenMP.

= Se evaltia la performance de las soluciones de paralelismo de tareas creadas,
comparando su rendimiento con aquel de una de las herramientas disponible
hasta el momento.

3.2. Solucién de Sistemas Lineales Latentes

Se describira con mayor formalidad el problema subyacente en la solucién de pro-
blemas de pocos cuerpos de Coulomb, que conecta a los sistemas lineales con los datos
latentes.

La biisqueda de la solucién al problema descripto al principio de este capitulo lleva
a la necesidad de resolver una secuencia de sistemas lineales de la forma Hx = b, que
puede organizarse en un ciclo de “niveles", donde se genera y resuelve el problema en
el nivel s; luego, se prueba si la solucién obtenida en ese nivel es satisfactoria para el
problema global; y, en caso de no serlo, se procede al siguiente nivel (s+ 1), repitiendo
el ciclo (emulando la prueba y error).
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1. | Generar los datos iniciales del problema: A© 5.
2. Resolver el sistema lineal denso mg x my, A0 20 = p0),
3. Resolver la secuencia de niveles:
para s = 1,2,... hasta convergencia
3.1 Generar los datos del problema para el s-vo nivel:

B~ de tamaiio ng_1 X My, C6=1) de tamaifio myg X Ns_1, D61
de tamano mg X myg,
71 _ .
donde ns_1 = > ;g mk; y ¢*~ ) tiene my componentes.

3.2 Resolver el sistema lineal ns; x ng para el s-vo nivel:
o) (s 5 A(s—l) B(s—l) y(s—l) b(s—l)
AG) () = pls) = G- pls-1) ] [ “(s-1) } = { os=1) ] )
fin bucle

FiauraA 3.1: Algoritmo RLLS.

Para describir este problema de manera formal, se asume que el sistema lineal a
ser resuelto inicialmente (i.e., en el nivel 0) esta dado por

A0 40 _ p0), a5

donde A es la matriz de coeficientes mg x mg, b9 es el vector del lado derecho, z(9)

es la solucién buscada, y b(@, 2 son ambos de tamaiio my.
En el caso en que la solucion de la Ec. (3.5) no sea satisfactoria, se extiende el
sistema lineal a

40) o) (0) o)
(1)(1) _ (1) — yO ]
AV =0 —[Cm) D(0>HZ<O>}—[ } 3.6

donde AM es de tamaifio ny X niy, n1 = mg + mq, y las componentes de 3.6 son
particionadas conforme a este tamano.

Esta dependencia entre los niveles 0 y 1 puede generalizarse a cualquier par de
niveles consecutivos, s — 1 y s, en la forma del algoritmo para la solucién de sistema
lineales latentes recurrentes (RLLS por sus siglas en inglés) mostrada en la Figura 3.1.

El sistema lineal denso en el Paso 2, correspondiente a la Ec. (3.5), puede resolver-
se mediante cualquier algoritmo de descomposicién matricial convencional, como las
factorizaciones LU y QR [38], incurriendo en un costo de 2m3/3 o 4m3 /3 flops, respec-
tivamente. Puede despreciarse el costo de resolver los sistemas triangulares resultantes,
ya que sblo necesitan del orden de mg operaciones. La soluciéon de este sistema lineal,
en cualquier CPU, puede obtenerse mediante el uso de cualquier libreria de &lgebra
lineal densa como Intel MKL, PLASMA [51|, y FLAME |[52].

La solucién al sistema lineal en el Paso 3.2 es un poco méas desafiante. En general,
si se asume la utilizacion de una factorizacion QR, una solucién simple que ataca este
problema en aislamiento requeriria 4n? /3 flops, con este niimero creciendo rapidamen-
te con el indice de niveles s y la dimension de los subproblemas m;, j =0,1,2,.. ..

Una solucién mas elaborada puede evitar el gran trabajo de célculo realizado pre-
viamente por el enfoque simple, explotando el hecho de que A=) es una submatriz
principal de A®) para aprovechar una factorizacion existente de la matriz anterior.
En algebra lineal, esto se conoce como un problema de actualizacion, y se han de-
sarrollado soluciones eficientes de alto rendimiento, algunas de ellas utilizando las
descomposiciones LU y QR para matrices densas.
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La mayoria de los sistemas lineales pueden ser resueltos de varias formas distin-
tas. En particular, al evaluar si una técnica es la adecuada, se utilizan 3 variables
importantes:

» Velocidad (jqué tan rapido es el algoritmo?)
» Almacenamiento (jcudl algoritmo usa la menor cantidad de almacenamiento?)

» Estabilidad Numérica (;las respuestas que da son satisfactorias o siquiera co-
rrectas?)

Naturalmente, resulta casi imposible que un algoritmo o técnica sea el mejor en las
tres categorias, dejando la decision final a la persona que debe resolver el problema
segiin sus prioridades.

En este tipo de problemas, la estabilidad numérica debe ser una de las principales
prioridades, ya que la solucién obtenida debe ser luego llevada al dominio de las
funciones base y calcular integrales sobre ella. Cuando la solucién de un problema
se obtiene mediante aritmética de punto flotante, el resultado final es afectado por
errores de redondeo, los cuales se van multiplicando a medida que se realizan las
distintas operaciones.

La estabilidad numérica de un algoritmo puede medirse utilizando la norma de
las matrices resultantes y es importante tener en cuenta que, a medida que se vayan
realizando actualizaciones de una descomposicion, la misma se puede volver cada vez
més inestable.

A continuacién, se describiran las descomposiciones LU y QR con actualizacion
en mayor detalle y se discutiran sus ventajas y desventajas.

3.2.1. Actualizacién de la Descomposicién LU

En [53], Quintana-Orti y Van de Geijn presentan el problema de actualizacion de
la descomposicion LU, teniendo en cuenta la siguiente particiéon de una matriz:

A B

M=
e
conociendo la descomposiciéon LU con pivoteo parcial de la submatriz A, denotada
de la siguiente forma: LU(A) = [L\U,p], donde L y U se almacenan en A y p es
un vector que simboliza las permutaciones del pivoteo. El objetivo es reutilizar el
trabajo realizado sobre A para completar la factorizacion de M. Se propone el siguiente

esquema:

Paso 1: Descomposicion LU por bloques de A

La forma de obtener la descomposicion LU de alto rendimiento para cualquier
matriz A € K™*" es dividirla en bloques

Ao Aox ... Aon—1
_ Ao A - Ainaa
A=
Av-10 Ama oo Am-in-1

de manera que todos tengan una dimension que pueda entrar en el caché del pro-
cesador que se esta utilizando. Uno de los posibles procedimientos para obtener la
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descomposiciéon LU por bloques se muestra en el Algoritmo 7. Esto puede denotarse
como A < LU(A) = [{L\U}, p|.

Algoritmo 7: Algoritmo para obtener la descomposiciéon LU con pivoteo
parcial en bloques.

Definir k£ de forma que los bloques de dimension k£ entren en caché;
for i=0, ..., N-1 do
Definir los indices Z=i+1,.... M -1y J=1i+1,...,N — 1, logrando
la division de la matriz A comenzando desde el bloque (i, 1)
[ Aiig Aig } ,
Az; Az g |
Realizar la descomposicién LU con pivoteo parcial de la matriz

— k X k: Al = ’ - Lt s P 7
(m = k) [Am] ( h¢>p]

: A;
Aplicar pivoteo p; al resto de la matriz a la derecha piT [AZJ} ;
1-7\7

Actualizar los bloques a la derecha: A; 7 < L }Ai, 75

Actualizar resto de la matriz: Az 7 <+~ Az 7 — Lz:U;; ;
end

En este algoritmo es importante notar que, durante la descomposicién, se esta
“avanzando por la diagonal", esto quiere decir que luego de terminar cada paso del
bucle, todos los bloques a la izquierda y por arriba de A;; ya no deben modificarse y
por eso son dejados de lado al comienzo de un nuevo paso.

Paso 2: Actualizacion de B de acuerdo a la descomposiciéon de A

Este es el paso méas simple, donde s6lo es necesario realizar la sustitucién hacia
delante:

B+« L7 'P(p)B,

donde P(p) denota la aplicacion de la permutacion dada por el vector p.

Paso 3: Factorizacién de [U]

C

Es necesario continuar con la descomposicién, realizando eliminacién gaussiana

sobre la matriz formada por U y C:
( 82 )
~ y ™
L

(] eu()-

L denota al bloque C' luego de pasar por la eliminacién gaussiana; este paso tam-
bién es conocido como pivoteo incremental. Notar que, dada la naturaleza del pivoteo,
L y U pueden ser modificadas y por eso se las reemplaza en la notacién por L y U,
respectivamente. Si la matriz U fuera completamente densa, esta operacién puede re-
querir una cantidad de operaciones grande, pero al ser triangular superior, es posible
aprovechar su estructura para realizar la descomposicién con pivoteo, ya que sblo es
necesario mirar los coeficientes de C para encontrar pivots. El algoritmo propuesto
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en [53] facilita esto, utilizando unos bloques extra para almacenar L (cuyo tamafio es
muy pequeno en relacion a la dimension total de la matriz original M).

Paso 4: Actualizacién de [IB;] de acuerdo a la descomposicion de [g]

Otro paso de baja complejidad que, gracias a la descomposicién teniendo en cuenta

la estructura de U, necesita una cantidad de operaciones despreciable con relacion a
la descomposicién LU de M.

2] ( L )‘}m Ea

Paso 5: Descomposicion LU por bloques de D

Se repite exactamente lo que se propone en A al bloque D, aplicando el Algorit-
mo 7. Esto resulta en reemplazar D < LU(D) = [{L\U}, s].

Complejidad y Estabilidad Numérica

Al completar el problema de actualizacion de la descomposiciéon LU con pivoteo
parcial por bloques de M, se incurre en una cantidad de operaciones igual a %n3 +
kna(“s*+np), donde ns y np son las mayores dimensiones de Ay D, respectivamente.
Eligiendo un tamano de bloques k pequeno, la cantidad final de operaciones es muy
cercana a la de la descomposicion original de la matriz M.

La estabilidad numérica de este algoritmo puede medirse utilizando el cociente
p = %. Cada vez que se realiza la descomposicion de LU con pivoteo parcial
para un bloque matricial, el coeficiente rho va creciendo. Stewart, en su libro Ma-
trix Algorithms, muestra que rho puede crecer al ritmo de 2"~! para una matriz de
dimension n [54]. En la practica, este coeficiente suele estar mas cerca de n?/? [53],
pero es importante notar que, a medida que la matriz A va creciendo en cantidad de
bloques y se deban realizar las actualizaciones correspondientes, estos errores van a
multiplicarse y la precision de la solucién del sistema lineal sera cada vez peor.

3.2.2. Actualizaciéon de la Descomposicion QR

En [55], Gunter y Van de Geijn presentan el problema de actualizacion de la
descomposicion QR, teniendo en cuenta la siguiente particiéon de una matriz:

A B
-l o)
conociendo la descomposicion QR de la submatriz A, denotada de la siguiente forma:
QR(A) = Q\R, donde los vectores necesarios para las transformaciones de Househol-
der que dan lugar a @) y la matriz triangular superior R se almacenan en A. El objetivo
es reutilizar el trabajo realizado sobre A para completar la factorizaciéon de M. An-
tes de pasar al procedimiento, es importante revisar los conceptos (a través de dos

articulos) que permiten que la descomposicion QR pueda lograr el mejor rendimiento.

Representacion WY

Como se discuti6 en el Capitulo 2, la mejor forma de lograr una alta performance al
momento de resolver problemas es mediante el uso de operaciones de Nivel 3 de BLAS,
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pero el enfoque de transformaciones de Householder basico usa productos matriz-
vector (Nivel 2). Por esta razon, en [56], Bischof y Van Loan crearon una nueva forma
de representar una serie de transformaciones de Householder, que permite utilizar
bloques de transformaciones y mejorar la eficiencia de la descomposicion QR.

Para ilustrar el procedimiento, se toma la descomposicion QR de una matriz A:

Roo Ro1 Roz
A == [A07 A17 A2] - [Q()v Ql7 QQ] 0 Rll Rl? ;
0 0 Roo

donde A; y Q; son conjuntos de columnas de A y @ respectivamente. Cada @Q; es una
secuencia de k transformaciones de Householder

Qi =P?...PF ! tal que P! = I +ul(v})”.

(2
Siguiendo el algoritmo bésico, las transformaciones se aplicarian una detras de

la otra, resultando en una gran cantidad de productos matriz-vector. Los autores
proponen representarlo de otra manera:

Qi =1+ W/i}/;Tv
y teniendo en cuenta que la primera iteracién puede representarse como Q? = PZ-0 =
I+ u? (’U?)T, se define VVZ-O = u? y Yio = U? . Esto permite agrupar k transformaciones
y generar la representacion de Qf:

QF = QI 'PE = (1+ Wi V) (14wl () 3.1
T
= 1+ (W Q] [y of 3.8
T
=1+ [WELul] [PRvEr o] 3.9

De esta manera, pueden tomarse cualquiera de las dos formulaciones para W e Y,
correspondientes a la fila 2 y 3 de la Ec. (3.9) y proponer dos algoritmos Algoritmo 8
para generar la representacion WY de un conjunto de reflexiones de Householder, que
puede aplicarse por bloques para obtener la descomposicién QR de la matriz A. El
proceso de uno de ellos (la primera opcion) queda plasmado en el Algoritmo 9.

Algoritmo 8: Algoritmo para obtener la representaciéon WY de un conjunto
de reflexiones de Householder.

Definir A € R™*™ en términos de sus columnas, A = [ag, ..., an_1];
for k=0,...,n—1do

ap — (I+WyT) g

u, v < vectores de la reflexion de Householder de ay;

W+ [W, (I + WYT)u];

Y « [Y,v];
end
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Algoritmo 9: Algoritmo para obtener la descomposicion QR, mediante re-
presentaciones WY por bloques.

Definir A € R™*™ en términos de N bloques de columnas de ancho k,
A= [AQ, ce e aAN—l];

for k=0,...,N—1do
Definir los indices Z=kN,...,my J =kN,...,n;
W,Y < matrices obtenidas en el Algoritmo 8 tales que (I + WYT)(Ay)z.

es triangular superior;

(Ak:)I,j — (I + WYT)T (Ak>l',j§

end

Este algoritmo puede sobreescribir la matriz A con R en su porcién triangular
superior y los vectores para generar las matrices Y debajo de la diagonal, requiriendo
una cantidad de espacio extra igual a una matriz m x k para almacenar los datos de las
N matrices W. La cantidad de operaciones de este algoritmo es la de la descomposiciéon
QR multiplicada por un factor de (1 + %), pero es rica en operaciones matriz-matriz,
logrando un mejor rendimiento en arquitecturas actuales.

Representacion WY Compacta para Almacenamiento Eficiente

Si bien la representacién WY provee la capacidad de resolver la descomposicion QR
utilizando méas multiplicaciones matriz-matriz, su rendimiento, si quiere conservarse
Q v R, se ve afectado por el tamano de k: si es muy grande, entonces el almacenaje
extra se convierte casi en el mismo que la matriz A (normalmente este método se
aplica para la solucién de problemas de cuadrados minimos, donde se tiene muchas
mas filas que columnas), pero si es muy pequenio no se puede conseguir una verdadera
aceleracion del proceso, ya que seria mas similar a la aplicacién de transformaciones
de Householder.

Por estas razones, en [57], Schreiber y Van Loan proponen una manera mas efi-
ciente de almacenar la representacion WY de una matriz, llamada la Representacion
Compacta WY. Esta representacion es la que actualmente se encuentra implementada
en las librerias que realizan la descomposicién QR y necesitan almacenar lo necesario
para calcular ambas matrices. Consiste en aprovechar la relacién entre las matrices
Wy Y parallevar Q = I+ WYT alaforma Q =I+YTYT, proveyendo un teorema
cuya demostraciéon da lugar al procedimiento para calcular la nueva representacion.
Aqui se presenta una ligera variaciéon del mismo, que toma en cuenta matrices en el
cuerpo de los complejos, puesto que los sistemas estudiados en esta tesis se encuentran
alli.

Teorema 2 (Actualizacion WY Compacta). Sea Q = [ + YTYH € C™™ una
matriz hermitiana con Y € C™*J (m>j) y T € C?>*J triangular superior. Suponga que
P =1 —2vv* es una matriz de reflexion de Householder con v € C™ con |[v]|s = 1.
Si Q4+ = QP, entonces
Qy =T+ Y Ty Y],

donde Y} = [Y,v] € Cm*U+D) y

con p=—2yz=-2TYHy.
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Demostracion. Notar que

H
I+ Y T,V =T+ Y] [ I Z] [ZH ]

0 p
TW/H H
:I+[Y,v][ ijZ”]

=T+YTY? Lyl + poof.
Entonces, esto lleva a
Qr=QP=(I+YTY") (I —2v0") =T +YTY" +2yTY w0l — 200",
obteniendo la igualdad al definir los valores p = -2y z = —2YTHu. O

Algo importante que se desprende de esta representaciéon es que el espacio de al-
macenamiento requerido es de %k elementos de doble precisiéon compleja, dependiendo
ahora de las columnas de la matriz y siendo la mitad del almacenamiento de la repre-
sentacion WY original en el peor de los casos, lo que convierte esta representaciéon en
la mas eficiente en términos de almacenamiento y, finalmente, en rendimiento. En [58],
Elmroth y Gustavson realizan un estudio exhaustivo de las flops de este algoritmo y
fueron los responsables de la ultima implementacién presente en LAPACK, que utiliza
una estrategia recursiva para conseguir la mejor performance actual para la descom-
posicion QR.

La implementacion utilizada en esta tesis para la representacion WY compacta
sigue los lineamientos de la funcién ZGEQRT2 de LAPACK !.

Con las mejoras en rendimiento que ofrece la representacion WY compacta, es

posible utilizarla para resolver el problema de la actualizacién de la descomposicion
QR de la matriz

A B
ve[en]

Complejidad y Estabilidad Numérica

Al completar el problema de actualizacién de la descomposicién QR por bloques
de M, se incurre en una cantidad de operaciones igual a $n3 + bna ("4t + np), donde
na y np son las mayores dimensiones de Ay D, respectivamente. Eligiendo b pequerio,
la cantidad final de operaciones es muy cercana a la de la descomposiciéon original de
la matriz M (3n3).

Il

Si se utiliza el coeficiente p = A ©s sencillo ver que la estabilidad numeérica de
este algoritmo es mejor que la de la descomposicion LU, ya que la norma de una matriz
(@ ortogonal es siempre igual a 1, ya que cada paso de actualizacion sigue utilizando
matrices ortogonales. Wilkinson demuestra que el error dado por la actualizaciéon de
una matriz mediante transformaciones de Householder esta acotado por una funcion
é(m,n) que es lentamente creciente con respecto a las dimensiones del problema [59],
garantizando que la estabilidad numérica de QR es superior a la de LU.

'El codigo original esta disponible en https://www.netlib.org/lapack/explore-html/d3/d01/
group__complex16_g_ecomputational _gaf3cc243£2912f6bf569c4ec61e071413.html


https://www.netlib.org/lapack/explore-html/d3/d01/group__complex16_g_ecomputational_gaf3cc243f2912f6bf569c4ec61e071413.html
https://www.netlib.org/lapack/explore-html/d3/d01/group__complex16_g_ecomputational_gaf3cc243f2912f6bf569c4ec61e071413.html
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3.2.3. Continuacién de RLLS

Debido a la potencial inestabilidad en la que se incurre al utilizar la técnica de
pivoteo incremental durante la actualizacién de la descomposiciéon LU, incluso si la
cantidad de operaciones es menor, se decidi6 utilizar la descomposicion QR para re-
solver el problema de pocos cuerpos cudntico, ya que la estabilidad numérica del
algoritmo tiene una mayor importancia, sobre todo cuando es muy probable que la
solucion satisfactoria del problema requiera multiples actualizaciones (mas de 2 niveles
en RLLS).

Continuando con el proceso descripto en el Paso 3.2 del Algoritmo RLLS (Fi-
gura 3.1), se revisara el algoritmo para reutilizar una factorizacién ya conocida de
AG=D = A(()f)) = (Q\R)*"! en la descomposicion de la matriz de coeficientes y la
soluciéon del sistema lineal correspondiente que aparece en el Paso 5.

A partir del comienzo del nivel s, asumiendo que ya se calculd la factorizacion
AL = Q(S*U\R(sfl) y revisando la estructura en bloques del sistema completo, se
puede considerar la siguiente particiéon del sistema lineal:

A(s—i) ‘ B(s—i) :| bés) ] _ |: Q\R(sl—l) ‘ B(s—i) 7 [ b(()S) ] _
-1 ‘ D=1 b§8) -1 ‘ D=1 ] b§8)
[ Qoo\Roo  Roi ...  Ros By [ co |
Qo1 Qu\Ri1 .. Ris_1 By c1 3.10
Qs-1,0 oo Q\Rs—15-1 | Bs—1 Cs—1
i Co C4 . Cs_1 D || e |
donde los bloques en la diagonal Ry j, de dimension my x my, k=1,2,...,5—1, son

todos triangulares superiores, QO = Qo0 denota a la matriz ortogonal que reduce
A a la forma triangular superior R(©) (por simplicidad, se puede asumir que ns_1,
la dimension de fila/columna de A6~ y RG=1) eg un nimero entero multiplo de tq).

El procedimiento consciente de la estructura (structure-aware) para actualizar esta
factorizacion matricial, el cual se denominara UMF por sus siglas en inglés (updating
matrix factorization), se puede ilustrar en la Figura 3.2. Luego de completar el proceso,
la secuencia de transformaciones definida por Q1,Q2,...,Qs,—1 habra reducido la
matriz de coeficientes en la Ec. (3.10)

QTAG | Ay :[R“—”B] a1
Ay A c D '

a una forma triangular superior R®®) por una secuencia de transformaciones ortogona-
les, que son representadas por Q). Por esta razon, aplicando la misma secuencia de
transformaciones al vector b(®), se puede utilizar el método de sustitucion hacia atras
para resolver R(®)z(8) = ((Q)Tb(*)) para z(%).

La integracién del proceso UMF para descomponer matrices densas en el algoritmo
RLLS produce una variante lazy de la factorizacion QR donde, en cada paso de la
descomposicion (nivel del algoritmo RLLS), solo se actualiza los elementos de la s-va
columna y la s-va fila de la matriz por encima y a la izquierda del elemento (s, s),
respectivamente. Con el mejor rendimiento en mente, esto puede formularse como un
algoritmo en bloques.

Es importante remarcar algunos conceptos en el Algoritmo 3.2:
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1. Aplicar transformaciones previas a BC®~D: Costo (flops):
paraj=0,1,...,5—1
1.1 Bj:=QT,;B; 2m?
parati=j5+1,54+2,...,5s—1
B; — N7T B; 2 3
1.2 B, | = Qi B | 4((my + mi)mj —m3/2)
fin bucle
fin bucle
2. Factorizar el nuevo bloque fila en [C' | D]:
paraj=0,1,...,s—1 ~
2.1 Calcular la desc. QR {L} = Qs,j { Rsj }
M C; 0
y fijar R;; := Rs ;. 2(msm3 + 4m3/3)
parap=j5+1,7+2,...,s—1
Rj,p _—NT Rj,p 2 3
end for
2.3 [ 5 ] = QT { L } 4((m; +ma)m? —m?/2)
fin bucle
3. Calcular la fact. QR F = Qs,sRs,s, y fijar E := R, s. 4m§/3

FIGURA 3.2: Procedimiento consciente de la estructura UMF (aplica-

cion en el paso s del algoritmo RLLS). Aqui, Qoo = Q) denota el

factor ortogonal resultante de la descomposicion inicial de A©) calcu-
lada como parte del Paso 2 del algoritmo RLLS.

= La factorizacion del bloque C es una operaciéon independiente con un costo de
Cu = 4((ta + ms)t3 — t3/2) flops. Se referira a cada una de ellas como Uy ;. De
manera analoga, la aplicacion de la submatriz constituida por los bloques Cy/E,
al igual que los subvectores ci /e, son operaciones independientes. La primera
presenta un costo de C¢c = 4((tq+ms)m?2 —m?3/2) flops mientras que la segunda
requiere de una cantidad despreciable de operaciones. Se referiré a estas tltimas
dos aplicaciones como Cg;, v i, respectivamente.

» La tltima factorizacién de la matriz F tiene un costo de Cg = 4m?/3 flops y
puede denotarse como Ey, .

= Elegir ¢4 relativamente pequefio en relaciéon a la dimensiéon del sistema y ex-
plotando la estructura triangular de R~1 | es posible obtener una reduccion
considerable en los costos con respecto al enfoque simple; ver la columna de
costos en la Figura 3.2.

Concretamente, teniendo en cuenta el recuento de operaciones de punto flotante
de las operaciones enunciadas durante la formulacién del procedimiento UMF en la
Figura 3.2, el costo es

tn—1 tn—1
Z Ce+Cc+ Z Cu | + Cg flops. 3.12
k=0 j=k+1

Maés atan, debido al uso de transformaciones ortogonales, el procedimiento consciente
de la estructura es numéricamente estable [38].

A partir de todo lo exhibido en este Capitulo, es posible comenzar con la im-
plementacion del algoritmo y evaluar su desempeinio, en términos de uso de recursos
computacionales y correctitud de la solucién de los sistemas lineales.
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Capitulo 4

Implementacion, Resultados
Numeéricos y Aplicaciéon a la Fisica
de Colisiones

4.1. QuickSched

El primer experimento realizado para el trabajo de esta tesis consistié en la re-
creaciéon del procedimiento de la descomposiciéon LU por bloques de la Apartado 2.5 y
de manera similar a la descomposicion QR de [47], utilizando la libreria QuickSched.
Construir este ejemplo requiere definir 5 tareas diferentes en la implementacion:

= Build: Construccion de bloque al leer de disco.
= SolveLU: Resolucion LU en bloque diagonal.

» SolveLeft: Actualizacion a derecha de bloque diagonal (Sistema lineal a izquier-
da).

» SolveRight: Actualizacion debajo de bloque diagonal (Sistema lineal a derecha).

= Update: Actualizacion en resto de la matriz.

El objetivo de este experimento fue el de comparar la performance de la descom-
posicion LU de una matriz en bloques mediante dos diferentes procedimientos, con
miltiples hilos:

1. Descomposicién LU por bloques utilizando QuickSched.

2. Descomposiciéon LU de LAPACK.

La tinica tarea comtn a ambos procedimientos es la construccion de la matriz por
bloques: Build.

4.1.1. Detalles de Implementacién y Hardware

Como se explico al introducir la libreria, uno de sus requerimientos mas impor-
tantes es la creacion explicita del DAG que debe seguir la aplicaciéon para resolver un
problema. En la Figura 4.1 se muestra un ejemplo en cédigo para agregar la tarea
SolveLU de cada nivel de la descomposicién LU.

Se utilizaron las implementaciones de LAPACK disponibles en la libreria OpenBLAS
para las operaciones matriciales.
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Se utiliza como ejemplo una matriz de tamano 36864 x 36864, separada en 16 x 16
y 9 x 9 bloques cuadrados de igual tamano. Los programas creados fueron ejecutados

para 1,4, 6y 12

hilos en la siguiente configuracion de hardware:

CPU Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620
Frecuencia 2.40 GHz
Cores/Hilos 12

Memoria RAM 128 GiB

for (i = 0;
/+ Tarea
datal0]
datal1]
datal2]

LI} 1 1

tid_new

gqsched_ad
if (tid[i
tid[i * m

i<mé&8& i< n; i++){
diagonal =*/

1y

i g

i

gsched_addtask(&s, task_blockLU, task_flag_none, data,

sizeof(int) * 3, 3);

dlock(&s, tid_new, rid[i = m + 1]);

*m + i] != -1) gsched_addunlock(&s, tid[i * m + i], tid_new);
+ 1] = tid_new;

FI1GURA 4.1: Ejemplo de agregado de tareas al DAG

4.1.2. Resultados y Discusion

La Figura 4.2 muestra los tiempos de corrida de los diferentes experimentos numé-
ricos realizados, para el procedimiento 1 (QuickSched 9x9 y 16x16) y el procedimiento

2 (Matriz entera

9x9 y 16x16), para distintas cantidades de hilos de computo, lo que

permite comparar la performance del algoritmo de descomposicion LU para la matriz.

5000

4000

Tiempo [s]
w
(=]
[e=]
o

no
o
[=
o

1000

Il Matriz entera 9x9
Il Matriz entera 16x16
1 QuickSched 9x9
Il QuickSched 16x16

| S |

0 2 4 6 8 10 12
Nro. de Hilos

FIGURA 4.2: Cantidad de Hilos vs. Tiempo de Corrida (escala loga-

En la Figura
la corrida de 16

ritmica) en la descomposicion LU.

4.3 se muestra un grafico de torta con el tiempo total por tarea para
x 16 bloques.
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W Buid
SolveLU
SolveLeft
sty
— Update
[206205s |
[37709s ]

FicuraA 4.3: Diagrama de Tiempo por Tarea en la descomposicion LU
con QuickSched.

Si bien las mejoras en performance aplicando QuickSched no parecen ser sustan-
ciales, la mayorfa del tiempo en estos algoritmos estaba ocupado por las tareas Build,
que tomaban el mismo tiempo en ambos experimentos. Eliminando esos tiempos, la
mejora en performance relativa es mejor, teniendo en cuenta que la tarea Update tam-
bién se desarrollaba de manera poco optimizada, sin aprovechar las capacidades de los
procesadores disponibles (vectorizacion de operaciones). Estos resultados son buenos
si se considera que se estd compitiendo con una de las librerias més optimizada para
el algebra lineal numérica.

A pesar de que estos resultados son aceptables y pueden mejorar a medida que
los tamanos de matrices sean cada vez méas grandes, existen multiples razones para
no continuar utilizando QuickSched en este trabajo:

= ¢l trabajo extra que supone crear explicitamente el DAG de ejecuciéon de tareas,
el cual se vuelve mucho més complejo al momento de implementar el algoritmo
RLLS;

= la susceptibilidad a errores humanos en la programacién del DAG, algo que
puede disminuirse si se depende de otras librerias que realizan la planificacién
de tareas a partir del c6digo, como OpenMP y OmpSs;

= una de las mayores fortalezas de QuickSched reside en la capacidad de generar
condiciones de bloqueos para la no ejecuciéon de algunas tareas, pero la misma
no resulta de utilidad para implementar RLLS.

4.2. Herramientas Paralelas para la Solucién de Sistemas
Latentes

La solucion de sistemas lineales densos convencionales (por ejemplo, los no laten-
tes), sobre procesadores multinicleo de proposito general, puede desarrollarse usando
rutinas computacionales disponibles en librerias de 4lgebra lineal numérica como MKL,
OpenBLAS o FLAME. De forma concreta, las rutinas paralelas alojadas en estas librerias
pueden también ser aplicadas a la solucion del sistema lineal inicial en la Ec. (3.5).
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F1GURA 4.4: GDT (simplificado) para el procedimiento consciente de
la estructura UMF aplicado a la matriz A®) en el nivel s = 4.

Para resolver la recurrencia definida en los sistemas latentes, en el Paso 3.2 de la
Figura 3.1, también es posible utilizar esas rutinas con el objetivo de calcular en pa-
ralelo los kernels que componen al procedimiento UMF consciente de la estructura
y su solucién subsecuente (ver Figura 3.2). De cualquier manera, este enfoque esta
restringido en la cantidad de paralelismo que puede ser explotado, lo que lleva a una
solucion que es dificil de escalar.

A continuacién, se presenta una estrategia alternativa que expone un mayor pa-
ralelismo de tareas en la recurrencia de los sistemas lineales latentes, mejorando la
escalabilidad final del proceso, con un analisis detallado de las capacidades del mis-
mo. Luego, se muestra el modelo de programaciéon de OmpSs que subyace a la solucion
paralela del problema.

4.2.1. Solucién en paralelismo de tareas para sistemas lineales la-
tentes

Considerar el procedimiento consciente de la estructura matricial UMF en la Fi-
gura 3.2 aplicado al nivel s = 4. Se puede denotar cada una de las factorizaciones en
el Paso 2.1 de la figura como F;, j = 0,...,3; y a la aplicacién de las transformaciones
ortogonales resumidas por s ; a cada una de las submatrices

R; . .
[J’p}, p=73+1,74+2,...,3, 4.1
Cp
en el Paso 2.2, como Uj,, parap = j+1,j+2,...,3. Mas atin, por simplicidad, para
la discusién siguiente se puede pasar de la aplicacion de las transformaciones en el

Paso 2.3 a
B;
[ D ] 4.2

al igual que se puede evitar pensar en las operaciones en el Paso 1.

La Figura 4.4 representa las dependencias de datos que surgen en la actualizacién
de la descomposiciéon matricial en la como un grafo de dependencias de tareas (GDT),
donde los vértices identifican a las operaciones (tareas o nucleos de computo) y las
aristas especifican las dependencias.

Este grafico reporta la concurrencia disponible en este paso del algoritmo como
aquel presente solamente en las actualizaciones U, , para cada valor independiente de
p. Se puede exponer paralelismo adicional dividiendo en bloques de columnas /filas méas
pequefios de ancho/altura tg < m; al bloque C*~1 /B~ en la Ec. (3.10) (Notar
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F1Gura 4.5: GDT (Simplificado) para el algoritmo RLLS.

que esto introduce una particion de RG~1 que tiene bloques diagonales de dimensién
tqg X td.)

Ahora, la cantidad de estos bloques depende del cociente entre ns_1 y t4 (es decir,
tn = ms—1/tq) vy, por lo tanto, haciendo decrecer t; se puede exponer un paralelismo
de tareas mayor. De cualquier manera, a medida que t; se hace mas pequeno, la
actualizacion de estos bloques se convierte en una tarea que requiere mucha memoria,
reduciendo draméticamente el rendimiento.

Una mejor oportunidad de exponer el paralelismo de tareas surge considerando la
solucion de la recurrencia completa de los sistemas lineales latentes. En particular, la
Figura 4.5 muestra los niveles y pasos que aparecen en el proceso de soluciéon (ver la
Figura 3.1), usando la siguiente notacion:

— GD: Generacion de Datos (Pasos 1y 3.1);
MF: Factorizacion Matricial (Paso 2, solo en el nivel 0) y UMF para la version
de actualizacion (Paso 3.2);

— TS: Aplicacion de las transformaciones ortogonales al lado derecho y solucién
del sistema triangular superior subsecuente (siguiendo MF en el nivel 0 o UMF
en los niveles 1,2,...);y

— TT: test de terminacion (criterio de parada).

Para la tarea GD es posible particionar los datos del problema en miltiples bloques
independientes, logrando una ejecucién trivialmente paralelizable de este paso. En
contraste con GD, TS necesita operaciones con un costo menor y ofrecen una baja
performance en términos de paralelismo.

Desafortunadamente, esta organizacion del algoritmo RLLS presenta dependencias
de datos entre cada par de pasos consecutivos y una dependencia de control (para el
criterio de parada) entre cada par consecutivo de niveles, que introducen cada uno un
punto de sincronizacién:

Nivel 0 Nivel s — 1 Nivel s
GD—-+>MF—-TS—-»TT—»---—-GD—-UMF TS -TT -GD - UMF - TS - TT — ---

El enfoque propuesto aqui es fusionar GD con MF (en el nivel 0) o UMF (en los
niveles 1, ...), para que la primera tarea en acceder un bloque de CG=1) durante
la actualizacion de la factorizacion matricial sea también responsable de generar los
datos para ese bloque. Para el grafo simplificado en la Figura 4.4, esto significa que
la tarea Fo genera los datos para Cp; y las tareas Ugp, p = 1,2, 3, generan los de C)p.
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Otro paso aiin més importante es romper el punto de sincronizacién entre niveles
consecutivos, permitiendo que el nivel s comience su ejecucién incluso antes de que
el nivel s — 1 haya sido completado. El propdsito de esto es aprovechar los hilos de
computo que no estén trabajando, realizando una ejecucién especulativa de las tareas
pertenecientes a niveles futuros, que pueden o no ser necesarias de acuerdo al test del
criterio de parada.

Con este enfoque, el test en el nivel s se convierte en una senial asincrona que
puede parar la ejecucion de tareas en niveles futuros s + 1,5+ 2,.... Para favorecer
una solucién temprana al problema, es importante atn priorizar las ejecuciones de las
tareas en los niveles méas bajos.

A modo de cierre de esta propuesta, es importante remarcar que una solucién
basada en librerias existentes para paralelismo de tareas en algebra lineal numérica
densa, como libflame o PLASMA, no es préctica debido a dos puntos:

1. la necesidad de explotar la estructura especial de A®) para poder reducir el
costo de la actualizacion de la factorizacion;

2. la necesidad de un manejo explicito del proceso de solucién para exponer un
mayor paralelismo de tareas.

4.2.2. Bloques Computacionales Basicos

Los pasos MF y UMF estan subdivididos en pequenas tareas, denominadas como
Bloques Computacionales Basicos, a partir de la factorizacion QR lazy:

= GEQRF: Calculo de la factorizacion QR de un bloque en la diagonal,;

= APQTR: Aplicacién de la transpuesta de un bloque diagonal ortogonal a un
bloque a su derecha;

= UPQRD: Actualizacion de la transformacion ortogonal en un bloque diagonal por
medio de un bloque debajo de la diagonal (siguiendo el esquema de Householder

- WY); y
= UPDSE: Actualizaciéon de un bloque de la matriz.

El procedimiento TS puede ser subdividido en 3 tareas, que describen los pasos
usuales para resolver un sistema triangular a partir de la factorizacion QR:

= APQTR: Esta tarea es la misma que la de UMF, aplicada al vector del lado
derecho del sistema lineal;

= GEMV: Actualizacion del sistema triangular superior que resulta en cada bloque
de la matriz; y

= TRSV: Solucion del sistema triangular que queda en cada bloque de la matriz
para obtener la solucién final.

El problema de sincronizacién existente entre niveles de MF o UMF esta dado
por la tarea TS: el sistema lineal correspondiente al nivel s — 1 necesita ser resuelto
antes de actualizar la factorizacion de la matriz en el nivel s para los bloques A~ y
BG=1 | Aunque esta porcion de la matriz no puede ser modificada mientras se resuelve
el sistema para el nivel s — 1, la factorizacién matricial puede ser actualizada en los
bloques de C*~1) porque no afecta a A1 en ninguna manera. Por eso también
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es posible fusionar las tareas de TS y UMF relacionadas con la porcion C~1 de la
matriz en el nivel s del procedimiento (tareas APQTR y UPDSE).

A modo informativo, en la Figura 4.6 se muestran los tiempos de corrida de las
tareas relacionadas con la factorizacion QR por bloques de la matriz, para distintos ta-
mainos de bloques. Es importante notar que la mayor parte del esfuerzo computacional
es hecha por GEQRF (Factorizacion de un bloque diagonal) y UPQRD (actualizacion
de un bloque diagonal), por requerir operaciones BLAS de nivel 3.

Tiempos de Ejecucion de Tareas

102 e
Y. Sl
103 S -~ GEQRF
- J_a-e""'
T 100] e APQTR
o x -+~ UPQRD
o
€101 || -+ UPDSE
2 I TTIA | o= TRSV
1021 e N A———— == -
AT e T -=- GEMV
e o G
10-3 { Xyl ===""
10'1']1}12ISD 15:'.][}' EU::I{I' 25ICII]I 4D:i]ﬂ
Tamano Matriz (NxN)
FI1GURA 4.6: Analisis de tiempos de ejecucion de tareas computacio-
nales. Las descripciones de las mismas se encuentran en la Subsec-
cion 4.2.2.
4.2.3. Detalles de implementacién en OmpSs del algoritmo RLLS

En tiempo de ejecucion, el sistema de OmpSs detecta las dependencias de datos
entre tareas, con la ayuda de la persona que programa, via directivas de compilador
como las de OpenMP (pragmas), anotadas con clausulas que indican la direccionalidad
(entrada, salida o entrada/salida) de los operandos de las tareas. OmpSs luego genera
el grafo de tareas durante su ejecucion, el cual es utilizado para administrar las tareas
entre los hilos, explotando el paralelismo al nivel de tareas inherente, al mismo tiempo
que se satisfacen las dependencias embebidas en el grafo.

Ahora puede discutirse el aprovechamiento del modelo de programaciéon paralela
por tareas definido por OmpSs en la solucién de los sistemas lineales latentes que forman
parte de los problemas de Coulomb de pocos cuerpos.

El solver paralelo por tareas depende de una implementacién secuencial del algo-
ritmo RLLS y el procedimiento consciente de la estructura UMF en el lenguaje C, con
rutinas para las tareas computacionales con interfaces limpias.

A partir de ese punto inicial, se agregan pragmas de OmpSs (#pragma omp task)
para identificar las tareas, clausulas de direccionalidad (in, out and inout) para indi-
car el caracter de los argumentos de las rutinas matriciales y posiblemente prioridades
para guiar el orden de ejecucion de las tareas. Utilizando la informacion que provee
el codigo, el scheduler genera el grafo de dependencias y puede proceder a ejecutar el
c6digo en el orden correcto. Se muestra un ejemplo del uso de estas clausulas en una
tarea en la Figura 4.7.
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// Factorize block on the diagonal, level k

#ipragma omp task depend(inout: Ah[ntxk+k])\
depend(out: Th[nt+*k+k], Sh[nt*k+k])\
firstprivate(k, ldim_A, 1dim_S, ibs, its, nt)

Compute_dense_QR_var3la_complex(ibs, its, its,
GAh[ nt+k+k 1, ldim_A,
&§Th[ ntxk+k 1,
&Sh[ nt+k+k 1, ldim_S,
nt, k, stop);

F1GURA 4.7: Ejemplo del uso de pragmas en OmpSs/OpenMP.

Otro detalle de implementacién importante es que, si bien el tamano final del sis-
tema lineal a resolver es desconocido, es necesario generar una estructura que permita
manejar los bloques de la matriz de manera sencilla. Se opté por generar una matriz
de punteros que alojaran la direccién del puntero que representa a cada bloque, que
puede tener tamano mas grande del necesario (por ejemplo 50 x 50), pero cuyo tamano
en memoria es despreciable en relaciéon al de cada bloque, ya que en cada elemento
de la estructura solo se aloja una direccion de memoria (las posibles locaciones en
memoria de los bloques matriciales). Lo mismo debe hacerse para los bloques de cada
transformacién WY, que se pueden denotar con Ty S, al igual que para el lado de-
recho b. El c6digo que genera estas estructuras, conocidas como matrices jerdrquicas,
se presenta en la Figura 4.8.

malloc(
malloc(

malloc(
malloc(

FiGUrA 4.8: Creacion de las matrices jerarquicas.

4.2.4. Analisis de Rendimiento

El objetivo de esta subseccion es analizar la velocidad y uso de recursos del algorit-
mo de descomposicién descripto en la subseccion anterior, para exponer los beneficios
de utilizar un modelo de programacion con paralelizacion de tareas, como el que ofrece
OmpSs, para calcular la factorizacion QR lazy al operar sobre matrices latentes.

Por esta razon, se disenaron experimentos que permitan evaluar la escalabilidad del
c6digo de factorizacion desarrollado en OmpSs, en un escenario simple pero practico.
En particular, para la evaluacion de la factorizaciéon QR lazy paralela por tareas, se
generaron matrices cuadradas latentes, cuyas dimensiones se detallan en la Tabla 4.1.

Por simplicidad, en cada problema la dimensién de todos los niveles sera la misma:
m = mg = mj = mg = ..., con valores que crezcan en proporcién con n. Los mismos
estan en la columna ts de la Tabla 4.1. En estas pruebas no habra criterio de parada, si
no que se realizara la factorizaciéon QR por bloques de la matriz completa. Esto implica
que el nimero de niveles requerido para convergencia esté fijo en 24 para todas las
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Hilos | n ts bs

1 14400 | 600 | 100
2 20160 | 840 | 140
4 28800 | 1200 | 200
6 34560 | 1440 | 240
8 40320 | 1680 | 280
10 44640 | 1860 | 310
12 48960 | 2040 | 340

CUADRO 4.1: Dimensiones para el experimento de escalabilidad.

instancias de prueba. La evaluacion es desarrollada en términos de GFLOPS (miles
de millones de flops por segundo), usando el costo de la factorizacion QR estandar.

Todos los experimentos de esta subseccién fueron desarrollados en aritmética y
con datos de doble precision, en un servidor equipado con el siguiente hardware:

CPU 2x Intel(R) Xeon(R) CPU E5645
Frecuencia 2.40 GHz
Cores 12

Memoria RAM 48 GiB

Los codigos fueron vinculados con kernels de BLAS de Intel MKL composer_xe
2011 y la version 16.06 de OmpSs.

4.2.5. Escalabilidad de la Factorizaciéon QR Lazy

Las Figuras 4.9 y 4.10 muestran la tasa de GFLOPS obtenida por la version en
OmpSs de las rutinas para la factorizacion QR lazy, ejecutadas en el servidor Intel de 12
cores para dos configuraciones de experimentos diferentes, correspondiendo a pruebas
de escalabilidad fuerte y débil, respectivamente.

Para la evaluacién de la escalabilidad fuerte, el tamano del problema se deja fijo
en n = 49,152 (con m = 2,048), variando luego la cantidad de nucleos que realizan la
factorizacion desde 1 a 12. En este escenario deberia observarse un decrecimiento de
los GFLOPS obtenidos a medida que el ntimero de hilos se incrementa, reflejando una
situacion en la que la dimension del problema (n X n) que toma cada hilo se va redu-
ciendo gradualmente, donde el escenario ideal seria tener el mismo valor sin importar
la cantidad de hilos utilizada. La Figura 4.9 muestra que los GFLOPS por nucleo
decrecen a medida que se utilizan més nicleos. De cualquier manera, el decrecimiento
es pequeno y ocurre mayormente para ejecuciones de 4, 6 y 12 hilos. En general, la
reducciéon de 1 hilo y 8 GFLOPS a 12 hilos y un poco menos de 7 GFLOPS es de
alrededor del 15 %, lo que muestra una escalabilidad razonablemente fuerte para la
factorizacion QR lazy paralela por tareas.

Para evaluar la escalabilidad débil de la implementacion (Figura 4.10), se corre
una instancia mas pequena del problema (n=14,400, m=600) en un tnico hilo, luego
se incrementa gradualmente el ntimero de hilos mientras se mantiene constante el
cociente entre la dimensién del problema y la cantidad de hilos. Las dimensiones
son muy similares a las que se enumeran en la Tabla 4.1, con n=14.400, 20.160,
..., 49.152 ejecutados usando 1, 2, ..., 12 hilos/cores. Para este experimento, se
observa un incremento réapido de la tasa de GFLOPS para hasta 10 hilos, pero se ve
un estancamiento para la ejecucion del problema méas grande con 12 hilos. Aunque
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F1GURA 4.10: Escalabilidad Débil de la Factorizacion QR paralela por
tareas usando OmpSs en el servidor equipado con Intel E5-5645.
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puede ser un resultado poco alentador (una escalabilidad débil ideal resultaria en una
correspondencia lineal creciente entre la cantidad de ntcleos y la tasa de operaciones
realizadas), una optimizacion dependiente del problema (e.g., ajustar los parametros
de bloques para uso interno en los bloques principales del procedimiento UMF) puede
resolver este inconveniente.

4.3. OpenMP y Modelado de Prioridades

Como se describi6 en la Subseccion 2.5.1, OpenMP es el estandar mas utilizado para
paralelismo de tareas. Sumado al hecho de que su instalacion es relativamente simple,
se decidi6 explorar el desarrollo de la herramienta y realizar los experimentos con este
estandar.

Para ello se realiz6 un estudio de performance y comparar esta nueva solucién con
la implementada en OmpSs, sumando el estudio de las instrucciones de prioridad.

A continuacién, se presentaran las diferentes soluciones programadas y se las com-
para, se mide el rendimiento de cada uno de los bloques computacionales del algoritmo
RLLS y se compara el rendimiento de la solucién con respecto al flujo normal de tra-
bajo, que requiere generar la matriz por bloques y luego aplicar la factorizacion QR
al final de la generacion.

Aunque OmpSs y OpenMP son muy similares, el primero poseia un sistema de prio-
ridades més simple y completo al momento de desarrollar estos experimentos. Este
sistema permite guiar en cierta manera la ejecuciéon del algoritmo, haciéndolo més
rapido al determinar el orden en el cual las tareas deben ser realizadas.

Esto puede asignarse a cada tarea con la clausula priority(p), donde p puede
ser una nimero o una funciéon de los inputs de la tarea correspondiente. La capacidad
de utilizar una funcién como valor de prioridad es muy ttil en esta aplicacién, por-
que permite representar la sincronizaciéon entre algunas de las tareas aplicadas en el
algoritmo, por ejemplo para la ejecuciéon de GD y TS en momentos similares. Esto se
logra asignando una mayor prioridad a las tareas TS en el nivel s — 1 que al valor de
las tareas UMF en el nivel s.

Para comparar los modelos, se implementd el algoritmo Latent@QR de tres maneras
diferentes:

= Una implementacion con OpenMP;
= Otra utilizando OmpSs sin prioridades;

= Una tdltima utilizando clausulas priority en OmpSs, con un valor de prioridad més
alto a las tareas de TS que a las de UMF en cada nivel.

Se utiliz6 el siguiente esquema: se crea una matriz 40,000 x 40, 000 subdividida en
bloques de tamaifios iguales, creando experimentos diferentes para las configuraciones
de bloques 10x 10, 16 x 16, 20 x 20, 25 x 25, 32x 32 y 40 x40. Los elementos de la matriz
seran nameros flotantes aleatorios de precision doble distribuidos uniformemente en el
intervalo [0, 1]. Para acercarse a una configuracion similar a la de algunos problemas de
Coulomb de pocos cuerpos, donde el costo de generar la matriz crece a medida que se
utilizan méas momentos angulares (es decir, se avanza en los bloques fila/columna), se
opto6 por agregar una pequena latencia a la creaciéon de los bloques aleatorios utilizando
la funcién usleep en C. De cualquier manera, la cantidad de latencia agregada no
supera 0.1 segundos al bloque de mayor latencia, para poder medir el rendimiento del
nuevo enfoque en términos de las operaciones de la factorizacién. Los resultados se
muestran en las Figuras 4.11 y 4.12, revelando los siguientes puntos:
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= En general, las tres implementaciones paralelas por tareas ofrecen una buena
eficiencia de céalculo, comparadas con los tiempos de ejecuciéon previamente ob-
servados (para WholeQR).

= Comparando las tres versiones, es claro que OmpSs siempre muestra un mejor
rendimiento cuando se utiliza el esquema de prioridades. Més atn, cuando se
utilizan 6 hilos, OmpSs es ligeramente més lento que OpenMP, pero su comporta-
miento es opuesto a medida que se utilizan mas hilos. Esto puede estar justificado
por el hecho que OmpSs incurre en cierto costo extra al comienzo de la ejecucion,
cuando debe generar el cronograma de tareas de acuerdo a las prioridades, que
va ganando més importancia a medida que el grado de concurrencia (cantidad
de hilos) se incrementa.

= Por ultimo, con respecto a la divisiéon de la matriz inicial por bloques, todas
las implementaciones revelan que, utilizando 6 hilos, se logra la mejor eficiencia
paralela cuando se particiona la matriz en bloques 16 x 16 o 20 x 20 y, cuando
se utilizan 12 hilos, es mejor dividir la matriz original en bloques 20 x 20 o
25 x 25 blocks. En general, se puede concluir que, para un nimero de hilos
entre 6 y 12, seria recomendable dividir la matriz 40,000 x 40,000 en bloques
de tamano 20 x 20, aunque para aplicaciones como el problema de Coulomb, es
muy probable que sea imposible decidir esta divisién de antemano.

Comparacién de Rendimiento - 6 Hilos
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FIGURA 4.11: Tiempo de Ejecucién por Tamafio de Bloque (6 Hilos).

Todos los experimentos en esta subseccion fueron desarrollados en aritmética flo-
tante de doble precision, sobre un servidor con las siguientes especificaciones de hard-
ware:

CPU 2x Intel(R) Xeon(R) CPU E5645
Frecuencia 2.40 GHz
Cores/Hilos 12

Memoria RAM 48 GiB

Los codigos fueron vinculados con kernels de BLAS de Intel MKL composer_xe
2011 y la versiéon 16.06 de OmpSs. La aplicacion de OpenMP fue compilada utilizando
GCC 5.3.0.
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Comparacién de Rendimiento - 12 Hilos
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FIGURA 4.12: Tiempo de Ejecucion por Tamartio de Bloque (12 Hilos)

4.3.1. Analisis de Rendimiento General y Conclusiones

A continuacién se compara el rendimiento de la solucién representante del algo-
ritmo RLLS con el método méas usado frecuentemente: generar la matriz completa
por bloques y aplicar un método de factorizacion QR a la misma. Es importante
notar, ademaés, que el enfoque RLLS (denominado Latent@R) no solo genera la des-
composicion QR; ademas, resuelve los sistemas lineales intermedios contra vectores b
(tarea TS en el grafo de dependencias). Todo esto es comparado con la generacion y
factorizacion de la matriz completa (referenciada como WholeQR).

Incluso teniendo en cuenta que la cantidad de tareas de Latent@QR es mayor, la
aplicaciéon paralela por tareas exhibe un rendimiento mucho mejor utilizando 6 y 12
hilos, como se muestra en la Figura 4.13 y la Figura 4.14.
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FicuraA 4.13: GFLOPS para Descomposicion QR con 6 hilos para
diferentes tamanos de bloque.

Esto permite asegurar que el enfoque RLLS realmente ofrece una mejora en rendi-
miento, que permite resolver las ecuaciones diferenciales relacionadas con simulaciones
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Comparacion de Rendimiento - 12 Hilos
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F1cUrA 4.14: GFLOPS para Descomposicion QR con 12 hilos para
diferentes tamanos de bloque.

atémicas con mayor precision y velocidad, permitiendo obtener resultados para pro-
blemas que no han podido ser atacados en el pasado.

Debido a que la soluciéon programada en OpenMP tiene un rendimiento bueno incluso
sin aplicar prioridades, su alta disponibilidad y simpleza de instalacién con comandos
simples (lo cual es de importancia al momento de reproducir experimentos en otras
piezas de hardware) y el hecho de que las mejoras en prioridades ofrecidas por OmpSs
seran agregadas en el futuro, se decidié desarrollar el resto de la solucién teniendo en
cuenta este estandar.

4.4. Simulaciones Atémicas

Esta secciéon se enfoca en experimentos numéricos relacionados con problemas
de Coulomb de pocos cuerpos; muestra las primeras pruebas del algoritmo RLLS
aplicado a simulaciones atémicas. En particular, se aplico el algoritmo al problema de
Doble Fotoionizacion, descripto en el Capitulo 1. En las proximas subsecciones, se
mostraran simulaciones numéricas en moléculas de Helio (He) y Agua (H20), junto con
experimentos para medir el rendimiento de las implementaciones del algoritmo RLLS
para obtener las secciones eficaces, realizando comparaciones con métodos utilizados
anteriormente por otros autores.

4.4.1. Detalles de Implementacién

Las simulaciones atomicas utilizan nimeros complejos, por lo que fue necesario
adaptar el codigo implementado para resolver el problema RLLS a aritmética com-
pleja de doble precisién. Esto puede hacerse de manera directa reemplazando las
instrucciones D (double precision) por Z (double complex precision), de acuerdo a la
documentacion de LAPACK [43], teniendo en cuenta que las transposiciones deben ade-
més conjugar los valores de la matriz, para poder realizar la factorizacion QR por
bloques de manera correcta, de acuerdo al Teorema 2.

Para las siguientes simulaciones, la matriz fue generada a partir de los bloques
calculados con la herramienta desarrollada en [60]. Esta implementacion fue hecha en
el lenguaje Fortran y da como resultado matrices complejas en formato binario, por
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lo que fue necesario generar una rutina en C que pudiera leer este formato binario de
manera correcta para realizar los calculos (ambos lenguajes tienen formas distintas de
generar salidas en binario). Este tipo de rutinas es conocida como wrapper.

4.4.2. Doble Fotoionizacion del Helio

La doble fotoionizacion del Helio (He) por absorcion de un fotén es un problema de
gran interés para la disciplina de las simulaciones atémicas, dado que es el proceso méas
simple donde puede ocurrir la emisién al continuo de dos electrones: es un problema de
tres cuerpos puro sin perturbaciones antes y después de que el fotéon sea absorbido, lo
que lo convierte en la mejor prueba para estudiar una transiciéon de tres cuerpos entre
los estados ligado y continuo. Ademaés, gracias a la existencia de miltiples mediciones
experimentales realizadas en la literatura, este problema es de gran utilidad para
evaluar la correctitud del método de simulacién implementado. La Figura 4.15 muestra
las secciones eficaces obtenidas aplicando el método RLLS para resolver el sistema
lineal resultante. Puede observarse que la misma coincide con los resultados obtenidos
mediante otros métodos en el pasado.
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FIGURA 4.15: Secciones eficaces obtenidas de forma experimental, me-
diante el método de gradiente conjugado cuadrado (linea roja) y utili-
zando el algoritmo RLLS (linea negra cortada) [35]
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La Figura 4.16 muestra el rendimiento (en forma de GFLOPS promedio por pro-
blema) que la aplicacion de RLLS en OpenMP consigue al resolver la doble fotoioni-
zacion del helio, comparado con el método utilizado en [61], el Gradiente Conjugado
Cuadrado Precondicionado.
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Figura 4.16: Comparaciéon de tiempos de ejecucion de algoritmos:
Gradiente Conjugado (no paralelizado - cg) y la implementacion del
algoritmo RLLS, usando 1-4 hilos de computo (qrl-4th).

4.4.3. Doble Fotoionizaciéon del Agua

El sistema fisico bajo consideraciéon en esta subseccion es el de la Doble Foto-
ionizacion (DPI) de la molécula de agua (H20) mediante la absorcién de un tnico
foton, siguiendo los experimentos e investigaciones teoricas en [60]: se busca obtener
la seccion eficaz triple-diferencial de una particula de agua en dos energias fotonicas
hw, detectando dos fotoelectrones con la misma energia cinética. Usando un enfoque
de CI-Singles sobre el estado fundamental del sistema, se construye un Hamiltoniano
de dos electrones, para los electrones en el continuo que corresponden a cada par de
orbitales del estado inicial. Se utilizaron las distribuciones electronicas congeladas,
junto con los centros de Coulomb, para construir una funcién que represente al poten-
cial asintotico que modele de forma aproximada al problema. La solucién numérica
para la funcién de onda de scattering de 2 electrones es obtenida resolviendo sistemas
lineales, que surgen de una descomposicién en ondas parciales, utilizando el método
de Funciones Sturmianas Generalizadas, de los estados inicial y final [62].

Encontrar la seccién eficaz de esta molécula requiere calcular la solucién numé-
rica de 18 sistemas lineales diferentes, cuyas matrices asociadas poseen dimensiones
(finales) entre 15100 x 15100 y 21325 x 21325, utilizando aritmética doble flotante
compleja. La Figura 4.17 muestra como evoluciona la seccién eficaz a medida que se
agregan mas combinaciones de momentos angulares a la simulacién, ie. se agregan
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més bloques de filas y columnas a los sistemas lineales, recalculando las soluciones
utilizando el algoritmo RLLS. Se agregan nuevas combinaciones hasta que la seccion
eficaz es la misma que la obtenida en [60].
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FiguraA 4.17: Convergencia de la seccién eficaz de la doble fotoioniza-

cion del agua, agregando bloques de 1250-2500 elementos por iteracion.

La linea continua corresponde al calculo previo utilizando gradiente
conjugado en [60].

Todos los experimentos en esta subseccion fueron desarrollados en aritmética flo-
tante de doble precisiéon compleja, sobre un servidor con las siguientes especificaciones
de hardware:

CPU Intel Xeon CPU E5-2680 v4
Frecuencia 2.40 GHz
Cores/Hilos 14

Memoria RAM 128 GiB DDR4

Los codigos fueron vinculados con kernels de BLAS de Intel MKL composer_xe
2020.1.217 y la version 4.5 de OpenMP, compilada utilizando GCC 10.2.1.

La Figura 4.18 muestra la escalabilidad de la solucién multi-hilo del algoritmo RLLS
aplicada a este problema, promediando los GFLOPS realizados para solucionar los 18
sistemas lineales, utilizando 1-8 hilos de computo. Se muestra ademés la desviacion
estandar del rendimiento en los 18 problemas, que tienen una diferencia importante
con respecto a las configuraciones de pruebas de las secciones anteriores: todos los
bloques tienen dimensiones variables, las cuales ademaés pueden ser rectangulares y
podrian, en principio, comprometer la eficiencia de computo de la solucién final. Un
ejemplo de la estructura en bloques de las matrices se muestra en la Figura 4.19.

Los resultados de escalabilidad y la evolucion de la seccion eficaz permiten concluir
que la estabilidad del algoritmo es buena y prueban que es posible realizar experi-
mentos numéricos en simulaciones atémicas que coinciden con el estado del arte, en
tiempos mucho menores a los obtenidos anteriormente, aprovechando eficientemente
los recursos de computo que se encuentren disponibles.
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FiGurA 4.19: Ejemplo de matriz de la ecuacion de Schrodinger y
dimensiones de bloques para la doble fotoionizacién de H5O.
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En resumen, en este capitulo se mostraron las distintas implementaciones reali-
zadas para resolver sistemas lineales con matrices latentes utilizando paralelismo por
tareas, con dos de los frameworks mas utilizados para simulaciones numéricas de alto
rendimiento en el lenguaje C: OpenMP y OmpSs. Ambas librerfas permitieron generar
soluciones con buena escalabilidad.

Se realizaron simulaciones numéricas para comparar estas soluciones con la manera
tradicional de resolver la decomposicion QR, demostrando que el enfoque propuesto
no soélo realiza la descomposicién de manera méas rapida, si no que es capaz de ademas
resolver sistemas lineales intermedios en la bisqueda del tamamno del sistema lineal
final que permita obtener una buena solucion para cualquier estructura atémica que se
pretenda simular, utilizando de mejor manera los recursos computacionales disponibles
y resultando en tiempos de ejecuciéon mucho menores.

Ademas, estas herramientas fueron adaptadas al entorno de las simulaciones ato-
micas, realizando experimentos para los problemas de Doble Fotoionizacion del Helio
y Agua, mostrando resultados comparables con el estado del arte con tiempos de
ejecuciéon menores a los vistos en la literatura.



63

Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

Mediante la presentaciéon del concepto de los Sistemas Lineales Latentes, el presen-
te trabajo logra dar una formulacién y un marco de trabajo exitosos para la solucién
de sistemas lineales cuya dimensién no es conocida a priori.

En los primeros capitulos de este trabajo, se presentaron la motivacion (basada en
la simulacion de sistemas atémicos de pocos cuerpos) y se introdujeron los conceptos
del algebra lineal numérica de alto desempeno necesarios para enunciar el concepto
de sistemas lineales latentes.

Se exploraron dos descomposiciones matriciales (LU y QR), con sus respectivas
reformulaciones para problemas de actualizacion y diversas librerias de programacion
que permiten resolver la formulacién del problema. Se presentaron reportes de rendi-
miento y argumentos para la eleccion de las herramientas (OpenMP + Intel MKL) que
se utilizaron en la implementacion final del algoritmo RLLS.

La formulacion del algoritmo RLLS se muestra como un problema de actualizacion
de factorizaciones matriciales, el cual es resuelto mediante la aplicacién de un algo-
ritmo de factorizacién QR en su forma lazy. La solucién del mismo puede explotar el
paralelismo de tareas y soluciona las posibles reducciones en el grado de paralelismo
de este problema, proponiendo una ejecucién asincrona de multiples sistemas lineales
en niveles intermedios, incrementando la concurrencia y, de esa forma, evitando la
posibilidad de tener recursos sin utilizar (por ejemplo, mediante la no utilizaciéon de
algunos nicleos computacionales).

Este enfoque permite producir una ejecuciéon de codigo més rapida, a expensas de
realizar algunos célculos especulativos extra, que pueden no ser parte de la solucién
final. El algoritmo RLLS permite resolver algunos de los problemas mas importantes
que existian al aplicar enfoques anteriores para la solucién de sistemas derivados del
problema de Coulomb de pocos cuerpos:

= El desconocimiento de la dimensiéon que permite resolver satisfactoriamente el
problema, que derivaba en el ciclo ineficiente de prueba y error.

= La posibilidad de no encontrar solucién del sistema lineal mediante un método
iterativo (fuertemente dependiente de la estructura de la matriz, en principio
desconocida).

= La estabilidad numérica del algoritmo a medida que el sistema latente incre-
menta su tamano (resuelto por el uso de la descomposicion QR).

El proceso fue exitosamente implementado en el lenguaje de programacion C, con
la creacién de rutinas de manejo de datos binarios de Fortran, utilizando las librerias
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OpenMP e Intel MKL, disponibles de manera abierta. La implementacién permitié si-
mular procesos fisicos, como la doble fotoionizacién del Helio, con eficiencias mayores
a las reportadas hasta el momento con herramientas anteriores.

Esta herramienta permitira simular procedimientos fisicos que no podian ser ata-
cados en el pasado debido a su complejidad y tamano, de manera eficiente y con
mejoras sustanciales en tiempos de ejecucién, para arquitecturas multinicleo de pro-
posito general, dando la posibilidad de conseguir resultados mas alla del actual estado
del arte.

5.2. Trabajo Futuro

Como se menciona en las conclusiones, la herramienta permite resolver problemas
més complejos que los que se intenté resolver en el pasado. Por ejemplo, se podrén
abordar, en el futuro, procesos de fotoionizacién multiple, sistemas atémicos més
complejos que requieran la expansion de la funcién de onda en numerosos momentos
angulares (que resultan en una matriz con muchos bloques), e incluso aquellas situa-
ciones dindmicas con electrones de mayor energia, para los que seria necesario contar
con una mayor cantidad de funciones base para una descripcién precisa del sistema
(resultando en mayores tamanos de matriz).

Una de las actuales debilidades de la herramienta es la necesidad de generar los
datos en herramientas desarrolladas con anterioridad en otro lenguaje de programa-
cion (Fortran), para luego ser ingeridos y resolver los sistemas lineales necesarios.
Desarrollar una solucién que permita vincular la generaciéon de los datos y la posterior
solucién del sistema latente de manera automética mejorara la eficiencia del proceso
general. Un lenguaje de programacion de scripting como Python puede ser una opcion
interesante para codificar esta solucion.

Si bien este trabajo se centrd en obtener la mayor eficiencia posible usando CPUs,
es posible extrapolar lo hecho al uso de GPUs como un dispositivo auxiliar, tanto
para la generacion de datos como para la soluciéon del sistema lineal. OpenMP permite
vincular placas de procesamiento grafico a la ejecuciéon del codigo y su scheduler puede
utilizarlas como un recurso extra de computo, codificando previamente las rutinas que
permitan realizar las tareas en ese tipo de hardware. Adn asi, existen otras técnicas
para intentar utilizar mejor ain los recursos existentes, como el concepto de maleabi-
lidad: la posibilidad de asignar una cantidad de hilos de computo variable a una tarea
a medida que van quedando inactivos o se necesite acelerar su ejecucion.

Finalmente, la presente herramienta funciona de manera correcta para matrices
que entran en la memoria RAM disponible y, si bien la disponibilidad de este recurso
es cada vez mas grande, algunos problemas de interés pueden requerir una cantidad
de almacenamiento muy grande, incluso para estdndares actuales. Para esos casos, es
necesario implementar una estrategia de descomposicion Out Of Core, pero el trabajo
hecho en la reformulacién del problema y la bibliografia disponible apuntan a que
la estrategia puede implementarse, con algunas modificaciones a la base de cédigo
actual.
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