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Resumen

En este trabajo estudiamos las dlgebras de vértice y las algebras de Lie
conformes desde el punto de vista de la teoria de Lie, motivados por el hecho
de que las algebras de Lie conformes tienen algebras de vértice universales
envolventes que son analogas a las dlgebras asociativas universales envolven-
tes de las algebras de Lie. Nuestro objetivo es definir un objeto geométrico
que sea analogo a un grupo de Lie en el contexto conforme, en el sentido
de que su espacio tangente en la identidad deberia ser un &algebra de Lie
conforme, mientras que su linealizacién deberia ser un algebra de vértice.

Primero resolvemos este problema a nivel infinitesimal. En la teoria de
Lie clésica, la multiplicacién de un grupo de Lie G cerca de la identidad
estd determinada por la expansion en serie de potencias de sus funciones
coordenadas, conocida como ley de grupo formal, y estas series de potencias
se pueden recuperar a partir de la estructura de algebra del algebra universal
envolvente de g = Lie G. Definimos una ley de vértice formal como su anélogo
conforme, y demostramos versiones de vértice/conformes de una serie de
resultados clasicos tales como el teorema de Milnor-Moore, la dualidad de
Cartier, y la equivalencia entre leyes de grupo formales y algebras de Lie.

Estos resultados nos permitieron comprender que el objeto global que
necesitabamos definir debia ser una versiéon no lineal de un algebra de vértice.
Beilinson y Drinfeld introdujeron en 2004 varios objetos algebro-geométricos
definidos sobre curvas algebraicas suaves que generalizan a las algebras de
vértice, principalmente las nociones de &algebras quirales, de factorizacion
y OPE. Las algebras OPE nos interesan por su naturaleza explicitamente
asociativa, mientras que las dlgebras de factorizacion tienen la ventaja de ser
facilmente generalizables a &mbitos no lineales; sus contrapartes no lineales
se conocen como monoides de factorizacion.

Las categorias de algebras OPE y de factorizacion son equivalentes por-
que ambas son equivalentes a la de algebras quirales. Damos una prueba di-
recta de su equivalencia en el caso en el que la curva base es A', mostrando
que las algebras OPE pueden utilizarse para construir datos de pegamiento
para las algebras de factorizacion. A continuacion, definimos monoides OPE
como ciertos anédlogos no lineales de las algebras OPE, y adaptamos nues-
tra demostracion del caso lineal para mostrar que las categorias de monoides
OPE y monoides de factorizacion sobre A! son equivalentes. Luego definimos
ind-esquemas de vértice de forma tal que su relacion con los monoides OPE
sea la misma que la que existe entre las dlgebras de vértice y las dlgebras OPE
en el caso equivariante por traslaciones. Proponemos a los ind-esquemas de
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vértice como analogos conformes de los grupos de Lie, y demostramos que
estan relacionados con las algebras de vértice y las dlgebras de Lie conformes
de la manera esperada. Para finalizar, damos ejemplos de ind-esquemas de
vértice relacionados con algunas algebras de Lie conformes reconocidas, tales
como las algebras de Lie conformes current y Virasoro, y probamos que dada
un algebra de Lie conforme nilpotente, existe un ind-esquema de vértice cuya
algebra de Lie conforme tangente es isomorfa a la dada.

Palabras clave: Algebras de vértice, dlgebras conformes, teoria de Lie,
monoides de factorizacion.

MSC 2020: 17B69, 81R10, 81T40.



Abstract

In this work we study vertex algebras and Lie conformal algebras from
the point of view of Lie theory, motivated by the fact that Lie conformal
algebras have universal enveloping vertex algebras which are analogous to
universal enveloping associative algebras of Lie algebras. Our objective is to
define a geometric object which is analogous to a Lie group in the conformal
setting, in the sense that its tangent space at the identity should be a Lie
conformal algebra, while its linearization should be a vertex algebra.

We first solve this problem at the infinitesimal level. In the classical Lie
theory, the multiplication of a Lie group G near the identity is determined
by the power series expansion of its coordinate functions, known as a formal
group law, and these power series can be recovered from the algebra structure
of the universal enveloping algebra of g = Lie G. We define a formal vertex
law as its conformal analogue, and we prove vertex/conformal versions of
a number of classical results such as the Milnor-Moore theorem, Cartier
duality, and the equivalence between formal group laws and Lie algebras.

These results allowed us to understand that the global object we needed
to define should be a non-linear version of a vertex algebra. Beilinson and
Drinfeld introduced in 2004 several algebro-geometric objects defined over
smooth algebraic curves which generalize vertex algebras, mainly the notions
of chiral, factorization and OPE algebras. OPE algebras are of interest to
us due to their explicitely associative nature, while factorization algebras
have the advantage of being easily generalized to non-linear settings; their
non-linear counterparts are known as factorization monoids.

The categories of OPE and factorization algebras are equivalent because
they are both equivalent to that of chiral algebras. We give a direct proof of
their equivalence in the case when the base curve is A!, showing that OPE
algebras can be used to construct gluing data for factorization algebras. Then
we define OPFE monoids as certain non-linear analogues of OPE algebras,
and adapt our proof in the linear case to show that the categories of OPE
monoids and factorization monoids over A! are equivalent. Afterwards, we
define vertexr ind-schemes so that their relation to OPE monoids is the same
as the one between vertex and OPE algebras in the translation equivariant
case. We propose vertex ind-schemes to be conformal analogues of Lie groups,
and prove that they are related to vertex algebras and Lie conformal algebras
in the expected way. Finally, we give examples of vertex ind-schemes related
to some well-known Lie conformal algebras, such as the current and Virasoro
conformal algebras, and we prove that given any nilpotent Lie conformal
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algebra there exists a vertex ind-scheme whose tangent Lie conformal algebra
is isomorphic to the given one.

Keywords: Vertex algebras, conformal algebras, Lie theory, factoriza-
tion monoids.

MSC 2020: 17B69, 81R10, 81T40.
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Introduccion

Las simetrias de una teoria conforme de campos en dimensién dos son go-
bernadas por objetos algebraicos llamados algebras de vértice, originalmente
definidos por Borcherds en |Bo|. Las expansiones del producto de operadores
(OPE) entre los campos de una teoria de este tipo forman una estructura
algebraica que en cierto modo se asemeja a un algebra de Lie, la cual fue
denominada &lgebra de Lie conforme [K]|. Existen fuertes paralelismos entre
las algebras de vértice y las algebras asociativas, asi como entre las algebras
de Lie conformes y las algebras de Lie [BD1, K|. La analogia més impor-
tante quizas sea el hecho de que cualquier algebra de Lie conforme R posee
un algebra de vértice universal envolvente U(R), la cual goza de muchas de
las propiedades que tienen las algebras asociativas universales envolventes
de las algebras de Lie [K, BK]|. Esta relacion sugiere que podria valer la
pena estudiar otras construcciones que surgen en la teoria de Lie para averi-
guar si se les puede asignar algin objeto en el contexto conforme que tenga
propiedades similares.

En la teoria de Lie en dimensién finita sobre C, ademas del funtor alge-
bra universal envolvente tenemos el funtor que asigna a cualquier grupo de
Lie G su algebra de Lie tangente en la identidad g = T1G, y el funtor de
linealizacién que asigna a G su algebra de distribuciones con soporte en la
identidad Dist(G, 1) ~ U(g), cuyo espacio dual es el anillo local en la iden-
tidad de G. La relacién entre estos funtores esté expresada en el siguiente
diagrama conmutativo.

{Grupos de Lie}

Tl/ lDist(f,l) (0.0.1)

{Algebras de Lie} LN {Algebras asociativas}

Tanto g como U(g) son objetos de naturaleza infinitesimal, ya que las
propiedades globales de G' (como su conexidad, conexidad simple, etc.) son
olvidadas y s6lo se conserva el comportamiento infinitesimal de su produc-
to cerca de la identidad. No obstante, tenemos algunos resultados que nos
permiten obtener informacién local a partir de datos infinitesimales, como la
convergencia de la formula de Baker-Campbell-Hausdorff (véase [S] o la sec-
cion 4.3), y ademaés el tercer teorema de Lie nos permite construir un grupo
de Lie global con algebra de Lie prescrita. Por lo tanto, en dimensién finita se
puede estudiar la teoria de Lie simultaneamente en sus niveles infinitesimal,
local y global.
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También tenemos versiones algebro-geométricas de este marco; por ejem-
plo, cualquier esquema de grupo simplemente conexo satisface que su espacio
tangente Zariski en la identidad es un algebra de Lie cuyo radical es nilpoten-
te, y en caracteristica cero para todas estas algebras de Lie existen esquemas
de grupo afines simplemente conexos que las tienen como sus algebras de Lie
[Ho.

El panorama en dimension infinita es mucho mas sutil. Hay varias defi-
niciones de grupos de Lie de dimensién infinita, dependiendo de los espacios
que queramos modelar localmente (espacios de Banach, espacios localmen-
te convexos, etc.). En la version algebro-geométrica, podemos considerar los
ind-grupos, que son ind-esquemas (i.e., colimites formales de esquemas) con
una estructura de grupo compatible. Sin embargo, en estas situaciones la
correspondencia entre los niveles infinitesimal, local y global se rompe por
completo, convirtiendo las tres teorias en ramas diferentes -aunque todavia
relacionadas-. Por ejemplo, la existencia de un mapa exponencial que sea un
difeomorfismo local en la identidad solo esté garantizada en algunos de estos
contextos (por ejemplo, en la teoria de grupos de Banach-Lie) [N].

Dado que las algebras de Lie conformes y las dlgebras de vértice son ana-
logas a las dlgebras de Lie (de dimension infinita) y a sus 4lgebras asociativas
envolventes, deben concebirse como objetos infinitesimales. El objetivo prin-
cipal de esta tesis es construir un objeto global andlogo a un grupo de Lie
(de dimensién infinita), cuyo espacio tangente en la identidad sea un 4lgebra
de Lie conforme y cuya linealizacién dé lugar a un algebra de vértice. Para
definir dicho objeto, introduciremos en primer lugar un anélogo conforme
para otro objeto importante que se encuentra en el nivel infinitesimal de la
teoria clésica, la ley formal de grupo, cuya construcciéon describimos ahora
brevemente.

Dada cualquier algebra de Lie g se sabe que U(g) es una bialgebra co-
conmutativa y conexa, y todas estas bidlgebras pueden presentarse de esta
manera debido al teorema de Milnor-Moore [M]. Su espacio dual U(g)*, mu-
nido de la topologia linealmente compacta, se convierte en una bidlgebra
topologica conmutativa y local mediante la dualidad de Cartier S, D, Hz|.
Si escogemos una base ordenada {e;}1<i<x de g, donde k es un cardinal, la
base PBW de U(g) puede usarse para definir un isomorfismo de algebras
U(g)* ~ C[[X; : 1 <i < k]]. Al emplear este mapa para trasladar la estruc-
tura de coalgebra topologica de U(g)* hacia esa algebra, podemos definir
una serie formal de potencias Fy(X,Y) = A(Xy) € C[[X;,Y; : 1 < i < k]
para cada 1 < ¢ < k. La sucesion F(X,Y) = {Fi(X,Y)}1<i<x satisface las
siguientes propiedades:

(1) F(X,0) =X = F(0,X);
(1) F(X,F(Y,Z2)) = F(F(X,Y), Z).

Cualquier F(X,Y) que satisfaga estos axiomas recibe el nombre de ley
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formal de grupo (es necesario tener cierta precaucion cuando x es infinito,
especificaremos los detalles en la seccion 2.4). Las correspondencias descritas
en el parrafo anterior pueden resumirse en la siguiente cadena de equivalen-
cias de categorias.

{Algebras} N { Biélgebras } N {Biélgebras top.}OPN {Leyes de grupo}

de Lie coconm. con. conm. locales formales

(0.0.2)

Se puede demostrar que cuando g es el algebra de Lie de un grupo de
Lie G, las series formales de potencias Fy(X,Y’) son las expansiones de las
f-ésimas funciones coordenadas del producto de G cerca de la identidad, y
por tanto determinan completamente el comportamiento local del producto
en la identidad. Esto significa que podemos ver F(X,Y) como un objeto
intermedio entre g y G, y como consecuencia fue un punto de partida natural
en nuestra bisqueda de un analogo conforme de un grupo de Lie.

En [BG| seguimos este camino y pudimos definir un analogo conforme
para F(X,Y), al que llamamos ley formal de vértice. La naturaleza de esa
definicion nos sugirié que el analogo conforme de un grupo de Lie debe-
ria ser una versién no lineal de un algebra de vértice. Esto nos motivo a
buscar una solucién global a nuestro problema en el contexto de la teoria
de algebras quirales de Beilinson y Drinfeld, que ofrece una generalizacion
algebro-geométrica de las algebras de vértice.

En su trabajo fundacional [BD1], los autores sentaron las bases para una
nueva comprension de las algebras de vértice en términos de la geometria
de las curvas algebraicas suaves. Ellos introducen los conceptos de &lgebras
quirales, de factorizacion y OPE sobre una curva algebraica suave fija X, y
demuestran que las categorias definidas por cada uno de estos objetos son
equivalentes entre si. En el caso de que X sea la recta afin A' = Spec C[z], las
respectivas subcategorias formadas por aquellos objetos que satisfacen una
condicién de equivariancia por traslaciones son también equivalentes entre si
y, més aln, son equivalentes a la categoria de algebras de vértice.

Las algebras de factorizacién ofrecen una ventaja respecto a las otras:
es posible definir una versiéon no lineal de las mismas, llamadas monoides
de factorizacion en [KV], espacios de factorizacion con unidad en [FBZ] y
originalmente introducidas como monoides quirales en [BD1|, y existe un
functor de linealizacién que transforma monoides de factorizaciéon en dlgebras
de factorizacion. Esto nos da un método para construir algebras de vértice
partiendo de un &mbito geométrico, ya que existen varios espacios de moduli
cuyas propiedades nos permiten entenderlos en términos de un monoide de
factorizacién, y por tanto las fibras de su linealizacién dan lugar a algebras de
vértice. Tanto las algebras de vértice de Virasoro como las afines son algunos
de los ejemplos que se pueden obtener de esta manera, descritos en detalle
en [FBZ].
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Al tomar conocimiento de estas ideas, se hizo evidente que el objeto que
pretendiamos definir debia relacionarse con los monoides de factorizacion so-
bre A del mismo modo en que lo hacen las algebras de vértice y las algebras
de factorizacion sobre Al. Para construir un objeto de este tipo, necesité-
bamos entender mejor la forma en que las algebras de factorizacion y de
vértice se relacionan entre si, y el ingrediente clave para relacionarlas ade-
cuadamente son las algebras OPE. El concepto de algebra OPE proporciona
una version “hacificada” de las algebras de vértice, pero conlleva el precio
de tener que lidiar con una geometria més sutil, en concreto, con haces no
cuasi-coherentes. Las fibras de un algebra OPE equivariante por traslaciones
sobre A! pueden verse como algebras de vértice sin mayores complicaciones,
pero la relacion entre las algebras OPE y las algebras de factorizacion es
méas compleja. Beilinson y Drinfeld demostraron su equivalencia en [BDI]|
mostrando que ambas son equivalentes a las algebras quirales, y las pruebas
implican una serie de construcciones cohomolégicas.

No obstante, los autores también senalan que las dlgebras OPE pueden
entenderse como los datos de pegamiento de sus correspondientes algebras de
factorizacion, aunque no proporcionan muchos detalles sobre esta afirmacion.
Decidimos completar estos detalles, y en |G| obtuvimos una prueba de la
equivalencia de las algebras OPE y de factorizacion sobre A! que sélo recurria
a construcciones geométricas sobre cierta categoria fibrada. Esto nos permitio
definir monoides OPE como un analogo no lineal de las algebras OPE, y
demostramos su equivalencia con los monoides de factorizacién adaptando
la prueba que dimos en el caso lineal. Las fibras de estos monoides OPE
eran entonces las candidatas perfectas para ser las versiones no lineales de
las algebras de vértice que podian considerarse analogas conformes de los
grupos de Lie, y por ello las llamamos ind-esquemas de vértice. El lector
puede consultar en el diagrama (3.3.3) las principales relaciones entre las
categorias definidas en [BD1] y las que introducimos nosotros.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera.

En el capitulo 1 introducimos los principales conceptos usados a lo largo
de este trabajo. Las secciones 1.1 y 1.2 estan dedicadas a presentar algunas
nociones béasicas de la teoria de algebras de vértice, mientras que las secciones
1.3 a 1.5 consisten en una exposiciéon de las ideas que necesitaremos de la
obra [BD1| de Beilinson y Drinfeld.

En el capitulo 2 brindamos anédlogos conformes para las equivalencias
mostradas en (0.0.2). Probamos en la seccion 2.1 una version apropiada del
teorema de Milnor-Moore entre R y la bidlgebra de vértice U(R) (definida
por primera vez en [Li]), y en las secciones 2.2 y 2.3 definimos bicodlgebras de
vértice como las estructuras adecuadas a considerar en U(R)* para establecer
una version de la dualidad de Cartier. La nociéon de dualidad para algebras
de vértice fue estudiada en [Hul, Hu2|, pero nuestro enfoque es diferente
porque debemos tener en cuenta la topologia de estos espacios. Por tltimo,
en la seccion 2.4 elegimos una base ordenada {e;}1<i<, de Ry hacemos uso
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del isomorfismo de algebras U(R)* ~ C[[X; : 1 < i < k]| para codificar
la “estructura de vértice” adicional de U(R)* en una sucesion de series de

potencias formales F'(2)(X,Y) = {Fi(2)(X,Y)}1<i<x, donde

Fi(2)(X,)Y) = X:FZ”(X,Y)Z_”_1 € C[[X:,Y:: 1 <i<a][z,27Y]
ne”L

para todo 1 < ¢ < k. Las llamamos leyes de vértice formales, ya que los axio-
mas de bicoalgebra de vértice en U(R)*
de estas series formales de potencias que son similares a los axiomas de las
algebras de vértice.

Por lo tanto, hemos podido encontrar analogias para la mayoria de los
conceptos que hemos descrito antes en el nivel infinitesimal de la teoria clasi-
ca, y las relaciones entre ellos se resumen en el Corolario 2.4.6. Sin embargo,
una excepcion consiste en la antipoda de U(R), lo cual nos impide definir la
nociéon de algebra de vértice de Hopf. Los principales problemas surgen del
hecho de que U(R) no es un algebra asociativa. Sin embargo, esto no tiene un
impacto significativo porque en la teoria clasica la antipoda de un algebra de
Hopf coconmutativa conexa no es una pieza adicional de informacién, sino
que se encuentra determinada por su estructura de bialgebra.

Los aspectos globales de la teoria se consideran en el capitulo 3. En la
seccion 3.1 formalizamos la idea de que las dlgebras OPE son los datos de
pegamiento de las algebras de factorizacion cuando la curva base es X =
Al mientras que en la seccién 3.2 generalizamos esta idea al ambito no
lineal e introducimos el concepto de monoide OPE. El caso equivariante por
traslaciones se trata en la seccién 3.3, lo que nos conduce a la definicién
de ind-esquemas de vértice, los cuales proponemos como anélogos conformes
para los grupos de Lie. En particular, en el Teorema 3.3.5 mostramos que
esta definicién cumple con nuestras expectativas debido a que obtenemos un
diagrama conmutativo similar a (0.0.1).

Finalmente, en el capitulo 4 describimos varios ejemplos de la teoria. En
las secciones 4.1 y 4.2 introducimos los ind-esquemas de vértice relacionados
con las algebras de vértice de Virasoro y afines mediante una técnica general
que nos permite producir ind-esquemas de vértice a partir de ciertos espacios
de moduli. Por otro lado, estamos interesados en la posibilidad de integracién
en el contexto conforme: dado un algebra de Lie conforme R, ;existe un
esquema de vértice cuya algebra de Lie conforme tangente es isomorfa a
R? En la teoria de Lie clasica en dimensién infinita se sabe que esto es una
cuestion sutil, aunque hay ciertos casos especiales en los que se puede obtener
una respuesta positiva. En la seccién 4.3 abordamos uno de los casos que suele
presentar un buen comportamiento: restringir nuestra atenciéon a las algebras
de Lie conformes nilpotentes. Con la ayuda de los resultados sobre leyes de
vértice formales presentados en el capitulo 2, demostramos en el Teorema
4.3.6 que para cualquiera de estas algebras de Lie conformes existe un tal
ind-esquema de vértice. En particular, este resultado nos proporciona una

se traducen en ciertas propiedades
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amplia familia de ejemplos de ind-esquemas de vértice que no provienen de
espacios de moduli.



1 Preliminares

Todos los espacios vectoriales y esquemas que aparecen en este trabajo
se consideran sobre el cuerpo C, pero en muchas situaciones podriamos sus-
tituirlo por cualquier cuerpo de caracteristica cero. El conjunto de enteros
no negativos se denotara como Z. .

1.1 Campos

Para motivar la definicién de algebra de vértice, presentaremos primero
una familia de ejemplos procedente de la teoria cuéntica de campos, conoci-
dos como teorias de campos libres.

Sea b un espacio vectorial de dimension finita, al cual veremos como un
algebra de Lie abeliana, con una forma bilineal simétrica no degenerada (-|-).
Su dlgebra de Lie afin asociada es el dlgebra de Lie

h=hxoClt,t | o CK
con corchete de Lie dado por
[Oém, Bn] = m(a|ﬁ)5m,an7 [Kv 6] = 07

donde o, = a®@t™ paraa € hy m € Z, y § es la delta de Kronecker. Tiene
dos subalgebras de Lie distinguidas: h= = C[t] ® CK y h< = ¢ *C[t"1].

Sea Cj, = C|0) la representacion unidimensional de h= donde a,|0) = 0
para todo o € h y n € Z; y K|0) = k|0) para algtn k € C.

Ahora la representacion de Fock (de peso méaximo 0) de 6 es el modulo
inducido

A~

VE(h) = Indy, Cr. = U(h) @52 Ci

~ (all ---alr [0) 7€ Zy, a € b, n; < O)c.

Para un «a € b fijo, la acciéon de «,, en V*(h) define un endomorfismo de
Vk(f)) para cada n € Z. En la terminologia de los fisicos, los a,, con n < 0
se conocen como operadores de creacion (ya que “crean” todos los vectores
de V*(h) a partir del vector vacio |0)), mientras que los oy, con n € Zy
son operadores de aniquilacion. Consideremos todos ellos a la vez como los
coeficientes de una serie generatriz

a(z) = Zan 2"t e (End VF(B))[[z, 27 Y], (1.1.1)
nez
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donde z es una variable formal. Muchas propiedades del h-modulo VF (h)
pueden estudiarse mediante estas series de potencias formales, por lo que
serd Util revisar algunas propiedades generales de las mismas.

Definicién 1.1.1. Sea V un espacio vectorial arbitrario.
(1) Una distribucion formal en V es una serie formal de potencias
a(z) = Zanz*"ﬂ € V[z 271
neZ

El indice de los coeficientes se ha elegido de tal manera que el residuo
de a(z) puede definirse como Res,a(z) = ao.

(11) Un campo en V es una distribucion formal a(z) € (End V)[[z,271]] en
End V tal que para cada v € V vale que

a(z)v € V((2)),

donde V((z)) es el espacio de las series de Laurent con coeficientes en
V. En otras palabras, a(z) = >, .z an 27" es un campo en V si para
todo v € V existe un N € Z tal que a,v = 0 para todo n > N.

(111) El dlgebra de campos lineal general en V es el espacio vectorial gl f(V)
formado por todos los campos en V.

No es dificil ver que para cualquier « € b, a(z) definido por (1.1.1) es un
campo en V¥(h). El conjunto de campos {a(z) : o € h} tiene una propiedad
muy especial llamada localidad, que precisamos a continuacién.

Definiciéon 1.1.2. Dos campos a(z) y b(z) en V son mutuamente locales si
(z —w)N[a(z), b(w)] = 0 para algin N € Z,, (1.1.2)
donde [a(z),b(w)] es el conmutador a(z)b(w) — b(w)a(z) de estos campos.

Para estudiar campos locales necesitamos establecer algunas propiedades
bésicas del calculo formal. La funcion delta formal es la distribucion formal
en z y w dada por

0(z—w) = Z 2 lyw™ € Cllz,w, 27wl
meZ
Esta distribucion formal también puede escribirse como

§(z—w)=2"" Z (w/z)™ +w™! Z (z/w)™

m€Z+ m€Z+

. ( 1 ) . ( 1 >
=lzw | — ) "z | — |
zZ— W zZ— W
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donde el simbolo i, (resp. iy,.) denota la expansion en series formales de
potencias de la funcién racional 21— en el dominio |z| > |w| (resp. |w| > |2|)
en C?. Similarmente, es posible calcular que

1 . 1
(z —w)itl hoz (z — w)itt

V(2 —w) = 2w

para todo j € Z,, donde 61(1,]) = %8{0 y Oy es el operador de derivacion
formal.

Tenemos la siguiente caracterizacion de los campos locales en términos
de la funcion delta formal y sus derivadas formales (ver |K]).

Proposicion 1.1.3. Dos campos a(z) y b(z) en V satisfacen (1.1.2) si y
sdlo si existen campos ¢ (z) para 0 < j < N tales que

N_l . .
[a(2),b(w)] = ) & (w)dD (2 — w). (1.1.3)

J=0

Los campos c’(z) pueden ser calculados a partir de a(z) y b(z) para todo
0 <j <N a través de la formula

¢ (w) = Res,(z — w)’[a(2), b(w)].

La expresion (1.1.3) es cominmente escrita por los fisicos en su forma

alternativa
N-1

! (w)
a(z)b(w) ~ Z m,
7=0
donde ~ significa que las dos expresiones meromorfas poseen la misma parte
singular. Esto se conoce como la expansidon del producto de operadores (OPE,
por sus siglas en inglés “operator product expansion”) de los campos locales
a(z) y b(w), y para un fisico significa que su producto en dos puntos cercanos
puede ser expandido en términos de otros campos y del parametro pequeno
z —w (ver [FBZ]). Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.1.4. Sean a(z) y b(z) dos campos en V, y sea n € Z,. El
producto n-ésimo entre a(z) y b(z) es el campo dado por

a(w)myb(w) = Res.(z —w)"[a(z), b(w)].

Por ejemplo, para chequear la localidad de los campos definidos por
(1.1.1) podemos calcular

(=), Bw)] = 32 3 m () K 2w

MEZNEL

= Z m (o] ) K 2~ L™t

meZ
= (a|B) K 0yy0(z — w).
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Esto muestra que a(z) y f(z) son mutuamente locales para todos a, 8 € b
debido a la Prop. 1.1.3, y podemos escribir su OPE como
(a|B) K
a(z)f(w) ~ 2———.

(z —w)

En términos de productos n-ésimos, esto puede describirse como

(o] B) K sin=1,
0 sin=0on>2.

a(2)m)B(2) = {

Por otro lado, nos gustaria dar sentido a la nocién de composicion de
campos, pero tenemos que ser cuidadosos en su definicién. Por ejemplo, si
intentamos definir

a(2)8(z) = 3 ( S anﬁl) 2

meZ \n+l=m

ara todos a, 3 € b, entonces el coeficiente de 272 aplicado a |0) seria
p )

> a0y = Y (n(alf) K + Bpnan) [0) = (alB)k Y n0),

nez nely n€Zy

lo cual en general no tiene sentido como vector en V¥(h). Este problema
puede resolverse de forma general definiendo la composicién de campos de
forma tal que los operadores de aniquilacién acttien siempre antes que los de
creacion.

Definicién 1.1.5. Sean a(z) y b(z) dos campos en V. El producto normal-
mente ordenado de a(z) y b(z) es

ca(z2)b(z) = (Z am, zm1> b(z) + b(z) Z U 2”1

m<0 meZy

Es facil comprobar que : a(z)b(z) : es nuevamente un campo. Este pro-
ducto es generalmente no asociativo, por lo que siempre que tomemos el
producto normalmente ordenado de més de dos campos asociaremos impli-
citamente los factores de derecha a izquierda.

Ahora utilizaremos el producto normalmente ordenado para extender la
familia de productos n-ésimos entre campos al caso en que n sea un entero
negativo.

Definicién 1.1.6. Sean a(z) y b(z) dos campos en V' y n < 0. El producto
n-ésimo entre a(z) y b(z) es

a(2)(myb(z) =: (0" Va(z))b(z) : .
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Observemos que con esta notacion, el producto normalmente ordenado
se convierte en el —1-ésimo producto.

Ahora estamos listos para introducir el ingrediente principal en la de-
finicién de un algebra de vértice: la correspondencia estado-campo. En el
ejemplo que hemos estado examinando, notemos que § se puede embeber
en V*(h) identificando a con a_1|0). Por lo tanto podemos considerar la
asignacion

Y(-,2):h C VE() = glf (VF(h))

a=a_1]0) = Y(a,2) = az).

Tenemos que Y (e, 2)[0) = a(2)[0) = 3, o am|0)z™"1 € VF(h)[[2]] v
su término independiente es a_1]0) = a. En particular, Y'(-, z) es un mapa
inyectivo.

Podemos reescribir esta definicién como Y (a—1|0), z) = a(2)(_1yidy ),
si miramos a idy k@) como un campo constante en VE(p). Esto sugiere que
podriamos extender la asignacion Y (-, z) a todo V¥(h) fijando

Y(ap -+ ak [0),2) = a™ () (- (07 () oyidyeey) )

para todos a% € by n; < 0,1 < j < r. Esta definicién tiene la notable
propiedad de que la familia de campos {Y(a,2) : a € V*(h)}, que fue “ge-
nerada” tomando repetidamente productos n-ésimos en la familia de campos
locales {a(z) : a € b}, continta siendo una familia de campos locales como
consecuencia del siguiente lema (ver [K]).

Proposicion 1.1.7. (Lema de Dong) Si a(z), b(z) y c¢(z) son campos en
V' mutuamente locales, entonces a(z) y b(z)myc(z) son mutuamente locales
para todo n € 7.

El mapa Y (-, 2) : V¥(b) — glf(V¥(h)) sigue satisfaciendo que Y (a, 2)|0)
es una serie formal de potencias holomorfa y su término independiente es
a para todo a € V¥(B), asi que contintia siendo inyectivo. En consecuencia,
podemos interpretar a Y(,z) como una correspondencia uno a uno entre
los elementos a € V*(h), llamados estados en fisica, y los elementos Y (a, 2)
en una familia de campos locales en V¥(h), conocidos como operadores de
vértice en VF(b).

1.2 | Algebras de vértice y algebras de Lie conformes

El ejemplo que introdujimos en la seccién anterior motiva la definicion ge-
neral de un algebra de vértice. Primero presentaremos la definicién utilizada
en K] y [FBZ], y luego describiremos varias presentaciones equivalentes.

Definicion 1.2.1. Un dlgebra de vértice consta de los siguientes datos:
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Un espacio vectorial V', llamado el espacio de estados;

Un elemento distinguido |0) € V/, conocido como estado vacio;

Una aplicacién lineal T' € End V' llamada operador de traslacion;

Una aplicacién lineal
Y(,2):V — (End V)([[z, Z_l]]a a—Y(a,z)= Za(n) z7n L
nez

conocida como correspondencia estado-campo.
Estos datos satisfacen los siguientes axiomas:

(1) Condicién de truncamiento: Para todo a € V', Y (a, z) es un campo. Es
decir, para todos a, b € V,

Y(a,z)b € V((2)).
(11) Propiedad del vacio: Y (|0), z) = idy.
(111) Propiedad de creacion: Para todo a € V', Y (a, 2)|0) € V][z]] ¥

Y (a, 2)|0)] a.

z=0 =

(1rv) Invariancia por traslaciones: Para todo a € V, [T, Y (a, )] = 9.Y (a, 2)
y T|0) = 0.

(v) Localidad: Para todos a, b € V', los campos Y (a,z) y Y (b, z) son loca-
les, i.e.

(z —w)N[Y (a,2),Y (b,w)] = 0 para algin N € Z,..

Las operaciones (). : V@V =V, a®b — a(,)b con n € Z son llamadas
productos n-ésimos del algebra de vértice, debido al hecho de que la corres-
pondencia estado-campo identifica estas operaciones en V' con los productos
n-ésimos que ya hemos definido entre sus correspondientes campos, i.e.

Y(a(n)b7 Z) - Y(a7 Z)(n)Y(ba Z)

para todos a,b € V y n € Z. Analogamente, el producto (—1)-ésimo en V/
también se denomina producto normalmente ordenado, y lo denotamos por
tab = a(_l)b.

El operador T': V' — V de un &lgebra de vértice V' no trae consigo infor-
macién adicional, ya que de hecho los axiomas de invariancia por traslaciones
y de creaciéon implican que para todo a € V,

Ta= CL(,Q) ’0)

Sin embargo, es muy 1til considerar a T' como parte de los datos dados
ya que es omnipresente en la teorfa, como puede apreciarse en la siguiente
proposicion.
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Proposicion 1.2.2. Las siguientes identidades valen en cualquier dlgebra
de vértice V.

(1) T(amyb) = (T'a)myb + a,)(Th) para todos a,b €V yn € Z.
(11) amyb=: (T-"=Ya)b : para todos a,b € V yn < 0.
(111) Y (a,2)|0) = e*Ta para todo a € V.
(v) Y(a,z)b = e*TY (b, —z)a para todos a,b € V.
(v) 0.Y (a,z) =Y (Ta,z) para todo a € V.

En particular, notar que los productos n-ésimos con n < —1 estan com-
pletamente determinados por T" y el producto normalmente ordenado.

Ejemplo 1.2.3. Si (V,-,1) es un algebra asociativa y conmutativa con una
derivacion T'; entonces podemos convertirla en un algebra de vértice defi-
niendo [0) = 1y Y(a,z)b = (e*Ta) - b para todos a,b € V.

Notar que en ese caso todos los operadores de vértice Y (a, z) son series de
potencias formales holomorfas, i.e. a(,)b = 0 para todo n € Z,. Un élgebra
de vértice con esta propiedad se denomina holomorfa, y se puede probar que
en ellas el producto normalmente ordenado es asociativo y conmutativo, asf
que las dlgebras de vértice holomorfas pueden ser identificadas con algebras
asociativas conmutativas con una derivacién. Més adn, al fijar T = 0 obtene-
mos una biyeccion entre las dlgebras asociativas y conmutativas (V,-,1) y las
algebras de vértice holomorfas tales que Y (a, 2)b = a - b para todo a,b € V,
las cuales son llamadas dlgebras de vértice triviales.

Podemos pensar en las algebras asociativas y conmutativas como algebras
(V,-,1) donde los operadores de multiplicacion a izquierda Y(a) : V —
EndV para todo a € V conmutan entre si, i.e.

Y(a)Y (b) = Y (b)Y (a). (1.2.1)

En efecto, para tales algebras obtenemos su conmutatividad evaluando (1.2.1)
en 1, y a partir de alli puede deducirse facilmente su asociatividad.

Por otro lado, en toda algebra de vértice tenemos el axioma de localidad,
el cual puede interpretarse como una version débil de (1.2.1). Podemos definir
productos iterados

Y(a2)Y(bwle= Y Y(a2)bmew "€ V((z)((w))y
n<N(b,c)
YhwY(@ae= 3 Ybwagmes ™" € V(w)(2),

m<N(a,c)

pero V((2))((w)) # V((w))((2)), asi que no es posible comparar estas dos ex-
presiones directamente. En su lugar podemos considerar el espacio vectorial
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V([z,w]][z7w™t, (2 — w)71], el cual es la localizaciéon del C|[z, w)]]-médulo
V[[z,w]] en los elementos z, w y z — w, y mirar las dos inclusiones

V() () < V[z, wl]zw,e-w = V((w))((2))

1 1

definidas por (z — w)™! = i,z —w) Tty (2 —w)Th = dyL(z — w)”
respectivamente. Podemos preguntarnos si los elementos Y (a, 2)Y (b, w)c y
Y (b,w)Y (a,z)c pueden ser vistos como expansiones de la misma “funcion
racional” f(z,w) € V[[z,w]];w —w con coeficientes en V' y polos soélo en
z=0,w =0y 2z=w. Mas atn, también podemos considerar

Y(Y(a,z — w)b,w)c = Z Y (a@b, w)e (z — w)™" e V((w))((z — w))
n<N(a,b)
y considerar la posibilidad de que esta expresién pueda ser obtenida de la
misma f(z,w) a través de la inclusion V{[z, w]], w0 = V((w))((z — w))
dada por 271 iy (w + (2 — w)) 7L
Esto resulta ser cierto, y se lo conoce como la propiedad asociativa de

las algebras de vértice.

Teorema 1.2.4. |[FBZ, Thm. 3.2.1] Sea V' un dlgebra de vértice. Para todos
a,b,c € V, las tres expresiones

Y(a,2)Y (b,w)c € V((2))((w)),
Y (b, w)Y (a, 2)c € V((w))((2))
Y(Y(a,z —w)b,w)c € V((w))((

)
z—w))

son las expansiones en sus respectivos dominios del mismo elemento de la
localizacion V{[z, W]z w,z—w-

En particular, podemos escribir por abuso de notaciéon
Y(a,2)Y(byw)e=Y (Y(a,z —w)bw)c= Z Y (agm)b, w)c(z — w) "L
n<N

donde la primera igualdad debe ser entendida en el sentido descrito anterior-
mente, i.e. a través de las expansiones apropiadas. Los fisicos generalmente
estan interesados en la parte singular de estas expresiones, asi que la férmula
anterior suele escribirse como

Y(a(n)b, ’LU)

N-1
Y(a, 2)Y (b,w) ~ Z G w) (1.2.2)
n=0

donde el simbolo ~ indica que sus partes singulares coinciden. Recordemos
que esto es equivalente a la afirmacion

N-1
[Y(a,z),Y(bw)] = Z Y ()b, w)OMé(z — w). (1.2.3)
n=0
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En otras palabras, el OPE de los campos Y (a,z) y Y (b, z) en un algebra de
vértice puede ser calculado a través de los campos Y (a(,)b, z) con n € Z.

La importancia del OPE en la teoria conforme de campos nos motiva a
continuar investigando las propiedades del conjunto de productos n-ésimos
no negativos entre los campos {Y (a, z) : a € V'}. Si le aplicamos la transfor-
mada de Fourier formal f(z,w) — Res,e**~%) f(z,w) a (1.2.3) obtenemos
una serie generatriz para los productos n-ésimos no negativos, la cual deno-
tamos como

[Y(a,w)\Y (b,w)] Z AP w),

nEZy

donde A\ = %)\". Esta expresion se denomina el A-corchete de estos cam-
pos. Por medio de la correspondencia estado-campo podemos considerar una
serie generatriz andloga para los estados a,b € V definida como [axb] =
Zn€Z+ /\(")a(n)b, y sus propiedades algebraicas se encuentran comprendidas
en la siguiente definicion.

Definiciéon 1.2.5. Un dlgebra de Lie conforme es un C[T]-mo6dulo R junto
con una aplicacion lineal

[A]: R® R— R[N,
a®b— [axb] = Z)\

neZly
llamada A-corchete, que satisface las siguientes propiedades:
(1) T-sesquilinearidad: Para todos a, b € R,

[Ta,\b] = —)\[a,\b] y (1.2.4)
[axTh] = (A + T)[axb].

(11) Antisimetria: Para todos a, b € R,

[a)\b] = —[b,)\,Ta]. (1.2.6)

(111) Identidad de Jacobi: Para todos a, by ¢ € R,
[ax[byc]] = [[axb]a+pc] + [bulaxc]]. (1.2.7)

Los productos n-ésimos no negativos de un &lgebra de vértice V' siem-
pre definen una estructura de algebra de Lie conforme en V. Mas atn, las
algebras de vértice pueden ser definidas equivalentemente como &dlgebras de
Lie conformes con una estructura adicional (dada por el producto normal-
mente ordenado) de éalgebra unitaria — posiblemente no asociativa — donde
T actia como una derivacion, junto con una serie de compatibilidades (cf.
[BK, DSK]). Algunas de estas relaciones se enumeran a continuacion.



2. Algebras de vértice y algebras de Lie conformes 17

= Férmula de Wick a izquierda: Para todos a,b,c € V,
A
[ay:bc:]=:[axb]c:+ :blaxd : —|—/ [[axb]ucldp; (1.2.8)
0
= Formula de Wick a derecha: Para todos a,b,c € V,

[ ab:yc] =: <6T8*a) [bac] : + - (eTa*b> [axc] : —i—/)\[bu[a)\#c]]du;
" (1.2.9)

s Cuasi-asociatividad: Para todos a,b,c € V,

CGabi)ei=:a(:be:): + (/OTd)\a) [bac] : + : (/OTd)\b> lax] : .

(1.2.10)

Los paréntesis en (1.2.10) indican como calcular el producto normalmente
ordenado. Por ejemplo, el término : ( fOT dXa)[byc] : debe ser entendido como
Yoz, + (T Da)(bimye) .

El hecho de que los productos n-ésimos no negativos se comporten como
un algebra de Lie, mientras que en el caso holomorfo los productos n-ésimos
negativos definen una estructura de algebra asociativa y conmutativa, es una
manifestacién de la naturaleza dual de la teoria de las algebras de vértice.
Hemos visto que las algebras de vértice satisfacen una propiedad de asocia-
tividad que generaliza la nocién de algebra asociativa y conmutativa. Pero
ademas, las algebras de vértice también satisfacen la propiedad de antisime-
tria dada en la Proposicion 1.2.2 (iv) asi como una féormula muy importante
conocida como la identidad de Jacobi para las algebras de vértice. En su
formulacion debemos tener cuidado con la siguiente convencioén: siempre que
nos encontremos con una expresion de la forma (z £ w)"™ con n < 0, se in-
terpretara utilizando su expansiéon en potencias no negativas de la segunda
variable, es decir

Cror= 3 () et

kEZ

donde los coeficientes binomiales se definen como (Z) = W para

n <0y k € Zy. Por ejemplo, la expresion 6(zp — (21 — 22)) se expande como

S M a )= Y <Z> LR (L )k,

nez mEZ kEZy

La identidad de Jacobi para las algebras de vértice es utilizada por Le-
powsky y Li como reemplazo de los axiomas de invariancia por traslaciones
y de localidad en la definicion de algebra de vértice que dan en |LL], la cual
presentamos a continuacion.
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Definicion 1.2.6. Un dlgebra de vértice consta de los siguientes datos:
= Un espacio vectorial V', llamado el espacio de estados;
» Un elemento distinguido |0) € V, conocido como estado vacio;

= Una aplicacion lineal

Y(-,2):V = (End V)[[z,27Y]], a—Y(a,2)= Za(n) z L
neL

conocida como correspondencia estado-campo.
Estos datos satisfacen los siguientes axiomas:

(1) Condicién de truncamiento: Para todo a € V', Y (a, z) es un campo. Es
decir, para todos a, b € V,

Y(a,z)b e V((2)).

(11) Propiedad del vacio: Y (|0), z) = idy.
(111) Propiedad de creacion: Para todo a € V', Y (a, 2)|0) € V][z]] ¥

Y(a, z)|0) ’

2=0 = Q.

(1v) Identidad de Jacobi: Para todos a,b € V,

0(z0 — (21 — 22))Y (a,21)Y (b, 22) — 0(z0 — (—22 + 21))Y (b, 22)Y (a, 21)
=0(z2 — (21 — 20))Y (Y (a, 20)b, 22). (1.2.11)

El axioma de truncamiento es vital en esta definicion, ya que para que la
identidad de Jacobi tenga sentido debemos comprobar que los coeficientes de
cada monomio en las tres variables formales se convierten en sumas finitas
cuando son aplicados a elementos en V', y esto es cierto por la propiedad de
truncamiento.

Denotemos por VA a la categoria cuyos objetos son algebras de vértice
y cuyos morfismos son homomorfismos de algebras de vértice, los cuales son
mapas lineales entre algebras de vértice que preservan el vacio asi como
todos los productos n-ésimos para n € Z. Esta categoria es monoidal, donde
el objeto unitario es C con la estructura de dlgebra de vértice trivial, y el
producto monoidal de dos algebras de vértice V1 y Vs es el producto tensorial
V1 ® V4 con la estructura de algebra de vértice definida tomando |0)y; ®0)ys,
como el estado vacio y Yy,gv,(a1 ® az,2) = Yy, (a1, 2) ® Yy, (a2, 2) para
a1 ®ag € V1 @ Va (ver [K]).

La correspondencia que asigna a cualquier algebra de vértice V el algebra
de Lie conforme obtenida al olvidar sus productos n-ésimos negativos define
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un funtor entre sus respectivas categorias. Demostraremos ahora que este
functor admite un adjunto a izquierda, que asigna a cualquier algebra de Lie
conforme R un dlgebra de vértice universal envolvente U(R).

El primer paso consiste en construir la afinizacion de R, la cual es el
algebra de Lie conforme R = R® CJt,t 1], con productos n-ésimos definidos
como

@@ Hmy@@9) = > (apimb) @ @™ f)g

meEZy

para todo n € Z, y con estructura de C[T]-modulo dada por
Ta® f)=Ta® f+a® 0 f.

Puede probarse con facilidad que TR es un ideal bilatero con respecto al
producto 0-ésimo en R, y por lo tanto

LieR = R/TR (1.2.12)

es un 4lgebra de Lie con el corchete inducido por el producto 0-ésimo, es

decir
m
[am, bn] = Z ( .)(a(j)b)m+nj
; J
JELy
paratodosa,b € Ry m,n € Z, donde a,, denota la imagen de a®t" en Lie R.
Podemos hacer que Lie R sea un C[T]-moédulo fijando T'(ay,) = —m am—1.
Sea Lie R_ (resp. Lie R, ) la subalgebra de Lie de Lie R generada por todos
los a,, con m € Z; (resp., m < 0). Luego la aplicacion

R — Lie R, (1.2.13)

dada por a — a_; es un isomorfismo de C[T]-médulos (ver [K, Lemma 2.7]),
lo cual nos permite transportar la estructura de &lgebra de Lie de Lie R
hacia R. Denotamos a R con esta estructura de algebra de Lie como Ry;e, v
su corchete de Lie puede calcularse directamente a partir del A-corchete de
R mediante la férmula

0
la,b] = / laxb] dA (1.2.14)
-T
para todos a,b € R. Entonces el algebra universal envolvente de Ry;e es
U(Rrse) = U(Lie Ry) ~ Indpis §_C|0),

donde C|0) es el Lie R_-modulo unidimensional trivial. Puede verse que en
U(Ry;e) existe una tnica estructura de algebra de vértice tal que la restric-
ciéon de su A-corchete a Ryje X Ryje coincide con el A-corchete de R y la
restriccion de su producto normalmente ordenado a Rp;e X U(Ry;e) coincide
con el producto asociativo en U(Rp;e) (ver [BK, Thm. 7.12]). Equipada con
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esta estructura de algebra de vértice, U(Ry;e) es llamada el dlgebra de vértice
universal envolvente de R y se la denota como U(R).

Puesto que U(R) visto como espacio vectorial es el algebra universal
envolvente de Ry, tenemos una base PBW para U(R), y podemos escribirla
usando el producto normalmente ordenado: si {e; : 1 < i < Kk} es una base
ordenada de R como espacio vectorial, donde k es algtn cardinal, entonces
podemos conformar una base para U(R) al considerar todos los elementos
de la forma

B PR =7 PR

donde 1 < i1 < ... < i < Ky k € Z4. Aqui continuamos usando la
convencién de asociar estos productos iterados de derecha a izquierda.

El algebra de vértice U(R) satisface la siguiente propiedad universal (ver
[BK, DSK]): si V' es un élgebra de vértice y f : R — V es un homomorfismo
de algebras de Lie conformes (es decir, un morfismo de C[T]-mo6dulos que
preserva los A-corchetes), entonces existe un inico homomorfismo de algebras
de vértice f : U(R) — V tal que el siguiente diagrama conmuta

R — U(R)
\ lf

v
donde ¢ : R — U(R) el mapa de inclusion. En términos categoricos, esto
significa que U es un adjunto a izquierda del funtor de olvido de VA a la
categoria Con fA de algebras de Lie conformes.

Terminaremos esta seccién introduciendo dos de los ejemplos mas impor-
tantes de la teorfa: las algebras de vértice afines y de Virasoro.

Ejemplo 1.2.7. Sea g un algebra de Lie de dimension finita. Su dlgebra con-
forme current asociada es el algebra de Lie conforme R = Curg = C[T] ® g,
con A-corchete determinado por [«yf(] = [«, 8] para todos «, 5 € g. Tenemos
un isomorfismo Lie R ~ g[t,t!], el dlgebra de lazos de g, con corchetes dados
por

[ama ﬁn] = [a7 B]ern

para todos a,3 € gy m,n € Z. El dlgebra de lazos positiva de g es su
subalgebra de Lie dada por Lie R— ~ g[t]. Si (-|) es una forma bilineal
simétrica invariante en g, podemos considerar también el dlgebra de Lie afin
asociada a g, definida como la extension central g[t,¢~1] @ CK con corchetes

[Olma ﬁn] = [aa B]ern + m(a|ﬁ)5m,an7 [amv K] =0

para todos a, 3 € gy m,n € Z.
Dado k € C, sea C; = CJ|0) la representacion unidimensional de su
subalgebra de Lie g[t] @ CK tal que a;,|0) = 0 para todos « € g, n € Zy y
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K|0) = £|0). Entonces podemos considerar el médulo inducido

VH(§) = It IR e, ~ (ot - -alr [0) : v € Zy, 0¥ € g, my < O)c.
Puede probarse que este espacio vectorial admite una estructura de algebra
de vértice, denominada dlgebra de vértice afin en nivel k asociada a g.

En particular, para k = 0 el dlgebra de vértice afin V°(g) es el dlgebra de
vértice universal envolvente de R = Cur g. Asimismo, notemos que cuando
g = b es un algebra de Lie abeliana recuperamos el ejemplo trabajado en la
seccion 1.1.

Ejemplo 1.2.8. El dlgebra conforme de Virasoro es el algebra de Lie con-
forme R = Vir = C[T|L, con A-corchete determinado por [LyL] = TL+2\L.
Por otro lado, el dlgebra de Witt es el algebra de Lie Der C[t, t—1] = C[t,t~1]0,
de campos vectoriales regulares en C*, la cual posee una base formada por
los elementos L(n) = —t"*19, con n € Z, y sus corchetes de Lie estan dados
por

[L(m), L(n)] = (m — n)L(m +n)

para todos n,m € Z. Es un C[T]-mo6dulo con T' = ad L(—1). Tenemos un
isomorfismo de algebras de Lie dado por Lie R ~ Der C[t,t™!] que respeta
la accion de T, determinado por la identificacion L, 11 — L(n) para todo
n € Z. Mediante este isomorfismo, Lie R_ se identifica con su subélgebra de
Lie Der C[t] = C[t]0;, generada por {L(n) : n > —1}.

El algebra de Witt tiene una tnica extension central, el dlgebra de Vira-
soro C[t,t71]0; ® CC, cuyos corchetes estan dados por

[L(m), L(n)] = (m — n)L(m +n) 4+ (m® — m)ém,,nl%,

[L(m),C]=0
para todos m,n € Z. Si fijamos ¢ € C, podemos considerar C. = C|0) como
la representacion unidimensional de C[t]0; & CC donde L(n)|0) = 0 para
todos @ € g, n > —1 y C|0) = ¢|0), y formar el modulo inducido

. C[t,t—1oCC
Vir, = Indc{t]at@]ct(? Ce~(L(n1)---L(ny)|0) : r € Zy, nj < —2)c.

Este espacio vectorial admite una estructura de algebra de vértice, denomina-
da dlgebra de vértice de Virasoro con carga central c. Notemos que en el caso
¢ = 0 esta construcciéon da lugar al dlgebra de vértice universal envolvente

de R = Vir.

1.3 | Algebras quirales y algebras de Lie*

El resto de los preliminares servirain como un breve recorrido por algunos
de los conceptos de la obra de Beilinson y Drinfeld [BD1], que so6lo utilizare-
mos en los capitulos 3 y 4. De este modo, el lector interesado principalmente
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en el nivel infinitesimal de la teoria puede omitir estas secciones y avanzar
directamente al capitulo 2.

Los principales objetos con los que tendremos que trabajar se conocen
como algebras quirales, de factorizacion y OPE. Estas tienen sentido sobre
curvas algebraicas suaves X arbitrarias (e incluso en dimensiones superiores,
cf. [FG]), pero estaremos interesados principalmente en el caso X = A, por
lo que el lector puede asumirlo a lo largo del texto.

Comenzaremos por enunciar algunos hechos y notacién bésicos para abor-
dar estos objetos algebro-geométricos. Para cualquier esquema suave Z, Oz
denotaré su haz de estructura y Dy su haz de operadores diferenciales, ge-
nerado por su haz ©7 de campos vectoriales. Un O-médulo sobre Z es un
haz cuasi-coherente de Oz-moédulos, y un D-modulo a izquierda (resp. a de-
recha) sobre Z es un haz de D z-modulos a izquierda (resp. a derecha) que es
cuasi-coherente como haz de Oz-médulos. Denotaremos por My (Z), M!(Z)
y M"(Z) a las categorias de O-mo6dulos, D-modulos a izquierda y a derecha
sobre Z respectivamente.

Dado un morfismo de esquemas f : Z1 — Zs, denotaremos por f* vy f, a
los funtores de pullback y pushforward de O-moédulos, mientras que f' y fi
seran los funtores de pullback y pushforward de D-moédulos a izquierda o a
derecha (casi nunca nos referiremos a sus versiones derivadas).

Si F1,Fo € MY(Z), entonces F; ®0, F2 es naturalmente un elemento de
MU(Z), asi que M!(Z) es una categoria monoidal con producto ® = ®g,
y unidad Oz. Esto no ocurre en M"(Z), sin embargo tenemos la siguiente
propiedad: para cada G € M"(Z) y F € M!(Z), §®p, T es naturalmente un
Dz-modulo a derecha, donde un campo vectorial 7 € ©4 C D, actiia como
(g@flr=g70f-gaTf

El haz invertible w; de formas de grado maximo en Z posee una estruc-
tura canonica de Dz-modulo a derecha, donde un campo vectorial 7 € O 4
actiia en una forma «a € wy a través de la derivada de Lie de 7, es decir
a -1 = —Lie;(a). En particular, tenemos un funtor

M(2) LM (2), Vs V= wy @0, V. (1.3.1)
Este funtor es de hecho una equivalencia de categorfas, cuyo inverso (-)! esta
dado por A — Al = A ®g, wgl = Homy, (z)(wz, A).

El producto tensorial exterior del Oz -médulo V con el Oz,-moédulo W

es el Oz, xz,-moddulo

VW =71V ®o, 5, T2 W,

donde 7; : Z1 x Zy — Z; son las proyecciones. Notemos que el producto
tensorial exterior de D-modulos a izquierda es nuevamente un D-modulo a
izquierda, y también podemos definir el producto tensorial exterior de D-
modulos a derecha usando (1.3.1).
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Sea X una curva algebraica suave sobre C. Denotaremos por A : X — X?
al mapa diagonal, y j : U — X2 sera su inclusion abierta complementaria.
Con mayor generalidad, si definimos fSet como la categoria de todos los
conjuntos finitos no vacios con morfismos dados por las suryecciones entre
ellos, entonces para cada I € fSet podemos definir AY) : X — XT como la
diagonal principal y U = {{z;}ics : 7; # xy sii #4'}, i.e. el complemento
del divisor diagonal para |I| > 2. A su vez, denotaremos por j Oyl — xT1
a la inclusion abierta canonica.

Ahora para cualquier A € M"(X) y I € fSet definimos una I-operacion
quiral en A como un elemento del conjunto

PNMA) = HomM,.(XI)(jif)j(f)*Aw’ A!(])‘A>'

Estas operaciones pueden ser compuestas entre si de la siguiente manera:
dada una suryeccién 7 : J — I en fSet, con fibras J; = 7~ ({i}) parai € I,
la composicién de v € P*(A); con {§; € P(A)y,}icr es el elemento de
P (A) ; definido por

() (D)% .
]£ )](J) ART :],E”)

()%

) () (). ) .
J &ieljﬁjl)j(li)*ﬂx‘]i M jﬁﬂ)](w)*A'(Jl)‘A

AlM -
— ASW)]yEI)](I)*.AI 7 A,( )A,(I).A — A!(J).A,

donde
AW =T[AV) : X7 — X7 (1.3.2)
i€l
es el mapa diagonal determinado por 7y j(™ : U™ < X7 es el complemento
de las diagonales transversales a X/, i.e.

U = Hzj}jes € X7 i ay # xp siw(j) #7(5)} (1.3.3)

Por lo tanto las operaciones quirales forman una operad, a la cual deno-
tamos por P*(A) y llamamos operad quiral.

Definicion 1.3.1. Un dlgebra quiral no unitaria sobre X es un D-mddulo a
derecha A sobre X junto con un producto quiral

e g TARA — AJA

en Pch (A){LQ}, el cual es antisimétrico y satisface la identidad de Jacobi en
el sentido de que define un morfismo de operads de la operad de Lie Lie a
P"(A). En otras palabras, A es un algebra de Lie sobre la operad quiral.

Las secciones del haz j,j*A X A son secciones de A X A en las cuales
permitimos que haya polos en la diagonal. Por otro lado, el pushforward AjA
puede ser calculada a través de la descomposiciéon canoénica del D y2-mddulo
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wx WA alo largo de la subvariedad cerrada A (ver [FBZ, Sect. 20.2.3]), lo

cual da lugar a la sucesiéon exacta
02wy A= jjfwx XA — AA — 0.

Esta construcciéon nos permite definir algebras quirales unitarias, las cua-
les llamaremos simplemente algebras quirales.

Definicion 1.3.2. Un dlgebra quiral sobre X es un algebra quiral no unitaria
(A, @) junto con un mapa unidad u : wy — A, el cual es un morfismo de
D x-modulos a derecha tal que la restriccion de p a j.j*wx KA mediante
u X idy es la proyecciéon candnica a AyA.

Ejemplo 1.3.3. El Dx-moédulo A = wyx junto con la proyecciéon candnica
Moy JxJ wx Mwyxy - Awx es un ejemplo de algebra quiral. Su producto
quiral es claramente antisimétrico, y para ver que satisface la identidad de
Jacobi introducimos el complejo de Cousin de wxs[3] asociado a la estratifi-
cacion diagonal de X3 (ver [BD1, Sect. 3.1.5] para este ejemplo y [Ha| para
generalidades sobre complejos de Cousin). Este es el complejo de cocadena
C(wxs) concentrado en grados —3, —2 y —1 dado por

03V = @@ Ayaiiwxe = APwy =0, (1.3.4)
1<i<j<3

donde ](3) = j({17273})’ A(S) = A({17273}) y AZ] = A(ﬂ'ij) para la proyeccién i
que identifica ¢ y j en {1,2,3}. La componente (i, j)-ésima de la diferencial
d~3 es el mapa d&?j) : ji3)j(3)*wX3 — Ajj1j«j wx2 que toma la parte singular

de las secciones de j£3)j(3)*wX3 a lo largo de la diagonal x; = x; en X3,

mientras que d~2 es la suma de los mapas d&?j) = A,-ﬂ(,uwx) C Ak wxe =

AjjAwy = A!(?’)w x. Ahora la suma de los términos en la identidad de Jacobi
para [, coincide con el cuadrado de la diferencial de este complejo, asi que
es nula.

A continuacién describiremos la relaciéon entre las algebras de vértice y
las algebras quirales sobre A'. Recordemos que para cualquier esquema afin
Z = Spec A existe una equivalencia de categorias

Mo(Z) ~ Moda

dada por el funtor de secciones globales V — V = I'(Z, V). Su inverso es el
funtor de localizacion V' — V, donde V(D) = V; para cada abierto afin
distinguido Dy C Z, con f € A. Similarmente

MN(Z) ~ Modlygs vy M'(Z) ~ Modpg 4,

donde Diff A es el algebra de operadores diferenciales con coeficientes en A.
En particular, un O-mo6dulo sobre A™ queda determinado por su C[zy, ..., z,]-
modulo de secciones globales, y un D-modulo a izquierda/derecha sobre A™
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queda a su vez determinado por su C[x1, ..., p, Oz, s .., O, ]-modulo a izquier-
da/derecha de secciones globales. Notemos que hemos elegido denotar a las
coordenadas globales de A como z1,...,x, (o bien x e y para A%), puesto que
las letras z1,..., z, (o bien z y w) siempre representaran variables formales
para nosotros.

Ahora podemos presentar la construcciéon de las algebras quirales aso-
ciadas a las algebras de vértice. La prueba del siguiente resultado puede
encontrarse en [BDHK].

Proposicion 1.3.4. Dada un dlgebra de vértice (V,Y,T,|0)), los siguientes
datos definen un dlgebra quiral sobre A':

s Un Dyi-mddulo a izquierda A determinado por T'(A', A) = V[z]dz,
donde la accion a derecha de Clx,0,] se define como axidx - 0, =
Tazidr — adyaide;

= Un producto quiral p : jyj*AXA — A\A dado en coordenadas globales
por la aplicacion

Vo Viz,yll(z —y) de Ady — Viz,yl[(x —y) " Ydz Ady [ Ve, ylde A dy
a®ba(r,y) — Y(a,z —y)ba(r,y) mod V]z,yldx A dy;

» Un mapa unidad u : wyr — A dado por la seccion global |0) dx de A.

Estas algebras quirales poseen una propiedad especial: son equivarian-
tes por traslaciones, lo que a grandes rasgos significa que inducen la misma
estructura de algebra de vértice sobre cada una de sus fibras sobre Al. Se-
guidamente daremos una definicién precisa.

Sea G, el grupo aditivo de traslaciones sobre la recta A', actuando me-
diante a : G, x A' — Al (t,2) — t+x, yseap: G, x Al — Al la proyeccion
al segundo factor. Un O-médulo F sobre Al es G,-equivariante si existe un
isomorfismo ¢ : p*F — a*F de O-modulos sobre G, x Al, tal que valen las
siguientes compatibilidades:

1. Si a3, p3: G2 x Al — Al se definen por az(ti,to,z) = t1 +ta+xy
ps3(t1,t2,x) = x, entonces el siguiente diagrama commuta en la catego-
ria de Ogz , p1-modulos

X id)*
(a xid)* p*F = p3F = (p x id)* p*F v SY (p x id)*a*F = (id X a)*p*F

(a XW %&)*w

(a xid)*a*F = a3F = (id x a)*a*F

2. Siip: Al = G, x Al es la inclusién x — (0, ), entonces iy = idy.
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Definicién 1.3.5. (1) Un Dy 1-moddulo a izquierda/derecha es equivarian-
te por traslaciones si es Gg-equivariante como O41-modulo y el mapa
1 es un isomorfismo de Og, M D 41-modulos.

(11) Un algebra quiral no unitaria (A, p) es equivariante por traslaciones si
lo es como D,1-moédulo y para todo t € G, vale que p = pt, donde pf
esta dado en coordinadas globales por

a® bf<x7y) = /’L(a ® bf(l‘ -ty — t))‘$:$+t.
Notemos que wy1 es un algebra quiral no unitaria equivariante.

(111) Un algebra quiral es equivariante por traslaciones si lo es como algebra
quiral no unitaria y ademés el mapa unidad es equivariante bajo la
G,-accion.

Tenemos el siguiente resultado de [BD1| (una prueba detallada puede en-
contrarse en [BDHK]), el cual en particular nos dice que las algebras quirales
sobre A! definidas en la Proposicion 1.3.4 son exactamente las equivariantes
por traslaciones.

Teorema 1.3.6.

1. La asignacion V- — Vx| define una equivalencia entre la categoria de
espacios vectoriales y la categoria de Ox1-mddulos Gg-equivariantes.

P

2. La asignacion (V,T) — V]z|dx define una equivalencia entre la catego-
ria de espacios vectoriales diferenciales y la categoria de D y1-mddulos
a derecha G,-equivariantes.

3. La asignacion (V,Y,T,]0)) — (A, u,u) dada en la Proposicion 1.3.)
define una equivalencia entre la categoria de dlgebras de vértice y la
categoria de dlgebras quirales sobre Al equivariantes por traslaciones.

Dado que nos interesan las algebras de vértice que son envolturas uni-
versales de algebras de Lie conformes, necesitaremos entender la contraparte
geométrica de estas ultimas. Para un A € M"(X) dado, definimos la operad
* de A como la operad P*(A) cuyas [-operaciones para todo I € fSet estan
dadas por el conjunto

P*(A); = Homyg (1) (A%, A 4).

Para un 7 : J — I dado en fSet, la composicion entre v € P*(A); con
{6; € P*(A)j,}ier es el elemento de P*(A); definido por

s _ AT
AR Bt g A4 = AP AR 2 ADAD 4 = A4
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Definicion 1.3.7. Un dlgebra de Lie* sobre X es un D-modulo a derecha
R sobre X junto con un producto

B REKR — AR

en P*(R){12) que define un morfismo de operads Lie — P*(R). En otras
palabras, es un algebra de Lie sobre la operad x.

Dado que para todo A € M"(X) e I € fSet tenemos una inclusion
AR jif)j(l)*AIXI

podemos restringir cualquier operaciéon quiral en P*(A); a una operacion *
en P*(A)r. Esto define un morfismo de operads P"(A) — P*(A), el cual a
su vez nos permite definir un funtor de la categoria de algebras quirales a la
categoria de algebras de Lie* sobre X. Beilinson and Drinfeld demostraron
en [BDI1| que este funtor admite un adjunto a izquierda, el cual le asigna a
cada algebra de Lie* R su dlgebra quiral universal envolvente U(R). Tene-
mos el siguiente resultado en consonancia con el Teorema 1.3.6 relacionando
algebras de Lie*, 4lgebras de Lie conformes y sus correspondientes algebras
universales envolventes.

Proposicion 1.3.8. Si (R, [-x-]) es un dlgebra de Lie conforme, los siguientes
datos definen un dlgebra de Lie* sobre A':

» Un Dyi-modulo R determinado por T' (A, R) = R[z]dx, donde 0, actia
como azidr - 0y = Taz'dr — aOyx'dx;

s Un producto x p_ : RKR = AR dado en coordenadas globales por

R ® Rz, yldz A dy — Rlz,y)[(x —y) " '|dz A dy / R[z,y]dx A dy
a®ba(z,y) = [a_y)-1b] a(z,y) mod R[z,yldx A dy.

Mas ain, la asignacion (R, [x]) — (R, pu_) define una equivalencia entre las
categorias de dlgebras de Lie conformes y la categoria de dlgebras de Lie*
sobre Al G -equivariantes, y W(R) es el dlgebra quiral asociada al dlgebra de
vértice U(R).

1.4 | Algebras y monoides de factorizaciéon

A continuacién ahondaremos en los aspectos geométricos que yacen bajo
las 4lgebras de vértice. En [BD1, Sect. 3.4] los autores introdujeron la nocion
de algebra de factorizacion, la cual codifica toda la informacién subyacente
a un algebra de vértice o quiral en ciertas propiedades de factorizacién para
una familia de O-mo6dulos sobre las potencias de X . Utilizaremos la notaciéon
definida en (1.3.2) y (1.3.3).
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Definicion 1.4.1. Un dlgebra de factorizacion no unitaria sobre X es una
familia {V;} donde V; es un O-moédulo sobre X' para cada I € fSet, junto
con

= Un isomorfismo diagonal de O-modulos sobre X!

™ ATy,

» Un isomorfismo de factorizacion de O-modulos sobre U™

O 1 3 Bier Vg, = §V,

para cada suryeccién w : J — I en fSet. Requerimos que los O-modulos Vi
no posean secciones locales no nulas con soporte en la unién de todas las
diagonales en X', y también las siguientes compatibilidades con respecto a

la composicién de suryecciones K II—) J5 I
(1) ) — V(W)A(w)*(,,(w’)),
(1) ¢y = C[m/}j(”/)*(&e]c[w;;KﬁJi})

(111) V(”,)A(”,)*(C[W/]) = c[ﬂ](ﬁiely(ﬂgz&'*‘]i)).

Dada un dlgebra de factorizacion no unitaria {Vr}, utilizaremos las no-
taciones V = Vi3, Vo =V 9y, v = L2 ARy 5V y ¢ = cldaanl
JVRYV — 5*Vs.

Definicion 1.4.2. Un dlgebra de factorizacion sobre X es un algebra de
factorizacion {V;} sobre X junto con una unidad, que es una secciéon global
1 € V tal que para toda seccion local f € T'(W,V) con W abierto en X,
la seccion 1 X f de j*Vs definida usando ¢ se extiende a la diagonal, y su
restriccion es A*(1 X f) = f. Notemos que si la unidad existe, entonces es
dnica.

Bajo la presencia de una unidad, los O yr-m6dulos V; admiten una es-
tructura de D yr-modulos a izquierda compatible con la estructura de fac-
torizacion y tal que la seccion unidad es horizontal (i.e., 1 : Ox — V es un
morfismo de D-modulos). Esto es anédlogo al hecho de que el operador de
traslacion 7' de un algebra de vértice V' esté univocamente determinado por
|0) e Y, puesto que Ta = 0,Y (a, z)|0>‘220 para todo a € V.

La importancia de las algebras de factorizacién radica en el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.3. [BD1, Sect. 3.4] La categoria FA(X) de dlgebras de facto-
rizacion es equivalente a la categoria CA(X) de dlgebras quirales sobre X .
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Idea de la demostracion. Si partimos de un &algebra de factorizacion {Vr},
podemos considerar la descomposicion canénica del D-modulo Vo con res-
pecto a Ay U, la cual nos brinda el siguiente tridngulo exacto en la categoria
derivada D*M!(X?)

AAYy = Vo — 5,5 Ve — AAV[1].

En M!(X?), podemos utilizar a ¢ y v para calcular los tltimos dos térmi-
nos en términos de V, y teniendo en cuenta que V5 no puede tener secciones
soportadas en la diagonal, llegamos a la siguiente sucesién exacta

0= Vs — VRV LAY 0.

Si tomamos el D-modulo a derecha A = V", obtenemos un producto
quiral p para A al tensorizar Y2 con wy2. Para entender por qué este producto
es antisimétrico y satisface la identidad de Jacobi, observemos que una forma
alternativa de construir u (dada en [BD1]) es

wy @id
Jed VRV = G5 WRR © VR o gtox Rux @ Vg =

Awx @ Vy ~ Aj(wx ® A'Vy) ~ AV,

donde pi,, € P (w X){LQ} es la proyeccion canodnica, la cual a su vez es el
producto quiral de wx. Por tanto, la antisimetria y la identidad de Jacobi
para j se deducen de las de p,,, , que hemos comprobado en el Ejemplo 1.3.3.
La seccion u = 1 ® wx es una unidad para A, asi que (A, u,u) resulta ser
un algebra quiral sobre X.

Supongamos ahora que tenemos un algebra quiral (A, p, u) sobre X ar-
bitraria. De la construcciéon anterior se deduce que podemos recuperar los
dos primeros haces de {V;} como V = Al = A ®y, w)_(l y Vo = Ker Y2,
donde Y% = u® w)_(é Esto se puede generalizar considerando el comple-
jo de Chevalley-Cousin de A, que es el complejo de familias (o familia de
complejos) de D yr-mddulos a izquierda dado por

O = @ AT A
m:l—>T
[T|=|1]+n

Notemos que C(A)y; estd concentrado en grados —|I| a —1. Las compo-
nentes d, v : A!(I_HT)jiT)j(T)*(A[l])gT — A!(I_»T/)j,ETl)j(T/)*(A[l])gT’ de las
diferenciales d™ solo son no nulas cuando |T’| = |T| — 1 > 1, y en ese caso
si escribimos T' = T" U {4, j} y T" = T" U {k}, entonces dj. 1. es el producto
tensorial exterior de la identidad en A¥T” y el producto quiral w aplicado en
las entradas i-ésima y j-ésima y colocado en la k-ésima salida, localizado en
las diagonales transversales a X7 .



4. Algebras y monoides de factorizacion 30

No es dificil ver que C(A)x es solo A[l], mientras que C(A)y. es el
complejo concentrado en grados —2 y —1 dado por

G ARA LS AL

Ademés, observemos que en el caso A = wx, C(A)ys coincide con el
complejo de Cousin C'(wxs) que describimos en el Ejemplo 1.3.3. Los com-
plejos C(A)y; resultan ser aciclicos en todos sus términos a excepcion de
n = —|I|, asi que la tunica informacion cohomologica relevante proviene de

Vi =Ker (dV: 0 = c(AR

Estos D yr-moédulos a izquierda forman un algebra de factorizaciéon sobre
X, donde los isomorfismos v(™) y C[z] requeridos se obtienen como conse-
cuencia de ciertas propiedades de factorizacion de los complejos C(A)y;, ¥
la seccion unidad es 1 = u'. O

Ejemplo 1.4.4. Sea X = A' y asumamos que (A, u1,u) es equivariante por
traslaciones, de forma tal que T'(A', A) = V[z]dx para algtn dlgebra de
vértice V. Entonces los dos primeros haces de su &dlgebra de factorizacion
asociada {V;} estan determinados por T'(Al, V) = V]z] y T(A2,Vy) = Vo =
Ker Y2, donde Y2 = I'(A?, u!). Similarmente, para todo n > 2 vale que
LA™, Vi ny) = Vo = Ker Y, donde

Viziicicnl(®i — 25) icicj<n
Vizili<i<n

a1 ® - @ apn f(1,...,20) = Y(---Y(ar, 1 — 22)az -, Tn1 — Tn)an-

Y™ VE i cicnl(2i — 25) " i<icj<n —

Y

f(:l;‘l, ceny :L‘n) mod V[xi]lgign-

Usando los Teoremas 1.3.6 y 1.4.3 es posible mostrar que las dlgebras
de factorizacién descritas en este ejemplo agotan todas las dlgebras de fac-
torizacion equivariantes por traslaciones sobre Al, las cuales se definen de
forma similar a otros objetos G,-equivariantes: si a’, p! : (G, x Al)m — AMI
son los morfismos deducidos naturalmente de a y p, entonces requerimos que
existan isomorfismos 17 : p"*V; — a’*V; que preserven las estructuras de
factorizaciéon y satisfagan compatibilidades naturales.

Una de las principales ventajas de las algebras de factorizacion es el hecho
de que se puede generalizar su definicion para que los haces V; vivan en
categorias distintas a la de O xr-moédulos, inclusive en categorias no aditivas.
Para cualquier esquema Z, el andlogo no lineal de un haz cuasi-coherente
de Oz-modulos es un ind-esquema Gz sobre Z, es decir, un colimite formal
lig S(Zn) de un sistema inductivo de esquemas cuasi-compactos S(Zn) sobre Z,

tal que todos los morfismos S(Zn) — S(Zm) para n. < m son inclusiones cerradas.
Supondremos siempre que el conjunto de indices es contable, de modo que
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(n)
los morfismos S(Zn) % Z definan un morfismo § 7 5z , v nuestros ind-
esquemas siempre seran formalmente suaves (ver [BD2, Sect. 7.11]).
Esta analogia motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4.5. Un espacio de factorizacion sobre X es una familia {G;}
donde Gy es un ind-esquema sobre X! para cada I € fSet, junto con

= Un isomorfismo diagonal de ind-esquemas sobre X!

l/(Tr) : A(“)*SJ — 9[
= Un isomorfismo de factorizacion de ind-esquemas sobre U(™)

Ryl | T AT

i€l

para cada suryeccién 7 : J — I, satisfaciendo compatibilidades analogas a
las de las algebras de factorizacién con respecto a la composicién de proyec-
ciones.

Por supuesto, también podemos definir unidades para estos espacios de
factorizacion.

Definicién 1.4.6. Un monoide de factorizacion sobre X es un espacio de
factorizacion {Gr} sobre X junto con una unidad, la cual es una colecciéon
de secciones globales 1D . xI §G; compatibles con los isomorfismos dia-
gonales y de factorizacion, tal que para toda seccién local s : U — Gy 1 de
la proyecciéon Gy — U C X, con U abierto en X, la seccién s x 1D de
J*Gu,2 definida usando Clidgy 5y] S€ extiende a todo X2, y su restriccion a U
mediante A es s.

La relacion entre los monoides de factorizacion y las algebras de facto-
rizaciéon no es una mera analogia, podemos aplicar el siguiente “proceso de
linealizacién” para transformar los primeros en las segundas: dado un monoi-
de de factorizacion {Gr} sobre X, con proyecciones rd) . 9 — X 1 y unidad
10 X! — G;, definimos

Agr=rP 10wy, (1.4.1)

Estos pueden ser interpretados como haces de funciones delta en G; a lo
largo de la seccion 1) (ver [FBZ, Sect. 20.4.1]).

Proposicion 1.4.7. Los O yr-mddulos AZ&I conforman un dlgebra de facto-
rizacion, llamada la linearizacion del monoide de factorizacion {Sr}. Esto
determina un funtor de la categoria FM(X) de monoides de factorizacion a
la categoria FA(X) de dlgebras de factorizacion sobre X .
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1.5 | Algebras OPE

Beilinson y Drinfeld definen en [BD1, Sect. 3.5] otro objeto equivalente a
las algebras quirales y de factorizacion: las algebras OPE. Ellas, entre todos
estos conceptos, son las més cercanas en espiritu a las algebras de vértice, y
por lo tanto seran de suma importancia para nosotros.

Dado I € fSet, un D yr-haz es un haz (no necesariamente cuasi-coherente)
de D yr-moédulos a izquierda para la topologia étale. Sea M!(X ) la catego-
ria de Dys-haces. Para la inclusion diagonal A™ : X1 — X7 determi-
nada por una suryecciéon 7 : J — I, podemos definir un funtor pullback
A MUXT) - MYXT) como AM'F = A (F/IF), donde T C Oy es
el ideal determinado por A(™. Por otro lado, tenemos dos funtores impor-
tantes de MY (XT) en M!(X7):

= A tiene un adjunto a derecha A,(f) s MYUXT) = MYXY) que es
exacto y fielmente pleno, e identifica M!(X) con la subcategoria plena
de aquellos D ys-haces F para los cuales F = T&n&" /I

= A" posee un inverso a derecha A!(W) s MUXT) — MY(XT) que tam-
bién es exacto y fielmente pleno, dado por A!(W)ff = (A!(W)wXI)ZQQA!(W)EF.
Cuando se lo restringe a M!(X”), coincide con el funtor usual A!(W) de
pushforward de D-mobdulos.

Sea /D . U/ 5 X7 el complemento de las diagonales que contienen
a X1 ie UY/D = {{z;}jer € X7 2 aj # xy si n(j) = n(j')}. Definimos un
tercer funtor A!(ﬂ) : MUXT) — MY (X)) como

ANF = AF @ D000 .

Si ademas suponemos que |J| = |I|+1, de forma tal que A™ es un divisor
en X7, entonces para todo D ys-haz F obtenemos una sucesiéon exacta

0—APF 5 AMg 5 AMF 0,

Estos funtores satisfacen la siguiente propiedad de “levantamiento”: para
todos H € MY(X7), F € M(XT) y todo morfismo de D ys-haces

T J‘C@jy/[)j(‘]/l)*@x] — A!(W)ff,

existen morfismos tnicos 1 y i tales que el siguiente diagrama conmuta

j / l (1.5.1)

He M0N0, —* s AF
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Ejemglo 1.5.1. Si X = Al, entonces para todo Dyi-haz F tenemos que
L(A%2AF) =T (AL F)[[z—y]] y T(A%, A\F) =T(AY, F)((x—y)). En particu-
lar, para un D-modulo a izquierda V sobre Al equivariante por traslaciones,
con I'(A!,V) = V[z] para algtin espacio vectorial V, vale que

D(A% AY) = Via][lz - y]] = VYl[lz — )] ¥

L(A%AY) = V[z]((z —y)) = V[yl((z — ).

Dado un Dx-haz F, definimos su espacio de I-OPE’s para cualquier
I € fSet como

OPE(F)r = Homyg xr) (T2, A7)
~ Homgg xr) (T @ j"jD*0 1, AV T).
Estas operaciones no forman una operad, ya que la composiciéon de OPE’s
no necesita ser un OPE. En cambio, podemos definir su composicién dentro

de un espacio vectorial mayor, de la siguiente manera: para cualquier 7 :
J — I en fSet, el mapa de composicion de OPE’s

OPE(F)r ® Q) OPE(F);, — Homgu(xr) (3, AVAL )
i€l

manda un (7, ®;0;) al morfismo (®;6;) definido como
15, . - ATy -
gfgt] |X’16[51 gie[A!(Jl)g: — A|(ﬂ')\,}~{Z|] [ A'( )A'(I)H:

Notemos que en general solo vale que A!(J)i}' C A!(W)A!(I)H’, en contraste
con la igualdad A!(J) F = A!(ﬂ)A!(I)&“ que nos permitia definir la operad de
operaciones quirales. Por ejemplo, en el caso donde X = A!, T'(A!, ) = V[z],
J={1,2,3}, I ={1,2} yn:J — Ienvia 1,3 — 1, 2 — 2, esto puede
traducirse como

Vixs|((z1 — x2, 22 — x3)) C V] ((v2 — 23)) (21 — 73)).

Continuaremos explorando este ejemplo en la Seccion 3.1.

Decimos que los OPE’s se componen bien si v(®;d;) toma valores en
A!(J)CT" C A!(W)A!(I)rf, de manera tal que v(®;d;) € OPE(F) .

Ahora estamos preparados para presentar la definicion principal de [BD1,
Sect. 3.5].

Definicion 1.5.2. Un dlgebra OPFE sobre X es un Dx-modulo a izquierda
V junto con un OPE binario

0: VRV — AV

en OPE(V)( 2} y una seccién horizontal 1 € V, tales que
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1. o es asociativo, es decir, los OPE’s (o, {o,id}) y (o, {id,o}) se com-
ponen bien y coinciden como 3-OPE’s. En otras palabras, existe og €
OPE(V)1,2,3) tal que el siguiente diagrama conmuta

VRAY = Ay VE2 2200 R Ay

e 7

Vs o » APy

m

AVEY = AvEe 2200 A Ay

donde A( ) = A({l 23D y A; 1= A( i) para la suryeccion 7;; que iden-
tifica i y j en {1 2,3}.

2. o es conmutativo, es decir, permanece fijo por la simetria de “transpo-
sicion de coordenadas” de O2({V,V},V).

3. 1 es una unidad para o, en el sentido de que para cada seccion a € v,
tanto a o 1 como 1 o a pertenecen a AV C AWV y son iguales a a € V

moédulo TaAV.
Su importancia reside en el siguiente resultado.

Teorema 1.5.3. |[BD1, Sect. 3.5.10| La categoria CA(X) de dlgebras quirales
es equivalente a la categoria OPEA(X) de dlgebras OPE sobre X.

Idea de la demostracion. Sea A € M"(X) y denotemos V = A!. Luego para
cualquier morfismo p : j,j*A XA — AlA podemos considerar el diagrama
(1.5.1) para el mapa p! = Y2, es decir

VRY AW

j ////” | (1.5.2)

VRV — P AW

Esto establece una biyeccién entre productos quirales p € P(A) (1.2}
y OPE’s binarios o, = e OPE(V)1,2y- También tenemos una corres-
pondencia entre las secciones unitarias u : X — A y las secciones unitarias
1= : X — V. Es facil demostrar la conmutatividad de o, a partir de la
antisimetria de p y viceversa, asi como la relacion entre las respectivas uni-
dades. Suponiendo ahora que o, es conmutativo (u antisimétrico), veamos
que la asociatividad de o, es equivalente a la identidad de Jacobi de f.

Para cualquier I € fSet, consideremos el complejo C7(V)" obtenido a

partir del complejo de Chevalley-Cousin C'(wx )y al tensorizarlo con A!(I)\?@)
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w;(},[\l |], cuyo término de grado m esta dado por

cvmm= @ ATADY.
[>T
T|=|1|—m

Puesto que para |I| = 3 tenemos la descripcién explicita de C(wx)y; dada
por (1.3.4), podemos calcular que C3(V)" es el siguiente complejo concentrado
en grados 0, 1y 2:

0-AYY» P ApAv - APV 0.

1<i<j<3

Denotemos R = jis)j(‘g)*\?%. Si le aplicamos el funtor Hom(R, —) a C5(V)’,
el complejo que obtenemos resulta ser aciclico, y gracias a (1.5.1) podemos
escribirlo como

0— Hom(\?m,ﬁl(s)\?) LiN @ Hom(V*3, A1 AV) LN Hom(R, A!(?’)V).

1<i<j<3

Ahora observemos que la composicién de los OPE’s o, (id ® o,) es un
elemento oy(93) € Hom (V™3| AygAV) € Hom(R, C5(V)?), mientras que la
composicion de las operaciones quirales p y {id, u} es una operacion qui-
ral cuyo morfismo de D-moédulos a izquierda correspondiente es ,ull (233 €
PC"(A){{L%} = Hom(R, C3(V)?). Mas atin, tenemos que d'(o1423)) = ull{23},
y la afirmacion anéloga es valida para cualquier otra composiciéon posible de
o, con €l mismo, las cuales denotamos genéricamente por og. Denotemos a
la suma de todas ellas como 63 = > og € Hom(R, C3(V)?). Luego d'(53) es
la suma de los términos de la identidad de Jacobi para !, asi que &3 € Ker d*
si y sOlo si p satisface la identidad de Jacobi.

Por otro lado, la asociatividad de o, es la existencia de un OPE terna-
rio o3 € OPE(V){1,931 = Hom(R, C3(V)") que subyace a todas las posibles
composiciones og de o,,, consigo mismo. Pero esa propiedad de o3 es equiva-
lente a la condicion d’(o3) = Y og = 53, lo cual significa que o, es asociativo
exactamente cuando 63 € Im d’.

Por lo tanto, la aciclicidad de Hom(R, C3(V)") implica que o,, es asociativo
siy sblo si p satisface la identidad de Jacobi. O

Un corolario inmediato de este resultado y del Teorema 1.3.6 es el hecho
de que en el caso X = A! obtenemos una equivalencia entre las categorfas
de algebras OPE sobre A! G,-equivariantes y la categoria VA de &lgebras
de vértice. Dada cualquier algebra de vértice V', el diagrama (1.5.2) que
relaciona al OPE o de su élgebra OPE asociada V y el producto quiral p
de su &lgebra quiral asociada A pueden escribirse en términos de secciones
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globales como

V@V, - > Vyl((z —y))

ﬁ g |

Ve Vel -y —— Vi@ —y)/Vyllz -y

Mas explicitamente, las secciones globales del OPE o se definen como

(a-f(z))o(b-g(y) =Y (a,z —y)b- f(x)g(y)

para todos a, b € V, f(z) € Clz] y g(y) € Cly]. Esto revela la razon del
nombre “algebra OPE”: el producto binario OPE o codifica la expansiéon del
producto de operadores entre los campos Y (a, z) e Y (b, w) descrita en (1.2.2).
Ademas, la propiedad de asociatividad del OPE o de V es equivalente a la
asociatividad del élgebra de vértice V' establecida en el Teorema 1.2.4.



2  Teoria infinitesimal

En este capitulo definiremos anélogos conformes para varias nociones
pertenecientes al nivel infinitesimal de la teoria de Lie clasica, con el objetivo
de producir una imagen similar a la descrita en (0.0.2).

2.1 Bialgebras de vértice y el teorema de Milnor-Moore

Recordemos que para cualquier algebra de Lie g, existe una estructura
canonica de bidlgebra cocomutativa sobre U(g), con coproducto y counidad
inducidos por

Ala)=1®a+a®1, €(a)=0 Va € g.

Utilizaremos la notacion de Sweedler A(a) = a(1) @ a(g) para codlgebras,
donde la suma esta implicita.

Se puede realizar un procedimiento similar en el algebra de vértice univer-
sal envolvente U(R) de un &lgebra de Lie conforme R: existen homomorfismos
de algebra de vértice tnicos A : U(R) — U(R) @ U(R) y € : U(R) — C tales
que A(a) =10) ® a+a®|0) y €(a) = 0 para todo a € R [Li].

Por lo tanto, U(R) se convierte en nuestro primer ejemplo de bidlgebra
de vértice.

Definiciéon 2.1.1. [Li| Una bidlgebra de vértice es un algebra de vértice V/
junto con una estructura de coélgebra (V, A, ¢) tal que las aplicaciones

A:V-oVRV vy e:V-o>C

son homomorfismos de algebra de vértice. Asi, una bidlgebra de vértice es

simplemente una coalgebra en la categoria monoidal de algebras de vértice
VA.

SiV es una bialgebra de vértice, denotaremos por P(V') al subconjunto de
elementos primitivos de V', es decir, a los elementos a € V' tales que A(a) =
a® |0) 4+ |0) ® a. En la teoria de Lie clésica los elementos primitivos de una
bialgebra forman un algebra de Lie, y en nuestro caso podemos demostrar
un resultado similar.

Proposicion 2.1.2. P(V) es una subdlgebra de Lie conforme de V.

37
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Demostracion. Sean a,b € P(V). Entonces

A(Y (a, 2)b) = Y (Aa, z)Ab
=Y (a®0) +[0) ® a,z)(b®|0) + |0) ® b)
=Y (a,2)b®Y(|0),2)]0) + Y(a, 2)|0) @ Y(|0), 2)b
+Y(]0),2)b® Y (a,2)|0) + Y(]0), 2)|0) ® Y(a, 2)b
=Y(a,2)b®10) + eTa®b+b®eTa+|0) ®Y(a,2)b0).
Puesto que e*T'a es holomorfa, al comparar los coeficientes de 2~ ! a ambos

lados para valores no negativos de n obtenemos la formula
A(a(n)b) = a(n)b ® [0) +10) ® a(n)b,

asi que ag,b € P(V) para todo n € Z;. Analogamente, para cualquier
a € P(V) vale que

A(Y(a,2)|0)) =Y (Aa, 2)A|0)
=Y(a,2)|0) ®|0) + |0) ® Y(a, 2),

por lo que al comparar el coeficiente de grado uno de cada lado vemos que
A(Ta) =Ta®|0)+|0)®Ta, lo cual significa que P(V) es un C[T]-submodulo
de V. O

Observacion 2.1.3. Si R es un algebra de Lie conforme, es evidente que
P(U(R)) = R, porque los primitivos dependen so6lo de la estructura de coal-
gebra y de la unidad de U(R), y por tanto

PU(R)) = P(U(Rri)) = Rrse = R.

Un homomorfismo de bidlgebras de vértice es un mapa entre bidlgebras
de vértice que es a la vez un homomorfismo de algebras de vértice y de
coalgebras. La categoria de bidlgebras de vértice se denotara por VBA. Po-
demos extender la propiedad universal de U(R) al ambito de las bidlgebras
de vértice.

Proposicion 2.1.4. Sea W una bidlgebra de vértice y ¢ : R — P(W) un
homomorfismo de dlgebras de Lie conformes. Entonces existe un tnico ho-
momorfismo de bidlgebras de vértice ¢ : W(R) — W que extiende a ¢.

Demostracion. Solo debemos comprobar que el homomorfismo de algebras
de vértice inducido ¢ : U(R) — W dado por la propiedad universal de U(R)
como algebra de vértice es también un mapa de coalgebras.

Claramente Ay (4(|0))) = (6@ $)A(|0)). Si a € R, entonces ¢(a) = ¢(a)
es primitivo en W por hipétesis, y por lo tanto Ay (é(a)) = ¢(a) @ |0) +

10) @ ¢(a) = (¢ @ ¢)A(a).
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Ahoraseaa =:aj---ay:€ U(R),donde a; € Rparai=1,...,nyn > 1.
Tenemos que

Aw (¢(a)) = ( ¢(ar) - ( n):)
w(e(ar)) - -- Aw(g(an)) :
= (¢> ® ¢)(Aa1) (¢ ® ¢)(Aan) :

= (0@ d)Aa).

Luego gg preserva el coproducto, y cédlculos analogos muestran que tam-
bién preserva la counidad. O

Recordemos que un dlgebra de Lie conforme R puede verse como un élge-
bra de Lie Rp;e. Por construccion, U(R) coincide con U(Rp;e) no sélo como
espacio vectorial sino también como coalgebra. En particular, U(R) es co-
nezxa (es decir, su coradical es C|0)) y coconmutativa. El teorema clasico de
Milnor-Moore afirma que estas condiciones son necesarias y suficientes para
que una bialgebra sobre un cuerpo de caracteristica cero sea el algebra uni-
versal envolvente de su dlgebra de Lie de primitivos. Ahora demostraremos
la afirmacién anédloga para biadlgebras de vértice.

Teorema 2.1.5 (Milnor-Moore para bidlgebras de vértice). Si V' es una
bidlgebra de vértice conexa y coconmutativa, entonces

V ~UPV))
como bidlgebras de vértice.

Demostracion. Sea R = P(V). Utilizando la propiedad universal demostrada
en la Proposiciéon 2.1.4, podemos levantar el morfismo identidad R — P(V')
a un mapa de bidlgebras de vértice

¢ :UR) = V.

La inyectividad de ¢ se sigue de [M, Lemma 5.3.3|, que afirma que siempre
que f : ¢ — D sea un morfismo de codlgebras con C' conexa y f|pc)
inyectiva, entonces f debe ser inyectiva. Por otra parte, su suryectividad
puede obtenerse siguiendo textualmente la demostracion del teorema clasico
de Milnor-Moore dada en [M, Thm. 5.6.5], ya que s6lo utiliza la estructura de
algebra de U(R) y su base PBW, que también es la misma que en U(R ;).

O

Es facil comprobar que tanto U como P son de hecho funtoriales, por
lo que los resultados obtenidos en la Observacién 2.1.3 y el Teorema 2.1.5
pueden resumirse categéricamente.

Proposicion 2.1.6. Los funtores U y P definen una equivalencia de ca-
tegorias entre la categoria de dlgebras de Lie conformes y la categoria de
bidlgebras de vértice conexas coconmutativas.
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2.2  Coalgebras de vértice topolégicas

El siguiente paso en nuestro programa es determinar la estructura co-
rrecta a considerar en el espacio dual U(R)* del algebra de vértice universal
envolvente de un &lgebra de Lie conforme R. Para ello, en esta seccion es-
tudiaremos los espacios duales de algebras de vértice arbitrarias, lo que nos
llevara al concepto de codlgebra de vértice topoldgica.

Recordemos que si V' es un espacio vectorial cualquiera, podemos dotar
a su espacio dual W = V* de la topologia linealmente compacta, donde una
base de entornos abiertos de cero en W viene dada por los aniquiladores
U+ de los subespacios de dimension finita U de V. Llamaremos a aquellos
espacios vectoriales topoldgicos que estén dotados de esta topologia espa-
ctos linealmente compactos. Notemos que para cualquier espacio vectorial de
dimension finita W esta es la topologia discreta.

Esto nos da un funtor contravariante * de la categoria Vec de espacios
vectoriales a la categoria LEVec de espacios linealmente compactos (donde
los morfismos son los mapas lineales continuos). Este funtor tiene un inverso,
el dual continuo, que lleva cada espacio linealmente compacto W al espacio
W' de todos los funcionales lineales y continuos (con respecto a la topologia
usual de C) f: W — C, y por tanto el functor * es una antiequivalencia de
categorias.

Si W1 y W son dos espacios linealmente compactos, podemos definir su
producto tensorial completado W1&Ws como la completacion de Wi @ Wy con
respecto a la topologia del producto tensorial, donde una base de entornos
abiertos de cero estd dada por los espacios Uy ® Wo + Wi ® Uy con U;
entornos abiertos de cero en W; para i = 1,2. Esto nos permite considerar la
estructura monoidal sobre la categoria £LEVec donde el producto monoidal
es ® y la unidad monoidal es C. Se sabe que (V; ® Va)* ~ V;*®@V5" para todos
los espacios vectoriales Vi, Va (cf. [D]), y por lo tanto el funtor de dualizacion
* preserva la estructura monoidal.

Ahora tomemos un algebra de vértice V' en lugar de un espacio vectorial
arbitrario. En este caso, para cada n € Z tenemos el producto n-ésimo
‘) V®V — V, sumapa dual (que es continuo) se llamaré coproducto
n-ésimo, y lo denotaremos por

Ay : W —= WRW. (2.2.1)

Podemos reunir todas estas aplicaciones lineales y continuas en una serie
generatriz:

Az) =D Apyz " (2.2.2)

nel
Debido al hecho de que W & W = (V ® V)*, podemos escribir para f € W
vabeV
(A(2)f)(a®@b) = f(Y(a,z)b).



2. Coalgebras de vértice topolégicas 41

Similarmente, el vector vacio |0) induce un mapa covacio continuo:

c:W—=C (2.2.3)
[ 1l0).

Hemos llegado a una estructura muy parecida a la que Hubbard ha lla-
mado codlgebra de vértice en |[Hul|. Aunque usamos algunas de sus ideas en
las definiciones y demostraciones que siguen, los resultados son nuevos y més
generales. Explicaremos al final de esta seccion céomo sus resultados encajan
con los nuestros.

Definicion 2.2.1. Una codlgebra de vértice topoldgica consiste en un espacio
linealmente compacto W junto con un mapa lineal y continuo

A(z): W — (WaW)[[z, 271 (2.2.4)
fo AR =) Awfz
ne”

y una aplicacion lineal y continua ¢ : W — C llamada mapa covacio, que
satisface los siguientes axiomas:

1. Convergencia:

lim A,)(f) =0 uniformemente para f € W. (2.2.5)

n—oo
2. Counidad a izquierda: Para todo f € W,
(c® Id)A(2)f = f. (2.2.6)

3. Cocreaciéon: Para todo f € W, (Id ® ¢)A(2)f es una serie formal de
potencias holomorfa en z con coeficientes en W'y

(Id& )A(2)f|,_y = T- (2.2.7)
4. Identidad de co-Jacobi:

§(20 — (21 — 22))(Id @ A(22))A(z1)
—0(20—(—22 + 21)) (7 @ Id)(Id @ A(z1))A(z2) (2.2.8)
= d(22 — (21 — 20))(A(20) ® Id)A(z2),
donde 7: WQ@W — W & W es el operador de volteo f ® g +— g & f.

Observacion 2.2.2. Hay varios aspectos de esta definicion que merecen ser
aclarados. En primer lugar, dado que la topologia producto es la topologia
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de convergencia puntual, el axioma de convergencia equivale a exigir que la
parte singular de la serie formal A(2)(f), es decir

YAz e W aw)zT1], (2.2.9)
n=0

sea uniformemente convergente para todo f € W cuando fijamos la topologia
producto sobre (W @ W)[[z7Y]] = [Tz, (W ®W)z~""1 donde cada factor
es homeomorfo a W & W. Esto puede interpretarse como una especie de
axioma de “truncamiento generalizado”, cambiando el truncamiento de la
serie (2.2.9) por su convergencia. De forma similar, la continuidad de A(z)
equivale a pedir que todos los coproductos n-ésimos sean mapas continuos.

Més atn, el axioma de convergencia juega el mismo papel para las coalge-
bras de vértice topologicas que el axioma de truncamiento para las algebras
de vértice: nos permite multiplicar las series formales de potencias que apa-
recen en la identidad de co-Jacobi. En efecto, para cualquier [,t,j € Z, al
comparar los coeficientes de z; lilzf tilz; 771 en cada lado de la identidad
de co-Jacobi obtenemos la férmula

= (1 .
D (-1 (Z) (1d @ Ai)) Agrii)
=0

R = (1 .
—(r&Id)Y (-1 <z> (Id @ Aggiy) A (i-i) (2.2.10)
i=0

= [t .
< )(A(l+i) @ Td)A(p4n—i)-
i=0

[

Para que esta ecuacién tenga sentido, necesitamos comprobar que al fijar
f € W, todas estas sumas aplicadas a f convergen en W & W @ W . Tomemos
algin entorno abierto de cero U en este espacio; por definicién, podemos
suponer que es de la forma U = U1 @ W @ W + W & Us con U; y Us abiertos
en Wy W @ W respectivamente. Ahora (2.2.5) nos permite elegir algtin
N € Zy tal que Ay (f) € Uz para todo i > N y todo f € W. Pero entonces

> (=) <l> (Id & Ajyi)Avy—i(f) EW & Uy C U,

1
t=max(0,N—j)

asi que el primer término de (2.2.10) es una serie convergente, y podemos
proceder de forma anéloga con los otros dos términos. Como tltimo comen-
tario, observemos que esta prueba se basa en gran medida en el hecho de que
la convergencia (2.2.5) es uniforme.

Para definir la categoria de coalgebras de vértice topoldgicas, que deno-
taremos por TVC, necesitaremos la siguiente definicion.
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Definicion 2.2.3. Un homomorfismo de coalgebras de vértice topologicas es
un mapa lineal y continuo ¢ : W — W entre codlgebras de vértice topologicas
tal que

cpd=cw ¥ Ap(2)d = (& 9)Aw(2).

Ahora estamos preparados para demostrar la dualidad entre las 4lgebras
de vértice y las codlgebras de vértice topolégicas.

Teorema 2.2.4. Si V es un dlgebra de vértice, entonces su espacio dual
W = V* es una codlgebra de vértice topoldgica con la topologia linealmente
compacta y los mapas A (z) y ¢ definidos por (2.2.2) y (2.2.3).
Reciprocamente, st W es un codlgebra de vértice topoldgica, entonces su
espacio dual continuo V.= W' es un dlgebra de vértice.
Mds atn, estas correspondencias definen una antiequivalencia de catego-

rias entre VA y TVC.

Demostracion. Sea V un algebra de vértice. Ya sabemos que W = V* es un
espacio linealmente compacto, y también nos consta que para cada n € Z,
A(y) es continuo, lo cual implica que A(z) es continuo si consideramos el
espacio (W @ W)[[z,2!]] como el producto [],c,(W & W)z"""1 con la
topologia producto, donde cada factor es homeomorfo a W & W.

Para demostrar que W es una codlgebra de vértice topolbgica, queda
por comprobar el axioma de convergencia como asi también las condiciones
(2.2.6) a (2.2.8). Estos ultimos se desprenden de forma bastante directa de
sus respectivos axiomas en la definicién de algebra de vértice, como muestra
Hubbard en [Hu2|. Por ejemplo, los axiomas de unidad y counidad a izquierda
se siguen el uno del otro porque si f € W y a € V, entonces

((c® Id)A(2)f)(a) = (A(2)£)(|0) @ a)
= [(Y(]0), 2)a),

y en consecuencia, si (¢ @ Id)A(z) o Y(|0), 2) es la identidad, también lo es
el otro.

Por lo tanto, sélo necesitamos demostrar el axioma de convergencia (2.2.5).
Empezamos reformulando el axioma de truncamiento: equivale a pedir que
la sucesioén creciente de espacios

Ay = {{a®be V@V :apb=0paratodon> N})

sea una filtracion exhaustiva de V' ® V. Elijamos para cada N € Z, un
conjunto (posiblemente muy grande) de espacios vectoriales de dimension
finita {B; n}icry tal que Ayx sea la union de todos los B; y con i € In.
Ahora el conjunto {U; v }tiery, Nez . formado por todos sus aniquiladores es
una base de entornos de cero en W & W con la propiedad de que para cada
N € Z4 vale que

Ay (f) €Uin VfeEW,Vn> N,
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que es exactamente lo que expresa (2.2.5).

Reciprocamente, si W es una coalgebra de vértice topologica y definimos
V = W', sabemos que el funtor dual continuo envia los mapas A() para
n € Z y c a ciertos mapas lineales

VeV =V y n:C=V.

Sean [0) = n(1) y Y (a,2)b =,y ambz"""" para todos a,b € V. Una vez
mas, todos los axiomas de algebra de vértice se derivan directamente de sus
correspondientes en las codlgebras de vértice topologicas, excepto quizas la
condicién de truncamiento.

Sean a,b € V. Entonces a @b eV @V ~ (W @ W)/, asi que Ker(a ® b)
es un subespacio de W @ W de codimensién a lo sumo 1, y por lo tanto es
un entorno abierto de cero. Ahora podemos usar (2.2.5): existe N € Z, tal
que Ap)(f) € Ker(a ®b) para todo f € Wy todo n > N, lo cual es facil
ver que equivale al axioma de truncamiento para V.

Finalmente, si ¢ : V — V es un mapa lineal entre algebras de vértice,
W = V*y W = V* entonces ¢* : W — W es una aplicacion lineal y
continua y para todos a,b e V' y f € W,

(Aw (2)(¢"f))(a @b) = (¢"f)(Yv (a, 2)b)
= f(¢(Yv(a, 2)b))

(6" @ ") A3 (2))(a @ b) = (A (2)f)(¢(a) ® $(b))

Similarmente, ¢(|0)y) = |0)y si y solo si ¢, ¢* = cw, asi que ¢ es un
morfismo en VA si y solo si ¢* es un morfismo en TVC. Por lo tanto, los
funtores dual y dual continuo estan bien definidos cuando se los restringe
a estas categorias mas pequenas, estableciendo asi la antiequivalencia que
queriamos. ]

Ahora utilizaremos este resultado para dotar a TVC de una estructura
monoidal.

Proposicion 2.2.5. Sean Wy y Wy codlgebras de vértice topoldgicas. En-
tonces el espacio linealmente compacto Wi @ Wy adquiere una estructura de
codlgebra de vértice topoldgica al tomar para todo f1 € Wy y fo € W

A ow, (2)(f1 ® fo) = (id @ T & id) (Aw, (2)(f1) ©Awy(2)(f2)), (2:2.11)
Caw, (f1 © f2) = cwy (fi) ews (f2)- (2.2.12)

Es decir, TVC admite una estructura de categoria monoidal.
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Demostracion. Sean V; = W/ para i = 1,2. Dado que cada Vj es un algebra
de vértice, podemos considerar su producto tensorial Vi ® Vs, que es nueva-
mente un algebra de vértice. Ahora su espacio dual es isomorfo a Wi @ W,
y por tanto por el teorema anterior es una coélgebra de vértice topologica.
Asi que solo resta comprobar que sus mapas de estructura estan dados por
(2.2.11) y (2.2.12). Para todos f; € Wiy ai,b; € V; (i = 1,2), vale que

f2)(a1 ®as @by @ ba) =
= (f1® fa) Yo, (a1 ® az, 2) (b1 ® by))
1 © fa)(Yv; (a1, 2)b1 @ Yy, (az, 2)ba)
= iV (a1, 2)b1) f2(Yvs (as, )bz)
= Awl(z)(f )(a1 @ b1)Aw, (2)(f2) (a2 @ b2)
AWl( )(f1) & A, (2)(f2)) (a1 @ b1 @ az @ ba)

(id & 7 & id)(Awy (2)(f1) @ Awy (2)(f2))) (a1 ©® ag @ by @ by).
La prueba de (2.2.12) es analoga. O

Cerraremos esta secciéon con una breve discusion sobre dlgebras y coal-
gebras de vértice graduadas. Un &lgebra de vértice V' se llama graduada si
tiene una Z-graduacion V = P, Vg tal que V) = 0 para t << 0 y para
todo a € Vi, b € Vg y n € Z, vale que a,)b € Vjyys_p_1)- Consideremos
el espacio dual graduado V° = @,., V[Z‘} Sea c® : V° — C el doble dual
de |0) y definamos para cualquier n € Z el mapa A‘(’n) Ve - Ve Ve
como A?n)(f)(a ®b) = f(amb) para todo f € V° y a,b € V. En [Hul|
ha sido probado que V° munido de estos mapas es una codlgebra de vértice
graduada, que se define por un conjunto de axiomas similares a los de las
coalgebras de vértice topologicas pero exentos de aspectos topolégicos. En
particular, el axioma de convergencia se sustituye por la siguiente condicién
de graduacion: para todo f € V[?}’

A(()n) (f) S (VO ® VO)[t+n+1]- (2213)

Aqui la graduacion en V°®V° se define declarando deg(f1 ® f2) = k siempre
que f1 € V[iﬂ’ f2 € V[iz} y k1 + ko =k.

Por otro lado, si tomamos el dual pleno W = V* y los mapas duales
continuos A,y : W = W @ W y ¢ : W — C definidos por (2.2.1) y (2.2.3),
obtenemos una coalgebra de vértice topoldgica por el Teorema 2.2.4. En este
caso V* es la completacion del espacio discreto V°, y los mapas A, y ¢ son
extensiones continuas de A?n y ¢° respectivamente. Es ilustrativo ver cémo
el axioma de convergencia para V* puede deducirse en este caso directamente
de la condicion de graduacion (2.2.13) para V°. Sea T' € Z tal que Vj; = 0
para todo t < T, y definamos una filtracion decreciente por subespacios
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abiertos {Uy}r>r de W @ W como Uy = [[;5,(V° ® V°)jy. Ahora dado un
k € Z, podemos tomar N = k—T — 1, y entonces la condiciéon de graduacion
implica que A(n)(W) C U, para todo n > N, demostrando asi el axioma de
convergencia.

2.3 Bicoalgebras de vértice y dualidad de Cartier

Ahora continuaremos las tareas de estudiar los espacios duales de las
algebras de vértice examinando el caso de las biadlgebras de vértice. Nuestro
objetivo es demostrar una version de la dualidad de Cartier para dlgebras de
vértice.

Comenzamos recordando la dualidad de Cartier clasica. Si restringimos
nuestra atencidén a coélgebras en lugar de espacios vectoriales arbitrarios,
encontramos que para cualquier coalgebra (coasociativa counitaria) (V, A, €)
el funtor de dualizacién envia

A:V-VRV vy e:V-C
a los mapas lineales y continuos
A V*QV* =V vy :C—V*,

y de hecho (V* A* €*) es un algebra (asociativa unitaria) en la categoria
monoidal £LCVec, es decir, un dlgebra linealmente compacta. A su vez, el
funtor dual continuo envia cualquier algebra linealmente compacta a una
coalgebra. Asi, el funtor de dualizacion restringido a las categorias Clg de
coalgebras y LCAlg de algebras linealmente compactas es, una vez mas, una
antiequivalencia de categorias, y ésta es precisamente la afirmacién conocida
como la primera version de la dualidad de Cartier [Hz]:

Clg ~ LCALGP.

Naturalmente, en el parrafo anterior podriamos haber considerado alge-
bras en Vec en lugar de coalgebras, y habriamos llegado a coalgebras lineal-
mente compactas en lugar de algebras. Combinando ambos razonamientos,
obtenemos la versién completa de la dualidad de Cartier, que relaciona las
categorias de bialgebras en Vec y bidlgebras linealmente compactas:

Blg ~ LCBIlgP.

Hay un paso més que podriamos dar, que consiste en sustituir bidlgebras
por algebras de Hopf, pero no haremos uso de él en este trabajo, principal-
mente porque la nocién de algebra de vértice de Hopf no ha sido definida
todavia.

Volvamos ahora al &mbito de las &lgebras de vértice. Dado que una bial-
gebra de vértice V' es en particular una coalgebra, sabemos que su dual
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W = V* es una algebra linealmente compacta. Ademés, W es un algebra
conmutativa siempre que V' sea una coalgebra coconmutativa (por ejemplo,
cuando V = U(R)).

Esto nos lleva a la siguiente dualizacion de la nocién de biadlgebra de
vértice.

Definicién 2.3.1. Una bicodlgebra de vértice es una codlgebra de vértice
topolégica W junto con una estructura de algebra en LCVec tal que sus
mapas de dlgebra

CWeOW =W y n:C—>W

son homomorfismos de coalgebras de vértice topologicas. Es decir, una bi-
coalgebra de vértice es simplemente un &algebra en la categoria monoidal

TVE.

Recordemos que las bidlgebras pueden definirse de forma equivalente co-
mo coalgebras en la categoria de 4lgebras o algebras en la categoria de coélge-
bras, ya que estas estructuras son duales entre si. En el caso de las bidlgebras
de vértice tal propiedad no es esperable, ya que no esti claro como puede
darsele a V((z)) una estructura de coalgebra de manera que el mapa Y se
convierta en un morfismo de coélgebras.

Sin embargo, hay una manera de obtener un resultado de este tipo para
bicoalgebras de vértice. El primer paso es observar que si W es una bicoal-
gebra de vértice, la imagen del mapa A(z) se encuentra en el subespacio
de (W & W)[[z,27!]] que se compone de series de la forma Y, ., anz™ """
cuyos coeficientes satisfacen que a,, — 0 en W & W cuando n — oo. Denota-
mos a este espacio como (W & W)[[z, 271]]°™, ya que esta constituido por
distribuciones formales cuya parte singular es puntualmente convergente.

Lema 2.3.2. Si E es un dlgebra linealmente compacta, entonces E|[z, z~1]]c™
es un dlgebra que contiene a E((z)) como subdlgebra. Si E es de dimension
finita, ambas dlgebras coinciden.

Demostracion. Sean a(z) =, czanz "1y b(2) =3, ez bnz " ! elemen-

tos de E[[z, z71]]«". El producto inducido por E es c(z) = >, ez cnz ",
donde ¢, = )y @m - by_m—1, y s6lo tenemos que comprobar que esté bien
definido. Es decir, ¢, debe ser un elemento de E bien definido para todo
n € Z y ademas ¢, — 0 cuando n — oc.

Fijando n € Z, tenemos que ¢, existe si tanto Z;f:o Am " bpy—m—1 COMO
> o G—m—1-bptm convergen en E, lo que a su vez ocurre si y solo si sus dos
sucesiones de sumas parciales son sucesiones de Cauchy. S6lo probaremos que
{Z%zo @ -bp—m—1}mez, es una sucesion de Cauchy, pues la otra es analoga.
Elijamos una base de entornos abiertos {Ej }rez . de E donde cada Ej, es
un ideal bilatero (por ejemplo, extendiendo la prueba de [D, Ch. 1, Prop. 1]
al caso no conmutativo). La convergencia de a(z) y b(z) implica que para
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cualquier k € Z existen My, My € Z4 tales que a,, € Ey para m > M; y
by, € Ex para m > Ms. Tomando M = max{Mj, My}, vale que Z%LM, A, -
bp—m-1 € Ej, - E C E), para toda eleccion de M"” > M’ > M. Por lo tanto
la sucesion es de Cauchy, lo que demuestra que cada ¢, esta bien definido.
Maés atn, si N = M1+ Ms y n > N, entonces para todo m € Z, tenemos
que o bien m > My o bien n—m—1 > My, asi que ZS)’?:O am - bp—m—1 € Ep.
Realizando calculos similares con Z;S:O G—m—1* bptm podemos concluir que
¢n — 0 para n — oo. Finalmente, F((z)) es claramente una subalgebra ya
que los coeficientes de la parte singular de sus elementos se vuelven nulos a
partir de cierto punto, y si dim F < oo éstas son las Ginicas sucesiones que
convergen a 0 porque F es discreto en ese caso. L]

Ahora podemos enunciar y demostrar el resultado deseado.

Proposicion 2.3.3. Sea (W, A (2),¢) una codlgebra de vértice topoldgica que
también tiene una estructura de dlgebra linealmente compacta (W,-,n). En-
tonces W es una bicodlgebra de vértice si y solo si los mapas

A(2): W = (WeW)[[z, 271" y c¢:W—=C
son homomorfismos de dlgebras.

Demostracion. Para que W sea una bicodlgebra de vértice, deben cumplirse
las siguientes afirmaciones

L Aw(2)(f - 9) = (- ® ) Ayew(2)(f ® g) para todos f,g € W.
2. ew(f-g9) =cwew(f ® g) para todos f,g € W.
3. Aw(2)n = (n®n)Ac(2).

4. cwn = cc.

Por otro lado, los mapas A(z) y ¢ son homomorfismos de algebras si y
sélo si vale que

(1) A()(f - 9) = A)(f) - Al2)(g) para todos f,g € W.
(2) A1) =181

(3) olf - g) = e(f) clg) para todos f,q € W.

@) (1) =1

Es claro que (2) y (3’) son equivalentes, asi como (3) con (2) y (4) con
(47). Por lo tanto, solo tenemos que establecer la equivalencia (1) <= (1°).
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Pero esto vale porque para todos f,g € W, tenemos que

A~

(& VAwew(2)(f&g) = (& )Id& & Id) (A2)(f) & A(2)(9))
= waw (A2)(f) & A(2)(9))
= wew DD Ay (F) & Apuemo(g) 2!

neEZ meZ

:ZZAm) (n—m— 1)(9)2—71—1

neEZ meZ

— A(2)(f) - A(2)(9).

Denotemos a la categoria de bicoédlgebras de vértice por VBEC, donde los
morfismos son aquellos morfismos en TVC que preservan la estructura de
algebra. Con estas definiciones, la dualidad de Cartier para bidlgebras de
vértice puede enunciarse como sigue.

Proposicion 2.3.4 (Dualidad de Cartier). Si V' es una bidlgebra de vértice,
entonces su espacio dual W = V* es una bicodlgebra de vértice. Reciproca-
mente, st W es una bicodlgebra de vértice, entonces su espacio dual continuo
V =W’ es una bidlgebra de vértice.

Ademds, estas correspondencias definen una antiequivalencia de catego-
rias entre VBA y VBC.

Demostracion. Se deduce inmediatamente de reunir el Teorema 2.2.4, la pri-
mera version de la dualidad clasica de Cartier y el hecho de que la estructura
de codlgebra de vértice topologica definida en W & W es exactamente la que
convierte el isomorfismo W @ W ~ (V ® V)* de espacios linealmente com-
pactos en un isomorfismo de codlgebras de vértice topoldgicas. O

2.4 Leyes de vértice formales

A continuacion describiremos en detalle la construccion de la ley de grupo
formal asociada a un algebra de Lie de dimensién infinita g, para entender
como podemos aplicar esa construccion al caso conforme.

Sea g un &lgebra de Lie de dimension infinita con una base ordenada
{e; : 1 < i < K}, donde k es algin cardinal infinito, y sea V' = U(g). Una
forma de definir la base PBW para V es la siguiente: para cualquier sucesion
de enteros no negativos k = {k; }1<i<, con soporte finito, denotamos

ki]‘.--

11

k.

ek = € e eV, (2.4.1)

donde i1 < ... < 17 son el soporte de k. El conjunto de todas estas sucesiones

k forma un monoide, que se denotaré como K = Zif). La norma de k € K
es [k| = > ., ki. Ahora la base PBW de V' es el conjunto {ex : k € K}.
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Denotaremos su pseudobase dual por {eX : k € K}, donde cada ek € V*
esta determinado por eX(e) = dyge para todo k' € K y ¢ denota la delta de
Kronecker. No es una base en el sentido clasico porque un elemento genérico
f € V* puede escribirse como

=Y flee"

keK

pero esta suma no es necesariamente finita, por lo que tenemos que V* =
[Tkex Cek.

Sea A el algebra C[[X; : 1 < ¢ < k]]. Denotaremos a los monomios
en A como XX = H1<i<,-;Xfia donde k € K, asi que XktK' — xkxk
para todos k,k’ € K. Fijando k! = [Licicx kil y X&) — %Xk, podemos
enunciar el siguiente resultado clasico, cuya demostracion puede encontrarse
en numerosos libros, tales como [S, Hz.

Proposiciéon 2.4.1. La aplicacion ¢ : A — V* dada por X® — ek es un

isomorfismo de dlgebras.

Ahora este isomorfismo nos permite trasladar la estructura de coalgebra
de V* a A. Definamos para cada 1 < ¢ < k la serie formal de potencias

F(X,)Y)=A(X) € A®A=C[X;,Y;:1<i<r|,

donde X; e Y; denotan X; ® 1y 1® X; en A® A, X = {X;h<ick YY =
{Y;‘}lgz(m- Sea F(X,Y) = {FE(X, Y)}1§g<,€ € (C[[XZ,Y; 1 << KHK. Se
puede demostrar facilmente que los axiomas de counidad y coasociatividad
en V son equivalentes a las siguientes propiedades para F(X,Y):

F(X,0)=X = F(0, X)
F(X,F(Y,2)) = F(F(X,Y),Z)

Por otro lado, si escribimos

F(X,Y)= Y cguX<v¥
(k,k')eK?

con cf;k, € Cparatodo 1 </ < ky (k,k) € K2 tenemos que estos
coeficientes satisfacen la siguiente condicion de finitud (ver |[Hzl): para cada
par fijo (k,k') € K2, existe una cantidad finita de 1 < ¢ < & tales que
cf;k, #0.

Una sucesion de series formales de potencias F(X,Y) que satisface las
ecuaciones anteriores y la condicién de finitud se denomina ley de grupo
formal en dimension infinita. Esa condicién nos permite escribir la propiedad
de asociatividad, ya que podemos utilizarla para mostrar que los coeficientes
en (2.4.3) estan bien definidos [Hz|.
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En lo sucesivo, comenzaremos nuestra construccion del andlogo de vértice
del concepto de ley de grupo formal. Primero observemos que si R es un
algebra de Lie conforme, podemos tomar g = Ry en la construcciéon anterior
y algunos de los resultados siguen siendo validos. Por ejemplo, como U(R) y
WU(RpL;e) tienen la misma estructura de coélgebra, sus duales son isomorfos
como algebras, y por tanto la Proposicion 2.4.1 sigue siendo vélida para V =
U(R). Esto significa que, utilizando el mismo argumento anterior, podemos
trasladar la estructura de coélgebra de vértice topologica de U(R)* a A,y
codificar esta estructura extra a través de ciertas series formales de potencias
que desempenaran el rol de leyes formales de grupo en este escenario. Al
considerar el algebra A como una bicodlgebra de vértice, la denotaremos
como W.

Definamos para cadan € Z y 1 < £ < k la serie formal de potencias

FRMX,Y) = Ay (Xy) € WEW = C[[X,,Y; : 1 < < &]). (2.4.4)

Usando la pseudobase de W @ W dada por XX & X K= Xx kYkl, podemos
expandirlas como

FrXY)= Y gbx<y¥ (2.4.5)
(k,k')eK?

para ciertos coeficientes cﬁf;, e C.
Para cada par (k, k) € K?, podemos considerar la serie generatriz

cf;k/(z) = Z cﬁf;,z_”_l e Cllz,27Y),
neL

y podemos usarlas para definir una serie generatriz para todos los F;*(X,Y),
en concreto

F()X.Y)= > dua) XY e WEW)[[z,27Y]. (246
(k,k")eK?

Finalmente, definimos
F(2)(X,Y) = {Fi(2)(X, Y ) hi<icn € (W& W)z, 271" (2.4.7)

Procederemos ahora a reescribir los axiomas de una coalgebra de vértice
topologica en W en términos de propiedades de F(z)(X,Y). Para estudiar
sus propiedades de convergencia, sera ttil observar que el monoide K2 puede
describirse como la unién de los conjuntos finitos K,.; dados por aquellos
(k, k') € K? tales que |k| 4 |K'| <7y suppk Usuppk’ C I, donde r € Z, y
I e fSet, ={{i1 <--- <ip} finitos : 1 <i; < k}. Por lo tanto, el 4lgebra
W& W = C[[X;,Y; : 1 <i < k]] posee una base de entornos abiertos de
cero dada por los ideales

A= [T cx*v, (2.4.8)
(kk)EK\K, 1
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para todos r € Zy e I € fSet,. En particular, F;'(X,Y) es el limite en
W & W de su sucesion de sumas parciales

/
> XY
(k,k,) EKT,[

Proposicion 2.4.2. La sucesion de distribuciones formales F(z)(X,Y) de-
finida por (2.4.7) satisface

1. Truncamiento uniforme: Para todos r € Z4 e I € fSet,, las sumas

parciales
Y e () XRYK
(kk)EK,, 1
de Fy(2)(X,Y) son series de Laurent en z para todo 1 < ¢ < k, y

sus polos estdn uniformemente acotados por algin N, 1 € Z para todo
1</l < k.

2. Identidad a izquierda:
F(2)(0,X)=X (2.4.9)

3. Identidad a derecha: Cada distribucion formal F;(z)(X,0) es holomorfa
en z y

F(2)(X,0)|,_, = X. (2.4.10)
4. Identidad de Jacobi:
6(20 — (21 — 22)) F'(21)(X, F(22)(Y, 2))

—5(20—(—22+21))F( )(Y,F( )(X,Z)) (2.4.11)
= 0(22 — (21 — 20)) F'(22)(F(20) (X, Y), Z).

Demostracion. La propiedad de truncamiento uniforme es el resultado de
escribir el axioma de convergencia de A(z) en términos de la base {A,}
de entornos abiertos de cero de W @ W dada por (2.4.8). Efectivamente,
A(p)(X¢) converge a cero en W ® W uniformemente para todo 1 < ¢ < & si
y solo si para cada r € Zy e I € fSet,, existe N,.; € Z4 tal que

FMX,)Y)e Ay Yn>N,1, V1 </l<k.

Pero F}'(X,Y) € Ay exactamente cuando cf't, = 0 para todo (k,k') € K, 1,
por lo que la condicién anterior es equivalente a

Yo e xi YR = N N grxkyRe

(kX )eK, 1 n<Nrr1 (kk)EK, |

para todo 1 </ < k.
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Por otro lado, el mapa covacio ¢ : W — C puede calcularse como ¢(X k) =
0,0 para todo k € K. Esto nos permite calcular

~

(c®IDA)(X) = (c®Id) [ Y clye(2) X & XX
(k,k')eK?
= Y del(z)e(x*) & x¥
(k,k')eK?

= Z cgk, (2) x¥

k'eK
¢ k k!
= Z O (2)Y*Z Vo

(kk')eK? Z=X

Por lo tanto, el covacio es una counidad a izquierda en W si y soélo si
Fy(2)(0,X) = X,y para todo 1 < ¢ € &, lo cual es la condicion (2.4.9).
El axioma de cocreacion de la coalgebra de vértice topologica W puede
transformarse en la condicion (2.4.10) a través de un procedimiento similar.

Por ultimo, tenemos que

(20 — (21 — 22))(Id & A(z2))A(21)(Xe)

=020 — (21 — 22))(Id @ A(22)) Y clgo(z1) XX & XX
kk €K
=0(z0— (21— %)) > cge(z) X6 J[ Alz)(Xp)k
kk €K 1</ <k

’
kz,

=0(z0— (11— 2) > duoz)X & J[ [ D cip(z2) XF & X"

k.k'cK 1<l<k \t,t'eK
=0(z0— (21— 22)) D clge(z1) XEVK
k,k'eK
= 0(20 — (21 — 22)) Fo(21) (X, F(22)(Y, 2)),

V=F(2)(Y,Z)

coomX =X®19L,Y=10XR1yZ=1310X en WOW&W.
Realizando céalculos similares en los otros dos términos de la identidad de co-
Jacobi en W se demuestra que ambos lados de (2.4.11) estan bien definidos
y coinciden. O

Definiciéon 2.4.3. Una ley de vértice formal (de dimension ) es una suce-
sion de distribuciones formales

F(2)(X,Y) € C[[X;,Y; : 1 < i < w][[z,27 )"

tal que las propiedades descritas en la Proposiciéon 2.4.2 valen.
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Nos gustaria definir la categoria de leyes formales de vértice de manera
tal que se conserve la analogia con la equivalencia clésica entre las categorias
de leyes de grupo formales y algebras de Lie.

Definiciéon 2.4.4. Sean F(2)(X,Y) y G(2)(X,Y) dos leyes de vértice for-
males de dimensiones k y «’. Un homomorfismo entre ellas es una sucesion
de series formales de potencias a(X) € C[[X; : 1 < i < ]]* cuyo término
constante es cero, tal que

a(F(2)(X,Y)) = G(2)(a(X),a(Y)). (2.4.12)

Con estos homomorfismos, las leyes de vértice formales forman una ca-
tegoria, que denotaremos como FVL.

Proposicion 2.4.5. La categoria de leyes de vértice formales es antiequiva-
lente a la categoria de bicodlgebras de vértice cuya estructura subyacente de
dlgebra linealmente compacta es conmutativa y local.

Demostracion. En primer lugar, se sabe que cualquier dlgebra linealmente
compacta que sea conmutativa y local (como anillo) es isomorfa a un élgebra
de series formales de potencias A = C[[X; : 1 < i < k|| para algiun . Por
lo tanto, cualquier bicoalgebra de vértice W con esas propiedades debe ser
de esa forma, y podemos usar la Proposicién 2.4.2 para asignarle una ley de
vértice formal a W, que denotaremos como F'" (2)(X,Y).

Por otro lado, partiendo de una ley de vértice formal F(z)(X,Y) de
dimensién k, podemos construir una estructura de bicoédlgebra de vértice
sobre W = C[[X; : 1 < i < £]] como sigue: dado que el axioma de trun-
camiento uniforme se traduce en que Fy(z)(X,Y) sea un elemento del al-
gebra (W & W)][[z, 27| para cada 1 < ¢ < &, la propiedad universal
del algebra de series de potencias W implica que existe un tnico morfismo
de algebras A(z) de W a esa &lgebra tal que su valor en cada X, coincide
con Fy(z)(X,Y). El mapa covacio ¢ también esta univocamente determinado
porque existe s6lo un homomorfismo de algebras W — C, dado que W es
local.

De esta forma, hemos demostrado que para cada ley de vértice formal
de dimensién x existe una dnica estructura de bicoalgebra de vértice sobre
W = C[[X; : 1 <i < &]] tal que (2.4.4) se cumple. Ahora veremos que esta
correspondencia se extiende a los morfismos en sus respectivas categorias, lo
que nos daré la antiequivalencia deseada.

Siv : W — W es un mapa lineal y continuo entre bicoalgebras de vértice
locales y conmutativas, podemos asumir que son de la forma W = CJ[[X :
1<i<k]yW=C[X;:1<j< #]]. Luego definimos a(X) € C[[X; :
1 <i < &))" como aj(X) = (X;) para todo 1 < j < &’. Si tomamos la
expansion o (X) = > g ajmX™, entonces para todo 1 < j < £’ tenemos
que
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o (F7 (2)(X,Y)) H%;(aij ’X:FW(Z)(XVY)

= am [ Ew(z)(x)™

meK 1<i<k

= Aw (2)(a;(X))

Similarmente,

FJW(Z)(Q(X),O&(Y)): Z C];,(z)f(f‘@)f(f‘

= (Y &) A (2)(X))-
Por lo tanto, ¥ es un homomorfismo de bicoalgebras de vértice si y sélo
si a(X) es un homomorfismo de leyes de de vértice formales. O

Juntando este resultado, una versiéon restringida de la dualidad de Cartier
demostrada en la altima seccion (usando el hecho de que los conceptos de
localidad para algebras linealmente compactas y conexidad para coalgebras
son duales entre si, cf. [M]) y la Proposicion 2.1.6, inmediatamente obtenemos
el siguiente resultado.

Corolario 2.4.6. La siguiente cadena de equivalencias de categorias vale.

{ Algebras de } - { Bialgebras de vértice }

Lie conformes coconmutativas conexas

| Bicoélgebras de vértice P _ J Leyes de vértice
o { conmutativas locales } o { formales }

Los resultados obtenidos en este capitulo muestran que las leyes de vér-
tice formales son completamente analogas a las leyes de grupo formales de la
teoria de Lie clasica. Dado que las leyes de grupo formales pueden usarse para
definir grupos de Lie bajo condiciones de convergencia apropiadas, es razo-
nable esperar que podamos usar leyes de vértice formales de manera similar
para definir un objeto que pueda interpretarse como un anélogo conforme de
un grupo de Lie. Formalizaremos este razonamiento en la secciéon 4.3, pero
para presentar esta definicién necesitaremos hacer uso de los conceptos de
la teoria de algebras quirales de Beilinson y Drinfeld que describimos en el
capitulo 1.



3 Teoria global

Este capitulo esta dedicado a determinar el objeto correcto a considerar
en el nivel global de nuestra version conforme de la teoria de Lie clasica, que
se presentara en la seccién 3.3 con el nombre de ind-esquema de vértice. Su
definicion surgird naturalmente de los resultados de las secciones 3.1 y 3.2,
que a su vez se basan en gran medida en los conceptos de [BD1]| presentados
en los preliminares de este trabajo.

3.1 | Algebras OPE como datos de pegamiento para algebras
de factorizacion

En las secciones 1.3, 1.4 y 1.5 presentamos en detalle las pruebas de las
equivalencias

FA(X) ~ CA(X) ~ OPEA(X).

Nuestro objetivo en esta seccion es reescribir su composicion FA(X) ~
OPEA(X) de forma tal que no sea necesario recurrir a CA(X) y, ademas, sin
hacer uso de ningun tipo de algebra lineal o cohomologia, sino inicamente
conceptos y técnicas geométricas. Esto a su vez allanaré el camino para més
generalizaciones a contextos no lineales en la Seccion 3.2. Para presentar las
construcciones de forma més clara y facil de leer trabajaremos sobre X = A!,
aunque creemos que las herramientas que utilizamos son lo suficientemente
generales para que los resultados sigan siendo vélidos sobre curvas suaves X
mas generales.

Nuestro punto de partida es la observacion en [BD1, Sect. 3.5.11] que
traducida a nuestra notacién dice “el OPE o, es el dato de pegamiento para
V3”. Presentaremos un contexto adecuado para poder formalizar esta idea.

Para trabajar con espacios de series de Laurent iteradas, los axiomatiza-
remos como n-espactos de Tate. Recordemos que un espacio de Tate es un
espacio vectorial topoldgico isomorfo a V& W*, donde V' y W son discretos
(es decir, W* es linealmente compacto). El ejemplo més importante para
nosotros sera C((t)) = t~1C[t~1] @ C[[t]], donde C((t)) y C[[t]] tienen sus to-
pologias usuales donde los subespacios t"C[[t]] forman una base de entornos
abiertos de cero.

Esta definicion se ha generalizado en [BGW]| a objetos de Tate en ca-
tegorias exactas arbitrarias. En particular, esto permite definir 2-espacios
de Tate como objetos de Tate en la categoria de espacios de Tate, y con
més iteraciones se pueden definir n-espacios de Tate en general. Todos los
n-espacios de Tate de la forma V @& W* donde la dimensiéon de V' 'y W es

o6
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a lo sumo Ny son sumandos directos de C((¢1))--- ((tn)) [BGW, Ej. 7.6, y
dado que todos los espacios con los que queremos trabajar son de esta forma,
asumiremos esta restricciéon de tamano a partir de ahora.

Dados Vi y Vs espacios vectoriales topologicos, su producto tensorial
completado Vi ®Vs generalmente se define como la completacién de Vi @ Va
con respecto a la topologia donde una base de entornos abiertos de cero esta
dado por los espacios W1 ® Vo 4+ Vi ® Wo con W; entornos abiertos de cero
en V; para i = 1,2. La operacién ® es asociativa, conmutativa y cumple que
C[[t1, t2]] = C[[ta]]®C[[t2]]. Sin embargo C((t1))((t2)) # C((t1))®C((t2)), por
lo que necesitamos una nocién diferente de producto tensorial para espacios
de Tate.

Beilinson y Drinfeld definen el producto tensorial normalmente ordenado
V1§V2 en [BD1, Sect. 3.6.1] como la completacion de Vi ® V5 con respecto a
la topologia donde un subespacio U es abierto si y solo si existe un subespacio
abierto P C V5 tal que V1 ® P C U y para cada va € V5 existe un subespacio
abierto P,, C Vi tal que P,, ® vo C U. Es asociativo, no conmutativo, y
tenemos que

C((t1) -+ ((t)) = C(()E - - BC((tn))

para todo n > 2.
En [BGHW] la definiciéon del producto tensorial normalmente ordenado
es extendida a objetos de Tate en general, y por lo tanto si denotamos a
la categoria de m-espacios de Tate como n-Tate, tenemos una familia de
funtores
—®— : n-Tate x m-Tate — (n +m)-Tate.

Asi @ define una estructura monoidal en co-T'ate = | J,, n-T'ate. Ademas,
si Alg denota la categoria de C-algebras (es decir, algebras en (Vee, ®,
C)), entonces @ también define una estructura monoidal en el subcategoria
Alg N oo-Tate, ya que @) y ® conmutan entre si.

Consideremos la categoria

C={Spec A : A€ Algnoo-Tate} C AffSch.

Dados morfismos Z1 — Zo y Z — Zs en C, definiremos el producto fibrado
de Z y Zy sobre Zy como

%
Z Xz, 21 = Spec F(Z, OZ)®F(ZQ,022)F(ZL OZ1)-
Sobre cada Z = Spec A € €, podemos considerar asimismo la categoria
87 =1{M : M € Mods N oo-Tate} C Mg(Z).

Entonces 8 = |J e 87 es una categoria fibrada sobre C. Es decir, tenemos
un funtor p : 8 — € y dado un morfismo f : Z; — Zs en € elegimos un
pullback f*: 8z, — 8z, dado por

. -
L(Zy, M) = T(Z2, M) ®1(2,,0,,,) L' (21, 02,)
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para todo M € 8z,.

Consideremos ahora un algebra de factorizacion {V;} sobre Al no nece-
sariamente G,-equivariante. Si dotamos a cada V; de la topologia discreta,
se convierten trivialmente en elementos de 8yr.

Por los axiomas de factorizacién sabemos que

.V, = V2 (VRY) = VRV, \ en Spza;

‘A2\A

s Vol = A"Vy =V~ 0Oy &WA en SA.

[

Vemos que las restricciones de Vo a A y U = A2\ A s6lo dependen de
V. Nos gustaria presentar a Vo como un haz que se obtiene al pegar estas
restricciones, pero inmediatamente vemos que hay un problema, ya que A y
U no se intersecan. Aqui es donde los espacios de Tate resultan de ayuda.
Definamos

= Spec Clyl[[z —yll,

Ai=Uxp = SpecC[ym ~ yllo—y = Spec Clyl((@ — y)-

Podemos interpretar A como la afinizacion del entorno formal de la dia-
gonal en A%, mientras que A serfa su entorno formal pinchado.

La lIltl"OdUCCIOn de estos esquemas nos permite pensar en los funtores
A y A/ de una forma mas concreta: si denotamos los mapas canénicos de
inclusion como 7 : A = A2 y j: A = A2 tenemos que

AV =370uK8YV and AYV=7350,uKV

para todo V € M!(A!). Otra ventaja de este punto de vista es el hecho de
que los funtores 7,j* v jsj* se definen de forma mas general , no solo para
D-haces. Esto es apropiado al tratar con algebras OPE ya que, al igual que
ocurre con las algebras de factorizacion, la estructura de D-moéddulo no es
necesaria para definir su estructura, sino que se sigue como consecuencia de
los axiomas.

No es dificil demostrar que el isomorfismo diagonal v induce un isomor-
fismo V|3 ~ Ou1 W V|5 en 83 (ver [BDI, Sect. 3.4.7]). Por lo tanto, las

restricciones de Vo a A y U pueden escribirse en términos de V, pero ahora
podemos definir entre ellas un isomorfismo de pegamiento a lo largo de la
interseccion A como

@ VRV = Vo|g = 0 RV

&

Dado que j, es adjunto a derecha de j*, este isomorfismo esta determi-
nado por un mapa VXV — 47,570, X'V = AV, que es exactamente el
producto OPE o,,.
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La terna (VX V‘U, O X V‘A’ ¢) es un ejemplo de un dato de descenso

en § relativo a la familia de morfismos {U <+ A2, A 4 A2}, Recordemos
la definicién con toda su generalidad, ya que necesitaremos usarla en varios
contextos.

Definiciéon 3.1.1. [St| Sea p : 8 — C una categoria fibrada, y sea {f; : Z; —
Z}ier una familia de morfismos en € tal que todos los productos fibrados
Zi Xz Z; y Ziy xz Zj Xz Zj, existen. Un dato de descenso (W;, pi;) en 8
relativo a la familia {f; : Z; — Z}ier esta dado por

» Un objeto W; € 8z, para cada i € I
= Un isomorfismo ¢;; : Wi‘Z'xZZ» — Wj’erZZv para cada (i,5) € I?
7 J K J

que satisfacen la condicidn de cociclo:

Soik ZZ'XZz]'Xsz = SD-]k ZiXZZjXZZkSOij ZiXszXZZk

para cada terna (i,7,k) € I® en 8Zix22Z;x z2;,- Un dato de descenso se dice
efectivo si existe un objeto W € 8§z junto con isomorfismos ¢; : W’ 5 =W,

en 8z, tales que ¢;; = ¢; Zixyz; PR todo (i,7) € I%. En otras

-1
Z-L' ><2Zj 8074
palabras, un dato de descenso es efectivo si y s6lo si podemos pegar todos

los objetos W; para formar un solo objeto 'W.

Volviendo al contexto de algebras de factorizacion/OPE, sabemos que da-
da cualquier algebra OPE sobre A! el dato de descenso (V&V‘U, Opt @\7’ 2
es efectivo debido a la existencia de Vs garantizada por los Teoremas 1.4.3 y
1.5.3. No obstante, ahora mostraremos que esta efectividad es independiente
de esos teoremas: es un corolario directo de la siguiente versiéon del conocido
lema de descenso de Beauville-Laszlo demostrado en [BL2].

Lema 3.1.2. Supongamos que son dados
» Un Clz,y)s—y-modulo F;

» Un Clyll[[x — y]]-médulo G que es (z — y)-regqular (i.e., x —y actia
inyectivamente en G);

» Un isomorfismo de Cly]((x — y))-mddulos

- —
¢ F=F&clyClylllz —yll = Go—y-

Entonces existe un Clz,y|-mddulo M que es (x — y)-reqular e isomorfismos

a:My_y— FypB:M— G tales que ¢ es la composicion de

A oAl . o
oy R N R
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En otras palabras, st W1 € Mo (U) y Wa € Mo (A) estin determinados por
los mdodulos de secciones globales F' y G respectivamente, el dato de descenso

(W1, Wa, @) en 8 relativo a la familia {U 2> A%, A L A%} es efectivo, siendo
M el médulo de secciones globales de su O-mddulo pegado W sobre A? y
siendo {«, B} los isomorfismos correspondientes a 1 : W‘U = W1 y s :

Demostracion. Las tnicas diferencias entre este lema y el de [BL2] es la
especializacion al caso A = Clz,y| y f = x — y (s6lo por simplicidad), y el
hecho de que tomamos F' = F[[z — y]] = F@C[Ly]C[y][[x — y]] en lugar de
F ®czy Clyll[r — y]], que son diferentes cuando F' es de dimensién infinita.

Sin embargo, la idea clave es observar que la prueba en [BL2| continta
siendo valida, ya que ain podemos definir M = Ker ¢ para el mapa inducido
¢ : F — G¢/G, y las diferencias en los dos enfoques desaparecen en el
cociente:

(M ®aAp)/(M®aA) =~ M;/M. O

Hasta ahora, dado cualquier O-médulo V sobre A!, hemos demostra-
do que existe una biyeccion entre aquellos OPE binarios o € O2({V,V},V)
conmutativos y los O-médulos pegados Vo sobre A? que satisfacen las pro-
piedades de factorizacién deseadas. Para obtener esto, no hemos necesitado
cumplir ninguna condicién de cociclo, puesto que no habia intersecciones
triples no triviales. La situaciéon cambia cuando damos el siguiente paso e
intentamos construir el haz Vs sobre A3.

Para cada par 1 <i < j < 3, sea A;; el plano diagonal en A3 determinado
por z; = x;. Consideremos ahora el cubrimiento de A3 por esquemas afines

en € dado por A3 = Z; U U1§i<j§3 Zéij) U Z3, donde
(1) Z1 = A3\ (Upeie oz Aij) 2 A3, es decir

AR Spec (C[‘le$2’$3]x1—x2,x1—x3,12—x3-

iy — - (i7)
(11) Zém =A;; \ AG) %2, A3, donde la completacion debe tomarse dentro
de A%\ (A UA,) y {k} ={1,2,3}\ {i,j}. Es decir

757 = Spec Claj, i[5 — 25|y -2y 0, -

(1) Z3 = AG) 5, A3 es la afinizacion de la completacion de la diagonal
principal en A3, es decir

Zs5 = Spec Clas][[z1 — x3, x2 — x3]].

Presentamos una visualizacion de este cubrimiento en la Figura 3.1, don-
de la perspectiva ha sido elegida de modo tal que la diagonal principal en
A3 se vea reducida a un punto.
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Tk I3

I T2

A Zéij) Z3

Figura 3.1: Cubrimiento de A3

Ahora para cualquier O-médulo V sobre A! munido de un OPE binario
o conmutativo usaremos los axiomas de factorizaciéon para definir lo que
eventualmente se convertira en un dato de descenso (para pegar V3) relativo

a la familia {jl,jéw),jélg), j§23),j3}. Consideremos

. W, :vgvxv\zl €8z,
. ngj) =0 @V@WZW) € SZ(”) para cada 1 <17 < j < 3;
2 2

= W3 =0 ROuKY|, €8z

Quedan por definir los isomorfismos de transicién entre estos haces, que
se construirdn a partir del isomorfismo ¢ : \7&\7‘ A — Oa &V‘ & determinado
por o.

Caso I: Sea Zgj) =71 X3 Zéij), es decir

749 = Spec Claj, o) (i — ©5))ax—rsep 2,

(

(éj) la inclusién Zléj) < Spec Claj, mi]((zi — x;)) = Al x A. Luego

Sea j;
definimos N - -
90&12]) = J'YQ])*(idV X ) : W1|Z<ij> - Wg])‘z(ij)-
12 12

Caso II: Sea Zééj) = Zéij) X a3 Z3, es decir

Z3) = Spee Cla;)(wr, — ) loi - ;1]
Sea jégj) la inclusion Zééj) — Spec Clz;]((z — ) [x; — xj] = A x AL,
Luego definimos

‘ng) = jégj)*(go Mido,, ) : Wé”)’zggﬁ - W3‘Z§§j)'

Caso III: Para cualquier par de elecciones i < j y i < j’ en {1,2,3},

definimos un mapa ngj ) Wéi/j ) permutando los factores apropiados.
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Ejemplo 3.1.3. Consideremos el escenario G,-equivariante, en el cual te-
nemos que I'(A',V) = V]z] para algin espacio vectorial V, y definamos
Y(a,z —y)b = p(a®b) € V((x — y)) para todos a,b € V. En ese caso, los

mapas @&223) y cp§233) se pueden escribir en coordenadas globales como

(23)
%)
V®3[l‘1,$3](($2 - $3))11—$2,$1—z3 — V®2[$1,$3](($2 - x3))$1—$2,2¢1—137
a®b®cf(ry,xe,23) = a®Y (b, xe — x3)c f(x1,22,23),

(28)
VE2a3)((21 — x3))[[w2 — 23] 22 Vzs)((z1 — a3))[[z2 — 23]],

o o
Z a®bf(xy,x2,x3)(r2 —23)" — Z Y(a,z1 — x3)b f(x1, 22, 23) (22 — x3)™.
m=0 m=0
A esta altura ya logramos definir todos los mapas de transicién posibles
entre los miembros de la familia excepto en un caso, como mostramos en el si-
guiente diagrama (donde cada flecha solo esta definida en su correspondiente
interseccion).

El isomorfismo restante @13 : Wy — W3 Z1x debe ser de-

4373

A XA;;Zg
finido teniendo en cuenta la condicién de cociclo. De hecho, para obtener

un dato de descenso con estos mapas de transicién es condicién necesaria y
suficiente definir un isomorfismo @13 tal que para cada 1 < i < j < 3 se
satisfaga que

Pislagy = 255 L1 Loy
donde Zgg = 71 X3 Zém X a3 Z3 = Spec Clz;]((xr — x;)) (2 — x5)).
Sea ji13 : Z1 X p3 Z3 = Spec Clx3][[x1 _x?n$2_x3“961*w37$27963,961*$2 — A3
el mapa candnico. Ahora debido a la adjuncion ji; b ji3.« sabemos que @13
es equivalente a un mapa ogz : V¥ — J13+3730,1 KO KV = A!(?’)V, lo cual
es un 3-OPE.
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i ”Por otro lado, también tenemos mapas canc’)Nnicos 5&3 ) Zgjg — Ady
jggj) : ZYJ?,) — Spec Clzj, 7] ((x; — z;)) = Al x A. No es dificil probar que

bajo la adjunciéon jg)* F jgj*) el isomorfismo gp%j)’ PO corresponde con
123
el mapa

idyRo: VRV 5 VR AW,
S | 56)

y que de manera similar la adjuncion jy; 93, convierte a goéSJ ) ‘ Li7) en
123

el mapa B B o
Aij!(o) : AZ‘]‘!V&2 — Aij!A[V.

Por lo tanto, encontramos que la condicién de cociclo para una elecciéon
1 <4 < j < 3 dada es equivalente a la afirmacién de que el OPE o se
componga bien consigo mismo, comenzando en las entradas i-ésima y j-
ésima. Mas ain, la existencia de un unico isomorfismo 13 que satisfaga
todas las condiciones de cociclo es equivalente a la asociatividad del OPE o.

Si ademés consideramos que este dato de descenso en 8 relativo a la
familia {j, jg’y ), ja} debe ser efectivo (como consecuencia directa del Lema
3.1.2), resulta que hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.4. Para cualquier O-mddulo V sobre A, la biyeccion en-
tre OPE’s conmutativos o € O2({V,V},V}) y datos de descenso en 8 de la
forma (VK V‘U, O K V}A,go) identifica aquellos OPE asociativos con los
isomorfismos ¢ que nos permiten construir un dato de descenso en 8 relativo
a la familia {jl,jél]),jg} para pegar un O-mddulo Vs sobre A® que todavia
satisface los axiomas de factorizacion.

Finalmente, notemos que una vez que las condiciones de cociclo se cum-
plen para el dato de descenso que construimos relativo al cubrimiento elegido
de A3, se puede aplicar el mismo método para construir datos de descenso
efectivos sobre los cubrimientos anélogos de A™ para cualquier n > 4, los
cuales permiten pegar O-moédulos V,, sobre A" que ain satisfacen los axio-
mas de factorizacion. Esto puede relacionarse con el hecho de que cualquier
producto binario conmutativo y asociativo define inmediatamente un tnico
producto de n-uplas para cualquier n > 3.

Obtenemos asi en el caso X = A! una demostraciéon geométrica de la
equivalencia en la cual estamos interesados.

Corolario 3.1.5. OPEA(A!) ~ FA(AY).

3.2  Generalizacién a monoides de factorizacidén: monoides
OPE

En esta seccién aplicaremos los argumentos de la secciéon anterior para
estudiar a los monoides de factorizacién en términos de sus datos de pega-
miento con respecto a los mismos cubrimientos de sus espacios base.
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La tinica diferencia entre monoides y algebras de factorizaciéon es que de-
bemos considerar familias de ind-esquemas en lugar de familias de O-moddulos
sobre las potencias de la curva base. Por lo tanto, sus datos de pegamiento
deben considerarse en una categoria fibrada diferente sobre C.

Sea 8’ — C la categoria fibrada donde para cada Z € €, 8', es la categoria
de aquellos ind-esquemas G = lim G(™ sobre Z tales que cada G puede
obtenerse pegando esquemas afines sobre Z que pertenecen a C. Dado un
cambio de base f : Z1 — Zy, el pullback f*: 8, — &, es inducido por
1*G =G x g, Z1 para cada G € € sobre Z5. Una diferencia clave entre 8 y 8’
radica en que en 8 el pullback f* es adjunto a derecha del pushforward f,.

Necesitamos introducir contrapartes no lineales para las algebras OPE
si queremos compararlas con los monoides de factorizaciéon. Las definiciones
de A y A de la seccion anterior se pueden generalizar directamente a A:
AU es la afinizacion de la completacion de Al con respecto a la diagonal
pr1n01pal A en AT y AU) = A(D) x o1 UD) . Tenemos morfismos canénicos
AD L AT ana A0 22 AT
Definicién 3.2.1. Sea G un ind-esquema sobre A!. Un I-OPE no lineal de
G para cualquier I € fSet es un elemento del conjunto

OPE(S); = Homg, (]( GGl AT %, 9).

Para toda suryeccion J = I en fSet, definimos j(™ := A5 . AU)
A7. Ahora dados OPE’s no lineales v € OPE(G); y {6 € OPE(9) J, }ic1,
podemos definir su composicion

Y({di}ier) € Homg (G750 T 507500767 A7 x40 6)
el
como

*)(ﬁ)* i‘si ~(m) ()% i
it J(”)*HJJ) Drgh 2L G5 HAJZ xp1 G C

id
AT x 0 G (1*9)L>AJXAIAIXA19 A7 x4 6.
Al igual que en el caso lineal, decimos que estos OPE no lineales se componen
bien si v({d;}) se extiende a un OPE no lineal en OPE(G); mediante la
inclusion

#3900 o 050 [T 8% = 50

Ahora podemos presentar la version no lineal de las dlgebras OPE.
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Definicion 3.2.2. Un monoide OPE sobre A! es un ind-esquema G sobre
A junto con un OPE no lineal binario

©: . J"GxG =AY x1 G
en OPE(G){1,2y vy una seccion distinguida 1 : Al = G, tales que

1. e es asociativo, es decir, los OPE no lineales (e, {®,id}) y (e, {id, o}) se
componen bien y ambas composiciones producen el mismo 3-OPE no
lineal o3 € OPE(S){LQB}. En otras palabras, debe existir un morfismo
o3 tal que el siguiente diagrama conmuta

~ < Ji3+Jisidxe) j *N'* G x (A% x4 §
J13%J13 (9 x (]*] g x 9)) M) jli Kg S<A2 (.(5*5*91§<1 9)))

J lidx Lo

ISCLY RN RV S e — » A3 x,;1 G

~ iy ~ 323*553 ((A2 >~<1§1 9) X 9)
oy (3753 9) X ) 5008 TS X 9 X 9)

donde 5(3) = 3({1’2’3}) y 57,3 = j(m) para la suryeccién m;; que identifica
i=jen{l,2, 3}

2. e es conmutativo, es decir, queda fijo por la simetria de “trasposicién
de coordenadas” de OPE(G)(; 23

3. 1 es una unidad para e, en el sentido de que el siguiente diagrama
conmuta

5.0 G x Al .3 (ax1) - -, joit(ixid)  jj Al x G
~ « — - pu
ﬁnglA Jjgxg ESXAlA

[ ]
z’dxAu\ l %ﬁ

9XA1 A2

Ahora a partir de un monoide de factorizacion {G;} sobre Al, y deno-
tando § = Gy, 92 = G2y ¥ 93 = Gy1,2,3), podemos construir un mapa
de transicion sobre A usando sus isomorfismos de factorizacion y diagonales
como

Y1776 x G = 776y = A% x4 G

Debido a la adjuncion j, F j*, ¢ se corresponde con un OPE no lineal
binario e : j,7*G X § — G X1 A2 que es conmutativo. El ind-esquema Go se
puede recuperar de G y o al pegar el dato de descenso (j*Gx G, 7*A? x 41 G, )

en &' relativo a la familia {U EN AZ A EN AZ}. El hecho de que estos datos de
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descenso sean efectivos es consecuencia del Lema 3.1.2, siguiendo los mismos
argumentos que en [M-B]| para pegar esquemas afines en € e ind-esquemas
en 8 sobre ellos.

Ahora necesitamos definir un dato de descenso en 8’ relativo a la familia
{jl,jé ,J3} para pegar Gs. Definamos

» T =7 A1XA1X9€821;

. ?éij):jgj)*AlXSXSES'ZW) para cada 1 <i < j < 3;
2

» F3 =339 xGxGes8y,

Los morfismos de pegamiento entre ellos se definen de forma muy similar
a lo hecho en la seccién anterior, siendo los mapas principales

§9) — 0 iy x ) : FS

(”)—Jgs (¢ x idg) : 9:(3)

(5) (7)

o
1
24

74

(i) 2 (i5)
Z23 Z23
Una vez més, encontramos que la existencia de un isomorfismo de tran-
sicién entre Fq y F3 que satisface las condiciones de cociclo es equivalente a
la asociatividad del OPE no lineal e.
Podemos recoger todas estas observaciones en el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.3. Para cualquier ind-esquema G sobre A', existe una bi-
yeccion entre OPE no lineales € OPE(S){LQ} conmutativos y datos de des-

censo (7Gx G, 7*A%x 418, v) en 8 relativos a la familia {U LAZ AL A%}

Ademds, bajo esta correspondencia se identifican los OPE no lineales aso-
ciativos y conmutativos con aquellos isomorfismos 1 que nos permiten cons—
truir un dato de descenso de ind-esquemas relativos a la familia {jl,jg ,33}
que permite pegar un ind-esquema G3 sobre A3 que satisface los axiomas de
factorizacion.

Como consecuencia directa de esta proposicién obtenemos el siguiente
enunciado, que es uno de los resultados més importantes de este trabajo.

Teorema 3.2.4. La categoria OPEM(A) de monoides OPE sobre Al es
equivalente a la categoria FM(AY) de monoides de factorizacion sobre Al.

Demostracion. Solo resta observar que dado un monoide OPE (G, e,1), los
ind-esquemas G; sobre A’ para cada |I| > 4 se pueden pegar a partir de
datos de descenso similares relativos a los cubrimientos analogos de A, y
las condiciones de cociclo siempre valdran ya que el “producto” original e
es asociativo y conmutativo, por lo que no puede dar lugar a diferentes
|I]-productos iterados. También deberiamos notar que cualquier secciéon 1 :
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Al — G define una familia tnica de secciones 1D AL G1 compatible con
los axiomas diagonales y de factorizacion tales que 1) = 1, y que 1 es
una unidad para o si y sélo si la familia {]l(l )} es una unidad para el espacio
de factorizacion {Gr}. O

3.3 El contexto equivariante por traslaciones: ind-esquemas
de vértice

Nos gustaria tener una comprensiéon méas profunda de los monoides OPE
sobre Al en el caso equivariante por traslaciones. Dado que las fibras en
cualquier punto de un algebra OPE G,-equivariante sobre A! son é&lgebras
de vértice, las fibras de un monoide OPE G,-equivariante sobre A! seran sus
contrapartes no lineales, a las que llamaremos ind-esquemas de vértice.

Enunciemos con precisiéon qué significa la equivariancia por traslaciones
en este escenario.

Definicién 3.3.1. Un ind-esquema G sobre Al es G,-equivariante si existe
un isomorfismo 1 : p*G — a*§ de ind-esquemas sobre G, x A! que satisface
las mismas compatibilidades que los O41-mo6dulos G,-equivariantes. Si ade-
més G estd equipado con un OPE no lineal binario e y una seccién unidad
1 que respetan la accion de G,y con respecto a las cuales § es un monoide
OPE, entonces decimos que (G, e, 1) es G,-equivariante.

Dado un ind-esquema G (sobre Spec C), podemos definir un ind-esquema
sobre A! G,-equivariante como § = G x Al. Mas atin, cualquier ind-esquema
G sobre A! G,-equivariante es isomorfo a G x A!, donde G es su fibra en 0
(o en cualquier otro punto de A!, debido a la equivariancia).

Para estudiar la forma en la cual el OPE no lineal e de un monoide
OPE Gg-equivariante sobre A puede expresarse en términos de sus fibras,
presentaremos la siguiente definicion.

Definicion 3.3.2. Un ind-esquema de vértice es un ind-esquema G junto
con un punto distinguido 1 € G (es decir, un morfismo 1 : Spec C — G) y
un morfismo de ind -esquemas

::GxGxD" =G, (3.3.1)

donde D* = Spec C((z)) es el disco pinchado, que satisface los siguientes
axiomas:

1. 5 es asociativo, es decir, existe un morfismo . = tal que el siguiente
b

diagrama conmuta.



3. El contexto equivariante por traslaciones: ind-esquemas de vértice 68

G x G x G x Spec C((z)) x Spec C((w)) M G x G x Spec C((w))
| . i]

G x G x G x Spec C[[z, W] s,z ~========-m====mm= e

T . xidxid Z_.MT

G x G x Spec C((w)) x G x Spec C((z —w)) — G x G x Spec C((z — w))
2.+ es conmutativo, es decir, invariante bajo trasposicion de sus entradas.

3. 1 es una unidad para s, lo que significa que el siguiente diagrama

conmuta.

ide X 1xidpe 1xide xidps
G x D* ZC2 70N o G x DY <SG o DF

\)éz/

Notemos que el producto de un ind-esquema de vértice también se puede
escribir como un mapa

GxG— Hom[ndsch(D*, G) =: LG, (3.3.2)

donde LG es el espacio de lazos de G. Pero cuando G no es un esquema afin,
no existe ninguna estructura natural de ind-esquema en su espacio de lazos
(ver [FBZ, Sect. 11.3.3|), y por lo tanto este producto no tendria sentido
como morfismo de ind-esquemas. Puesto que este problema no surge con
la presentacion (3.3.1), la hemos elegido para nuestra definiciéon, aunque es
conveniente tener en cuenta la presentacion alternativa (3.3.2) al comparar
los ind-esquemas de vértice con sus contrapartes lineales, las algebras de
vértice.

Definicién 3.3.3. Dados dos ind-esquemas de vértice (G, :,1) y (é, ;,i),
un morfismo de ind-esquemas de vértice es un morfismo de ind-esquemas
f : G — G que preserva las unidades y tal que el siguiente diagrama conmuta.

GxGxD*—5 @

Ixf xidJ/ J, f

GxGxD* — G
Denotaremos a la categoria de ind-esquemas de vértice por VJ. Las defini-
ciones presentadas anteriormente se han obtenido restringiendo la definicién

de monoide OPE sobre A! a una de sus fibras. Por lo tanto, en el caso
Gg-equivariante tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.4. La categoria de monoides OPE Gg-equivariantes sobre
Al es equivalente a la categoria de ind-esquemas de vértice, a través del
funtor de restriccion a la fibra en cero.
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Dado un monoide de factorizacion {G;} sobre una curva X con unidad
1:X — § =Yy, se puede demostrar que el espacio tangente relativo T1G
de G en 1 sobre X tiene una estructura de algebra de Lie* sobre X (ver [FBZ,
Sect. 20.4]). Su algebra quiral universal envolvente coincide con el algebra
quiral asociada al dlgebra de factorizacién obtenida aplicando el funtor de
linealizacion a {G;}. En particular, cuando X = A! y todos estos objetos
son G4-equivariantes, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.5. Sea (G, :,1) un ind-esquema de vértice. Entonces

(1) El espacio tangente Zariski T'G posee una estructura de dlgebra de Lie
conforme.

(11) La linearizacion Dist(G,1) de G (i.e., el espacio de todas las distri-
buciones en G con soporte en 1) tiene una estructura de dlgebra de
vértice.

(111) W(T1G) ~ Dist(G, 1) como dlgebras de vértice.
En otras palabras, tenemos un diagrama conmutativo de funtores

{Ind-esquemas de vértice}

(Tl/ lDist(f,l)

{Algebras de Lie conformes} U {Algebras de vértice}

Las principales relaciones que hemos descrito entre las categorias defini-
das por Beilinson y Drinfeld en [BD1|, presentadas en el Capitulo 1, y las
nuevas categorias OPEM(A) y VI definidas en este capitulo se resumen en el
siguiente diagrama conmutativo, donde la notacion (-)®e representa en cada
caso la subcategoria de G,-objetos equivariantes y las flechas verticales re-
presentan los funtores de linealizacién correspondientes entre las respectivas
categorias.

VI ~ OPEM(AL)Ce ~ FM(AL)Ca

V llin. J/lin. llin. (3.3.3)

ConfA -5 VA~ OPEA(AN)Ce ~ FA(A)Ca~r CA(AL)Ce



4 Ejemplos

Las ideas presentadas en los capitulos 2 y 3 se pueden desarrollar atn
mas aplicandolas a ejemplos conocidos, lo cual es nuestra motivaciéon en este
capitulo.

Recordemos que para cualquier algebra de Lie conforme R tenemos un
isomorfismo R ~ Lie R, definido en (1.2.13). En particular, vale que R ~
Lie R/Lie R_, y ademas

R~ Ije\R/ Li/e\R_7

donde las completaciones Lie R y Lie R_ son tomadas con respecto a la
familia {(ay, : a € RAm > n)}nez+

Si sucede que Lie R y Lie R_ son las algebras de Lie de ciertos ind-grupos
(es decir, ind-esquemas cuyo funtor de puntos puede levantarse a un funtor
Sch — Grp) Gr y Hp respectivamente, entonces el espacio tangente Zariski
a su ind-esquema cociente Gr/Hp es isomorfo a R. Por lo tanto, si queremos
encontrar un ind-esquema de vértice que tenga a R como su algebra de Lie
conforme tangente, seria razonable comenzar asumiendo que su ind-esquema
subyacente es Gr/Hp. Dedicaremos las secciones 4.1 y 4.2 a aplicar este
enfoque para construir los ind-esquemas de vértice asociados a las dlgebras
conformes current y de Virasoro.

El vinculo entre los ind-esquemas de vértice y las leyes de vértice formales
es estudiado en la secciéon 4.3, y obtenemos en el Teorema 4.3.6 una respuesta
positiva en el caso nilpotente a la pregunta acerca de si un algebra de Lie
conforme puede ser “integrada’ a un ind-esquema.

4.1 La Grassmanniana afin como un ind-esquema de vértice

Sea G un grupo algebralco reductivo y sea g = Lie G. Entonces definimos
el grupo de lazos LG (resp. grupo de lazos positivo L*G) de G como el ind-
grupo cuyos A- puntos para cgalqmer C-algebra A estan dados por LG(A)
G(A((t))) (resp. LYG(A) = G(A[[t]]))- ]

Su ind-esquema cociente G se conoce como Grassmanniana afin de G,
y sus A-puntos estdn dados por

Gr(A) = GA(())/G(AIHD.

Este es un ind-esquema formalmente suave y de ind-tipo finito (es decir, se
puede escribir como un colimite de esquemas de tipo finito), y en este caso
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es ademés reducido, debido a que G es reductivo (en general, es reducido si
y s6lo si Hom(G, G,,) = 0 donde G, es el grupo multiplicativo, ver [BD2]).

Las algebras de Lie asociadas a LG y LTG son g((t)) y §[[t]] respectiva-
mente, que son las completaciones del algebra de lazos Lie R y del algebra
de lazos positiva Lie R_ para R = Cur g, descritas en el Ejemplo 1.2.7. En
particular, el espacio tangente Zariski de Grs en la identidad es isomorfo
a Curg. Queremos definir una estructura de ind-esquema de vértice sobre
9res que nos permita recuperar la estructura de algebra de Lie conforme de
Curg a partir de Grs a través del Teorema 3.3.5. Su existencia sera con-
secuencia de la estructura de factorizacion que posee la Grassmanniana de
Beilinson-Drinfeld, cuya construcciéon repasamos ahora.

Existe una descripcién bien conocida de la Grassmanniana afin en tér-
minos del espacio de moduli de G-fibrados sobre una curva algebraica suave
X. Para un x € X fijo, sea O, la completacion del anillo local en z y K, su
cuerpo de fracciones. La eleccion de una coordenada local z en x produce iso-
morfismos O, ~ C[[z]] y K ~ C((z)). Ahora dado un G-fibrado P sobre X,
podemos elegir trivializaciones T’X\{x} L aGx(X\{z})y ?’Dz 2 G'x Dy,
donde D, = Spec O, es el disco en x. Para poder pegar P a partir de estas
trivializaciones, necesitamos los datos de pegamiento a lo largo de su inter-
seccion D} = Spec K, que se corresponden con un elemento g € G(in)
La efectividad de los datos de descenso (¢, s,g) se prueba en [BL2|, y en
consecuencia obtenemos una biyeccién entre G (X) v el espacio de moduli
de todas las ternas de la forma (P, ¢, s).

Como corolario directo obtenemos la siguiente descripcion de Sréw =

G(Ka)/G(Oy).

Proposicion 4.1.1. [BL1] Grs , se puede identificar con el espacio de mo-
duli formado por los pares (P, ), donde P es un é’—ﬁbmdo Yy @ es una tri-
vializacion de P restringida a X \ {z}.

Ahora la Grassmanniana de Beilinson-Drinfeld es la familia de ind-
esquemas grg v sobre X I para I € fSet cuyos S-puntos sobre cualquier
esquema S estan dados por el conjunto de todas las ternas (P, {x;}icr, ©),
donde

= P es un G-fibrado sobre X x S
= z;: S — X es un S-punto de X para cada i € [;

» ¢ es una trivializacion de P restringido a (X x S)\J
denota el grafico de x; para cada ¢ € 1.

ic1 Lz, donde I'y,

En particular, los C-puntos de Grg y; conforman el espacio de moduli

{(TP € Bung (X), {zi}ier € X1 ¢ trivializacion de ﬂ)‘ >} :
X\{zi}ier
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Esta familia resulta ser un espacio de factorizacion sobre X (ver [BDI,
Sect. 5.3.12| or [FBZ, Sect. 20.3.5]). Por ejemplo, dados 1 # x2 € X, tene-
mos un mapa

9ré,X27{$1,$2} - 9Té,X7{$1} X gré,Xy{@}’

donde dado (P, ) € G ¢ X2 {y 2oy TESITINGIMOS tanto P como ¢ a X\{z2}y
X\{z1} respectivamente, y luego usamos la Proposicion 4.1.1 para identificar
97“@7){’{90} = 97"(?,)(\{351-},{1:} para x; # x. Este mapa es un isomorfismo, ya que
si partimos de (P;, ;) € 9TC°¥,X,{33¢} para ¢ = 1,2 podemos pegar P1 y Py y
obtener un solo G-fibrado P a lo largo de X \ {z1, 22}, donde ambos estan
trivializados.

Este espacio de factorizacion tiene una secciéon unidad, dada por el G-
fibrado trivial sobre X! para cada I € fSet, y esto convierte a {ST‘G",’XI} en
un monoide de factorizaciéon sobre X.

Si volvemos al contexto en el cual X = Al, tenemos que 97’@7 Al €S un
monoide OPE por el Teorema 3.2.4. Ademaés, es equivariante por traslaciones
y su fibra en cero §r es un ind-esquema de vértice debido a la Proposicion
3.3.4. Dado que la linealizacion de la Grassmanniana de Beilinson-Drinfeld
da lugar por [FBZ, Thm. 20.4.3| al algebra de factorizacion asociada con el
dlgebra quiral afin en nivel cero, que en el caso G,-equivariante sobre A!
se corresponde con el algebra de vértice afin V9(g), llegamos al siguiente
resultado.

Proposicion 4.1.2. Grs es un ind-esquema de vértice tal que su espacio
tangente es el dlgebra conforme current Cur g y su linealizacion es el dlgebra
de vértice afin VO(g) en nivel cero.

4.2 El ind-esquema de vértice de Virasoro

Ahora consideremos R = Vir. En este caso, las completaciones de Lie R
y Lie R_ son las algebras de Lie Der C((t)) = C((¢))0: y Der C[[t]] = C[[t]]0¢
respectivamente. Estas son las algebras de Lie correspondientes a los ind-
grupos Aut K y Aut O (ver [FBZ, Sect . 17.3.4]) cuyos A-puntos para A €
Algc estan dados respectivamente por

Aut A((t)) = {a(t) = Zant"+1 € A((1)) ‘ ag € A%, an € N(A) for n < 0} ,

neL

Awt Al = S alt) = Y ant™ € A[l1] )ao € A% a1 € N(A) p,

n>—1

donde %(A) es el nilradical de A y donde identificamos a(t) con su automor-
fismo inducido f(t) — a(t)f(t). Notemos que Aut C((¢)) = Aut C[[t]], lo cual
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resalta la necesidad de considerar puntos sobre algebras con nilpotentes para
poder ver las “direcciones nilpotentes” que dan lugar a los vectores tangentes
L(n) paran < —1 en Der C((t))/ Der C[[t]].

Esto nos lleva a considerar el ind-esquema cociente
Vir .= Aut X/Aut O

como nuestro candidato para ser un ind-esquema de vértice con Vir como su
algebra de Lie conforme asociada.

De manera similar al caso de la Grassmanniana afin, existe una interpre-
tacion de Vir en términos de espacios de moduli. Consideremos el espacio
de moduli M1 de curvas punteadas (X, x), donde X es una curva proyec-
tiva suave de género g y x € X, y sea ﬁgJ el espacio de moduli de ternas
(X,z,2) donde (X,z) € My1 y 2z es una coordenada formal en z para la
curva X. La proyeccion ﬁgJ — My1 es un Aut O-fibrado, donde Aut O es
el esquema de grupo cuyos A-puntos sobre A € Alge estan dados por

Aut At =S a(t) = > ant™ € A[[t]] |ag € A

nel4

Su éalgebra de Lie es Derg C[[t]] = tC[[t]]O;, que esta generada topologica-
mente por los L(n) con n € Zy. Tenemos inclusiones

Aut O CAutO C AutK y DergC[[t]] € Der CJ[[t]] C Der C((t)).

La accion de Aut O sobre ﬁgJ se puede extender a una acciéon de Aut XK.

Heuristicamente, dado (X,xz,2) € M, podemos ver a X como la curva
obtenida al pegar X \ {z} y D, = SpecO, a lo largo del disco pinchado
D = SpecXK,. Pero dado p € Aut K, también podriamos pegar X \ {z} y
D, de una manera diferente, torciendo por p. Este pegamiento produce un
(X', 2/, z) € M, diferente, que tomamos como la definiciéon de la accion de
pen (X,x,z). En otras palabras, podriamos decir que la accion del vector
L(—1) se encarga de mover el punto z infinitesimalmente dentro del disco
D, y los vectores L(n) con n < —2 acttian cambiando la estructura compleja
de X alrededor de x.

Maés concretamente, tenemos el siguiente resultado, comtnmente cono-
cido como la uniformizacion de Virasoro del espacio de moduli de curvas,
cuya demostracion se puede encontrar por ejemplo en [FBZ, Sect. 17.3.4].

Proposicion 4.2.1. Ewiste una accion transitiva de Aut X sobre ﬁgJ que
es compatible con la accion de Aut O a lo largo de las fibras de la proyeccion

DﬁgJ — E)ﬁg’l .

El escenario anterior se puede generalizar a cualquier nimero de puntos
marcados. Definimos 9, , para n > 2 como el espacio de moduli de curvas
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proyectivas suaves de género g con n puntos marcados, y ﬁg,n como el
espacio de moduli de colecciones (X, {z;, 2} ) tales que (X, {x;}}' ) €
My y 2 es una coordenada local en x; para la curva X paracadal <7 < n.
Hay una proyeccién natural ﬁg,n — My . Tenemos una generalizacion de la
Proposicion 4.2.1 valida en este caso: existe una accion transitiva de (Der K)"
sobre ﬁg,n compatible con la accion de (Aut O)™ a lo largo de las fibras de
la proyeccién ﬁg’n — My

Ahora definiremos el monoide de factorizaciéon asociado a estos espacios
de moduli, siguiendo la exposicion de [Y]. Para cualquier I € fSet y una
curva suave X fija, definimos Gx ; como el ind-esquema sobre X I cuyos S-
puntos sobre cualquier esquema S son todos aquellos (X, {x; }ier, {si }ier, @)
tales que

s X — S es una familia de curvas proyectivas suaves sobre S

z;: S — X es un S-punto de X para cada i € [;

s; + S — X es una seccién de X — S para cada i € [

@ X\ Uier s, = (X x 8)\ Ujer 'z, es un isomorfismo, donde I’y
denota el grafico de s : S — X.

En particular, los conjuntos de C-puntos de los ind-esquemas Gx ; estan
formados por todos los (X', {x;}ier, {2} }icr, ) donde X’ es una curva pro-
yectiva suave, {z;}icr y {2}}ier son conjuntos finitos de puntos de X y X’
respectivamente, y

¢ X\ {zitier — X'\ {2 Yier-

Observemos que en realidad no existen C-puntos en Gx ; sobre {z;}icr
que no sean la propia curva marcada (X, {x;}icr), ya que cualquier isomor-
fismo que salga de la curva abierta X \ {z;}ier se extiende canénicamente
a todo X. Esto no deberia sorprendernos dada nuestra observacién anterior
de que Vir = AutX/Aut O no tiene C-puntos no triviales, y confirma la
importancia de considerar puntos sobre esquemas no reducidos.

La familia de ind-esquemas {Gx r} forma un espacio de factorizacion
como consecuencia del teorema de uniformizacion de Virasoro (ver |[FBZ,
Sect. 20.4.13] ). Ademaés, es un monoide de factorizacién con las secciones
unidad “triviales” dadas por {z;}icr — (X, {i}icr, {xi }ier, id).

Su linealizacién en esta unidad da lugar al algebra de factorizacion aso-
ciada con el dlgebra quiral de Virasoro con carga central cero, que en el caso
Gy-equivariante sobre X = A! se corresponde con el algebra de vértice de
Virasoro Virg. Por lo tanto, el Teorema 3.3.5 aplicado a este contexto nos
da el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.2. Vir es un ind-esquema de vértice tal que su espacio
tangente es el dlgebra conforme de Virasoro y su linealizacion es el dlgebra
de vértice de Virasoro de carga central cero.
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4.3 El caso nilpotente

En la teoria de Lie en dimensién finita, para cualquier dlgebra de Lie g
de dimension n se puede demostrar que su ley de grupo formal asociada es
en realidad convergente en un entorno abierto de cero en C", debido al hecho
de que se la puede calcular usando los corchetes de g a través de la formula
de Baker-Campbell-Hausdorft:

1 1
F(X,Y) =log(exp(X)exp(Y)) = X +Y + §[X, Y]+ E[X’ (X, Y]] +---
En particular, cuando g es nilpotente, esta formula se convierte en una suma
finita y, por lo tanto, define una estructura de grupo de Lie en todo el espacio
C"™, cuyo algebra de Lie tangente en cero es isomorfa a g.

En esta secciéon veremos que las mismas ideas se pueden aplicar a las
algebras de Lie conformes nilpotentes de dimension contable: sus leyes de
vértice formales asociadas satisfacen ciertas condiciones de finitud que im-
plican que se las puede usar para definir una estructura de ind-esquema de
vértice en el espacio afin infinito A*° cuya algebra de Lie conforme tangente
en cero es isomorfa a la dada.

Primero introduzcamos la nocién de nilpotencia para algebras de Lie
conformes.

Definiciéon 4.3.1. (|DK]) Sea R un algebra de Lie conforme. Dados I,.J
subespacios vectoriales de R, su corchete [I - J| es el subespacio vectorial
de R generado por todos los productos a(,yb cona € I, b€ Jyn € Zy.
Decimos que I es un ideal en Rsi [I- R] C I.

Notemos que por la antisimetria del A-corchete en R, cualquier ideal I
de R también satisface que [R-I] C I. Ademés, si I y J son ideales en R, la
identidad de Jacobi (1.2.7) implica que [I - J] es nuevamente un ideal en R.

Definiciéon 4.3.2. (|DK]|) La serie central descendiente de R se define re-
cursivamente por R! = Ry R/t = [R- R/] para todo j > 1. R es un dlgebra
de Lie conforme nilpotente si RN = 0 para algin N > 1.

Usando la identidad de Jacobi para el A-corchete, es facil probar que
[RM-R') C R vy ' > 1. (4.3.1)

Ahora sea R un algebra de Lie conforme nilpotente con grado de nilpo-
tencia N = max {n : R" # 0} € N. Asumiremos dim R = R a lo largo
de esta seccién para evitar problemas de tamano. Para cualquier a € R,
definimos

O(a) =max{j € N:a € R/} € {1,..., N} U {o0}.

Es sencillo comprobar las siguientes propiedades del simbolo ©.
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Lema 4.3.3.
(1) O(a) = o0 siy sdlo sia=0.
(11) ©(Ta) > BO(a) para todo a € R.
(111) © (a(n)b) > 0O(a) + O(b) para todos a,b € R yn € Z.

K

(iv) © (kz_l ckak> > 1?]1{1%1[(@((1].3) para todos ay,...,ax € R, c1,...,cx € C.

0
~) O < / faxb] d)\> > O(a) + O(b) para todos a,b € R.
-T

Para cada 1 < j < N, sea W; un subespacio complementario de Ritlen
R’, y elijamos una base B; en cada W;. Entonces B = Ué\;l B; es una base
de R. Como dim R = Ny, podemos elegir una biyeccion N — B, £ — ey, v
ver a B = {e; : £ € N} como una base ordenada de R. Sea B su base PBW
asociada en U(R). Para cualquier : e/, --- ey, : € B, definimos

@(: €p, "€y, :) = @(6@1) + -+ @(egk).
El siguiente resultado técnico motiva el uso de la notacién ©.

Lema 4.3.4. Sea R un dlgebra de Lie conforme y 7w : W(R) — R la proyec-
cion canonica. Entonces

) (71' (u%nl) e ul(;ll_l)ul)> > Z O(u') (4.3.2)

para todos ul, ..., ut € B, ny,...,n_1 > —1 yl>2.

Demostracion. Consideremos la graduacion usual en U(R), donde el grado
deu=:ep e : € B essu longitud k, denotada por |ul. Sea S = [J;s., NV
Para cada s = (s1,...,5) € S, sea P(s) la proposicion “(4.3.2) vale para
todos ul,...,ut € B, ny,..om_1 > —1 y 1 > 2 tales que lu/| = s; para
todo 1 < j < [”. Podemos considerar la filtracion S = Ut>2 S¢, donde Sy
es el subconjunto finito de S formado por todos los (si,...,s;) tales que
s1+ -+ s = t. Probaremos que P(s) se cumple para todo s € S; y para
todo t > 2 por induccién en t.
Como Sy = {(1,1)}, el caso inicial consiste en probar que

O(m(ee (ny er)) = Oler) + O(er) (4.3.3)

para todos ey, e € By todo n > —1. Si n € Z, esto se sigue de (4.3.1),
pero si n = —1 necesitamos considerar dos casos: si £ < ¢/, (4.3.3) es trivial
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porque su lado izquierdo es oo, pero si £ > £/, debemos calcular

O(r(: erep 1)) = © <7r(: ever:) b (/_(;[eu\eg/] dA))
(/_OT[W Aér] dA)
)+

=0
> O(ey O(ep).

Antes del paso inductivo, ordenemos lexicograficamente cada S; para un t
fijo, de modo que s < s’ en S; si y s6lo si

(s1<s8)) V (s1=8] Asa<sh V-

Es claro que el elemento minimal de cada S; es el elemento (1,...,1) de
longitud ¢, que denotaremos como 1%%,

Supongamos ahora que P(s) se cumple para todo s € S;, para algin
t > 2. Probaremos P(s) para todo s € S;41 usando induccion sobre el indice
s ordenado lexicograficamente. Para hacer eso, debemos comenzar demos-
trando P(1%(¢+1D). Es decir, debemos probar que para cualquier eleccion
(n1,...,nt) € (Z>_1)', la proposiciéon Q(ny, ..., n¢) dada por

t+1

© (71' (egl (n1) """ €4 (ne) €£t+1)) > Z @(egj) Vepy sy € B (4.3.4)
j=1

vale. Dividiremos la prueba en tres pasos.

Primer paso: Elijamos (nq,...,nt) € (Z>_1)" tal que n; € Z,. Entonces
€4, (ng)€ts1 € R,y tenemos dos posibilidades: o bien ey, (,,)es,., = 0, en cuyo
caso la proposicion es trivial, o bien para algtn jy € {1,..., N} tenemos que
O(e, (n)eti1) = Jo- En ese caso vale que ey, (n,)€r,,, € RY | pero debido a
la forma en que construimos la base B de R, resulta que U By, es un

jo<h<N
base para Rio = @ W asi que podemos escribir €0y (ng)Clipr = Z coey
Jo<h<N Lely
para algin conjunto finito Iy, donde {ey : £ € Iy} C U Bp,. En particular
Jo<h<N
eq € R para todo £ € Iy, lo que nos dice que O(e;) > jo > O(er,)+0O(ep,, ).
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Esto nos permite usar la hipotesis inductiva P(1%%) para calcular

© (7T (651 (n1) =" Gl (ny) eftﬂ)) =0 Z Gm (eﬁl (n1) """ €1 (ng—1) ef)
Lely

0 r o 0y1 00)

Segundo paso: Supongamos que para un 1 < j < t—1 fijo, Q(nf, ..., n}) se
cumple para cualquier elecciéon de indices tal que n; 1 €2y y n, = —1 para
todo j + 2 < i < t. Ahora elijamos (ny,...,n¢) € (Z>_1)" de forma tal que
nj € Z4 y ny = —1 para todo j+1 < i <ty probemos Q(ny,...,n:). Para
cualquier ey, ...,eq,,, € B, podemos usar la féormula de Wick a izquierda
(1.2.8) para escribir

€l (1) " "€ (ng) * Clipa Cljpn " Cligr ¢

= ey (n1) """ : (egj (ny) 6gj+1> . 65j+2 €t
+ ep, (n1) """ "€l (egj (ny) * Clipo " Clyy :) :
n;—1

.
-%EI<£>Wumr“«%ﬂmW@ﬂﬂm4ﬂm:”Hf”@”“»
m=0

Para cada término del lado derecho podemos usar o bien P(1%*) o bien
Q(n}, ..., n}) para verificar al igual que en el primer paso que (4.3.4) se cumple
en este caso.

Tercer paso: Los primeros dos pasos nos permiten comprobar que la pro-
posicion Q(ni,...,n;) vale para cualquier (nq,...,n) tal que n; € Z4 por

algin i. De esta manera, sélo queda comprobar Q(—1, ..., —1), es decir
t+1
O(m(: ey -+~ €y 1)) =2 Y Ole,) Veq,,..neq,, €B. (4.3.5)
=1
Lo haremos por induccién sobre el nimero de inversiones de : eg -+ eq, .,

definido en [DSK, Lema 5.1] como
d(zeg - ep, ) =g : 1<p<qg<t+ 1ML > L}

Si d = 0, significa que : eg, --- ey, 1€ B, pero entonces (4.3.5) se cumple
trivialmente ya que su lado izquierdo es co. Por otro lado, si d > 1, existe
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p € {1,....t} tal que ¢, > €,1, luego usando la antisimetria (1.2.14) del
producto normalmente ordenado podemos escribir

2651"‘65p€gp+1-"6£t+1 : ::ezl-"egp+1€4p‘--€gt+l :

0
+ ey (/T[eép )\eng]d/\) TGyt

Dado que el primer término del lado derecho tiene d — 1 inversiones y el se-
gundo tiene longitud ¢, las respectivas hipétesis inductivas nos dan la validez
de (4.3.5).

Esto finaliza la demostracion de P(1®(+1). Ahora necesitamos hacer el
paso inductivo para la induccion en s € Sy41. Es decir, debemos probar P(s)
para un s > 19+ fijo, suponiendo que P(s’) vale para todos los 8’ < s en
Sti1-

Como s # 19041 existe j tal que sj > 2. Ahora para cualesquiera
uwl, .., ut™ en B con |u| = s; para todo 1 < i < t+ 1y cualesquiera
ni,...,ng > —1, podemos escribir w =:bc: conbeByce B, y D =

%;;il) - u’E )ut. Ahora consideramos dos posibilidades.

Si n; = —1, podemos demostrar (4.3.2) a través de la formula de cuasi-

asociatividad (1.2.10), es decir

ne

be:D:=:b:cD::+ Z( (T(m+1)b)(0(m)D) P (T(m+1)c)(b(m)D) ).
m=0

Por otro lado, para abordar el caso n; € Zy4 podemos usar la formula de
Wick a derecha (1.2.9) de la siguiente manera

A
[ by D] =: (eTPb)[exD] : + : (eT%¢)[bAD] : + / [culbr_, D] dpu.
0
En ambos casos la verificacion de que (4.3.2) se cumple usando la hipdtesis
inductiva P(s’) es directa, lo cual completa la prueba. O

Gracias al lema anterior llegamos al siguiente resultado.

Corolario 4.3.5. 5i R es un dlgebra de Lie conforme nilpotente con RN+ —
0, entonces W(u(n)v) = 0 para todo n € Z y para todos u,v € B tales que
lu| + |v| > N.

Demostracion. El caso | = 2 del Lema 4.3.4 nos permite afirmar que para
cualesquiera u,v € B y n € Z vale que O(m(ug,)v)) > O(u) + O(v). Si
adicionalmente u, v satisfacen |u| + |v| > N, podemos calcular

O(m(uguyv)) > O(u) + O(v) > [u] + o] > N,

lo cual nos obliga a que 7(u(,)v) sea cero. O
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Ahora usaremos este resultado para definir una estructura de ind-esquema,
de vértice en el ind-esquema A con unidad 0 € A*°. Por lo tanto, necesita-
mos definir un morfismo de ind-esquemas

20 A% x A% x SpecC((2)) — A®. (4.3.6)

Recordemos que un ind-esquema G se puede escribir como un colimite
ligm G™) de un sistema dirigido (G(m),igm,), donde podemos tomar el
conjunto de indices como N (o cualquier otro conjunto de cardinalidad ¥p),
G™) son esquemas cuasicompactos para todo m € N e iy : G —
G™") son inclusiones cerradas para m < m’. Por ejemplo, A es el colimite
del sistema directo (A™, ipny), donde las inclusiones iy, : A™ — A™

s s Clxy,y ey ] —

estan determinadas por las proyecciones canonmicas 4, ,

Clz1, ..., zm] para todos los m < m’ en N.

Un morfismo de ind-esquemas f : G — G, donde G'y G son los colimites
de los sistemas dirigidos (G(m),ifflm,) y (C;’(e),ife,) respectivamente, es un
elemento del conjunto

HomfndSch (hg G(m)J%G(Z)) ~ @Homlndsch (G(m)’l%é(f))

m

= lim liny Homs., (G<m>, é(@) .
m {

Aqui, el primer isomorfismo es una propiedad general de los limites, mien-
tras que la segunda igualdad es la definicion de los morfismos en IndSch. La
motivacién para esta definicion es la idea de que cuando vemos a los esque-
mas como ind-esquemas a través del funtor Sch < IndSch, queremos que
sean objetos “pequenos”’ de la categoria IndSch, y una forma de formalizar
esto es pidiéndoles que sean objetos compactos en IndSch, donde un objeto
compacto X en una categoria € es tal que el funtor Home(X, —) preserva
colimites dirigidos (ver [Lu]).

Ahora un objeto f € @m Homlndsch(G(m),é) es lo mismo que una
familia {f,, € Homnasen (G, G) }men tal que

fn = friS 0 Ym < m'.

Para cada m € N, cada morfismo fy, € lim, Homge, (G, G) es lo mismo
que un morfismo de esquemas fp, : G™ — GUM) para algtn {(m) € N,
ya que el colimite es tomado en la categoria Set, donde es simplemente una
union creciente. Notemos que como para cada m podemos reemplazar ¢(m)
por cualquier £ > ¢(m) en N, podemos suponer que la sucesion {£(m)}nen
es creciente.

Por lo tanto, un morfismo de ind-esquemas f : G — G es simplemente
una coleccion de morfismos de esquemas {f,, : G — GEMY |\ que
hace que el siguiente diagrama conmute para todos los m < m’.
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am) g Aem)

ifim/l lieé(mv(m/)

am’)  Iml Agem)

En particular, un morfismo de ind-esquemas de G = A®°xA*xSpec C((z)) =
lim ~A™ x A™ X Spec C((z)) en G = A>* = ling, A’ se puede identificar con
una sucesion de morfismos ffn (Clz1, oo Tymy] = ClE1, oy Ty Y15 -0, Ym] ((2))
de algebras para todo m € N tales que el siguiente diagrama conmuta para
todos los m < m/’.

s
C[l‘l, ey Hfg(m/)] — (C[xlv s T/ Yl ey ym’](('z))
- Lk Bidercan (4:3.7)
fm

C[x1,’$g(m)] C[xlaaxm7y177ym]((z))

Usando la notacion definida en la Seccion 2.4, en Clxy, ... xm, yl, vy Y]

/ k!
tenemos una base dada por los elementos XXYK = a;]fl- -k y1 R i

para todos los (k,k’) pertenecientes al subconjunto K,, de K? = ZSLN) X
ZSFN) formado por todos los pares de sucesiones tales que supp k U suppk’ C

{1,...,m}. Asi, la sucesion { fﬁn}meN estd determinada por una familia de
distribuciones formales en z dada por

Fm@(z)(xla"'axmayla-“aym fm :EZ Z Z Ckk/ XkYk ,
n€Z (k,k'eK?

donde ¢t,(m) € C para todo n € Z, (k, k) € K*, 1 </ < /¢(m)y m € N.
Observemos que ¢,(m) = 0 siempre que (k,k’) ¢ K,,. Extendamos esta

kk'
notacion fijando ¢ft,(m) = 0 para todo n € Z, (k,k') € K% ¢ > ((m)y

m € N. Ahora la conmutatividad del diagrama (4.3.7) es equivalente a
cu (m') =, (m) Vne€Z V0 eN Vkk) €Ky, Ym<m'. (43.8)
Ahora estamos listos para enunciar y probar el resultado principal de
esta seccion.

Teorema 4.3.6. Sea R un dlgebra de Lie conforme nilpotente de dimension
contable, y sea F(2)(X,Y) sea su ley de vértice formal asociada, dada por la
sucesion de distribuciones formales en z

=D > dpxtert
nEZ (k,k)cK?

para todo £ € N. Entonces para cada £ € N y m € N tenemos que la suma
parcial

Fro(2) (21, ooy Ty Y1y ooy Ym) = Z Z ckk/XkYk —n—l (4.3.9)
ne”Z (k,k)eK,
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es un elemento bien definido de Clz1, ..., Tm, Y1, ..., Ym|((2)) y sus coeficientes
satisfacen (4.3.8), lo que nos permite definir un morfismo de ind-esquemas
f A% x A% x SpecC((2)) — A que determina una estructura de ind-
esquema de vértice en G = A% con unidad 0 € A tal que su espacio
tangente Zariski en la identidad es isomorfo a R.

Demostracion. Para cada £ € Ny m € N, sea cﬁi,(m) el coeficiente de

XkyK 2771 en (4.3.9), es decir
ot oy = { e 1T (0 K) €K,
Kk 0 if (kK)¢K,.

Puesto que K,, C K, para todos m < m/, estos coeficientes satisfacen
(4.3.8).

Fijemos ahora ¢ € N y m € N. Para probar que (4.3.9) pertenece a
Clx1y ooy Tmy Y1y -y Ym)((2)), primero demostraremos que vive en el espacio
Cl21, .oy T, Y1, -, Ym][[2, 271]]. En otras palabras, necesitamos probar que
para cada n € Z,

> g xkr¥ (4.3.10)
(kKK

es una suma finita.

Sea {eg}ren la base de R utilizada en el lema 4.3.4. Recordemos que en la
seccion 2.4 vimos que su base PBW asociada en V' = U(R) se puede indexar
como {ex}kek, vy su pseudobase correspondiente en W = V* es {X}yek.
Dado que la ley de vértice formal F(z)(X,Y) se define como F(X,Y) =
Ay (Xy), usando el isomorfismo de algebras W ~ C[[X; : i € N]] dado por
ek — %X K bodemos escribir los coproductos n-ésimos de la bicoalgebra de

vértice W en términos de la pseudobase como

Ap(e) = > kKl eWaWw ~(VaV).
(k,k")eK?

Esto nos permite calcular cﬁﬁ,k!k’! = A(n)(eé)(ek ® ep) = el(ex (n) €K')5
y por lo tanto podemos usar el Corolario 4.3.5 para inferir que cﬁf;, = 0 para
todon € Zy (k,k') € K,, tales que |k| + [k'| > N, donde N es el grado
de nilpotencia de R. En particular, los tinicos términos distintos de cero en
(4.3.10) ocurren cuando (k, k') pertenecen a Ky 11y = {(k, k') € Ky,
k| + | ¥’| < N}, que es un conjunto finito.

Esto prueba que (4.3.9) pertenece a C[z1, ..., T, Y1, - Ym)[[2, 27 1]]. Pero
ademas, nuestro argumento nos permite escribir la suma parcial (4.3.9) como

Z Z cﬁfc,XkYklz_”_lz Z cf;k,(z)XkYk,,

nez (k?k/)EK’m (kvk/)eKN,{l ,,,,, m}
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y ahora la propiedad de truncamiento uniforme de F(z)(X,Y) definida en
la Proposicién 2.4.2 implica que esta expresion en una serie de Laurent en
z, 0 en otras palabras, un elemento de Clx1, ..., Ty, Y1, ..., Ym]((2)).

Por lo tanto, la familia {F,¢(2)(21, ..., Tm, Y1, ---s Ym) }meen satisface los
requisitos que describimos anteriormente para definir un morfismo de ind-
esquemas f : A® x A* x SpecC((z)) — A®°. Su propiedades asociativas y
unitarias se pueden derivar de las propiedades unitarias y de Jacobi de la
ley de vértice formal F(z)(X,Y), lo que significa que (A*, f,0) es un ind-
esquema de vértice. Sea R su algebra de Lie conforme tangente en 0. Dado
que la ley de vértice formal asociada con R es F(z)(X,Y) por construccion,
debemos tener R ~ R debido al Corolario 2.4.6. O

Nos gustaria concluir este trabajo mencionando algunas aplicaciones de
los ind-esquemas de vértice que serian de interés para el estudio de las alge-
bras de vértice en general y de las algebras de Lie conformes en particular. No
hemos tratado con algebras de operadores de vértice (VOA), pero no deberia
ser dificil definir “ind-esquemas de operadores de vértice” incluyendo el dato
adicional de un morfismo de ind-esquemas de vértice desde el ind-esquema
de vértice Vir satisfaciendo ciertas compatibilidades. Elegimos no incluir los
“ejemplos torcidos” relacionados con algebras de vértice afines V*(g) en nivel
k y &algebras de vértice de Virasoro Vir. de carga central ¢ porque éstas no
son envolturas universales de algebras conformes de Lie, aunque podria ser
posible adaptar las definiciones a este caso de manera similar a lo que se
hace en |[BD1, Sect. 3.7.20]. Por otro lado, la aplicaciéon mas importante que
queremos seguir investigando es el estudio de mddulos sobre ind-esquemas
de vértice, ya que definir y estudiar estos objetos puede ofrecer informacién
interesante en relaciéon con los modulos sobre algebras de Lie conformes. Por
ejemplo, esperamos que si G es un ind-esquema de vértice con algebra de Lie
conforme asociada R, entonces la categoria de modulos “integrables” sobre
R, i.e. aquellos moédulos donde la accién de R se levanta a una accién de
G, deberia tener algunas de las propiedades buenas que se encuentran en la
teoria de Lie clasica.
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