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Resumen

Dado un poset P, es posible definir sobre él una operacion binaria que caracterice el
orden. El problema de decidir si es posible hacerlo de manera que dicha operacion resulte
asociativa no es trivial. Un poset asociativo es un poset que admite una operacion asociativa
que caracteriza al orden. Un algebra con una operacién de este tipo, se denomina posemigru-
po. En este trabajo estudiaremos los posets asociativos con el fin de obtener resultados que
nos permitan acercarnos a una caracterizaciéon de los mismos. Comenzaremos estableciendo
algunos resultados elementales sobre posets asociativos, los cuales serdn necesarios para el
desarrollo de este trabajo. Posteriormente analizaremos la equivalencia entre la asociativi-
dad de los arboles de ramas finitas y el Axioma de Eleccién, para luego mostrar que usando
este ultimo, podemos probar que posets pertenecientes a clases mas generales son asocia-
tivos. Luego analizaremos la descomposicién en producto directo de posemigrupos con un
elemento central, y estableceremos una equivalencia entre las descomposiciones en producto
directo de un posemigrupo y sus pares de congruencias factor complementarias. Finalmente,
estudiaremos la relacién entre la categoria de los posemigrupos y distintas categorias de po-
sets asociativos, con el objetivo de determinar la existencia de un adjunto a izquierda para
el funtor olvidadizo entre la categoria de los posemigrupos y cada una de dichas categorias

de posets asociativos.



Abstract

Given any poset P, one can define a binary operation on it in a way it characterizes
the order. The problem of deciding if it is possible to do so in a way that this operation
turns out to be associative is not trivial. An associative poset is a poset which admits an
associative operation which caraterizes the order. A posemigroup is an algebra with such an
operation. In this work we will study associative posets, aiming to obtain results which allow
us to characterize them. We begin by establishing some elementary results about associative
posets which will be necessary throughout this work. Following that, we will analyze the
equivalence between the associativity of trees with finite branches and the Axiom of Choice,
afterwards proving that the latter implies that posets belonging to more general classes
are associative. Then we will study direct product decomposition of posemigroups with a
commuting element and establish the equivalence between direct product decompositions
of a posemigroup and its pairs of factor complementary congruences. Finally, we will study
the link between the category of posemigroups and different categories of associative posets,
attempting to determine the existence of a left adjoint for the forgetful functor between the

category of posemigroups and said categories of associative posets.



Indice general

I iccanl

(1 Preliminares acerca de posets asociativos y posemigrupos|

(1.1 Propiedades generales de los posets asociativos y los posemigrupos|. . . . . .

(1.1.1 La variedad de los posemigrupos|. . . . . . . . . . ... ... .....

(1.2 Subconjuntos decrecientes y absorcion| . . . . ... ... 0000
(1.3 Ejemplos|. . . . . . . .

[1.3.2  Uniones disjuntas de posets asociativos| . . . . . . . . . .. ... ...

[1.3.3  Ejemplos de posets no asociativos| . . . . . . . .. ... ... ... ..

[3 Descomposicion de posemigrupos en producto directo|

[3.1  Descomposicion en producto directo de posemigrupos| . . . . . . . . . . . ..

[3.2 El lema de representacion| . . . . . . . .. ..o L

[4 Las categorias PS y AP|
4.1 Introduccionl. . . . . . . . ..
[4.2  Posemigrupos libres|. . . . . . . . ...
[4.3  La categoria AP . . . . . . . ...
[4.4  La categoria APgl . . . . . . . .
[4.5 ‘Trabajo futurol . . . . . .. ..

© © © w o ot G

18
18
22
23

28
30
31
36

41
41
45
46
48
23

55

59



Introduccion

A lo largo de la historia, y especialmente en nuestro pais, las estructuras algebraicas or-
denadas han sido un tema de estudio de alta relevancia dentro del algebra universal y de
la matemadtica en general ([8, [9]). Consideremos, por ejemplo, el conjunto de subgrupos
normales de un grupo G. En este conjunto la inclusién determina un orden parcial que
surge de manera natural, el cual nos permite enunciar los teoremas de isomorfismo, de in-
cuestionable importancia histérica dentro de la matematica. Esta estructura no solo es una
estructura ordenada, sino que es también una estructura algebraica: podemos considerar
las operaciones V y A donde para todo par de subgrupos normales H y Z tenemos que
HANZ=HnNZy HV Z es el menor subgrupo normal de G que contiene a H U Z. Estas
operaciones son asociativas, conmutativas, idempotentes, y ademas satisfacen las leyes de
absorcion HV (HANZ)=Hy HAN(HV Z)=H.

De manera més general, llamamos reticulo a una estructura algebraica (L, A, V) donde Ay V
satisfacen las propiedades enunciadas previamente. No es dificil ver que cualquiera de las dos
ecuaciones aVb = by a Ab = a determinan un orden parcial (més ain, ambas determinan el
mismo orden parcial), el cual satisface que cualquier conjunto finito tiene infimo y supremo.
Una estructura ordenada (L, <) que satisface esta condicién se denomina poset reticulado.
Un clasico y famoso resultado de Dedekind establece la equivalencia entre los posets reti-
culados (L, <) y los reticulos (L, A, V): si (L, <) es un poset reticulado, y definimos V y A
como a Vb= sup{a,b} y aANb=inf{a,b} entonces (L, A, V) es un reticulo; reciprocamente,
si (L, A, V) es un reticulo, podemos definir < sobre L como < := {(a,b) : a Ab = a}. Con
este orden parcial, (L, <) es un poset reticulado.

Podemos pensar también en otras estructuras algebraicas con una operaciéon que caracterice
el orden, como por ejemplo los semirreticulos superiores (L, V) (donde la relacién z < y siy
solo si z Vy = y es un orden parcial), o los semirreticulos inferiores (L, A) (donde la relacién
x < ysiysolosixAy=xesun orden parcial). La motivacién detrds de este trabajo surge
de los semirreticulos inferiores.

A continuacién definiremos las nociones de pogrupoide, posemigrupo y poset asociativo.

Definicién 0.0.1. Diremos que el algebra (A, -) es un pogrupoide si la ecuacién z -y = x

determina un orden parcial.

Para cualquier poset P es posible definir una estructura de pogrupoide compatible con

su orden. Mas atn, si P no es la anticadena de dos elementos, es posible hacerlo de manera



que - resulte conmutativa. En cambio, al intentar definir - de manera que resulte asociativa,

encontramos multiples ejemplos donde esto no es posible.

Definicién 0.0.2. Llamamos poset asociativo a un poset tal que existe una estructura de

pogrupoide asociativa compatible son su orden.
El concepto de poset asociativo fue introducido por Pedro Séanchez Terraf.
Definicién 0.0.3. Un pogrupoide asociativo se denomina posemigrupo.

La relacion de estas estructuras con los semirreticulos inferiores motivaron las siguientes
preguntas; que surgieron en las investigaciones preliminares sobre el tema y fueron respon-

didas utilizando las técnicas desarrolladas en este trabajo.

Pregunta 0.0.4. Dado un poset asociativo P, j Admite P alguna estructura de posemigrupo

- tal que a-b = a A Db para todos a,b € P tales que su infimo existe?

Pregunta 0.0.5. Dado un poset asociativo P y dos elementos a,b € P tal que existe su

infimo, ; Admite P alguna estructura de posemigrupo - tal que a-b = a A b?

La respuesta a la segunda pregunta es negativa (y por ende, también la respuesta a la

primera), como muestra el ejemplo en Figura .
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Figura 1: El perro.

Este poset admite una tinica estructura de posemigrupo la cual cumple a-b =b # ¢ =
aAb.

Definicién 0.0.6. Un semirreticulo inferior relativo es un poset P donde para todo x € P,

x) :={y € P:y <z} es un semirreticulo inferior.

Los semirreticulos inferiores relativos son “practicamente” semirreticulos inferiores. El

concepto fue tomado de [12] y estos han sido utilizados de ejemplo en [10].

Pregunta 0.0.7. Dado un semirreticulo inferior relativo asociativo, ; Admite P una opera-
cion de posemigrupo - tal que a - b = a A b para todos a,b € P tales que existe z € P con
a,b < z?

Nuevamente, la respuesta es negativa. Para ver esto consideremos el ejemplo en Figura 2]



N

Figura 2: El tulipan.

Este poset admite una tnica estructura de posemigrupo la cual cumple a-b =0 # 0 =
aAD.
Las pruebas de estas afirmaciones se encuentran en un apéndice al final de este trabajo.

Podemos, también, preguntarnos lo siguiente:
Pregunta 0.0.8. ;Existe algiin semirreticulo inferior relativo no asociativo?

La respuesta esta dada por el Ejemplo [1.3.18] el cual fue el primer ejemplo de poset no
asociativo que tuvimos.
El objetivo de este trabajo es acercarnos a una caracterizacion de los posets asociativos.
En el Capitulo I, estableceremos preliminares necesarios para el desarrollo de los conteni-
dos del trabajo, junto con algunos resultados elementales acerca de posets asociativos y
posemigrupos que exhibiran la dificultad de determinar si un poset es asociativo o no. Pre-
sentaremos también otros ejemplos de posets no asociativos.
En el Capitulo II, mostraremos que usando el axioma de elecciéon, podemos probar que
ciertos arboles son asociativos. Mas aun, mostraremos que esta afirmacion es equivalente
bajo ZF' al axioma de eleccion. Posteriormente enunciaremos un resultado que nos permi-
tird probar que los posets pertenecientes a clases mas generales, que incluyen a los arboles
previamente mencionados, son asociativos.
En el capitulo III, analizaremos la descomposicion en producto directo de posemigrupos con
un elemento central, es decir, un elemento que conmuta con cualquier elemento. Definiremos
la nocién de descomposicién de un posemigrupo en producto directo de dos de sus subpose-
migrupos, y también estableceremos una equivalencia entre las distintas descomposiciones
en producto directo de un posemigrupo y sus pares de congruencias factor complementarias.
En el capitulo IV, consideraremos las categoria PS de posemigrupos y definiremos distintas
categorias AP; de posets asociativos. Como no tenemos de antemano una nocién apropiada
de morfismo de posets asociativos, consideraremos distintas nociones de morfismo, las cuales
determinan distintas categorias. Una vez resuelto el problema de hallar una nocién apro-
piada de morfismo, procederemos a analizar la existencia de un adjunto a izquierda para el

funtor olvidadizo U : PS — AP, para las distintas categorias AP; que consideramos.



Capitulo 1

Preliminares acerca de posets
asociativos y posemigrupos

Introducimos a continuacién algunas propiedades elementales de los posets asociativos y los
posemigrupos, las cuales seran tiles mas adelante para justificar varios de los razonamientos

expuestos en este trabajo.

Definicién 1.0.1. Dado un poset asociativo (P, <), diremos que una estructura de posemi-
grupo - sobre P es compatible con (P, <) o admisible para (P, <) siy solo si < = {(x,y) €
P? .z -y = z}. Dada una operacién de posemigrupo * compatible con P, denotaremos por
(P, *) al posemigrupo con universo Py operacion .

Reciprocamente, dado un posemigrupo (P, -), diremos que el orden parcial < := {(x,y) :

x -y =x} es el orden subyacente a este posemigrupo.

Observacion 1.0.2. Cuando estemos hablando de un poset asociativo y usemos la notacién
-, & menos que se especifique, esta hara referencia a cualquier operacion de posemigrupo
compatible con este poset. Reciprocamente, cuando estemos hablando de un posemigrupo

y usemos la notacién <, nos referimos al poset asociativo subyacente a dicho posemigrupo.

1.1 Propiedades generales de los posets asociativos y
los posemigrupos

Lema 1.1.1. Todo poset A con al menos 3 elementos admite una estructura de pogrupoide

conmutativa.

Prueba. Sea x -y := min{x,y} si z,y son comparables, y x -y = y - z algun elemento de

A\ {z,y} en caso contrario. Luego = -y = z si y solo si x = min{x,y}, i.e. x < y. O

Notar que una anticadena (i.e. un poset donde los elementos son incomparables dos a
dos) de dos elementos no admite una estructura de pogrupoide conmutativa. La cadena de
dos elementos admite una estructura de pogrupoide conmutativa y asociativa simultanea-

mente.



El siguiente lema establece algunas igualdades y desigualdades que valen en todo posemi-

grupo.

Lema 1.1.2. En todo posemigrupo
1. a-b<b; en particular, st b es minimal, a -b = 0.
2.a-b-a=0b-a.
. a<b = b-a=a.

Demostracion. 1. (a-b)-b=a-(b-b) =a-b.

2. Del ftem [I] sabemos que a- (b-a) <b-ayb-a=0b-(a-b-a) < a-b-a. Por antisimetria

obtenemos a-b-a=">0-a.
3.a=a-a=(a-b)-a=b-a, por el item 2 O

Observacion 1.1.3. A lo largo de este trabajo definiremos muiltiples estructuras de pose-
migrupo. Por el item , tenemos que la condicién z - y = min{z,y}, cuando = e y son
comparables, es necesaria para que la operacion definida sea de posemigrupo. Por otro lado,
esta condicion es suficiente para que la operacion sea de pogrupoide, por lo que nunca sera
necesario verificar que las operaciones definidas sean de pogrupoide. Por este motivo, cuando

definamos una estructura de posemigrupo, solamente verificaremos que esta sea asociativa.

1.1.1 La variedad de los posemigrupos

El item (3| del lema anterior nos permite probar que los posemigrupos constituyen una va-
riedad.

Definicién 1.1.4. Una variedad es una clase de estructuras algebraicas de un tipo L axio-
matizable por sentencias de la forma Vz : ¢1(Z) = t2(Z) donde ¢; y t5 son términos de tipo

L.
Consideremos la variedad de las bandas requlares a derecha definida por:
Definicién 1.1.5. Un élgebra (A, -) se dice una banda regular a derecha si:
e Vr,yzeA:(x-y)-z=a-(y-2).
eVreA:x-x=nux.
eV ycA:x-y-z=y-zx.

Definicién 1.1.6. Dada una familia de estructuras algebraicas {A; = (A4;,+) : ¢ € I}, se
define el producto []

dada por (a-b); = a; -; b;. Es decir, se define la operacién coordenada a coordenada.

;7 Ai como el dlgebra cuyo universo es [[,.; A; con una operacién -



Enunciamos sin prueba el siguiente teorema. La prueba del mismo puede ser hallada en
[3].

Teorema 1.1.7 (HSP de Birkhoff). Una clase de estructuras algebraicas de un tipo L es
una vartedad st y solo si es cerrada por imagenes homomorficas, subdlgebras y productos

directos.
Notemos que la Definicién [0.0.3 puede escribirse como:
Definicién 1.1.8. Un posemigrupo es un algebra (A, -) tal que:
e VryzeAi(x-y)-z=z-(y-2).
e VxecAix-x=ux.
eV yc A (z-y=2)AN(y-x=y) =z =uy.

Observacion 1.1.9. El hecho de que la ecuacion x - y = x determine un orden parcial sobre
A (i.e. que el dlgebra (A,-) sea un pogrupoide) se corresponde con que el dlgebra satisfaga
las dos ultimas sentencias de la definiciéon anterior junto con la sentencia Vz,y,z € A:
(x-y=2)AN(y-z =y) = x-z = x. En el caso de los posemigrupos, no incluimos
esta tultima sentencia en la definicion pues su validez es una consecuencia directa de la
asociatividad: (z-y=2)A(y-2=y) = z-z2=(x-y)-z2=a-(y-2)=x-y==x.

A continuacién, mostramos que un édlgebra (A, -) es un posemigrupo si y solo si es una

banda regular a derecha. Esto nos dice que los posemigrupos constituyen una variedad.

Lema 1.1.10. Un dlgebra (A,-) es un posemigrupo si y solo si es una banda regular a

derecha. Por lo tanto los posemigrupos constituyen una variedad.

Demostracion. El Lema [1.1.2]nos da una de las implicaciones: los dos primeros items en la

definicién de banda regular a derecha valen por definicién de posemigrupo mientras que el

ultimo vale por el Lema . Para la otra implicacién, veamos que una banda regular

a derecha también satisface Vx,y € A: (x-y =2)A(y-x =y) = x = y y por lo tanto

es un posemigrupo. Sean x,y € A tales que (z -y = x) A (y - * = y). Luego tenemos que

r=z-y=y-x-y=(Yy-)y=y-y=y. O
Esto nos da el siguiente corolario:

Corolario 1.1.11. La clase de posemigrupos es cerrada por imdgenes homomorficas, subdlge-

bras y productos directos.

Observacion 1.1.12. Recordemos que, como la operacién en un producto de posemigrupos
se define coordenada a coordenada, tendremos que lo mismo vale para el orden del poset
asociativo subyacente a un producto de posemigrupos. Es decir, si {(F;, ;) : @ € I} es una
P,<),x<ysiy

solo si x; <; y; para todo 7 € I, donde z; denota la proyeccién de x sobre P; y <; es el orden

familia de posemigrupos, tendremos que para cualesquiera z,y € ([ ],

subyacente al posemigrupo [[..; (B, ).



1.1.2 Mas resultados

Lema 1.1.13. En todo posemigrupo,
1. a < b implica a-xz <b-x.
2. x-a>x-bimplicaa £b.
3. Si b es incompatible con z, entonces a - b también lo es.
4. ¢ <x,y implica c < x-y,y-x. Luego si x-y =y -x, este debe ser el infimo de {x,y}.
S x-y<zximplicar-y=y-z=zANy.
6. c<xz,aycLz implican a-x £ z.
Demostracidn. 1. Usando el Lema[l.1.22), (a-z) - (b-z) =a-(x-b-z) = (a-b) -z = a-x.

2. Tenemos que a > x-a > x-by luego x-b = x-b-a. Si a < b tendriamos que

r-a=2x-b-a=x-b, una contradiccion.

3. Supongamos que existe y < a - b, z. Por el Lema , y < bporloqueby z

resultan compatibles, contradiccion.
4. c=c-z=(c-y)-x=c-(y-x). Luego ¢ <y -x. Simétricamente, ¢ < z - y.

5. Por el Lema x -y < y; luego por el item anterior tenemos que z -y < y - x.

Porlotantox-yzx-(yy)-x:x-y-x:y-xporelLema.Loanterior
implicaz -y =z Ay.

6. c<a-xz. Sia-z < zentonces ¢ < z, contradiccion. O

Observacion 1.1.14. Notemos que el item |4 nos dice que un posemigrupo conmutativo es
en realidad un semirreticulo inferior. Esto es esperable pues un posemigrupo conmutativo

satisface todos los axiomas de semirreticulo inferior.
Lema 1.1.15. Son equivalentes:
l.a<z-bya-x<b.
2.a<zya<h.

Prueba. (I2) Dea<z-b,a=a-(r-b)=(a-z)-b=a-z,luegoa<zx.Dea=a-z<b
se sigue que a < b.

(2={1)) La primera desigualdad se obtiene del Lema 1.1.13 ya-z=a<basegura la
segunda desigualdad. O



1.2 Subconjuntos decrecientes y absorcion

En esta seccién establecemos la nocién de absorcion y algunos resultados relacionados.
Probamos también que todo subconjunto decreciente de un poset asociativo es también

asociativo.

Lema 1.2.1. En todo posemigrupo A, el conjunto {xr € A : x-a = b} es un subuniverso

convexo para todos a,b € A.

Demostracion. Supongamos z-a =1z’ -a =0y sea y tal que x < y < /. Entonces
b=x-a<y-a<z-a=0bh,

luego y - a = 0. O

Lema 1.2.2. 57 A es un poset asociativo y B C A es un subconjunto decreciente entonces

B es asociativo.

Demostracion. Por el Lema tenemos que B es subuniverso de cualquier estructura
de posemigrupo admisible para A, en particular dada - una operacién de posemigrupo sobre

A, | es una operacién de posemigrupo sobre B. Luego B es asociativo. O]

Definicién 1.2.3. Sea A un posemigrupo, b € A, e Y C A. Diremos que b absorbe a Y (por
derecha), si y - b = b para todo y € Y.

Lema 1.2.4. Si b absorbe a 'Y, entonces para todosa € AeyeY,y<b-a = y=b-a.

En otras palabras, no hay ningun elemento de Y estrictamente por debajo de b - A.

Demostracion. Supongamos y < b-a. Esto significa que y = y-b-a = b-a, ya que b absorbe

ay. O
Lema 1.2.5. Sia-b#b-a, evisten a' #V tal que a’ -0 =V ybt' -a =d'.
Prueba. Tomemos a' :=b-ay b :=a-b. Luego

a-t=b-(a-a)-b=b-a-b=V,

usando el Lema [I.1.2)[2). Lo mismo vale, simétricamente, para b - a'. O

1.3 Ejemplos

1.3.1 El semi-reticulado infinito 2D

Es trivial verificar que la tnica operacién de posemigrupo admisible para las cadenas es el

infimo. El siguiente lema extiende esta observacién

Lema 1.3.1. Sean C y Cy cadenas tal que al menos una de ellas no tiene minimo. Luego la

unica operacion de posemigrupo admisible para el producto C7 x Cy estd dada por el infimo.



Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la cadena C no tiene minimo.
Denotemos por <’ al orden en Cj, y < al orden del producto directo. Ahora supongamos,
por contradiccién, que hay a,b € Cy x Cs tales que a-b # a A b. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que ¢ -b=>by b-a = a, usando el Lema[l.2.5y el hecho de que a-b = a A b si
ysolosia-b=10-a.

Supongamos que ¢ < a 'y ¢ % b para ¢ fijo. Luego tenemos
(c-b)-a=c-(b-a)=c-a=c.

Por lo tanto, deducimos que ¢-b < b, ¢-b # ¢, y ¢-b £ a. De esto dltimo obtenemos
cANb<c-b.

Nuevamente, sin pérdida de generalidad, podemos asumir a = (ay,as), b = (b, by) con
a; <' by y by <? ay. Ademds, tomando a) <! a1, ¢ := (a},as) y 51 € Cy, s € Cy tal que
¢+ b = (s1,s). Tenemos que ¢ A b = (a},bs). Como ¢ < a'y ¢ £ b, valen los célculos del

parrafo previo. De ¢-b < by ¢-b £ a tenemos
So SQ bg b1 Zl S1 >1 ay, (].].)

lo que junto con ¢ A b < ¢- b implica sy = by. Concluimos que ¢-b > (a1, by) = a Ab, y por
lo tanto
(al,a) =c=(c-b)-a>(aNb)-a=aAb={ay,bs),

lo que contradice el hecho de que aj <! a;. [

Las hipdtesis sobre C; son necesarias: el producto de dos cadenas de 2 elementos admite

exactamente dos operaciones de posemigrupo.

Corolario 1.3.2. La dnica estructura de posemigrupo admitida por el producto cartesiano

de los numeros naturales con el orden inverso estd dada por el infimo. O

1.3.2 Uniones disjuntas de posets asociativos

Definicién 1.3.3. Dados dos posets P = (P, <p) y Q = (Q, <), llamamos unidn disjunta
de P yQalposet PUQ :=(PUQ,<pL<g). Es decir, es el poset cuyos elementos son los
elementos de P y de () donde no introducimos relaciones nuevas. Este concepto se generaliza
para una cantidad arbitraria de posets.

Llamamos suma ordenada de P y Q al poset P+ Q := (PUQ,<p U <o U (P x Q)). Es

decir, todo elemento de @) esta por encima de todo elemento de P.

Cuando hablemos de alguno de estos dos conceptos, lo denotaremos por PLQ o P+ @),
dejando en claro que nos referimos a una unién disjunta o suma ordenada de posets y no

de conjuntos.

Lema 1.3.4. Sean P y () dos posets asociativos. Entonces P + Q) es asociativo.
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Demostracion. Definimos - de la siguiente manera:

min{z,y} =z ey comparables

T-y=49rQy T,y €Q
Tpy x,ye P

Este producto estd bien definido pues en caso de que un par (z,y) esté en mas de uno
de los casos considerados, entonces la definicién debe coincidir para ambos casos, por la
Observacion Veamos que para todos x,y, z € P+Q, tenemos que (x-y)-z = x-(y- 2).

Para esto consideramos 8 casos dependiendo de si cada elemento pertenece a P o a Q).

l. 2,y,2€P:(v-y) - z=x-py-pz=a-(y-2).

2. z2,y€PzeQ:(v-y)-z=(x-py)-z=x-py=xz-y=x-(y-2).

J.x,2ePyeQ:(x-y)-z=x-pz=x-z2=a-(y-2).

4. x€Pyz€Q:(x-y)-z=x-z=x=2-(ygz)=x-(y-2).

5. 2€Q,y,z€P:(x-y)-z=y-pz=x-(y-2).

6. z,2€Q,yeP:(x-y) - z=y-z=y=x-y=x-(y-2).

T.2,y€eQzeP:(v-y)-z=z=x-2=x-(y-2).

8. z,y,2€Q:(x-y)-z2=xqyoz=z-(y-2).

]

Definicién 1.3.5. Sean (P, <p) y (Q,<g) dos posets. Una funcién f : P — @ se dice
un homomorfismo de posets si para todos z,y € P, x <py = f(z) <o f(y). Un

homomorfismo se dice un isomorfismo si es biyectivo y su inversa es un homomorfismo.
Enunciamos, sin prueba, la siguiente proposicion:

Proposicion 1.3.6. Sea P un poset asociativo, - una operacion de posemigrupo sobre P, y

f: P — Q un isomorfismo, entonces - definida por f(z)~ f(y) = f(x - y) es una operacion

de posemigrupo sobre f(P) = Q y por lo tanto Q es asociativo.
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Lema 1.3.7. Sea P un poset asociativo, I un conjunto de indices y P; una copia isomorfa

de P para cada i € I. Luego | |,; P; es asociativo.

Demostracion. Fijemos una operacién de posemigrupo - sobre P e isomorfismos f; : P — P;.
Definamos -; sobre P; como f;(x)-; f;(y) = fi(z-y). Definamos un orden de anticadena sobre
1. Es decir, un orden parcial < tal que ¢ < j si y solo si ¢ = j. Notemos que con este orden
parcial, I es un poset asociativo que admite una tinica operacion de posemigrupo * dada por
i*j = j. Veamos ahora que | |,., P; es isomorfo al orden subyacente al producto (P, ) x (1, *),
el cual sabemos, por que es un posemigrupo con una operacion -. Definamos un

isomorfismo f: Px I — | |._; P; dado por f(a,i) = fi(a), donde P x I es el poset asociativo

il
subyacente al posemigrupo (PxI,7). Recordemos, que para (a, i), (b, j) € Px1, (a,i) < (b,7)
siysolosia<bei=jpor[l.I1.12

Veamos que f es homomorfismo: sean a < bei € I, entonces f(a,i) = fi(a) < f;(b) = f(b,1)
y por lo tanto f es un homomorfismo. Ademds f es inyectivo, ya que f(a,i) = f(b,j) siy
solo si fi(a) = f;(b) lo que implica a = b e i = j; y sobreyectivo porque cualquier elemento
de | |,c; Pi es de la forma f;(a) para algin i € I y a € Py por lo tanto es la imagen de
(a,7) mediante f. La inversa de f también resulta un homomorfismo ya que fi(a) < f;(b) si
ysolosii=jya<bloquenos dice que f~'(fi(a)) = (a,i) < (b,7) = f~(f;(b)). Por lo

tanto f es un isomorfismo y asi | |,.; P resulta asociativo. n

Lema 1.3.8. Sea {Q; : i € I} una familia de posets asociativos cualquiera y sea P un poset
asociativo con mdzrimo 1. Si definimos R; = P, + Q);, donde P; es una copia isomorfa de P,

entonces | |,.; R; es asociativo.

Demostracién. Fijemos isomorfismos fi : P — Py fi; : P, — P; donde f;; = fjo fi
(notar que f; ;o f; = f; para todos i, j). Para x € P e ¢ € I, llamaremos z; a f;(x). También,
paraz € Py j € I, llamaremos z; a f; ;(z) (notar que, por como hemos definido f; ;, no hay
ambigiiedad sobre que elemento de P; esta nombrando z;). Tomemos, ademéds, una operacién
de posemigrupo -p sobre P y definamos una operaciéon de posemigrupo -p, sobre F; como
zi-p,y; = fi(z-py). Es decir, trasladamos la operacion a cada P; mediante el isomorfismo f;.
Notemos que, por como lo hemos definido, f;; resulta isomorfismo de posemigrupos entre
(Pi,-p,) y (P, -p;): paratodos x,y € Pei,j € I, tenemos que fi;(wi-pyi) = fijofi(z-py) =
fi(x-py) =2 -p, y; = fij(x:) -p; fij(yi). Definamos una operacién de posemigrupo - sobre
||;c; Ri dada por:

(min{x, y} x ey comparables
Top Y z,y € b

Ty T,y € Qi
T-y=4qTpY re P eyec P

T, rePeye
xEQieyEPj
(L) TEQieycqQ;
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donde i denota el indice tal que € R; y j # . Notemos que, por definicién de suma
ordenada, estos casos son exhaustivos. Veamos ahora que esta operaciéon es asociativa. En
esta division por casos, los subindices 7, j, k pueden ser iguales o no, a menos que se especi-
fique una de estas dos opciones. Esta distincion solo se hara en caso de ser necesaria, para

disminuir la cantidad de casos a considerar.

L. HSEPi,?/GPj,ZGPki(w'y)'zz(%"Pjy)'zz(93]"Pjy)k'PkZZ-Tk'Pkyk'PkZZ
z-(yrp 2) =2 (Y- 2).

2. x€PyePzeQp:(v-y)-z2=(x;py) 2=Tp p Y= Y =2 (y-2).

. xel,yeQj,ze€P:(v-y)-z2=xj-2=x,pr=c-2=2-(y-2).

4. v€P,yeQ,2€Qr:(v-y)-z2=m-2=x,=2-(y-2) (Aqui, (y-2) =y @, z si
i =ky (y-2z) =1 sl j#k, en ambos casos vale que z - (y - z) = xy).

6. 1€QiyelPzeQr:(v-y)-z2=y-z2=y=x-y=2-(y-2).

T.2€Q,yeER;,z2€P:(v-y-z2=1.-2=z=x-z2=0-(y-2)siit#jy
(x-y)-z=(rquy) 2=z2=c-2=x-(y-2)sii=].

8. 2€Q,yYeEQR;,2€Qr:(v-y)-2=1;- 2=, =1, =x-(y-2) si,jk distintos
dos ados,0sii=Fk#j.
(x-y)-z=(x-quy) z=lk=x-ly=0-(y-2)sii=j#k.
(x-y)-z=12=1=2-(yq2)=z-(y-2)sii#j=k.
(x-y)-z=x-QUuy-gz=x-(y-2)sii=j=k.
0

Lema 1.3.9. Supongamos que (B,-) es un posemigrupo y que A C B es un subconjunto
decreciente tal que - [ A es conmutativo. Si .S C A no es acotado inferiormente, entonces

tampoco lo es S - ¢ para ningiun c € B.

Demostracion. Probamos la contrarreciproca. Supongamos d < s-c para todo s € S. Veamos

primero que d absorbe a S; sea s € S:
s-d=s-(d-s-c)=d-s-c=d.
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Ahora podemos ver que para cualquier b € A, d-b es una cota inferior de S. Sea, nuevamente,
s € S. Entonces:
d-b=(s-d)-b=s-(d-b)=(d-b)-s,

donde la ultima igualdad vale por hipétesis sobre A. Luego d - b < s. O]

Lema 1.3.10. Supongamos que (B,-) es un posemigrupo y C C B es un subconjunto de-
creciente tal que - [ C' es conmutativo. Sean a,b € B yc € C. Para todoy € B, y-c>a-c

ey<a-c-bimplicany=a-c-b.

Demostracion. Supongamos y - ¢ > a - ¢. Luego

a-c=(a-¢c)-(y-c)=wy-¢c)-(a-c)=y-a-c.
Ahora supongamos y < a-c-b. Luegoy=y-(a-c-b)=(y-a-c)-b=(a-c)-b. O

El siguiente lema es una herramienta muy til para el estudio de los posets asociativos.
Nos permite probar que ciertos posets no son asociativos, asi como establecer restricciones
que deben valer sobre potenciales operaciones de posemigrupo. La primera version del mismo
fue probada por A. Petrovich. A continuacién, presentamos la versién que es de mayor

utilidad para este trabajo:
Lema 1.3.11. Sea P un poset asociativo. Si x -y =y entonces (y - x) e yl son isomorfos.

Prueba. Veamos que la funcién f : (y - ©)] — y{ definida por f(a) = a-y es un isomorfismo.
Sea a < y-x. Tenemos que a = a- (y-x) = (a-y)-x. Esto prueba la inyectividad de f, pues si
suponemos f(a) =a-y ="b-y = f(b), de lo anterior obtenemos a = (a-y)-x = (b-y) -z = b.
Sea ahora b < y, nos gustaria ver que existe a < (y - z) tal que f(a) = b. Tomemos
a="b-zy veamos que a = f~(b). Sabemos que a < (y - z) por el Lema . Ahora,
fla)y=((b-x)-y=b-(xr-y)=0b-y=>. Asi f resulta biyectiva. El hecho de que f preserva
el orden es consecuencia directa del Lema . Para ver que f~! preserva el orden,
tomemos a,b < y tal que a < b. Sabemos que f~'(a) = a-x < b-z = f~}b) por el

Lema [1.1.13|[1)). Asi, f resulta un isomorfismo. O
Corolario 1.3.12. Sea P un poset asociativo. Para todos x,y € P, (x -y)| es isomorfo a
(y-x)d

Demostracion. Tenemos que (z-y)-(y-x)=x-(y-y) -z =z -y -z =1y z. Andlogamente

(y-x)-(x-y)=x-y. Por el lema anterior tenemos que (x - y)| =~ (y - x)]. O

Corolario 1.3.13. Sea P un poset asociativo y m € P minimal. Entonces m-x es minimal

para todo x € P.

Demostracion. Notemos que un elemento y € P es minimal si y solo si y] = {y}. Sea ahora
x € P. Por el Lema , tenemos que x -m < m y por lo tanto z - m = m. Por el
Lema[1.3.11} tenemos que {m} =ml| ~ m - x|. Luego m-z| = {m -z} y por lo tanto m - =

es minimal. N
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Corolario 1.3.14. Sea P un poset asociativo. Si existe m € P minimal, entonces para todo

x € P existe m, minimal tal que m, < x.

Demostracion. Por el dltimo corolario sabemos que m - x es minimal. Ademas, por el Le-
ma [1.1.2[[1), m - 2 < 2. Tomando m, = m - obtenemos lo que buscdbamos. O

Ejemplo 1.3.15. Consideremos el poset W en Figura . Entonces z-z € {z,a} y z-x €
{z,y}. Si x -z = a, por el Corolario |1.3.12] tenemos que z - & = y, y reciprocamente. Luego,
obienx-z=ayz-z=y,0x-2=2y z-x=x. Cada una de estas opciones conduce a

una estructura de posemigrupo distinta en W.

A/

Figura 1.1: Poset V.

Lema 1.3.16. Sean B := (B, RB) y C := (C, R€) dos estructuras de un lenguaje relacional
{R} y A una subestructura de B elementalmente equivalente a B. Si definimos la unidn
disjunta B U C := (B U C,RB U R®), entonces A LI C es elementalmente equivalente a
BuC.

Dado que este Lema tiene poca relacion con los contenidos de este trabajo, presentamos

solamente una idea de la prueba del mismo, utilizando juegos de Ehrenfeucht-Fraissé (ver
[31)-

Demostracion. La idea es que si comparamos las estructuras B LI C y A LI C mediante
un juego de EF de largo k, entonces el jugador D siempre tiene una estrategia ganadora
para cualquier k: simulamos un juego de EF que compara a las estructuras B y A, para el
cual sabemos que D tiene una estrategia ganadora por ser estas estructuras elementalmente
equivalentes. Si el jugador A elige un elemento de C', D elige el mismo elemento, mientras que
si A elige un elemento de B, entonces D elige el elemento dado por la estrategia ganadora al

comparar B y A mediante un juego de largo k. Esta estrategia es una estrategia ganadora.
O

Corolario 1.3.17. La clase de posets asociativos no es de primer orden en el lenguaje {<}.

Demostracion. Sea R el poset de los nimeros reales. Consideremos la unién disjunta P =
R UR. Por el Lema [1.3.7] Por el teorema de Léwenheim-Skolem, sabemos que existe una
subestructura elemental contable C de R. Por el Lema [1.3.16] C LU R es elementalmente
equivalente a P. Pero por el Lema este poset no es asociativo: tomemos = € C e
y € R. Si hubiera alguna operacion de posemigrupo - compatible con C L R, tendriamos
quezy <y, yr <z vyzr- -yl ~y-xl, locual noes posible por una cuestion de cardinalidad.
Asi, la clase de posets asociativos no es cerrada bajo equivalencia elemental y por lo tanto

no puede ser de primer orden. O
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1.3.3 Ejemplos de posets no asociativos

Es posible verificar, mediante un argumento exhaustivo, que todo poset con a lo sumo cuatro

elementos es asociativo. Mostramos ahora algunos ejemplos de posets no asociativos.

Ejemplo 1.3.18. Sea N un poset de tipo w*, y consideremos P := w+ (N U{a}). Suponga-
mos que P admite una estructura de posemigrupo. Tomemos x € N. Sabemos, por el Lema
que a-x € N y que z-a = a, ya que ambos deben estar por encima de w. Por otro
lado, por el Lema [1.3.11] debe valer que al. = (z - a)]. &~ (a- z)]. Como no existe y € N tal

que al ~ yl, P no puede admitir una estructura de posemigrupo.

Este fue el primer ejemplo de poset no asociativo, probado usando otras técnicas ahora

superadas.

Ejemplo 1.3.19. El poset en Figura [1.2| no es asociativo. Supongamos por contradiccién
que admite una estructura de posemigrupo -. Por el Lema 1.1.13, b-r=xyx-b=0.
Pero x| no es isomorfo a b}, lo que contradice el Lema [1.3.11]

Figura 1.2: El colibri.

o O
[\

X

Figura 1.3: La corona.

3 b}

En los siguientes lemas, suponemos que hay un posemigrupo cuyo poset subyacente es

la corona.
Lema 1.3.20. 3-2 € {4,5},4-1€ {3,5} y5-0 € {3,4}.

Demostracidn. Por el Lema [1.1.2([1)), 3-2 < 2, y por el Corolario [1.3.13] 3 -2 es minimal
en la corona. El resto de las pruebas son analogas. O]

Hasta ahora, estamos bajo la situacién exhibida en Tabla [I.1]
Lema 1.3.21. 1. 5-0=3siysolosi3-2=>5.

2.3-2=4siysolosid-1=3.

3.5-0=4siysolosid-1=05.
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Demostracion. Para el primer item, supongamos 5-0 = 3. Si 3-2 = 4; usando el Lema
obtenemos

4=4-0=3-2-0=5-0-2-0=5-2-0=5-0=3,

una contradiccion. Luego tenemos la implicacion. Para la reciproca, el mapeo dado por la
permutacion (53)(20) es un isomorfismo.

Para los otros items, hay isomorfismos que mapean la primera equivalencia a cualquiera

de las otras dos. O

0 1 2 3 4 5
olo ? ? 3 4 5
17172 1 7 3 45
217 7 2 3 4 5
313 3 A 3 4 5
414 B 4 3 4 5
5/C 5 5 3 4 5

Cuadro 1.1: El pogrupoide de la corona; A € {4,5}, B € {3,5}, C € {3,4}.

Proposicion 1.3.22. La corona no admite una estructura de posemigrupo

Demostracion. Supongamos lo contrario. Luego todos los lemas anteriores valen

4:-1=3 < 3-2=4 Lema [[.3.21]
& 3-2#5 Lema [[.3:20
<~ 5-0+#3 Lema [[.3.21]
— 5-0=4 Lema [1.3.20
< 4-1=5 Lema [[.3.211

Lo que nos dice que 4-1 =3 <= 4-1 = 5. Esta contradicciéon muestra que Tabla no

puede ser extendida para obtener un producto asociativo. O
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Capitulo 2

Arboles asociativos

En este capitulo consideraremos distintas familias de posets y veremos que los posets per-
tenecientes a cada una de ellas son asociativos. Estudiaremos primero los drboles de ramas
finitas, luego los drboles foliados y finalmente una familia de posets mas amplia que incluye

a las dos previamente mencionadas.

Definicién 2.0.1. Un drbol es un poset (T, <), con méximo 1, tal que para todo x € T,

1 :={y € T : x <y} es totalmente ordenado.

Definicién 2.0.2. Una foresta es una unién disjunta de arboles. En otras palabras, T' es

una foresta si y solo si para todo x € T', 71 es totalmente ordenado.

Notar que todo arbol es una foresta, y que toda foresta es un arbol si y solo si tiene

maximo.

Afirmacién 2.0.3. Sea T una foresta y x,y € T. Si existe z tal que z < x,y, entonces x e

y son comparables.

Demostracion. Simplemente notar que z,y € 21, el cual es totalmente ordenado por hipéte-
sis. ]

2.1 Arboles de ramas finitas

Definicién 2.1.1. Diremos que un arbol es de ramas finitas si toda cadena maximal del
arbol es finita.
Dado un ntimero natural n, diremos que un arbol de ramas finitas tiene altura n si toda

cadena maximal tiene a lo sumo n elementos y existe al menos una cadena con n elementos.
Procedemos ahora a enunciar el resultado més sorprendente de este trabajo.

Teorema 2.1.2. Las siquientes son equivalentes (en ZF ):
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1. Todo arbol de altura 3 es asociativo.
2. Todo darbol de ramas finitas es asociativo.
3. El Azioma de Eleccion.

Demostracion. Como 2 = 1 es trivial, basta probar 3 = 2y 1 = 3. Veamos
que 1 = 3. Sea F una familia no vacia de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos.
Definimos ahora un orden de arbol en T := {F} U FUJF: = < y si y solo si z # y,
ey =JF ox €y (estamos considerando que F N |JF = &, si esto no fuera asi, el orden
construido no seria el de un arbol de altura 3. Podemos solucionar el problema considerando
{F} x {2} UF x {1} UUF x {0} como universo de Ty definiendo el orden como: =’ =
(x,n)y <y = (y,m)siysolosiy = (F,2) ox€yyn<m). Notemos que este es un arbol
de tres niveles y por hipotesis es asociativo. Tomemos una estructura de posemigrupo sobre
T y fijemos m € T minimal. Luego {m - B : B € F} es transversal para F pues para cada
B € F, m- B es un minimal debajo de B por Corolario [I.3.13]

Veamos ahora que 3 = 1.

Para esto, fijamos un arbol T de altura finita y utilizamos el axioma de eleccion para definir
sobre él una estructura de posemigrupo.

Consideremos, para cada ¢ € T' no minimal,
B.={yeT : y<cAN-Jrx:y<z<c}h

Notar que B, # @ si ¢ no es minimal, ya que debe existir z < ¢. Como el conjunto {y € T :
z <y < ¢} es finito y totalmente ordenado, debe tener un maximo, el cual pertenece a B..
Veamos que ademds {B. : ¢ € T no minimal} es una familia de conjuntos disjuntos dos a
dos. Supongamos que hay ¢y d tal que B.N By # @. Tomemos a € B.N By. Como a < ¢,d,
por 2.0.3] ¢ y d son comparables. No puede ser ¢ < d pues luego tendriamos a < ¢ < d, lo
que contradiria el hecho de que a € B,. De la misma manera vemos que no puede ser d < ¢
y por lo tanto ¢ = d.

Sea f una funcién de eleccién de {B. : ¢ € T' no minimal}. A continuacién definiremos por
recursion una funciéon F. La definimos primero en los elementos minimales y de ahi vamos

“subiendo” hasta definirla en todo el arbol. Sea F' definida por:

)y y es minimal
Fly) = iy
F(f(By)) y no es minimal

Observemos que, por definicién de B, F((y) < y para todo y (y por lo tanto, F'(y) < f(B,)
para y no minimal). Mas atn, por el caracter recursivo de la definicién, F'(y) siempre es un

elemento minimal bajo .

Afirmacién 2.1.3. Sean y, z tales que F(y) < z <y, entonces F(z) = F(y).
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Demostracion. Sean y,z € T tal que F(y) < z < y. Consideremos la cadena

{r € T:z <z <y} Sabemos que esta cadena es finita. Probemos por induccién en
n:=HreT:z<az <y} que F(2) = F(y). Si n = 1 entonces z = y y no hay nada
que probar. Supongamos que la afirmacién vale para n < k. Y supongamos ahora que
Hz € T : z <z < y}| = k+ 1. Bajo estd hipdtesis, z < y lo cual nos dice que y no es
minimal y por lo tanto estd definido f(B,). Como tenemos que F(y) < zy F(y) < f(By),
tenemos que z y f(B,) son comparables por Afirmacién . No puede ser f(B,) < z
pues tenemos que z < yy f(By) € By={rx €T :2 <yA-3z:2z <z <y} Porlo
tanto z < f(B,) y ademds sabemos que [{z € T : z < x < f(B,)}| = k. Esto se deduce
del hechode que {xr €e T : 2 <z < y}\{xr €T : 2 <z < f(B,)} = {y}. Veamos esto
ultimo: es claroque y e {z € T: 2 <z <y} \{rx € T : 2 < x < f(B,)}. Por otra parte,
dadoz e {zeT: z<z<yl\{zeT:z<z< f(By)}, como z < z, tenemos que x
y f(B,) son comparables por . No puede ser z < f(B,) pues luego = no estaria en
{reT:z<z<yt\{zreT:z<xz< f(B,)} Luego f(B,) < x. No puede ser z < y
porque esto contradiria el hecho de que f(B,) € B,, por lo tanto z = y (pues z < y).
Por hipétesis inductiva, F(z) = F(f(By)), y por construccién, F(y) = F(f(B,)). Luego

F(z) = F(y). O
Ahora procedemos a definir una operacién de posemigrupo - sobre 1" usando la funcién

F.

Definamos

{ml’n{x, y} sison comparables
Ty =

F(y) en caso contrario

Notemos que, del hecho de que F(F(y)) = F(y) y que F(y) es minimal, tenemos que
x - F(y) = F(y) para todos z,y.

Sean z,y, z en T. Luego

min{z,y,z} (1)
(z-y)-2=1 F(2) (2) vV (4)
F(y) (3)

Donde

1. x ey comparablesy z y min{x, y} comparables; o equivalentemente z, y, z comparables

dos a dos (por la Afirmacién [2.0.3)).

2. z e y comparables y z y min{x, y} incomparables. Consideramos a su vez los siguientes

subcasos:

(a) x <y, z y x incomparables.

(b) y < z, z e y incomparables.

3. y no comparable con z y F(y) < z. Consideramos los siguientes subcasos:
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(a) F(y) <z <y, x ey incomparables.

(b) F(y) <y < z, x e y incomparables.
Son exhaustivos pues por [2.1.3| z e y deben ser comparables.

4. y no comparable con z y F(y) no comparable con z. Consideramos los siguientes

subcasos:

(a) z <w.

(b) z ey incomparables.

No hay més subcasos que estos dos por ser F'(y) minimal bajo y y F(y) incomparable

con z.
Veamos qué pasa con z - (y - z).
.z (y-2)=min{z,y,z} = (z-y) - 2.

2. (a) No puede ser y < z (pues esto implicarfa = < z), luego z e y son incomparables
0z<y. Enelprimercasox-(y-z)=a-F(z)=F(z)=x-z2=(x-y) -2 Enel

segundo caso - (y-2)=x-z2=(x-y) - 2.

(b) y y z son incomparables. Luego z - (y-z2) =x - F(2) = F(2)=y-z=(z-y) - 2.

3. (a) En este caso sabemos por que z y z deben ser incomparables pues x e y lo
son: x < z implicaria x < y, mientras que z < x, junto con [2.0.3|implicaria que x
e y son comparables. Ademés, tenemos que F(y) = F(z) por la Afirmacién
Luegoz-(y-2)=x-2=F(2)=F(y)=F(y)-z=(x-y) - 2.

(b) Aquiz-(y-z)=z-y=F(y)=Fly)-z=(z-y) 2
4. (a) En este caso x, z son incomparables. Luego z - (y-2) =z -2 = F(z) = (v -y) - 2.
(b) 2+ (y-2) =+ F(2) = F(2) = F(y) -2 = (w-) - =
[

No es dificil verificar que lo que obtenemos al realizar esta construccion, es en realidad
una descomposiciéon del arbol en cadenas convexas tal que cada una de ellas contiene un
elemento minimal del drbol. Tenemos que para cada elemento minimal m, F~1(m) es una
cadena (pues esta contenido en m?, que es totalmente ordenado) convexa (por que
contiene a m. La construccion de F' es simplemente una forma recursiva de definir esta des-
composicion, pero cualquier descomposicion en cadenas de esta forma induce una estructura
de posemigrupo sobre 1.

Veamos un ejemplo de la aplicacién de este teorema:
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Ejemplo 2.1.4. ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

(a) T (b) Una descomposicién de T' en cadenas conve-
xas.

Figura 2.1: Esta descomposicion induce una estructura de posemigrupo - sobre 7' tal que,
en particular, t -y =bey-x = a.

Cabe mencionar que el teorema anterior fue el puntapié inicial para éste trabajo. La idea
de que multiplicar a izquierda por un elemento minimal es una funcién de eleccién, en la

prueba de 2 = 3, fue propuesta por A. Petrovich.

2.2 Arboles foliados

Consideramos ahora una clase de arboles mas amplia que en la seccion anterior: los drboles
foliados.

Definicién 2.2.1. Diremos que un arbol T es foliado si para todo z € T existe m € T

minimal tal que m < x.

Explotaremos las ideas de la prueba anterior para definir estructuras de posemigrupo
sobre estos arboles. Mostraremos que siempre es posibe descomponer un arbol foliado en
cadenas convexas, disjuntas y que contienen un elemento minimal del arbol, y que ademas

cada una de estas descomposiciones induce una estructura de posemigrupo distinta.
Teorema 2.2.2. Todo drbol foliado es asociativo.

Demostracion. Sea T un arbol foliado. Sea M := {z € T : z es minimal}. Definimos un
buen orden sobre M de tipo k para k un ordinal apropiado. Es decir, M = {z, : a < k}.
Procedemos ahora a descomponer 7' en cadenas convexas {C, : o < k}. Definimos las

cadenas C, de manera recursiva. Tomemos Cj := zgT. Ahora para a < k, tomemos C, =
xaT \ Uﬁ<a Cﬁ'
Afirmacién 2.2.3. | J,.,. Co =T.

C, Sea
y € T\ M ysea M, := MnNyl, el cual es no vacio por las hipétesis sobre el arbol. Sea ahora

Demostracion. Es trivial, por la construccion que hemos realizado, que M C |J,_,

a, = min{f < Kk : xg € M,}. Por construccién de {C,, : a < K} tenemos que para todo
B < oy, y ¢ Cg. Ademas, por hipétesis, y € x,,T. Luegoy € 20, T\{Cs : B < oy} = Cy,. O

Ahora, definimos una funcién F' de la siguiente manera: para y € M, F(y) =y, y para

ye T\ M, F(y) = x4, con a, definido como en la prueba de la tltima afirmacién.
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Afirmacién 2.2.4. Sean y, z tales que F(y) < z <y, entonces F(z) = F(y).

Demostracion. Siz € M, debe ser que F(z) = z = F(y) y el resultado es trivial. Veamos que
la afirmacién vale para z € T\ M. Notemos que como M, C M, tenemos que ¢, < a,. Como

ademds x,, € M, por hipétesis, tenemos que a, < oy Ast F(2) = 24, = Ta, = F(y). ]
Definimos ahora una operacién de posemigrupo sobre 7"

min{z,y} sison comparables
Ty =
Y F(y) en caso contrario

La prueba de que esta operacion es de posemigrupo es idéntica a la del teorema previo. [J

Observacion 2.2.5. Si un arbol posee algin elemento minimal pero no es foliado, por el

Corolario [1.3.14] no puede ser asociativo.

Observacion 2.2.6. El teorema previo vale reemplazando en las hipétesis “arbol foliado” por
“foresta de arboles foliados”. Este hecho se deduce de que si tenemos una foresta de arboles
foliados T', podemos considerar el poset 7" := T + {1}, donde 1 es un elemento que no
pertenece a T'. T resulta un arbol foliado y por lo tanto satisface las hipdtesis del teorema.
Finalmente, por el Lema [1.2.2] T resulta asociativo, mds ain, resulta subuniverso de la

operacion construida en la prueba del teorema.

2.3 Preimagenes homomorficas de arboles foliados

El 1ltimo teorema de este capitulo nos da una herramienta muy util para probar que los

posets pertenecientes a una amplia clase son asociativos.

Teorema 2.3.1. Sea P un poset. Supongamos que existen una foresta de arboles foliados

T y un homomorfismo sobreyectivo f : P — T tal que:
1. f(z) < f(y) implica = < y.

2. Para todo a € f(P), f~'(a) admite estructura de posemigrupo y ademds, si a es

minimal en f(P), f~*(a) tiene minimo.
Entonces, P admite estructura de posemigrupo.

Demostracion. Comenzamos enunciando dos afirmaciones que seran necesarias para esta

prueba:

Afirmacién 2.3.2. Si f(z) # f(y) = f(z) y z <y, entonces z < x

Demostracion. z <y = f(z) < f(y), como f(z) # f(y), f(z) < f(y) = f(x), entonces
z < x por 1. n

Afirmacién 2.3.3. Para todos z,y € P, si el conjunto {x,y} tiene una cota inferior,

entonces o bien x e y son comparables, o f(x) = f(y).
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Demostracion. Sea z tal que z < x y z < y. Luego f(2) < f(z) y f(2) < f(y). Como la

imagen de f es una foresta, f(z) y f(y) son comparables por [2.0.3| Si f(z) # f(y), o bien
f(z) < f(y) o f(y) < f(x). En ambos casos e y son comparables. O

Tomemos un elemento 1 que no pertenece a T. Sea F: T+ {1} — T + {1} una funcién
como la definida en [2.2.2L Es decir, una funcién tal que F(a) es minimal bajo a para todo a

en T, y ademés, para todo b € T minimal, F ~1(b) es una cadena convexa que contiene a b.

Definamos F': P — P como

F(x) = min{f " (F(f(2)))}
Notar que si f(z) = f(y) entonces F(x) = F(y).
Afirmacién 2.3.4. Si F(y) < z <y entonces F(y) = F(z).

Demostracion. Si f(y) = f(z), el resultado es trivial, de lo contrario, tenemos que f(z) <

f(y). Notar que f(F(y)) = F(f(y)) < f(z) < f(y) y por lo tanto, por .24 F(f(2))
F(f(y)). Esto nos dice, por definicién de F, que F(z) = F(y).

U

Tomemos, para cada a € T, una operacién de posemigrupo -, sobre f~1(a). Definamos

una operacion binaria - sobre P de la siguiente manera:

min{z,y} =z ey comparables
voy={ey  f@)=fly)=a
F(y) x e y incomparables y f(x) # f(y)

Notemos, que para todos x,y € P tenemos que z - F'(y) = F(y): si son comparables, como
F(y) es minimal en P debe ser F(y) < x. Si f(x) = f(F(y)) = a, entonces son comparables
(pues F(y) = min f~1(f(F(y))) y aplica el mismo razonamiento anterior. En caso contrario,
tenemos que = - F(y) = F(F(y))) = F(y) por definicién de F y de F.

Para aligerar la notacion y facilitar la lectura, omitiremos el uso de - en el resto de la
prueba, asi como la referencia a a en ~,, escribiendo simplemente *. Sean x,y, 2 € P. Veamos,
por casos, que (zy)z = z(yz).

Por “caso”, nos referimos a hipdtesis sobre la terna {z,y, z}. La eleccién de la siguiente
divisién por casos es para simplificar la verificacién de que (zy)z = z(yz). Cada caso serd
representado con un item que consistira de cuatro coordenadas.

A continuacion, se indica como interpretar cada caso. Las primera y segunda coordenadas
del itemizado determinan la igualdad o no entre f(z)y f(v), v f(y) y f(z) respectivamente;
si f(x) = f(y), entonces la primera coordenada del caso sera 1, de lo contrario sera 2.
Lo mismo vale para la segunda coordenada. La tercera y cuarta coordenada determinan
la condiciéon de comparabilidad entre x e y, e y y 2z respectivamente; si x < y la tercera

coordenada sera 1, si y < z la tercera coordenada serd 2, y si x e y son incomparables, la
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tercera coordenada serd 3. Lo mismo vale para la cuarta coordenada.
Si en alguna coordenada aparece un asterisco, es porque los razonamientos aplicados en
dicho caso valen para cualquier condicién en la coordenada omitida.

Entonces, por ejemplo el item [1.2.3.2] corresponde al caso en que f(z) = f(y), f(y) #
f(2), x e y incomparables, z < y.
Notemos que cuando los elementos {x,y, z} constituyen una cadena, entonces, por defi-
nicién (xy)z = x(yz) = min{z,y, z}. También, cuando y < z e y < z, tenemos que

(ry)z = x(yz) = y. Por ultimo, si z, z < y entonces (zy)z = vz = z(yz2).

1.1.x.x En este caso:

(zy)z=(z y) 2=2"(y" 2) = 2(y2)

*ok. 1.1

(xy)z = xz =2 =2y = z(y2)
*.k.1.2

(zy)z = w2 = x(yz)

*x.x.2.1

(xy)z = yz =y = zy = x(y2)
*.%.2.2

(xy)z =yz =2z =22 = x(yz2)
1.2.1.3

z(yz) = oF(z) = F(2) =2z = (vy)2

pues x y z son incomparables. Esto es porque, como x < y e y es incomparable con
z, no puede ser z < . Tampoco puede ser < z pues esto implicaria que {y, z} tiene

una cota inferior, lo cual, contradice [2.3.3

1.2.2.3
(2y)2 = yz = F(z) = 2F(2) = (y2)

Pues z - F(z) = F(z).
1.2.3.1
(zy)z = (z7y)z =27y = 2y = x(y=2)
Pues (z7y) < z por Afirmacién [2.3.2]
1.2.3.2
(2y)z = (x7y)z = 2 = 22 = 2(y2)

por Afirmacion [2.3.2]
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1.2.3.3

2.1.1.3

2.1.2.3

2.1.3.1

2.1.3.2

2.1.3.3

2.2.1.3

2.2.2.3

2.2.3.1

2.2.3.2

(zy)z = (z7y)z = F(2) = 2F(2) = z(yz)
pues (z*y) no puede ser comparable con z por Afirmacién m pues x -y < y (ver la
justificacién en [1.2.1.3]).

(zy)z =zz=w=2x(y-2) = 2(y2)

por [2.3.2]

(zy)z =yz =y~ z=ua(y*2) = x(yz)

por [2.3.2]

(zy)z = F(y)z = F(y) = 2y = 2(yz)

(zy)z = F(y)z = F(2)z = F(2) = 2z = x(y2)

pues F(y) = F(z) y el hecho de que = y z son incomparables (claramente no puede
ser x < z pues esto implicaria x < y, y tampoco puede ser z < x pues luego z seria
cota inferior de {z,y} lo que contradice [2.3.3)).

(ry)z = Fy)z = F(y) = Fy~2) = x(y - 2) = x(y=)
pues F(y) < z, F(y) = F(y~z) y porque x es incomparable con y~ z, ya que no puede
ser que z < y - z por y tampoco puede ser y - z < z pues esto junto con [2.3.3

implicaria z < x y esto nos dice que y < x.

(xy)z =x2 = F(2) = 2F(2) = z(yz2)
pues x es incomparable con z ya que no puede ser z < z ni x < z por [2.3.3]

(2y)z = yz = F(z) = 2F(2) = 2(y2)

(zy)z = F(y)z = F(y) = vy = x(yz)

(zy)z = F(y)z = F(2) = vz = x(yz)

pues si F'(y) < z entonces F(y) = F(z). En caso contrario son incomparables.
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2.2.3.3
(zy)z = F(y)z = F(2) = 2F(2) = 2(y2)

pues F'(y) es incomparable con z ya que en caso contrario y deberfa ser comparable

con z por [2.33

Veamos un ejemplo de la aplicacién de este teorema.

o/ .\o
>L>§L\o Y o

| \/ 2N
b f(a) © o % f(b)
VA
&$ 0/\0 0T
Ejemplo 2.3.5. \ (b)

(a) P

Figura 2.2: Aqui, suponemos que hay un homomorfismo f : P — T donde indicamos que
dos elementos de P van a parar a un mismo elemento de 7' si sus nodos tienen el mismo
color y forma que el nodo del elemento mencionado. A su vez, el color de los elementos en
T indica como descomponemos este poset en cadenas convexas. Bajo esta construccion, en
particular, x -y =bey- -z =a.
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Capitulo 3

Descomposicion de posemigrupos en
producto directo

En este capitulo estudiaremos la descomposicién en producto directo (de subposemigrupos)

de posemigrupos con un elemento central.

Definicién 3.0.1. Dado un posemigrupo (A, -), un elemento ¢ € A se dice central si para

todox € Avaleque z-c=c-x.
Comencemos con un resultado parcial sobre la operacion parcial de supremo:

Lema 3.0.2. Para cualquier par de posemigrupos C, D y elementos c,e € C y d,f € D,
(c,d) Ve, f) existe en C'x D siy solo sicVeyd\V [ existen.

Demostracion. Sean C'y D posemigrupos, v n¢ : C x D — C ynp : C x D — D las
proyecciones canénicas (i.e. mo({(c,d)) = cy mp({c,d)) = d).

Recordemos que la operacion de posemigrupo en un producto directo de posemigrupos se
define coordenada a coordenada. Es decir, (¢, d) -cxp (e, f) = (c-c e,d-p f). En el resto de
esta prueba no indicaremos los subindices de cada producto ya que, por el contexto, estard

claro donde estamos operando.

Sean c¢,e € C'y d, f € D, y supongamos que existe (¢, d) V (e, f). Veamos que ¢ ({c,d) V
(e, f)) = ¢ Ve. Como sabemos que (¢, d) - ({(c,d) V (e, f)) = (¢, d), tenemos que c¢-wc({c,d) V
(e, f)) = cy dela misma manera e-mo({c,d)V (e, f)) = e, por lo tanto ¢, e < we({c,d)V{e, f)).
Sea a € C tal que ¢, e < a. Luego tenemos que (a, mp({(c,d) V (e, f))) € C x D y tenemos que
(e d)- (o, mo((esd)V (e, 1)) = {e,d) y {es ) (@ mn((e, d)V (e, £))) = (e, £)- De aqui obtene-
mos, por definicién de supremo, que ({(c,d) V (e, f)) - {(a, mp({c,d) V (e, f))) = (e, d) V (e, f) v
por ende 7o ((c,d) Ve, f)) < me({a, mp({c,d)V e, f)))) = a. Por lo tanto, m¢({c, d) Ve, f)) =

¢V e. De la misma manera obtenemos que mp({c,d) V (e, f)) =d V f.

Ahora supongamos que existen ¢V ey dV f. Tomemos (cV e,dV f). Tenemos que
(c.d)-(eVe, dV ) = (e,d) y {e, f)-(eVe, dV ) = (e, f), por lo tanto (¢, d), (e, f) < (cVe,dVf).
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Sea x = (x¢,xp) € C x D tal que (c,d), (e, f) < z, es decir (¢,d) - (xc,xp) = (c,d) y
(e, f) - (xc,zp) = (e, f). Por lo tanto tenemos que ¢,e < z¢ y d, f < xp. Luego ¢V e < z¢
y dV f < zp por definicién de supremo. Por lo tanto (¢ Ve,dV f) - (xc,xzp) = (cVe,dV f)
y asi obtenemos que (¢ Ve,dV f) = {(c,d) V (e, f). O

La idea clave en nuestra caracterizacion surge del hecho de que, en un producto directo de
posemigrupos, deben existir ciertos supremos no triviales que satisfacen ciertas propiedades
de distributividad y absorcién con respecto a -. Reciprocamente, la existencia de supremos
en el producto directo implica la existencia de supremos en cada factor, como muestra el
lema anterior. Este hecho nos permitira enunciar de manera precisa cuando un posemigrupo
es el producto directo de dos de sus subposemigrupos, y también establecer una equivalencia
entre las distintas descomposiciones en producto directo de un posemigrupo y sus pares de
congruencias factor complementarias.

Las pruebas de este capitulo han sido adaptadas de [I1]. En ese articulo se estudia la descom-
posicién en suma directa de semirreticulos. Aqui - reemplaza a V, mientras que V reemplaza
a A. La principal diferencia con las pruebas del articulo mencionado es que, a diferencia de
V, - no es una operacién conmutativa, por lo que muchas de las pruebas requieren trabajo
adicional. Las diferencias en las pruebas de este capitulo con respecto a las pruebas de [11],
asi como las partes que no requieren modificaciones con respecto a las pruebas originales,

seran explicitadas.

A modo de ejemplo, tenemos el posemigrupo A en Figura[3.1] A es isomorfo al producto
directo de sus subposemigrupos I; y I. De acuerdo a esta representacién, el par (i, xs)
corresponde al punto z. A pesar de que = no es expresable en términos de z1, x5 y -, podemos
obtener z como el supremo (z - x1) V (z - x5). Otras relaciones entre x, x1, x2 y ¢ (el tnico
elemento en I; N I) pueden ser halladas; a continuacién exhibimos cuatro de ellas, que
valen exactamente cuando x se corresponde con (x1,x2) en una descomposicién de producto

directo.

Figura 3.1: Un posemigrupo A isomorfo a I} x I5.
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3.1 Descomposicién en producto directo de posemi-
grupos

En el resto de este capitulo, escribiremos férmulas en el lenguaje extendido {-, V}. La férmula

“rVy=2z" se interpretard como “z es el supremo de {z,y}":
ry<z& Vu:z,y<u — z<u),

1 a menos que se indique lo contrario; en general, toda ecuacion ¢; = t5 involucrando V debera
interpretarse como “si alguno de ambos términos existe, también el otro y son iguales”. Es
sencillo observar que las leyes de asociatividad valen para la operacion parcial V en todo

posemigrupo, y usaremos este hecho sin mencionarlo. Veamos esto:

Lema 3.1.1. Sea A un posemigrupo y a,b,c € A tales que existen aVb y bV c. Luego, existe
aV (bVc) siy solo siexiste (aV b)Vc. Ademds, en caso de ezistir, estos dos términos son

tguales.

Demostracion. Supongamos que existe z := aV (bVc). Luego tenemos que a, (bVe) < z 'y por
lo tanto a, b, ¢ < x. De esto ultimo, por definicién de supremo, obtenemos que (a V b) < z,
es decir, x es cota superior de {a V b,c}. Sea y tal que a V b,c < y. Luego tenemos que
a,b,c <y y por lo tanto bV ¢ < y. Luego y es cota superior de {a,bV ¢} y por lo tanto
x < y. Esto nos dice que z = (a V b) V ¢, que es lo que queriamos. La otra mitad de esta

prueba es analoga. O]

De aqui en adelante, A serd un posemigrupo y ¢ € A un elemento central fijo. Sea
(¢, x1, 29, x) la conjuncién de las siguientes férmulas:
comm r Xy =21 T yYIX-Ty =T X.
dist x = (z-x1) V (v - z2).
p1 1 = (z-x1) V(¢ xq).
P2 T2 = (- x2) V (C- xg).
prod x, -2, =1x-c.
La férmula comm es la tnica que no aparece en la férmula ¢(c, z1, o, x) definida en [11].
Notar que, por las hipétesis de que c es central y la férmula comm, el Lema 1.1.13 nos

garantiza que todos los productos que aparecen en ¢ excepto el ultimo, son en realidad

infimos. Escribiremos = = ((z1, x9)). para denotar que vale ¢(c, 1, T2, x).

Definicién 3.1.2. Supongamos que I;, I son subposemigrupos de A. Diremos que A es el

c-producto directo de I y Iy (notacién: A = I; X, I) si y solo si vale lo siguiente:

Perm Los elementos de I; conmutan con los de I5.
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Mod1 Para todos z,y € A, x1 € [y y w9 € I5, si x - ¢ < x1 - 7o entonces

(@ z)V(z-22) y=(x 21y V(- -22-Y),
y-((x-xl)\/(:ﬂ-xg)):(y-x-xl)/\(y-x-xg).

Mod2 Para todos x,y € A, x1 € I1 yxo € I, si x > 1 - 5 entonces

(-2 V(e ) y=(x-2i-y)V(c-z-y),
y((xa:z)\/(cxz)):(yxxz)/\(ycq;z)
para i =1,2.

Abs Para todos x1,y1 € I1 y 22 € Iy, tenemos: z1 V (1 - 22) = 21 V (y1 - ¢) (e

intercambiando los roles de I e I5).
Exi Vo, € 1,20 € I, 3z € A x = ({21, 22))e.
Onto Vr € Adxy € 1,22 € I : x = ({x1,22))..

Como antes, la tnica condicién que debemos agregar con respecto a [11], es la que
establece la conmutatividad en ciertos casos, en este caso Perm. En particular, en las pruebas
que siguen, siempre que se utilicen comm o Perm, habra una diferencia con respecto a la
prueba presente en [I1].

Para aligerar la notacién, omitiremos la referencia a ¢, escribiendo x = ({x1, x2)) en vez de

x = ((x1,72)) y usando simplemente x. Notemos que Exi implica:

Ori v.il}l € [1,372 S [2 (LCl i) S C).

3.2 El lema de representacion

Lema 3.2.1. Supongamos que A = I X I. Entonces x = ((x1,x9)) define un isomorfismo

(21, 22) oz entre I, x I y A.

Demostracion. Primero veremos que la funcién (xy, z5) s 2 estd bien definida. Supongamos
x = ((x1,22)) y 2 = ({x1,22)) (hay al menos una imagen posible por Exi). Por dist para z,
tenemos

z=(x1-2)V (29 2).

Esto es igual a
[((z-21) V(e a1)) - 2] V(2 - 22) V(¢ 12)) - 2]

por p1 vV p2 para z. Por prod para x podemos aplicar Mod2:

(x-xz1-2)V(c-x-2)V(r-29-2)V(C- 22" 2). (3.1)
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Notar que

T-C Ty =T Tog- T por prod
=11 To por Perm
=c-x- 2. por comm y prod

El mismo razonamiento nos permite obtener ¢ - x5 -2z = x - ¢ - x5. Esto es para obtener una
simetria, respecto a x y z, del término que estamos considerando, lo cual es automatico en
[T1]. Ahora, podemos reescribir (3.1)), como

(x-z1-2)V(x-c-ax)V(x-29-2)V(T-C-29),
lo que es igual a
(x-z-z)V(x-cox)V(x-z-22) V(T x9)

usando comm.

Ahora aplicamos Mod2 para z:
[z ((z-21) V(e z))] V ]z ((z-22) V(¢ 12))]

y asi obtenemos
(x-x1) V(2 22),

por p1 V P2 para z. Este ultimo término es igual a x por dist y por lo tanto ¢ define una

funcién. Este desarrollo es idéntico al de [I1], a excepcién del uso de Perm y comm.

La funcién definida por ¢ es sobreyectiva por Onto; probemos ahora que es inyectiva. Si

x = ((z1,22)) y * = ((y1,y2)), tenemos:

r1 =1 V (1 - T2)
=z V(z-c) por prod
=z V (y1 - ¥2) por prod nuevamente
=x1V(y1-c) por Abs

y luego 1 > y; - c. Simétricamente, y; > x1 - ¢ y en conclusion, por el Lema 1.1.13,

Ty Cc=y-cC (3.2)
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Por otro lado,

T-Yy1=y-x

= (-2 -21) V(Yo x2)
=@ y-2) V(2 y1 - x2)
=(@-y1-2) V(T y1-22-0)
=(z-y1-a1) V(3¢
=Yy,

=@ -y x1) V(T y2-11)
=(x-y1-21) V(T 21 12)
=(@-y-a)V(r 21920
=(x-y-x1)V(x-c)
=Ty

Asi obtenemos = - x1 = x - ;.

por comm

por dist

por Mod1l

por comm

por Ori

ccentral y - ¢ < x1,y1, 9, Yo

por el mismo argumento.

por dist

por Mod1

por Perm

por Ori

ccentral y - ¢ < x1,y1, T2, Yo

por el mismo argumento.

(Aqui, debemos usar el hecho de que x -y; = y; - « pues de lo contrario no es posible probar

que -y, =T - 1)

Juntando esto con (3.2 y usando p; tenemos

z1=(z-21)V(c-@) = (2-y1) V(c-y1) = w1

Por el mismo razonamiento, xo = 1. La parte anterior requiere un desarrollo mas extenso

que la prueba en [II]. Probaremos ahora que ¢ preserva -. Supongamos = = ({x1,Z2)) ¥y

z = ((z1, z2)); como cada Iy, I es un subposemigrupo, sabemos que z;-z; € I; para j = 1, 2.

Queremos ver z - z = {({(x1 - 21,%2 - 22)). La propiedad prod es inmediata (y por lo tanto

podemos aplicar Mod1l y Mod2 para z - z). Ahora probamos dist:

zoz=((z-21)V(x-29)) - 2

=(x-z1-2)V(x-29-2).

Este 1ltimo término es igual a

por dist para x

por Mod1

(x-xy-z-2)V(x 21 2-22)V(T-T2-2-21) V(T T3 2" 29),

(3.3)



por dist para z y Modl. Notar que, para cualquier y

(y-z-z1)=y-2z-(z-z1Ve-2z) por p; para z
=(y-z-21)V(y-z-¢c-21) por Mod1 para z
=(y-z-21)V(y-2z1-22-21) por prod para z

(y-z-21)V(y-22-2) por el Lema [I.1.2
=(y-z-21)V(22-y-21) por Perm
=(y-z-21)V(21-22-y-21) por el Lema [I.1.2] nuevamente
=(y-z-z21)V(z-c-y-2z) por prod para z
=(z-y-z-z)V(z-y-c-z) por el Lema [[.1.2] y por ser ¢ central
=z-y-(z-z1Ve2z) por Modl para z
=2y 2z

Este desarrollo es necesario para poder permutar x; y x5 con z en el primer y cuarto término
de respectivamente, pues no podemos garantizar que - actie de manera conmutativa
sobre estos elementos. Esta igualdad sera utilizada varias veces en esta prueba, siempre por

el mismo motivo. Andlogamente, z-y- 2o = y- z - 2o. Luego podemos reescribir el término [3.3

como
(x-z -z -2)V(r-x1-2-2) V(T -29-2-21) V(T 2 29 29).
Notar que
T Ly 2 20=02 21 22 % por comm
=X T -2-C-Z por Ori
=X-C-T1-Zp-2-C por el Lema [1.1.2] y por ser ¢ central
=1 T Ty 2221 2 por prod dos veces

:Ig'xl'zl'ZQ

=21 To- 21" 2. por Perm

Anélogamente, x - xo -2 -2y = X1 - Xy - 21+ 29.
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Veamos que (z1 - @921+ 29) < (x- 212+ 21):

(x1- 20 21-20) (-2 w1 21) =X9 20T 2122
=T To-2-x-2-2z  por comm y luego Perm dos veces
=X-C 2-T-Z2-27 por prod para x
=29-X-2-C-2
=29+ x-C-Z-C-2
= 29-T1-To-21- 232 por prod para z
=T, L9292

= X1 T2 21" 2.

Por lo tanto podemos eliminar los dos términos del medio en la Ecuacién (3.3]) y obtenemos
dist para x - z:

(z-2)=((z-2) (@1-21)) V ((x-2) (22 22)).

Aqui el método para eliminar los dos términos también difiere de lo hecho en [11] Podemos

obtener p; y p2 de manera similar. Probamos p1:

ry-z = ((x-z1)V(c-21)) - 2 por p; para

=(z-x1-21)V(c-x1-29). por Mod2
Por p; para z seguido de Mod2 en cada término del supremo, el ultimo término es igual a
(x 2y -z-z2)V(z-2y-c-z)V(c-ay-2-21) V(21 Cr 21). (3.4)

Por lo observado anteriormente (que z - x1 - 23 = 21 - 2z - 21) y el hecho de que ¢ es central,

podemos reescribir este término como
(x-z-x1-z)V(z-coxp-z)V(xy-z-c-21)V(c-xy-21). (3.5)

Notemos que (x-c-x1-21) =x-(c-x1-21) < (c- 27 - z1) por lo que podemos eliminar el

segundo término del supremo. Para eliminar el tercer término, podemos reescribirlo como:

(x1-z-c-z1)= (21 2122 21) Por prod para z
=(z1-22-21)
=(r1-2-¢) por prod para z
=(c -z - 2). por ser ¢ central
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Veamos que (c-z1-2) < (c 21 2):

(coxy-2)-(coxy-z)=z2-Cc-x1-27

=212 %1" 21 por prod para z
=Xy 21 2 por Perm dos veces
=x1-2-C por prod para z
=c-x- 2. por ser ¢ central

Luego la Ecuacién [3.§ nos queda:
(x-z-x1-21)V(c 21+ 21)

y esto es igual a

((z-2) - (21 21)) V(¢ (21 21)).
La forma de eliminar los términos en esta ultima parte, también difiere ligeramente de la
prueba original.
Vale aclarar que las principales diferencias respecto a la prueba que figura en [I1], son los
desarrollos necesarios para conmutar elementos, mientras que la estructura general de esta

prueba es bastante similar a la de la prueba de la que fue adaptada. O

3.3 El teorema de factorizacion

El objetivo de esta seccion es establecer una equivalencia entre las distintas descomposiciones
en producto directo de un posemigrupo y sus pares de congruencias factor complementarias.
Mas especificamente, veremos que dos congruencias sobre A son factor complementarias si
y solo si cada una de ellas se corresponde, para alguna descomposiciéon de A en un producto
directo I; X I, con ker 7; donde 7; es la proyeccién candnica sobre ;.

Comenzamos esta secciéon introduciendo algunos conceptos que seran necesarios.

Definicién 3.3.1. Sea (A, -) un algebra. Una congruencia sobre A es una relacion de equiva-
lencia @ sobre A tal que para todos a, b, z,y € A, (a,b) € 0y (z,y) € 6 implican (a-z, b-y) € 6.
Denotamos por Con(A) al conjunto de congruencias sobre A. Denotamos por a/6 a la clase

de equivalencia de a bajo 6.

Definicién 3.3.2. Sea (A, ) un édlgebra y § € Con(A). La operacién sobre A/6 dada por
a/0~b/0 = (a-b)/0 estd bien definida, y siempre que hagamos referencia a una operacién

sobre un cociente A/ haremos referencia a esta operacion.

Lema 3.3.3. Sean A y B dos dlgebras. St f : A — B es un homomorfismo, entonces
ker f :={(a,b) € A% : f(a) = f(b)} es una congruencia sobre A.

Demostracion. Sean a,b, x,y € A tal que (a,b) € ker f y (z,y) € ker f. Entonces f(a-x) =
fla) - f(x) = f)- f(y) = f(b-y)y por lo tanto (a-x,b-y) € ker f. O

36



Definicién 3.3.4. Dadas dos relaciones binarias 6 y ¢ sobre un conjunto A, se define la
composicion o como la relacién binaria sobre A compuesta por los pares (x,y) € A? para

los que existe z € A tal que (z,2) € 0y (2,y) € ¢.

Definicién 3.3.5. Dos congruencias ¢, € Con(A) se dicen factor complementarias si:
e Nl =idy={(x,z):ze A}
e lop=polhl=AxA.

Lema 3.3.6. Si 0,6 € Con(A) son congruencias factor complementarias, entonces la fun-

cion f: A— A/0 x A/d dada por f(a) = {a/0,a/d) es un isomorfismo de posemigrupos.
f p p grup

Demostracion. Veamos primero que f es homomorfismo de posemigrupos. Sean a,b € A.
f(a-b) = {((a-b)/0,(ab)/6) = (a/0-b/0,a/5-b/5) = (a/0,a/0)-(b/6,b/5) = f(a)-f(b). Veamos
ahora que f es inyectiva. Sean a,b € A tales que f(a) = f(b). Esto nos dice que a/6 = /6
y a/d = b/d y por lo tanto (a,b) € 6 NJ. Luego, como @ y § son factor complementarias,
tenemos que a = b. Veamos, por ultimo que f es sobreyectiva. Sean a,b € A, queremos ver
que hay un ¢ tal que f(c) = (a/0,b/d). Como fop = A x A, sabemos que (a,b) € fop, y por
lo tanto existe un ¢ € A tal que (a,c) € 0y (¢,b) € . Luego f(c) = (c/b,¢/p) = (a/0,b]/p).

Asi, f es un homomorfismo biyectivo y por lo tanto un isomorfismo. O

Como ((-,-)) define un isomorfismo (relativo a Iy, ), existen proyecciones canodnicas

mj: A—I; con j = 1,2 tal que:
Vee Aoy el €ly 1 o= ((21,19)) <= m(r) =121 & m(x) = 2s. (3.6)

Lema 3.3.7. Sea A un posemigrupo e I, Iy dos posemigrupos tales que A = I, x I5. Entonces

ker my y ker my son pares de congruencias factor complementarias.

Demostracion. Sabemos que ker 71 y ker 7 son congruencias por ser m; v o homomorfismos.
Veamos que son factor complementarias. Supongamos que (z,y) € kerm N kerme. Luego
tenemos que m;(z) = z; = m(y) para i = 1,2 y por lo tanto x = ({x1,x9)) = y. Asi,
ker m; N ker my = id4 tal como queriamos. Ahora queremos ver que ker 7y o ker mg = ker 7y o
kerm; = A x A. Sean z,y € A con v = ((x1,22)) e y = ((y1,¥2)). Tomemos ¢ = ((z1,y2)).
Tenemos que (z,c¢) € kerm y (¢,y) € kermy y luego (z,y) € kerm; o ker mo. Anédlogamente,
tenemos que (z,y) € kermy o ker m;. Luego, como z,y eran arbitrarios, obtenemos lo que

queriamos. Asi, ker 7y y ker my son congruencias factor complementarias. O

Definamos, para toda congruencia § on A, el conjunto Iy :={a € A: a6 c}.

Teorema 3.3.8. Sea A un posemigrupo y ¢ € A un elemento central. Los mapeos

(0,6 (I, 1)

(kerﬂg,kerm) L <[1,[2>

son mapas inversos definidos entre los pares de congruencias factor complementarias de A

y el conjunto de pares de subposemigrupos I, 15 de A tal que A = I X, I5.
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Demostracion. Primero probaremos que el mapeo | estd bien definido, ie. Iy x. I = A
para todo par de congruencias factor complementarias #,9. Es claro que Iy, I5 son subpo-
semigrupos de A, y sabemos que el mapeo a — (a/0,a/d) es un isomorfismo entre A y
A/O x AJo6. Bajo este isomorfismo, Iy se corresponde con {(c,a”) : a” € A/é} y I5 con
{{«, ") :d' € A/}, donde ¢ = ¢/0 y " = ¢/d. De aqui en més identificaremos a Iy e I;
con sus respectivas iméagenes isomérficas y verificaremos los axiomas para Iy X, I = A en
AJO x AJS.

Como c¢ es central, ¢ y ¢’ también lo son y de esto surge Perm. Para ver Abs, sean
x1 = (d,x) € Iy, yy = (c,y) € Iy y 22 = (2,") € Is como en las hipdtesis y supongamos

que existe x1 V (y; - 22). Es decir, existe
(d,z) VI y) - (2, )] = (¢, a) V(- 2,y ).
Por el Lema [3.0.2] sabemos que debe existir z V (y - ¢’) en A/§, y en conclusién,
(d,x) VI y) - (2, )] = (¢ V(- 2),2V (Y- )

= (d,zV(y- )
= (¢, 7) V[, y) - {, ).

Es decir, el otro supremo x1 V (y; - ¢) existe y es igual al anterior. La otra mitad de esta
parte es analoga.

Hasta aqui, el desarrollo de esta prueba es idéntico a la que figura en [11].

Para verificar Mod1, supongamos = = (2’2"}, y = (¢, y"), 1 = (¢, 2]) € Iy y x5 =

(x4, ") € Is. Notar que x - ¢ < x; - x5 implica
x-d <d - "<l (3.7)

De la primera desigualdad de obtenemos

(- ) (2 ah) =2 -2} ¢ por ser ¢ central

Es decir, 2’ - ¢ < a2’ - xl,.
"

Analogamente, de la segunda desigualdad de obtenemos que z” - " < 2" - xf.

Es decir:

- d <ax 2" <2 (3.8)
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y por lo tanto tenemos 2’ -y’ < a’-ah-y' y a”-"-y" < 2”2 -y". Aplicando el Lema [3.0.2)

obtenemos:

(x -z Vo xo) y={a -va -2y, (2" -2fva" ")y
= (2" -2y -y 2" 2l )
x'cl'y/\/x/.xé.y/’x// // y \/./E . //'y//>

rT-Ty-yYyvr-xe-y.
Ahora, para distribuir a izquierda, las Ecuaciones. (3.7)) también implican

yl‘w/‘cl:y/.xl‘cl.ljz‘c
/ / /
:y.x.xz.c

:C-y/.x,.xé‘

Lo que nos da /-2’ - <y -2’2y, andlogamente, y” - 2" - ¢ < y" - 2" - . Luego, junto
con [3.8 tenemos

y- (- Va-xg) = (2" -dva'ap),y" (" 2] va"- "))

=(y o’ ah,y" 2" af)
(&

x 'C \/y -[L‘I-ZL'IQ,yH-ZIZH-ZL‘III\/yH-ZL'H-CH>
=y-x-1 VY- T Ts.
Esta parte es ligeramente diferente a la que figura en [11] pues hay desarrollos de ecuaciones
que no son necesarios en la prueba original.
La verificacion de Mod2 es similar.
Sean x = (2/,2"), x1 = (', 2") y 29 = (2, "). El mapeo Iy x Is — A/0 x A/§ dado por
y
T1,T9) — x es una biyeccion. Por lo tanto, para verificar Exi y Onto solo debemos ver que
Y y
vale (¢, z1, 9, T):
comm Inmediato pues c es central.
dist Tenemos:
$—<x T > (x'-x’,x”-c">\/<x’-c’,x”-x”)
— [<x/’:p//> . <x/’ C//>] \/ |:<xl,x//> . <Cl,$//>]
= (z-x1) V(T x9),
que es lo que buscabamos.
p1 Aqui tenemos

xl — <$I’ C//> — <x/ .a,;/’x// . C//> \/ <x/ . C/’C// . C//>
— [<x/’x//> . <x/7C//>:| v [(C,7 C//> . <x/7C//>:|
=(x-x1)V(c-x7).
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p2 Analogo a p;

prod Por ser c central, nuevamente.

Aqui no hay diferencias con respecto a lo hecho en [I1].
Sean 7y y s las proyecciones de A/0 x A/d en Iy ylIs, respectivamente, definidas en (3.6]).

Como o(c, (', 2"y, (2, "), (x', 2")), tenemos
mo((z',2")) = (¢, 2") ms((z',2")) = (2, ") (3.9)

para todos 2’ € A/ y 2" € A/).
Probaremos ahora que cada uno de los mapeos |, K es el inverso del otro.

Primero probamos que K o | = Id. Para esto, debemos ver que kermy = § y ker ms = 6.

Usando (3.9 tenemos:
ker mp = {{(a,b) : mp(a) = me(b)} = {{a,b) : a" =b"} =,

donde a = (da’,a") y b= (V/,V"). La prueba para ker s = 0 es analoga.

Ahora probamos | o K = Id. Verifiquemos Ilye; 5, = I;. Tomando x = ¢ en Onto podemos
deducir ¢ € I1 N Iy, ¢(c, ¢, ¢, c) y luego mi(c) = ma(c) = c. Es inmediato que vale ¢(c, a,c, a)
para todo a; en particular, para a € I;. Luego tenemos my(a) = ¢ = ms(c) para todo a € I y
entonces I1 C Iyerr,. Ahora tomemos a € Iyerr,; tenemos my(a) = ¢ y entonces ¢(c, ay, ¢, a)

para algun a; € I;. Por prod tenemos a; - ¢ = a-c. Ahora considerando p; y dist obtenemos:
a;=(a-a))V(c-a1)=(a-ay)V(a-c)=a,

por lo tanto a € I, lo que prueba Iye ., C ;. Obtenemos Iy, n, = [ de manera similar.

Esto tltimo es idéntico a lo hecho en [11].
0
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Capitulo 4

Las categorias PS y AP

En este capitulo estudiaremos la relacién entre las categorias de posemigrupos (PS) y dis-

tintas categorias cuyos objetos son los posets asociativos (AP).

4.1 Introduccion

Tenemos el funtor olvidadizo
U:PS— AP

que asigna a cada posemigrupo su poset asociativo subyacente y que preserva los morfismos
como funciones (es decir, U “olvida” estructura).

Antes de continuar, definamos las nociones de categoria, funtor, y adjuncion.

Definicién 4.1.1. Una categoria A consta de una colecciéon de objetos z,y, z,... y una

coleccion de morfismos f, g, h, ... tal que:

e Cada morfismo tiene especificados un dominio y un codominio (objetos de la cate-

goria). Escribimos f : x — y para denotar que x es el dominio de f e y su codominio.
e Cada objeto z tiene asociado un morfismo identidad 1, : © — x.

e Para cada par de morfismos f y ¢ tal que el dominio de ¢ es igual al codominio de
f, existe la composicion gf cuyo dominio es igual al dominio de f y su codominio es

igual al codominio de g.
Ademas, debe valer que:
e Paratodo f:2 —y, 1,f y f1, son iguales a f.

e Para cualesquiera morfismos f, g, h tales que existen fg y gh tenemos que (fg)h =

f(gh). Es decir, la composicién de morfismos es asociativa.

Dada una categoria A y objetos z,y pertenecientes a A, denotamos por A(z,y) al conjunto

de morfismos con dominio x y codominio .
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Definiciéon 4.1.2. Un funtor F': C — D entre dos categorias C y D consta de lo siguiente:
e Un objeto F'c € C para cada objeto ¢ € D.
e Un morfismo Ff: Fc — Fc en D para cada morfismo f:¢c— ¢ en C.

donde pedimos que esta asignacion satisfaga las condiciones de funtorialidad:

e Para cada par de morfismos f,g en C tal que su composiciéon existe, tenemos que

FfFg=F(fg).
e Para cadace C, Fl, = 1p,.

Definicién 4.1.3. Sean A y X categorias. Una adjuncion de X en A es una terna (F, G, ),
donde F': X — A y G : A — X son funtores y ¢ es una funcién que asigna a cada par de
objetos x € X, a € A una biyeccién de conjuntos ¢, , : A(Fx,a) = X(x,Ga) que es natural
en z y a. Decimos que F' es un adjunto a izquierda de G y que G es un adjunto a derecha
de F'.

La condicién de naturalidad de la definicion anterior, para nuestro caso, puede reformu-
larse de la siguiente manera: queremos que, para cada poset asociativo Py cada posemigrupo
A, op 4 sea una biyeccién entre PS(FP, A) y AP;(P,UA) que asigne a cada morfismo de
posemigrupos f : F'P — A, un morfismo de posets asociativos ¢p 4f de manera tal que
para todo morfismo de posets asociativos h : P — () y para todo morfismo de posemigrupos
k:A— B valga que ppp(ko f) =Ukoyppafy ¢oa(foFh)=egpafoh.

No tenemos, de antemano, una nocién concreta de morfismo de posets asociativos, por lo
que lo primero que deberemos hacer es intentar definir este concepto. En el desarrollo de es-
te capitulo consideraremos dos categorias de posets asociativos, las cuales llamamos APq y
AP;. El objetivo de este capitulo es determinar la existencia o no de un adjunto a izquierda
para el funtor olvidadizo U, para distintas categorias de posets asociativos. Los resultados
seran presentados en el mismo orden en el que surgieron, para una mejor ilustracion del

desarrollo de este trabajo.

Ejemplo 4.1.4. Consideremos el funtor olvidadizo U : GRP — Set que va de la categoria
de los grupos a la categoria de los conjuntos. El adjunto a izquierda para este funtor esta
dado por el funtor F' : Set - GRP que asigna a cada conjunto, el grupo libre sobre este

conjunto.

Tanto en este ejemplo como en muchos otros (ver [4], [7]), la construccién de objetos
libres esta directamente relacionada con la construccion de adjuntos a izquierda para funto-
res olvidadizos. Al intentar construir un adjunto a izquierda, en realidad estamos buscando

una forma canoénica de “volver” a la categoria PS.
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Introducimos ahora algunos conceptos que utilizaremos en este capitulo. En las siguientes

dos definiciones, P denotara a un poset asociativo.

Definicién 4.1.5. Denotamos por Op al conjunto de operaciones admisibles para P. Es

decir Op := {x : (P, %) es un posemigrupo}.

Definicién 4.1.6. Denotamos por Ap al producto H*EOP<P, ). Denotaremos por p a los
elementos de Ap tales que (p). = p para toda x € Op, es decir, p tiene a p en cada una de

sus coordenadas.

A continuacién, damos algunas definiciones necesarias para el desarrollo de este capitulo
junto con algunos lemas relacionados.

Enunciamos sin prueba el siguiente lema:

Lema 4.1.7. Sean A y B dlgebras de un tipo {-}. Una funcion f : A — B es un ho-
momorfismo entre A y B si y solo si para todo término t(z1,...,x,) de tipo {-} y todos
ay, ... a, € A vale que f(t*(ay,...,a,)) =t2(f(a1),..., flan)).

Definicién 4.1.8. Sea (A,-) un algebra y X C A2 Denotamos por Cg”(X) a la menor
congruencia, segun la contencién, que contiene a X. A esta congruencia se le llama la

congruencia generada por X.

Enunciamos, sin demostracion, el siguiente lema que nos permite caracterizar a las con-

gruencias generadas:

Lema 4.1.9. Sea A un dlgebra y sean ¢, d € A. Entonces (c,d) € Cg*(X) si y solo si
existen términos de aridad (n + m) t1(Z,a), ..., tx(Z,w), con k impar, ay,...,ap, b1, ..., by,
con (a;,b;) € X y z € A™ tales que:

c=1t(a,z)
ti(b,2) = tip1(b, 2), 1 impar
ti(a,z) =ti11(a, z),i par
te(b,2) =d

Lema 4.1.10. Sean 0,p € Con(A) tales que 0 C ¢. Llamemos ¢/0 := {(a/0,0/0) : (a,b) €

w}. Entonces ¢/0 es una congruencia en A/0.

Teorema 4.1.11 (Segundo teorema de isomorfismo). Sean 0, € Con(A) tales que § C
@. Entonces la funcion f : AJ0/(p/0) — Ay definida por f(a/0/(¢/0)) = a/¢ es un

isomorfismo.

Observacion 4.1.12. En el resto de este capitulo, P a veces denotara un conjunto y a veces
denotara un poset con universo P, siempre dejando en claro a que tipo de objeto nos estamos

refiriendo.
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Definicién 4.1.13. Dado un lenguaje de primer orden L, y un conjunto de variables X, se
define el dlgebra T'(X) como el dlgebra de términos de tipo L con variables pertenecientes
a X.

Notacién 1. Dado un conjunto P, denotaremos al dlgebra T'(P) por Tp. Escribiremos a los
términos de Tp como t(p) donde t es de tipo {-} y t(Z) tiene todas sus variables expuestas.
Ast, por ejemplo, si p y q son elementos de P, y tenemos el término t(xy,xs) = o1 - T3,
t(p,q) denotard al término p - q perteneciente a Tp. Dado un término t(p) € Tp, y * € Op,
denotaremos por t'7*)(p) al elemento de P que se obtiene de interpretar el término t(p) en
el dlgebra (P, *). Dada una funcién f: P — Q y * € Og y un término t(p) € Tp, t(f(p))
denotard al término de Ty que se obtiene de reemplazar cada ocurrencia de p' € p por f(p')
y t@*)(f(p)) denotard al elemento de Q que se obtiene de interpretar el término t(f(p)) en
el dlgebra (Q, *).

A continuacién, definiremos una congruencia sobre Tp, la cual llamamos Dp. Para un
poset asociativo P, esta congruencia codifica las igualdades de términos que valen en toda
estructura de posemigrupo admisible para P. También definimos, dados posets asociativos
Py @ y una funciéon f : P — (@, un subconjunto de Té el cual llamamos D¢ p. Notemos
que, entre otras cosas, el orden del poset estd dentro de la informacién que codifica Dp,

pues z < y siy solosi (x-y,z) € Dp.

Definicién 4.1.14. Para un poset asociativo P, denotaremos por Dp a la siguiente con-
gruencia sobre el dlgebra de términos Tp: (¢1(p),t2(q)) € Dp si y solo si para toda * € Op,
") (p) = {"*)(). Dada una funcién f : P — @ denotaremos por Dy p al siguiente sub-
conjunto de T3: (t1(a),t2(b)) € Dy,p siy solo si existen py g tal que f(p) =a, f(q) =by

(tl(p)a tZ(q_>> S Dp.

Veamos que efectivamente Dp es una congruencia sobre Tp:

Demostracion. Sean t1(p),t2(q), s1(a), so(b) términos tales que (t1(p),t2(q)) € Dpy (s1(a), s2(b)) €
Dp. Sabemos que, para toda * € Op, la interpretacién en (P, x) del producto (en Tp) de dos
términos es el producto en (P, x) de las interpretaciones de dichos términos. Con esto, tene-
mos que (t1(p) - 51(a)) ™) = £ (p) # 57 (a) = 577 (q) 51" (@) = 57 (q) » 5" (B) =
(t2(q) - 51(0)) %) para todo * € Op, donde estas igualdades valen por hipétesis ya que
t7(p) = P(q) y s87 (@) = s (B). Por lo tanto (¢1(p) - s1(a), t2(q) - s2(b)) € Dp. Es
sencillo verificar que ademas, Dp es una relacion de equivalencia sobre T y asi resulta una

congruencia sobre Tp. O

El siguiente ejemplo busca ilustrar que el conjunto Dp codifica informacion que no se

relaciona directamente con la definicién de el orden.

Este poset admite dos estructuras de posemigrupo. En ambas vale que -y = yey-x =z

por el Lema [L.1.13|{)). Luego (z - y,y), (y - z,z) € Dp.
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T e oy
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N

Ejemplo 4.1.15. °

4.2 Posemigrupos libres

En esta seccion analizaremos los posemigrupos libres en n generadores, concepto que sera

fundamental para definir los adjuntos (o candidatos a adjuntos) en cada categoria AP;.

Definicién 4.2.1. Sea K una variedad de tipo L. Dado un conjunto X, y el conjunto de

términos sobre X, T'(X). Definimos la congruencia © x (K) sobre T'(X) como
Ox(K) = ®x(K),
donde
Ox(K) ={p € Con(T(X)): T(X)/p € K};

luego se define el K-algebra libre sobre X como

Fr(X) =T(X)/0x(K)

Enunciamos sin demostracion el siguiente lema

Lema 4.2.2. Fg(X) tiene la propiedad universal. Es decir, para toda A € K y para cual-
quier funcion o : X — A, eziste un homomorfismo f : Fx(X) — A que cumple a(z) = B(x)
para todo x € X.

Definicién 4.2.3. Dado un conjunto P, definimos la congruencia (sobre Tp) Rp como la
congruencia generada por {(z-z,z):x € P}U{((x-y)-z,2-(y-2)) : z,y,2 € P} U{(x-
(y:l?),y:v):lr,yEP}

Lema 4.2.4. Rp es la menor congruencia sobre Tp, segun la contencion, tal que su cociente

€s un pPosemigrupo.

Demostracion. Es claro que Tp/Rp satisface los axiomas de banda regular a derecha y
por lo tanto es un posemigrupo. Sea ahora 6 una congruencia sobre T tal que Tp/60 es un
posemigrupo. Luego tenemos que, para todos z,y, z € P: (z-z,x) € 0, pues los posemigrupos
son idempotentes; ((x - y) - z,z - (y - z)) € 6 pues los posemigrupos son asociativos; y
(z-(y-z),y-x) €6, por [1.1.2] Luego tenemos que, por definicién de congruencia generada,
Rp C 0. O

Corolario 4.2.5. Fx(P)~Tp/Rp.

45



Demostracidn. Por definicién de Fy(P) y por [4.2.4] O

Denotaremos a Tp/Rp como Fpg(P).

Observacion 4.2.6. Podemos pensar a Fpg(P) como el conjunto de palabras formadas por
elementos de P, sin repeticiones. La operacién de posemigrupo esta dada por la concate-
nacion de palabras, eliminando la primera ocurrencia de cada letra en caso de que hayan

repeticiones en la concatenacion.

Proposicién 4.2.7. Sea P un poset asociativo. Entonces Rp C Dp y por lo tanto Dp/Rp

es una congruencia sobre Fpg(P).

Demostracion. Notemos que, por [1.1.5] Rp C Dp. La segunda parte es por O

4.3 La categoria AP,

En esta seccion, consideraremos la categoria APy, la cual fue la primera categoria sobre
la que trabajamos. Para construir esta categoria, primero consideramos, para cada poset

asociativo P, el objeto G p definido por:

Definicién 4.3.1. Gp = (p: p € P)a,. Es decir, Gp es la subédlgebra de Ap generada por
{p:pe P}

T e oy
T e oY
\\ / Yyr e o Ly
Ejemplo 4.3.2. *0 \ /
(a) P 0
(b) Gp

Observacion 4.3.3. Notemos que, por la caracterizacion de las subdlgebras generadas, cada
término t;(p) € Tp se corresponde con un unico elemento a € Gp donde (a), = tgp’*)(ﬁ)
para toda * € Op. Distintos términos ¢, (p) y t2(g) se corresponden con un mismo elemento

si y solo tgp’*)(p) = tép’*)(cj) para toda * € Op. Es decir, si (t1(p),t2(7)) € Dp.

Esta observacion nos permite probar el siguiente lema:
Lema 4.3.4. Gp ~ Tp/Dp.

Demostracién. Veamos que la funcién f : Tp/Dp — Gp dada por f(t(p)/Dp) = t%(p),
donde t“(p) denota al elemento de Gp tal que (t%(p)). = t*)(p) para toda * € Op, esté
bien definida. Sean t1(p) y t2(q) tal que (t1(p),t2(q)) € Dp. Luego tenemos, por definicién
de Dp, que tgp’*)(ﬁ) = tép’*)(cj) para toda * € Op y por lo tanto t§'(p) = t5(q). Esto nos dice
que f esta bien definida. Ademas, nos garantiza que por como esta definida, resulta

un homomorfismo. El hecho de que f es suryectiva se deduce de que todo elemento de Gp
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se corresponde con al menos un término de Tp y por lo tanto serd la imagen de la clase
de equivalencia bajo Dp de dicho término. Para ver que f es inyectiva, supongamos que
f(t1(p)/Dp) = f(t2(q)/Dp). Esto nos dice, por definicién de f, que t¥(p) = t5(q) y por lo
tanto {77 (p) = £7)(q) para toda = € Op. Luego (t1(p),t2(q)) € Dp. Asi, f resulta un

homomorfismo biyectivo y por lo tanto un isomorfismo. O]

La construcciéon Gp fue sugerida por Miguel Campercholi y ha sido adaptada de otras
construcciones tradicionales de objetos libres. Por este motivo es una buena candidata para
definir el posemigrupo libre generado por un poset asociativo P. Para que esto se cumpla,
consideramos la categoria AP, cuyos objetos son todos los posets asociativos y morfismos

dados por:

Definicién 4.3.5. Sean P, () posets asociativos. Una funcion f : P — @) serda un morfismo

de posets asociativos en la categoria APy, o AP-morfismo, siy solo si Dsp C Dg.

Notar que todo morfismo de esta categoria es un morfismo tradicional de posets.

[ J
Ejemplo 4.3.6. ¢ * *b ‘
() P ’

Tenemos que {(a - b,b),(b-a,a)} C Dp. La funcién f : P — @ definida por f(a) =z y
f(b) = z es un AP;-morfismo, mientras que la funcién g : P — @ definida por g(a) =z y
g(b) =y no lo es pues (- y,y) ¢ Dg. Notar que ambas funciones son homomorfismos de

posets y por lo tanto no todo morfismo tradicional de posets es un AP -morfismo.
Lema 4.3.7. GP ~ FPS(P)/(DP/RP)
Demostracion. Por |4.1.11] junto con [4.3.4 [

Teorema 4.3.8. Sean P, () posets asociativos, f : P — @ un APi-morfismo, y * € Og.
Luego, eziste un morfismo ¢ : Gp — (Q, *) que cumple que p(p) = f(p) para todo p € P.

Demostracion. La condicién ¢(p) = f(p) nos asegura que hay un unico candidato a mor-
fismo, que es la funcién ¢ que asigna a cada término ¢(p) el término t(@*)(f(p)). Més
ain, si vemos que la funcion ¢ : Gp — S dada por p(t(p)) = t@*)(f(p)) estd bien
definida, automéaticamente serd un morfismo de posemigrupos. Supongamos que tenemos
términos t;(p) y tg(’) tal que (¢1(p)): = (t2(q))z para todo ¥ € Op. Nos gustaria ver que
1) = 127 (f(a

puesto que (t1(p),t2(q)) € Dp y por lo tanto, como f es morfismo, (t1(f(p)), t2(f(q))) € Dg.
Luego 1,2 (£(p)) =t (£(2))- O

7)), pero esto vale exactamente por la definicion de AP;-morfismo,
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Observacion 4.3.9. Si no vale que Dy p C Dy, es porque existen términos t;(p) y t2(g) con
(t1(D), t2(q)) € Dp y % € Og tal que £ (f(p)) # t327(£(g)). Esto nos dice que no podemos
definir un morfismo ¢ : Gp — S que cumpla ¢(p) = f(p), pues esta condicién implica que
597 () = (0 (p) = plt2(@) = 15°7 (f(@).

Esto, justo con lo mencionado al comienzo del capitulo, hace que esta construccién sea
una candidata natural para definir el adjunto a izquierda del funtor olvidadizo.

Pero:

Afirmacién 4.3.10. Los morfismos de posemigrupos, como funciones, no preservan Dp.
Es decir, existen posemigrupos A y B, y un morfismo de posemigrupos f : A — B tal que

Dy a no esta contenido en Dyp.

Ejemplo 4.3.11. Consideremos los posemigrupos con las tablas de multiplicar:

xr y c d _‘0 0 b
A Z 0/0 0 0
Ty al0 a b
clc ¢ ¢ d 510 a b
d|id d ¢ d

(a) A (b) B

Cuyos posets asociativos subyacentes son:

T e oY a e e}
Co><od \00

(a) P (b) @

Notemos que la funcién f : A — B definida por f(z) = a, f(y) =0, f(c) = f(d) =0 es
morfismo de posemigrupos, pero U f : P — @ no es un AP;—morfismo pues (z-y,y) € Dp

pero (a - b,b) ¢ Dg, por lo tanto Dy p € Dg.

Esto nos dice que la asignacién U : PS — AP, no satisface las condiciones de funtoria-

lidad y por lo tanto:

Afirmacion 4.3.12. No existe un funtor olvidadizo U : PS — AP, que preserve los

morfismos como funciones.

4.4 La categoria AP,

Como podemos observar, el problema con la categoria considerada en la seccién anterior,
es que los morfismos de posemigrupos, como funciones, no preservan Dp. Podemos pensar
entonces en otras propiedades que si sean preservadas por estos morfismos, y utilizar las

ideas de la seccion anterior para definir un adjunto a izquierda para el funtor olvidadizo.
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Afirmacion 4.4.1. Los morfismos de posemigrupos, como funciones, son morfismos de

posets.

Demostracion. Sean Ay B dos posemigrupos con posets subyacentes P y () respectivamente.
Sea f : A — B un morfismo de posemigrupos y x e y en P con x < y, queremos ver que
f(z) <g f(y). Esto vale pues © <py = x4y =2 = f(z) = flr-ay =

f@) s fly) = flz) <q fy). -

Esto motiva la eleccién de la categoria APy, la cual es la categoria cuyos objetos son los

posets asociativos y sus morfismos son exactamente los morfismos de posets.

Proposicion 4.4.2. Sean P y Q) dos conjuntos y f : P — @ una funcion. Entonces existe
un morfismo f : Fpg(P) — Fpg(Q). Ademds, este morfismo esta dado por f(t(p)/Rp) =

t(f(p))/Rq-
Demostracion. Primero, tomemos la funcién g : P — UFpg(Q) dada por g(p) = f(p)

para todo p € P. Luego, por la propiedad universal tenemos que hay un morfismo f que

extiende a g. Por tultimo, como f es morfismo de posemigrupos, por 4.1.7, debe cumplir
f(t(p)/Rp) = t(f(P))/Rq- H
Definicién 4.4.3. Para un poset asociativo P, consideremos el posemigrupo Fp := Fpg(P)/0p
donde @p es la congruencia generada por {(z/Rp,(z-y)/Rp) : x < y}.

Lema 4.4.4. Sean P y Q) posets asociativos y f : P — @ un morfismo de posets. La funcion
Ff : Fp — Fg dada por Ff((t(p)/Rp)/0p) = (t(f(D))/Rq)/0q estd bien definida y es un
morfismo de posemigrupos.

Demostracién. Tomemos un morfismo de posemigrupos f : F. ps(P) — Fps(Q) que cumpla
f(t(p)/Rp) = t(f(P))/Rg para todo () € Tp, el cual sabemos que existe por |4.4.2L Note-
mos que, en particular, esto implica f(p/Rp) = f(p)/Rq para todo p € P. Ahora tomemos
¢,d € Fpg(P) (donde, ¢ = t(p)/Rp y d = s(q)/Rp) tales que (c¢,d) € p. Si logramos ver
que (f(c), f(d) e fg, podemos definir F'f((t(p)/Rp)/0p) = f(t(ﬁ)/Rp)/QQ, y por como

tomamos f, esta funcion cumplird lo que queremos.

Tenemos, por la caracterizacién de las congruencias generadas dada en[4.1.9] que existen
términos de aridad (n +m) t,(Z,a), ..., tx(Z,w), con k impar, ai,...,a,,b1,...,b, € P con

a; < by z € Fpg(P)™ tales que:

c=ti(a1/Rp,...,a,/Rp,Z2),
ti((al : bl)/Rp, N ,2) = ti+1((a1 : bl)/Rp, N ,2)

para ¢ impar,
ti(al/Rp, ce ,2) = ti+1(a1/Rp, RN 2)
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para ¢ par,

tk((al : bl)/RP, Ce

,Z)=d

Veamos ahora, que utilizando estos mismos términos y usando el hecho de que f(a;) <

f(b;), podemos atestiguar que el par ( f (¢), f (d)) estd en la congruencia 6, utilizando nue-

vamente la caracterizacion de las congruencias generadas.

ti(

f(e)

th

I
~

(F(ar) - £(b1))/Ras. ..
ti(f(a1)/Rq - f(b1)/Rq, ...,
(a1/Rp) - f(bl/RP) ,
(a1/Rp - b1/Rp),.
(
(

ti

o+

(
(f
i(f
t(f((
Fta((
f(
tiy (a1 -b1)/Rp), .

+1

1(f
(f
1(
(
+1(

si 2 es impar.

f(tl(al/Rp, RN

ay - bl)/Rp) ..
a - bl)/RPa-~
tz+1 (al : bl)/RP7 s

(
f(
f(ar/Rp - bl/RP)
f(
(

3 21

( (al/Rp),...,
1(f(a1)/Rq, - - -

7]?(21)?"'

)

f(Zl), ce
f(zl), .

)

f(Zl), Ce

L f(z), .

: f(Zl)

(Zl)

, 2 ,...))

Cbl/RP) (bl/Rp) f
w(f(a1)/Rq - f(b1)/Rg, ..., |
(f(ar) - f(01)/Ra,-- - f

t( ( )/RQv“'af(Zl)v"')

= t;(f(a1/Rp), ..
— f(ti(a1/Rp, ...

f(tz—i- (G1/Rp,... 21
tiv ((al/RP),.-.,
_t1+1(f(a1)/RQ,...,

21y

f(Zl), RN
f(21>, e

)

f(Zl), Ce
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por hipdtesis
por ser f un morfismo

por definicién de f

por ser g congruencia
por definicién de f

por ser f un morfismo

por ser Rp congruencia
por ser f un morfismo

por hipdtesis sobre t; v ;11
por ser f un morfismo

por ser Rp congruencia
por ser f un morfismo

por definicién de f

por ser IRg congruencia

por definicién de f

por ser f un morfismo

por hipotesis sobre t; y ;11
por ser f un morfismo

por definicion de f



si ¢ es par.

tu((f(ar) - f(01))/Ras s f(21),- )

(
= t1.(f(a1)/Rg - f(b1)/Ro, ..., f(z1),...) por ser R congruencia
= tx(flar/Rp) - f(bi/Rp), ..., f(z1),...) por definicién de f
= tx(f(a1/Rp - b1/Rp), ..., f(z1),...) por ser f un morfismo
= tx(f((a1-b1)/Rp), ..., f(z1),...) por ser Rp congruencia
= f(ty((ar -b1)/Rp, ..., 21,...) por ser f un morfismo
=7f (d). por hipdtesis

Como tenemos que f(a;) < f(b;), sabemos que (f(a;)/Rq, f(a;) - f(bi)/Rg) € X don-
de X = {(a/Rg,(a-b)/Rqg) : a <g b}, y por lo tanto tenemos que (f(c), f(d)) €
fg. Asi la funcion Ff estd bien definida y tenemos que Ff((t/Rp)/0p - (s/Rp)/0p) =
FU(t/Rp) - s/Rp))/0p) = (F((t/Rp)) - f(s/Rp)))/0q = (F((t/Rr)))/0q - (f(s/Rr))/ba =
Ff((t/Rp)/0p) - Ff(s/Rp)/0p) y asi Ff es efectivamente un morfismo de posemigrupos.
O

Para un poset asociativo P, denotemos por np a la inclusion de P en UF P. Es decir,
np(p) denota al elemento (p/Rp)/0p. Notar que el lema anterior nos permite probar lo
siguiente:

Para todos P y () posets asociativos, y h : () — P morfismo de posets vale que
UFhong=mnpoh (4.1)

Demostracion. Sea q € Q. Tenemos que (np o h)(q) = np(h(q)) = (h(q)/Rp)/0p. Notar
que, por definicién de Fh, este elemento es igual a Fh((q/Rq)/0g) = Fhong(q), y como U

perserva los morfismos como funciones, tenemos que esto es igual a UFh o ng(q). O

Lema 4.4.5. Dado un poset asociativo P, y un posemigrupo S tal que US = P (i.e. S =
(P, %) para alguna x € Op), existe un morfismo de posemigrupos f : Fp — S tal que

f(np(p)) = p para todo p € P.

Demostracion. Notemos que hay un morfismo g : Tp/Dp — S que cumple que g(p/Dp) = p,
dado por g(t(p1,...,pn)/Dp) = tF*)(p1,...p,) el cual esta bien definido por definicion de
Dp.

Por otro lado, tenemos que 0p C Dp/Rp. Veamos esto: como para todos z,y € P tal que
x < y tenemos que (z,z-y) € Dp, tenemos que {(z/Rp,(x-y)/Rp) : © <y} C Dp/Rp por
definicién de Dp/Rp. Por otro lado, por definicién de congruencia generada, esto nos dice
que 0p C Dp/Rp.
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Ahora, sabemos que hay un morfismo 7 : Fp = (Tp/Rp)/0p — ((Tp/Rp)/0p)/((Dp/Rp)/0p)
dado por la proyeccién, el cual cumple 7 ((p/Rp)/0p) = ((p/Rp)/0p)/((Dp/Rp)/0p). Tam-
bién sabemos, por que hay isomorfismos

hy © ((Te/Rp)/0p)/((Dp/Rp)/0p) — ((Tr/Rp)/(Dp/Rp) y he : (Tp/Rp)/(Dp/Rp) —
Tp/Dp, que cumplen

hi(((p/Rp)/0p)/((Dp/Rp)/0pP)) = (p/Rp)/(Dp/Rp) y ha((p/Rp)/(Dp/Rp)) = p/Dp. Si

ahora tomamos f = gohyohyom: Fp — S es morfismo por ser composicién de morfismos,

y ademds cumple que f(np(p)) = p. O

Esto nos dice que el objeto Fp es el posemigrupo libre generado por P si consideramos
los morfismos de la categoria APg, lo que hace que sea un candidato natural para definir

un adjunto para el funtor olvidadizo U : PS — AP,.

Definicién 4.4.6. Definimos la asignacién F' : APy — PS que asigna a cada poset asocia-
tivo P el posemigrupo Fp y a cada morfismo de posets (entre posets asociativos) f : P — @,

el morfismo de posemigrupos F'f : Fp — Fj.
Lema 4.4.7. F': APy — PS es un funtor.
Demostracion. Debemos ver que F' satisface las dos condiciones de funtorialidad.

e Sean P, (), S posets asociativos y sean f: P — Q y g : (Q — S morfismos de posets.
Queremos ver que (Fg)(Ff) = F(gf). Sea v € Fp de la forma = = (¢(p)/Rp)/0p.

Tenemos que FgFf(x) = Fa((t(f(5))/Ra)/0a) = Haf(B))/Rs)/0s) = Fgf(x). Ast,
FgFf=Fgf.

e Sea P un poset asociativo. Queremos ver que F'lp = 1p,. Tomemos z = (t(p)/Rp)/0p €
Fp. Tenemos que Flp(z) = (t(1p(p))/Rp)/0p = (t(p)/Rp)/0p = x. Luego Flp =

1.
Asi, F resulta un funtor. n

Proponemos entonces, como candidata a adjuncién, a la terna (F, U, ) donde ¢p 4 asig-
na, para cada par de objetos P € APy, A € PS y cada morfismo f : FFP — A, el morfismo

opaf: P — UAdado por ppa(f) =Ufonp.

Teorema 4.4.8. La terna (F,U, ) es una adjuncion de APy en PS.
Demostracion. Veamos que pp 4 es una biyeccion entre PS(FP, A) y APy(P,UA)

® pp 4 inyectiva:
Dados g : Fp =+ Ay h: Fp — A dos morfismos de posemigrupos tales que ¢pah =
wp.ag, es decir Uh(np(p)) = Uh onp(p) = Ugonp(p) = Ug(n(p)) para todo p € P.
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Veamos que g y h coinciden en todos los elementos de Fp de la forma (p/Rp)/0p con
p € P (es decir, todo elemento de la forma np(p)). Tenemos que el elemento h(n(p))
(es decir, h((p/Rp)/0p)) es el mismo elemento que Uh(np(p)) pues U preserva los
morfismos como funciones. Por hipédtesis, Uh(np(p)) = Ug(np(p)), siendo este ultimo
igual a g(np(p)) por el mismo razonamiento que antes. Luego h(np(p)) = g(np(p))
para todo p € P.Sea ahora x € Fp de la forma = = (¢t(p1,...,p2)/Rp)/0p. Como gy

h son morfismos, tenemos que

9(x) = g((t(p1, - - -, p2)/Rp)/0p)
t*(g((pr/Rp)/0p), -, 9((pn/ Rp)/0p))

t(h((pr/Rp)/0p), - .., h((pn/Rp)/0p))

h((t(p1, - - . vp2)/RP)/6P> = h(z)

. Es decir, g = h y por lo tanto ¢p 4 es inyectiva.

® pp 4 sobreyectiva:
Sea f : P — UA un morfismo de posets. Tomemos F f : FP — FUA morfismo de
posemigrupos que extiende a f (dado por 4.4.4) y compongamos con un morfismo
g: FUA — A que proyecta a FUA sobre A (dado por . Ahora tenemos que
wpa(go Ff)(p) =U(go Ff)onp(p). Como U preserva los morfismos como funciones,
este elemento es igual a g(F f(np(p))) que a su vez, por definicién de F'f es igual a

g(mua(f(p))) v este ultimo término es igual a f(p) por como tomamos g. Por lo tanto,
f=vpalgo Ff).

Veamos ahora que ¢ satisface las condiciones de naturalidad. Es decir, queremos ver
que para todo par de objetos P € APy y A € PS, para todo morfismo de posemigrupos
f: FP — A, para todo morfismo de posets h : Q — P y para todo morfismo de posemi-

grupos k: A — B vale que ppp(ko f) =Ukoyppafy ¢oa(foFh)=¢@pafoh.

Por un lado tenemos que wpp(ko f) =U(ko f)onp =UkoUfonp =Ukoppaf tal
como queriamos.
Por otro lado tenemos que pg a(fo Fh) =U(foFh)ong =UfoUFhong=Ufonpoh =
¢pafoh, pues UFhong =np o h por la Ecuacién [1]
Es decir, las condiciones de naturalidad valen.
Asi, ¢ es una biyeccién natural entre PS(FP, A) y APy(P,UA), y por lo tanto la terna
(F,U, ) es una adjuncion. O

4.5 Trabajo futuro

Concluimos este capitulo analizando otras categorias cuyos objetos son los posets asociativos,

pero con nociones de morfismo mas restrictivas que las de AP,. La idea es determinar con
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mayor exactitud que propiedades, expresables en términos de posets asociativos, preservan
los morfismos de posemigrupos.
Todas las funciones que mencionamos de aqui en adelante serdn morfismos de posets,

pues sabemos que el orden es preservado por morfismos de posemigrupos.

La categoria AP35 es la categoria de posets asociativos con la siguiente definicion de

morfismo:

Definicién 4.5.1. Una funcién f : P — () entre posets asociativos serd un morfismo en
la categoria AP35 si y solo si existe alguna * € Og tal que la imagen de P mediante f es

subuniverso de (@, *).

La categoria APsy es la categoria de posets asociativos con la siguiente definicién de

morfismo:

Definicién 4.5.2. Una funcién f : P — @) entre posets asociativos serd un morfismo en la
categoria AP3y si y solo si para toda - € Op, existe * € Og tal que f(x-y) = f(z) * f(y)
para todos x,y € P

La categoria AP35 es la categoria de posets asociativos con la siguiente definicion de

morfismo:

Definicién 4.5.3. Una funcién f : P — @) entre posets asociativos serd un morfismo en la

categoria AP35 si y solo si existen - € Op y x € Og tal que f(z-y) = f(z) * f(y).

Esta definicion, en particular, implica que la imagen de P mediante f admite una tnica

estructura de posemigrupo que puede ser extendida a todo Q).
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Apéndice

Probaremos ahora que los posets exhibidos en Figura [1| y Figura [2| son asociativos, y que

ademas vale lo que afirmamos sobre cada uno en la introduccion.

xo></0y
a e L))
0e o Cc "o ]

Figura 4.4: El perro.

Definimos sobre este poset, una operacién dada por

DO DO OO OO
= = e
O T TS0 O
0O 8 8 9 ~ O8
o e oo oI
O 0O 00 o0 o oo

o 8 o Q = O -
O & @ 2@ 2 o ol

Veamos, primero, que es asociativa. Para esto, notemos que los pares de elementos {x, y},
{a,b} vy {0,1} tienen roles simétricos en la definicién del producto. Por este motivo, si veri-
ficamos, por ejemplo, que (z-a)-0 = z-(a-0), entonces ya sabemos que (y-b)-1 =y-(b-1).
También podemos notar que en los productos en donde el elemento que multiplica a de-
recha es minimal, la asociatividad vale trivialmente; es decir, es obvio, por ejemplo, que
(az)0 = 0 = a(x0). Como ultima observacion, podemos notar que los elementos x e y son
neutros a izquierda para esta operacion. Por este motivo, la asociatividad vale trivialmente
en los productos donde alguno de estos elementos este multiplicando a izquierda. Esto nos

permite reducir significativamente la cantidad de casos a chequear.
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b ,

(aa)l =1 =a(al); (aa)xr = a = a(ax); (ay); (ab)a = a = a(ba);
(ab)b = b = a(bb); (ab)c = ¢ = a(bc); (ab)0 = 0 = a(b0); (ab)l =1 = a(bl);
(ab)x = a = a(bx); (ab)y = b = a(by); (ac)a = ¢ = a(ca); (ac)b = ¢ = a(cb);
(ac)e = ¢ = a(cc); (ac)0 = 0 = a(c0); (ac)l =1 = a(cl); (ac)zr = ¢ = a(cx);
(ac)y = ¢ = a(cy); (a0)a = ¢ = a(0a); (a0)b = ¢ = a(0b); (a0)c = ¢ = a(0c);

(a0)0 = 0 = a(00); (a0)1 =1 = a(01); (a0)z =0 = a(0x); (a0)y = 0 = a(0y);
al)a = ¢ = a(la); (al)b = c = a(1b); (al)c = c = a(lc); (al)0 = 0 = a(10);

(al)1 =1=a(11); (al)x = 1 = a(lz); (al)y = 1 = a(ly); (ax)a = a = a(za);

(ax)b=0b= a(xb); (ax)c = ¢ = a(zc); (ax)0 = 0 = a(20); (ax)l =1 = a(zl);

(az)r = a = a(zz); (ax)y = b= a(zy); (ay)a = a = a(ya); (ay)b = b = a(yb);
(ay)x = a = a(yz); (ay)y = b= a(yy); (ca)a = c = c(aa); (ca)b = c = c(ab);
(ca)r = ¢ = c(ax); (ca)y = ¢ = c(ay); (cb)a = ¢ = ¢(ba); (cb)b = ¢ = ¢(bb);
(eb)xr = ¢ = c(bx); (cb)y = ¢ = c(by); (cc)a = ¢ = ¢(ca); (cc)b) = ¢ = ¢(cb);

(cc)x = c = c(cx); (cc)y = ¢ = c(cy); (c0)a = ¢ = ¢(0a); (c0)b = ¢ = ¢(0b);
(c0)x =0 =¢(0z); (c0)y =0 =c(0y); (cl)a = c = c(la); (c1)b = c = ¢(1b);
(cl)x =1=c(lz); (cl)y = 1 = c(1y); (cx)a = ¢ = c(za); (cx)b = ¢ = c(xb);
(cz)r = c = c(zx); (cv)y = ¢ = c(zy); (cy)a = c = c(ya); (cy)b = c = c(yb);
(cy) = ¢ = cly): (ey)y = ¢ = e(yy); (0a)a = c = O(aa): (0a)b = ¢ = 0(ab).
(0a)x = ¢ = 0(ax); (0a)y = ¢ = 0(ay); (0b)a = ¢ = 0(ba); (0b)b = ¢ = 0(bb);

(0b)x = ¢ = 0(bx); (0b)y = ¢ = 0(by);(0c)a = ¢ = 0(ca); (0c)b = ¢ = 0(cb);
(0c)xr = c = 0(cx); (0c)y = ¢ = 0(cy); (00)a = ¢ = 0(0a); (00)b = c = 0(0b);
(00)x =0 =0(0x); (00)y = 0= 0(0y); (01)a = c = 0(1a); (01)b = c = 0(1d);
(01)x =1 =0(1x); (01)y =1 =0(ly); (0z)a = ¢ = 0(xza); (0x)b = c = 0(xb);
(0z)z =0 = 0(zz); (0x)y = 0 = 0(zy); (0y)a = c = 0(ya); (0y)b = c = O(yb);

(Oy)x =0 = 0(yx); (Oy)y = 0 = 0(yy);

Por las obervaciones hechas anteriormente, la operacién definida resulta asociativa. Vea-
mos ahora que es la tinica operacion de posemigrupo admisible para el Perro. Por Lema
tenemos que para toda operacién de posemigrupo - definida sobre el perro z-y =y
ey-xr =x Comoa < x, sabemos que y-a=y-xr-a=x-a = a, luego a -yl ~ al por
Lema[l.3.11]y por lo tanto a-y = b. Ahora, como b < y, tenemos que a-b = a-y-b="b-b =b.
El resto de las restricciones sale del Corolario |[1.3.13] También podemos notar que todas

las restricciones salen directamente del Lema|1.3.11] De hecho, este lema fue la herramienta

principal para hallar este contraejemplo.
Probemos ahora lo afirmado para El tulipan. Comenzaremos, como antes, definiendo una

operacién sobre este poset para luego verificar que es asociativa. El hecho de que es la tinica

operacion definible sobre este poset sale de aplicar el Lema [1.3.11]al poset sin el punto y (el
cual es un subconjunto decreciente del tulipan). Como este subconjunto admite una tnica

operacion,
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Figura 4.5: El tulipan.

Definimos sobre este poset, una operacién dada por

slelalaelelelel=li=
T OO T O
QU O QAUAU DO O O

N8 Q0 ot O
Q Q@ Q@ OO Q Q Ol
OO0 OO0 OO oo
8 Q2 8 Q0o © 2 OR
TR QOO oL O
NN QO Ol

Lo dicho sobre la simetria en el poset anterior aplica también a este. También es au-
tomatico que cualquier producto que involucre al 0, sera 0 por ser este elemento un minimo
del poset. También es claro que esta es la tinica operacién de posemigrupo admisible para
este poset pues -z = z y z-x = x por Lema [L.I.13[{4]), para toda - operacién de pose-
migrupo, y luego el Lema nos da las restricciones sobre los productos involucrando
a los otros elementos (excepto y). Para ver que valen las restricciones sobre los productos
involucrando a y, notemos que, para toda operacién de posemigrupo -, = -y € {y, a}, pero
como xJ no es isomorfo a y/, tenemos que x -y = y - x = a. El mismo razonamiento prueba

que y -z = z -y = b. De aqui todas las demads restricciones son inmediatas.
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