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Resumen

Si g es un dlgebra de Lie y V = A*g, la cohomologia H** = H*® (g, /\*g) posee una estructura de siper-algebra
de Poisson. Es decir, posee un producto asociativo siiper-conmutativo \ y un stper-corchete de Lie {—, —} que
se compatibiliza con el producto V en el sentido que lo siper-deriva.

El objetivo de esta tesis es estudiar la estructura de dlgebra de stiper-Poisson de H®**® para ciertas algebras
de Lie nilpotentes g. Esto incluye la estructura de Der(g)-médulo y de la accién central, nocién originalmente
definida para la cohomologia trivial H*? y que en esta tesis se extiende su definicién a H** junto con resultados
previos en este contexto generalizado.

Si pedimos que Der(g) = sl(2) < V|,), donde V|, es el s[(2)-médulo irreducible de peso maximo 7, entonces
una familia ideal de dlgebras de Lie nilpotentes a considerar esta dada por las dlgebras de Lie k-pasos nilpotentes
libres en 2 generadores. En este contexto, fueron consideradas principalmente el dlgebra de Heisenberg b y el
algebra de Lie 3-pasos nilpotentes libre 3 5. Las dimensiones de H** son 36 y 176 respectivamente y ambas
tienen a gl(2) como subdlgebra del dlgebra de derivaciones exteriores, donde ademds, las derivaciones de f3 >
tienen un radical no nulo. Para cada una de ellas se obtiene:

1. La estructura de gl(2)-médulo de toda la cohomologia H**.

2. Laestructura de la accién central sobre la cohomologia H**°.

3. Laestructura de la accién del radical soluble de Der(g) sobre H** para f3 5.

4. Laestructura de Poisson de HyJ, y Hy*.
Una primera parte de todo este proceso es encontrar, en cada grado, una lista completa de cociclos y cobordes
g1(2)-dominantes. Esto produce la descomposicién como gl(2)-médulos y como esta accién se entrelaza con
la accién central, se obtienen las demas estructuras de médulos. En particular, obtenemos la serie de zécalo de
estas estructuras.

Una caracteristica distintiva que hacemos en la descripcion de la estructura de Poisson es aprovechar la
estructura de gl(2)-mddulo obtenida. Para ello introducimos el concepto de G-fabla de un algebra arbitraria U,
la cual brinda una muy detallada informacién sobre la estructura del algebra.

Luego de explicar este concepto y calcular las G-tablas (y G-cotablas) de ejemplos basicos, desarrollamos
todo el trabajo para calcular las GL(2)-tablas de las dlgebras de Poisson Hy;7, y H;® en los casos particulares
ya mencionados. En el cdlculo de las gI(2)-tablas es crucial introducir los coeficientes de Clebsch-Gordan y
calcular lo que llamamos productos de Clebsch-Gordan. En este proceso, definimos una familia de dlgebra de

Poisson con dlgebra de Lie subyacente gl(n) < gl(n),p. Para n = 3 obtenemos la cohomologia Hy® de b;.

Palabras claves: Algebras de Lie, Representaciones de dlgebras de Lie, Cohomologia de dlgebras de Lie,

Algebras de Poisson.
Mathematics Subject Classification (2020): 17B10, 17B63, 17B56, 17B70.
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Capitulo

Introduccion

La nocién de édlgebra de Poisson nace en la mecénica Hamiltoniana como parte de la reformulacién de la
mecdnica cldsica y desde entonces se le ha encontrado diversos usos en dreas como geometria de Poisson,
geometria simpléctica y grupos cudnticos, entre otros. Debido al desarrollo de las teorias de la stiper-simetria,
también hay un mayor interés por las stuper-dlgebras de Poisson, junto con otras stiper-estructuras tales como
las stper-algebras de Lie y las stper-variedades.

Brevemente [CFL06.IGRO7, LGPV 2], una stiper-dlgebra es un C-espacio vectorial graduado A=,z U,
munido de un producto asociativo (de grado cero) - : A @A — A tal que A, - A, C A, ,. Cualquier elemento
a € A, se dice homogéneo de grado p y su grado es denotado por |a|. Se dice que el producto es stper-

conmutativo si
a-b= (—1)|a||b|b-a

para a,b € A homogéneos.
Una stper-dlgebra de Lie de grado n es un stper-espacio vectorial & munido de un producto {—,—} :

PR P — & al que usualmente llamaremos corchete y que satisface las siguientes propiedades:

0. {9,,,@ } C Ppig—n-

1. {a,b} = (—1)la+mUHEm+L £ 43 (stper-anticonmutativa de grado n).

2. {a,{b,c}} = {{a,b},c}+ (—1)HTMEI 1p 14 1} (siper-Jacobi de grado n).
Una super-algebra de Poisson es una terna (Z,-,{—,—}) donde & es una stper-dlgebra asociativa y stper-
conmutativa con el producto - : # ® & — & y una super-algebra de Lie de grado 2 con el corchete {—,—},
donde ambos productos satisfacen la siguiente regla de compatibilidad:

{a,b-c} ={a,b}-c+(—1)1p. {a c}.

Si el sdper-corchete {—,—} es de grado 1, entonces (Z,-,{—,—}) se conoce usualmente como algebra de
Gerstenhaber. Si & es un espacio vectorial de grado 0 y {—,—} es un corchete de Lie en el sentido usual,
entonces (Z,-,{—,—}) se conoce simplemente como dlgebra de Poisson [KS96, (CFL06]. Es decir, un dlgebra

de Poisson es un dlgebra de Lie cuyo corchete {x, —} deriva el producto asociativo para todo x € g.

Un ejemplo clésico de algebra de Poisson es el dlgebra de las funciones suaves sobre R?* que puede ser
generalizado al dlgebra de funciones suaves sobre una variedad simpléctica (M, @) [[CFLOG]. Si % es un dlgebra
asociativa entonces la cohomologia de Hochschild H®(2,2) es un édlgebra de Gerstenhaber [KS96, [CFLO6].

Por otro lado, si g es un dlgebra de Lie de dimensién finita, entonces la cohomologia H** de g con coeficientes
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en el dlgebra exterior A\°g es un dlgebra de stper-Poisson. Esta estructura de stper-Poisson es inducida por la
estructura de stiper-Poisson sobre el complejo de Chevalley C** y que estd dada por el corchete algebraico de
Schouten [KS96].

El objetivo de esta tesis es describir con mucha precision la estructura de dlgebra de Poisson de H** para
ciertas dlgebras de Lie donde gl(2) actda por derivaciones. La herramienta fundamental para conseguir este
objetivo es el concepto de gl(2)-tablas. Asi como en un dlgebra su tabla de multiplicar (con respecto a una
base) describe su estructura, la estructura multiplicativa de una G-algebra [Tur95, [The95]] puede ser descripta a

través de la G-tabla, proveyendo mucha mds informacion que su mera tabla.

La super-algebra de Poisson H**
Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita, entonces el el complejo C** =P, , €7 es una stiper-dlgebra aso-
ciativa, donde CP7 = CP (g, \7g) = \Pg* ® A?g y en el producto asociativo - : CP4 x C"** — CP*"4"S intervienen
los signos de Koszul:

(0av)-(vow) = (D)"Y Aryovaw (1.1)

Este complejo se torna un dlgebra de stper-Poisson con el stiper-corchete {,} : CP¥ @ C"* — CP+r—lats—1

determinado por:
L. {s.0} ={g"g"} =0
2. {a,b} = — (=)l {p 4}
3. {a-b,c} =a-{b,c}+(~-1)""b.{a,c}

4. {9,x} =0 (x) ={x, 0}

con a, b, c elementos homogéneos de C** y x € g, ¢ € g* respectivamente. El diferencial de Chevalley-Filenberg
0 sobre C** stper-deriva el producto li y coincide con {gt,—} : CP4 — CPT14, donde u : A2g—geC?!
denota el corchete de Lie de g. Luego, la cohomologia:

H** = H" (3,\g)
P

hereda la estructura de super-algebra de Poisson de C*®, cuyo producto asociativo V : H?4 @ H rd _ gptr'atd
es llamado copa y el corchete de Poisson {—,—} : HP9@ HP4 — HP+P'~1.4+4~1 &g inducido por|l|-4} Resulta
que H** también coincide con la cohomologia a coeficientes triviales de g~ g*, es decir la cohomologia del
fibrado cotangente del grupo de Lie G asociado a g. Dentro de la estructura de siper-dlgebra de Poisson de H**

se distinguen:

+ La estructura de Der(g)-modulo, donde Der(g) = H''! son las derivaciones exteriores y forman una

subdlgebra de Lie de H**, que por lo general no es semisimple.

* La estructura de la accién central. El centro 3 de g actda sobre H** via el producto interior y coincide con
los corchetes de Poisson {3, —} : H** — H**~!. Esta acci6n se extiende a un morfismo de dlgebras aso-
ciativas A\*g — End (C**) que en los grados ceros es conocida como la accién central [CJ03, [CIN20].

+ Las subdlgebras de Poisson Hy;j, := @ H'"P y Hy* := @ HP?. Observar que Hy;’, es una subalge-

PEZ p+q=0(2)
bra de Poisson de H;°.
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Como Der(g) deriva el producto deC**yd(D.9)—D.d(¢) =0 paratodo D € Der(g), la cohomologia
H** es una Der(g)-stper-dlgebra con el producto copa. Si Der(g) = gI(2) =<1 con r el radical soluble de Der (g),
entonces podemos usar la estructura de Der(g)-algebra de Poisson de H** y describir los productos de H** en
términos de sus gl(2)-tablas.

G-algebras

El concepto de G-dlgebras (un algebra en la que un grupo dado G actiia por automorfismos) tuvo sus inicios
con J. A. Green [GreS8| |Gre62] en el estudio sistemdtico de los mddulos indescomponibles sobre dlgebras de
grupos, donde a su vez las G-algebras se pueden utilizar como herramienta para la teoria de bloques, vinculada
a la clasificacion de las representaciones de G sobre un cuerpo K. En esta tesis, el concepto de G-dlgebra es
utilizado para definir posteriormente el concepto de G-tabla asociada a un producto de una G-dlgebra 2, con la
que podemos obtener informacidn sobre la estructura de UA. Obtener una G-tabla de U es un proceso sofisticado
y que requiere entender primero la estructura de G-médulo de 2.

Si g es un algebra de Lie que actiia sobre A por derivaciones, diremos que U es una g-algebra. Una G-
Lie (resp. g-Lie) es un dlgebra de Lie ) tal que G actda sobre Iy por automorfismo (resp. g actia sobre ) por
derivacion). Para cada uno de estos conceptos definimos su G-tabla y g-tabla, seglin corresponda. Se puede
pensar la misma nocién en el caso de tener una codlgebra C tal que G actia por automorfismos (resp. un
algebra de Lie g que actia por co-derivaciones) e introduciendo de manera natural el concepto de G-cotabla

(resp. g-cotabla).
Resultados

Los resultados de esta tesis estdn organizados en tres partes. En la primera, que corresponde centralmente al
Capitulo E], estudiamos resultados bésicos sobre G-dlgebras, especialmente cuando G = SU(2) e introducimos
el concepto de G-tablas.

Recordemos que para un grupo arbitrario G, una G élgebra es un dlgebra (que podria ser asociativa o de

Lie) A donde G actda por automorfismos [Tur94, [Tur95].

Supongamos que G es semisimple en el sentido que toda representacion es completamente reducible y sea
G un conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles. Si S = {V; i € I} es un conjunto de
representantes de cada clase de G, para todo i, j, k € I podemos fijar una base

B = {(mi’j’k)l (mi’j’k> " j,k)} (1.2)

de Homg (V; ®V},Vk), que puede ser vacia para ciertos i, j,k € I (en los principales casos de esta tesis,
dimHomg (V; ®V;, Vi) < 1 asi que %’f j tiene a lo sumo un elemento). Si A es una G-algebra, por ser un G-
modulo, podemos elegir una descomposicion de A en G-submddulos irreducibles:

‘21:911@”'@9’[”

junto con los correspondientes G-morfismos 7, : Vj,) — U cuya imagen es U, para todo 1 < r < n. Podemos
decir que los morfismos 7, son denominados etiquetas, puesto que V() representa un G-moédulo irreducible
abstracto mientras que U, es la identificacion del G-mé6dulo Vj(,y dentro de . Estos morfismos inducen una
base de Homg (U, ® Ay, A, ) dada por:

B ={ (A1), o (0 (13)

)Z(i(r),i(s),i(f)>} '

Si(—:—),5: Uy @ A — Aes la restriccion del producto de A sobre A © Ay, entonces (—-—),; es un G-

morfismo y por lo tanto podemos expresar la combinacion lineal:
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£(i(r) i(s),i(1))
(=Y X g (@), (1.4)
q=1

t=1

donde 7, , € C. Se define la G-tabla de A con respecto a la elecci6n de las bases %’," ; y alos morfismos 7,

a la coleccion de coeficientes qu'
las estructuras multiplicativa y de G-mé6dulo de U. Informalmente re-escribimos la informacién de la G-tabla

como:

Tales coeficientes permiten describir de manera més eficiente y simultdnea

£i(r) i(s),i(t))
A=) Y %% (1.5)
g=1

t=1

Por ejemplo, si G = SU(2) con correspondiente dlgebra de Lie complexificada g = sI(2), entonces el dlgebra
de Lie gl(2) y el dlgebra de Heisenberg h; son SU(2)-dlgebras y sus SU(2)-tablas son:

L] 1 Vo) Vi LI Yoy Vi
Vg | 0 0 V| 00
Voo || 0 Vo Vi || 0 Vo

En el capitulo [] calculamos las G-tablas de algunos ejemplos bdsicos, que mencionamos a continuacién. Por
empezar, obtenemos la S3-tabla y la Ss-cotabla de la bidlgebra de grupo C[S3].

Luego obtenemos algunas sl(2)-tablas. Esto requiere introducir los coeficientes de Clebsch-Gordan que
corresponden a las bases descriptas por la ecuacién y los productos de Clebsch-Gordan para calcular los

coeficientes ¥, ; (ver sec. .

Se analiza la estructura de las sl(2)-dlgebras A formadas por un tnico médulo irreducible V). Por el
Teorema de Clebsch-Gordan, solo tienen sentido para n par y cada una de ellas admite una tnica estructura de

s(2)-dlgebra. En términos de sl(2)-tabla serfa:
Viwy Vi) = Viw- (1.6)

Ademds, A es conmutativa cuando n = 0 (4) y U es anticonmutativa cuando n = 2 (4) (Lema [4.3.3). En este
dltimo caso tenemos ninguna A es un algebra alternativa (Prop. . Para n = 2 aparece sl(2) y paran =6
obtenemos el 4dlgebra de los octoniones imaginarios ImO.

Se sabe que ImO es un ejemplo de algebra de Malcev (ver [BMSO07] y Subsec. que no es un algebra
de Lie. Es decir, ImO es un dlgebra anticonmutativa que satisface una identidad mas débil de la identidad de
Jacobi. La sl(2)-tabla de O es:

donde g1, ¢> # 0 quedan determinadas segtin el tipo de bases que escogemos para los irreducibles V{,,) (Subsec.
, . Por ejemplo, usando bases de Clebsch-Gordan estdndares obtenemos que g; = —%q% (Subsec.
4.3.7). Ademis, O admite deformaciones 2, con sl(2)-tabla:

Vo) || Vo) Vo)

Vie) || Vie)y 41V(0) ®192Ve)
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que satisface las leyes alternativas (Def.[2.1.1) si y s6lo si r = £1. Por lo tanto 2, es una deformacion no trivial
de Oy la correspondiente dlgebra U, definida a través del conmutador es un dlgebra de Malcev paratodot € R
(Prop.{.3.4).

Mediante rutinas computacionales se analizaron todas las s[(2)-dlgebras A = V{,,) con 10 < n < 22 cuyas
sI(2)-tabla son dadas por y se concluy6 que ninguna es un dlgebra de Lie. Mas auin, ninguna de ellas es un
algebra de Malcev, con lo cual los casos n = 2,6 son ejemplos excepcionales que se pudieron reconocer. Esto

permite enunciar la siguiente conjetura:
Conjetura 1.0.1. La sinica sl(2)-Lie con descomposicion W =V, es sl(2), que corresponde an = 2.

El capitulo [] se cierra definiendo una nueva familia de dlgebras de Poisson 2, cuya estructura de dlgebra de

Lie subyacente es gl(n) = gl(n), y las correspondientes sl(n)-tablas son dadas por:

o I sl(n)g | sl(n); | Iy [— =] || fo | sl(n)o | sl(n)1 | Ly
Io I | si(n)o | sitn) | I L o] o 0 |o
sl(n)o || sl(n)o | sl(n) I 0 sl(n)o || 0 | sl(n)o | sl(n); | O |
sl(n)y || sl(n); I 0 0 sl(n); || 0 | sl(n); 0 0

I I 0 0 0 I 0 0 0 0

Los detalles se encuentran en la seccién 4.4

Terminada esta primera parte, nos abocamos a estudiar en el resto de la tesis la estructura de la cohomologia
H** para las élgebras de Lie Heisenberg b y libre 3-pasos nilpotentes {3 5.

En la segunda parte de esta tesis (ver secciones se describe con mucha precisién la estructura de
gl(2)-médulo de toda la cohomologia H** de las dlgebras de Lie ya mencionadas junto con la accién central
sobre H**. Para estas descripciones utilizamos la notacién V(ffk) para referirnos a una sl(2)-componente irre-
ducible de H”*? de peso maximo m tal que la identidad de gI(2) actda con peso k. Una flecha entre dos médulos
V(f: fk) — V([;;,/E) indica la accién del centro sobre la componente V(ﬁfk) respectivamente.

La accién central fue originalmente definida en [CJ03] para la cohomologia trivial H*? y en esta tesis
definimos su extensién a H*7 y por consiguiente a H** (ver la seccién[5.3)). Tal accién define una representacion
de dlgebras asociativas A\*3 — End (H**) y uno de los motivos de interés para los autores es por su relevancia
con la Conjetura del Rango Toral (CRT).

En [[CJ03] se prueba que toda dlgebra de Lie nilpotente g cuya accion central sobre H® (g) es fiel satisface
la CRT. El Lema 4.1 de [CJ03] establece que la representacion central sobre H* (g) es fiel si y sdlo si existe
o € H*(g) tal que ¥.w # 0, siendo ¥ un generador de A%™3 3 Ademds, en [CJO3], los autores conjeturan lo

siguiente:

Conjetura 1.0.2. La accion central sobre H*° (g) es no trivial para toda dlgebra de Lie nilpotente g de dimen-

sion finita.

Extendemos la definicién de la accién central para la cohomologia H*(g,V) donde V es un g-mddulo tal que 3

actia trivialmente (un caso particular es tomar V = A®g) y se prueba que, en este caso, el Lema 4.1 de [CJ03]

sigue siendo vélido. A continuacidn resumimos los resultados principales obtenidos sobre la accién central:
Con rutinas computacionales se calcularon las cohomologias triviales y adjuntas de todas las dlgebras de

Lie nilpotentes con dim < 5, obteniendo asi el siguiente cuadro:
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alg. Lie dim3 | dimH*" rep. central fiel || dimH*! rep. central fiel
g3 =D 1 1,2,2,1 v 1,4,5,2 v
g53&C 2 | 1,3,4,3,1 v 2,8,13,10,3 v
o) 1 1,2,2,2,1 v 1,4,6,5,2 v
g1 @C 2 | 1,3,4,4,3,1 v 2,8,14,15,10,3 v
93 & C? 3 1,4,7,7,4,1 v 3,14,28,30,17,9 v
b=ty 1 1,4,5,5,4,1 v 1,11,20,21,15,4 v
o2 2 | 1,3,6,6,3,1 v 2,10,19,20,12,3 v
a3 1 1,3,4,4,3,1 v 1,6,13,15,10,3 v
o =3, 2 | 1,2,3,3,2,1 X 2,7,9,9,7,2 v
a2 1 1,2,3,3,2,1 v 1,5,8,8,6,2 v
ol 1| 1,2,3,32,1 1,4,7,8,6,2 v

Luego, para cada una de las dlgebras listadas se calcularon las acciones centrales sobre H*? y H*!, concluyendo
que sobre H*! son todas fieles. Podemos extender la conjetura para todo H** del siguiente modo:

Conjetura 1.0.3. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente g de dimension finita. Para todo 0 < g < dimg, la accion

central sobre H*4 es no trivial.

La hipétesis de nilpotencia sobre g es necesaria. Por ejemplo si g es el dlgebra de diamante D4 (que es un dlgebra
soluble del tipo cuadrética) entonces H*2> = 0 y la accién central en este caso en trivial (ver el Apéndice .
Cuando g es una gl(2)-Lie obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 1.0.1. Sea g un algebra de Lie de dimensién n tal que gl(2) C Der, (g) y cuya identidad id, de
gl(2) actda sobre g por escalar, entonces la representacion central sobre H® (g,g) es no trivial.

Corolario 1.0.1. Si g es una gl(2)-Lie de dimensién n y dim3 = 1, entonces la representacion central sobre
H* (g,q) es fiel.

32
H Vils H? Vio-2)
¥
2,1 2,1 2 22 22
H? Voo Vi H Voo, V2o
v
H! vl vl H! vi2 yl2
(2,0) (0,0) (1,1) (22
e v
0 0,1 HO V0,2
H Vi02) (13)
(a) H*(h1,b)) (b) H* (b1, A\*b1)

Figura 1.0.1: Accion central sobre H® (b1, \?D1), ¢ =1,2

Para el 4lgebra de Heisenberg b; la accién central sobre H*! y H*? se representa por los diagramas de la Figura
Para el dlgebra de Lie libre {3 la accion central sobre H *0 se representa por el diagrama de la Figura
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1.0.2|y la accién central sobre H*! y H*? se representa por los diagramas de la Figura En este caso,
también se indicé como actia el radical soluble Q, de las derivaciones exteriores de {3 » sobre cada H** (que
pueden mirarse en el capitulo[7).

Para b se calcul6 explicitamente toda la cohomologia H** y la accién central sobre cada H*9, mientras
que para f3 > el calculo explicito se realizé con H *0 H*!y H*?_El resto se obtiene a través de isomorfismos
de 3 2-médulos dado que 3 > es un dlgebra de Lie cuadrética (es decir f3 2 = f;z como f3 -mddulo).

El diagrama para g = 5 es andlogo a ¢ = 0 y los diagramas para ¢ = 3,4 son andlogos a g = 2, 1 respecti-
vamente. El Lema 4.1 de [CJO3]] se materializa sobre estos diagramas mirando que es posible trazar un camino
de longitud dim3. Por ejemplo, para f3 > la accion central sobre H*7 es fiel cuando 1 < g <4y no es fiel para

g = 0,5. Sin embargo, se sabe que {3 si satisface la CRT.

5 55
H V(So’oqo) " Yioo)
4 4.5
B V(41'0 y H Vi
o v
\l’ 3 35
H? P " (e
2 2,5
H? V2l " Vi)
L \
¢ 1 1,5
o V(ll.,(l : H Viio)
0 0,5
HO v<%%) H Vi0.10)
(@) H* (5.) () H* (132, A2
Figura 1.0.2: Accidn central sobre H® (f32)
52
H’ v i Vio-s)
(1,-9) v
(2,-8) (2,—6) (0,—6) ’ ’
Ve \ﬁ/f 32 < 32 ™~ 32 ~ 32
2 3 s s A B
H3 V<33’175) v<32{4) V(31’175> B Vi Veos Ve Ve
> 22 22 22 22
H? V(Z{I,l) V(22’172) V(21,171) H V(470) V(3,1) V(z,o) V(o.,o)
! pL T T H! Vam  Va
(2,2) (2,0) (0,0) ’ \b’
v O 02
HO V(Ol'13) (0,6)
. 2¢
(@) H* (f32,132) (b) H (73,27/\ T3,2)

Figura 1.0.3: Accion central sobre H® (32, \*T32)

También se comenzé a estudiar la accién central para el dlgebra de Lie Heisenberg b, de dimensién 2m + 1.
Aqui la accién central sobre H*? es fiel y como g[(2) C Der,(b,,) cuya identidad td; € gl(2) actiia con peso 2
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sobre el centro de b, tenemos que id, genera un gl(2)-médulo V(IO’1 0) sobre H'! y V(

Luego, la accion central sobre H *1 es fiel. Usando dualidad de Poincaré, V(0

accién central sobre H*~! también es fiel.

1
> Voo

,m—1

0) — V( 2) €8 1O trivial.

es no trivial y la

Un objetivo a futuro es estudiar la representacion central sobre toda la cohomologia H** para b, aprove-

chando que en [CT04] estd calculada la estructura de sp(m)-mddulo de la cohomologia H**. Por ejemplo para

by, las representaciones centrales sobre H*! y H** estan descripta en los diagramas de la Figura

H>

4.1
Vie—4)

3,1
Vii-3)

v

21
V-

1,1
Vioo)

v

0,1
Vio2)

(2.-4)

3,1
(7~,73)

2,1
(7.-1

(a) H* (b2,bh2)

Figura 1.0.4: Accion central sobre H® (b, N11)2), g =

51
(3,-5)

(4.-4)

5 5,4
H V(o 2
v
4 4.4
H V<O 0)
3 34
H V<1 1
\
2 24
H V<1,3)
1 1,4
H Vg
HO

(b) H* (b2, A\*b2)

4.4
V2o
34 34
Vs Va
¥ v
24 24
Vs Vi)
14
Vi)

1,4

4.4
Vieo)

3.1

En el Anexo |A|se muestran otras acciones centrales. En los casos b y {32, como consecuencia de calcular las

acciones centrales sobre cada H*? y descomponer H** en componentes gl(2)-irreducibles, se obtiene la estruc-

tura de H''! < 3-médulo de H** y con los diagramas de cohomologia de cada H* se calcula la accién central

de H* (g=g*) cuyos diagramas de cohomologfa pueden mirarse en las Figuras[6.2.2]y ” respectivamente.

Finalmente, en la tercera parte, describimos la estructura de 4lgebra de Poisson de H3® p

iag y

HE para b

y f32. Como H** es una gl(2)-stiper-Poisson, para describir ambos productos graduados de H** calculamos
como primer paso los coeficientes Y45 de la ecuacién ((4.14)) mediante los productos de Clebsch-Gordan,
tomando siempre bases simétricas sobre los gl(2)-irreducibles V(fl ’i’) (sec . Por ejemplo, el producto copa

V:HPP@HY — HPT4PT de Hyl (b1) estd descripto por la gI(2)-tabla:

v H Yoo, Yo Yeo ‘ Voo, Vioo, Vion
Voo || Yoo, Voo Veo |Yan Yoo Voo
Voo || Voo Yoo Vo Vo)

o || Voo Voo Voo | Yoo

Vi || Ve Vo)

Voo || Voo Vioo

Vo || Voo

Si nos olvidamos de la estructura de gI(2)-mddulo e identificamos § = V0 00y M=

resulta que (H :

diag’

) define un algebra asociativa presentada por:

C[Can]/<g4a Cz - nzan2C>

(1.7)

V(2 ) COMO nuevas variables,
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El corchete de Poisson sobre H:® . (1) estd descripto por la gl(2)-tabla:

22 y22 33

0,0 11
v H Voo Vi 2o Yoo Yoo

00 Voo Vi

Ey |

4v3? (1.8)

1,1 ,
4v (2.0

(2,0) 2,0)

22
4V<2’0)

Como la sl(2)-Lie con sl(2)-tabla V{5) - V(5) es isomorfa a sl(2), se concluye que H;l?;g (b1) es una gl(2)-Lie
isomorfa a gl(2) = gl(2),, ® C?, donde el factor gl(2), es abeliano. Para la cohomologia par Hy* (1), el
producto copa estd presentado por la gI(2)-tabla:

v vES  Vew el Yty vih  Lven vEh WLy v v
Yoo || Yoo Voo Ve Yits) Vi oo Vo Vity Vi Yoo
Voo | Yen Voo Veo Yiss) Yid) Yo

Voo || Voo Voo Vo —3Vils) Wi Vo

isa | Vit Vies M “Vi0 ®Vioo) Yo
Vay || Vim iy —Van Ve © Vo Vo) (19
Yoo || Yoo Ve

Voo || Ve Vo)

Vi || Vits) Voo

Vi || iy Vo

Voo Il Vieo

Aqui no es posible re-escalar los vectores dominantes para que los coeficientes Y45 en la gl(2)-tabla anterior
sean todos iguales a 1. Por otro lado, el corchete de Poisson estd presentado por la siguiente gl (2)-tabla:

S| ve Y veo) Vi Vi)
Voo

Voo Wiy -3V
Ve 4 Wis) Wi
Vits) Wity Wiy 650, @6V(g)
Vit Mia Vs Ve @V (10
Voo Vs ~6V1%y
Vi) 455 Vi s 6V
Vil “Wila Wiy Vi @ 3io)
Vi) Wam o My Va0 @V

Voo

Aungue no es evidente, de esta gl(2)-tabla se deduce que Hy'* (1) es una gl(2)-Lie isomorfa a gI(3) = g1(3) 4,
donde el factor g1(3),;, es abeliano. Mas atin, tenemos siguiente Teorema:
Teorema 1.1. H;* es una sl(3)-dlgebra de Poisson isomorfa a 25.

En el caso del dlgebra de Lie libre {3, teniendo como punto inicial las descomposiciones en gI(2)-mddulos
irreducibles de cada H?'P junto con sus representantes dominantes v;';_’,f , calculamos los coeficientes ¥, para la
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g1(2)-tabla del producto copa a través de los productos de Clebsch-Gordan asociados (ver Subsec.[7.4.1)). Luego,
re-escalamos los dominantes escogidos y obtenemos que el producto copa sobre H;l?;g (f3,2) estd definido por la

siguiente gI(2)-tabla:

v Vs Ve Vi) 2 Voo Vi) G Vi)
Voo || Voo Voo Viio) Vi Voo Vi) G Vo
Voo, || Voo Voo Vio) 00 sz?)) Wiio)
Voo || Ve Voo Vi ®Veo Voo Vi © Voo W5
V(lzﬂ,lz) V(lz’.lz)

Vo || Von Voo Vi) Vo) 20
Voo, || Voo Vam  4Vio ® Vo Vi) Viso) V5o
Vi || Ve

Vior || Yo “Eo %o 4go) Yoo (L1
Vi || Vi Vi) Vo)
V(33’.3 _1) ‘/(33:,3 ) V(So %)

Voo || Vo Ve Vo) Viso)
V<?>'30> Voo Vioo Viso) Vo)

Vialy || Vel Vo)

Voo || Voo Vo)

Voo || Yoo Voo

Voo, || Ve

Como el procedimiento de re-escalar los vectores dominantes es mas complejo, fue necesario tener en cuenta
los productos entre elementos cuyos grados son (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2) y (2,3) respectivamente. Los
detalles de esta parte se encuentra en

Del mismo modo que en by, si nos olvidamos de la estructura de gI(2)-médulo e identificando V(%’%) =1,
V(l’l) =, V( 0= =,V =BV Vf{ =" Vé’iz) = f, como nuevas variables, la gl (2)-dlgebra
(1

iag’ V) define un algebra asociativa presentada por:

Clm.ma BB 1)/ (nf = 0,03 = 0,03 = Sni' BiBy = nf = nye,mi —Snime = 0,ning = i)

El corchete de Poisson sobre H3:> (f32) estd definido por la gl(2)-tabla:

iag
0 [[ves Vo Vio) Vi Voo, Vo Ve Vo)
Vo)
v —BV ~HVaE
"(l } Ve Ve Vi) BVED Vi)
V(z 2) % V(;,lz) V(lz 12)
Vo)
Vi) V&) Vi) 12V,
Ve VYR SVE
Vo) 3VES) 12V, 12v3) (1.12)
Vi Wio) V5
V(337.371) 7\/§V(}3—1) 2 (33‘371> -2 V(zo)69 }gv( 0)
Vio) 20) Viso)
V(%f))
Vols) Ve Vel Ve ® RV
Vio) Vio)
Vioo)
Voo
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En este caso, los coeficientes y,’z’ P de la gl(2)-tabla anterior se obtienen usando los re-escalados de los vectores

dominantes v/} de Hy;> (132) y que presentan al producto copa con la gl(2)-tabla (1.11) (ver sec. 7.4).
Finalmente, en el Anexo[A|se menciona como observacién un procedimiento para calcular acciones centra-

les sobre H* para una gl(2)-Lie g = g; @ g». Mediante la Férmula de Kiinneth se calcula la descomposicién de
H*? en gl(2)-médulos irreducibles y como {z, —} = 1, sdper-deriva el producto wedge, calculamos la accién
central de g conociendo las acciones centrales de g; y g, previamente. En este contexto, observamos que el
diagrama de cohomologia de la accién central sobre H *,0 (a1 @ g7) se obtiene a partir del producto ® entre los

grafos G; definidos por los diagramas de cohomologia H*? (g;) sobre cada factor.
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Capitulo

Preliminares de Algebras de Lie

Este capitulo presenta una recopilacion de los resultados clasicos de la teoria de dlgebras de Lie. No se incluyen
las demostraciones de la mayoria de los resultados expuestos y las mismas pueden encontrarse en [Hum78,
Jac79]. Salvo mencién previa, los espacios vectoriales y dlgebras mencionadas son de dimensién finitas sobre

el cuerpo de los complejos C.

2.1. Algebras

Antes de definir las dlgebras de Lie, presentamos algunas definiciones de dlgebras en general que nos serdn
itiles para el Capitulo 4] Todas las definiciones presentadas pueden encontrarse en cualquier texto de dlgebra
abstracta (ver por ejemplo [BMSO7]] y sus referencias).

Definicion 2.1.1. Un dlgebra es un espacio vectorial 2 junto con una aplicacion bilineal - : AR A — A, (x,y) —

xy llamada usualmente producto 6 multiplicacién.

Un dlgebra A se dice que es unitaria si existe un elemento 1 € A tal que 1x = x = x1 para todo x € A. El
asociador en un dlgebra U es la aplicacion trilineal (x,y,z) = (xy)z — x(yz). Se dice que U es asociativa si

(x,¥,z) = 0 para todo x,y,z € A. Se dice que A es alternativa si satisface que:

(x,x,y) =0 Ley alternativa a izquierda

(y,x,x) =0 Ley alternativa a derecha

para todo x,y € A. Se dice que A es conmutativa si xy = yx y anticonmutativa si xy = —yx. El Jacobiano en un
dlgebra anticonmutativa A es definido por J (x,y,z) = (xy)z+ (yz)x+ (2x)y.

Se dice que A es un dlgebra de Malcev si A es anticonmutativa y satisface la identidad de Malcev
J (x,y,xz) = J (x,y,z) x para todo x,y,z € .

Dada un dlgebra %, se define el dlgebra A~ cuyo espacio vectorial subyacente es A y multiplicacién da-
da por el conmutador [x,y] = xy — yx, Vx,y € 2. Similarmente, el dlgebra A" es el espacio vectorial A con
multiplicacion x xy = % (xy+yx). Algunos hechos que podemos mencionar son los siguientes [BMS07]:

T A~ siempre es anticonmutativa y A" siempre es conmutativa.
1 Si A es asociativa entonces A~ es un algebra de Lie.

1 Toda dlgebra de Lie es un dlgebra de Malcev.

1 Si A es un dlgebra alternativa, entonces A~ es un algebra de Malcev.
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2.2. Algebras de Lie

Definicion 2.2.1. Un dlgebra de Lie g es un dlgebra (g, [,]) donde la multiplicacién [,] : g ® g — g, denominada
corchete de Lie, satisface:

1. [x,x] =0 para todo x € g.

2. J(x,y,z) = 0 para todo x,y,z € g.

La expresion 2 es llamada identidad de Jacobi. Por ejemplo, todo espacio vectorial V posee un corchete de Lie
definido trivialmente por [x,y] = 0 para todo x,y € V. Esta estructura es llamada dlgebra de Lie abeliana.
Si denotamos por gl (V) al espacio de morfismos de V en V, entonces gl(V) es un algebra de Lie conside-

rando el corchete de Lie
[x,y] = xy —yx, Vx,y€gl(V)

Fijando una base de V, podemos identificar a gI(V') con el espacio gl(n) de todas las matrices n x n, donde

n=dimV.

Definicion 2.2.2. Una subélgebra de Lie es un subespacio b de g tal que [x,y] € h, Vx,y € h. Un ideal
de g es un subespacio vectorial / C g tal que [x,y] € I, Vx € g, y € I. El centro de g es el ideal 3(g) =
{x€g: [x,y]=0,Vyeq}.

Definicion 2.2.3. Un morfismo entre dlgebras de Lie es una aplicacion lineal ¢ : g; — ¢, tal que ¢ ([x,y]) =
[¢(x),(y)] para todo x,y € g;.

Si ¢ : g1 — g2 es un morfismo de dlgebras de Lie, el nicleo ker (¢) es un ideal de g; y la imagen Im (¢) es una
subdlgebra de g;. Un isomorfismo de dlgebras de Lie es un morfismo biyectivo ¢ : g; — a».

La aplicacion lineal ad : ¢ — gl(g) definida por (adx) (y) := [x,y] induce un morfismo de dlgebras de Lie,
llamado morfismo adjunto.

Si I es un ideal de g, el cociente g/I posee una unica estructura de dlgebra de Lie que hace de la proyeccién

canodnica un morfismo de édlgebras de Lie.

Teorema 2.1. [Hum78, Prop. 2.2] Sean g,} dos dlgebras de Lie y /,J dos ideales de g respectivamente.
1. Si¢:g— b esunmorfismo de algebras de Lie, entonces g/ ker ¢ = Im ¢.
2. Sil C J,entonces J/I esunidealde g/Iy (a/I)/(J/I) =g/J.
3. (I+J)/J=1/(INJ).

Definicion 2.2.4. Una derivacién sobre un dlgebra de Lie g es una aplicacioén lineal D : g — g tal que:
D([x,y]) = [x,D(y)] + [D(x),y], Vx,yE€g

Denotaremos por Der (g) al espacio de todas las derivaciones sobre g y no es dificil probar que Der (g) es una
subdlgebra de gl (g). Para x € g, el morfismo adx : g — g es una derivacién sobre g, puesto que por la identidad

de Jacobi se deduce que:

(adx) [y, 2] = [x, [y,2]] = [[x,3] 2] + [y, [x,2]] = [adx(y), 2] + [y,adx(2)], Vx,y € g.

Estas derivaciones son llamadas interiores y el espacio de las derivaciones interiores sobre g se denota usual-

mente por Inn (g). Es facil observar que ad : ¢ — Der (g) es un morfismo de dlgebras de Lie.
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2.2.1. Algebras Clisicas

A, : Elespacio sl(n) de los morfismos de C"*! en C"*! con traza igual a cero es una subdlgebra de Lie de
gl(n) de dimensién dimsl(n) = (n+1)% — 1.

B, : Seal, laidentidad sobre C" y f la forma bilineal simétrica y no degenerada sobre C*"*! dada por:

1 0 O
Sp=10 0 I,
011, O

El espacio o(2n+ 1) de los morfismos x : C"* — C” tales que f (x(v),w) = —f (v,x(w)) es un dlgebra de Lie con
dimensién dimo(2n + 1) = 2n2 +n.

C,: Sea f laforma bilineal simétrica y no degenerada sobre C>* dada por:

0 I
Sr=
! (In 0)

El espacio sp(2n) de todos los morfismos x : C"* — C” tales que f (x(v),w) = —f (v,x(w)) es un dlgebra de Lie
con dimensién dimsp(2n) = 2n% +n.

D, : El dlgebra de Lie o(2n) definida por los morfismos x : C" — C” tales que f (x(v),w) = —f (v,x(w)) donde
f es la forma bilineal simétrica y no degenerada dada por:

0 I
My =
L 0

2.3. Semisimplicidad, solubilidad y nilpotencia

Su dimensién es dimo(2n) = 2n®> —n.

Sea g un dlgebra de Lie. La serie derivada de g es la sucesion descendente de ideales de g
g0aV>og® ...

donde g(l) = [g,9], g(z) = [g(l),g(l)] ,...,g(”) = [g(”_l), g(”_l)] para n > 2. La serie central de g es la sucesién
descendente de ideales de g:

k

@ o¢' 0g?>...0d>...

donde ® =g, ¢' =[g,9],....0" = [9,67"], (k> 2).

Definicion 2.3.1. Un édlgebra de Lie g es soluble si existe un m > 1 tal que g(’"> = 0. Un algebra de Lie g es
nilpotente si existe k > 1 tal que g* = 0. Cuando g* # 0 y g**! = 0 diremos que g es k-pasos nilpotente.

Por ejemplo, el dlgebra de matrices triangulares superiores estrictas 1 (n) de tamafio n x n es un dlgebra de Lie
nilpotente y el dlgebra de matrices triangulares superiores t (n) de tamafio n x n con n > 2 es un algebra de Lie

soluble no nilpotente.

Lema 2.3.1. [Hum?78| Prop I, 3.1] Sea g un édlgebra de Lie y /,J ideales de g. Entonces:
1. Si g es soluble, entonces toda subdlgebra e imagen homoméorfica de g es soluble.
2. Si[es soluble y g/I es soluble, entonces g es soluble.

3. SiI,J son solubles entonces I +J es un ideal soluble de g.
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Como la suma de ideales solubles de g es un ideal soluble de g, existe un tnico ideal soluble maximal de g,
llamado el radical de g 'y denotado por rad g 6 r cuando no se preste confusion.

Definicion 2.3.2. Un dlgebra de Lie no abeliana g es semisimple si no posee ideales solubles propios; esto es,

v = 0. Decimos que g es simple si g no posee ideales propios.
Notemos que g/t es semisimple para cualquier algebra de Lie g y toda dlgebra de Lie simple es semisimple.

Lema 2.3.2. [Hum78| Prop I, 3.2] Sea g un dlgebra de Lie e [,/ ideales de g.
i. Si g es nilpotente, entonces toda subalgebra de g es nilpotente.
ii. Sig/3(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

iii. Sil,J son nilpotentes, entonces / +J es nilpotente.
Siguen los Teoremas clédsicos de Engel y Lie que caracterizan a las dlgebras de Lie nilpotentes y solubles:

Lema 2.3.3. Sea g una subdlgebra de gI(V), con V # 0 un espacio vectorial. Si todos los elementos de g son

nilpotentes, entonces existe un vector no nulo v € V tal que g.v =0.
Teorema 2.2. (Engel) g es nilpotente si y sélo si, ad(x) es nilpotente para todo x € g.

Teorema 2.3. (Lie) Si g es una subdlgebra de Lie soluble de gl (V), entonces V contiene un autovector comun

para g. En particular, las matrices de g relativas a una cierta base de V son triangulares superiores.

Definicion 2.3.3. La forma de Killing sobre un dlgebra de Lie g es la aplicacion bilineal k : g g — C definida
por K (x,y) = Tr(adxady).

La forma de Killing x es g-invariante en el sentido k ([x,y],z) = K (x, [y,z]). Decimos que k es no degenerada

sobre g si su radical Z, = {x € g: K (x,y) =0, Vy € g} es trivial.

Teorema 2.4. (Criterios de Cartan) Sea g un dlgebra de Lie sobre C. Entonces:
i. ges soluble si, y solamente si, k (x,y) = 0 para todo x € [g,g],y € g.

ii. g es semisimple si, y sélo si, K es no degenerada.

Un resultado importante sobre las dlgebras de Lie es el Teorema de Levi, que permite descomponer a toda

algebra de Lie de dimension finita como suma directa de una parte semisimple con su radical soluble:

Teorema 2.5. (Levi) Sea g un dlgebra de Lie con radical soluble r. Entonces existe una subdlgebra de Lie

semisimple s C g tal que g =sPr.

Como la parte semisimple s en la descomposicidn de g es una subdlgebra de g y r es un ideal de g, vamos a
denotar la descomposicién anterior por g = s, la cual llamaremos descomposicién de Levi.
A continuacién definimos las dlgebras de Lie unimodulares, que son ejemplos importantes para la Dualidad

de Poincaré en la teorfa de Homologia y Cohomologia de dlgebras de Lie (Sec.[5.2).
Definicion 2.3.4. Un édlgebra de Lie g es unimodular si Tr (adx) =0, Vx € g.

Algunos ejemplos de dlgebras de Lie unimodulares son las dlgebras de Lie nilpotentes, las dlgebras de Lie
semisimples y las algebras de Lie perfectas (Def. [3.1.5).
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2.4. Modulos

Un g-mddulo es un espacio vectorial V munido de una aplicacion bilineal . : g @V — V tal que [x,y].v =
x.(y.v)—y.(x.v).

La noci6n equivalente de g-médulo es la de representacion de édlgebra de Lie, que es un par (V,7) con
7 : g — ¢l(V) un morfismo de algebras de Lie.

Sim:g— gl(V) es una representacion de g, la accion inducida .: g®V — V por x.v = @ (x) (v) define
una estructura de g-médulo sobre V. Reciprocamente, si.: g®V — V es una accién de g en V entonces 7 : x €
g — T, € gl(V) dada por 7, (v) = x.v define una representacién de g. Los conceptos de subrepresentaciones,
submédulos y médulos cocientes se definen de la manera usual.

Un morfismo de g-mddulos, o g-morfismo, es una aplicacién lineal 7 : V — W entre g-mddulos tales que
T (x.v) =x.T (v) para todo x € g, v € V. Notaremos por Hom, (V,W) el espacio de los g-morfismos entre V y
W. En particular Hom, (V,V) = End, (V).

Si V,W son g-médulos, entonces V @ W es un g-médulo de manera natural y el producto tensorial V @ W

es un g-modulo via derivacion:
x.(vew)=x.v@w+vx.w, VxegveVweWw.

A su vez, V* = Hom (V,C) es un g-mddulo via la accién (x. f) (v) = —f (x.v) y Hom(V,W) es un g-médulo
viala accion (x.T)(v) =x.(T (v)) =T (x.v).

El médulo V¢ de g-invariantes de V es el conjunto V8 = {v € V : x-v =0, Vx € g} y el médulo coinvariante
V, de V es el cociente V, = V /gV. Podemos notar que Hom, (V,W) = Hom (V,W)®. Revisamos a continuacién

el Teorema de Isomorfismos para g-mddulos

Teorema 2.6. [Hum78|] Supongamos que U,V y W son g-médulos.

1. SiT:V — W es un morfismo g-mddulos, entonces ker ¢ es un submdédulo de V' 'y Im7 es un submddulo
de W. Ademas, V /ker ¢ =Im¢ como g-médulos.

2. Si U,W son submddulos de V, entonces U +W y U NW son submédulos de V. Ademads, (U +W)/W =
U/UNW como g-médulos.

3. SiU,W son submédulos de V'y U C W entonces W /U es un submédulode V/Uy (V/U)/(W/U)=V /W

como g-modulos.

Proposicion 2.4.1. Si V,W son g-mddulos, entonces Hom (V,W) = V* @ W es un isomorfismo de g-médulos.
Demostracion. Sea {vi,...,v,} una base de V y {vj,...,v;} la base dual de V*, es decir, v/ (v;) = &; ;.
Definamos ¢ : V* @ W — Hom (V,W) por ¢ (f®@w)(v) = f(v)w para todo f € V', we W, vV y sea
¢ :Hom (V,W) — V*®@W dadapor ¢ (T)=Y" v ®T (v;), donde T € Hom (V,W).

Tomando T € Hom (V,W) y v € V, existen escalares A;,...,A4, € Ctalesque v=Y" ; A;v; y

(90)(T)(v) =9 (ZV?Q@T(W)) (v) =Y AT (vi) =

i=1 i=1

Asf, § ¢ = dyoy(v,w)- Por otra parte, si f € V* existen escalares f, ..., 3, € C tales que f =Y, Bivi y
otrem = Epoouion - Ea(Ereionn) - Eavion-ren

mostrando que Q¢ = idy+gw. Finalmente, mostrar que ¢ y ¢ son morfismos de g-médulos es sencillo. O
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Definicion 2.4.1. Un g-mdédulo no nulo V que admite apenas los g-submddulos triviales es llamado irreducible.
Se dice que V es completamente reducible si V se escribe como suma directa de g-submaédulos no triviales.

Observacion 2.4.1. (Producto semidirecto) Si g es un dlgebra de Lie con descomposicion de Levi g = sxradg,

como el radical soluble rad g es un ideal g, por la identidad de Jacobi tenemos que:

[, vsy2l] = [yl v2] + s [ y2]] Vax € s,y1,y2 € radg.

Es decir, radg es un s-médulo por derivacion via la restriccion de la adjunta ad : s — Der (radg). De manera
general, si g y ) son dlgebras de Lie con g actuando sobre ) por derivacidn, entonces se define el producto
semidirecto g <[ como el dlgebra de Lie g b cuyo corchete estd dado por:

[(x1,31), (2,32)] = (Jr1,22), v, y2) +x1. 02 —x2.31), VX €4,y €D. 2.1

Sobre un algebra de Lie g no siempre es posible descomponer un g-mddulo V en suma directa de irreducibles.
Es decir, no necesariamente V es completamente reducible. Sin embargo, si g es semisimple, este hecho es

cierto y es lo que conforma el reconocido Teorema de Weyl:

Teorema 2.7. (Weyl) Sea g un élgebra de Lie semisimple. Entonces todo g-médulo de dimensién finita es

completamente reducible.

2.5. Representaciones de sl (2)

Los médulos de sI(2) constituyen el caso més simple en la teoria de representaciones de dlgebras de Lie
y toda dlgebra de Lie semisimple de dimension finita esta constituida por copias de sl[(2). En esta seccion

consideremos sl (2) con base canénica {e, h, f} y corchetes

[hae] =2e, [evf] =h, [hvf] =-2f,

Sea V un sl(2)-médulo de dimension finita y para todo o € Csea Vo ={v € V: h.v = av}. Cualquier « tal
que Vg # 0 es denominado peso de h 'y V, su correspondiente espacio de peso. Luego

V=PV 2.2)

acC
Notar que la suma (2.2)) es finita y la accién de e, f sobre cada V,, se describe del siguiente modo:
Lema 2.5.1. [Hum78, Lem. II, 7.2] Si v € V,; entonces e.V € Vg2 y f.V € V.

Como el conjunto de pesos sobre V es finito, existe o € C tal que Vy # 0y Vg2 = 0. Tal o se denomina un
peso maximo de V y todo vector v € V no nulo es llamado vector de peso mciximo[] a. Notar que cualquier
vector no nulo v € V,, anulado por e es un vector de peso maximo Q.

SiV es un sl(2)-médulo irreducible y vy € V, es un vector de peso maximo o en V, definiendo v_; =0y

Vs = % f*. vy para todo s > 0y usando la accién de sl(2) previamente definida, obtenemos que:
h.ovy=(00—2s) Vv fevs=(s+1)ve e.vi=(ot—s+1)vy4

Si m € Z>¢ es el menor entero no negativo tal que v, # 0 y v,,41 = 0, entonces los vectores Vo, ..., V, son
linealmente independientes y generan un sI(2)-submédulo de V dimensién m + 1 denotado por V(). Luego,
V=V ye-Vmy1 = (0t —m)V,, =0dedonde & =my {Vy,...,Vy} es una base de V.

Y También se suele llamar vector dominante.
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Teorema 2.8. [Hum?78|| Sea V un s[(2)-mddulo irreducible. Entonces:

1. V es suma directade los Vo, con ¢ = —m,—m+2,....m—2, m,dimVy =1 ydimV =m+ 1.

2. Salvo escalar, V admite un tnico vector de peso maximo cuyo peso maximo es m.

3. Salvo isomorfismo, hay un dnico sl(2)-mdédulo irreducible de dimensién m + 1 denotado por V{,,,).

4. Vi) = Vi s, y solo si, m = n.

5. Paratodo n € Z>, V) = V) como s[(2)-médulo.
Esquema de demostracion: Veamos sdlo el item 5. Sea {vy, ..., V,} una base de V(n) con Vg un vector de peso
méximoy v; = 1 f1.o. Sea {V{,...,V; } la respectiva base dual de Vi)» s decir v/ (vj) =6 jpara0<i,j<n.

Entonces v, es un vector de peso maximo n en V(ﬁ;) puesto que:
(h'v;lk) (Vk) = —(n—2k)v,’; (Vk)vvo < kSI’l,

y en particular, (h.V;) (v,) = n. Luego h. Vv, = nv,’. De manera andloga probamos que e. Vv, = 0, por lo que v/
es un vector de peso maximo z en V(’;l). De este modo, V(’:l) contiene exactamente un sl (2)-submddulo irreducible

de peso médximo n generado por v, y por argumento de dimensién concluimos que V(“;) = Vi) O

Ejemplo 2.5.1. Sea V = sl(2) el sI(2)-médulo adjunto. Luego vy = e es vector de peso méaximo y tomando
vi=f.vog=—h, v, = %f. v; = —f obtenemos la base {vy, vi,V»} de V con:

h.vo=[h,e] =2e =2V h.vi = [h,—h] = 0v, hovo, =[h,—f]=2f=-2w,
La descomposicion de sI(2) en espacios de pesos es sI(2) =V_, VoD Vo y V(z) = (vp, V1, V2).
Ejemplo 2.5.2. Sea D, el dlgebra de Heisenberg de dimensién 2m + 1 con base {x,2;}¢<;<, U{ho} y corchetes
P2, X2i—n) = (—1)" (*) o [Xn—2i,ho] =0 [xi,x;] =0,i# —j
Entonces sl (2) actia sobre Iy, del siguiente modo:
h.xp—0i = (n—2i) Xy—2i e.Xp—2i = (n+1—1i)Xp_2i42 foxpoi=(i+1)xy-2i2

Luego, b, es un sl (2)-médulo con descomposicion by, = Vin) ® V() donde n =2m—1, {xani}ogign es una base
de Vi, y {ho} es una base de V().

Parala secci(’)nes necesario presentar al sI(2)-mdédulo irreducible V{,,) por una base en que sI(2) acttia sobre

sus elementos de algiin modo. Entre las posibles elecciones, las siguientes son las mas usadas en este trabajo:

1. Por la base simétrica S, = {vz, AP ,v’in}, donde v;, es el vector de peso maximo y v , = f*.v;, s >
0. Aqui s[(2) actda sobre S,, como:
7 — ; 7 7 — ' —7 s 7
hovy_p = (n=2i)vy_5 TV 2i = Vy o) eV g =i(n+1—=i)vy 55

La representacion asociada a V|, es dada por el morfismo de Lie y : s[(2) — gl(V(,)) cuyas matrices
asociadas a S, son de la forma:

nh ne
f (m=2)h 2(n—1)e
f (n—4)h
B(e,h, f) = (2.3)

4=n)h 2(n—1)e

f (2—n)h  ne
-
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donde y(e) =

B(1,0,0), y(h)

s[(2) actda sobre CG, como:

h.

vn 2i T (n 21) n—2i

:B(07170) y W(f)

2. Por la base de Clebsch-Gordan CG, = {v}!

n7n2

fo

cuyas constantes C, (n,i) y C (n,i) son definidas por:

Co(mi) = \/3n(dn+1) = (dn—1i) (Jn—i+1)

La representacion asociada a V(, es dada por el morfismo de Lie ¢ : s[(2) — gl(V|,)) cuyas matrices
asociadas CG,, son de la forma:

donde ¢(e) =

nh
Cy (n,0)
C(eh,f)=
C(1,0,0), ¢(h) =

C.(n,0)
(n=2)h C.(n,1)

Cr(n,1) (n—4)h

C(0,1,0)y o(f) =

= B(0,0, 1) respectivamente.

., 00 n}, donde v} es el vector de peso mdximo y

_Cf (n l) n—2(i+1)

Cf (n,i)

6‘Dn 2i

=Ce(n, i) V) 5y

Ce(n,n—2)

(2—n)h
Cr(n,n—1)

C(0,0, 1) respectivamente.

Vil 1) = (3n=i) (3n=i-1)

Ce(n,n—1)
—nh

Por ejemplo, para n = 2,3,4 las matrices B y C definidas anteriormente son de la forma:

n=2 n=3 n=4
ah  de
3h 3e
2h 2e f 2h 6e
Ffoh  de
B(e,h, f) f 0 2 f Oh 6e
f —1h 3e
f —2h f 2h 4de
f =3h
f 4h
ah  2e
2h 2e \j; \ff ) 2f  2h V6e
C(e,h, f) V2Ff 0 2e f ¢ V6f Oh  \6e
2f  —1h  \3e
V2f —2h V6f  2h 2e
V3f =3h
2f  4h

(2.4)

Proposicion 2.5.1. Sea { (e 21} la base de Clebsch-Gordan de V,,) y { (v,’:_zl.) *} la base dual asociada, enton-

ces Y, :

Demostracion. En efecto, notemos que:

v, — (1) (v2i7n) es un isomorfismo de sl(2)-médulos entre V() y

V(;

).

/A (e. v,’l‘_zl-) =y, <Ce (n,i) v,’l‘,z(i,l)) =C, (n,i) (—1)i—1 (”Zliz(n,iﬂ))*

=C,(n,i)(—1)"" (Uﬁlifn—Z)*
€Yy (vrrzlei) = <_1)ie' <v’r‘l_2("_i>>*
(-7 "'Co(n

(=" Colmn=i) (V0 i41))
7l) (vgi—n—Z)*

(2.5)

(2.6)
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donde C, (n,i) = C,(n,n—1i) por simetria sobre los coeficientes C,. Luego, de las ecuaciones (2.5) y (2.6)

concluimos que Y, respeta la accién de e. Similarmente,

W (R0 ;) = W ((n—20) V] _y;) = (n—2i) (=1)' (v’r:—Z(n—i)> *

=h. ¥, (V)_y) (2.7
WYn (f- 1)1111—21') =VYn (Cf (n,1) US—Z(HI)) =Cy(n,i) (—1)i+1 (01’1172(1171'71)>
= 1w (V) ) (2.8)
Es decir, v, : V(n) — V(t,) es un isomorfismo de g-modulos. o

Podemos ver también que el morfismo y;, : v . +— (—1)’ (vVai_,) " es un isomorfismo de sl (2)-médulos entre

Vi ¥ V(j;) cuando tomamos una base simétrica {szzi} de V(,) en lugar de la base de Clebsch-Gordan. Por
ejemplo, veamos que Y, satisface la accién de e:

Vi (evia) =i =i+ D) (Vo)) (<1 il =i+ 1) (Vi)

(0 e (V) O i1 (Vs ray))

e. Yy (V:in)

puesto que e. (v272(n7i)) (w) =— (v272(n7i)> (e.w) es no nulo cuando w = v,,_5(,_;11). Del mismo modo,
W, también satisface la accidén de f y h. Por dltimo mencionamos algunas propiedades entre morfismos de
s[(2)-médulos:

Lema 2.5.2. Sea ¢ : V) — W un morfismo de s[(2)-médulos, con V|, irreducible de peso maximo . Entonces
¢ es un monomorfismo o ¢ = 0.
Demostracion. En efecto, como ker ¢ es un sl(2)-submédulo de V() se sigue que ker¢ =V, o ker¢ = 0. El

primer caso muestra que ¢ = 0 mientras que el segundo caso muestra que ¢ es un monomorfismo. O

Usando el Lema anterior y el Teorema notemos que si ¢ es no nulo entonces V(,) = Im¢ como sl(2)-
médulo. Supongamos ahora que ¢ : V() ©V{,,;) — W es un morfismo de sI(2)-médulos no nulo, entonces existen

las siguientes posibilidades para el sI(2)-submddulo ker ¢ de Vin) @ Vim):
1. kerq) = V(n> () keI‘(I) = V(m).
2. ker¢p =0.

Si ker¢ =V, entonces Im¢ = V,,,) y W tiene un submédulo irreducible de peso maximo m (el otro caso es
andlogo). Si ker¢ = 0 entonces Im¢ = V() ®V,,,) y W tiene submddulos irreducibles de peso méximo m y n
respectivamente.

De manera general, supongamos que ¢ : V() @®--- @V, ) — W es un morfismo de s[(2)-médulos no nulo
conker¢ =V, @BV, )y0<s<r.EntoncesIm¢ =V, & -V, )y W tiene submddulos irreducibles

de peso médximo ngy g, ...,n, respectivamente.

2.5.1. LaFoérmula de Clebsch-Gordan

Si V() ¥ Vi) son dos sl(2)-mddulos irreducibles, con m,n € Z>, el Teorema de Weyl nos dice que el producto
tensorial V() ® V,,) es completamente reducible y debe admitir una unica descomposicién en componentes
irreducibles. Queremos saber cuéles componentes irreducibles aparecen en tal descomposicién y como se re-
lacionan con los pesos dominantes m y n. Esta descripcion es dada por el Teorema de Clebsch-Gordan, cuyo

enunciado es el siguiente:
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Teorema 2.9. La descomposicion de V) ® V) en sl (2)-mddulos irreducibles estd dada por:
min{n,m}

Viy@Viy = D Vimrn-2) (2.9)
k=0

., . L 1. . n m
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n 'y sean { anzi} 0<i<n® {mez j}0<j<m las

bases simétricas de V() y V|,,) donde v;, y v;;, denotan los vectores de peso maximo. Por un lado, sabemos que

n—2i

{v” @V 2;:0<i<n,0< j<m; esunabase de V) ® V(. Ademas, tomando 0 < k < m fijo, notemos
que VO <r < kel vector vjj_,. ® vnmsz(kfr) #0 satisfac

h. (VZ,Q, & V;Z—Z(k—r)> = (m+n— Zk) Vo2 ® v%—Z(k—r) :

Es decir, v;_, ® vﬁfZ(kfr) es un vector de peso n + m — 2k independiente del valor 0 < r < k y ademas:

e. (VZer ® v%—Z(k—r)) =r(n+1=r)v, 5, )V sppy T k=r)(m+1—k+7r)v, 5, @V 54, 1)
En particular:

e.(Viovi o) =k(m—k+1)v) ® Vi a(k—1)
e.(Vi_y®@vin) =k(n—k+ DV, oi-1) ©Vin-

Definamos el vector de peso n+ m — 2k dado por la combinacién lineal:

P + —2k —
VZ_:”m"_Z’Z - Z (_1)" (nerfk) Vn—2r & Vin—2(k—r)-
r=0 n—r

Afirmamos que vZfr;l"jZ'Z%k es un vector de peso méximo n 4 m — 2k en V(,y @V, para todo 0 < k < m. En
efecto,
k k
mntm—2k ()r(n—r+1)
€. VZﬁnn_znlz = Z (=D e nrm—k v272(r71) ® V%72(k7r)+
r=0 ( n—r )
k Nk—r)m—k+r+1)
Z (_1) (r) n+m—k VZ,2r®V:Z_2(k_,_1)
r=0 ( n—r )

Notemos que el término correspondiente a r = 0 en la primera suma se anula, puesto que v, , = 0. Del mismo
modo ocurre con el término correspondiente a » = k en la segunda suma. Aplicando propiedades bésicas de

nimeros combinatorios:

n,mn+m—2k :kil (_1)r+1 (f)(k—r)(m—k+r+1) n

€ Vntm—2k . (n+m7k) Vn—2r @ Vﬁ—Z(kfr—l) +
r= n—r
k] Nk—r)m—k+r+1)
Z (=1) (r) n+m—k Va2, & V:Z—Z(k—r—l)
r=0 ( n—r )

2Los pesos 1+ m — 2k que estamos analizando son justamente las ocurrencias del lado derecho de (2.9)
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ye.v fanrle 2k = 0. Es decir, vme"+2",: ** genera un sl(2)-médulo irreducible Vimin—2k) €0 Vi) @ Vi) ¥ la

suma del lado derecho de lb es un sl(2)-submddulo de V) @ V(). Por argumento de dimension se sigue la
igualdad. &

Ejemplo 2.5.3. A continuacion se listan los vectores dominantes sobre cada componente de algunos productos

tensoriales:

1. V( 2)® V(z) = V(4) D V(z) D V(o)

224

v =@

V22 2012 1202

VT =1 Qv — vy Qg

2.2,0

Vo —v%2®v%—v%®vg+v%®v%2

2. V(z) & V(4) = V(6) S V(4) D V(z)

246

Ve —v%®vi

24

vt =2 @vi—vi®s

24,2

V5T =62, @i — 3V @V + 13 Qv

3. Vo) @ Viz) = Vie) ©Via) O Vig) © V(o)

30
vl =i on
n4
Vi —ﬁ@@—@@ﬁ
3
3”2—3ﬁ4®v§—mﬁ®v?+&%®va
3,3,0
Vo' -—ﬁ3®@—vL@W}H€®ﬁJ—@®vL

4 Viay @Vig) = Vis) ©Vi6) © Vi) © Vo) O Vo)

448 4 4

Vg =V Ry

S0

Ve —@@ﬁ—ﬁ@@
M4

=23 @vi -3+ 2 v}
42f2v 2®v4 3v3®v§+3v§®v3—2v3®v‘i2

440
Vo —V,4®v4—v‘i2®v‘2‘+v3®v6‘—v‘2‘®v‘i2+vj®v‘i4

4

Notar que todos los coeficientes en cada monomio son enteros (ver Sec. [d.3.T).

2.5.2. gl(2)-médulos irreducibles

Es sabido que las representaciones irreducibles de gl(2) estdn dadas por las representaciones irreducibles de

s[(2) tal que la identidad id, de gl(2) actiia por escalar. Damos asi la siguiente definicion:

Definicion 2.5.1. Un gl(2)-mddulo irreducible de peso (n,k) es un s[(2)-mddulo irreducible V{,,) de peso maxi-
mo n tal que id, actda con peso k sobre V).

Denotaremos por V(, ) al g{(2)-mddulo irreducible de peso (n,k) y v (6 v,x si no se presta confusion) al
vector de peso méaximo de V(, ). Si V es un gl (2)-médulo tal que idb, actia por escalar entonces existe una
tnica descomposicion en gl (2)-submddulos irreducibles:

-

vV = miv(n,'7k,') (210)

i=1

conm; >0y Vi, 1) # V(n/ ;) Para todo i # j. Decimos que V es libre de multiplicidad si m; = 1 para todo
1<i<r .

Ejemplo 2.5.4. gl(2) es un gl (2)-mddulo via la accién adjunta con descomposicion g = V2,00 ® V(0,0
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2.6. Algebras de Lie cuadraticas

Definicion 2.6.1. Un dlgebra de Lie g es cuadritica si existe una forma bilineal simétrica, no degenerada y
g-invariante B : g ® g — C en el sentido:

B([x,y],2z) +B(y,|x,2]) =0, Vx,y,z€g.

Se define la 3-forma alternante Iz € A>g* asociada a B como I (x,y,z) = B([x,y],z), Vx,y,z € 6.

Si {x1,...,x,} es una base de g con respectiva base dual {xj,...,x;}, existe una base {yi,...,y,} de g de
modo que B (yx,—) = x; para todo 1 < k < n. Usualmente {yi,...,y,} se denomina B-base de g asociada a
{x1,...,x,}. Algunos ejemplos de dlgebras de Lie cuadraticas son:

1. Cualquier 4lgebra de Lie semisimple es un dlgebra de Lie cuadrética con la forma de Killing k.

2. El dlgebra de diamante D4 de dimensién 4 con base {x,x0,v0,y1} y corchetes no triviales [yg,x;] = x1,

[Yo,¥1] = —¥1, [x1,¥1] = X0 es un dlgebra de Lie cuadratica con forma bilineal no degenerada B: g®g — C
dada por:
0 0 0 1
0O 0 1 0
B=
01 0 O
1 0 0 O

Notar que D4 = ad (yo) < bh; y D4 es soluble. Luego B no es la forma de Killing de Dy.

3. El dlgebra de Lie 3 con base {ej,e_1, fo,y1,y—1} y corchetes no triviales [ej,e_1] = fo, [e1, fo] = 1,
le_1, fo] =y—1 es un dlgebra de Lie cuadratica con forma bilineal no degenerada B : g ® g — C dada por:

0
-1

o]

Il
- o o o ©
o o —~ o o
o o o o =

Definicion 2.6.2. [PLDI12] Sea g un dlgebra de Lie cuadratica con forma bilineal asociada B : g® g — C. Una
derivacién D € Der (g) se dice antisimétrica si:

B(D(x),y)+B(x,D(y)) =0, Vx,y€g.

El espacio de todas las derivaciones antisimétricas de g es denotado por Der, (g). Notar que todas las deriva-
ciones interiores estdn en Der, (g) y que Der, (g) es una subdlgebra de Lie de Der (g).

Lema 2.6.1. Si g es un élgebra de Lie cuadritica con forma bilineal no degenerada B, entonces ¢p : g — g*

definida por x — B (x, —) es un morfismo de Der, (g)-mddulos.
Demostracion. Sean x,y € gy D € Der, (g), entonces

¢p(D.x)(y) =B(D.x,y) = —=B(x,D.y) = —¢p (x) (D.y) = [D.¢p (x)] (v)

y por lo tanto ¢ (D .x) = D. ¢ (x), por lo que el lema queda probado. o

Por el Lema anterior, si g es un algebra de Lie cuadritica tenemos que ¢p : g — g* es un isomorfismo de

Der, (g)-médulos. Ademds, vale la siguiente Proposicion:
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Proposicion 2.6.1. Para todo p > 1, el morfismo de Der, (g)-médulos ¢ : g — g* se extiende a un morfismo
de Der, (g)-médulos ¢f : APg* @ g — APg* ®g* definiendo ¢} (@) (x1,...,x,) = ¢ (@ (x1,...,xp)).
Demostracion. En efecto, como Der, (g) extiende su accién por derivacién a todo APg*, dada D € Der, (g) y
o € Ng* ® g resulta que:

o8 (D.o)(x1,...,xp) = g ((D.®) (x1,...,xp))

1<i<p
=D.¢p(@(x1,...,xp)) — 0F (@) (x1,..., DXy .. xp)
1<i<p
=D.¢5(®)(x1,...,xp) — Z 0 (@) (x1,...,D.xi,....xp) = [D.Of (@)] (x1,...,xp)
1<i<p
con lo cual ¢f : APg* @ g — A’¢* ®@¢* es de Der, (g)-modulos. O
Cada ¢? también es un isomorfismo puesto que ¢ lo es. Por otro lado, cualquier base {xi,...,x,} de g tiene
asociada una B-base {yi,...,y,} de modo que B (yx,—) = x} para todo 1 < k < n. Tenemos asi la siguiente

Proposicién:

Proposicion 2.6.2. Para todo 1 < g < n existe un isomorfismo de Der, (g)-médulos y? : Ag — A%g* via la
extension x;; A« - Ax; = @ (xi ) A AP(x;,).
Demostracion. Veamos que W9 es un Der, (g)-morfismo. Sean D € Der, (g) y x;; A--- Ax;, € A?g. Luego:

ye (D-(Xil /\"'/\xiq)) :Z]//q(x,-l N+ AD.x; /\‘“Axiq)
=Y 00i) A AGD.x) A A D (x;,)
=Y 0(xi) A AD.O(xi) A A (x;,)

=D. l[lq(xil AREE /\X,'q)

Por dltimo, cada w7 es un isomorfismo puesto que ¢ lo es. O

Finalmente, combinando los resultados anteriores para 1 < p,q < n, existe un isomorfismo de Der, (g)-
médulos ¢5? : APg* @ A\lg — APg* @ N7g*.

2.7. Algebras graduadas

Un espacio vectorial Z-graduado es una suma directa de espacios vectoriales A = P,z U,. Cada A, es llamado
la componente de A de grado p y el grado de un elemento homogéneo a € A es denotado por |a|. El espacio
vectorial graduado desplazado por n es A[n] = P,z A[n], donde Afn] , = Ay, para todo p € Z.

Definicion 2.7.1. Un dlgebra graduada es un espacio vectorial graduado 2 junto con una aplicacion bilineal
S AR@A — A tal que A, - A, C Ay, Se dice que A es super-conmutativa si para todo par de elementos
homogéneos a,b € U se satisface que:

ab=(—1)"Pp.q

Por ejemplo, el dlgebra tensorial T (V) = @ pZOV®p de un espacio vectorial V es un dlgebra graduada cuyo
producto estd dado por la concatenacién de monomios, extendida linealmente:

(V1®"'®vp)'(wl®"'®wq):v1®"'®vp®wl®"'®wq
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Tomando el dual V* de V e identificando (V*)®” con el espacio vectorial de los funcionales p-lineales
Hom (V x --- x V,F),si f € (V*)*"y g € (V*)®? el producto tensorial f ® g es el funcional (p + ¢)-lineal:

(f@g) (X1, s Xprg) = F (X1, ,%p) 8 (Xpa1s -5 Xpag)

Observacion 2.7.1. Sea 2 un dlgebra graduada e / es un ideal homogéneo graduado de . Es decir, I = @ >0/,
con [, = A, N[ para todo p > 0. Entonces A /I es un dlgebra graduada y existe un isomorfismo de espacios

vectoriales:
A/ = @pzom,,/lp

Ademas, la multiplicacién de /I es inducida por la multiplicacién de .

Sea V un espacio vectorial y N C T (V) el ideal graduado generado por los elementos u ® v+ v ® u. Definimos
el dlgebra exterior de V por A*V =T (V) /N, donde el producto de u,v € A*V es denotado por u A v. Como

N, = NNV®P los espacios vectoriales APV = V®? /N, inducen la graduacion:

NV =@ p=0\'V

Por construccion, el producto A es sdper-conmutativo y si {vj,...,v,} es una base de V, entonces
{v,-1 N Avi, i 1< <. < < n} es una base de A”V. Luego dim APV = (") paratodo 1 < p <n.

El dual A*V* también es graduada siiper-conmutativa. Si @ € A*V* y v € A'V*, entonces w A v € AFHV*
es identificado con la forma alternante:

(J)/\V(Vl,. .. ,Vk+[) = ZSgn(G) (0] (VG(1)7‘ .. ?V()'(k)) \% (VO'(k-‘r])’ cen 7v6(k+l))
(o2

donde Sgn (o) es el signo de la permutacién ©.
Si A, B son algebras graduadas siper-conmutativas, entonces el producto tensorial AR B es un dlgebra
graduada stiper-conmutativa cuyo producto estd definido por los signos de Koszul:

(a1@by) (a2 @by) = (—1) "4y ay @ by - by @.11)

Llamamos a A® B el producto tensorial stiper-conmutativo de A y B. Una aplicacion lineal ¢ : A — B se dice
homogénea de grado k si ¢ (U,) C Ay, para todo p € Z.
De este modo, como A*V y A*V* son dlgebras graduadas siper-conmutativas, obtenemos que A*V* @ A*V

también es un dlgebra graduada siper-conmutativa cuyo producto estd definido mediante la férmula[2.11

Definicion 2.7.2. Un morfismo de dlgebras graduadas es una aplicacion lineal ¢ : 2 — B homogénea de grado

cero tal que:

9(y)=9(x) o), Vxyel

Una sudper-derivacion de grado k sobre un dlgebra graduada 2 es una aplicacion lineal § : 2 — 2 homogénea

de grado k que satisface la regla de stper-Leibniz:
8(xy) =8 (x)y+ (=1)*"x8(y), Vx,y e (2.12)

Definicién 2.7.3. (Producto interior) Sea x € V, se define el producto interior por x como la stiper-derivacion
L A°V* — A*'V* de grado —1 dada por @ — @ (x,...) y 1, = 0 sobre C.
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Notemos que para todo o, B € A\*V* vale:

L(aAB) =1 () AB+(—1)“ A (B) (2.13)

El producto interior 1, también se extiende para A*V*® A*V como @ — @ (x,...) y 1, = 0 sobre A*V. Vale asi

la siguiente proposicion:

Proposicion 2.7.1. Para todo x € V, el producto interior 1, es una stper-derivacion de grado —1 sobre A\*V*®

AV cuyo producto graduado estd dado por (2.11]).
Demostracion. En efecto, si oy Q@uy, o Qup € A*V*® A®V entonces:

L ((on @u) - (e @u)) = (—1)"1%ly (oy Aoy @uy Aup)

= (=n)mlleely (o Aa) @up Auy

= (=)mlleely (o) Aoy @up Auy+ (— 1)1 o A1 (o) @ uy A
L (an) ®uil - [0 @] + (=) [y @y - [1 (02) @ 2]

=t (o @ur)- (@) + (=) (o @uy) - 1 (@ uy).

o

Un dlgebra diferencial graduada es un par (2, 0) que consiste de un dlgebra graduada % (por lo general A es
stiper-conmutativa) y una derivacién & : % — U de grado 1 tal que 8% = 0, usualmente llamada diferencial.
El nicleo Ker(8) = Z* (A) y la imagen Im (§) = B*® (A) son subélgebras graduadas de A cuyos elementos se
denominan cociclos y cobordes respectivamente con B®* () C Z* () puesto que 8% = 0. Notar que:

8 (ac) = (—-1)a8 (c), Yaez*(W),5(c) € B* (), (2.14)

es decir, B® (%) es un ideal graduado de Z* (). El dlgebra de cohomologia de (2, ) es el cociente H® (A) =
Z* () /B* (N).

Si &, = 8 ur entonces Z7 (A) = Ker (5,) y B? (A) =Im (5p—1). Luego H* (AN) = D ,»oH" (A) con H? (A) =
ZP (A) /BP (A). Si A es un algebra diferencial graduada siper-conmutativa, entonces H* () es un algebra
graduada super-conmutativa. Un morfismo de dlgebras graduadas ¢ : (U, 8y) — (B,0%) es un morfismo de
dlgebras diferenciales graduadas si ¢ o &y = Oy 0 ¢. Es decir, ¢ lleva cociclos en cociclos y cobordes en cobordes
e induce un morfismo en la cohomologia H® (¢) : H®* (A) — H* (B).

2.8. Algebras de Poisson

Definicion 2.8.1. [[CFLO6]| Un dlgebra de Lie graduada de grado n es un espacio vectorial graduado g junto con
una aplicacion bilineal {—, —} : §® g — g[—n]| que satisface:
1. {a,b} = (—1)UeFmIEM+1 13 o1 (sdper-anticonmutativa de grado n).

2. {a,{b,c}} = {{a,b},c} + (= 1)IHEMWPI" £}, 15 A} (stiper-Jacobi de grado n).

Definicion 2.8.2. [CFL06] Un dlgebra de n-Poisson es un espacio vectorial graduado g con un producto aso-
ciativo siper-conmutativo - : g® g — g y un corchete de Lie graduado {—,—} : g® g — g[—n] que satisface la
siguiente ley de compatibilidad:

3. {a,b-c} ={a,b}-c+ (=) p 14 ¢},

Una super-algebra de Poisson es un dlgebra de 2-Poisson. Un algebra de Gerstenhaber es un dlgebra de
1-Poisson. Un algebra de Poisson es un dlgebra de 0-Poisson con espacio vectorial subyacente de grado cero.
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Es decir, un algebra de Poisson es un dlgebra de Lie cuyo corchete {x,—} deriva el producto asociativo para
todo x € g.

Ejemplo 2.8.1. Cualquier dlgebra asociativa es un algebra de Poisson con la estructura de Lie abeliana y

cualquier dlgebra de Lie graduada es una siper-algebra de Poisson con el producto asociativo trivial.

Ejemplo 2.8.2. Sean g un édlgebra de Lie cuadratica con forma bilineal no degenerada B, {xj,...,x,} una base
de gy {y1,...,yn} la B-base de g asociada a {xi,...,x,}. Consideremos el dlgebra graduada A*g*. Entonces B

o—2

define un stper-corchete de Lie {—, —}5: A®0* x A*g* — A* “g* por:

{Q1, Q=1 Y Byt (Q1) A, (), Q) €C0, 0y € 0. (2.15)

1<i,j<n

donde C*Y = /\kg*, C*0=A\°g* y tal definicién no depende de la eleccién de la base de g. Entonces A°g* es una
stiper-dlgebra de Poisson y tomando la 3-forma Iz asociada a B, el diferencial de Chevalley &; sobre A*g* (ver
sec. estd determinado por & (@) = — {Iz, 0}z [PUO7,[HTVI9]. Notemos que {I,Ig}z =0= 6, (Ig) =0
con lo cual I es siempre un cociclo sobre A*g*.

Ejemplo 2.8.3. Sea U un algebra arbitraria con producto - : A @ A — A (no necesariamente asociativa). El
asociador de (%, -) es la aplicacion trilineal dada por A (x,y,z) = (x-y)-z—x-(y-2). Si & = A con productos
{—,—} y ¢ definidos por:

1 1
{x,y} = > (x-y—y-x), xoy= 3 (x-y+y-x),

entonces (Z,{—,—},¢) es un dlgebra de Poisson si y sélo si (2, -) satisface la siguiente identidad [GRO7]:
3A(x3,2) = (x-y) -2+ (y-2) - x = (y-x) 2= (%) -y (2.16)
Cuando (%, -) satisface la ecuacién (2.16) se dice que (2, ) es un dlgebra de Poisson admisible.

Definicion 2.8.3. Una aplicacion lineal y : g; — g, entre dlgebras de Poisson es un morfismo de algebras de
Poisson si ¥ es simultdneamente un morfismo de dlgebras de Lie y un morfismo de dlgebras asociativas. Es

decir, para todo x,y € g; se satisface:
Loy(xy)=w) y().
2. y({xy}h) ={v ), v}
En la version stper la definicion es andloga respetando que sea morfismo de siper-4lgebras.

El presente capitulo se cierra dando una nueva familia de dlgebras de Poisson Zy construidas a partir de

un 4lgebra asociativa 2, tal como muestra el siguiente Teorema:

Teorema 2.10. Sea U un algebra asociativa con producto - : AR A — Ay sea Py = Ay B A, tal que A; = A
para i =0, 1. Definamos sobre Zy los siguientes productos no nulos:

[X,y] GQIOa x7y€9’[0
{x,y} =
[,y €Wy, xeWp,ye,

[[x,y]]zx-y—l—y-xEQIl, xayemo

con [—, —] denotando el conmutador sobre U respectivamente. Entonces (P, {—,—},[—,—1) es un édlgebra

de Poisson.
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Demostracion. Claramente [—, —] es un producto asociativo y {—, —} es un corchete de Lie, por lo que resta
probar la ley de compatibilidad de la definicién Como [—, —] # 0 excepto sobre Ay, basta suponer que
x,¥,2 € Up. De este modo:

el =[xzl =[xy z+z-y]
x-(yozt+zy)—(y-zt+zy)x (2.17)
= x.y.Z+x.Z.y_y.Z.x_Z y._xe‘)ll

[{xyh el + Iy Ax 2l = [hoylszl+ [y [x.2]]
= (xy—y-x)zt+z-(x-y—y-x)+y (x-z—z-x)+(x-z2—z-x)-y (2.13)
= x.y.z+x.z.yfy.z.xfz.y.x€QII
y por las ecuaciones (2.17) y (2.18)) concluimos que los productos {—, —},[—, —] satisfacen la ley de compa-
tibilidad, lo que concluye la demostracién. O

Tomando el caso particular del dlgebra de matrices M, (C), obtenemos un dlgebra de Poisson cuya estructura
de dlgebra de Lie subyacente es gl(n) = gl(n),,. Usando esta construccion, fue posible definir otra familia
de dlgebras de Poisson 2, con la misma estructura de Lie subyacente pero con otra estructura asociativa.
Posteriormente veremos que una subélgebra de la cohomologia del dlgebra de Lie de Heisenberg I); tiene como

estructura de Poisson a una de ellas (ver Cap.[d] para la construccién 2, y Cap. [|para lo tltimo mencionado).

Definicion 2.8.4. Sea A = M,,(C) el dlgebra de matrices de tamafio n x n. Se define &, como el dlgebra de
Poisson Zy cuya estructura de dlgebra de Lie subyacente es gl(n) = gl(n),,, donde el factor gl(n),, es visto

como un dlgebra de Lie abeliana.
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Capitulo

Representaciones de algebras de Lie no

semisimples

El siguiente capitulo es una recopilacion de algunas definiciones y propiedades de [CS13]] sobre representacio-
nes uniseriales de sI(2) =< V/,,), donde V,,,) es el s[(2)-mddulo irreducible de peso maximo m > 0.

Veremos que la representacion central sobre la cohomologia H** de un dlgebra de Lie nilpotente g (sec.
tiene bastante relacion con ciertas representaciones de sl(2) < V{,,) cuando sl(2) actda sobre g por derivacién y
3=Vim)-

Aunque la representacion central sobre H®**® es una representacion de algebra asociativa y no una repre-
sentacion de algebra de Lie (en el sentido usual), entender un poco la estructura de las representaciones de
s1(2) = V|,,) nos ayuda a entender como acttia cada y € 3 sobre los sI(2)-submédulo irreducible de la descompo-

siciéon de H*®.

3.1. Mbodulos uniseriales sobre algebras de Lie perfectas

Si g es un élgebra de Lie semisimple, por el Teorema de Weyl sabemos todo g-médulo de dimensioén finita es
completamente reducible. En el caso de dlgebras de Lie simples, la clasificacién de los médulos irreducibles de
dimension finita estd dado en términos de los pesos dominantes, como en sl (2). Sin embargo, esto no es cierto

para élgebras de Lie en general, lo que motiva a la siguiente definicién:

Definicion 3.1.1. Sea g un dlgebra de Lie. Un g-médulo V se denomina indescomponible si no existen g-

modulos no triviales V; y V; tales que V =V @ V,.

Notar que irreducible implica indescomponible. Si g es un dlgebra de Lie y V es un g-mddulo de dimensién

finita, una serie de composicion de V de longitud # es una sucesion creciente de g-submdédulos de V:
o=Vwcvic.---CcV,=V

tal que V;/V;_; es un g-médulo irreducible para todo 1 <i < n. Cada cociente es llamado factor de composicién
de la serie. El siguiente resultado muestra que la longitud n es independiente de la serie de composicién que se

tome:

Teorema 3.1. (Jordan-Holder) Si0O=Vy, C---CV,=Vy0=Wy C--- C W, =V son dos series de composicién
de V entonces n = m y existe una permutacién ¢ tal que W1 /W; = Vs(;)11/Vs(j)
Demostracion. Si n = 0 entonces V = 0 y por lo tanto m = 0. Supongamos que n > 0 y que el resultado vale
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para longitud n — 1. Consideremos ademads la siguiente sucesion de g-submaédulos de V':

o=wynvV,,cwinvV,1C---CW,,NV,_1 =V,
:WO“‘anl CWl""anl c-- CWm"i'anl :Vn

Para j < m existe una sucesion exacta corta:

Wit1 NV, R Wit o Wit + Vi

0— —0
Wjﬂvn_l Wj Wj+Vn_1
y como V’V—“ es un g-moédulo irreducible, tenemos las siguientes situaciones:
J
WirinVior o Wi Witi+Va—1 _ o <«
1. W =W, con lo cual WiV =06
Wit1 o Wit1+Va—i WitinWayr
2. W, = W, con lo cual Wov,, = 0.
Como VV”I es un g-mdédulo irreducible, existe exactamente un i <mtalque V,_  =W;+V,_ C Wi 1+ V1 =
o
W.
n_ o~ i+1
Vu, por lo que v ET Y

0O=WwWynV,rcwinv,_ 1 Cc---cwnv,_1 =Wy nv,_ 1 C---CW,,NV,_1 =V,

es una serie de composicion de V,,. Por hipétesis, m — 1 = n — 1 y existe una biyeccién & del conjunto
{0,1,...,i—=1,i+1,...m—1} al conjunto {0,1,...,n—2} tal que W, 1/W; = V511 /Vs(;) para todo i # j.
Luego, tomamos o (j) = 6 (j) paratodo j #iy o (i) = n— 1, concluyendo el resultado. o

Como la suma directa de g-submoédulos semisimples es semisimple, todo g-mddulo posee un tinico g-submédulo

maximal semisimple.

Definicion 3.1.2. Sea V un g-médulo, se define el zécalo de V como el tnico g-submddulo maximal completa-

mente reducible de V y se denota por soc (V).

Algunas propiedades inmediatas que resultan de la definicion anterior son las siguientes:
1. SiV es un g-mddulo completamente irreducible entonces soc (V) =V.
2. Cualquier g-submddulo irreducible de un g-médulo V estd contenido en soc (V).
3. Si W es un g-submédulo no nulo de un g-médulo V, entonces soc (V) NW # 0.
4. SiT :V — W es un g-morfismo, entonces T (soc (V)) C soc (W).

Definicion 3.1.3. La serie de z6calo de un g-mdédulo V es la sucesion creciente:
0=soc” (V) Csoc! (V) C---Csoc" (V) =V

donde soc’ (V) /soc! (V) = soc (V/soc'! (V)) para todo 1 <i < n. Los cocientes soc' (V) /soc'~! (V) se

denominan factores de z6calo de V.

Notemos que soc! (V) = soc (V). Como soc’ (V) /soc’~! (V) es tinico para cada 1 < i < n, se define la longitud

de la serie de zécalo de V como [, (V) = n.
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Ejemplo 3.1.1. Sea g un édlgebra de Lie con descomposicion de Levi g = s1(2) = V(1) y supongamos que V' es un
g-mddulo cuya descomposicién en sl (2)-médulo irreducibles es V = V(5 © V(1) & V(3) ® V(2) @ V(1) © V(o) B V(2)

y cuyo radical nilpotente V() de g actda via el siguiente diagrama:
Vi)

Vi) Vg Vi
o)

Entonces soc (V) = Vo) ®V(1). Notemos que W = V(1) @ V() @ V(3) determinado por los tres submédulos de
la parte derecha es un g-submédulo de V que en si mismo es indescomponible. La serie de z6calo de V es la

siguiente sucesion de g-mddulos:
soc! (V) = Vioy® Vi
soc? (V)= Viz) & Vi) @ Vi2) & Vio) & Vo) & V(1)
soc’ (V) =V

Es decir, I, (V) = 3.

Definicion 3.1.4. Un g-médulo V se denomina uniserial si el conjunto de g-submédulos de V' esta totalmente

ordenado por inclusién.

Por la definicién anterior, un g-mddulo V es uniserial si y s6lo si la serie de z6calo es una serie de composicion.

También damos la siguiente definicion:
Definicion 3.1.5. Un dlgebra de Lie g se denomina perfecta si g = [g,g].

Notemos que si g es un algebra de Lie perfecta con descomposicién de Levi g = s, entonces
g=[s®1,501] C [5,5] @ [s,1] @ [r,1] = 5B s,

por lo que r C [s,1]. Pero por maximalidad de r sigue que r = [s,]. La reciproca también es cierta [CS13], es
decir, un dlgebra de Lie es perfecta si y s6lo si su radical soluble coincide con su radical nilpotente. Algunos

ejemplos de dlgebras de Lie perfectas son:

1. Toda algebra de Lie semisimple es un dlgebra de Lie perfecta.

I

2. Seag=sl(2)xV,) donde V(, es el s (2)-mbdulo irreducible de peso maximo m con base {Vi_} ..

tal que sl(2) actia sobre esta base del siguiente modo:

m _ . m Vi 7 . m m __4,n
hovy 5= (m=20)vy eV o =i(m+1-1i) Vin—2i+2 feVim2i = Vi

m

Estas relaciones definen los tinicos corchetes no nulo sobre g y v)!_,.

S [g, V(m)] para todo 0 <i < m, por
lo que V{,,,y C [g, V(m)} . Por otro lado, como V) es un ideal abeliano de g claramente [g, V(m)] C Vim)- Es

decir [8,V(u)| = Vi) ¥ @ es un dlgebra de Lie perfecta.
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3. Sea g = sl(2) <, donde b, es el dlgebra de Heisenberg de dimensién 2m + 1, vista como la suma
Vin) ® V(o) donde n = 2m — 1, tal como en el ejemplo Si {xs-2i}o<j<n ¥ {ho} son las bases de V)

y V(o) con relaciones de corchetes:

[, xXp—2i] = (n—20) Xp—2; le,Xp—2i] = (n+1—1i)x,-2i12 [fsxn—2i] = (i+ 1) x4—2i2
[n—2i,%2i-n) = (=1)" (7) ho [Xn—2i,ho] =0 i, xj] =0,i# —j

entonces [V(n) , g] C V() y por lo tanto g es un dlgebra de Lie perfecta.

Lema 3.1.1. Sea g un algebra de Lie perfecta con descomposicién de Levi g = s<1. Entonces el radical r actia
trivialmente sobre todos los g-mddulos irreducibles de dimension finita.

Demostracion. Consideremos V un g-mddulo irreducible de dimensién finita. Como 1 es soluble, por el teorema
de Lie existe un autovalor comin A € t* y por lo tanto el r-submédulo W) ={v eV :r.v=A(r)v} de V es no
trivial. Como 1 es un ideal de g, W; también es un g-submoédulo de V y por irreducibilidad sigue que V = W;.
Ademas, Tr(r) = A (r)dimV para todo r € vy como r = [g, ] por hipétesis, Tr (r) = 0 con lo cual A (r) = 0. En

otras palabras r actia trivialmente sobre V. &
Observacion 3.1.1. SiV es un g-mddulo irreducible, con g = s=1 un dlgebra de Lie perfecta, entonces V es un

s-moédulo irreducible y por el Lema[3.1.1} r actua trivialmente sobre V.

3.2. Representaciones de g = s<1 con r nilpotente

Sea g un élgebra de Lie con descomposicién de Levi g = st tal que r es un dlgebra de Lie nilpotente con

estructura de s-modulo via derivacion, entonces el corchete de Lie sobre g se define como:

[(x1,31) (02, 32) ] = ([x1,%2] [y, v2] + X132 — 2. 31)

Supongamos que V; y V, son dos s-mddulos irreducibles. Queremos construir una representacion de s=r sobre
V) @V, de modo que r actiie nilpotentemente. Inicialmente, supongamos que 7 : ¢ — End (V; ®V;) es una
representacion de g con las condiciones pedidas y denotemos por Kery al nicleo de 7(y) para cada y € r.

Tenemos asi la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.1. (¢, Kery es un s-submédulo de Vi & V;.
Demostracion. En efecto, sean x € s, v € (), Kery y notemos que x.y = [x,y].. para todo y € 1. Por lo tanto

n(x.y) = [r(x),n(y)], de modo que:

yo(xov)=x.(y.v) =[x,y .v=[,x],..v
0

Como [y,x],. € r por ser r un s-mddulo, se sigue que [y,x],..v =0 conlo cual x.v € (ye: Kery y la proposicion

queda probada. o
Por la proposicion anterior, vemos que las tnicas posibilidades para el s-submddulo (., Kery C Vi &V, son:
1. 0.
2. Vi 6V,

3. Vi Vs
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4. W=V, =V,

La opcién 1 queda descartada, puesto que por el Lema de Engel existe un vector no nulov € Vi &V, tal
que y.v =0, Vy € r. Luego el subespacio generado por v estd contenido en (), Kery.

Si Vi ¢V, entonces pueden darse las opciones 2 o 3. En el caso (), Kery =V; @&V, obtenemos que
T = 0, pero si Nye: Kery = Vi entonces el cociente Wy = (Vi ®V,) /V; es un g-mbdulo que es isomorfo a V;
como s-médulo y por lo tanto irreducible. Repitiendo el argumento con la representacién 7 : ¢ — End (W>)
concluimos que (¢, Kerj = Wa, con lo cual # |= 0. Esto nos dice que V, M Vi paratodo y € vy larestriccién
T |¢: v —> Hom (V,,V}) es no trivial.

Observacion 3.2.1. Para construir una representacién 7 : ¢ — End (V; ©V;) de modo que r actiie no trivial-
mente y de manera nilpotente sobre V| @ V,, partiendo de una representacién p, de s sobre V; @ V;, se debe

construir un morfismo no nulo p, : r — Hom (V,,V}) tal que:
L [ps (%), p: ()] = pr (x.y) = pe ([x,)],c) paratodox € s, y € 1.

2. [pc 1), Pp: (32)] = pe ([y1,¥2]) para todo yi,ys € 1.

Por la condicién 2 resulta que p, es una representacion de r sobre V| &V, y la condicién 1 implica que p, es un

s-morfismo. En efecto, para todo x € s, y € r resulta que:

pr (x-y) (v) = [ps (), P ()] (v)
= Ps () 0P () (v) = pr (v) 0 ps (x) (v)
= (xpr (v) (v).

Luego, cada componente irreducible de r donde p, es no trivial debe aparecer en la descomposicién de
Hom (V,,V)) = V; ® V, en s-médulos irreducibles.

Observacion 3.2.2. Supongamos que s = sl(2) y que r = V|, actia no trivialmente sobre V|, © V(,,) de modo
que Vi, ELEN Vim)- Sabemos que Hom (V(n),V(m)) = V() ® V(;p) como s-modulo y por el Teorema de Clebsch-
Gordan, la descomposicion:

Vi) ©Vim) = Viwrm) DVintm—2) D+ O V(jnm))

es libre de multiplicidad. Luego, como V) ELEN Vi) existe algin 0 <1 < min{n,m} tal que Vi) 2 Vinsm—21)-
Por lo tanto, por el Lema de Schur V) —— Hom (V(n) , V(m)) es Unica salvo escalar.
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Capitulo
G-algebras

En este capitulo supondremos que G es un grupo semisimple en el sentido que toda representacién de dimensién

finita de G es completamente reducible y todo espacio vectorial es definido sobre C (con excepcion de la Subsec.

que consideraremos R).

Si U es un dlgebra de dimensién finita n y base 8 = {ey,...,e,}, la tabla de multiplicar de % con respecto

a A es la coleccion de constantes cf{ ; que satisfacen:

n
k
ei 'ej - ZC,‘J@k.
k=1

Cuando U es un G-mddulo, es conveniente considerar bases que se comporten bien en relacion a la estructura de
G-médulo. Pero también queremos describir de manera mas eficiente y simultanea las estructuras multiplicativa
y de G-médulo de . Es por ello que estudiamos a continuacién el concepto de G-dlgebras y definiremos el

concepto de G-tablas.

4.1. Introduccion

Definicion 4.1.1. Una G-élgebra es un par (U, ¢), donde U es un dlgebray ¢ : G — Aut () es un morfismo de
grupos. Si Ay B son G-dlgebras, un morfismo de G-adlgebras es un morfismo de dlgebras f : A — B tal que:

f(g.a)=g.f(a), Vg€ G,ac
Algunos ejemplos naturales de G-dlgebras son los siguientes:
1. Todo G-mddulo V es una G-élgebra con producto trivial v-w = 0.

2. Si H < G entonces toda G-dlgebra A es una H-4lgebra via restriccion. Tal H-dlgebra es denotada por
Res$ ().

3. El producto tensorial A ® B de dos G-dlgebras también es una G-dlgebra via la accién diagonal
g.-(a®b)=g.arg.b,Vg€G.

4. Sea A = C[S,] el dlgebra de grupo de S,. Entonces S, actda sobre A por automorfismos a través de la

conjugacion, por lo que A es una S,-algebra.



38 4. G-algebras

Para una G-algebra Ay g € G, definimos el centralizador de A por g como:
Cu(g)={acU:g.a=a}

Una G-algebra U es simple si los tnicos ideales G-invariantes de 2 son los triviales. El radical de Jacobson
Jac () de A es la interseccion de todos los ideales maximales de 2. Es conocido que Jac (A) = 0 equivale a que

A (vista como dlgebra y como A-mdbdulo) es semisimple y usando este hecho se tiene el siguiente resultado:

Lema 4.1.1. [Tur94, Lema 1.3] Sea 2 una G-algebra simple, entonces 2 es un algebra semisimple con des-
composicién dada por:
A=W WP ---PA,,

con cada %; un ideal simple sobre Ay A; - A; = 0 para todo i # j. Ademds, G permuta el conjunto {A;,..., A, }
transitivamente.

Demostracion. Si y : A — A es un automorfismo de A e I C A un ideal maximal, entonces Y (I) es un
ideal maximal de 2. Luego, como Jac (2) es la interseccion de todos los ideales maximales, se sigue que
y (Jac (A)) = Jac ().

Como G actda sobre 2 por automorfismo, tenemos que Jac (A) es un ideal G-invariante propio de A, que
por la G-simplicidad de A debe ser 0. Es decir, 2 es un dlgebra semisimple, por lo que existen ideales simples
A; sobre A tales que ;- A; =0 paratodoi# jy A=A DA, D --- D U,.

Como la suma de una G-6rbita de {;,...,%,} es un ideal G-invariante no trivial de 2, la suma debe ser

igual a A y por lo tanto G actia transitivamente sobre {2,..., %, }. O

En el caso que G es un grupo de Lie y g su correspondiente dlgebra de Lie, para una G-dlgebra U obtenemos
que g acttia sobre A por derivacién. En efecto, para todo x € g la accién de x sobre U es definida mediante el

mapa exponencial como:

d
xX.a= E(exp(tx).a)tzo, VaeU

De este modo, puesto que U es una G-algebra, resulta que:
exp (tx) . (ab) = (exp(tx).a)- (exp(tx).b), Va,b €A

y tomando la derivada cuando t — O:

x.(ab) = % (exp(tx).a),_o- (exp(tx).b),_o+ (exp(tx).a),_,- % (exp(tx).b),_o = (x.a)b+a(x.b)

mostrando que g actda sobre U por derivacion, dando asi la siguiente definicién:

Definicion 4.1.2. Sea g un dlgebra de Lie. Una g-dlgebra es un dlgebra  tal que g actda sobre 2 por derivacidn,
es decir:
x.(a-b)=x.a-b+a-x.b Vx€g,a,be.

Una G-Lie (g-Lie) es un dlgebra de Lie b tal que G actda sobre b por automorfismo (g actia sobre ) por
derivacion). Las nociones sobre objetos graduados se siguen con la misma idea y serdn denotadas por G-stiper-

algebra, g-siper-algebra, G-siper-Lie y g-stiper-Lie segtin corresponda.

Proposicion 4.1.1. Si V es un g-mddulo, entonces A°V es una g-stper-dlgebra con la accién natural de g. En

consecuencia, A*V* ® A®V también es una g-stper-dlgebra.
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Demostracion. En efecto, g induce una accién de manera natural sobre A*V por derivacion:

P
x.(vl/\m/\vp):Zvl/\'--/\x.vj/\---/\vp,Vxeg,
i=1

por lo que g deriva el producto wedge. La accién de g sobre A*V* es andloga, recordando que (x.f)(v) =

—f (x.v) para todo x € g, v € V*. De este modo, g actia sobre A\°V*® A*V por derivacion:
X (0 R7y) =X.0p D1y + Oy QX T,
y para todo @, ® ry, 0, @1, € \°V* @ A\*V vale que:

x-((wp@rg) - (0;07)) = (=) x. (@p Ay @ 1y A1)
=(—DF X 0p NO; Qg A1+ 0y AX . O QRTg AF+ Wy NO; QX Tg ATy
+O, N1y ANX.1;)
=x. (0, R71q) - (O R711) + (0p D7g) - X (O D 17)

lo que concluye el resultado. O

Con estos mismos argumentos, podemos probar que si A 'y B son g-super-dlgebras, entonces el producto tenso-

rial A ® B también es una g-super-dlgebra.

4.2. G-tablas

Sea G un conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles de G y sea § = {Vi:iel}un

conjunto de representantes de cada clase de G. Para cada i, j, k € I, consideremos

=)0,

una base fija de Homg (V; ®V;, Vi), que es finita y puede ser vacia para ciertos i, j,k € 1. Decimos que los
productos tensoriales V; ®V;, i, j € I, son libres de multiplicidacﬂ si dimHomg (V;®V;, Vi) <1,Vkel.SiUes

un G-mdédulo de dimension finita, elegimos una descomposicién de A en G-submodulos irreducibles:
A=W, D--- DY,

provista de morfismos de G-médulos 7, : V) — U cuya imagen es ;.. Sea 70 Vi(ry = U, el correspondiente G-
isomorfismo, es decir 7, = 1, 0 T? con 1, : A, — WA la inclusién canodnica. De este modo, identificamos la r-ésima
componente de 2 con la representacion irreducible V() € S de G previamente escogida. Queda asi determinada
una base de Homg (U, @ Ay, A, ):
7/ ~1,8,t ~ 1St
Bys = {(m 3 )1 SO (e )é(i(r),i(s),i(t))}
donde (,;{mt)q =10 (mi(’)’i(‘v)7i(’))q o (’L'9 ® Tf)fl para todo 1 < g < £(i(r),i(s),i(z)). Si ahora U es una G-
algebra y (—- —)m : A @Ay — A es la restriccion del producto de A sobre A, @ A, podemos expresar la

Generalmente se dice que G es un “simply reducible group” (SRG). La mayoria de los casos que consideramos son de este tipo.
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combinacién lineal:

i )

n_ Li(r).i(s),ir)
(=) X Vg (@), (4.1)
t=1 g=1
donde ¥

5.4 € C. Notar que si G es un SRG, entonces la suma sobre g desaparece. En un formato simplificado,

la ecuacién (4.1)) se denota por:
€(i(r),i(s),i(r))

A A=) Vo oA (4.2)
t=1 qg=1

Definicion 4.2.1. Dada una G-édlgebra 2, se define la G-tabla de 2 con respecto a la eleccién de las bases %l" ;

y los morfismos 7, : V() — U a la coleccién de coeficientes 7, .

4.2.1. Re-escalamiento

Cuando G es un SRG, la eleccion ,%’lk = {mi’j vk} estd completamente determinada a excepcién de un escalar
no nulo. Del mismo modo, una vez elegida la descomposiciéon A = A; & - - - B A, los G-morfismos 7, también
estdn completamente determinados salvo un escalar no nul

En caso que re-escalemos, ya sean las bases %’l" ; 0 los G-morfismos 7, esto produce un re-escalamiento de

" quedando las nuevas m"*" = x!. """ con x'.; € C*. Los coeficientes 7., en la nueva G-tabla son:

1

t
Xrs

A

rns

s

Observemos que si lo tinico que re-escalamos son los G-morfismos 7,, de modo que %; = y, 7, entonces:

SIS Yt ﬁ,lr,s,t

m
YrYs

S R R )
Por lo tanto, obtenemos que x;.; = - y ., = =7 para todo r,s,1.

Observacion 4.2.1. Por la definicién[4.2.1] para construir una G-tabla de 2 es necesario fijar como paso inicial:
1. Las bases %’l" j» que forman parte de la estructura de la categoria de G-m6dulos.
2. Los G-morfismos 7, : V;,) = U, que describen la estructura de 2 como G-mdédulo.
Una G-tabla de U contiene mucha mas informacion que una tabla de A y si conocemos la G-tabla de 2, podemos
obtener una tabla conveniente de U eligiendo bases de los G-mddulos irreducibles {V; : i € I'}. Sin embargo,
el trabajo para obtener la G-tabla es sofisticado. A continuacién vemos algunos ejemplos que ilustran estos

COHCGptOS.
4.2.2. Ejemplos de S3-tablas

Sea S3 = {1,(12),(23),(13),(123),(132)}, luego S3 = {rr,sg, 5} donde r y sg denotan las representaciones
trivial y signo mientras que ¢ denota a la representacion estandar dada por:

L (X Y A E ey A )

Las matrices de o son obtenidas recordando que la representacién estandar es una subrepresentacién de la
representacion regular sobre C3 = (e1,e,e3) con base {v| = e; —e3,v2 = €3 —e3}.

Para el producto tensorial de dos representaciones, tomaremos la base obtenida por el producto tensorial de
las bases ordenadas del modo 11,12,.... Primeramente, presentamos todas las bases %lk j que son no vacias:

ZEsta eleccién es independientemente que la descomposicién sea o no libre de multiplicidad, el punto es que ya elegimos la descom-
posicion.
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- B, B

trk> ““ktr

1 2
_ %%’G - %gsg - { <—2 _1> }’

_(@g7ﬁ: 2 1 1 2> s
-#e={(0 1 —1 0)},

111 2
- B0 = )
o0 {(2 11 —1>}

Cada una de las bases propuestas se encuentra planteando un morfismo de S3-mdédulos M € Homyg, (V QV, W),

conk =tr,sg,0y %;;sg consta s6lo de la matriz identidad del tamafio correspondiente.

donde V,V,W € §3 y W es una representacién que ocurre en el producto tensorial V ® V. Por ejemplo, para

m*%:9% € Homg, (sg ® 0,0) consideremos M = (Zl Z2> tal que M (x.v) —x.M(v) =0, Vx € S3. Evaluando la
1 2

accién de (1,2) y (2,3) obtenemos el sistema de ecuaciones:

ay+b; =0,
ay+b,=0,2a;, —a, =0,
2by, +ay =0,

con lo cual ay = 2ay, by = —a; y by = —2ay. Si a; = 1 sigue que %3, = {( .

! 2)} es una base de

HOI’I’IS sg ® 0,0). Del mismo modo procedemos en los demads casos.
3 S8 ) p
Observar que m°°° ¢ H2 define un producto conmutativo en el sentido que m©®°:° e;Re;) =
q 0,0 p q J

m®%° (e;®e;) donde {e; ®ej,e1 ®er,erQer,ex@er} es la base de 0 ® o. Sin embargo, m°°° no define
un producto asociativo puesto que:

m°%9 ( e1,e2)) =3en

e 7m6,c,6(

61761),62) = 361 —36‘2

m%:0:0 (

mo-0.6 (

Consideremos ahora el dlgebra de grupo A = C[S3]. Sabemos que S3 actda sobre 2 por automorfismos a través
de la conjugacién y por el Teorema de Frobenius-Schur sobre la descomposicién de la representacion regular
de un grupo, obtenemos que:

A~3trdsgdo

Abhora, para cada una de las representaciones irreducibles que aparecen en la descomposicién anterior, elegimos

las siguientes bases:
- Para 3tr: {11, Liap), l(abc)} elegimos:
1, =1=(1,0,0,0,0,0)

1(ab) = (12)+(23) +(13) = (0717 1, 17050)
1(abc) = (123)+(132) = (0,0,0,0,1,1).

La base elegida para las 3 representaciones triviales corresponde a la suma de los elementos de cada clase de

conjugacidn (abajo discutimos otra posibilidad).

- Para sg: {so} elegimos so = (123) — (132) = (0,0,0,0,1,—1).
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- Para 0: {0],0,} elegimos

o1 = (12) — (23) = (0,1,—1,0,0,0)
o = (12) — (13) = (0,1,0,—1,0,0).

En estas bases, los correspondientes morfismos 7, son la identidad. Luego, la tabla de multiplicar de U con
respecto a la base {11, Liav)s L(abe)» S0, 01,4 62} es:

1 L(ap) 1 (abc) 50 o1 02
1 1 L(ap) 1(abc) 50 o1 (o))
L) || Yap) | 3 11@3 L) | 2 L(an) 0 0 0
Labe) || L(ave) 2 1(ap) 2- 11 1 gpe) —50 —0] )
) S0 0 —50 -2-11® l(abc) oD 20, 2-01P—0»
o] o 0 -0 —01 520, 2-11®—1(ape) ll@é;(m)@
o) o2 0 —0y —201 D0, 1'69:%_];“”‘”@ 2- 118 —1{gpe)
550
Esto implica que la S3-tabla de A es:
1 1ap) Labe) 58 c
1 1y 1ap) Labe) 58 o
Vo) || Tan) | 31103 Taney | 2-1iap) 0 0
Labe) || L(ave) 2-1(ap) 2-11 @ 1 (ape) —sg Y
sg sg 0 —sg =2-11 @ Liape) c
c c 0 -, —c 11@‘3%'1@&-)@
380

En el ejemplo anterior, la base elegida sobre las tres representaciones triviales corresponde a la suma de los
elementos de cada clase de conjugacion, obteniendo asi la identidad del dlgebra 2.

Otra opcién es elegir las identidades de cada una de las 3 dlgebras de matrices provenientes de la des-
composicién dada por los Teoremas de Maschke y Artin-Wedderburn. Esta base consiste en {1, 1 sg» ls}, con

cada representacion trivial obtenida con la Transformada de Fourier discreta inversa sobre Y. cfe; € C[S3] con

SES3
T =tr,sg,0. Es decir,

= édimn’.Tr (m(s™h),

de modo que:
Lir= (1 + Lap) + Lapey) = #(1,1,1,1,1,1)
Lyg = (11 = L)+ L)) = £(1,=1,—1,—1,1,1)
lo = 3211 = 1(ge)) = 5(2,0,0,0,—1,—1).
y la S3-tabla de U estd dada en el Cuadro En esta tabla vemos la descomposicién como suma de dlgebras
de matrices donde se destaca el dlgebra de matrices 4 x 4 que corresponde a los endomorfismos de ©.
Por otro lado, se sabe que A = C[S3] es un édlgebra de Hopf y en particular una codlgebra. El coproducto

A: A — AR A estd definido por A(x) =x®ux, Vx € S3 y la counidad € : A — C estd definida por (x) =1, Vx € ¥,
de modo que A es un morfismo de S3-mdédulos.
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La estructura de codlgebra de C[S3] corresponde a una estructura de dlgebra en su dual, que tiene su propia
Ss3-tabla. Nosotros llamamos a esta tabla la S3-cotabla de la codlgebra, que es presentada en el Cuadro

L e[t e [ o
I || 1| O 0 0 0
Lsg 0 |1g | O 0 0
1o 0 1s Sg o
sg 0 sg | —3-1s c
c || 0 c —0 | 3-(lc®sg)

Cuadro 4.2.1: La S3-tabla de C[S3]

N lo g
1 Lir | L 1s Sg
L, Ly | 1gr 1s Sg -0
lo lo ls | 1,@1,® 16 —sg 0
sg sg | sg —Sg 1, @1l ®—-2- 16 0
c c | —o 0 0 1y ®—13D6-0

Cuadro 4.2.2: La S3-cotabla de C[S3]

Si miramos el dlgebra de Lie U™, entonces las representaciones triviales pasan a ser factores abelianos mientras

que sg y o forman el dlgebra de Lie s[(2). Luego, la S3-tabla de sI(2) es:

sg c
sg 0 20
o || 20 | 3-sg

Re-escalando los morfismos 7,, obtenemos que sl (2) presenta la siguiente S3-tabla:

sg | O
Sg 0 o
c || —o| sg

Notar que las G-tablas de dlgebras de Lie no necesariamente son antisimétricas. De hecho la S3-tabla de s[(2)

anterior no tiene la entrada (2,2) igual a cero. Esto ocurre puesto que m®:°~$ es anticonmutativa. Ademds, las

siguientes dos S3-tablas también son édlgebras de Lie:

sg | ©
sg |l 0| O
o 0 | sg

sg | o
sg 0 c
o |l —o

La primera es el dlgebra de Lie de Heisenberg b); y la segunda es el producto semidirecto C < C? cuyo corchete
de Lie estd definido por la férmula (2.1) mediante 7°¢:°. Estas dos, junto con el 4lgebra de Lie abeliana C3
y el dlgebra de Lie sl(2) son las tnicas dlgebras de Lie en que S3 actia por automorfismos descomponiendo

como sgd o.
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4.3. sl(2)-tablas

La mayoria de las estructuras multiplicativas que estudiaremos en esta tesis son estructuras de Poisson sobre
s[(2)-mdédulos. Es por ello que es muy importante preparar todo el terreno para poder describir estas estructuras

en términos de sI(2)-tablas.

4.3.1. Desarrollos de Clebsch-Gordan

Supongamos que V() y V|,,) son dos s[(2)-mddulos irreducibles de peso méaximo m,n con respectivas bases

simétricas {vZ?zi} o<i<n ¥ {vﬁfz /}0< g (Sec. . Por el Teorema de Clebsch-Gordan (Teor. , todo Vis)
- - ’ sjsm
que ocurre en la descomposicion de V) @ V,,,) es generado por el vector de peso maximo:

k

v?,m,s — Z C;lkm ;Ovn 2r 02 vm Z(k r)’ (43)
r=0

cuyos coeficientes son C'7" = (=1)" (4)/(*I™*) y 0 < k < min(n,m) es tal que s = n+m — 2k. Si

r n—r

{v':";;} es la base de peso de V) construida a partir de vi"™* dentro de V{,,y ® V,,,, existen coeficientes
<p<
0Spes — S s

71,m,s n,m,s n,m,s nmv n
C M; " tales que v Z QVi2j ¥ Vi2i @Vip_o; =M, 7vi75

ijp Y Mijp s=2p ij.p Yn-2i

Es decir, existen dos aphcamones 1""% € Homgy() (V(S) Vi ® V<m)) y m™"* Homgy() (V(n) ® V(m),V(S)) de-

finidas por:
nms . s Cms N
L < V- 2p'_>Z ij.p Vn— 21®vm 2j (4.4)
ij
nm,s . n i LIS, S
m 'Vn72i®vm72]’_>M]p s—2p 4.5)

con la suma sobre los i, j, p tales que s—2p =n+m—2 (i + j). En la ecuacién .5)) pedimos la misma condicién
sobre i, j, p, caso contrario es cero. Usando el isomorfismo de sl (2)-médulos Vig) = V&) dado en la Prop.[2.5.1]
tenemos que la composicién:

Wn WY

* Vi s * * *
Vig = Vi) = Vi @Vimy " Vi @ Vi — (Vi) @ Vim))

define un morfismo (1*)""* € Homg(5) (V(’;),V(’;) ® V(’,‘n)). Explicitamente,

(V§72[))* = ( 1)17 i 2(s—p) — Z( 1)pcznjmssp n—2i ®vm 2j — Z l+j+pclnjmssp (Vgi,”)* ® (Vgi,m)*,
i,j i,j

donde la suma es sobre todos los i, j tales que n+m —2(i+ j) =s—2(s—p) = 2p —s. Por la Prop. 2.4.1]
existe un isomorfismo explicito Homg) (V(’;) Vi ® V(’;l)) = Homyy(2) (V(n) @ Vim), Vs)) a través de:

(l*)n,m,s HZV§72P ® (l*)n,m,s ((v;,zp)*)

— Z z+/+P lnjmyspvi 2P® (Vgl;n)* ® (Vrznj,m)*
(i,J:p)

o L GG, () 8 () 5
L,JsP

con la suma sobre (i, j, p) tales que s —2p = n+m—2(i+ j). Por lo tanto, M;' 7" " = (—1)"" rm= ]J”’CZ”zfn isep
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y m™"™* es el sl(2)-morfismo dado por:
m v@w) = Y (1) (Vi) () (Viay) (0, (4.6)
(i.j.p)

n,m,s

Como dimHom,) (V(S),V(n) ® V(m)) =1, los morfismos 1 y m™"™* son tnicos salvo escalares.

Definicion 4.3.1. Se definen los coeficientes de Clebsch-Gordan (resp. los coeficientes multiplicadores) relati-
vos a las bases simétricas de V() ¥ V() alos coeficientes Cl" jmpv que describen los morfismos 1" ( resp. a los

coeficientes M."" D * que describen los morfismos m">"™*).

Notemos C; ’JO’ estdn dados por la formula y los restantes coeficientes se determinan por la accién suce-

siva de f € sl(2). A continuacion re-escalaremos los coeficientes C" e , bara que sean enteros. Estos nuevos

coeficientes, denotados por B:l lmps, seran llamados coeficientes de Clebsch—Gordan enteros para distinguirlos de

los coeficientes de Clebsch-Gordan “usuales” (ver Subsec. d.3.3).
4.3.2. Coeficientes enteros

Resulta que C;" 0p * por lo general no son enteros, por ejemplo kam jo =(-1) (k) / (" Hm _k) € Q. Sin embargo,

r n—r

n,m,s

podemos elegir las inmersiones 1 con coeficientes estrictamente en Z. De [DK17], tenemos el siguiente

Lema:
Lema4.3.1. Si {VZ—Zi}0<i<n’ {Vﬁ_zj} son las bases simétricas de V{,,) y V{,,), con vy, y vy son los vectores
== 0<j<m

de peso méximo. Entonces existen coeficientes By}, = (—1)" G0 (m+rr_k) € Z tales que:

~nmsf ZB?ZL”;OV” 2r®vm 2(k—r) “@.7)

es un vector de peso maximo en V(,,) @ V{,,, que genera al submaédulo V).

n,m,s

Demostracion. Como vy dado por |i es un vector de peso maximo que genera a Visy en Vi) ®@ Vi), €8

suficiente ver que B} ) = (”;’";k) (Z)ka'";o € Z para todo 0 < k < min(n,m) y 0 < r < k. De este modo,
Pyt = (";’f;k) (1)vs™* también es un vector de peso maximo. <o

Por lo tanto, si 7 mzs es el vector de peso s — 2p sobre V(,;) @ V), entonces:

~nmv 1,n,s n
Vs— 2p — Zszp n— 21®Vm 2j> 4.8)

donde B/ =y o (1) (5 (Zh (") € Z. Llamamos a B;"> los coeficientes de Clebsch-Gordan

i,j,p i—l
~1,1,S

enteros relativos a las bases simétricas de V) y V|,,). En este caso, la base {stzp} también es una base

n,n,s

simétrica y los B;;  satisfacen la siguiente relacion de simetria:

B = (=1)k B, (4.9)

J:Lp L1,p

Usando esta eleccién y definiendo D, s = ("*m;kﬂ)(

}’l m,s
M de . ) estan dados por la férmula:

N

e k), obtenemos que los coeficientes multiplicadores

n,m,s (_1)k 7,1,S
ijp B, im—js—p (4.10)
Dn,m,s

Como (747 (,24) = ()

que los coeficientes multiplicadores satisfacen la siguiente relacién de simetria:

) se sigue que D, ;s = Dy ns. Luego, usando la simetria li Vemos
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e C e @10

Ademas, si sy =n+m— 2k, so = n+m— 2k, son dos pesos que ocurren en la descomposicion de Vin) @ Vim)
con 0 < k; < min(n,m), entonces se satisface la siguiente relacion de ortogonalidad:

n,M,S] 3 7NM,Sy
Y, BUIME =6, (4.12)
i+ 7=p

donde 0 < p < n+mes tal que n+m—2p es un peso que ocurre en V() y p; = p — k; respectivamente.

Ejemplo 4.3.1. Veamos c6mo son los coeficientes de Clebsch-Gordan enteros B} para 1 <m <n < 2:

i,j,p
LV @V = Vig) V)
p=01| s 2 O p=1| s 2 p=21 s 2
i|J i i
001 0 1|1 1 112
110 1 1 01
0] 1 —1
2.Vie) @V = Vis) ©V)
p=01| s 3 1 p=1| s 3 1 p=2|s 3 p=31| s 3
i i il il
001 1101 1 1|2 21113
110 1 o111 2101
0] 1 -2 210 1
11 —1
3.V(2)®V(2)EV(4)@V(2)€BV(O)
p=0|s 4 2 0 p=11|s 4 2 0 p=21s 4 2 p=31| s 4
ilJ i|J i|J L
0011 1101 2101 2113
110 1 0111 1|12 1123
0|1 —1 210 1 021 p=4
210 1 012 . 21 1 il
11 —1 1|2 -1 21216
0|2 1

4.3.3. Coeficientes de Clebsch-Gordan usuales

Los coeficientes de Clebsch-Gordan usuales estén definidos al tomar bases de Clebsch-Gordan sobre Vi) y V)
(en lugar de bases simétricas). Revisamos de manera breve su definicién: Por un lado, decimos que tres enteros
o medio enteros jj, j», j3 satisfacen la condicion triangular (c.t.) si j1+ o+ jz3 €2y |j1 — j2| < j3 < j1 + jo.
Sea

\/ Uiz =) (1= +3) (Cir Hia+3)!
A(j1,j2,/3) = Ui+ tsa+1)!

si ji, jo, j3 satisfacen la c.t.

en cualquier otro caso
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Si mj,mp,msz son tres enteros o medio enteros, el correspondiente coeficiente de Clebsch-Gordan
CG(j1,m1; j2,malj3,m3) es cero excepto cuando m; +my = m3 y |m;| < j;. Si esto ocurre y m3 > 0, j; > ja,
entonces:

CG(j1,m1; jo,ma | j3,m3) = A(j1, j2, j3) V/(2j3+1)
AV Gr+m) (it —m) (2 +m2) ! (o — m2) U (js +m3)! (jz —m3)!

¥y (-1

= rl(j1+ja— 3= 1)1 —mi =)o +ma—r)(jz — jo +my +1r)!(jz — j1 —ma+r)!’

donde la suma es sobre todos los r € Z tales que los factoriales son no negativos. En el caso que m3 < 0 6

Jj1 < j2 podemos recurrir a:

CG(j1,mi; jo,ma | jaymz) = (=) 27BCG(ji, —mys jo, —ma | j3,—m3)

= (=)/"RTBCG (o, mos ji,ma | s ms).

Sean {v” y {v,’jj_z j}0< . las bases de Clebsch-Gordan de V) y V(,,,), se definen los coeficiente de
<j<m

n—2iJ0<i<n
Clebsch-Gordan estindares como C;'"" = CG(5,5 —i;%5,% — j| 5,5 — p). En este contexto, estos coeficientes

satisfacen la simetria C,"> jsp=(=1) 2 y el morfismo m™"™* dado en (4.6) queda escrito como:

n,m,s
l7]7p

P (V Q W) _ Z (_1)x Czrfjm; (Uﬁl—zi)* (v) (1)"::_2].)* (w) U;?_zp- (4.13)
(i,j.p)

con la suma sobre (i, j, p) tales que s —2p =n+m —2(i+ j). Por lo tanto, los coeficientes multiplicadores son

iguales a M?’j";f = (—l)sCf’jmlf para todo n,m, s, i, j, p donde los pesos tengan sentido.

4.3.4. Obtencion de la sl(2)-tabla

En esta subseccion nos restringiremos a sl (2)-dlgebras libres de multiplicidad. Por un lado simplifica la ex-
posicién y por otro lado, es suficiente para los casos en que estamos interesados en esta tesis.

En las subsecciones anteriores desarrollamos el punto 1 de la Sec. es decir fijar los mapas m™"*
N

correspondientes a la categoria de sl(2)-médulos. Ahora debemos fijar una descomposicion A =& A, en
n=0

s[(2)-submédulos irreducibles y sus correspondientes isomorfismos ¥ : Via,) — Un, que corresponde al punto

2 de la Sec. Para cada A,, que aparece en 2, la eleccién de 10 : Vir,) — Un se hace mediante la eleccion de
un vector dominante en U de peso A, y esta eleccién determina completamente 70 : Vi) = Un.

Si As = Ay + Ay —2¢ con 0 < ¢ < min(A,,A,,) entonces ‘%)iilm = {m**n%} estd dada por la ecuacion
. La sl(2)-tabla de U es el conjunto de coeficientes ¥, ,, tales que:

(= = L Yo" (4.14)
s
- -1 . -
donde "™ := 70 o P Ants o (T,? ® 7,9,) . Tal como el caso general, la ecuacién (4.14) puede escribirse en un

formato simplificado por:
Wy Wy = Y 1 Ny (4.15)

s
Para calcular los coeficientes ¥, ,, no es necesario contar con toda la tabla de multiplicar de U (ver|4.2.2). Mas
bien alcanza con conocer algunos productos estratégicos que nos conducirédn a los ¥, ,,. Esto se logra definiendo

los productos de Clebsch-Gordan:
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Definicion 4.3.2. Sean 20,,, %, dos componentes irreducibles de Ay V(;,),V(3,) los sl (2)-mddulos irreducibles
asociados, donde Y, 1’3;1't”/1r())L VQ L, ®v;L 24— € €l vector de peso mdximo Ay en V(3 ) @Vz,,) y Bi’;ﬁi’é’lﬂ son

m

los coeficientes de Clebsch-Gordan enteros, con A; = A, + A, — 2 para algiin 0 < { < min (A,, 4,,). Definimos

el producto de Clebsch-Gordan asociado a (n,m,s) como el elemento de A en A dado por:

A Ao As 0 0 m
ZB,, ri (Vo) 1 (Ve ) (4.16)

Notar que (4.16) es un mdltiplo de 7° (v%f ) por lo que el coeficiente ¥, ,, es determinado por la relacion
t 2.,,,2, a' A«n 0 }vm _ 0 A«s
r:OBrt ) Tn (v/l,,—Zr) T (vlmfZ(tfr)) - YHS,’"TS (vlg>’

4.3.5. Ejemplos

Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo. Sea A = V(3) @ V(1) y supongamos que el producto sobre A estd
definido a través de las relaciones V(3) - Vo) = V(2), V(2) - V(1) = —=3V(1) ¥y V1) - V(o) = —3V(1). Aqui A estd formada
por dos componentes irreducibles, donde una es isomorfa a V) y otra isomorfa a V|y). Luego, si {v%, v%, v%z}
y {v%,vl_ 1} son bases simétricas de V(2) y V), tenemos los siguientes productos de Clebsch-Gordan:

i v3-vi—v3vi=vi

2 —

ii. v3-vl—2v3.v1 = —3pl.
; 1,2

iii. 2v! 3 —vlvi=—3vl.

Los productos no listados son triviales y usando la accién de sI(2) obtenemos la siguiente tabla:

H V3 Vo vy ‘ Vi v
V3 0 —3v - % v3 0 v]
v(2) %V% 0 7%‘)272 7‘}% vll 4.17)
v2_2 %v% %v2_2 0 —2\11_1 0 .
vi |l o vt 0 0
v = =t 0 0 0

Observemos que U es anticonmutativa. En este caso, los morfismos m>%>2, mb>! y m?>!:! estdn dados del
siguiente modo:

m>2?2 =3 (v§) ® (v3) v3— 3 (v3) @ (vg) vi+ 3 (v2,) @ (v3) v — 3 (v3) @ (v2,) v
1 * * 1 *
- 5 (V%) (9 (V272) V2,2 + 5 (V%z) ® ( (2)) Vi,
! =3 (%) ® (v) v - 3 () ® (W) vi— 3 (%) @ ()" vhy T3 (22) @ (vi) vl
mt2 =2 (L) @ () vi— 5 () @ (08) v+ 5 (L) @ () i =3 () @ () v
Es decir, m">! = —m?!"! y usando la tabla (4 vemos que [v(z),vﬂ -V = —3m2’1’1(v(2) ®v%).

Lema 4.3.2. Las tinicas sl (2)-dlgebras con descomposicion 2 = V|,) no isomorfas entre si son C* y s[(2).
Demostracion. En efecto, supongamos que A = V(5 es una sl (2)-élgebra y consideremos {v%, v%, v2_2} una base
simétrica fija de V(,), con v3 el vector de peso maximo.

Por el Teorema de Clebsch-Gordan, V(5) @ V(2) = V(4) © V(2) © V() y como el producto es cerrado en ¥, las
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tnicas posibilidades para la sI(2)-tablas de 2 son:
Vi) Viy =0 6 Vig)-Vig) = 4V(2), ¢ #0

El primer caso es el dlgebra con producto trivial e isomorfa al dlgebra de Lie abeliana C3, por lo que resta ver el
segundo caso. Partiendo de V(5 - V(3) = gV/2), podemos realizar un re-escalado a través de la eleccion del vector

dominante v% y suponer que g = 1. Por lo tanto, tenemos los siguientes productos de Clebsch-Gordan:

1. v3-v3=0.

2.2 2.2 .2
2. Vo'Vz—Vz‘Vo—Vz.

3. vE v =34+ v, =0.

Aplicando f sobre la ecuacién 2 y f sobre la ecuacién 1 se obtienen las siguientes expresiones:
4.V, v =i, = v%.
2,02 1 2.2 _
5. VO'V2+V2’VO —O.
6. V2, v3+2v3-vi+v3?, =0.
2.2 2 _ 1

De 3-6 tenemos que v(z) . v% =0y de 2-5 tenemos que vj - v5 = %v% y v% Vg = ZV%. Finalmente de 3-4, sigue que

2 .2 _ 1.2 2 .2 1.2 T 2 .2 2 .
V3 Vi, = =5V, Y Vi, vy = Vs, Por lo tanto, la tabla de multiplicar de 2 en la base {vz,vo,vfz} es:
2 2 2
H V2 Yo =]
2 1.2 1.2
V5 0 —5Vy  —3V)
2 1.2 1.2
wo|l2v2 0 =%
2 1.0 1.2
Vo |l 2% 2V=2 0

Es facil ver que los productos anteriores satisfacen la identidad de Jacobi y resta probar que es isomorfa a s[(2).
Sea {e,h, f} la base estdndar de sI(2) y sea y : % — sl(2) dada por v — —%e, v3 — 1h, v, — 1 f. Entonces

y es un isomorfismo de sI(2)-Lie con lo cual (2, ) es isomorfa a sI(2). O

Consideremos A = V(,,). Si n es impar, los inicos médulos V() que aparecen en la descomposicion de Vi, @ V()
son con s pares y la dnica aplicacion sI(2)-invariante @ 2 — A es la nula. Si n es par, entonces V{,,) aparece
una tnica vez sobre V(,,) @V, y existe una tinica aplicacion sl (2)-invariante A ® A — A a menos de un miltiplo

escalar. Luego, V(,) - Vi) = V() ¥ 1, = 1. Ademas, tenemos el siguiente Lema:

Lema 4.3.3. El dlgebra A es conmutativa para todo n = 0 (4) y anticonmutativa para todo n =2 (4).

Demostracion. Sea {vr’f_zl.} o<i<, una base de Clebsch-Gordan de . Para ver cuando el producto en U es con-
. . : . n,n,n n n n,n,n n n
mutativo o anticonmutativo basta con ver como se relacionan m <Un72i @V, j) y m (vn72 i® vnle-).

En efecto:

mbn (1’3721‘ ® 0:1172./') :Mn"”’n'l):;,2p _ (_l)ncn,n,nvn

ij:p i,j,p “n=2p
3
nnan (,n n __gnn,n _(_1\nn 0 _(_1\3nmn 0
m (vn72j ® vn72i) *Mjﬂ'?p vn72p - ( 1) Cj7i7p vn72p - ( 1)2 Ci,j,p vn72p

con i, j,p tales que n—2p = 2n —2(i+ j). Para la Gltima expresién usamos la simetria que también
es cierta sobre los coeficientes de Clebsch-Gordan usuales. De este modo, si n = 4¢ vemos que (—1)" =1y
3

n

(—1)%” = 1, mientras que si n =4t + 2 vemos que (—1)" = 1y (—1)2" = —1. Es decir, A es conmutativa para

todon =0 (4) y anticonmutativa para todon =2 (4). O

Vimos que si n = 2 entonces A = s[(2). Para n > 4 nos preguntarnos en cuales casos 2 define un dlgebra

de Lie y por el Lema necesitamos que n =2 (4). Sin embargo, con rutinas computacionales vimos que
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para n = 6,10 por ejemplo, A no satisface ni Jacobi ni asociatividad. Con n = 6 se obtienen los octoniones
imaginarios (ver y con n = 10 el dlgebra A no es un dlgebra de Malcev [BMSO7]]. Tenemos ademads la
siguiente Proposicion:

Proposicion 4.3.1. Para todo n € N, la s[(2)-dlgebra A = V|, no es alternativa.

Demostracion. Sea {vZ?Zi} 0<i<, Una base de peso de A (simétrica o de Clebsch-Gordan) y notemos que existe
una tinica m""" : V(,y ® V) = V) no nula tal que m""" (vﬁ_% ® VZ-Z]‘) =M, vn 5, con0 < p <ntal que

2n—2(i+j)=n—2p.Six=Vv]yy=V!_, vemos que:

J

W (V) = Mg, =0
uesto que p = —% < 0. Luego m™"™" ( m"™"" (VI @ V') @ V" = 0. Por otra parte:
p que p 3 g n n—2j p

nnn (n n N\ — nn.n_n n,n,n n
m (v,, ®vn_21) = MO ¥ DVn—2p = MO’jAj_%vnfz(F%)

puesto que 2n—2j=n—2p < p= j—3 con 53 < j < n. Luego:

nnn (n nnn (n n n,n,n n n n,n,n ﬂﬂﬂn
m (vn®m (vn®vn72j)) Mojjiﬂm <Vn®vn2(j,21)) M0 ,1M

uesto que 2n —2j+n=n—-2r<r=j—nycomo 0 <r<n, 2 < j<n se sigue que j = n. Por lo tanto

p q J J y

xx)y = 0 pero x(xy) = M i‘ M" " # 0 con lo cual U no satisface la ley alternativa a izquierda. O
y p 0,n,2 5,0

Ejemplo 4.3.2. Hay exactamente tres s[(2)-Lie no isomorfas con descomposicién g = V() @® V/q)-
(

En efecto, sea g = V{;) @ Vo) una sl (2)-Lie y sean {v{,v',}, {v)} bases simétricas de V(;) y V(o). Por un lado,
vemos que V() ® V(1) = V(1) y V(1) @ V(1) = V2) ©V(g) y como dimV|g) = 1, claramente [V(O),V(o)] = 0. Luego,
los dnicos casos para la sI(2)-tabla de 2 son:

Caso I: [V(O),V(l)] =V y [V(l),V(l)] = V|¢)- Por lo tanto, se tienen los siguientes productos de Clebsch-

Gordan:
1. [vo, ]
i, [V}, 11] ["]1’ ]:2["}7"11] :Vg-

Como g es un algebra de Lie, debe satisfacer la identidad de Jacobi, es decir:

0= [v0> [Viv ! l” = HV&VH 7v£1] + va’vﬂ 7V171] = 2V8

de modo que v8 =0, lo que resulta absurdo. Luego, no existe s[(2)-Lie g = Vi) @ V(o) para el Caso 1.
Caso II: [V(),V(y] = V) ¥y [Vi1), V)] = 0. Por lo tanto, se tienen los siguientes productos de Clebsch-
Gordan:

i [VO’ l]
ii. [vi,v, ]:0

Es decir, g es un dlgebra de Lie con tabla de multiplicar:

0 11
H Yo V1oV
0 1
0 0 v vl
1 1
V1 gl
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No es dificil probar que g es isomorfa al dlgebra de Lie soluble C = C2.

Caso I1L: [V(o), V()] =0y [V(1),V(1)] = V(o) Luego, con argumentos similares a los casos anteriores obtenemos
que g es isomorfa al dlgebra de Heisenberg ;.

Caso I1I: [V(O) , V(l)] =0y [V( 1) V(l)] = 0. Es decir, g es isomorfa al dlgebra de Lie abeliana C @ C2.

Con los ejemplos anteriores vimos que by, C,1 < C? y sI(2) son SL(2,C)-élgebras. Podemos elegir las bases de

los irreducibles V) y los SL(2,C)-morfismos de modo que las SL (2, C)-tablas quedan respectivamente

H Vo Vi H Vo Vi Vo
Vo || 0 0 Vo || 0 Vo Voo || Vi
Vip || 0 Vo) Vay || =Yy 0

Ejemplo 4.3.3. Sea sl(3) con base {e31,e32,e21,h1 = e11 —ex,hy = exp —e33,€12,€13,¢23} ¢ identifiquemos
a s[(2) en sl(3) a través de V() = (e12, —/1,—2e21). En este caso sl(3) no es libre de multiplicidad puesto
que presenta la descomposicién sl(3) = V(g @V(ll) &) V(zl) © V(2), donde V(ll) = (e13,€23), V(zl) = (em,—e€31) y
V(o) = (id2) con id; la matriz diagonal (1,1, —2). Como todas las bases de pesos tomadas son bases simétricas
en relacion a la accion adjunta de sI(2) sobre sl(3), obtenemos que sI(3) es una sl (2)-Lie con sl (2)-tabla:

(=] © V2) V(ll) V(Zi )
V(o) 0 0 3V -3V3)
Voo 0 4y -3V, -3V, (4.18)
Viy |l =3V 3V 0 Viz) @ V(o)
iy I oy e VedVe 0

Para obtener los coeficientes en la s(2)-tabla anterior, basta ver cuanto da cada producto de Clebsch-Gordan,

que son listados a continuacion:

a. [~hi,en] —[en2, —h] = —denn y [2ea1,e12] — [h1, 1] + [e12, —2e21] = 0.
b. [—hi,e13] —2[e12,e23] = —3e13 y [~h1,e32] —2[e12, —e31] = —3es;.

c. [ex,e13] —[e13,e23] =0, [e13,€32] = enn 'y [e23,€32] + [e13,€31] = ida.

d. [idy,e13] =3ei3y [ida,e32] = —3e3.

Por otro lado, podemos preguntarnos cuales son las sl(2)-Lie no abelianas % = Vio)® V(ll) @ V(Zl) @ V(o) tales que
la s[(2)-tabla sea:

H Vo Vo Vi Vi)
V(o) 0 0 nv nVi
Vo) 0 AV(g) H V(ll) I~L2V<21)
V<1]) *er(ll) H V<11 ) 0 AR
V(21> —er(zl) l~t2V<21) Vi) @1V 0

donde ry, 72, U1, M2, V1,7 v A son pardmetros no nulos respectivamente. Al igual que en los ejemplos anteriores,
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usando los productos de Clebsch-Gordan asociados, podemos ver que U tiene la siguiente tabla de multiplicar:

Vg v3 ‘% v, Vi v 7 L
v8 0 0 0 rlv% r1v£1 rzﬁ% v,
v% 0 0 —%v% —%v% 0 —%v% 0 —%\7{
v% 0 %v% 0 —5Vvi, %v} —%vll %9% —%\71,1
v%z 0 %v% %v%z 0 2%\}171 0 %\711 0
v% —rlv% 0 —%v{ —%vl_l 0 0 ylv% —%vg—i— %v%
T I 0 . S I
N I e S I 3 0
ﬁ£1 —r217£1 %\7} %\71,1 0 %vg — %\% %v%z 0 0

donde {v)}, {v3,v§,v2,}. {vi.vL,} y {9],71,} sonlas bases simétricas de los sI(2)-submédulos de A. Como
A debe satisfacer la identidad de Jacobi, usando la tabla anterior obtenemos las siguientes ecuaciones:

N(ri+rn)=0 2y —-2u2=0  pEA-4u)=0  m(3A—4u)=0
Bt =0  fm—3m=0  nGA-4p)=0  NGL-2u-2u)=0
que tienen como solucién y; = %% U = %l, U = %l y r2 = —r1. Tenemos asi la siguiente proposicion:

Proposicion 4.3.2. Sea A =V, @ V(ll) @ V(zl) ©V|o) una sl (2)-Lie tal que la sI(2)-tabla a través de bases simétri-
cas es dada por:

H Vo Vo Vi Vi)
V(O) 0 0 *FV(IH rV(zl)
Voy | 0 AV v VG (4.19)
V(11) r V(11> %’lv(ll) 0 5V @ V)
V(zl) —rV<21) %AV(ZI) - % r/TKV(z) & KV o) 0

con A, r, k parametros arbitrarios no nulos. Entonces 2 es isomorfa como s[(2)-Lie a s[(3).

Demostracion. Sean {ug}, {u%,u%,u%z}, {u},ull} y {IZ},IZLI} las bases simétricas de los sl (2)-submédulos
de A que definen la sl (2)-tabla y sean {vg}, {v%,v%, v%z}, {v%,vll} y {17},1711} las bases simétricas de
los s1(2)-submédulos de s1(3) que definen la s[(2)-tabla (@.18). Sea y : A — sl(3) el isomorfismo lineal dado

por u — — 59, uj — %v%, uj = vl y i) — —%\7{. Entonces y también es un morfismo de sl(2)-dlgebras y
por lo tanto A = sI(3). o

4.3.6. El algebra de Polinomios C [x,y|.

Si bien aqui se tratan los casos de dimension finita, el concepto de sI(2)-tabla también se aplica en algunos casos
de dimension infinita. En efecto, consideremos 2 = C [x,y] con el producto usual de polinomios. Sabemos que

sI(2) actia por derivacion sobre U a través de

d d d d

€= —ygaf: —Xa*y,h:ya*y —xa-

Luego, y" es un vector de peso mdximo n en A y ademas:
* e. (xkynfk) — _kxkflynflﬂ»l‘



4.3. sI(2)-tablas 53

. f. (xkynfk) = —(n—k)xkrlynk,
* h. (XFy' ) = (n—2k)xkyrE,
Por lo tanto, obtenemos la graduacién C[x,y] = €B,~V(,) donde V|, = C, [x,y] = (y") para todo n > 0. Esta
graduacién coincide con la graduacion usual de . Para construir una s[(2) tabla de 2, tomemos la base simétrica
{Vn-2i}i_o de V{, con: |
Vaai=(—=1)'n(n—1)...(n—i+ 1)x'y"'

Luego, V(u,) - Vin,) = nl‘f,;z"zV(nﬁnz) y como el producto de Clebsch-Gordan asociado a (ny,n2,n; +nz) es:

ny

_ ny _ hitng
Vg *Vnp =Y Y " =Y )

se obtiene que ){1111;2"2 = 1. Por lo tanto, la sI(2)-tabla de A queda determinada por Vi) - V(;y = Viipy, Yk +1 > 0.
4.3.7. El algebra de los Octoniones

El dlgebra de octoniones O (ver [BCI8|[SSS09]) es una R-dlgebra con base canénica {eq,e;,e2,...,e7} y tabla
de multiplicar presentada por:

. H () €] (2] es3 €4 és €6 ey

() () (4] () e3 €4 és €6 ey
€l €l —€) es —e) es —eé4 —e7 €6
(%) e —e3 —€ el €6 e7 —€4 —és5
es es ey —e1 —e0 ey —é€q (] —eéy (4-20)
é4 €4 —é€5 —eq —€7 —€y el () es
és és e4 —ey e —€1 —ey) —e3 éen
€6 €6 ey €4 —e5 —en ey —ey) —e€1
ey e7 —é€q és s —€3 —e (4] —€y

con ¢( la unidad de O. Notemos que O = R @ ImO como R-espacio vectorial, donde R = (ep) y ImO =
(e1,e2,...,e7). Todo miltiplo real de e( es llamada octonion “real” puro y toda combinacién real de los restantes
e; es llamado octonion “imaginario” puro.

Por un lado, se sabe que O es un dlgebra alternativa no asociativa, con lo cual O~ se torna un algebra de
Malcev via el conmutador [—,—] (Sec. [2.1). Como [0,ImO] C ImO se sigue que ImO es un ideal de O~ y

ImO también es un 4lgebra de Malcev, por lo que satisface la identidad:
J(x,y,[x,2]) = [ (x,5,2) %], Vx,y,2 € ImO, (4.21)

donde J es el operador Jacobiano sobre O . Si bien el conmutador [—, —] define un producto sobre ImO, por
lo general se suele tomar x X y = 7 [x,y] =  (xy — yx), que es el producto vectorial 7-dimensional sobre ImO.

El grupo de automorfismo de los octoniones es el grupo simple compacto G, y el dlgebra de derivaciones
de los octoniones es isomorfa al dlgebra de Lie g. Una manera de ver que Der (0) = g5 es la siguiente: Dado
x € O, consideremos la aplicacién C, : O — O dada por Cy (y) = [x,y] = xy — yx. Cada C, es un endomorfismo
de O pero no es una derivacién de O.

Por otro lado, para todo x,y € O sea Dy, = [Cy,C,] + Clxy)- Se puede ver que Dy, es una derivacion sobre
O cuando x,y son octoniones imaginarios puros. Como ImO tiene dimension 7 y las derivaciones Dy, son

antisimétricas en las variables x e y, hay un total de 21 derivaciones de Q. Se prueba que Ker D es de dimensién
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7, de modo que Im D tiene dimensién 14 y es isomorfa a g;. Como x X y es un producto sobre ImO, también
concluimos que Der (ImQ) = g,.

Como s1(2) es una subdlgebra de gy, se sigue que O es una sl (2)-dlgebra con descomposicién O = V() @ V(g
donde V() son los octoniones reales puros y V() son los octoniones imaginarios puros. Notemos ahora que la
sl(2)-tabla de O debe tener la forma:

| Vo) Vio)
Voo || Vio) Vie) “22)
Vie) || Vi) 41Vio) @ 42Vie)
con g1 y ¢ coeficientes a determinar. Como el producto en ImO estd definido por x = 1 [—, —], la s(2)-tabla

. 2
de ImO queda determinada por V() X V(g) = %ZV(()).

Veamos ahora como determinar los valores de g y q2. Sea U = V() @ V(¢ una sl(2)-dlgebra con sl(2)-
tabla dada por y supongamos que {1)8 } y { Uélzi}o << son bases de Clebsch-Gordan de V(g) y V(g
respectivamente. Los productos de Clebsch-Gordan asociados son:

1. vl 08 =18,
2. Puf -0 — 009 vf + 500 0§ — - v = —qa0,
3. MTpb 8 — Y16, vf 4 YT, 08 — YTyb. v 4 VT8 .06, — YT96.p6 , 4 YTpb. 98 — g 0.
Por lo tanto, con argumentos similares a los expuestos en la Subsec. obtenemos la siguiente tabla de

multiplicar:

. H X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

xo || X0 X1 x x3 x4 x5 Xg x7
R 0 0 0 %xl & \/65\/6)62 M ql%ﬁxo + quygm

x|lx 0 0 —@xl ng@xz 0 _a ‘[x()—i-qz‘/gm ngﬁxs

x w0 - 0 oy 0y aby, 0 a2y (4.23)
S I —* ~ 275, e — /oy 25y,

x5 || x5 —x 0 % — % —x 0 742\/6§\f6x7 0

X6 || X6  —*x  x— 0 —x —% 0 0

x7 || 07 x—x  —x —x % 0 0 0

Aqui, xg = 1)8, X = D66—Z(i—l) y los demds productos en la tabla se obtienen por simetria con el cambio de
signo especificado en la misma. Notar que x( es la unidad en A y como U debe ser alternativa, calculando los
productos (x1,x1,x7) y (x2,%2,x¢) debemos pedir que g; # + % =0 o equivalentemente g; = \{q% Tomando
g>» = /6 obtenemos que ¢; = — /7 y la tabla queda escrita como (4.24).

Para ver que % = O como algebra fue necesario realizar una rutina computacional para obtener un isomor-

fismo lineal y : A — O que traduzca (4.24) a (4.20). Enunciamos asi la siguiente Proposicion:

Proposicion 4.3.3. Si A = Vg, @ V) es una sl(2)-dlgebra cuya sI(2)-tabla es cong; =—V7yq = V6.
Entonces A = O como algebra.

Demostracion. Sea U una sl(2)-dlgebra en las condiciones mencionadas y sean {00 } y {v¢ }0 e 6 las bases
de Clebsch-Gordan de V) y V(¢) y denotemos por xo = 1)0, Xi= 1)6 2im1) de modo que la tabla 3) de A (en

este caso) resulte:
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. H X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

X0 || xo X X2 X3 X4 X5 X6 X7
x1 || X1 0 0 0 X V2x V2x3  —xo+x4

x || X2 0 0 —V2x1 —x 0 X0 + X4 \ﬁ)@

x3 || x3 0 V2x 0 —X3  —X)—X4 0 V2x6 (4.24)
X4 || x4 —X] X2 X3 ) —X5 —X6 X7

X5 || x5  —V2x 0 —Xxo+x4 X5 0 —V2x7 0

Xe || X6 —V2x3 xo—x4 0 X6 V2x7 0 0

x|l x7 —xo—xa —vV2xs —V2x¢ —x7 0 0 0

Fijando la base {e;}(;<7 de Oy {x;}o;<7 de U, sea y : O — A el isomorfismo lineal definido por la matriz:

1 0 0 0 0 0 0 0
00 £ o o0 o0 -—Y¥ Vi
o2 o o £ 0 0 0
o0 o ¥ o o ¥ 0
o0 0 0 0 —i 0 0
00 o ¥ o o £ 0
o X o o -2 0 0
o0 -¥2 o o0 o0 o0 -

Se puede ver que Y también es un isomorfismo de dlgebras, es decir Y (e;-e;) = ¥ (e;) - Y (ej) = x; - x; para
todo 0 < i, j <7. Por ejemplo:

w(en wlen) = < ot f’}%) - ( Vs ﬁ"%) — ()

2 2
()()_ﬁ+@._ﬁ_ﬁ_@_ﬁ_()
yiey)yie) = ZX2 2x6 2x1 2)(7 = 2X3 ZXS =y(e3
con el resto procediéndose del mismo modo. Luego, A = O como algebras. O

El valor ¢ = /6 fue escogido para simplificar el término fraccionario en la expresién de g;. Tomemos
ahora A; = V(o) © V() una sl(2)-dlgebra con sl(2)-tabla |b donde g1 = —V7y g =1-vV6cont #0.
Usando el isomorfismo y anterior, podemos suponer que 2, es un dlgebra con de multiplicar dada por:

. H €0 e] e es é4 es €6 ey

€Q €Q el e es é4 és €6 ey
el el —eq te3 —tep tes —teq —teq teg
ey || ea —tes —eq teg teg te; —teq —tes
ez || e3 tep —tej —eo te; —teg tes —tey (4.25)
e4 || e4 —tes —teg —tey —ep teq tey tes
es || es teq, —teqy teg —teq —ey —tez tep
€6 || € tey teq, —tes —tep tes —ey —tey
e7 || e —teg tes teq, —tez —tep teq —eq
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Proposicion 4.3.4. El dlgebra 2, con tabla de multiplicar satisface las siguientes propiedades:

1. A es un dlgebra alternativa siy sélo si ¢t = £1.

2. A no es un algebra de Malcev para todo ¢ € R.

3. A; es un dlgebra de Malcev para todo ¢t € R.
En particular, O admite deformaciones 2, que no son dlgebras alternativas y cuyas dlgebras U, asociadas son
algebras de Malcev.
Demostracion. Para (1), notemos que e; - (¢;-¢;) = —t?ej y (e;-e;)-e; = —ep - e; para todo i, j # 0 distintos
entre si. Por lo tanto, > — 1 = 0 <>t = 4-1. La ley alternativa a derecha se prueba con el mismo argumento. Para
(2), basta tomar e, e, e y calcular la identidad :

J(e1,e0,e2)-e1 = —t?e; J(e1,ep,e1-€2) = e

J(er,e2,e0)-e1 = 7€) J(e1,e2,e1-€0) = —e2
Luego si ¥, fuese un dlgebra de Malcev, deberia verificarse simultdneamente que 2t> =0y 1>+ 1 =0, lo que es

absurdo. Finalmente para (3), usando la tabla (4.25)) y calculando el producto [—, —] de %, , obtenemos la tabla
de multiplicar:

)
(=)

el 2] e3 ey es €6 €7
eo 0 0 0 0 0 0 0 0
el 0 0 te3 —tep tes —teq —tey teg
e 0 —tes 0 te; teg te; —teq —tes
e3 0 tep, —teq 0 te; —teg tes —teyq (4.26)
e4 0 —tes —teg —tey 0 tey tey tes
es 0 tes, —teq teg —teg 0 —tes tey
€6 0 tey tes —tes —tep tes 0 —te;
e7 0 —teg tes teq —tez —tep tey 0

Luego, para todo i,j,k > 1 tales que J(ejej,ex) # 0, obtenemos que J(ejej,lei,ex]) = +6t%¢; y
[ei,J (ei,¢j,ex)] = £6t3¢; para alglin /. Por mencionar algunos ejemplos:

J(e1,e2,le1,e4]) = —6t3¢s, [e1,] (e1,e2,e4)] = —613eg

J(e1,ea,[e1,e5]) = —6t3e7, [e1,J (e1,e2,e5)] = —6t3¢;
J(e1,e3,le1,e6]) = —6t3es, [e1,J (e1,e3,e6)] = —6t7es
J( ) e1,J ( )

817637[61,67} :6t3€4, [ €1,€e3,e7 ] 6[36‘4

Es decir, J (e, e}, [ei,ex]) = [ei,J (ei,ej,ex)] conlo cual 2, es un dlgebra de Malcev para todo 7 € R. o

4.4. La sl(n)-tabla de familias de algebras de Poisson

En el Teor. mostramos que %, = gl(n)=gl(n),, es un dlgebra de Poisson cuyo producto asociativo es
dado por el anticonmutador [—, —] y el corchete de Lie {—, —} es dado por la accién adjunta.

Existe también otro producto asociativo sobre gl (n) < gl(n) , que define una estructura de algebra de Pois-
son y que denotaremos por Z,,. En esta seccién describiremos este producto y daremos las sl (n)-tablas para
cada una de las algebras de Poisson &2, y 2,,.

Primero recordemos que, como en toda algebra de Lie semisimple, la representacion adjunta de sl(n) es

autodual y por lo tanto la representacion trivial de sl (n) aparece con multiplicidad 1 en producto tensorial de la
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adjunta por si misma (a través de la forma de Killing), es decir:
dimHomg,) (sl(n) ® sl(n),C) = 1.
En el caso de sl(n), podemos elegir como base de este espacio directamente a:
my(A,B) = Tr(AB+ BA)

que es lo mismo que 2Tr(AB), pero elegimos la expresion anterior para enfatizar su conmutatividad. Por otro
lado, la representacion adjunta aparece con multiplicidad 2 en el producto tensorial de ella consigo misma, es
decir:

dimHom, (sl(n) @ sl(n), sl(n)) = 2.

Este espacio tiene una base formada por dos productos, uno anticonmutativo dado por el corchete de matrices

mi?(A,B) = [A,B] y el otro conmutativo dado por:
1
mgd(A7B) =[A,B] - *mO(AvB)I'
n

Observar que el segundo sumando sirve de correccion para obtener un resultado de traza nula. Definamos
2, = gl(n)o=gl(n); cuyos elementos del primer factor son denotados con un subindice 0 y los elementos del
segundo factor son denotados con un subindice 1 respectivamente. Como gl(n); = CI; @ sl(n);, definamos sobre

2, el siguiente producto conmutativo:
IyoB=B VYBec 2,
ILoB=0 VBe 2,
AgoBy=mi(A,B), € sl(n),
Aoo By =moy(A,B)I
Ai1oB1 =0
y sea {—, —} el mismo corchete definido sobre &, dado por el conmutador de matrices (Teor. [2.10). Notemos

que &, con el producto [—,—] no es unitaria, mientras que 2,, con el producto ¢ si lo es (donde I es la

unidad). Tenemos asi el siguiente Teorema:

Teorema 4.1. (2,,{—,—},¢) es un dlgebra de Poisson.
Demostracion. La demostracion es similar a la presentada en el Teor. Veamos primero que ¢ es un producto
asociativo. Si Ag, By, Cy € sl(n)o, entonces:

(AgoBo) oCo=m3¢ (A,B), oCy

1
= <[[A7B]]1 - an(AvB)Il> ©Cy

=Co<[A,Bl;
=my (C7 I[AaB]])Il

Ao (BooCo) =Agomy? (B,C),
1
:AO<> ([[Bac]ll - an(Bac)h)

=my (A7 [[BaC]])Il
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Pero mg (C, [A,B]) = mq (A, [B,C]l) de modo que ¢ es un producto asociativo (en los demads casos la prueba es
trivial). Veamos ahora que los productos satisfacen la ley de compatibilidad. Si Ay, By,Cy € sl(n)y entonces

1
{A0,ByoCo} = {Ao, [B,Cl, — o (Bvc)ll} = {Ao,[B,Cl,} = [{A,B},C], +[B,{A,C}],

1 1
{A7B}00C0 +Boo {A,C}O = H{A,B} 7C]]] - ;mo ({AvB} ,C) I +B, {A7C}]]] - ;mO (B, {A,C})[l
= I[{AaB} aC]ll + [[Ba {Aac}]ll
puesto que mg ({A,B},C) = 0 por la conmutatividad de la traza. Como en los demds casos la prueba es trivial,
se sigue que los productos satisfacen la ley de compatibilidad. Esto concluye la demostracién. O

Como 2, es unitaria y &, no lo es, se tiene que &7, # 2, como algebras asociativas y por consiguiente como
algebras de Poisson. También se puede ver que &2, ¥ 2, como sl(n)-dlgebras, cuyas sl(n)-tablas son dadas a

continuacion:

Teorema 4.2. Las sl(n)-tablas correspondientes al producto asociativo [—, —] sobre &, y al producto asocia-
tivo ¢ sobre 2, son:

[—,-1 Iy sl(n)o sl(n); | I o Iy sl(n)o | sl(n); | I
Io I si(n), 0o |o I Iy | si(n) | si(n) | I
si(n)o || sl(n) | )V ein | o | o si(n)o || sl(n)o | i) | 1 |0
sl(n); 0 0 0 0 sl(n)y || sl(n); I 0 0
I 0 0 0 0 I L 0 0 0
La sl(n)-tabla del corchete {—,—} sobre &2, y 2, es igual a:

{=—} || fo| sln)o | sln)i |1

Iy 0 0 0 0

si(n)o || 0 | si(m)) | sim)™) | 0

si(n); || 0 | si(n)|™) 0 0

I 0 0 0 0

donde (*) se refiere que es via mgd y (**) se refiere que es via m‘lld. Luego, ambas &, y 2, son sl(n)-Poisson.
Demostracion. Por un lado, el corchete {—,—}, que es el mismo para &, y 2, estd definido por la accién
adjunta de gl(n)o via m¢¢ sobre gl(n)o y gl(n);. Por lo tanto, claramente es igual a cero si multiplicamos sobre

las identidades /; e igual a sl(n); si multiplicamos por sl(n)y y los coeficientes no nulos de la sl(n)-tabla de

{—,—} son iguales a 1. Para el producto [—, —] sobre &, consideremos los siguientes productos:
C-h®C-Iy—C-L C-Iy®sl(n)y — sl(n); sl(n)o®@C-Iy — sl(n),
Iy®ly— 1,11, Iy ®Ap — [1,Al, Ao 1y — [[A T,
sl(n)o ®@sl(n)o — sl(n); sl(n)o®sl(n)g - C-1;
Ao ® By mi¢ (A,B), Ag® By mgy(A,B) I,

notar que Iy actia como una identidad trasladada (en el sentido que [ly, Aol = 2A1).

Como mi%(A,B) = [A,B] — %mo(A,B)I, claramente [A,B] = m4(A,B) + %mO(A,B)I. Por lo tanto
[sl(n)o, sI(n)o]l = sl(n)1 & 11; y los coeficientes son 1y 1.

Para el producto ¢ sobre .2, sabemos que el factor /; es la identidad y considerando los siguientes productos:
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C-he2,— 2, sl(n)o ®sl(n)o — sl(n);
@A A Ao ® By — mié (A,B),
sl(n); ®@sl(n)g — C- 1 sl(n)o®sl(n); - C- 1
A1 ® By — mo (A,B) I Ao ® By — mg (A,B) I

quedan determinados que todos los coeficientes no nulos de la sl(n)-tabla son iguales a 1.
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Capitulo

La Cohomologia H***

Dada un édlgebra de Lie g y un g-médulo V, recordaremos la definicién de la cohomologia de g con coeficientes
en V junto con algunas propiedades. Posteriormente nos restringiremos al caso que V = A®g cuya cohomo-
logia usualmente serd denotada por H** y le daremos una estructura de stper-dlgebra de Poisson (Sec. [5.4).

Asumiremos que el lector estd familiarizado con conceptos bésicos del dlgebra homoldgica.

5.1. El complejo de Chevalley-Eilenberg

Esta seccidn estd basada en [HS71] y la mayoria de los conceptos también pueden verse en [Wei194, [Kna88|
CE56]. Revisaremos la construccién de un complejo de cadenas X, (g) — 0 con el que definimos la cohomologia
de g con coeficientes en V.

Sea U, al dlgebra universal envolvente de g e identifiquemos a g =1 (g) C U,. Para cada p > 0 consideremos
el Uy-médulo libre X, (g) = Uy ® APg con base {1®x, A+ Axg, 0 1 <k <... <k, <p}, donde {x};; es
una base de g. Como la categoria U;-mod es naturalmente isomorfa a la categoria g-mod, cada X, (g) también

es un g-mddulo y existe un dnico morfismo de aumento € : Xy (g) — C tal que € (x) =0, Vx € g.

Definicion 5.1.1. Dado p > 1 definimos el morfismo d), : X, (§) — X,,—1 (g) por:
o d(u®x)=u-x.
e d,=d,;+d,, paratodo p > 2, con cada término definido por:

P .
dpm (UXI N+ Nxp) = Z(fl)l+1u~x,-®x1 N AX N AXp

—

dpy (X1 A Axp) = Y (1) U@ [, X AX A A A A A Ay
i<j

donde la notacion X; significa que el elemento x; es omitido.

La idea es probar que X, (g) £ C — 0 es una resolucién libre del g-médulo trivial C. Esto implica mostrar que:
1. X, (g) es un complejo de cadenas con diferencial d.

2. X, () 5 C — 0 es una sucesi6n exacta.
La afirmacién (2) sigue del Teorema y la afirmacién (1) se obtienen mediante una serie de Lemas que
conducen al resultado deseado. Para y € g definimos los morfismo de g-médulos 0 (y) : X, () — X, () y

6 (7) : X, (3) = Xps1 (a) como:

p ,
0(y)(1®@x1A---Axp) = —y®X1/\---/\xp+Z(—1)l+l L& [y, X ] Axp A~ AZi A=+~ Axp 5.1
i=1
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c()(1®@xiA---Axp) =1QyAxi A---AXp (5.2)

Lema 5.1.1. Para todo x,y € g, valen las siguientes igualdades:
L6 ([x,y]) =[6(x),0 ()]

2. 0(x)o(y)—0(y)0(x)=0c([x,y]). »
Demostracion. Por un lado, notemos que (— 1) 1& [y, ;] Axi A+ - AZi A Axp = 1RXI A A, X A- - Axp.
De este modo, para todo x,y € g:

p
0()(1@xI A AXp) =—y@xI A AXxp+ Y 1@ A Ay, x| A Axp.
i=1

=

p p
0(x)0(y)(1®x1 A Axp) :yx®x1/\-~/\xpry®x1/\~~~/\[x,x,’]/\-~~/\xp72x®x1/\~-'/\[y,x,']/\~--/\xp
i=1 i=1

P
+Y 1@x A Apx] A AR XA Ax+ Y 1@x A Al X A Axp

i#] i=1

Por lo tanto, reordenando los términos y usando la identidad de Jacobi obtenemos que:

[e(x)ae(Y)](IQ?xl/\"'/\xp):_[an]@’xl/\"'/\xp—f-il®x1/\~~-/\[[x,y],xi]/\~~~/\xp

i=1

— 9 ([e)]) (1 @x1 A Axy)

lo que concluye el resultado. &

Lema 5.1.2. Para todo y € gy p > 0 valen las siguiente igualdades:

L o(y)dp+dprio(y)=—6(y).

2. 0(y)dp=dyp0(y).
Demostracion. Probaremos sélo la expresion (1). Para esto, basta probar la igualdad sobre los generadores
1 ®x1 A--- Axp. El primer término del lado izquierdo de (1) es igual a:

(=)™ o () (G @x1 Ao A Ao Axp)

M~

o) d,(1@x1A---Nxp) =

i=1

Y (=)™ 0 (3) (1@ i, ] Axy Ave AFi A A A Axp)
i<j

_|_

p .
=x1 @Y AR A Axp+ Y (D) T R @YAXI A AT A Ay
=2

+ Y (D™ 1@y A, x ] Axy A AZ A AZ A A
i<j

mientras que el segundo término del lado izquierdo de (1) es igual a:
dp16 () (1@X1I A Axp) =y@X1 A= AXp—X1 QY AX2 A AX)p

» .
=Y (D) @y A A AR Ay
=2

P .
=Y (=)@ Axi A AKX A Ay
j=1

+ Y (D)@ [, x ) AYAXT A AR A AKG A Ay
i<j

Sumando ambas expresiones obtenemos el lado derecho de (1). Para probar (2), basta aplicar induccién ma-
temdtica y usar el Lema[5.1.1| o
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Corolario 5.1.1. X, (g) — 0 es un complejo de g-médulos libres.
Demostracion. Apliquemos induccién sobre p. Para p =1 vemos que dyod; =0y €(x) =0,Vx€g.Sip>2
entonces d,_jod, (1®x1 A\---Axp) =dp—10d,0 (x1) (1®x2A---Ax,) y porel Lemal|5.1.2

dp-10dy0 (x1) = —dp1 [0 (x1) + 0 (x1)dp1]
=—dp10(x1) —dp-10(x1)dp-1
=—dp_10(x1)+ 60 (x1)dp—1+0(x1)dp_2dp—1 =0
(1) @)

donde (1) es nulo por el Lema mientras que (2) es nulo por hipétesis inductiva. o

Teorema 5.1. (Koszul) X, (g) = C — 0 es una resolucién libre de C.
Esquema de demostracion: Los detalles de la demostracion se encuentran en [HS71, pag 242], cuyos pasos
importantes son:
1. Sea {x;},.; una base de g con orden total <y consideremos la base de X,, (g) formada por los monomios
Xy oo Xk, @x;, A= Axg,conky <<k ylp <... <y
2. Paratodo p >0, sea F, _1(3) =Cy F,,(g) el C-submédulo de X, (g) generado por todos los productos
DYSEREER Xk, @x1; N--- Axp, conm+n < p.
3. La familia F,(g) = {F,.(g)}, define subcomplejo de C-médulos de X, (g) para todo p > 0, con
dy (Fpu(8)) C Fpn—1(g). Ademas:
* Fp(9) CFp-1(9),
* Xe (8) = Up>0 Fp (8), donde en cada grado n tenemos que X, (8) = U, >0 Fp.n (9)-
4. Los F, (g) son exactos para todo p > 0, con lo cual X, (g) es exacto. O

Coroléario 5.1.2. (Chevalley-Eilenberg) Si V es un g-mddulo, entonces la homologia de g con coeficientes en

V es la homologia del complejo de cadenas:

Xe(8) @V =A\g@V

En este complejo, una n-cadena es un monomio de la forma x; A--- Ax, ® v y el diferencia d : A\"gQV —
N la®@V es dado por:

(=) X A AR A AXy @V

-

Il
—_

dxi A Ax, ®@v) =

Y (1) [ X AXT A AR A AKX A AXy @Y
i<j

_|_

Por otra parte, la cohomologia de g con coeficientes en V es la cohomologia del complejo de cocadenas:
Homg (X, (9),V) = Hom (A*g, V)

En este complejo, una n-cocadena ® : A\"g — V es un morfismo n-lineal alternante y el diferencial 6, :
Hom (A\"g,V) — Hom (\""'g, V) es dado por:

n+1

(8:0) (41, Xns1) = Y (= 1) i (1 By 1) (5.3)

i=1

—|—Z(—1)i+j¢ ([xi,xj] ,xl,...,fi,...,fj,...,x,1+|)

i<j

En ambos complejos, la notacion X; significa que el elemento x; es omitido.
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Puesto que A”g = 0 para todo p > N, claramente del Corolario anterior se tiene el siguiente hecho:

Corolario 5.1.3. Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita dimg = N, entonces H” (3,V) = H, (3,V) =0
para todo g-médulo V'y p > N.

Para cada entero no negativo n, se define el espacio vectorial de n-cocadenas de g con coeficientes en V como:
C"(g,V) :=Hom(A"g,V) = \'g"®V,

esto es, el espacio de todas las n-formas lineales alternantes de g en V. El complejo de Chevalley-Eilenberg es

el complejo de cocadenas:

0-% %, V) -2l (g, V) 2 2 o (g,v) 2 ot (g V) 2L L (5.4)

cuyo diferencial estd dado por la ecuacién (5.3). Como es usual, Z" (g,V) = Ker (§,) denota a los n-cociclos y
B"(g,V) =1Im(6,-1) alos n-cobordes respectivamente.

Si &, denota el diferencial sobre el complejo C*®(g,C) entonces (C®(g,C), ;) es un dlgebra diferencial
graduada. Es decir, para todo w € APg* y u € A?g* vale que:

S (onp) =68 (@) A+ (—1)"oAS (1) (5.5)

Por otro lado, si V e cualquier g-mddulo, entonces el espacio vectorial graduado C*®(g,V) = @,5,C" (3,V)
satisface:
S(wev)=8(0)@v+ (-1 ond () (5.6)

donde & : V — ¢* ®V es el diferencial sobre C*(g,V) en el grado cero. Notar que en el segundo término de
(5.6) se coloca A puesto que & (v) € g* ® V. En este complejo, se define la derivada de Lie relativa a x como la
aplicacion 6, : C* (g,V) — C*(g,V) dada por:

0y (@) (x1,... %) :x.a)(xl,...,xn)fZw(xl,...,[x,x,-],...,xn) 5.7

i=1
y el producto interior por x € g como la stiper-derivacién 1, : C* (g,V) — C*~!(g,V) de grado —1 dada por:
L (@) (X1, Xn—1) = @O (X, X1, ..., Xp—1) (5.8)

con 1, (v) =0, Vv € V. Notemos que la derivada de Lie 6, define una estructura de g-médulo sobre C" (g,V) a
través de la accion x. ¢ = 6, (¢). Ademads, se puede ver que los morfismos (8, 6., 1,) satisfacen las siguientes
identidadedt

OL+16 =06, 6Oly—1,0,=14,, 675-56,=0. (5.9)

Observacion 5.1.1. Sea C el g-médulo trivial, entonces C° (g, C) = C y existe un isomorfismo natural:
H®(3,C)=C

Similarmente, C' (3,C) =gy 8 (@) (x,y) = —® ([x,y]), de modo que Z' (g,C) son los operadores lineales que

! Aqui 1a notacién multiplicativa denota composicion.
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se anulan sobre [g,g]. Como B! (g,C) = {0} resulta que:

#60)= (g)

Tomemos ahora el g-médulo adjunto g. Entonces 70 (8,9) son todos los x € g tales que 6 (x) = 0, es decir:

H'(g,0) =3

donde 3 es el centro de g. Ademds, Z' (g, g) son las derivaciones de g y B' (g,g) son las derivaciones ® € Der (g)

tales que @ (x) = x.y = —ad, (y) para algiin y € g, que son las derivaciones interiores de g. Por lo tanto:
Der (g)
H' ,q) = = Der,
(8,0) = — © (9)

donde Der, (g) denota a las derivaciones exteriores de g, es decir, aquellas que no son corchetes [x, —] con x € g.

5.1.1. Notacion

Usualmente denotaremos por C** = A*g* ® A°®g al complejo de g con coeficientes en A°®g. Luego, CP4 =
APa* ® Ag es la componente (p,q) que la consideraremos de grado |C?| = p + ¢ — 2. Un monomio tipico
en CP4 serd denotado por XX @x e X, donde {xi,...,x,} es una base de g con respectiva base dual
{xl,...,x”} en g*.

Si & es el diferencial de Chevalley-Eilenberg sobre C**, entonces Z** = Ker (8) representa a los cociclos
y B** =1Im(d) a los cobordes. La cohomologfa es H** = ], ,H* =D, ,H” (3,\?g). Usaremos la notacién

C** (g) cuando sea necesario especificar el dlgebra g (similarmente sobre los demds espacios graduados).

Observacion 5.1.2. C** es un algebra graduada stiper-conmutativa con el producto - : CP4 x C" — CPT"4+s
dado por:
() (yaw)=(—DYMoryvaw (5.10)

El diferencial de Chevalley-Eilenberg & sobre C** es una stper-derivacién puesto que:
(@) (wow) =80 @) (Wow) +(=D)* (9ov)-§(yeow) (5.11)

con lo cual (C**,-,8) es un dlgebra diferencial graduada. Ademds:

1. Si(¢®v),(y@w) e Z** entonces (¢ @v) - (Y @w) € Z*°.

2. Si(p®v)eZ, (yow)EB** 6 (pRv) e B, (y@w) € Z** entonces (¢ @v) - (Y @w) € B**.
Es decir, Z** y B** son subdlgebras graduadas de C** y B**® es un ideal graduado de Z**. Luego, la coho-
mologia H®* es un dlgebra graduada super-conmutativa, donde el producto pasa al cociente como el
producto copa \ : HP4 x H"S — HP1Ms,

Por la proposicién.1.1, C** es una g-stper-algebra y por la proposicién[2.7.1|cada x € g define una stper-

derivacion t, de grado —1 sobre C**°.

Proposicion 5.1.1. C** es un Der (g)-mddulo por derivacion a través de la accion dada por:

)4
(D.9) (x1,...,%5) =D.9 (x1,....5,) — Y ¢ (x1,...,D.Xg,...,x,), Vo € CP*,D € Der(g) . (5.12)
k=1
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Demostracion. En efecto, si D,E € Der(g) y ¢ € CP, entonces:

([D,E].9)(x1,...,xp) =[D,E]. ¢ (x1,.. ,xp)—i(j)(x], oy [DE] o Xgs .y Xp)
k:
:(DE)'¢(X17" X ) ( ) (x17 7xp)
—iq)(xl,...,( ) e Xky oo X +Z¢ X1, D).Xg,...,Xp) (5.13)
k=1

M"c

[D.(E.9)](x1,...,xp) =D.(E.0)(x1,.. (E.9)(x1,....,Duxp;. .., Xp)

~
Il
-

p
D.(p(xl,...,E.xk,...,xp)—ZE.(b(xl,...,D.xk,...,xp)

=
|
1=

=D.(E.¢(x1,...,x,

k=1 k=1
P
+ZZ¢ Xty Expyo DXy xp) + Y 0 (1, ELDux, . Xp) (5.14)
=1kl k=1
P
[E'(D ¢)] (xh ,)Cp) :E'(D'(p)(xl?"'vxp)_Z(D'(P)(xh E g, 7xp)
k=1
P P
:(E.D.(P(xl,...,xp))—ZE O (x1,...,D.xg, ,xp)—ZD O (x1,... EXpy..0yXp)
k=1 k=1
P
—i—ZZd) X1,. D.xl,...7E.xk7...,xp)—|—Z¢(x1,...7D.E.xk,...,xp) (5.15)
.y =1
Luego, de las ecuaciones (5.13), (5.14) y (5.15)) vemos que [D,E].¢ =D.(E.9)—E.(D.9). O

La accién de Der(g) definida en la expresion (5.12)) también vale sobre C* (g, V') cuando V es un Der(g)-mdédulo.

Con respecto al producto interior 1, se tiene lo siguiente:

Proposicion 5.1.2. Si V es un Der(g)-médulo entonces D - 1,(®) — 1, (D - @) = 1p.,(®) paratodo z € g, D €

Der(g) y @ € C*(g,V).
Demostracion. En efecto, notemos que:

[1;(D-®)] (x1,...,%p) =1, (D- @) (x1,...,Xp)

P
:D-a)(z,xl,...,xp)—a)(D-z,xl,...,xp)—Za)(z7x1,...,D-x,-,...7xp)
P
[D-1.(®)] (xl,...,x,,):D'Lz(a))(xh...,x,,)—ZLz(a))(x17...,D~xi,...7x,,)
P
:D~w(z,x1,...,xp)—Za)(z,xl,...,D~xl~,...,xp)

conlocual D 1,(w) — 1, (D ®) = 1p..(®) de manera inmediata. o

El resultado anterior naturalmente vale sobre los complejos C*9 y C**. De la Proposicion vemos que
D.(w,®ry) =D.w,®ry+ 0, ®D.r, para todo ®, ®r, € C** y D € Der (g). Usando el producto asociativo
(5.10) tenemos que C** es una Der (g)-stiper-dlgebra. Por lo tanto:

Proposicion 5.1.3. Si § es el diferencial de Chevalley-Eilenberg sobre C**, entonces 6 (D.¢) —D.d(¢) =0
para todo D € Der (g). Luego, la cohomologia H** es una Der (g)-stper-dlgebra con el producto copa.
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Demostracion. Sean ¢ € CP* y D € Der (g). Desarrollando 6 (D.¢) y D. 8 (¢), notemos que:

P
i+1 . .
5(D-0) (1o tp) = Y (D e (D20) (511 B o)+ Y (1) (D) (00 By )
1=1 i<j
p - p 5
:Z(—I)H_ x,-.[D.(])(xl,.. 3 X +ZZ H_ Xi (P X1y ,D.xk,...,)?i,...,x,,)
=1 1=1k#i
+Y (1) D.g ([xi,xj],... % xp) Y (D) (DL x]SR xp)
i<j i<j
+Z(—l)i+j+1 Z ¢([xi,xj],...,D.xk,...,)?i, .xj,...,xp)
i<j ki, j
3 i+1 i+
[D.6(9)] (x1,.,xp) =Y, (=)' D.[x; ¢ (x1,..., % D+ Y (1) IDeO ([0 X)] 5oy Ris e By ey Xp)
i=1 i<j
S +2 v +2
—1—2 (-1 xi.(b(xl,...,D.xk,...,)6,-7...,)51,)4—2(—1)1 (D.xi) e (x1,..., %0 Xp)
k=1 i#k i=1
4 i+k+1
-I-Z (—1) ¢([Xi,D.)Ck],...,XA,‘,...,XA](,...,XP)
k=1i<k
c ktj+1
+Z (=)@ ([Duxp,xj] oo Ky Ky Xp)
k=1 j>k
+ (*I)H_H_l Z ¢([x,-,xj},...,D.xk,...,fi,...fj,...,x,,)
i<j ki, j
Respetando el orden en cada uno de los sumandos de las expresiones anteriores vemos que 6 (D.¢) (x1,...,x,) =

S+T+P+Q+Ry[D.6(9)](x1,...,%p) =81 +P+T+S+01+0>+R. Como [D,x;].0 =D.(xi.0) —x;.(D.w),
se sigue que S, = —S1 + S, con lo cual:

[D6(¢)](X17axp):Sl+P+T_Sl+S+Q1+Q2+R
=S+T+P+QO+R
=6(D.9)(x1,...,xp),

Es decir, 8 (D.¢) —D.6(¢) =0y H** es un Der(g)-médulo. La conclusion final es debido que C** es una
Der (g)-super-dlgebra cuyo producto (5.10) pasa al cociente como el producto copa sobre H**. O

5.2. Dualidad de Poincaré y Operador de Hodge

En la presente seccidn recordamos el Teorema de la Dualidad de Poincaré, que nos ayudara en algunos célculos
de la accién central sobre H** (ver sec.[5.3). Como la demostracion es técnica, la misma no serd desarrollada
y los detalles pueden encontrarse en [[Kna88].
Teorema 5.2. Sea g un algebra de Lie de dimensiéon n y V un g-médulo. Para todo p < n existen isomorfismos
de espacios vectoriales:

(A) HP (3,V*) = H,(3,V)".

(B) H” (3,V) = Hyp (9,V @ (\"67))-

(C) HP (g,V*) = H" P (g,V @ \"3)".
Demostracion. Ver [Kna88, pag. 288]. &

Si g es un dlgebra de Lie de dimensién n, aplicando (A) y (B) sobre V* obtenemos los siguientes isomorfismos:

H”(9,V)=H,(a,V*)" yH" (a,V") = H,, (a,V @ \'"g").
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Luego, H? (3,V*) = H,_), (g, V*® (/\”g)*) =H""?(g,V®A"g)" y obtenemos el item (C). Por ejemplo, cuando
g es un dlgebra de Lie unimodular (Def.[2.3.4) entonces \"g = C como g-mddulos y

HP (g,V) = H" P (g,V*)". (5.16)

Definicion 5.2.1. Se dice que H*® (g,V) satisface la dualidad de Poincaré si H"” (g,V) = H? (g,V) para todo
0<p<n

En el caso de g unimodular, usando vemos que H* (g, ) no necesariamente satisface la dualidad de Poin-
caré. Para estas dlgebras de Lie también obtenemos algunos isomorfismos sobre H*® (g, A*g). En efecto, toman-
do el g-médulo A%g con 0 < g < n obtenemos que:

H” (g, \7g) = H" 7 (3, \"g")" = H? (3, \"g") = H" 7 (3, \"g)" (5.17)

Ademds, extendiendo linealmente el producto interior 1, al dlgebra A\®g por 1o (@) = Ly, ... Ly, (@) cuando
O =x; A---Ax;, € Ngy @ € A\*g”, definimos A, : A7g — A" 9" como A, (@) = 1 (V) con ¥ € A\"g"\ {0}
fijo. Primeramente, obtenemos el siguiente Lema:

Lema5.2.1. A;:g— /\”_] g* es un morfismo de g-médulos.
Demostracion. En efecto, tomando x,y € g notemos que:

A (x.y) =1, (9) = 6y () — 1,6, (D) = 6,1, (8) = x. Ay (y)

donde = vale por[5.9]y * vale puesto que x actda trivialmente sobre A\"g. Luego, A; es un g-morfismo. O

Para A, : /\29 — /\”*2g* el proceso es similar. En efecto, si x,y;,y2 € g notemos que:

A (x. (y1 AY2)) =A2 (x.y1 Ay2) + A2 (V1 Ax.y2)
=ty Ley, (D) + Loy, by, (D)
=ly, (Oily, (V) — 1y, 0:(F)) + Oxly, 1y, (D) — 1, Oxty, (F)
=1y, 0c1y, (O) + Ocly, 1y, (B) — 13,1y, 0c (V) — 1, i1y, (D)
=01y, 1y, (D)
=x.A2 (y1 Ay2)

por lo que A; también es un g-morfismo. En forma general extendemos lo anterior mencionado a la siguiente

Proposicién:

Proposicion 5.2.1. Para todo ¢ > 1, A, : A%g — A""9g" es un morfismo de g-médulos que se extiende a
un morfismo de complejos de cocadenas AJ : C* (g, \%a) — C* (3, A" ?g*) mediante A (@) (xi,...,X,) =
Ag(@(x1,...,xp)).

Demostracion. Veamos la primera parte. Sean x € g, y1 A--- Ay, € A?g y usando la tercera relacién de (5.9)
notemos que:

I
M=

Ag(x-(yi A== Nyyg)) AgiA-AX YA Ayyg)

>\.
Il

I
M=

Ly, - Loy -+ Ly (9)

T
[N

I
(g

q
Ly - Oxly ooy (9) = Y 1y, 1,61y (D)
k=1

w-
I
-
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No es dificil ver que todos los primeros ¢ — 1 términos de la primera sumatoria se simplifican con los tltimos
g — 1 términos de la segunda sumatoria, quedando asi:

Ag(xa (A Ayg)) =0uly, . 1y (D) =1y, .. 1y, 0, (D)
=0uly, ... 1y (V)
=x. Ay (V1N Nyg)

con lo cual A, es un g-morfismo. Para la segunda parte, notemos que para todo p > 0:

A{;Jrl (5[;((0)) (Xl,.. .,X[,+1) = Aq (6[,(60)()617.. .7x1,+1))

p+1 . L

= Z (—l)l_H Ay ()C,‘ . a)(xl,. e XKy 7.X:p+1)) + Z (—1)l+][\q (a)([xi,xj],xl,. e Xy ‘.,fj,.. .,xp))
i=1 i<j
p+1 " L

= Z (—I)H— Xi ~Aq (a)(xl,. e XKy 7.X:p+1)) + Z (—I)H_‘]Aq (CO([X,‘,X]'],X],. e Xy ‘.,)f\j,.. .,xp))
i=1 i<j
as " L

=Y ()T xi AL (@) (x1, K X)L ()T AL (@) (i xj]xns o Ky Ky Xp)
i=1 i<j

=8, (AL (®)) (1, %p41)

Es decir, Ajo0 =00A,y Aj es un morfismo de complejos. O

Por la Proposicién anterior, A, induce un morfismo en la cohomologia Aj : H* (g, \%g) — H*® (g, /\"wg*) y
como A, también es un isomorfismo de g-mddulos, concluimos que:

HP (3, \"g) = H? (g, \" g") (5.18)
Observacién 5.2.1. Si g es unimodular de dimension n, de (5.17) y (5.18) se sigue que H? (g) = H" 7"~ (g).

Si © C Der(g) son las derivaciones que actian trivialmente sobre \"g generalizamos los resultados anteriores

como:

Lema 5.2.2. El morfismo A; : g — A" 'g* dado por x — 1, () es de D-mbdulos.
Demostracion. Similar al Lemal[5.2.1]y usando la Prop. puesto que D. 9 = 0 paratodo D € D. &

Proposicion 5.2.2. El morfismo A, : A%g — A" ?g* dado por x; A -+ Axy = 1y, ... Ly, () es de D-mddulos.
Demostracion. Similar a la Prop. [5.2.1]y usando la Prop.[5.1.2] o

Veamos ahora que el isomorfismo H” (g) = H" 7 (g) es inducido por el operador de Hodge (ver [CJO3]). Para

esta parte vamos a considerar que {x;},_;., es una base ordenada de g con respectiva base dual {xi} L<i<n"

Definicion 5.2.2. El operador de Hodge « : \*a* — A\°g* es la dnica transformacién lineal definida sobre los
monomios como:

% (xil N /\xip) — (_1)Sgn(il-~-ipk1~-.kn—p) KA e A xR
donde Sgn (r; ...r,) es el signo de la permutacién o € S, que mapea [ en r; respectivamente.

Notar que, dado a = x"' A--- Ax» € APg*, %a es el Ginico monomio en A" Pg* tal que a Axa =x' A--- Ax"
y *xa = (—1)’""P) 4. Ademds,  es inyectiva y cada restriccién  : A’g* — A" Pg* es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Sea (,), : A*3* ® A*g* — C la aplicacién bilineal tal que para los monomios a € A\ g* y

b e Ng*, esigual a
@), {*(a/\*b) p=q

*
0 P#*q
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Como (o, B), = * (x' A---Ax") = 1 & a = B, resulta que (,), ortogonaliza a los espacios APg* y (,), es no
degenerada.

Sea &, : A\*g* — A°®g”* el diferencial de Chevalley-Eilenberg sobre el complejo A®*g* y sea d, : A°g* — A°g*
el adjunto de g, relativo a (, ), . Entonces la aplicacion y: g — C dada por ¥ (x) = Tr (adx),Vx € g es un cociclo y
larestriccién de 6; a /\"*lg* es la multiplicacién a izquierda por ¥ [Amel3l Lema 2.3.3]. Como g es unimodular,

obtenemos que ¥ = 0 y vale el siguiente Lema:

Lema 5.2.3. El operador adjunto o, esté dada por 9 = (—1)"PFD+! 4 5.
Demostracion. Sean @ € NPg*y B € AP g*, luego o AB € A" 'g* y & (e A%B) = 0. Por lo tanto:

<a, (_l)n(p+2)+1 s *[5>

*

(1) P2+ Axx 8% B)
(71)11(p+2)+1+p(n—p)*(a/\ét*ﬁ)

= (=)D (an & +B)

Luego por unicidad de la adjunta, se sigue el resultado. O

Se define el operador Laplaciano A, : A*g* — A°g"* por A; = 6,0, + 9,6, y los elementos de KerA,; son usual-

mente llamados formas arménicas de g. Tenemos asi el siguiente Teorema [Amel3]:

Teorema 5.3. (Descomposicion de Hodge) Se satisface las siguientes propiedades:
(1) El Laplaciano A; es un operador autoadjunto.
(2) La descomposicion A*g* = KerA; & ImA; es ortogonal.
(3) KerA, =Kerd, NKerd,.
(4) La descomposicion Ker &, = Ker A, @ Im & es ortogonal.

(5) Existe un isomorfismo de espacios vectoriales H® (g) = KerA,.

Demostracion. Veamos (1). Tomemos i, A € A\®g*, entonces:

(M), = (80, p), + (A, 1),
= <A'aat5t.u>*+<lvatat“>*
= </’LvAI’J>*

por lo que A, es autoadjunto. Para (2), sabemos que si T es cualquier operador lineal, entonces Ker 7' = (ImT) -
donde T denota al adjunto de T con respecto a (,),. Como A, es autoadjunto, KerA, = (ImA,)" y por lo tanto
la descomposiciéon Ag* = Ker A, & ImA, es ortogonal. Por otro lado, para A € Ker A, notemos que:

O = <Atl,l>* = <3,),, 3,l>* + <5tl, 5t)u>*

y como (, ), es definida positiva, obtenemos ;A = d;A =0y KerA, C Ker §; NKerd,. La otra inclusion es obvia
y por lo tanto (3) queda probado. Para (4), notemos que Kerd;, = (Im§,)" y ImA, = Imd; & Im §,. Usando los
items (2) y (3), se concluye que Ker &, C KerA, @ Im &;. Como cada sumando estd contenido en Ker &, la otra
inclusién es inmediata y se sigue la igualdad. Finalmente para (5), como Ker §, = KerA; & Im J,, se sigue que
Kerd,/Im &, = KerA. O

Por el Teoremacualquier clase de cohomologia de g admite un dnico representante arménico y H*® (g) puede

ser vista como el espacio de las formas arménicas sobre g. Ademads:
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Lema 5.2.4. Si g es unimodular, entonces @ € Ker A, para todo @ € KerA,. Mds atin, Ker A, = Z* (g) N*Z° (g).
Demostracion. Para la primera parte, si @ € KerA, = Ker §; NKer o, entonces J; (x®) = x50 =0y J; (0) =
+x 6 (xw) =0, por lo que & (x®) = 0. Es decir, x® € KerA,.

De este modo, como 0 = d,® = + % & (x®) para todo ® € KerA,, tenemos que x® € Z*(g), con lo cual
KerA; C Z* (g) N*Z°* (g). Para la otra inclusion, si @ € Z* (g) es tal que x® € Z* (g), aplicando la definicion de
A, obtenemos que A; (®) = 80, (0) = £6 x (& (xw)) = +£6 % (0) = 0. O

Esto muestra que x : A*g* — A°®g* lleva p-formas de KerA; a (n — p)-formas de KerA,. Ademds, la restriccion
* : KerA; — KerA; es sobreyectiva e inyectiva, es decir un isomorfismo lineal. Queda probado asi el siguiente

Teorema:

Teorema 5.4. Si g es un dlgebra de Lie unimodular de dimension finita n y 0 < p < n entonces existe un

isomorfismo de espacios vectoriales H” (g) = H" 7 (g) inducido por el mapa de Hodge *.

Ahora, si g es un algebra de Lie cuadratica con forma bilineal no degenerada B, entonces B induce un isomor-
fismo de Der, (g)-médulos ¢ : g — g* via la asignacion x — B (x,—) (Sec.[2.6).

Proposicion 5.2.3. El isomorfismo ¢ : g — g* se extiende a un morfismo de complejos de cocadenas ¢° :
C* (8,9) = C*(g,9") mediante ¢” () (x1,...,x,) = ¢ (@(x1,...,x,)) que también es un morfismo de Der, (g)-

modulos.
Demostracion. En efecto, por un lado notemos que para todo p > 0:

¢P+l (617(0))) (xla cee 7xp+l) = (ép(w)('xla s 7xp+l))

+

<
—_

= (—1)i+1¢(xi-a)(x1,.. Kiye o Xpy1) +Z lﬂ([) o ([, xj], x5, %, Ky, xp))
i=1 i<j
+1

A RIS I l+/ 4 e 3

= (=D xi- ¢ (0(x1,..., %y, Xpt1) +Z O (o([xi,xj],x1,... Ky X, xp))
i=1 i<j
p+1

i<j
=6, (97 (@) (x1,-., xp 1)

Es decir, $* 08 = § 0 ¢°. La demostraciéon que ¢° es un Der, (g)-morfismo se sigue del Lema y la

Proposicién O

En particular, cada ¢ es un isomorfismo de g-médulos dado que las derivaciones antisimétricas Der,(g) con-
tiene a las derivaciones interiores. Como ¢* es un morfismo de complejos, este preservar cociclos y cobordes,
por lo que ¢* induce un morfismo ¢® : H* (g,q) — H* (g,q") donde ¢* = H (¢*). Luego, paratodo 0 < p < n
obtenemos los siguientes isomorfismos de espacios vectoriales:

H”(g,9) = H” (9,6") = H" P (g,9)" =H" " (g,9). (5.19)

Mas atin, dado que A%g = Ag*, V1 < g < n como Der, (g)-médulo (Prop. [2.6.2)), aplicando los isomorfismos
obtenidos en (5.17]5.18)) con p y n — p obtenemos los isomorfismos de espacios vectoriales:

H” (g, \%) = H" 7 (3, \?0) = H? (g, \" %g) = H" 7 (g, \" ?9),, (5.20)

Observacion 5.2.2. Si g es un dlgebra de Lie unimodular y cuadritica de dimension n, entonces existen iso-

morfismos de espacios vectoriales H?4 = H" P4 = P4 = " P4 para todo 0 < p,q < n.

(=) xi 9P (@) (x1, - iy X))+ Y (1) 9P (@) ([x,x5], x5

Xp)
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5.3. Accion Central

Una representacion de un dlgebra asociativa 2 es un morfismo de dlgebras asociativas p : A — End (W) con W
un espacio vectorial. Se dice que p es fiel si p es inyectiva y un subespacio U C W es p-estable si p (a) (U) CU
para todo a € . Luego, p|y : A — End (U) es una subrepresentacion de p : A — End (W).

Si g es un algebra de Lie y V es un g-mddulo de dimension finita, de la eq. vimos que (9, 0, 1s)
satisfacen 01, 41,6 = 0,, Vz € g. Como la asignacién z — 1, es lineal y 1,1, = —1,1,, existe una representacién
de algebras asociativas A\°g — EndC® (g,V) extendiendo linealmente 1;,r..n;, = 1z, ... 1, para C* (g,V).

Notemos que si el centro 3 de g actda trivialmente sobre V, entonces 01, + 1,6 = 0,Vz € 3 y la accién
de 3 pasa a la cohomologia H*® (g,V). Denotemos por t : A*3 — C®(g,V) a la representacién restringida a
A3 y observemos que 81y = (-1 1;6,V8 =z A--- Az € \*3. Es decir, la representacion inducida en la
cohomologia i : A\*3 — EndH*® (g,V) tornaa H® (g,V) un A*3-mdédulo a través de:

C-o=1;(0),VEc N3, 0cH (g,V).

Definicion 5.3.1. Se define la representacion central sobre H® (g,V) a la aplicacién T : A*3 — EndH*® (g,V).

Cada i, con z € 3 se denomina operacién primaria sobre H® (g,V).

La representacion central sobre H*® (g) para diferentes familias de dlgebras de Lie nilpotentes fueron estudiadas
por Grant Cairns, Barry Jessup y Nikolayevsky en [CJ08, |[CJO3L ICIN20]. En [CJO3] se conjetura lo siguiente:

Conjetura 5.3.1. La accién central sobre H*° (g) es no trivial para toda dlgebra de Lie nilpotente g de dimen-
sion finita.
Por ejemplo, tal conjetura es cierta para las algebras de Lie f3, @ Ck, el dlgebra de Heisenberg b, [CI03], el
dlgebra de Lie 2-pasos nilpotentes libre en k generadores [Amel3] y las dlgebras de Lie nilpotentes con ideal
abeliano de codimension 1 junto con sus extensiones centrales 1-dimensionales [[CJO3].

El siguiente cuadro, construido a partir de la clasificacién de Grunewald [[Gru88]], muestra que la accién
central sobre H*? y H*! es no trivial para las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién < 5 no abelianas. Mas
atin, la representacion central sobre H*'! también es fiel (ver|5.3.2).

alg. Lie dim3 | dimH*? rep. central fiel || dimH*! rep. central fiel
g3 2B 1 1,2,2,1 v 1,4,52 v
a3 ®C 2 | 1,3,4,3,1 v 2,8,13,10,3 v
o) 1 1,2,2,2,1 v 1,4,6,5,2 v
agecC 2 | 1,3,4,4,3,1 v 2,8,14,15,10,3 v
53 ®C2 3 1,4,7,7,4,1 v 3,14,28,30,17,9 v
b=ty 1 1,4,5,5,4,1 v 1,11,20,21,15,4 v
a2 2 | 1,3,6,63,1 v 2,10,19,20,12,3 v
a3 1 1,3,4,4,3,1 v 1,6,13,15,10,3 v
o=ty 2 | 1,2,3,3,2,1 X 2,7,9,9,7,2 v
a2 1 1,2,3,3,2,1 v 1,5,8,8,6,2 v
a$ 1] 1,233,221 v 1,4,7,8,6,2 v

Usando los corchetes definidos en [Gru88|] para cada una de las adlgebras de Lie anteriores, obtenemos las
siguientes gl(2)-Lie no abelianas.
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al(2)-Lie Desc. g Desc. 3 Corchetes

93 =D Vi) @ Vo) Vi) [x1,x-1] = ho
13®C Vi ® Vo) @V | Yoz @ Vo) | xi,x-1]=ho
93 ®C? Vi ® Vo) ® Vi | V2 @V | xai]l=ho

a5 = by Ve ®Vop) Vio2) [x3,x-3] = [x1,01] = ho
a3 Vo, ®Van eV Vi) [20,x1] = y1, [20,2-1] = y—1
q§ =32 V(171) @V(O,z) EBV(L3) V(1,3) ler,e—1] = fo, [e1, fo] = y1, [e—1, fo] =y-1

En estos casos, se puede aprovechar la estructura de gl(2)-Lie junto con la Dualidad de Poincaré para construir
los respectivos diagramas de cohomologia sobre cada H*Y. Para estas descripciones utilizamos la notacién

vP ’q) para referirnos a una gl(2)-componente irreducible de H”¢ de peso (m,k). Una flecha VI;;qk) — th_lél 4

(m.k ( (17,k)
entre dos modulos indica la accién del centro sobre la componente V(I:r’lqk) respectivamente.
Los cdlculos explicitos para la representacion central sobre H** con b; y {3, son desarrollados en los
Capitulos |§I y[7} La accién central sobre H*? y H*! para algunos casos bh; & Ct y f32@ Ck se puede ver en el

Apéndice[A] Podemos extender la conjetura[5.3.1 para todo H** del siguiente modo:

Conjetura 5.3.2. La accion central sobre H*? es no trivial, en cada 0 < g < dimg, para toda dlgebra de Lie

nilpotente g de dimension finita.

La hipétesis de nilpotencia sobre g es necesaria. Por ejemplo, en el dlgebra de diamante D4 (que es un algebra
soluble y cuadritica) se tiene que H*2 = 0 y la accién central en este caso en trivial (ver el Apéndice @)

5.3.1. Entrelazamiento

Por la Proposicién [5.1.2) siz €3y @ € H*(g,V) vemos que D -i;,(®) — 1, (D- ®) = ip.;(w). Por abuso de
notacion escribimos D - (z-®) —z- (D-®) = (D-z) - @ y decimos que las acciones de Der(g) y /°®3 sobre
H* (g,V) se entrelazan. Si 3 es el dlgebra de Lie definida por A*3, entonces el producto semidirecto Der (g) =<3
con corchete:

[(D1,81),(D2, &) = ([D1,D2],[61, &) + D1 - & — D2 - &) (5.21)

tiene una representacion sobre H® (g,V) puesto que:

p(D-&)=[p(D),p(S)], VD € Derg,¢ € 3

donde p : Der(g) — EndH* (g,V) y p : 3 — EndH* (g,V) son las respectivas representaciones de Der (g) y
3 sobre H* (g,V). Por el entrelazamiento de las acciones p : A*3 — EndH® (g,V) es un morfismo de Der (g)-
mdodulo. En efecto, para todo D € Der(g),z€3y w € H*(g,V):

p(D-2)(0)=(D-z2)-0o=D-(z-0)—z-(D-®)
=D-(p(z)(®)) —p(z) (D @) = [D- p(2)] (w)

Luego, ¢ : 3@ H*(g,V) — H* ' (g,V) dada por z® @ + p(z)(®) también Der(g)-morfismo puesto que
¢(D.(z20))=p(D.z)(0)+p(z)(D.0) =D.¢(z® ®). En particular, si gl(2) C Der(g) y 3 = V|, actta

no trivialmente sobre V(‘Z’;’) C HP1, entonces:

V(m,s) V]

(k’.(ll) ,g Vp—lvq )@Vp—lvq )@Vp—l,q

(m+k,s+1 (m+k—2,s+1 (|m—k|,s+1)

y algunos de los gl(2)-irreducibles del lado derecho deben aparecer en la descomposicién de H”~ !9, M4s atn,

si @]}" es un vector de peso maximo en V(Z’;’) Y Zm,s €s un vector de peso maximo en 3 tal que z, ;- 0 ;' # 0,
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entonces z,, ;- @) es un vector de peso maximo m+k en HP~14.

5.3.2. Accion central fiel

La accién central estd vinculada con la conjetura del Rango Toral [[CJO8, ICJO3]]. En efecto, toda dlgebra de Lie
nilpotente g con representacion central fiel sobre H*® (g) satisfacen la CRT.
Algunas algebras de Lie con representacion central fiel sobre la cohomologia trivial son:

* El dlgebra de Lie abeliana C" de dimension 7.

* El élgebra de Lie filiforme {4 de dimensién 4.

* El 4lgebra de Heisenberg b, de dimensién 2m + 1.
En [CJ08]| se muestra que la representacion central sobre H* para toda dlgebra de Lie 2-pasos nilpotentes libre
con mas de dos generadores no es fiel, sin embargo esta familia si satisface la CRT. Si g es un algebra de Lie
con centro 3 y tomamos el g-médulo V = A°g, entonces el Teorema 3.1.8 de [Amel3, Teorema 3.1.8] (6 bien
[CJ03, Lema 4.1]) se generaliza para la representacion central sobre H® (g, A?g) con ¢ > 1, cuyo enunciado es

el siguiente:

Teorema 5.5. Sea g un 4lgebra de Lie de dimensién finita con centro 3 y sea & € A4™33\ {0}. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Larepresentacion central T : A*3 — EndH*® (g, A%g) es fiel.

2. Existe w € H* (g, \%g) tal que iy® # 0.

3. H*(g,/\%g) contiene un A°*3-submddulo libre.
Demostracion. (2) = (1) Sea p € A®3 no nulo, entonces p A +p es un elemento no nulo en A%™33 por lo que
existe k € C* tal que p A*p = k. Luego,

y en particular, I, # 0y por lo tanto I, # 0. Es decir I es inyectiva.

(1) = (3) Supongamos que { es inyectiva, entonces Iy # 0y por lo tanto debe existir @ € H* (g, A?g) no nulo tal
que iy @ # 0. Usando el mismo argumento anterior, para cualquier elemento no nulo p € A*3 vale que T,p1,® #
0y por consiguiente i,® # 0. Asf, el morfismo lineal K, : A\*3 — H* (3, A?g) dado por p — p.w =i, es
inyectivo y la 6rbita de @ bajo la accién de A°®3 es un A*3-submdédulo libre de H® (g, A%g).

(3) = (2) Supongamos que M C H®(g,A%g) es un A\*3-submddulo libre con base {®;} y supongamos que
1y = 0 para todo @ € M. En particular sobre cada ®; tenemos que ¥ . @; = 0y por consiguiente }; ¥ .®; =0
que es una combinacion lineal nula con ¥ # 0. Esto contradice que {@;} es una base de M y por lo tanto debe
existir @; tal que Ty @; # 0. o
Por lo tanto, para mostrar que la representacion central sobre H® (g, \%g) es fiel, fijando una base {z1,...,zn}
de 3 basta encontrar algtn representante de cohomologia @ € H*7 tal que la sucesion de operaciones primarias
;A Az = Lz, - - - Iz, €5 no nula sobre . En otras palabras, Ty ® # 0 para cualquier & € A\*3\ {0}.

Proposicion 5.3.1. Sea g un dlgebra de Lie de dimension n tal que gl(2) C Der, (g) y cuya identidad id; de
g1(2) actia sobre g por escalar. Entonces la representacion central sobre H® (g,g) es no trivial.
Demostracion. Como g es un gl (2)-mddulo, existe una descomposicion en gl (2)-submédulos irreducibles:

3=V k) @ O Vin, k)

con cada V,, 1) un sl(2)-médulo irreducible de peso médximo n; tal que la identidad la identidad id; de gI(2)
acttia con peso k;. Supongamos que 3 =V, )@ - DV, 1) es el centro de g, que se corresponde con H 9(g,9).
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ni A . : :
Sea {v?" } o una base de peso de V(,, 1) tal que Vo' es el vector de peso maximo y f. v;?’ = V?IH para todo
]:
ni : . , :
0 < j<n,. Sea {d)}'.”} » la base de V(: k) tal que ¢, es el vector de peso maximo'y f . q);?' = —¢7’H para todo
j= isKi .

0 < j < n;. Podemos también elegir los (j)J’-“" tales que (j)J'.”' (VZL/{) = 0jn—k paratodo 0 < j,k < n; (ver sec. .

Asi, id, es la derivacion:
0y = kigy' @vpl -+ ki@ @vg' + - F k@ @V 4 A ks Qv

y genera un gl(2)-submédulo irreducible V(g gy en H !(g,9). Aplicando la operacién primaria definida por vj'
sobre Vg ), obtenemos que V(o o) — V(, 1,) para todo ¢ <1 < sy la representacion central sobre H* (g,g) es no

trivial. O
32
H3 V(31‘7173) H3 Vot
v
2,1 2,1 2 22 22
H? V(z,fz) V(1,71) H V(0,0> V(270)
v v
1 1,1 1,1 1 1,2 1,2
H Voo, Voo H iy Vo
yd v
HO Vo’l HO v0~2
0,2) (1,3)
(a) H*(H1,b;) (b) H* (b1, \’b1)

Figura 5.3.1: Accion central sobre H®* (h1,\7D1), ¢ =1,2

5 5,1 5 5,4
H V(3775> H V(07_2>
v
4,1 4,1 4,1 4 4.4 44 44
HY Vg Vo Va4 B Voo Vo Vi6o)
v
3.1 3.1 3,1 3,1 3 34 34 34 34
H’ Vicsy V-3 Via-s V- H Viiy Yoo Yoo Ve
v ¥ ¥ v v v
> 21 21 21 21 2 24 24 24 24
B Vil Vs-y Yooy Vao H Vg Vs Von Vo
y
11 11 1,1 1 14 14 1,4
HY Voo Vao Vieo H o Vies Ve Viaa)
\L 0,1
0 0,1 0 §
HO VoL H Y02
(a) H* (2, b) (b) H* (12, \*b2)

Figura 5.3.2: Accion central sobre H® (b, N11)2), ¢ = 1,4

Corolario 5.3.1. Si g es una gl(2)-Lie de dimensién n y dim3 = 1, entonces la representacion central sobre
H* (g,9) es fiel.

Por ejemplo, para el dlgebra de Lie de Heisenberg b, la representacién central sobre H*? es fiel [CI03]. Por
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el corolario anterior, la representacién central sobre la cohomologia adjunta H*! es fiel y por la dualidad de
Vm,mfl mel,mfl

0.-2) 7 ¥(0,0)
Calculando explicitamente los cociclos y cobordes de C** (I);) y evaluando la accién central sobre cada repre-
sentante dominante sobre H*' y H*? (ver Cap. @ obtenemos los diagramas de la Figuram

Por otro lado, calculando computacionalmente los cociclos y cobordes de H*? (I;) con ¢ = 1,4 y evaluando

Poincaré también es fiel sobre H*"~! donde no trivial.

la accién central sobre los representantes dominantes, obtenemos los diagramas de la Figura[5.3.2]

5.4. Las algebras de super-Poisson C**y H**

Esencialmente, un 4lgebra de stper-Poisson (6 stiper-dlgebra de Poisson) es un dlgebra graduad A con un
producto asociativo stiper-conmutativo - : A A — A 'y un stper-corchete de Lie {—, —} tal que {x, —} super-
deriva el producto asociativo, para todo x € 2 (Sec. [2.8).

Si g es un algebra de Lie de dimensién n y C** es el dlgebra graduada siper-conmutativa con producto
asociativo - : CP4 x C" — CPT"4"S (' Subsec. y |CP4| = p+ g — 2. Este producto pasa al cociente como
el producto copa \ : HP4 x H™ — HPT"4*5 de modo que (H**,V) es un dlgebra graduada stiper-conmutativa.

Definicién 5.4.1. [KS96] Sea {—,—} : CP9 ® C"* — CPtr=1a+s=1 ¢] Gnico stiper-corchete de Lie sobre C**
determinado por :

(i). {g,0} ={g", 9"} =0,

(ii). {a,b} = — (1) {b,a},

(iii). {a-b,c} =a-{b,c} + (=1)""'b . {a,c},
(iv). {9,x} = ¢ (x) = {x, 0},

donde a, b, ¢ son elementos homogéneos de C** y x € g, ¢ € g* respectivamente.

La propiedad (iii) es llamada Identidad de Poisson. Este corchete satisface la identidad de stiper-Jacobi:
{a{b.c}} = {{a.b} e} + (=) " b {a.c}})

por lo que {—, —} es un corchete de stiper-Poisson sobre C**. Observar que { —, —} es homogéneo de grado —2
con {CP4,C"} c cP—lats=1 y ysando (ii), (iii) concluimos que {a,—} stper-deriva el producto asociativo.
Por lo tanto (C**,-,{—,—}) es un dlgebra de super-Poisson.

Por ejemplo, tomando una base {x;} de g con respectiva base dual {xi} y x € g, algunos corchetes en los
grados bajos son:
. {xi -xk,x} = {xi®xk7x} =x - {xp,x} + (—l)l'lxk- {xi,x} = —x' (x) xz.
o {x-dk x} = {¥Axk x}=x (XK x}+ (—)" Ak {xd x} =xk (x)x’ —x (x) .
o /- (¥ xq) x} = W Ax @ x} = a0 (W @xx )+ (= 1) P @ {7 x} = (0) 2 @ xp — 2 (1) 2 @
Luego, siD=Y,;¢;@u;, E = Y, W @ v € C1! = End(g), tenemos que:

{D,E} =Y {9:®@xi,yi @y}
ik
=Y i (i) 9 @ vic — & (vie) Wi @ s
i,k

=EoD—DoE = [E,D)]

2 Al igual que la Sec. nos referimos “siper” a un espacio vectorial Z-graduado en lugar de Z;-graduado.
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que es el conmutador sobre C!!. Por lo tanto, C!'! es una subdlgebra de Lie de C** isomorfa a End (g)°”. En
un formato mds general, si a”? @ b, € CP1y ¢" ®dy; € C™*, vemos que

{ap ®bq,c’®ds} — (_l)q(r+s)+rs+1 a’ @ d, - {Cr7bq} + (_1)(P+t1)r+pqcr®bq A{aP,dy}

En particular, sobre 2-formas alternantes vale la siguiente proposicion:

Proposicién 5.4.1. Sea f : A3 — g una 2-forma alternante, entonces para todo x,y € g vale:

{{fax} ,Y} = f(y,x)

Demostracion. En efecto, supongamos que f = flk jxixj R x; € /\zg* & g, entonces:

{f.x},y} :{{ﬁ-’fjxixj®xk,x} ,y} = flkj {x (x) 2! @ x —x7 (x) X' @xp,y}
:fl-]fjxj (x)x (y) xx —f,»]fjxi (x) %/ (y) x
=f(nx)

Por lo tanto, extendiendo por linealidad lo anterior probado obtenemos que {{f,x},y} = f (y,x) para cualquier
feNg ®q. o

Si identificamos con i : A’g — g € C>!' al corchete de g, por la Proposicién anterior obtenemos que
{{u,x},y} = [y,x] para todo x,y € g. Por otro lado, {u,—} : CP9 — CP*19 es una sdper-derivacién sobre

C%* = A*g con respecto al producto wedge puesto que:

{xnyy=y-{xut —x-{y,u}
:{.u7x} y—X- {uay}7vx7y €g.

Mis generalmente, si @ € C%?, v € C% entonces:
{,onv} =D " (D) o,u}-v+ (=) o {v,u}

=(=D"Ho,u}-v+ (1) o {v,u}
={wo}-v+(-1)"o-{u v}

Andlogamente, {41, —} también es una stper-derivacién sobre C* = A®g* con respecto al producto wedge y

una stper-derivacion con respecto al corchete de Poisson, puesto que {, } satisface la identidad de stper-Jacobi.
Ademis, {u,—} coincide a menos de signo con el diferencial de Chevalley-Eilenberg & sobre C**. En

efecto, como 6 es una stper-derivacion sobre C**, podemos ver que 8 se descompone sobre C** como:

S(v) =8 (@) @v+(—1)oA& V), Yoo ve i (5.22)

donde & es el diferencial trivial sobre C* y & el diferencial en el grado cero C%* respectivamente. Luego, si
p=xv jxixjxk y O € g* entonces:

{n,a} = Z {yfjx"xka,oc} = Z}{fjxixj {xp, 00} = Z){j(x (xz) x'x,
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y {i,a} = —8& (a). Como {u,—} stiper-deriva sobre C*, por argumento inductivo en ®, € A\Pg* y & € g*:

{:uva/\a} :{uuva} a+ (_1)pwp' {nu”a}
==& (wp)-a—(-1)"w, & (a)
:—5t(wp/\a)7

probando que {u, —} = —& sobre el C*. Similarmente, para cualquier x € g notemos que:

{woxy = Yok (o () — ! () x) = (x,—) = =8 (v)

y como { i, —} stiper-deriva sobre C%*, para todo rg € Ngyxeg:

{worgnxt ={u,rg} -x+(=1)7rg - {p,x}
== (rg) x—(=1)7ry & (x)
=— 0 (wy A\ x)

Si w, ® ry € CP4, usando (ii) , (iif) junto con la siper-conmutatividad del producto asociativo en C**, se sigue
que:
{roop@ry}t ={m,0p}-rg+ (=1 0p- {174}

Luego, de la ecuacion (5.22) sobre @, ® r, € C?y las dos partes mostradas anteriormente, resulta que:

{1, 0,1y} ={p, @} - rg+(=1)" @p- {174 }
== (@) - rg— (1)’ @, 8 (ry)

=—06(w,®ry)
Por lo tanto, {u,—} = —3& sobre C** y la cohomologia H** hereda la estructura de stper-Poisson de C**.
Notemos que, con respecto a la graduacién de H**, el producto copa V y el siper-corchete de Poisson {—, —}

satisfacen:

1. HP9\ H"™ C HPTHaTs,

2. {Hp,q?Hr,s} C Hp+r71,q+x71'
Como H''! = Der(g), la estructura de Der(g)-médulo de H** definida en la Proposicién estd dada por los
corchetes {—,D} con D € H'"!. Ademds, H** tiene las siguientes subélgebras de Poisson distinguidas:

HO* = (\%9)" H*®=H*(s,C) Hjs :=@H' Hy':= @ HM
p p+q=0(2)

con las dos primeras abelianas respecto al corchete de Poisson y H;l?;g una subélgebra de Poisson de Hy’*. Como
el siper-corchete {—, —} sobre H;;;g y Hy® es un corchete de Lie mientras que el producto V es conmutativo
en el sentido usual, concluimos que ambas son dlgebras de Poisson.

Como {H"!,H"'} c H"!, se sigue que H""! es una subdlgebra de Lie de Hyg;'.. Notemos ademds que
H =H*Y o H' © H%? es un dlgebra de Lie, puesto que {H2707H072} C H"!. Luego H.'* es un 7#-médulo
definiendo la accién 0.v ={w,v}, Vo € 5, v € H.".

La siguiente proposicidn obtiene la accién central a través de los corchetes de Poisson con los elementos

del centro 3 de g:
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Proposicion 5.4.2. Para todo z € 3, {z, —} es la accidén central de z sobre H**. Es decir, {z, ®} = 1, (®) para
todo @ € H**.
Demostracion. Seaz €3y 0 = ¢ @x1 A\---Axy € C'4. Entonces:

{z 0} ={z.0@x1 A - Axy}
=(=D"{¢@x1 A~ Nxg 2}
=(=1)™x; A Axy V{0,2)
=0 (D)X A Axg=1:(0)

Supongamos que 1, (®) = {z, 0} para todo ® € CP4. Si ¢,+1 A @ € CP™14 entonces

{z.0pr1 A0} =(=1)"""{¢p11 A 0,2}
=(=1)""p1 {02} + 0 {$pr1,2}
:(_1)2(p+q)+1 Opi1 '{Z,(D}+¢p+1 (2) @
== P11 (0) +1:(Pps1) @

=l (¢17+1 A (l))

puesto que 1, sdper-deriva sobre C**. Extendiendo linealmente a C** probamos que {z,—} = 1,. Como
{3,HP} = {HO’I,HP"I} C HP~14 se sigue que {z, —} es la accién central de z sobre H*"*. &

Si g es no abeliana y dim3 = k < n entonces \*3 C H** © H*' @ ... @ H**. Luego, por la Proposicién
aplicada sucesivamente sobre {; = z1 A--- Azs € A*3 vemos que Iy, (®) = {z1,{22,..- {25, ®} ... } }. Es decir, la
accién central sobre H** se obtiene a través de los corchetes de Poisson sobre A°3.

Proposicion 5.4.3. Sea b, el dlgebra de Heisenberg de dimension 2m + 1. Entonces:
1. {HZ’O,HO'Z} = Vé:i)) cuando m = 1.
2. {H*° H"?} =0 cuandom > 1.
Demostracion. Por el Ejemplo , tenemos que by, admite una base {xani}ogign U{ho}conn=2m—1y

cuyos corchetes son:
[Xn—2iy%2i—n] = (—1)' <i>h0’ [Xn—2i,ho] =0, [xi,x;] =0,i# —j

Ademds s[(2) actiia sobre b, de manera que descompone en D), = V{,,) © V{g) y como la identidad id; de gl(2)
actda por escalar con peso 1 sobre V() y peso 2 sobre V(q), se sigue que by, =V, 1) @® V(g 2) como gl(2)-Lie y
[Vin1)>Vin1)] = V(0,2)- Tenemos asi los siguientes casos:

e Sim=1 entonces H** = (x'n) = V(21’7073) por el Teorema de Santharuobane [San83]], mientras que
para H%? notemos que:

& (xlh()) (x) =X. (xlh()) = [x,xl] ho +x1 [)C,h()] =0, Vxeb.

Como no hay cobordes en el grado cero, obtenemos que H%? = (xho) = V(Ol‘é). Por otro lado, la descomposicién

de C"! en sl(2)-médulos es:

CH=(ox)o (' ox +xex) e @) o (K ex)e (B @h).
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Aplicando el diferencial & en cada representante dominante obtenemos que:
ZW = (M ox)e (' ox i +x T ©x +20° @ ho) & (x' ® o).
Pero &y (x1) = x! ® hy y como H"! = Der, (b), concluimos que:
HV = <x1 Rx_1+x ' @x; +2k° ®h0> D <x1 ®x1> = V&)’})) EBV(IZ’;)) =gl(2).

Por lo tanto x! ® x| generaa sl(2) y id, =x' @x_1 +x ' ®@x; +2h° @ hg en H"!. Como {x]ho,xlho} =x'@x,
se sigue que {H*0,H0?} = V(lzllo).

e Sim > 1 entonces la identidad id, actia con peso cero sobre cada sl(2)-irreducible de H'!. Por un
lado, por el Teorema de Santharuobane [San83] obtenemos que Z>° = /\ZV(’;J) = A2 (x") donde x* =x*, y
ningin representante de cohomologia de H> contiene a h° es sus monomios. Por otro lado, C%? = /\2V(n71) &3]
Vin1) AV(o2) y notemos que todos los monomios que definen los vectores dominantes en /\ZV(m 1) son de la

forma fi .xnfj Xy = Xp_2iXp—2;. Como
do (xXp—2i%n—2;) () = [V Xn—2i] Xn—2j + Xn—2i [y, Xn—2}]

obtenemos que do (x,—2i%,-2;) = (= 1) (") hoxn—2; 6 do (Xn—2iXn—2j) = (=1) (';) hoxn_o; de modo que H%? =
(xnho). Luego,
HO.,Z — VO,Z , H2’0 — @ VZ,O )
(n,3) r=o4) (r—2)
(r—

Por lo tanto {V2’0 2 Vin3)

Y92 } = @V(ls‘}) =0en H"!, concluyendo que {H2’°,H072} =0. O
s b
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Capitulo

Estructura de Poisson en H** ()

6.1. Estructura de gl(2)-médulo en H** (I))

Sea b el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensién 3 con base estandar {xj,x_1,h9} y corchete no trivial
[x1,X_1] = ho. Por el ejemplo tenemos que b; es un s[(2)-médulo cuya identidad id, de gl(2) actda por
escalar con peso 1 sobre x; y peso 2 sobre hg. Por lo tanto id, = M ox i +x ' ®@x + 200 @ hy y b1 es una
gl(2)-Lie con descomposicion:
b1 = (x1) @ (ho) = V(1,1) © V(0,2

Sea C** = C** () junto con su estructura graduada y H** = H** (h;) su cohomologia. Por un lado, la des-
composicion de cada CP9 = A\Ph} @ A7h; en gl(2)-mbdulos irreducibles se obtiene por el Teorema de Clebsch-
Gordan (subsec. . Por ejemplo, C*! se descompone en:

b = (ex)e@ ex i +x'ex)e (' @) h’ox)e (h’@h)
A’bi @b i ex)e @ @h) e ex ) e (X ox_ +x T @x ) @ (x'h @ h)
/\35’1‘ ®Db <x71x1h0 ®x1> &) <x71xlh0®h0>

Lema 6.1.1. Las descomposiciones en gl (2)-submddulos irreducibles de cada H?+9, junto con sus representan-

tes de clase de cohomologia dominantes resultan:

H0,0 — <1> VO 0 HO"3 — <X1X71h0> — V0,3

(00) (0,4)
o 3 13
HY =(l)= Vi H'3 —<x1®x1x_1ho>—V(173)
2,0 0 20 23 _ 0 _ 23
H> =) =V, H*? = (X'’ ®@x1x_1ho) = Vi,
3,0 1,170 3,0 33 _ /,—1,1720 _ 33
H~> <x xh > V(o 2 H <x x h ®x1x,1h0>—V(00)
0,1 0,2
H®' = (ho) =V, HO? = (xiho) = V175
H" = ox +xtox +200@ho) ® (x' @x;) H'? = (' @xix 1 +h @xiho) ® (x!' @ x1ho)
1,1 1,1 12
= Vo0 ®Vi20) V(l DV
H*! :<x_1x1®x1>69< 1h0®x1> H?*? x Il @xx_ 1>@<x1h0®x1ho>
=Vily®Valy =Vio0)® V)
H3! :<x 1x1h0®x1>:V(31’7173) H3? <x L n0 @ xyx 1> Vv {2)

Es decir, las dimensiones de cada H*? son (1,2,2,1), (1,4,5,2), (2,5,4,1) y (1,2,2,1) respectivamente.
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Demostracion. La cohomologia trivial H*? sigue del Teorema de Santharuobane [San83] y para calcular H*
basta realizar el producto copa entre H*° y H%3 = (x;x_1hg). Para H*! calculamos el diferencia de Chevalley-
Eilemberg d : C*! — C**!:! sobre cada representante dominante de C*!, junto con los cociclos y cobordes. Es

decir,
Rohy — xx'eh A @hy — 0
deox g +x oy — —2x’1x1®ho x’1x1®ho — 0
xt@hy — 0 W @x +x'0@x; — -2 %r0®h
Mex — xYXex+xh®eh Mex — 0
Pdox; = 0 xxlex — 0

Para H*? procedemos de la misma manera calculando diferencial d : C*> — C**!2 sobre cada representante
dominante, obteniendo asi:

Heoxihy — x xlexh A Rx by —
Xd@x_jho+x1@x1hg — 0 Wl exhy —
@xihg — 0 x ' @xiho+x'h®@x_1hg — 0
Peoxxr, — x Xoxx, fx’1h0®x1ho 2 exx.; — fx’1x1h0®x1ho
'O ®x_ho rlexx, = 0
deoxx - —x exh

Con los cociclos y cobordes anteriores elegimos los representantes dominantes para cada H”*9, lo que concluye

el resultado. O

6.2. Accion central sobre H**

Como el centro de b es 3 = (hg), existe una tnica operacién primaria que denotaremos por 1y. Ademas gl (2)
actda sobre /\*3 por derivacién de modo que H** es un gl(2) < C-mddulo. Por el entrelazamiento entre las

acciones de gl (2) y 3, basta evaluar 1y sobre los representantes dominantes de H** descriptos en el Lemam

Lema 6.2.1. La representacion central sobre cada H*7 en el dlgebra de Heisenberg b; es no trivial.

Demostracion. En efecto,
1. Sobre H*? notemos que 1y actia trivialmente sobre H”? excepto para 1 (x'h%) = —x!.

2. Sobre H*!' tenemos que 1 (x' ®x_1+x"'@x+20®hg) = 2ho, 10 (x'H°®x1) = —x' @ x1 y
1o (x*1x1h0 ®x1) =x"'x' ®x; y son las tnicas no triviales.

3. Sobre H*?2 podemos ver que las tinicas 1p-acciones no triviales son 1y (x1 Qx1x_1 +h° ®x1h0) = x1hy,
10 (x1h0®x1h0) = —x'@x1hy y 1o (x_1x1h0®x1x,1) =x Xl @xx_y.

4. Finalmente, sobre H*? podemos ver que 1y (x'h% @ x1x_1ho) = —x' @ x1x_1hy.
Como fueron analizados todas las cohomologias H*9, se concluye el resultado. O

Por el Teorema [5.3] (ver también Cor. [5.3.1)), la representacion central sobre cada H* es fiel. Por otro lado,
usando las dimensiones del Lema [6.1.1] vemos que H* satisface la dualidad de Poincaré solamente cuando
q=0,3.
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Para el dlgebra de Lie b; < hj con hj abeliana, tenemos que [x,B]. =x.B,Vx € b;,B € b} y el centro de
b <D} es 3. = <x1> @ (ho). Por lo tanto, para describir la representacién central sobre H*® (h; <bhj) debemos

1

definir 3 operaciones primarias correspondientes a x!, x~! y hg respectivamente.

En este contexto, las operaciones primarias asociadas a x' contraen el grado en los coeficientes de ¢ a
g — 1 en lugar del grado cohomolégico como lo hace 4. Por ejemplo Xl (x1 @x_1+x'ex+2n0® h()) =x!,
L (lexxo + 0 ®@xih) = xt@xy, 2 (I @xixsy) = —x 7 @y, xb L (xix_1hg) = —xiho y asi con
los restantes representantes del Lema[6.1.1]

3,3
H’ Vs H Vioo)
2.3
H? Vils H? Vit
1,3
H! Vil H' Vis)
0,3
H Vo) H° Vios)
(a) H* (1) (b) H* (b1, \’b1)
32
H? Vils H Vo)
22 22
H? Valy Vily H? Voo V2o
1.2 1,2
H' V(lz’,i)) V(if})) H' iy Vo
0.2
H° V((’O’"z) H° Vs
(©) H*(b1,b1) (@) H* (1, A\*b1)

Figura 6.2.1: Representacion central sobre H® (1, \*hy)

Es sabido que H* (b <b}) =D, ,H” (b1, AD;) y esto implica que el diagrama de cohomologia de la accién
central sobre H* (h; <b7}) es obtenido completando la accion de los x' sobre los diagramas con cada x'
disminuyendo el grado en el sentido H”¢ — HP4~! como ya fue mencionado. Resumimos en el siguiente
cuadro la accién (no trivial) de las operaciones primarias definidas por los x' sobre los gl(2)-submédulos de

H**, donde H* (h; =<b}) es denotado por H? para acortar la notacion.

11 1.0 3.1 3.0
Viooy — Van Viiesy = Vioa
11 1,0 22 21
g | e 7 Voo oo | Yoo 7 Vi
< < po2 ol < < p22 oop2l
13 7 V02 (2,0) (1,-1)
Vih Vi)
21 2.0 32 3.1
Voo = Vi Vo = Vi
3 2 12 1,1 1,1 5 4 2,3 22 22
Ho=He b Vi = Vo ®Vao || B== 8| Vg = Voo @V
0,3 02
Voo~ Vi
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El diagrama de cohomologia de H® (b =<b}) estd dado por la Figura Como la representacion central
sobre H*® (h; < b7) estd determinada por el centro 3, podemos pensar a H® (h; < b}) como un s[(2) x (V(O) @ V(l))_
moédulo cuya serie de zdcalo es:

1,00 10 0,1 30 2.1 12 33
soct =Vio.0) P Vi -1y ®Vi0.2) ©Vio,-4) V(i -1y @ Via) © Vo)

w2 1,20 11 11 02 3.1 22 22 13
socT = V(123 ®V(2.0) @ Vi0.0) @ V113 BV(1 3 B Vo) @ Vo) @ Vii3)

o = Vi OV OV © Vi) OV
Voo
Vel Vi
oo v
Vil Via) Valy v Vi Vidia
ey e
Vils) Vo) Vioo) Vits)
Vil Vo)
Vo)

Figura 6.2.2: Representacion central sobre H® (h; < D7)

6.3. Producto Copa sobre H* Y H o

Sean VZ‘,’C los representantes de clase de cohomologia dominantes definidos en la Sec. La descomposicion
de H.'* en gl(2)-médulos irreducibles es:

oo 1,00 1,20 11 11 3.1 02 122 122 13 1,33
Hg™ =V50) BV 23 V00) D V200 D Vi =3 @ Vi3 @ Vo) ©Vizo) ©Viia) © Vo)
con H;;;g C Hp*. Queremos calcular las gl(2)-tabla del producto copa sobre H:°  YH ° y para ello necesitamos

calcular los coeficientes ¥4y de la ecuacion (4.15] Subsec. 4.3.4) mediante los productos de Clebsch-Gordan
asociados al producto copa. Tenemos asi el siguiente Lema:

Lema 6.3.1. La cohomologia H,'* tiene los siguientes productos de Clebsch-Gordan no triviales asociados al
producto copa:



6.3. Producto Copa sobre H;l.’a'g y Hp* 85

L1, 11 22 1,1, 02 1,1 02 13
Vo.o V Voo = 76v070 f- V2o \% Vi3 — 2v270 Vf. Vi3 = 73v1’3

WOV =20 S VR V= =2

WoV R = vE oVl Vs = g

oV a = its Sl Vil Ve =2 6.1)
YoV Yo = —2ap v Virs = 2vp Vs = =3l

MIVAT =0 SRV g Vg vV AR = 6%

2 11, 11 1,1 L1, 1,1, 11 _ 22
f Y0 \/v270 —f.v270 V vy +Vv50 V fe. Va0 = —6v0’0

Demostracién. Como V : HP4 x H" — HPT"4%5 necesariamente p+r < 3y g+ s < 3. Esta condicién descarta
aquellos (p, g, r,s) cuyos productos se escapan de la graduacion de H**, y en particular, de Hy'*. Por otro lado,

Vi V(fl ’qul) ® V(rr’lsz. k) 7 H® es gl(2)-invariante y por el Teorema de Clebsch-Gordan, sabemos que:
pa s ptrg+s prgts et
(n1 k1) \/V("zAkz) () DYy my—2.ky k) © @V("’l—"Z‘skl+k2).

Luego, si V(fl fkl) \Y V(r,’l; k) * 0, entonces algunas componentes irreducibles del lado derecho deben aparecer en la
descomposicion de HP 915 Si nos restringimos a H;* y usamos la Deﬁnicién obtenemos los siguientes
productos de Clebsch-Gordan:
o V:H*"®H*Y — H*9cong>1:
X OV x1hy = X H0 @ x; hy.
X0V ()c1 @x_1+x '@x; +2k° ®h0) =x X0 ®x.
—x WOV xihg—x' KOV x_1ho = —x X' @x1x_y.
—x1h0v (x] ®x1x_1h0) +x'h0v (x’l ®x1x_1ho) =2 xR0 @ xy x_ 1 Ao
o V:H*'@H*4 — H**! cong > I:
(M @x_i+x @x; + 200 @ho) v (x! @x1) = —2x'h0 @ xy hg.
(K @x_1+xt@xi+200@ho) V (X' @x_1 +x7 @x + 200 @ hp) = —6x X! @xpx_ .
(' @x_i+x @x; + 200 @ o) V x1ho = —x' @ x1x_ hy.
(xl ®x_]—x1 ®x1) Vxihy—2 (xl ®x1) Vx_thy = =3x' @ x1x_1ho.
(xl ®@x_1+x 1 @x; +21° ®h0) V (x_lxl ®x1x,1) =200 @ x1x_1 k.
(x_1x1h0®x,1) V x1hy — (x_lxlho ®x1) Vax_thy = —2x" xR0 @ x1x_1 ho.
(xl ®Rx_1—x! ®x1) Vxlnd + (le ®x1) Vx 0 = 23 0 @ .
(fo_l ®x,1) vV (xl ®x1) — (x] RXx_q —x ! ®x1) vV (xl RX_1 —x ! ®x1) — (2xl ®x1) vV (x_l ®x,1) =6x 1x! RX1X_1.
(—2x ' @x_1) vV (x'0 @x1ho) — (x' @x_1 —x T @x) V (A hO @x_1hg —x T h® @ x1ho)
- (2x] ®x1) \Y] (xflho ®x_1h0) = 6ox R0 @x1x_ho.

Re-escribiendo los representantes anteriores con la notacién vﬁl"f{ obtenemos los productos |D O

Notemos que la parte par de la cohomologia H** es la suma directa Hy* = Hy:0, ® R, donde:

oo 1,00 1,1 1,1 22 22 33
Haiag =V(0.0)®Vi0.0) ®Vi20)® Vi00) © V20 © Vioo)

2,0 3,1 0.2 13
R :V(1773> > V(1773> b V(173) S V(1,3)

Veamos primero la parte diagonal H3:® . Por un lado, en base a los productos copas obtenemos que:

diag*
1,1 1 22 1,1 22 33 1,1 22 1,33
Voo VY00 = %00 Voo VY00 = oo Vo) VViz0) = Yo0)
11 1 22 1,1 1 22
Voo YV V2o = =23 Vo) VVi20) = o0
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S0 22 22 33 33 11, 122 . 22
Supongamos ahora que ¥y, = [1vy', Ty'y = H2Vyos To'o = M3V s Tolg = M VoY B = A2vy son re-escalados

arbitrarios de los representantes vi”,’( elegidos inicialmente. En este caso, los productos de Clebsch-Gordan ll

de la parte diagonal queda escritos como:

RIS I BT S ) o Al 22 11 22 A1, 0 22 AA 33
V0.0 Vo = _65‘)0\,0 f M0 \/vz’0 —f. %0 \/f.vz_’0 +7) Vf Vo= 673 Vo0
SIS S BT 1) o 1, ] 1,1 LAl o Sl gAR 20
Voo V Voo =—2 2 V2,0 JoaV g Vi = faVyg Vo Vylg + 050 V 70y = _65"0,0
~1,1 =22 AUl <33
Voo Vo0 =2 15 V0,0

y estos producen un re-escalamiento de los coeficientes ¥ determinados anteriormente. Si consideramos el
siguiente sistema no lineal:

2
6l =—1 2l gt
A M _ ‘
6 =-1 642

obtenemos como solucién y; = Ay, U = —6112, us = 127Ll3, Ay = 2)»12. Luego, renombrando A; = A # 0,
22 _ 622,22 33 _ _1933,33

podemos re-escalar los vectores dominantes originales como \7(1):(1) = /lv(l):(l), Voo = Vo> V0o = Voo
\7;:(1) = lv;:(l) y ﬁg(z) = —2&2\}% y obtener que:
1,1 L1 22 1,1 22 33 1,1 22 33
Vi00) V0.0 = Vioo) Voo V00 = Vioo) Vieo) VVizo) = Voo
1,1 L1 22 1,1 L1 22
Voo YV = Vo) Vo YV = Voo

Acabamos de probar el siguiente Lema:

Lema 6.3.2. El producto copa sobre H;;;g queda descripto por la siguiente gl (2)-tabla:

v V(%,%) V(lo’}J) V(12’,1)) V(zz’f)) V(%,%) V(?f-%)

Voo || Voo Voo Veo | Veo Vo Voo

Yoo || Voo Vo Vo Vioo)

Yoo || Voo Ve Vo | Yoo ©2
Vo) || Yo Vo)

Voo || Voo Vi

V(%)’,%) V(%’.%)

Con la gl(2)-tabla anterior, no es dificil ver que se satisfacen las siguientes relaciones:

() =V (i)™= () =i () =i v v v ()’

donde (V(I”fk)> denota el producto copa del gl(2)-médulo V(’:';qk) consigo mismo r veces. Por lo tanto, podemos

,®

iag €S generado por V(lz’})) y V&)’})) a través de los productos de Clebsch-

ver que todo producto copa sobre H,

Gordan asociados.
En cierto sentido, si pensamos que los gl(2)-mddulos son letras, es decir { = V(z)’.lo) yn= V(lz’lo), entonces

la gl (2)-algebra (H;;;g, \/) define un algebra asociativa presentada por:

clg.n]/(CHE—n*n*C) (6.3)

cuya tabla de multiplicacion asociada es:
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|1 ¢ nltme o

L1t ¢ n|én ¢ &
¢ & In ¢?
n ¢ &|¢

&n (| ¢n ¢

¢ ¢ &

<N

; . R, X1 20 02 02 3.1 3,1
Para la parte par H;°, consideremos los re-escalados arbitrarios Dy =0V V)3 =0v3, Py =13V,

y ﬁ}jg = t4vi’§ junto con los 77 definidos en H;;;g. Usando los productos de Clebsch-Gordan dados en li
obtenemos las siguientes expresiones:

20 02 422 20 A3 20 13y 33
VI3V i3= =530 [V Vs =03V i3 = — g5 Vo
20 02 2.0 02 1 22 31,02 31 02 _ 13ty 33

JoV Vi 3=V 3V 0 = 85700 JoV sV =0 5V v 3 = 65V

,®

Con el mismo argumento que lo realizado para H'* , si consideramos el siguiente sistema no lineal:

iag’
{tll‘z . iy . 131y .
612 6A3 6A3
‘4 — 62 . _ - — —6A* _hn _ :
obtenemos como solucién ¢ = o= 7 Yyt =—,con lo cual = 3. Es decir, renombrando
t4 = t, podemos re-escalar los representantes dominantes de HE" como \7(1)’(1) = lv(l)’(l), \7(2)% = —6)12\/(2)’3, \7(3)’3 =
333 L1 4 11 22 222 20 _ 6A3.20 02 4. 02 31 6A4 3.1 1313
—122 V0,00 V2,0 = )*"2,0’ Voo = —2A Voo V3= T V3 Vi3 = V13 V3 = T V3 Y Viz =13
con A,z # 0y obtener que:
1,1 L1 22 1,1 22,33 2,0 L1 ap3,
VooV Voo =Yoo Vizo YV = Voo Vi) YV =3Vi-s)
1,1 11 22 2,0 13 _ 1,33 2,0 11 3.1
Voo V2o = Vi2o) V=) Vi3 = Voo Vii-3 VYV = Vi3
1,1 22 1,33 3,1 02 _ 1,33 02 L1 13
VooV Vioo) = Vo) V-3 Vi) = Voo Vs VVieo =V
1,1 L1 22 2,0 02 22 22 0,2 1 13
Yeo VVeo = Voo Vi3 Y Vus) = =3V Voo iy VVeo = =3V

Luego, el producto copa sobre H;* estd presentado por el siguiente Lema:

Lema 6.3.3. El producto copa sobre H* queda descripto por la siguiente gl (2)-tabla:

v H Yoo, View Ve Vies) Vi ‘Vé’,zm Voo, Vs Vi Vi
Voo, || Voo Voo Vio Vils) Vi) Voo, Voo Vil Vay Vo
Voo | Yo Vo Vao Vi Yy Yoo

Voo, | Ve Yeo Vi —3Vily Wiy Yoo

ita | Yity Vies Mo Vi ®Vioo) Yo
Vi | Yoy Viy =3V 366 Vi Vo) 6
Voo || Voo Ve

Vo || Vi Vo)

Vi || Vs Vo)

Vi || Vi Vo)

Voo, |l Ve
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Observacion 6.3.1. No es posible elegir representantes dominantes 7 ’,‘f en Hy'* tales que los coeficientes y;f ’,f

sean todos iguales a 1. En efecto, si fuera posible debemos pedir que — 543 =1y &3 =1 conlocual A =0, lo

que es absurdo.

Aligual queen H3® i, S pensamos a los gl(2)-médulos como 7 = V(zl”%), T = V823) entonces la gl (2)-algebra

iag’
(Hg*,V) define un 4lgebra asociativa presentada por:

Clg,n,1,m]/{(¢L =120, (36 —n), (35 +n), un+n7, 2N +N1T2) (6.5)

cuya tabla de multiplicacién asociada es:

¢ n T () ¢ in {u fn &
1 ¢ n T ) ¢ tn fu (n &
¢ ¢ & ¢n ¢ {n &
nifn ¢nm & -3¢ 3w ¢
|| m Su 3Cn —-3¢n+¢? &
n || (n -3n -3¢n-¢° -
¢ &
{n || ¢n &
¢ || € &’
{n |l {n -
I

6.4. Corchete de Poisson sobre y H .

Ahora queremos calcular las gl(2)-tablas del corchete de Poisson sobre Hy:® .

dlag
y Hy*. Usando los representantes

de peso mdximo qu’ " de la Sec. obtenemos el siguiente Lema:

Lema 6.4.1. La cohomologia H;® tiene los siguientes productos de Clebsch-Gordan no triviales asociados al

corchete de Poisson:

20 11] _ 2,0 1,1
V1,737V070}— s f- Vzo»"zo} {V207f Vzo} 4y
20 22\ _ 31 _ 4,22
Vi-3:Y00( = V1,-3 20»"20 20vf V20
20 02 1,1 1
ViiZ3 Vi3 = ~V2) f- "1 ,3,\’13 V1 - ,f "13 =V%0,0
20 13) _ .22 2,0 2,2
Vi 73>V173}—Vz,0 for ,3,V]3} {Vl 30 V13} 3o
31 1,1\ 3,1 2,2
v %v"o,o} =33 foy —3a"13} {Vl 3. V13} 3"0,0
102 1,1 1,1 2.0
1, 3v"13} 0 =31, (6.6)

2,0 2 3,1
2f. -V, 37V20} { 3>f "20} 3"1,73
1 31
2f. V1 37"20} { 3.+ Vzo} 3"1,—3
0, 0,2
2f. V137V20} {13vf 20}—3"1;3
02 22 0,2 13
2f. Vlzavzo} { Vi fev } —3v)3
1,3
Vi,

2f. v13,v20} {

{
{r
{
{
{
V% {Zf V134 V2, } {V1 —3:. v
{
{
{
{
{

13
3. "20} = 3"1,3
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Demostracion. Como {—,—} : HP4 x H"S — HPT"~1a+s=1 pecesariamente p+r—1<3yg+s—1<3.Esta
condici6én descarta aquellos (p,q,r,s) cuyos corchetes se escapan de la graduacién de H**. Al igual que el

producto copa, {—,—} : V(’:l’l'fkl) ®V(:’é7k2) — H** es gl(2)-invariante y

{Vpaq V’?S

+r—1,g+s—1 pH+r—1,g+s—1 p+r—1,g+s—1
\%4 BV
(n1ky)? ("2#2)} < @ ©®

(ny+np ki +kp) (n1+ny =2,k +ka) (|ny—nalki+ka)

1 P9 rs
Por lo tanto, si {V(m,h)’v(nz,kz)

} # 0 entonces algunos de los sumandos del lado derecho deben aparecer en
la descomposicion de H**. Restringiendonos a H;* y usando la Definicién obtenemos los siguientes
productos de Clebsch-Gordan:
o {—,—}:H*"®H" - H* ! cong>I:
{x'"h0 ' @x_ +x ' @x; + 200 @ ho } = —3x' KO
{xlho,)qho} = —x'®x.
{)clho,)c_l)cl ®x1x,1} =x %0 ®x.
{xlho,x1 ®x1x,1ho} =x'h0 @ x k.
{=x"1h0 xtho} — {x"h0,x_1ho} =x'@x_1 +x ' @x1 +2h0 @ .
{—x’lho,xl ®x1x,1ho} + {xlho,)f1 ®x1x,1ho} =3x "X @xx_;.
{—2)c_lho,)c1 ®x1} — {xlho,xl ®x_1—x1 ®x1} =3x1K0.
{—Zx’lho,xlho ®x1ho} — {xlho,xlh0 ®x_1hy—x"1h0 ®x1ho} =3 X' @x.
o {—,—}:H"M®H" — H*" ! cong,s > 1:
{xl Rx_1+x Tox —|—2h0®ho,x’1xlh0®x1} =3x 0 ®x.
{x'@x_1 +x ' @x; +2° @ ho,x1ho } = —3x1 hy.
{xl Rx_1+x Tox —|—2ho®ho,x1 ®x1x,1ho} = 3x' @x1x_1hy.
{x‘1x1h0®x1,x1h0} =x'"0 @ xhy.
{xlho,x’lxl ®x1x,1} =x' @x1x_1hy.
{xl ®@x_] —x T @x,x! ®x1x,1ho} -2 {xl ®xp,—x! ®x1x,1h0} =3x! @x1x_1hy.
{2)61 ®x_;—x1 ®x1,x1 ®x1} =4x! ®x.
{xl ®@x_1 —x 1 @x;,x1h0 ®x1h0} — {x1 Qx1,x R0 @x_1hg —x~1h0 ®x1h0} =4x 0 @ x k.
{2x’1x1h0®x,1,x1 ®x1} — {x’1x1h0®x1,x1 Rx_—x 1 ®x1} =3x X0 ®x.
{x‘1x1h0®x,1,x1ho} — {x‘1x1h0®x1,x,1ho} = 3x Il @xx_.
{2x,1h0,x1 ®x1} — {xlho,xl ®x_;—x1 ®x1} = 3x1hyp.
{2x_1ho,x"hO @x1ho } — {x1ho,x'B® @ x_1hog —x'hO @ x1ho } = —3x! @x1x_1 .

Re-escribiendo los representantes anteriores con la notacién vf’n’% obtenemos los productos . O
Como bl = Avhl 522 — 22222 o5 corchetes de Poisson no triviales sobre HS® estin definidos por
20 = Moo Voo T 2,00 diag p
Ll 1,1 | Ay L1 L1 1,22 | _ Av/22 . .
{V(z,oyv(z,o)} = AV(270) y {V(z,o)’v(z,o)} = AV(270), donde A = 4A respectivamente.
. o0 1A LL 22 0 3A2 22
Por lo tanto, los representantes dominantes de Hy~ quedan re-escalados como v’ = V000 Voo = — 8 Voo
33 3A3.33 1,1 ALl 22 A2 22 20 _ 3A3.20 02 4. 02 3.1 3A% 31 13 13
V0.0 = 16 V0,00 Y20 = 2200 V2.0 = T8 200 V1,3 = 3 V1.-3 V13 = "aVi3 Vi3 = T Vi-3 Vi3 = i3

con At #0.

Usando estos re-escalamiento y re-escribiendo los productos de Clebsch-Gordan (6.1)-(6.6) vemos que el
producto copa sobre Hy'* es presentado por la gl (2)-tabla (6.4) y el corchete de Poisson es presentado por la
siguiente gl (2)-tabla:
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o[ Ve veh v Vi) Vi3

Vioo)

Vo) il ~3ViS)
Vio) AV Vs PV
Vil “BVily BVl 3 (Vi #Vioo)
i) Py WS P (Vi #Ven) ©7
Vico) i) —2VS)
Vao) AV ~HVil) —2ViS)
Vs Vil VIl (Ve & Vion)
Vi B P (e #Ven)

Yoo,

con el resto obtenido por simetria. Cualquier gl (2)-tabla (6.7) define un corchete de Poisson compatible con el
producto copa definido por la gl (2)-tabla (6.4)), es decir que los productos definidos por ambas satisfacen la ley

de compatibilidad (3) de la Definicién2.8.2]
Ademis, si g; es una gl (2)-Lie definida por la gI(2)-tabla (6.7) con pardmetro A;, entonces se puede ver que

g1 = g como gl(2)-Lie a través del cambio de base diagonal y : g; — g, definido por x — A /Ax%, por lo que

basta tomar un valor fijo de A. Si A = 1, 6 equivalentemente A = 4, obtenemos el siguiente Lema:

Lema 6.4.2. El corchete de Poisson sobre H,'® estéd definido por la siguiente gl (2)-tabla:

) [ Voo, Yo Vo) Vit Yis)

Voo)

Vo) Wiy =3V
Vio) Vi3 Wiy WIS
Vils “Wits Wals) ~6V50) & 6V,gp)
Yis) Via Min Ve e ©®
Vo) oV 6V
Vao Voo i Vi)
v(31=,173) —3v(31:{3) 3v<31*7[ 3 3v(22f)) ® 3%?0)
i Wiy Wiy —3VEn @3V

Vo)

6.4.1. Subalgebras

Teorema 6.1. H;l?(:g es una gl (2)-Lie isomorfa a gl(2) = gl(2),, © C* donde gl(2),, es vista como dlgebra de

Lie abeliana.
Demostracion. En efecto, por el Lema 4.3.2| de la Subsec. |4.3.4} la expresion {v(‘i{)),v(‘i{))} = AV(]2”10) define

una sl(2)-Lie isomorfa a s[(2). Ademads, V(lz’})),V(Qz’%)} = AV(zz’f)) también muestra que V(zz’f)) es un sl(2)-

médulo por la accién adjunta y por cuestiones de grado sobre H;;; ¢ Vemos que {Vé’f)) , Vé’%)} = 0. Por lo tanto
s[(2), = V(zz’%) y como V(lo’lo),V(%%) se corresponden con las respectivas identidades id, sobre cada médulo,

obtenemos que H; . = 0l(2)=gl(2),,® C?, donde el factor abeliano C? esta dado por V(%’%) @ V(307i))' O
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Como previo paso para la descripcién de H,'°, obtuvimos las siguientes gl(2)-Lie:

Proposicién 6.4.1. 57 = gl(2)x (al(2),, ®C?) &C? y 584 = g1(2) = (gl(2),, < C*®C?) &C? son gl (2)-Lie

con Hy;j, C i C 5.

Demostracion. En efecto, notemos que 57 = H;i’;g &5, V(317,L3) y el corchete {V(‘o’l’j%),V(L’:O)} = —%Va’}%)
implica que g[(2) actda por adjunta sobre V(3’1’]73). Un razonamiento similar ocurre con % = 5 ® V(21’23) y

ademds g[(2),, actda por adjunta sobre ‘/(21’23). La parte de las contenciones es inmediata. O

Teorema 6.2. H;"* es una gl(2)-Lie isomorfa a gl(3) < gl(3),,, donde gI(3),, es vista como dlgebra de Lie
abeliana.
Demostracion. Por un lado, sean A = V(%’%) & V(i)’})) & V(lz’})) & V(Zl’f)_3) @ Vg’é) y A = V(%’f)) ) V(zz’f)) & V(31’71_3) ®
V(ll’é) <) V(%?o) respectivamente. Entonces 2 es un dlgebra de Lie abeliana, pues su gl (2)-tabla es nula. Aplicando
la proposiciénd.3.2con A =4, r= -3y k = —6, se sigue que A = g1 (3) como gl (2)-Lie. Aplicando nuevamente
la proposici(’)n entre Ay A, concluimos que A actda por adjunta sobre A’

Es decir, Hy® = A=A = gl(3) < gl(3),, como gl(2)-Lie, donde gl(3),, es visto como algebra de Lie

abeliana puesto que por cuestiones de grado su corchete es nulo, lo que concluye el resultado. &

Notar que por cuestiones de grados sobre ambos productos, las tnicas gl(2)-Lie mencionadas anteriormente

que son 4lgebras de Poisson son H;l?;g y H'*. Por tltimo, tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 6.3. H;* es una sl(3)-dlgebra de Poisson isomorfa a 25.
Demostracion. Por el Teorema la estructura de Lie subyacente sobre H.'* es gl(3) =< gl(3) ,. Denotemos
ahora gl(3) = ¢l(3)o y 6l(3)ur = gl(3)1, con lo cual Iy, I; denotaran las respectivas identidades sobre cada

algebra.
Ademds, usando la gI(2)-tabla li del producto copa, notamos Iy = V(%%) es la identidad del producto,
s[(3)y Vsl(3)y=kisl(3), y sl(3),Vsl(3), =kl por lo que (inicialmente) obtenemos la siguiente sl(3)-tabla:
vV IO 91(3)0 51(3)] I[
Iy Iy sl(3)o sl(3); | Iy

61(3)0 51(3)0 k15I(3)1 ]QI] 0

sI(3); sl(3); koI 0 0

L L 0 0 0

Sin embargo, por lo visto en la Sec. es posible hacer un re-escalamiento en los morfismos 7, = 4,7, de

modo que k1A% = A, y koA A2 = A3, con lo cual la sI(3)-tabla final del producto copa nos queda como:
1

V Iy sl(3)o | sI(3); | I

Io 10 51(3)0 51(3)1 11

51(3)0 5[(3)0 91(3)1 11 0

51(3)1 5[(3)1 11 0 0

I I 0 0 0

que justamente es la sI(3)-tabla del producto ¢ en 23. Luego, por la Proposicién 4.1} Hy* = 25 como sl(3)-

dlgebra de Poisson. &
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6.4.2. Observacion

Sean A #0y 11,12,13,14 # 0 pardmetros arbitrarios y definamos la siguiente gl (2)-tabla con los gl (2)-submédulos

de H'*:
Co e v Vet Vit Vi
Vioo)
Vo) Vi) v
Vi) AVisp) Vals) TV
V(zf,o_s) gl V<21’,0-3) %V(Zf,o_s) — 4l V(Iz’,lo) @ —2as V(lo’}))
Vi Vi) BV VR0 © B Ve (69)
V(%) " V(31’,173) E V((i'é)
Vi) VG nVily wvi)
Vils) nils Vil ~ 55V @15V
Vi) VY RVEY B Van © 5V,
Vo)

Entonces esta gl(2)-tabla define un corchete de Lie y este corchete de Lie satisface la ley de compatibilidad con

el producto copa definido por la gl (2)-tabla (6.4) si y s6lo si #; = —%, t = —37’\, t3 =

_3A 4 3A

3A
7’t4: 2,l5—4.

Sustituyendo estos parametros en la gl (2)-tabla se obtiene (6.7))
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Capitulo

Estructura de Poisson en H** (f3 )

7.1. Algebras de Lie nilpotentes libres

Definicion 7.1.1. Un élgebra de Lie libre generada por un conjunto X es un par (f,1) donde f es un dlgebra de
Lie y 1 : X — § una aplicacion con la propiedad universal que para toda aplicacién 6 : X — g con g un élgebra

de Lie, existe un dnico morfismo de Lie 0 : f — g tal que 6 = 16.

Si X = {xi,...,x,} decimos que f es libre de rango r y se denota por f,. Para construir el objeto f, tomemos el
espacio vectorial V generado por X y su dlgebra tensorial 7 (V) = C®V &V @ ... con la estructura de Lie
dada por el conmutador.

Sea f, la subdlgebra de Lie de 7 (V) generada por X, es decir, la interseccion de todas las subdlgebras de
Lie de T (V) que contienen a X y t : X — T (V) la inclusién canénica. Luego (f,,1) es un dlgebra de Lie libre

sobre X y f, coincide con el subespacio vectorial de T (V) generado por los elementos de la forma:

iy X, | = [Xigs [Xigs s (X0 %0] ] (7.1)

conl<ip<r,méeNYy [x,x] =x ®x; —x; @x;. En efecto, por la identidad de Jacobi tal subespacio es una
subdlgebra de f, y como contiene a los generadores x;, debe coincidir con f, [Jac79]. Si f, (m) es el submédulo

de f, generado por las expresiones (7.1) de grado m, entonces f, presenta la graduacién:
=t (HofQ)ef,3)e---cVvevieviag...,

donde f, (m) =[V,f,(m—1)]yf, (1) =V.

Definicion 7.1.2. Para todo natural # > 1, definimos el algebra de Lie libre z-pasos nilpotente de rango r como

el cociente f; , = f,‘%, donde f’r+1 es el ideal de f, definido por:

T;‘H = Z ([xiyseeoxi ] s 1 <ig <)
k>t+1
Usualmente f; , es llamada élgebra de Lie libre -pasos nilpotentes en r generadores [Jac79, PRL19]. Notemos
que f; , presenta la graduacion f, , = f, (1) ©§,(2) @ --- @, (t) y la dimension de §, (m) se calcula mediante la
funcién de Moebius u por:

dimf, (m) = %Zu (k) /% (7.2)
klm
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Ademads, cualquier morfismo lineal ¢ : V — f; . se extiende a una tnica derivacién dy de f;, y a un tnico
morfismo de Lie ®, de f;, definiendo:

d¢([xil7...,xik}) = Z[xil,.‘.,d)(xis),...,x,'k],

s<k

Do ([riyseoxi]) = [0 G0 ()] -

El algebra de derivaciones de f; , es Derf; , = {d¢ 19 € Hom(V, f,y,)} y el grupo de automorfismos de f; , es
Autf; , = {CI>¢ 19 € Hom(V,V) es biyectiva}. El factor de Levi S; , de Derf; , estd dado por los morfismo li-
neales d tales que ¢ € sl (V), es decir, S; , = sl(r). El grupo de automorfismo Autf, , es el producto semidirecto
GL (r)=NL (r) donde el grupo general lineal GL (r) es obtenido de los automorfismos @ tales que ¢ € GL (V)
y el grupo nilpotente NL () es obtenido de los automorfismos ®5, donde 6 = Iy + ¥ y ¥ € Hom (V7 T%r)

[PRL19]]. Usando estos hechos tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 7.1.1. Toda dlgebra de Lie f, , es una GL (r) < NL (r)-Lie y en particular una gl (r)-Lie respectiva-

mente.

En esta tesis consideramos algunos casos con r = 2. Observemos que Derf{; > es un dlgebra de Lie graduada con
graduacién dada por [Pil14b]:
Derf; 2 = @) Dercfr 2,

donde Deryf,» = {dy : ¢ € Hom(V,T, (k))} y el corchete es dado por el conmutador graduado [¢;, ¢;] = ¢;¢; —
¢;¢; € Der;; j1 12, para todo ¢ € Der,f;». Aqui se tiene que Der; f;» = gl(2) = sl(2) ®C - id;», donde id; 5 es
la extension por derivacion de la identidad idy en el sentido:

2 |5, (0= k105, k), VA= 1.
El radical soluble %, , y nilradical .47 > de Derf; » estdn dados por:
Mo =@ Derrirn, Hp=C-id2® Mo

Ejemplo 7.1.1. [Pill4a] Como f; > es un gl(2)-médulo, tiene una descomposicion f,» = Vi) @ ® Vi 1)
donde V() denota al gI(2)-médulo irreducible de peso (m,l) (Sec. . Como V = C2, necesariamente el
primer sumando en la descomposicién de f; 5 es 2 (1) = V(1,1) y podemos suponer que {e1,e_1} es la base de

peso de V(; ;). Luego para los primeros 7 > 2 obtenemos las siguientes descomposiciones:

* Por la formula se sigue que f2(2) es l-dimensional y f,(2) = [V,f2(1)] = [V(m),V(M)]. Como
f2(2) C V1) ® Vi1 = Via2) © V(o2), necesariamente 5 (2) = (fo) = V(g2) con fo = [e1,e_1]. Por lo

tanto, una base para f, » estd dada por los simbolos {e1,e_1,fo}

« Porla f(’)rmula se sigue que f, (3) es 2-dimensional y f» (3) = [V, T2 (2)]. Como {2 (3) C V{1 1y @ V(g 2) =
V(1,3), necesariamente f (3) = V(; 3y = (v1,y-1) con y; = [e;, fo]. Por lo tanto, una base para f3 ; estd dada

por los simbolos {ej,e_1, fo,y1,y-1}-

* Por la formula[7.2] se sigue que f, (4) es 3-dimensional y f2 (4) C V(1 1) ® V(1 3) = V(2.4) © V(o 4)- Luego
f2(4) = Via4) = (w2,w0,w—2) con wa = [e1,y1], wo = 2[e1,y-1] = 2[e_1,y1] y w2 = [e_1,y-1]. Por lo
tanto, una base para f4 » es dada por los simbolos {ej,e_1, fo,y1,y—1,w2,wo,w_2}.
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7.2. Estructura de (gl(2) < Q,)-médulo de H** (f3,)

Consideremos el dlgebra de Lie 3-pasos nilpotente libre en dos generadores {3, con base ordenada
{e1,e_1, fo,y1,y—1} y corchetes no triviales:

[617671]:f07 [el7f0}:yla [eflaf()]:yfla

Luego, f32 = V(1,1) © V(02) © V(1 3) como gl(2)-médulo, donde V{; 1y = (e1), Viop) = (fo) ¥ Vi1 3) = (1), el
centro es el ideal 33, = (y1) y el f32-mddulo coadjunto es 32 = Vii,-1) ®V(o,—2) ® V(1,-3), donde V(; 1) =
(') = (e"), Vio,—2) = (=) y Vii—3) = (y') = (y*,). Notar que la identidad id3> de gl(2) es la
derivacion definida como:

igo=e' ®e +el@e +20@ fo+3y '@y +3y @y

Denotemos por C** = C** (f32) y H** = H** (f32) su cohomologia. Al igual que en el dlgebra de Heisenberg
b1, la descomposicién en gl(2)-mddulos irreducibles de cada CP+7 se obtiene por el Teorema de Clebsch-Gordan.
Por ejemplo, en los grados (2,0), (1,1) y (0,2) obtenemos que:

Nz = (eleha( el ed ey eldy ! -l

B2®B2 = lent+y ey el on+e @y o ey (ffey)e(d ey )e
G'efye(fofyelden) ey ee+y e )d(e ! ®ete @e1)d
('eepeldwea)o(feh)

Nz = (erem1) ®hiy-1) @ {erfo) ® (foy1) @ (e1yi) @ (e_1y1 —ery_1)

Como 3 es un dlgebra de Lie cuadrética (Sec. con forma bilineal asociada B : f , ® 5 , — C dada por:
B = €_1®y1+y1®€_1*<81®y_1+y_1®31)+f0®f07 (73)

obtenemos que la B-base de f3» asociada a {e1,e_1, fo,y1,y-1} es {y—1,—y1, fo,—e—1,e1 } y la 3-forma alter—
nante Ig : /\3f3,2 —Ceslg=e~ elfo Luego, B define un corchete de stper-Poisson {, } 5 : C* OV o2
sobre C*? (Sec. mediante la formula {Q;,Q } 5 = (—1 1)< {Q1,2}5,VQ € CH0, Q, € C*P, donde:

{Q1, Q) =ty (Q1) Atey (Q2) = 1y, () A, (Q2) + 17 () Mgy (R2) =T, () Aty (Q2) + 16y (1) ALy, (R2)
El diferencial de Chevalley & en C*? estd dado por & (®) = — {Ig, ®} , lo que equivale a:
§(w)=—14 (e 'e' ) Ay (@) + 1, (e fO) Ay, (0) =1, (e ' fO) N1y (@), (7.4)

Lema 7.2.1. Las descomposiciones en gl (2)-submddulos irreducibles de cada H”%, con 0 < g < 2, junto con

sus representantes de clase de cohomologia dominantes resultan:
0,0 _ _y00
HP = (1) _V(OO)
ely > V 4

= (¢
(
(@) =1ty
(
=

el Oy > V Lo)
e le lfo ) = V(?),Ofm)

= ()=
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H' =(e'®@e 1+e ' @er+2f°@ fo+3y' @y 143y @y) @ (' @er+y @y1) @ (e oy1)
1,1 1,1 1,1
=V00)® V20 PVe2)
H>! = ely1 ®y1> @<61f0®61>®<61y1 ®y_1 —ele! ® ey Jrely’1 ®y1>

=Voin ®Valy ®ViL
HY = (e fYy' @er)@(e'y !y @y —e ey @e) @ (e [y @ei —e [ @er +2¢' Oy en)
3,1 3,1 3,1
=Vi5-5) P2 —9) O V(i s)
HY = (e te! Oyl @e) @ (' Oy Yy ey @ (e7lely Iy @ fo)
=V, 6>@V(2 L5 ® Vs
5,1
et ea) =V
= <y1y 1> (06)
2= (e'®ery_1—e'@e_1y1+e ' @eyi +3y @yiy_1) & (! @eryr)
= V5 Vi)
<2€ lel@eje1+e Y @ery_1—ely T@ery_ 1 —e 'y @e 1y +ely ' ®@e_1y1+
o7 e fovi + O @ foy—1 +3y Iy @yiyvor) @ (e'y! @ foy) @ (e!y! @ ey ) @
(4e'fO'@eifo—e Y @eryi+3e'y ' @eryi +ely! @ery_1 +ely @e_yy1)
22 22 22 2,2
= V00 @V @ Va0 ©Viao)
H3? = (e7le! _1®e1f0+€_1€1 'e_1fo+e 'y Iy @ foyr +ely W' @ foy1 +2f % Yl @yiyi) e

(
(elelyl @erfot+ey 'y @ foy1) @ (' fOY @erfo+ely Iy @eyr) & (e [0y @eryr)
32
=Vio 2 OVEly @V OVl
= (e ' Oy @ere_1) ® (' Oy 'y @eryr)
42
=Vils) @V(s -5)
= (e 'y Y @ere) = V(f)’,z—g)
Las dimensiones de H*? para0 < ¢ <2son (1,2,3,3,2,1), (2,7,9,9,7,2) y (1,6,13,13,6, 1) respectivamente.
Demostracion. + Para calcular H* usamos la expresi(’)n teniendo como paso previo las descomposiciones
en gl(2)-médulos irreducibles de cada CP°. Por ejemplo, para C'* = (e') & () & (y') vemos que:

& (el =—1f (e_lelfo) Af (el) tle_, (e_l )/\l)l (el —ly (€ ( - 1f0) Ny, (61)
=15 (e e ) ALy () + e, (e e ) Ay (01) — ey (el ) Ay, (0) = =€ 0

)
)

8 (£%) = =1 (7 e f) Mgy (F) ey (7€ ) Ay () =ty (€7 f0) Ay (£) = =€
= (e

1> Procediendo de manera similar con el resto de C*, obtenemos que:

y' — —elfO f0 — —eled el —> 0

yflyl N _eflfﬂyl +elf0y*1 foyl N _eflelyl elyl 0

ely_1 —e_lyl — 2e‘1e1f0 elfO — 0 elel = 0
nyflyl R _eflelyflyl elyflyl N 1elf0y1 elfoyl 0
€1f0y71—€71f0 1 - 0 71 lyl = 0 671€1f0 = 0
Oy Yy = 0 elely yl = 0 elel Oy = 0

Con los célculos anteriores, vemos que Z>0 = <e1y1> @ <e1f°> @ <e‘1el>, B>V = <elf0> P <e_lel>,
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= (' oYY @ (e Oy — e O @ (e ey ) @ (e el O, BYO = (el Oy — oL Oy @ (e ey ) @
(e7te! f2), conlo cual H*O = (e'y") y H>O = (e' fOy"). Las descomposiciones de H* y H>" son inmediatas.
1 Para H*!, sabemos que H”! = (y;) y & (x) = —ad (x), con lo cual:

e = e'@fo+ ey esp = —e '@ fo+ oy fo = —eloy -y

El célculo de § : C*' — C**1'! se realiza aplicando la férmula (5.6) sobre los vectores dominantes de CP! y
obteniendo los cociclos y cobordes de grado p a partir de los grados p — 1. Por ejemplo, como 6 (@ ®x) =
O (o) ®x— ady (x), los cobordes se obtienen multiplicando & con los de grado 0. Por ejemplo,

S(fPef)=cleafit+tff(e '@+ oy )=cleafi—e ' fPoy+e oy

Calculados los de grado 1, como § (af ®x) = & (af) @x+ afdy(x) =& (a) B ®x— ad (B ®x) podemos
obtener los cobordes [A.3.2] de grado 2. Realizamos este mismo procedimiento hasta el grado 4 para luego
obtener los representantes de H*'.

1 Para H*?2, como & (x1x2) = —ad (x;) Vx —x; Vad (x;) sobre el grado cero, vemos que:
yiy-1 — 0 e_iyi—ely-1 — —e '@ foy1 —e' @ foy—1 —2f0@y1y_i
elyr — €' @ foyr eifo. = —e'@eyi—e'@ery_1— 0@ fon
foyr = e'®@yiyo ete.; — —e'@efo+fP®ey_1—fORey—e' ®e_1fo

y H®2 = (y;y_1). Los cociclos y cobordes en el grado p se obtienen como el caso anterior, aplicando la férmula
5.6) sobre los representantes dominantes de CP+2. %

7.2.1. Accion de Q,

Vimos que H'! V(o 0) @ V( 0) @ V(2 2) con b3 actuando con peso 2 sobre V( 2y == (e! @y1). Como
H'! = g[(2) < Q, estd en correspondencia con las derivaciones exteriores de {37, tenemos que H®** es un
gl (2) =< Qy-mbdulo. Notar que gl(2) <€ es un dlgebra de Lie no semisimple.

Si suponemos que {a)z =e! Ry, 0= f-n =e! Ry_q —e ! Ry, 0_ = %fz a)z = ¢ ®y,1} es la
base de peso de Q; y €, actia no trivialmente sobre V( 0 e Ve

(1i.k)
la Obs. el peso 2 debe ocurrir en la descomposicion de vPa

(m,
17‘]
mk

de modo que V(p q) N V(p A > entonces por

)®V(p qk) en sl(2)-moédulos irreducibles. Si

es el vector de peso maximo en V(’;n qk), notemos que:

(h vm 2s k) =h. <wi'v517z2s7k) (h CO,) mq2ck

pq
(m 2S)C(), Vin— 2sk_h < Vin— ZSk)_lwl Vin— 2sk

con lo cual . ( Zqzqk> = (m—2s+i) ;.01 25 k- Del mismo modo,

<‘bZ Vm 2sk> :ib2'<wi'v5£23,k> (2. 0).v m 2sk

Pl
k(l), Vin— 2A kT tb2 " ((D, " Vm—ZS,k) 20‘)‘ Vin— 23 k

Q
: . D-q i . 20 3 1 Pq 2 Pq 1 M
por lo que id; . <a),.vm72&k) =(k+2) ;. V-5 k- Es decir, si V(m,k) — V(W;) es no trivial, necesariamente

k = k+ 2. Usando esta observacién, tenemos el siguiente Lema:

Lema 7.2.2. El g[(2)-médulo irreducible Q, actda trivialmente sobre H”"! excepto para p = 1,4.
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Demostracion. Consideremos las descomposiciones en gl (2)-médulos irreducibles de H** dadas por el Lema

Luego:
(1) Como H'! = V&)’})) ® V(lz’})) ® V(lz’lz) = <v(1):(1)> ® <v;(1)> ® <v§é> es sencillo ver que cada ®; actia del

siguiente modo:

L1 L1 1,1 L 1,1 1,1 _ A LI

vy = 0 - Vyg = —2v212 O_2-vy) o= f.vz2 W Voo = 2\/212
LI _ 5 L1 Ll LI _5p Ll 1,1 _ Yy
a)z-f.vz_o— %) coo-f.vz_’o— w_g-f.vz?o—— f.vl2 @ Voo = - f.vz’2
2 1,1 1,1 2 11 A2 11 2 11 L1 2 11
- f7vy o= fvy, W f7avy o =2f"vy), O f7v,=0 O_2-v)y = —f7v)

puesto que no es necesario recurrir a los cobordes B!'! para obtener un representante equivalente a definidos en

el Lema[Z.2.1]
(2) Como H>!' = V(237171) @ Vé{z) @ V(ZI’LU = <v§1_1> &) <v§1_2> &) <v%1_1> vemos que £ actda trivialmen-
te sobre H>'. En efecto, si tal accién no fuera trivial, entonces el peso 1 6 0 de id, deberfa aparecer en la

s . 2,1
descomposicién de H>!, lo que no ocurre. Por ejemplo, sobre V(3’ 1) obtenemos que:

a)z-vgjil =0 a)ovgil =0 w,g-vgzll =—c¢ el @y

- fozl =0 w-foyl =2"leloy oo foil =—f. (el @)
coz-fz.vgzl_l =2¢ el @y, a)o~f2.v§:]_1 =4de el @y, ®_ -fz.vgzl_l =0

o il =—6f. (el @yr) @y gt =0 02 f203l =0

y como e~ 'e! ®y_; es un coborde tenemos que 7(®;) = 0 sobre V(23’171).
(3)Como H>! = V(33"1_5) ® V(Szl_ 5@ V(SI’I_S), tenemos que £ actia trivialmente sobre H:!. En efecto, tal como
en la situacién anterior, si tal accién no fuera trivial, entonces el peso —3 6 —2 de idb, deberia aparecer en la

descomposicién de H*!, lo que no es cierto.

(4) Como H*! = V(‘;’Lg) @ V(‘;’LG) &) Vé{],@ = <v‘2"1_8> &) <v‘2‘i6> @ <vg’l6>, vemos que la tdnica posibilidad
. . Q ; ..
donde Q5 actiia no trivialmente es V(‘;{S) =2 Vé’lf 6)" En este caso, cada w; actia del siguiente modo:

41 4.1 41 4,1

vy _¢=0 vy _¢=0 W2V, ="V _¢
4.1 4,1 4,1 4,1
w 'f-Vz;—g =0 [0Y) ~f.v27_8 = 4\)0776 w_» 'f-Vz,—s =0
4,1 4,1 4,1 4,1 4,1

- fFvy g =—f vy =2 s @o-fFvy g=0 @2 f2vy g =0

Para probar la primera columna, la igualdad @, "é:]—s = ( es inmediata. Pero m, - f. vgjl_g =e! foy’1 y1 Qy1 —

e le! 9! @ e; = by — by es un coborde. Ademds, —w; - > .v;‘:ig = f.(b1+by)+ 271 + 22 donde z1,z; son los

cociclos:

g=e oy Yoy +e Oy Yy ey
m=c e Ay e te e Pyl we.

donde 7o — 71 — Ze’*lely”y1 ®foyz— Zeflelyfly1 ® fo son cobordes, por lo que z; + z» también genera a

v

(0,-6)
Es decir, V(B’i)) N V(lz’?lz), V(lz’;)) N V(12’712) y V(‘;’,LS) N Véi@ @ V(%’L()) y la accién de Q, sobre H!'! y H*! es
no trivial. &

Lema 7.2.3. El gI(2)-médulo irreducible Q, actda trivialmente sobre H*2.
Demostracion. Si V(’;;zk) Lo, V(f;;zf() entonces el peso 2 debe aparecer en la descomposicion de V(':fk) ® V(f;;z];) en
5[(2)-médulos irreducibles y k = k 4 2. Usando la descomposicién de H*? dada por el Lema(7.2.1, vemos que

en ningtin H”? se satisface la condicién sobre el peso de id,, por lo que la accién de Q, es trivial. O



7.2. Estructura de (gl(2) < Q;)-médulo de H** (737) 99

7.2.2. Dualidades sobre H**

En la seccion vimos que el operador de Hodge * : /\"f;2 — /\"f;’2 induce la dualidad de Poincaré sobre
H*P, es decir:

HP = g37P0 vo< p<5. (7.5)

Notemos que el isomorfismo % : HP? — H>~P satisface 0 = +14+ () donde ® = e~ 'e! fOy~1y! € /\'f;z.

Sin embargo, este isomorfismo no es de sl(2)-mddulos, puesto que:

el = —e Oy Iyl = £ (el Oy 1y (el fOy) = ety = _%fz (e'y")
w(ely!) = e 0y = %fz_ (e' o)) (e Oy Iy =l = —f.e!
Es decir, x envia vectores dominantes en vectores antidominantes. Por otro lado, tenemos el siguiente Lema

sobre la forma bilineal B de {3 »:

Lema 7.2.4. La forma bilineal B : {3 , ® 3 , — C definida en (7.3) satisface las siguientes propiedades:
1. Bes sl(2)-invariante.
2. Bno es gl(2)-invariante.

3. Bes Q,-invariante.
Demostracion. Por un lado, los generadores e, h, f de sI(2) aparecen en 3, a través de siguientes matrices:

01 0 0 O 1 0 0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 0 0O 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 O
e=10 0 0 0 Of, h=10 0 0 0 0 |, f=10 0 0 0 O
0 0 0 0 1 0o 0 0 1 O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O o 0 0 0 -1 00 01 0

Es decir, e =e' ® e +y' @y, h=e '@e;—e' @e_1+y '@y —y' @y 1y f=e '®@e_ 1 +y ' @y_1.
Luego, es facil ver que X’ - B+ B-X = 0 cuando X = e, h, f, mostrando que B es sl(2)-invariante.

Sin embargo, B no es gl (2)-invariante, puesto que id; , - B+ B-id3 2 # 0, por lo que (2) queda demostrado.
Finalmente, como @, = ¢! ® y; tiene la matriz asociada:

0 0 0 0 O
00 0 0 O
=0 0 0 0 O
01 0 0 O
00 0 0 O
es facil ver que @' - B+ B- @ = 0, por lo que B también es Q-invariante y (3) queda probado. O

Corolario 7.2.1. La subalgebra de las derivaciones exteriores antisimétricas de {3 » es Der,, (f32) = sl(2) < Qo.

En la Sec. [5.2] vimos que existen isomorfismos de espacios vectoriales HP4 = H3 P4 = HP>~9 = H>~ P74
Como f3 7 es una Der,, (3 2)-Lie cuadrética, podemos decir un poco mds acerca de los isomorfismos anteriores.

Si ¥ =e el Oy 1y! recordemos que:

Proposicion 7.2.1. El morfismo A, : A3 — /\s_q‘f;2 dado por yi A= Ayg = 1y, ... 1y, (©) es de sI(2) < Qp-
modulos.
Demostracion. Ver el Lema[5.2.2]y la Prop.[5.2.2] o
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Usando el isomorfismo de Der, (3 2)-médulo y>~¢ dado por la Prop. [2.6.2, obtenemos que y>~%0 A, es un
isomorfismo de Der, (f32)-médulo entre A3, y /\S_q’fgg, donde {37 = (y>~9)~!. Luego, el isomorfismo
inducido en la cohomologia HP4 = HP~4 es de Der, (f3,2)-modulo.
Lema 7.2.5. La descomposicién en gl (2)-submédulos irreducibles de H** junto con sus representantes de
clase de cohomologia dominantes es:
04
H(),4 = <€1f0)’1y7]> = V(179)
H'Y = (' ®e) foyiy—1) @ {e' ®ere_1 foyi +y' @eifoy1y—1) & (¢! ®ere_1 foy_1 + e @ere_y foyi
+2f @ ere_1y1y—1 +3y' @ e_1 foyry—1 + 3y ®@er foyiy-1)
1.4 1.4 14
= Ve Ve Vo)
H** = (e'y' @efoyry-1) @ (e' fP@ere i foy1) @ (e'y' @e_1foy1y-1 —e ' @ere 1 foy1 +e'y @erfoyry-1)
24 24 24
= Vi) PV PVis)
H* = (' Oy @ere_1 foy1) ® ('y Iy @erfoyry_1 —e ey @ere1 foy_1) B (e Oy @ere_1 foy-1
—e ' Oy @erey foyr —2e' Oy @ere i foy-1)
34 34 34
=V ® Ve @V
HY = (e el Oy @ere i foy1) @ (' Oy Iy @ere i foyr) @ (e tely Y @ereiyiy-1)
44 44 44
=V20)® V22 ® Voo
_ _ 54
H>* = (et fOy~ !y @ere foyr) = Vil
Demostracion. Basta aplicar el isomorfismo * o A; en cada representante de peso méximo @ de H*! del
Lema y evaluar id,, obteniendo asi la descomposicién de H** en gl(2)-submédulo irreducibles y sus

representante dominante. Por ejemplo:
* ProAi(y) =" (—e el ') = er foyry-
x oA (e'@ei+y @y) =9 (' @e fOy Iyl =y @ele fO) = e' @ere 1 foyi +y' @erfoyry
x« oAl (e'@yr) =Pt (—e' @e el ) = el @er foyiv-1
x* ProAi(e'®e 1+e ' ®ei +2°@ fo+3y' @y_1 43y ' @y) =e' @ere1 foy_1+e ' ®ere_ foyi +
2f'@ere_1yiy-1+3y' ®@e_1foyry_1 43y @erfoyry
Realizamos el mismo procedimiento sobre los restantes representantes. 1\

Lema 7.2.6. La descomposicién en gl(2)-submédulos irreducibles de H** junto con sus representantes de

clase de cohomologia dominantes es:

HY = (foyr1y-1) = V(%’Sg)

H'3 = 2e' ®@e_ foy1 —e' @eyfoy_1 + e @e foy1 +3y' @ foy—1y1) ® (' @ e foy1)
=Vii5 ©Vas
H? = (e'y! @eryiy-1) @ (e'y! @eifoyr) @ (de' fO @ ere iy — e~y @ei foyr + 3!y @er foyi +
eyl @eifoy-1+e'y' @e_ifoy1) ® (2e7 e @ere_ifo—ey @erfoy-1 +ely T @er foy_1+
oyt @eyiy-1+e !y @e i foyi —e'y @emi foy1 + O @ ey +3y7 1y @ foyiy-1)
= V53 O Vi) © Ve © Vo)
H> = <elf0y1 ®ere_1y1 +elyy! ®€1f0y1>€9 <elfoy1 ®€1foy1>69 <e*1g
ely 'yl @eyiy_1) @ (el fPRere 1 fy)
=V @ Vi ®Vian Vo)

Y @eje_1y1+
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HY = (=2 ely Iy @ere 1y +e Oy Iy @er foyi +e' Oy Iy @en foy-1) @ (' Oy Iy @en foyr)
43 43
Vi3 Vi)
_ _ 53
H513 = <€ lelfoy lyl ®61€71f0> = V(O’.f())
Demostracion. Basta aplicar el isomorfismo {3 o A, en cada representante de peso maximo @ de H*? del Lema

7.2.1]y evaluar id,. Por ejemplo:
x PoAa(yiy—1) =P (e 'e' f0) = foyiy-i

* Yoy (2e' @ery_1—e' @e_1y1+e ' ey +3y @y1y_1) =2¢' ®e_1foy1 —e' @eifoy- 1+ ®
e1foyr +3y' © foy_1yi

* 1173 oAy (el ®€1y1) = 1[73 (81 ®€lf0yl) = 61 ®€1foy1
Realizamos el mismo procedimiento sobre los restantes representantes. O

Corolario 7.2.2. El gl(2)-médulo irreducible Q; actia trivialmente sobre H”** excepto para p = 1,4 y actiia

trivialmente sobre H*?.

La descomposicion de H*? se obtiene rapidamente por el producto copa entre H*? y H%>. Resumimos toda la

descomposicion de H** con el siguiente cuadro:

P\gq 0 1 2 3 4 5
0 00 13 06 08 19 010
1|17t 00,2022 13,33 1°,3 00,2628 | 1°
2 |27 |12t 40,31 20,00 42,3322,0 | 15,243% | 26

300270 | 179,274,375 | 472373272072 | 4937120 00 | 112230 ) 2¢

4 | 172 | 0762628 175,37 173,373 00,2022 | 1!

5 | 0710 1-° 08 0-° 173 00

En los diagramas y de la seccién se representa la accion de €2, sobre H**® junto con la accién

central que serd desarrollada en la siguiente Seccion.

7.3. Accion central sobre H**

Como el centro de f3, es 3= (y) = Vi13), existen dos operaciones primarias denotadas por Iy, ,1, ,. En es-
te caso 3 = C& (y1) @ (y1y_1) con corchete no nulo [y;,y_1] =2y1y_1 y 3 = bh; ©C. Luego, H** es un
gl(2) = (Q2 @b )-mdbdulo y como las acciones de Der, (f32) y 3 se entrelazan (Subsec. basta calcular las
operaciones primarias iy, 1, , sobre los representante de peso maximo de H*®*.

Por lo visto en la Subsec. si 3 actda no trivialmente sobre V(‘Zfl) entonces algunos de los pesos de la
forma (m+ 1 —2s,3 +1) aparecen en la descomposicién de H?~'9, donde 0 < s < min {m, 1}. Ademds, por la
Observacion @ sabemos que el peso 1 debe aparecer en la descomposicion de Vi, @ Vi 1-24)-

3) — V(’r’";ll’filH) o} V(‘Zfl) — V(Ir)n_—lffll—&-fs) y en el caso que
m = 0 la tnica posibilidad es V(’(’):[II) — V(li;jr’g). Esto descarta todos los factores irreducibles dados en los Lemas
7.2.1}[7.2.6|y [7.2.5|que no satisfacen las condiciones anteriores. Por ejemplo, 3 no puede actiia sobre V(lz”z) de

En el caso que m > 1 las dnicas posibilidades son V([r)r;

1,1 0,1
modo que V(272) — V(173).
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Lema 7.3.1. Las representaciones centrales sobre la cohomologia H*?, con 0 < g < 2, son no triviales.
Demostracion. Notemos que y; . (e'y') = —e' y yi. (e! fOy~1y") = ' fOy!, con los otros casos claramente
triviales. Simplificaremos la notacién con vf;ﬁ{ para referirnos al representante de peso maximo (m,k) en HP4
listados en el Lema Luego, sobre H*! basta con ver los siguientes casos:

1 01 31 21 41 31
Y—1-Vo9 = Vi3 Y-1-V3_ 5 = Vy o Yi-Vo g = V3_5
Ll 501 31 2,1 41 1, 31 1.3,1
Yi-Voo = Vi3 Yi-Vo_4 = ~V3_ Y1V g = 3feviis—3Vi s
21 1,1 31 221 1, 21 s 3,1
Y-1-V3_1 = Vo Y=1:Vo 4 = 3V1,-17 §f-"3,—1 + 61 Yi-Vo9 = V2.6
21 1,1 31 2,1 51 31 1 3,1
YisVi1 = Vo Yi-Vy 5 = vy, Y-1-V99 = 2 'V2,76+§v0,76+62

donde es sencillo ver que 6, y 6, son cobordes usando los listados en|A.3.1} [A.3.2]y [A.3.3| Finalmente, sobre

H*? vemos los siguientes casos:

12 3,02 32 22 42 32
Y-1:V13 Vo6 Y=1-V4 o V3T U4 Y1-V3 _5 Va2
22 1,2 32 22 42 1, .32 332 1
Y-1-Vap —V33 Y1-V33 V4o Y-1-V3 5 Zf-V4,72 V2,2~ 197
22 12 32 122 1, 22 3 1
Yisvop = Vit y-1-V373 = Vot afevip +768+ 509
22 _ 3,12 32 29 52 _ 42
YisVoog = V33 Yi-Vy o = V3 Yi-Vo_g = V-5
22 12 42 1.32 50 42
y-1-vyp = —fev3; y1.vZs = 2(05+6s) =35, y-1-v9lg = fovils

donde 6; son los cobordes dados a continuacion:

03 =e' @ery_1+e ' @eyr+ 0@ foyr = 8(ere_y)

0y =¢' fP@eryr+e'y' @ foy1 = —6(y' ®@ery)

0s 2267161]&)@61671 —eilelyf1 ®€1fo+€71f0y1 ®ery_1 —elfo)f1 ®Re1y—1 —eilelyl ®Re_1fo
—e 'Yy ' @e_iyi+e Oy ey =8 (e'y ' ®eres1 —e 'y ®ere )

0 =—e [y @ey 1+e' Py ey 1 +e Oy @e iy e Oy @e iy —e Ty Ty @ foy
—ey @ foyo =2/ Y @yy =8 (y Iy @e_iyi —y Iy ®@e_iy)

Or=—c'e'y @erfo—e' [y @ery 1 +e Oy @e 1y =8(e'y @ere )

s =e [0y @eryi —e' fOy ey +ely Iy @ foy1 =8 (y 'y ®@eryn)

b =c'e'y' @erfo—e Oy @eryr —e' Oy ey 1 =8 (%' ®eifo)

Por lo tanto las representaciones centrales mencionadas son no triviales. O

Con los resultados anteriores procedemos a construir los diagramas de cohomologia correspondientes a cada

H*4, tal como se describe a continuacion:

* La Figura describe la accién central sobre H*°. Notar que no existen clases de cohomologia ® €
H*" tales que y;.y_.@# 06 y_;.y; .o # 0, es decir la representacién central sobre H* no es fiel.

* La Figura describe la accién central sobre H*! junto con la accién del médulo Q. Notar que
yo1-v1- (e Oy Y @e) =e' fP@er y y_1.y1. (—e ey @er +ely Iy @y1) = ¢! @ yi1. Es decir,
existen representantes dominantes @ € H*' tales que p . @ # 0, para cualquier p € A3 \ {0}. Por el
Teorema la representacion central sobre H*! es fiel.

* La Figura describe la accién central sobre H*2. Como y_{.y] . (elfoy_ly1 ®61y1) =e'fP®ery,
por el Teorema 5.5|1a representacién central sobre H*? también es fiel.
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50 H5 VS’S

28l Vi_10) (0.0)
4 45

Hvo " Vtw
v H? v

H vl (2:4)
2 2,5

H? V(Zz’.o —4) " V(i’é)
! H! v

H! 200 (1.9)
0,5

HO Vi) H' Vioa10)
) 5

(@) H* (12.) () H* (132, A2

Figura 7.3.1: Representacion central sobre H® (32, \*3.2) (parte 1)

Por otro lado, con una rutina computacional se calcularon las representaciones centrales sobre H*4 con 3 < g <
5y los diagramas de cohomologia resultantes estin dados en la Figura[7.3.3] Si bien la mayoria de las flechas
que describen los diagramas se obtienen simplemente al aplicar la accién de y; y y_; sobre los representantes
de cohomologia descriptos (puestos que el resultado ya da un representante listado o cero por la condicién
sobre los pesos), en algunos casos fue necesario ver a que clase de cohomologia se correspondia lo obtenido,
tal como ocurre por ejemplo con y_ . vtzd.

Podemos ver que el diagrama correspondiente a H*! es igual al diagrama correspondiente a H**. Lo mismo
ocurre con los diagramas de H*2 y H*3.

5 52
H> V(sl’l_9> H Vio_s)
Q ¢ \ H4 V4,2 V4,\£
4 phl Bl vl s) s
-8~ V-6 _ Voo
v S e N AN
> 3 32 32 32 32
Vi iy v B Vi Yooy Ve Yoo
2 22 22 22 22
HovEL e, v B Vao Yo Yoo Voo
N N
1 o o T H! V(13’23) V(11‘23)
H Ve = V2o Voo ’ :
\L / HO VO,Z
H® Vi) (0.6)
. 2«
(a) H* (f32,3,2) (b) H (73,27/\ T3,2)

Figura 7.3.2: Representacion central sobre H® (32, \*3.2) (parte 2)
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# Vo) i Vil
v N
H* Vils  Vils H* Vola Qévéin Vo)
e NN\ P s
H Vi Yoiy Vae Voo HY VR Vo Vi
XX XX
HY Vs VEy Ve Voo HEOVES O Voo V)
N S NS
1 13 13 1 14 2 14 1.4
H Vs Vi) H Ves = Voo Voo
v Vv
H° Vs H Vo)
@ H* (52, \'F32) () H* (132,732

Figura 7.3.3: Representacion central sobre H® (13 2, N°f32) (parte 3)

Se sabe también que H*® <f372 xf’3‘72> = H** (ver [CT04]) y como el centro de {3 f§,2 es 3 = (y1) ® <el>

concluimos que la representacion central sobre H*® (f372 = 73 2) estd determinada por 4 operaciones primarias.

El diagrama de cohomologia de H*® <f3,2 3 f’3"2> es dado por la Figura|7.3.4

Mientras que la accién de y;,y_; disminuye el grado cohomolégico H”¢ — HP~14 se puede observar que
la accién de e',e~! disminuye el grado sobre los coeficientes H”¢ — HP~!_ El siguiente cuadro muestra la

accién de e/ sobre los gl (2)-submédulos de H*9 para g =0, 1,2 y el cuadro completo se construye por dualidad.

1,0

H 5 H Voo = Vil
Voo = Vity
wi e | Yy = Ve
Tl v~ v
Voo, = Vily Vils = Vale
Heo Bl Vig) = oy Vobs — Voo
Vio, = Van Voo~ VELn @il
ey~ Ve Vily Vol
5 B Voly = Vile Voo = Vi
T ves - ovehevdd, vay - v
Vo = Vit

Como la representacién central sobre H*® <f372><f§72> es determinada por el centro 3., podemos pensar a
H* (f372 < f§72> como un gl (2) < (V1) @& V(1)) -médulo cuya serie de zécalo es:

0,0 1,0

soc’ = V(o,o) EBV(L

32 03 13 23 33 14 44 44 35 55
Vo2 ®Vios) © Vi35 DVi33) @ Vioo) ©Vias) @ Vizo) © Voo PVizs) © Vioo)

3,0 50 01 11 21 41 41 02 22
1OV e B Vio—10) Vi3 O Vi) O V2 2) B Vi3 _6) D Ve —6) D Vioe) P Vs @
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oc? 2,0 40 11 11 21 21 3,1 3,1 51 12 12
wd = VoraOVi—e®Vie0 @Yoo OVa 1@V 1y O V55 OV 5DV g OV OVi33D
32 32 4,2 1,3 23 2.3 33 33 4.3 0,4 2.4
Vit ® Vo) Vs ® Vs @ Vi, ® Vs, ® Vo ® Vo 8 V(i) ®Vi's) V55 ®
2.4 2.4 54 1,5 4.5
Vi @15 © V=) Vo) O Vil

I 41 22 22 22 42 52 23 33 43 53
w? = ViV s OVig0) OVido) OVEo) BVE sy D Vioe) @ Vo) O Vi1 B V(55 @V e
14 1,4 34 34 3,4 05 25
Vioe) ®Vi26 DVisn) Vi) @V ©Vioi0) © Vi)
432 44
wd = Valy®Valy

(X}
7.3.1. Representantes para H ¢
Para la siguiente Seccidén vamos a tener presente los siguientes representares dominantes sobre H(;;;g:
0,0 _ _y00
H = (1) =V
HY = ('@e 1+e ' @ei+2f°0 fo+3y' @y 143y oy) @ (! @er+y @yi) @ (! @y)
1,1 1,1 1,1
=Vioo) ®Vi20) V22
H>? =(2e7'e'@ee1+e Y @ey_ 1 —e'y T @ey 1 —e Yy @eyi+ely T @e 1y +
PO @ foyr + %' @ foy—1 +3y Iy @yiy_1) @ (e'y! @ foy1) B (e'y @eryr) @
(4e'fO'@eifo—e Y @eryi+3ely @eryi +ely! @ery_1 +ely! @e_1y)
22 22 22 2,2
=Vioo) PV ®Viao) V2o
H> = (' fOy' @ere_1yr +ely Y @erfoyr) @ (el [0 @erfoyr) & (e el @ere1yi+
ey 'y @eyiy_1)@ (e te P @ere 1 fo)
33 33 33 33
= Vi) PVido) PVi20) PVio)
H* = (e7le' Oy  @ere 1 foy1) @ (' fOy Iy @ere_1foyr) @ (e lely Iy @ere_1y1y-1)
44 44 44
=V Va2 Vi)
_ _ 5.5
H»? = (e el fOy~ Y @erey foyiy-1) = Vi00)
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5,5
Vo)

3,5
1,5
Vie)
0,

4,5

@
Ve
\Z

{X/l

Y03

(0,10)

V<21’.A§)

S = /
«ET\ = <% <%
) s s e
g \ > > / ]
<3 & - -8
g8 A8 i =1
N N 55 N
<9
e
-
«g
e
o~
o7 ol 28 =3
s 28 a2 <g

N

’o?

o |l

LS

\>
o @ & =
e — 24 e

= = =

0,3
(0,8)

%

@ ) ~ =
ol ol art Y
< P e =2
N e ~ >

13) -

0,2

e
Vide)

> e = =
[ S—— A =1 <
v e <3 =
S BN S BN

5,0

' Voo Vid-a -
22 2,2
0o Vo

/
Vely
i
Vil 3
| /
V(l;’l‘l) =
Vi Vo
N
Vi

—
_—

2,2)

1,1

2,1
(2,-2)
¢

Vg1

AN
>

g 5 = < = -
I s | o | s | o | S
A . > — ol paa%,
> S id sa aa e 2S
RS S N N ES

Figura 7.3.4: Representacion central sobre H® <f3,2 < 3 2)
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. e.0
7.4. Producto copa y corchete de Poisson en H ;' ¢
Sean V%c los representantes de cohomologia de pesos maximos de la Subsec. y supongamos que

q
%)

P4

D4 &g 2 ; : X
{Vm_Zi’k}0<i<m es una base simétrica de V(m en el sentido que f. Vir—2ik = Vim-2i—2.k" Notemos que la des-

composicién de Hy;7, en s1(2)-médulo es:
oo 1,00 11 11 11 22 22 22 22 33 33
Hiiag =Vi0.0) D Vi00) DVi20) ©Vi22) ©Vi00) ©Vi20) ©Vi31) D Viso) D Viso) O Vs 1@
33 33 44 44 44 55
Vi20) D Vio0) D V2 -2 V200 ® V0.0) ® V00

Para calcular las gl(2)-tablas del producto copa y del corchete de Poisson en H[;;;g necesitamos calcular los
coeficientes szi mediante los productos de Clebsch-Gordan asociados a cada producto.

dlzag

Lema 7.4.1. La cohomologia H;;;g tiene los siguientes productos de Clebsch-Gordan no triviales asociados al
producto copa:

7.4.1. Producto copa en

L, L1 20 I1,,.22 .33 2 LI, L1 1,1 L, Ly, 2 L1 522
Voo VVoo = 6"0,0 Voo Vo= 4"4,0 . Voo V'V f- VooV f- Voot VooV f Voo = 2Vo,o
L1, 1,1 22 1., 33 44 2 11,22 LIy, p 22 11, 2 22 an 33
Voo V20 = ~V2) V20 VYoo = V2o Jrv g Vg —f- Voo Vfavalg v V 7y = 30wy
11,22 ~n 33 22,22 a0 44 2 11, 22 1,1 22, 11,2 22  An 33
Voo V' Voo = 20vp) Voo Voo = 30v) 67 vy o Vg —=3f-vyo VI vip T vy VT vy =20v)
L1, 22  An 33 22.,.22 A 44 2 L1, 33 1,1 33, L1, 2 33 _ 40 44
VooV Voo = 3Ov2’0 VooV Voo = 20v2,0 6f-. v2'o vV Vi 3f. VoV f- Vao+ V2l V. Vi = 40v2,0
L1, 22  ~ 33 22., 33 _ .55 2 11,33 11, 33, 11,2 33_ 44
Voo V'V = 2"4,0 Voo V'V = 3o Foevlp Vvylg = favy g VI ava g+ vylg Vv = =120
L1, 33 4.4 11, 44 1,1 44 11 4.4 5,5
V00 \Y, V2o = —4\}2_/'0 f2 - V Voo~ f- V20 V£. Voo T V2 \/f2 Voo = 6\/0;0
1., 33 4.4 11, 44 1,1 4.4 1,1 4.4 5,5
Voo VVoo = A f2 V2 V V) o~ f. Vo V. Vo + Vol \/f2 V), = 76\/070
L1, 44 5 55 2 22,22 . 22 . 22 22 .o 22 4.4
Voo V00 = 2V Jovp Vvylp = fava g VI eva g Vo VT ava g = 360vy
Ll 11 2,2 22.,.33 22 33, 22 33 5,5
V2o vV Voo = —2\/4;0 f2 V3 V Vo — f- V3o V£. V20 + V2o \/f2 Vo = 24\10;0
L1, 22 <33 2 22,22 22 22 22,0 22  on 44
V20 V0 = 67 vyo Vo= 3f v Vf g+ VT vy = 80wy
3 22,33 b 22 33 22,0 33 22,03 33 _ 5455
f V3 \/v3)_1 —f V3 Vf.v31_1 +fov3 VS N e V f V3= 24\/0)0
4 22,22 3 22, . 22 0 22,0 22 . 22 .3 22 22 ,,3 22 44
Jrvio Vo = T evio Vvl T T vio Vv = v VI v TV VT v = 12000

4 22,33 3 22 33 0 22,0 33 22,3 33, 22,3 33 55
FrovioVvio = 7 vio VI vio H 17 vio VI evig — favio VP v v VP e vip = 12005

Demostracion. Como V : HP'P x H?9 — HP*9PT4 necesariamente p +q < 5. Esto descarta todos los (p,q)

cuyos productos se escapan de la graduacién de H;;;g. Del Teorema de Clebsch-Gordan, si V(f;l’ V. V(q.,q # 0

1,k1) na,ka
entonces algunas componentes irreducible de su descomposicién deben aparecen en HP 4714,
Luego, usando la Definicién #.3.2] y los representantes de la Subsec. obtenemos los productos de

Clebsch-Gordan dados en el enunciado. o

Asi como en el dlgebra de Heisenberg b;, queremos presentar una gl(2)-tabla del producto copa sobre H;lf;g

lo mas parecida a las dadas por los Lemas|[6.3.2]y[6.3.3] Esto implica cambiar los representantes dominantes en
_’.

iag (ver Subsec. .

Para este objetivo se analizé de manera independiente las gI(2)-tablas que definen un producto asociativo

cada componente irreducible de H;

con los gl(2)-mddulos de la descomposicién de H;;;g, concluyendo que existe una gl(2)-tabla tal que ¥ =1
excepto en ciertos productos de grado > 2 donde yf;f = 4, tal como muestra la gl(2)-tabla 1} Supongamos

entonces que:
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A1 14 11 oLl
V0.0 = l1"OOv Vo =havyps Vop = A3"22>

22 22 22 22 20 22 22 22
Voo = HiVggs Voo = H2Vags V31 = M3V3y,  Vio = Havy,
KK 33 33 . 33 33 _ 33 33 33
Voo = P1Vo.0r Voo = P2V2ps V3 _1 = P3V3_1y Vi = P4Vaps
44 44 44 44 44 44 55 55

Voo = V1Voos Valo = V2Valoy Vol_o = V3Vy o, Voo = VaVp

son re-escalados arbitrarios de los vﬁl’_i elegidos inicialmente, queremos encontrar valores en los pardmetros

tales que nos permitan presentar la gl(2)-tabla del producto copa sobre H;l?;g con los coeficientes como se
menciond anteriormente.

En este caso el procedimiento de re-escalar los vectores dominantes es mas complejo y fue realizado por
partes, teniendo en cuenta los productos entre elementos cuyos grados son (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2) y
(2,3) respectivamente. Comencemos tomando los productos copas anteriores con elementos de grados (1,1),

es decir:
1,1 1 JLAzz 2 ALl ALl A1 A AL 2 ALl AzAzz
Voo\/"oo =600 TP Vg = fe g Vg 0 VT 0 = =20
AlL1 1 ?LzAzz Ly pll AIAZAzz
Vzo\/"zo 2 Voo VV20 =~ V20

De este modo, resolviendo el sistema no lineal

22 3

6%I2 1 2#4 1
2 _ My

2#1 =1 o !

obtenemos la solucién Ay = V34, 1 = —6112, w=—3 7Ll y Ug = —6/112. Tomemos ahora los productos
copas con elementos de grado (1,2), entonces:

R I L Rl
AR TR
BhvER=2MER)  ehiva—eBma

v =55

y resolviendo el sistema no lineal

oM — 1 oM —y gkl —y g0kl -
3040 — 1 sk — poha -
P4

obtenemos la solucién p; = —120A%, p3 = —30+/31} y ps = —31;. Finalmente, si tomamos los restantes
productos copas con elementos en los demds grados y los reescribimos con sus respectivos v Ap p , obtenemos
un sistema no lineal de ecuaciones que depende de los pardmetros A,A3 y V; con 1 <i<4, Resolv1endo este
sistema no lineal concluimos que podemos re-escalar los vectores dominantes ¥ k como:

Al 1,1 ALl pLL_ =3604% 11

0.0 = Avolos 20—)“["20’ Voo =y Vo

22 2 22 2 p22 _ —90A3 22 122 2 2,2

0 = —64 VOO? V2o = ~A2V3v; 20’ V3ii= "p V3 "40—_6)L V4 (7.6)
~3,3 3 ~3,3 3 33 33 3,3 3 )
Po0 = —1201 Vooa v20f730\fl v20, 037 =pv3 00=-3 3A v40,

Do = 1080A%vgs, 930 = 12044 V/3v37, \7;42—Vv3427 Do = 2160437,

donde A, p, Vv # 0 son pardmetros libres arbitrarios. Luego, cualquier eleccion de los representantes dominantes
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sobre H;?" " dados por . permlten presentar al producto copa con el siguiente Lema:
Lema 7.4.2. La gl(2)-tabla del producto copa sobre H o €5 (con el resto obtenido por simetria):
p P p
0,0 1,1 1,1 1,1 22 22 22 22
v H Voo Yoo Vo Vo) Yoo Vo Vo Vo)
0,0 0,0 11 11 L1 22 22 22 22
Voo || Yoo Yoo Vi2o) Ve Voo Vi2o) Vo Vo
1,1 1,1 22 22 33 33 33
Voo || Yoo Yoo V2o Vioo) Vo Vo)
1,1 1,1 22 22 33 33 33 33
Voo || Yeo Ve Vieo ® Voo Vo, a0 ©Vioo) W20
pLl yll
2.2) 22)
22 22 33 3,3 4.4 4.4
Yeo || Yo Yoo Vieo) Vi0.0) Vieo)
22 22 33 33 4.4 44 44
Voo || Yoo Yo o ®Yeo Vi20) Yi0.0) o)
22 v22
(3.1) 3.1)
22 22 33 33 44 44
Viao) || Yeo) Mo Voo Yoo Yoo @7
33 3.3 4.4 5,5
Viso) || Viao Vo Vioo)
33 33 55
V- || Ve- Voo
33 33 44 4.4 55
Voo || Voo Veo Vi0.0) Yi0.0)
33 33 44 4.4 5,5
Voo || Yoo Yoo Vie0) Vioo)
4.4 44 55
Voo || Ve Voo
4.4 44 5,5
Veo || Yeo Voo
4.4 4.4 5.5
V(O.O) V(O,O) V(O,O)
55 55
Yooy || Voo
Si identifi Vel =1, v11 = vis =
i identificamos por Vg, =1,V 20) =,V =B,V =1,V _1 =hy Vo, = B2,

entonces la gl(2)-dlgebra (H;l;g,

C[nlan27ﬂlaﬁ27’}/1’y2]/<nl6 = Oa TIZS = Ovng = Sn?aﬁlﬁZ =M

7.4.2. Corchete de Poisson en H dl’ ag

deﬁne un algebra asociativa presentada por:

= %%.m3 - Snin. = 0.nini =nt).

Tomando nuevamente los representantes de pesos maximos v,’;l’(f( dados en la Subsec. obtenemos el si-

guiente Lema:

Lema 7.4.3. La cohomologia H
corchete de Poisson:

11 bl
VOO7V22 W)

22
V007V31 = V3
33
V00> 1 Vi 1
ok
Vg 07"2 -2 "2,72
1,1 _ 4l
"20)"20 V20af Vzo V2.0
1 11
{f Vzoa"zz} {Vzovf 22}_4"2,2
2,2 1,1 2,2
{f Vzo» } { 2000 V2 } 43
11 33 33
{f Vzo»"zo} {Vzovf Vzo} 45y
f. f. _ gk
"20"’20 Vzoa Vzo V2.0

tlene los siguientes productos de Clebsch-Gordan no triviales asociados al

f- Vzo»"zho} {Vzo’f Vzo}:_IZOVQ'b
22 33
f- Vzo"’zo} {Vzo’f Vzo}*m"zo

{f Vé(l)v"z 2} {V;mf V), z}—4"§:i2
{f V22»V2 2} {Vé,zaf vy 2}:_4"223
{3roppmii = {2ds s il =192,
{3f Vzo,"31} {Vzovf V31}:15V§f
{2f "20a"40} {Vzovf V40}_12"421:3
{ é(l)a"éto} {20af 40}—12 43((3)
{3f v%é,vié} { 07f V40} —24v ?18
{

{
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{ Véé”z 2} {f Vap f V4‘4 }Jr{vl'l }*6»00
{3f2 V%%v"gil} {4f v31, 371}+{3V31v V371} 60V
{2f3 Vi%"’ié} {3f2 V4o, } {3f V40, "40} { 40, Vi%} _120"3’3
{2f3 vi%,vig {3f2- 4213> }+{3f' 40,f2- 40} 40’f3' 40} 240
{fz "%}"2 1} {f2 %Tf V?H} {f "ﬂf 271} {2"31 o’ }:12%:0
Demostracion. Como {—,—} : HPP x H%94 — HPT4-1.P+a=1 pecesariamente p+ ¢ — 1 < 5. Esto descarta to-

dos los (p,q) cuyos corchetes se escapan de la graduacién de

p.p 4.4
{V(nl k1)’ V("z k

dm - Del Teorema de Clebsch-Gordan, si

)} # 0, entonces algunas componentes irreducibles de su descomposicion deben aparecer en

HP+a=1p+4=1 T yego, usando la Definicién y los representantes de la Subsec. [7.3.1] obtenemos los pro-

ductos de Clebsch-Gordan dados en el enunciado.

&

Si re-escribimos los corchetes anteriores en término de los vectores dominantes v Ap H presentados en 1}

obtenemos los siguientes productos de Clebsch-Gordan:

{950,723 } = —2A0}3 (£t} = (oo sty ) =aavant,
{n50:751 } = —A%3 {08258} - {ﬁiia 5ty b =an V3
{50732} =29} {37-950:93%, ) = {20h0. 7032 } =150 V3R,
{no0: 750, ) =24, {3r-950.%37 ) — {200, Vf?}=15l V30T
{95050} —{ohs.r oo ) =aavanyy  {2ropg it b= {ohb.ro0ig ) = 122 V3RS
{r-ovomat—{onsroaf =aavanyy  {oropgeis} - {oh.r0is ) = 122 V3G
{r-oso s = {ha.r it} =aavany  {37.98.000 ) - {%0.r-51} =482 V30l
{r-o0nsf—{mer-mof=arvany  {rod5md)—{Bd.r05 ) =4a v
{r-o0oss}—{mor- i) =aavangy  {rodgms}— {58 s} =4 v}
{£onatts} = {ronr it + {ohnr @”2} 2495

(32030000 = {ar- 930 03 o+ {30 20 }45/1\@‘2‘3

2P 0is it - {328 s 9i§}+{3f i 953} {200,775} =482 V3033
{2r.08.00 ) - {3200 0is b+ {37035, 2 v ) — {2035, 72 00 } = 1223}
(Pt - {2 atral b+ {rat 2nl - {203 20 = -ang;

Como estos productos determinan los coeficientes yf T de 1a gl (2)-tabla, obtenemos el siguiente Lema:
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Lema 7.4.4. El corchete de Poisson sobre H;

estd definido por la siguiente gl (2)-tabla:

iag

0 1ves, v, V5o Vo) Voo VG Ve Vi
Voo

Yoo “2V —AVED

Vo) 4V3AV 5y 4V3AV 5 4V3AV3Y,) 15V3AV33, 123V
V(‘ifz) 2/1\/(121‘2) 432 V(lz’vlz)

Vo)

Vi) 4V3AV 3G, 4V 483V,
V) AVEY I5VALVE

Vo) 12V3AV50 48 V3V 483V
v(}j)) 12 ﬁzv&j}) 12 ﬁ/lv(‘;}‘))
Vi, VR, 1sVEAVE —15V3AVSG @ ~AV5e

Vi) VIV, 4V3RV 3

Voo

Vils “Vist, VEAVEL, 4VBAYG e2AV g,

Vi) V3G,

Vioo)

V(Sdf))

Dado que dos gl(2)-tablas como en el Lema anterior definen dos gl(2)-Lie isomorfas a través de un cambio de

base diagonal, basta tomar un valor particular de A. Luego, tomando A = ? y simplificando el valor 4 /31

conseguimos la siguiente gl (2)-tabla:

Teorema 7.1. La cohomologia H,

LA

iag

de f32 es una gl(2)-dlgebra de Poisson cuyo producto copa estd definido

por la gI(2)-tabla (7.7) y el corchete de Poisson es definido por la siguiente gl(2)-tabla:

o Ives v Voo Vo Voo Vio) V&) Viio
00)

Vo - Vish) -4 Vi

Vi) o Vi) Vo) 2VEL Vi)
V(12’.12) % V(Izilz) (;.;)

V(%f))

V& V& Vi) 12Viis)
Ve BVEy Ve

Viio) 3VES) 12V) 12v3) (1.8)
@0 Wio) Vi)

V(33‘,3 -1 - V(33'.3 o7 V(33’.37 N -7 V(%) o-¥2 Vfd;)

Vi) Vi) Vi)

Voo

Vé’iz) -2 V<414 2 V(tiz) sz’f)) o V(%)

V5o V&

Vo)

Vo)
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Apéndice

Comentarios finales

A.1. Acciones centrales sobre g; P g»

Sean g1,0; dos dlgebras de Lie cuyos centros son 3,3 respectivamente. Supongamos también que g1, 3, son
gl(2)-Lie, entonces g = g1 P g, es una gl(2)-Lie con centro 3 = 3; & 3, de modo que la cantidad de operaciones
primarias (sec. es igual a dim3; +dim3;.

Si z € 3, por la proposicién vimos que la operacion primaria I, esta definida por el corchete de Poisson
{z,—}: H*%(g) — H*1(g). Por otro lado, para calcular la cohomologfa trivial H* (g) usamos la férmula de

Kiinneth, cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema A.1. Existe un isomorfismo de dlgebras graduadas:
H (@ @g) = H(0)9H" (%) (A1)
Luego, para todo 0 < n < dimg; +dimg; vale la descomposicion:

H (qen)= & H (01)9HY (5) (A-2)
ptq=n
Demostracion. La férmula (A.2)) es un caso particular de la férmula general que puede verse en [CE56, [Wei94].

Esta féormula también puede encontrarse en [BT82] en contextos de la cohomologia de De Rham. &

Supongamos entonces que z € gy sean @, € H” (g;), @, € H%° (gy). Por el teorema anterior @, A @, € H™ (g)
donde n = p + gy de este modo:

(0, Noy) = {z.0p Ny} ={z, 0} Ny + (=) 0, A\ {z, 0, }

=t (wp) Ny + (—1)" 0, N1, (@) (A.3)

Luego, si z € 3; se sigue que 1, (®,) = 0y por consiguiente 1, (@, A ®,) = 1, (®,) A ®,. Similarmente, si z € 3,
entonces L, (0, A ®,) = ®, A 1;(@,). Por lo tanto, para calcular la accién central sobre H*?(g) usamos el
desarrollo de Clebsch-Gordan (ver entre los representantes dominantes de cohomologia de H*? (g1) y
H*?(g,), junto con la ecuacién que evalda la representacion central.

Ejemplo A.1.1. Sea {3, el dlgebra de Lie 3-pasos nilpotentes libre en dos generadores y denotemos por f3 2 x =
f32 @ CK. El centro de f34 es V(1,3) @ Vix—1,1) donde V(; 3y = (y1) es el centro de f32 y Ck ~ Vik—1,1) como
g1(2)-médulo.
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Veamos los diagramas de cohomologia para k = 1,2. Parak = 1, sea C = (ag) = V(o,1)- Como los representantes

dominantes de H*?°

(f3.2) del Lema son monomios, usando la férmula (A. 1) tenemos que los representan-

tes dominantes de H*° (f3,2,1) son:

HO(f321) = (1) = V(%’_%)

H' (f321) = (d*) @ (') = V(]d,o—l) @ V(]f,o—l)

H? (f320) = (e'a®) @ (') = Vi, @ V0,

H3 (f321) = (eY'a®) & (e ) = V3 5 @V

H* (1321) = (e fO'a) @ (! fOy~ vy = V5" 5 Vi,

HS (f31) = (' O~y @ (et Oy Iy = V321 Vi )
H (f32.1) = (e~ 'e' fOy7Iyla") = V(%,O—u)

Evaluando las operaciones primarias ty,,1, , y 14, sobre cada representante anterior, obtenemos el diagrama de

la Figura(a).

son:

H (f322)
H' (f322) =

14y

Luego, el diagrama

Parak=2,5i C> = (a;) = V(1,1), entonces los representantes de cohomologia en H *,0 (f32.2)

1,1 1,-1_ —1.1 1.1\ _ /2,0 2,0 2,0 2,0
e'a >@<e a'—ea >@<e y >—V<0772)@V<2772)@V<0772)@V<2774)

elafl 1 o) <elylal>@ <eilylal —|—ely71a1 _2elyla71> D <elf0yl>
Vils ® Vs BVl ® Vil
<elyla71al>@ <elf0ylal>@ <eilf0ylal _elf()ylafl>@ <elf0y71yl>
Vol e OV OVl Vi)
<elf0ylaflal>@ <eflf0y71ylal _elf‘(]yflyla71>@ <e]f0y7]yla]>@ <eflelf()y71yl>
Vol s OV 10 @V 10) @ Vo 1o
<elf0yfly1aflal>@ <eflelf0y71ylal> _ V(??_ﬂ) EBV(Gl",O—n)
<e_lelf0y_1yla_la > _ V(Z{?,lz)

de cohomologia de H® (f322) es dado por la Figura (b).

Ejemplo A.1.2. Sea g =0; d D y supongamos que, para diferenciar cada sumando, el primer término tiene

base {x;,x_1,ho}y

el segundo término tiene base {ej,e_1, fo }. Luego, con los representantes de cohomologia

dados en y la férmula (A.1)) obtenemos la siguiente descomposicién de H* (; ©by)

HO(hy @) =
H' (b &by
H? (b &
H3 (b &b

( )
( )
( )
( )

H* (5 ©b)) =

H? (@) =
HS (b @) =

(1) = Vo)
(e = V(]1’,071) 69V(lf,oq)
(<1108 (del) @ (e el 61 £0) = V30, VR, aVEL, eV
(0 @ (x'h%ey @ (x1h0e™! —x~1h0e ) & (xlel fO) @ (xle 10 —x~tel fO) @ (e tel £0)
Vioray OVi ) ©Vigly BV 4 OV 0y OV
<x’1x1hoel> @ <xlhoelf0> S3) <x1h0e’1f0 —e’lhoelf0> S3) <xle’lelf0>
40 40 40 40
Vi) PVi2—0 P Vio—6) @ Vii—s)
<x’1xlelf0> (S3) <x1hoe’lelf0> = V<51’70_5) @V<51’70_5)

(x~Tx 01! (O = V(%’f),7)

Note que las descomposiciones no son libres de multiplicidad. Evaluando las operaciones primarias definidas
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por h°y £9 sobre cada representante anterior, obtenemos el diagrama de la Figura

6,0 70
Vio,—11) 0,-12)
/ !
V5.0 V5.0 V][ln) Vi-n)
Vio,-10) Vid<10)
/ / . \
V(ZO 10) V(Z',Ofs) V(Oz 10) Vio 10)
o 4,0
Vi-9) Vig-n l >< >< |
! / VA Vi Viils Vile
3,0 3,0
ity s L NL N LT
/ l V(deu, 5) ‘/io,a) V(iUJ) V(;U 6)
2,0 2,0 l l
Vio—a V-2 v W ,
7 72,0
J« / v ) V(z —4) V(U -2) ‘/(U-*U
Lo Lo \ / /
- / o ity i
0,0 100
Vio,0) Vi)
(a) (b)

Figura A.1.1: Representacion central sobre H® (f32.1) y H® (f322)

6.0
Vio—s)

5,0 5,0
Vii-ne V-,

4,0 40
Vs Vi-s)e (u —6) (2 —6)

,0
0,—1),e (U —1).f —4)h (u —4),h (Z—4)f (u —4),2

2,0
V(l —8),ak V(1 ~8)ef

Lo

1,0 1,0
Vi-ne Va-us

o

(o -2) 2,-2)

0,0
Voo

Figura A.1.2: Representacion central sobre H® (h; D)
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A.1.1. Producto ® de grafos

Resulta que la accién central sobre H *0 de los ejemplos anteriores de g; & g, se puede obtener realizando el
producto ® entre los diagramas de cohomologia de la accién central correspondiente a cada sumando g;. La

definicion del producto & entre dos grafos se encuentra en [HI11] y la recordamos a continuacion:

Definicion A.1.1. Sean G = (Vi,Eg) y H = (Vy,Ep) dos grafos. Se define el grafo G ® H como aquel cuyo

conjunto de vértices y aristas es dado a continuacion:

Voo ={(g,h): g €Vg,h €V}
Egon ={(g,h)(g,0): g=¢ hh € Ey 6 gg' € Eg,h="H'}

Los grafos G y H se denominan factores de G ® H. Por ejemplo, en la siguiente figura se muestran dos grafos

G y H junto con el producto ® entre tales grafos:

Supongamos ahora que G y H son grafos cuyos vértices estn etiquetados por sI(2)-mddulos irreducibles V).
Entonces se puede definir el producto de grafos G ® H cuyo conjunto de vértices estd definido por los factores
irreducibles para cada descomposicion de V() ® V(,,) donde V|, es un vértice en G y V|,,) es un vértice en H. Si
Vim) = Vim,) €8 una arista en H entonces existe una arista que nace en V(,, 1, ;) y termina en V(,,;,, _») para

todo0<i<n+my0<j<n+m con V(n) un vértice en G. Del mismo modo cambiando los roles de Gy H.

Ejemplo A.1.3. Si G : V(o) = V(1) y H : V(1) = V(1) entonces el producto G ® H es representado por el grafo
de la Figura (a). Similarmente, si G : V(5) y H : V(o) — V(1) — V(¢), entonces el producto G ® H es representado
por el grafo de la Figura (b).

Vi Vo Vs
J ® = Vi Va o W ® Wi=W Vi
Vo Vo Vo Vy

(@) (b)

Ejemplo A.1.4. Sea G el grafo del diagrama de cohomologia de la accién central sobre H*? (b;) (Fig.[6.2.1) y
sea H el grafo del diagrama de cohomologia de la accién central sobre H*? (C), es decir, H : V(i)’%) — V(%’%). Si
calculamos la accién central sobre H* (h; ©C) como en el ejemplo vemos que se obtiene el siguiente
diagrama:
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V(?f,oq)
Vs |
Voo  Vals
Vil Vi (N
I o | = it Vel
Ly v N\
iy Y
Ve, |
0.0

(0,0)

que es el producto ® de los diagramas de cohomologia de cada factor (que pueden mirarse en el lado izquierdo

de la imagen).

Por lo tanto, si g1, g, son gl(2)-Lie con centros 3; = Vin) Yy 8=01 D02, el diagrama de cohomologia de la accién
central sobre H*? (g; ® g,) se obtiene a partir del producto ® entre los grafos G; definidos por los diagramas de
cohomologia H*? (g;) sobre cada factor. Notar que si 3; actiia no trivialmente sobre un sl(2)-médulo irreducible

,0

v de H*?(g;) entonces 3; debe enviar V(:’)O — V(:jﬂ()) 6 V('S) — V('Sjri’_()) (puesto que la accién de sl(2) se

(s)
entrelaza con la accién central, ver Capitulo , con lo cual, una vez hecho el producto G| ® G, eliminamos del

diagrama resultante todas aquellas aristas que no siguen lo dicho anteriormente.

Ejemplo A.1.5. Los diagramas de cohomologia de la accién central sobre H *,0 (T372 @Ck), H*Y (b1 @Ck) y
H*Y(; ©by) se obtienen por el producto ® de los diagramas de cohomologia correspondiente a cada factor

(en cada situacion).

Conjetura A.1.1. Para toda gl(2)-Lie g1 y 62 el diagrama de cohomologia de la accion central sobre

H*? (g1 ® g2) se obtiene por el producto @ sobre los diagramas de H* (g;).

A.2. El algebra de Diamante D4
El dlgebra de diamante D4 es un dlgebra de Lie soluble de dimensién 4 definida por:
Dy = (x1,%0,¥0,¥1 : [X1,Y0] = —x1, [x1,1] = X0, [yo,y1] = —1)

Observar que el centro de Dy es 3 = (xo) y se puede ver que D4 = (yg) <D donde yy actda sobre l); por adjunta.
Resulta que D4 es un dlgebra de Lie soluble y cuadratica cuya forma bilineal no degenerada B : D4 ® Dq — Dy
estd definida por:

- o O O
S = O
o O O =

y que no corresponde a la forma de Killing de D4. Las derivaciones exteriores de D4 es el dlgebra soluble
Der, (D4) = (®;,P,) donde:
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D

0
0
0
1

S o o O

00 00
2 0 00
00 0 0
00 0 0

(= -

0

Es decir, ®; es la derivacién de la identidad y ®, : yo — xo. Para calcular la cohomologia H*° usamos la

férmula & (w) = — {Iz, 0}z, de modo que:
& (x) =xlx® & (ra0) = a0 § (x%1) = —x0y0y!
& (%) =—xy! & (xH?) =0 & (%) =0
o) (yo) =0 & (x'y)y=0 & (x'x%) =0
& () =»%! 8 (x0)°) = x!y0y! 5 (xy°y!) =0

y para el resto de la cohomologia H*? se calculan explicitamente los cociclos y cobordes en cada coeficientes,

obteniendo as{ las siguientes descomposiciones:
4,0 41
0= () =Wy = (x50 @ yo) = W
= (xlx%1) = 30 = (xx%! @yo) & (x 0y0y1®y1—x1x0y0®x1>:Wf‘4l®Wf’2'
szO: (0) = (x'y' @yo) ® (0 @x; —x00 ©x0) = W &W,!

H'O = (0) = x1®x1—|—x ®x0) & (Y0 @x0) =Wy @W,!
HOO = (1) = w° = (x) =
H* = (x1x00y @ x!x0y0y1) = Wy = (x xoyoyl @xivovt) = W3
H* = (X0 @xx00") = Wy H3’3 = (et @xiyoy) & (e @ xixoyo + 45! @ xovovn)
24 — (0) = Wff &) WO3 3
f= (0 @xlxOyy = w, H23 = (xly? @ xixy1 =y @xixoyo) @ (x5! @xiyoyr —x12% @ x13030)
HO4 = (x'x0)0y1) = Wf’4 = WOZ’3 @ W22'3

H'3 = <y°®x1xoy1>@ <x0®x1XOY1 —x! ®x1xo)’0> = W41’3 @Wzl’3
H = (x1xoy1) = W40’3

Usaremos w?*? para denotar a un representante de clase de cohomologia en H”4 (listado anteriormente), tal que
@, acttia con autovalor r y W/ para denotar al correspondiente médulo generado (que son todos unidimensio-
nales).

En esta dlgebra tenemos que la cohomologia H*? = 0 y las acciones centrales sobre H*, H*? y H** son
triviales. Este es un ejemplo claro de un dlgebra de Lie soluble no nilpotente que no satisface la Conjetura[5.3.2]

El diagrama de cohomologia para la representacion central sobre H* (D4~ D}) es dado en la Figura
El centro de D4 =D} es 3x = (x0) B <y0>, con lo cual hay definidas dos operaciones primarias. Las representacio-
nes centrales sobre H** = H® (D4, /\*D4) estdn determinadas por 1, y el diagrama de la representac6n central
sobre H* (D4 D}) se completa por como actiia t. Los diagramas formados por las columnas del diagrama
anterior corresponden a las acciones centrales para cada cohomologia H*4.

Notar que D4 no es una gl(2)-Lie, puesto que el dlgebra de derivaciones de D4 es un dlgebra soluble de
dimension 2. Por lo tanto, para describir las tablas de multiplicar del producto copa y el corchete de Poisson en

H** no tiene tanta relevancia el concepto de g-tablas.
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4,0 3,1

Wy 4

3.0 2,1

w2y w2y

1,1
0 wh

N

Wy

Figura A.2.1: Representacion central sobre H® (D4 D})

A.2.1. Producto copa sobre H ”

wht
wy

0,1

yH*

43

w_y

3,3 3,3

4,4
Wo

3,4
wy

wy wy 0
2,3 2,3 14
Wo wy Wy

1,3 L3
wy wy

Wy

La parte diagonal H;E;g de la cohomologia de D4 es igual a

Hy =1aWy ow, ew’s ow, "

diag

y los productos copas no triviales son wé’l \ wi; = wg’4 y w(l)’1 \/w(3)’3 =
wé’l, V) = wig VX2 = —w(3)’3 obtenemos la siguiente tabla de multiplicar:
\ H 1 X1 Vi Vi X XX
1 1 X1 Vi \%) X2 Xix2
X1 X1 X122
Vi Vi X122
V2 V2 X1X2
X2 X2 XX
Xix2 || X1x2

Con la tabla anterior, podemos ver que se satisfacen las siguientes relaciones

X1X2 = ViV2 %;2 =0

de modo que:

H;f;g =Clx1, x2,v1,v2]/ <%1X2 - V1V2,X127V1'2,X1V27 V1%2,X1V1,762V2>

Por otro lado, la parte par H.'® es igual a

o0 X 4.0 3,1 1,3 1,3 0,4
Y =H oW aw awl P eaw! e w

diag

4 1 1 1,
y denotando por r = wgg, s1= wi4, = W3,’2, = w2'3, =W

copa es igual a:

vl.2 =0 xyiva=vixo=xvVi=2xv2=0

13 0

_ 04
4 S U=Wy o,

—w3’4. Sustituyendo y; = w(l)’l, V=

la tabla de multiplicar del producto
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\ H 1 X Vi Vi X2 Xixe| 1 s1 n 5} 52 u
1 1 X Vi Voo X XX | r 51 f 5 52 u
X1 X X1x2
Vi Vi X1X2
V2 V2 X1X2
X2 X2 Xx
XiX2 || X122
r r X1Xx2
S1 S1 X1X2
n n X1x2
1) 153 X122
52 52 X1X2
u u X1X2

Calculando explicitamente los corchetes de Poisson con los representantes de H** anteriores, obtenemos que
it =-vi {xi,s1} =2s i =-6 {vi,b}=s
{xi,vep=v2  {x,n}=n {x1,u} =—2u
vt =—x {xi,2}=-252 {vi,sit=-1

con lo cual el corchete de Poisson tiene la siguiente tabla de multiplicar:

v Hl noovio 2 oxn XIXZ"’ s1h b s u

1

X1 —Vi \'2) 251 1 —ty —2sp —2u
Vi Vi —X2 —h 52

V2 V2 X2

X2
X122

r

S1 —2s1 I3

hH —h

15 15 —82

52 2S2

u 2u
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A.3. Cociclos y Cobordes de C*! (f3,)
A3 d:7},®%h2 = N,®0

p | B! 71,1
1 Pofy = eledafi—e'fPoy—e oy
2 el@e_j+e e = 2l @fy—e PRy —e PRy
0 3 el@y j+ele@y — 0 (3)
4 y'ee 1+y'oe; —» —e Y efit+ey l@fi+e fO0e (2)+2(1)+3(5)
te e+ Oy oy + 1% @y
5 Yoy +y ey — oyt oy
1 el Rfo — —e le! Ry
. 2 f0®61 — elf0®fo+eflel®el 1)+0)
3 floy - eldoy
4 yofy - ffofi-eYay -y oy,
1 elowe — —e1f0®y1
5 2 oy = 0 2)
3 yley = oy (1)+(3)
4 yloe — eyefi+ Y oy+e e

A32. d:NT,®F2 = N ,0%h

P | B! z!
1 elf0®e_1+e*1f0®el — —2eflelf0®f0
2 Y'ee 1+ Twer = —e 'Y oftre Oy lofit+e ey T oe
+e*1e1yl®e,1
3 elelefy — 0 (3)
0] 4 yhleh — —elyHley—eyyloy, (5)
+e e - Oy e (1)+(6) +(7)
5 @y 1+e oy — 0
6 eylof—eYof = 27 AfPof—elely oy —e ey 0y,
7 ey + O ey = ety @y +elely oy
1 elel®e; — eilelfO @y
2 yh'ee — ey hyon+ Oy ont+e ! Y o
—€1f0y71 ®e;
3 ey'@e_1+elyl®we — —elelfPei—2e7 ey @ fy—e Oy @y
1 —e' Oyl oy (4)
4 elel@y, — 0
5 (eyT—ehYYee — elelyl@fi+e Yy —e Oy oy
+2¢ el O e
6 Yoy +e ey — —eledfloy




122

A. Comentarios finales

7 (ely'—e Yoy
8 e O f
9 e f
10 y ey

L L Ll

2elel Py,
—e el Py,

etelyl @ fo—e ! Oy @y —e Oy @y
e 1Y @y —el Oy Ty,

1 e'fOe —0

' @er —el Oy @ fo+e

Ot ey —»etelyl @y
ey @ fo— —elelyl @y

2
3 Py =0
4
5

1,11

ey Qe

1 ely1 Qe —

2 eyley; — 0

—el Oyl @y

A3

3. d: /\3f§72 ®f32 — /\4f§72 ®f32

Bl

1 671€1f0®f0
2 ele’lyl ®e_q —O—ele’ly’1 ®eq
3 eleyloy +elely oy,
4 ylhylel@e+yly e e

5 ylylel@y 1 +yly!

6 Wlffeh -

7 Y ef-d Oy en -

e '@y

- 0

= el ey tele! Oy oy
- 0

= =ty ylefo—e Oy @y

+€71€1f0y1 ®e_y —671€1y71y1 ® fo
eyl ey el T we

e—lelnyl ®y_1 +e_]elf0y_' Q¥

d
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—e 1y yley —el Oy ey,
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O 0 N N K B WD =
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61671y1 ®f0
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Yy ey
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Oy ey + 1 (e 1 Oyl 4l Oy ) ey
e O @y 1+ 5 (e el Oy N @y

—

L+l

0

0

0

7e—lely—1yl ®y1 +e_1e]f0yl ®f0
e Oy Iyl @y +e e Oy @ fy
671€1y71y1 Ry

871€1f0y1 ®f0

0
%67161f0y1 ®fo
0

o]
S

—_

5 VS I S

ey @e

eleflyl Q)

e el Oyl @y,
0

ey Iyl @e
el oyl @y,
e el Oyl @y,

ylylel @y,
'@ fy

Ll

etel Oyl @er —e' Oy Y @y

elfoy1 ®e — 0

elfoy1 ®y; — 0




123

Bibliogratia

[Amel3]

[BC18]

[BMSO07]

[BT82]

[CE56]

[CFLO6]

[CJO3]

[CJO8]

[CIN20]

[CS13]

[CTO2]

[CTO4]

Steven Amelotte, Cohomology operations and the Toral Rank Conjecture for Nilpotent Lie alge-
bras, Master’s thesis, Department of Mathematics and Statistics, Faculty of Science, University of
Ottawa, 2013.

Cestmir Burdik and Sultan Catto, Hurwitz algebras and the octonion algebra, Journal of Physics:
Conference Series 965 (2018), 0120009.

Murray Bremner, Lucia Murakami, and Ivan Shestakov, Nonassociative Algebras, Handbook of
Linear Algebra (2007).

Raoul Bott and Loring Tu, Differential forms in algebraic topology, 1 ed., Graduate Texts in Mat-
hematics, Springer, 1982.

H. Cartan and S. Eilenberg, Homological algebra, Princeton University Press, 1956.

Alberto Cattaneo, Domenico Fiorenza, and Riccardo Longoni, Graded Poisson Algebras,
https://arxiv.org/pdf/1811.07395.pdf, 2006.

Grant Cairns and Barry Jessup, Cohomology operations for Lie algebras, Transactions of The Ame-
rican Mathematical Society 356 (2003), no. 4, 1569-1583.

Grant Cairn and Barry Jessup, Free submodules for the Central Representation in the cohomology
of Lie algebras, Proceedings of the American Math. Society 136 (2008), no. 6, 1919-1923.

Grant Cairns, Barry Jessup, and Yuri Nikolayevsky, A class of nilpotent Lie algebras whose center
acts nontrivially in cohomology, Proceedings of the american mathematical society 148 (2020),
no. 5, 1945-1952.

Leandro Cagliero and Fernando Szechtman, The classification of uniserial sl(2) =V (m)-modules
and a new interpretation of the Racah-Wigner 6 j-symbol, Journal of Algebra 386 (2013), 142-175.

Leandro Cagliero and Paulo Tirao, The Adjoint Homology [f the free 2-step nilpotent Lie algebra,
Quart. J. Math 53 (2002), 125-145.

__, The cohomology of the cotangent bundle of Heisenberg groups, Advances in Mathematics
181 (2004), no. 2, 276-307.



124

Bibliografia

[dGO07]

[DK17]

[DL57]

[FHO1]

[FP20]

[GRO7]

[GreS58]

[Gre62]

[Gru88]

[GWI8]

[GWO09]
[HI11]
[HS71]

[HTV19]

[Hum78]

[Jac79]
[Kna88]

[Kos61]

[KS96]

Willem de Graaf, Classification of 6-dimensional nilpotent Lie algebras over fields of characteristic
not 2, Journal of Algebra (2007).

Robert Donley and Won Geun Kim, A rational theory for Clebsch-Gordan coefficients,
https://arxiv.org/abs/1707.03022, 2017.

J. Dixmier and W. G. Listern, Derivations of nilpotent Lie algebras, American Math. Society 8
(1957), no. 1, 155-158.

William Fulton and Joe Harris, Representation theory, A first course, Springer-Verlag, New York,
1991.

Alice Fialowski and Michael Penkava, On the cohomology of Lie algebras with an invariant inner
product, 2020.

Michel Goze and Elisabeth Remm, Poisson algebras in terms of non-associative algebras, Journal
of Algebra (2007).

J. A. Green, On the indecomposable representations of a finite group, Mathematische Zeitschrift
(1958).

, Blocks of modular representations, Mathematische Zeitschrift (1962).

Fritz Grunewald, Varieties of nilpotent Lie algebras of dimension less than six, Journal of Algebra
(1988).

Roe Goodman and Nolan Wallach, Representations and invariants of the Classical groups, Cam-
bridge University Press, 1998.

, Symmetry, Representations and Invariants, Springer, 2009.

R. Hammack and W. Imrich, Handbook of product graphs, CRC Press, 2011.
P. J. Hilton and U. Stammbach, A course in homological algebra, Springer-Verlag, New York, 1971.

Cao Tran Tu Hai, Duong Minh Thanh, and Le Anh Vu, Cohomology of some families of Lie alge-
bras and quadratic Lie algebras, https://arxiv.org/abs/1903.11537, 2019.

James Humphreys, Intruduction to Lie algebras and Representation theory, Springer-Verlag, New
York, 1978.

Nathan Jacobson, Lie algebras., Dover Publications, 1979.
Anthony Knapp, Lie groups, Lie algebras and Cohomology, Princeton University Press, 1988.

Bertram Kostant, Lie algebra cohomology and the generalized Borel-Weil theorem, Ann. of Math.
74 (1961), no. 2, 329-387.

Yvette Kosmann-Schwarzbach, From Poisson algebras to Gerstenhaber algebras, Annales de
I’ Institut Fourier 46 (1996), no. 5, 1243-1274.



Bibliografia 125

[LGPV12] Camille Laurent-Gengoux, Anne Pichereau, and Pol Vanhaecke, Poisson Structures, 2013 ed.,

[Mag08]

[MRO6]

[Pil14a]

[Pil14b]

[PLD12]

[PRL19]

[PUO7]

[San83]

[SSS09]

[The95]
[Tur94]

[Tur95]

[Wei94]

[YD13]

Springer, 2012.

L. Magnin, Adjoint and Trivial Cohomologies of Nilpotent Complex Lie algebras of dimension <7,
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences 2008 (2008), 12.

Martin Markl and Elisabeth Remm, Algebras with one operation including Poisson and other Lie-
admissible algebras, Journal of Algebra (2006).

B. Pilar, An overview of free nilpotent Lie algebras, Comment. Math. Univ. Carolin. 55 (2014),
no. 3, 325-339.

, On extensions of free nilpotent lie algebras of type 2, Linear Algebra and its Applications
457 (2014), 363-382.

Tien Dat Pham, Anh Vu Le, and Minh Thanh Duong, Solvable quadratic Lie algebras in low di-
mensions, https://arxiv.org/abs/1204.4787, 2012.

B. Pilar and J Roldan-Loépez, Derivations and automorphisms of free nilpotent Lie algebras and
their quotiens, https://arxiv.org/abs/1911.01897, 2019.

G. Pinczon and R. Ushirobira, New applications of graded Lie algebras to Lie algebras, generalized
Lie algebras, and cohomology, Journal of Lie Theory 17 (2007), no. 3.

L. J. Santharoubane, Cohomology of Heisenberg Lie Algebras, Proceedings of the American Mat-
hematical Society 87 (1983), no. 1.

Irene Sabadini, Michael Shapiro, and Frank Sommen, Hypercomplex analysis, 1 ed., Trends in
mathematics, Birkhauser, 2009.

Jacques Thevénaz, G-algebras and modular representation theory, Oxford, 1995.

Alexandre Turull, Clifford theory with Schur indices, Journal of Algebra 170 (1994), 661-677.

, Some invariants for equivalent G-algebras, Journal of Pure and Applied Algebra 98
(1995), 209-222.

Charles Weibel, An introduction to Homological algebra, Cambridge University Press, 1994.

Zaili Yan and Shaoqiang Deng, The classification of two step nilpotent complex Lie algebras of
dimension 8, Czechoslovak Mathematical Journal 63 (2013).



	Resumen
	Agradecimientos
	Introducción 
	Preliminares de Álgebras de Lie 
	Álgebras
	Álgebras de Lie 
	Álgebras Clásicas 

	Semisimplicidad, solubilidad y nilpotencia 
	Módulos 
	Representaciones de sl(2) 
	La Fórmula de Clebsch-Gordan 
	gl(2)-módulos irreducibles 

	Álgebras de Lie cuadráticas 
	Álgebras graduadas 
	Álgebras de Poisson

	Representaciones de álgebras de Lie no semisimples 
	Módulos uniseriales sobre álgebras de Lie perfectas 
	Representaciones de g=sr con r nilpotente 

	G-álgebras 
	Introducción
	G-tablas 
	Re-escalamiento 
	Ejemplos de S3-tablas

	sl(2)-tablas 
	Desarrollos de Clebsch-Gordan 
	Coeficientes enteros 
	Coeficientes de Clebsch-Gordan usuales 
	Obtención de la sl(2)-tabla 
	Ejemplos 
	El álgebra de Polinomios C[x,y].
	El álgebra de los Octoniones 

	La sl(n)-tabla de familias de álgebras de Poisson 

	La Cohomología H, 
	El complejo de Chevalley-Eilenberg
	Notación 

	Dualidad de Poincaré y Operador de Hodge 
	Acción Central 
	Entrelazamiento 
	Acción central fiel 

	Las álgebras de súper-Poisson C, y H, 

	Estructura de Poisson en H,(h1) 
	Estructura de gl(2)-módulo en H,(h1) 
	Acción central sobre H,
	Producto Copa sobre Hdiag, y HE, 
	Corchete de Poisson sobre Hdiag, y HE, 
	Subálgebras
	Observación


	Estructura de Poisson en H,(f3,2) 
	Álgebras de Lie nilpotentes libres 
	Estructura de (gl(2)2)-módulo de H,(f3,2)
	Acción de 2
	Dualidades sobre H, 

	Acción central sobre H, 
	Representantes para Hdiag,

	Producto copa y corchete de Poisson en Hdiag, 
	Producto copa en Hdiag,
	Corchete de Poisson en Hdiag,


	Comentarios finales 
	Acciones centrales sobre g1g2 
	Producto  de grafos

	El álgebra de Diamante D4
	Producto copa sobre Hdiag, y HE,

	Cociclos y Cobordes de C,1(f3,2)
	d:f3,2*f3,22f3,2*f3,2
	d:2f3,2*f3,23f3,2*f3,2
	d:3f3,2*f3,24f3,2*f3,2


	Bibliografía

