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Resumen

El presente trabajo estd abocado al estudio numérico y andlitico de ciertos sistemas de
tipo Skyrmiones. Estos modelos se presentan en el contexto de teorias de campos clasicas
que, al ser consideradas en su forma no-lineal completa, presentan soluciones con estructura
topolodgica no trivial.

En particular, se estudia un modelo (2+1) dimensional, en donde el bien conocido O(3)
sigma model es estabilizado mediante la inclusiéon de un campo vectorial. Para ello, se cuen-
ta con dos cédigos adaptados a la geometria particular del problema (52, la esfera unidad),
con los cuales es posible investigar la existencia y caracteristicas de soluciones estéticas en
diferentes densidades', y también, aspectos referidos a la dindmica del modelo. Se observan
interesantes estructuras para altas densidades, y un buen acuerdo con la literatura afin en

bajas densidades.

Palabras Claves
solitones - carga topoldgica - skyrmiones - campo escalar - campo vectorial
modelo sigma - esfera unidad

Clasificacién

12.39.Dc Skyrmions
04.25.D- Numerical relativity

'Nos referimos aqui a la proporcién espacial entre estas estructuras (solitones) y el espacio.
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Capitulo 1

Introduccion

Aqui se intentaran incluir los aspectos generales referidos a los sistemas de tipo skyrmiones:
sus propiedades caracteristicas, su historia, sus variantes, etc. Luego, intentaremos intro-
ducirnos més especificamente al modelo que se considerara en este trabajo, los antecedentes
de investigacion al respecto y relacionados.

Finalmente, se delimitaran los ejes centrales y los objetivos generales de este estudio.

1.1. Solitones

En los anos 60 y principios de los 70’s, una aproximaciéon novedosa a la teoria cuantica de
campos se desarrollé y popularizo. Fisicos y matematicos comenzaron a estudiar seriamente
las ecuaciones de campos cldsicos en su forma no-lineal completa, e interpretaron algunas
de las soluciones como candidatos a particulas de las teorias. Estas nuevas particulas eran
diferentes de las particulas elementales que se derivan de la cuantizacion a las excitaciones
ondulatorias de los campos. La caracteristica central y novedosa de éstas, es su estructura
topoldgica, que difiere del vacio.

Este tipo de soluciones deben su estabilidad a esta distintividad topolégica: aunque fre-
cuentemente posean gran energia, no pueden simplemente decaer en un niimero de particu-
las elementales. En muchos casos, el caracter topoldgico del campo es captado por un simple
numero entero W, denominado carga topoldgica o winding number. Esta carga topoldgica
puede ser identificada como el nimero neto del nuevo tipo de particula.

La particula basica tiene W = 1, mientras que su anti-particula es considerada aquella
con W = —1. En estas configuraciones, la densidad de energia es siempre suave y concen-
trada en una region finita del espacio. Son llamadas genéricamente “soliton” (anti-soliton),

en clara alusion a su identificacién como particula.
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1.2. Un poco de historia

Existieron algunos antecedentes al descubrimiento de solitones topoldgicos en teoria de
campos. Uno de los primeros fue el modelo de vortices de Kelvin, como modelo atémico.
Kelvin sugirié que los atomos podian ser representados por estructuras de tipo nudos
(knots) en un fluido ideal. La topologia de estos nudos seria inmutable, correspondiendose
con la inmutabilidad quimica de los atomos. Los diferentes tipos de nudos clasificarian los

distintos elementos de la tabla periédica.

Otro antecedente importante fue el monopolo de Dirac. Es una solucién singular de
las ecuaciones electromagnéticas usuales, con una carga magnética neta. Tiene un punto
singular y energfa infinita. Sin embargo, los campos, a una distancia fija de la fuente son
topoldgicamente interesantes, y su topologia esté relacionada con la carga magnética. (Para

una descripcién més amplia ver [19])

Historicamente, el primer ejemplo concreto de modelo de particula con estas carac-
teristicas fue el Skyrmion. Este, surge del modelo de Yukawa, una teoria de campo para
nucleones de espin % y los tres tipos de piones (77,7, 7). Skyrme crefa que los nucleones
en el nicleo se movian en un medio no-lineal clasico de piones. Esto lo hizo reconsiderar
los términos de interaccion de piones. Luego, argumentos de simetria lo llevaron a una
forma particular de Lagrangeano para las componentes del campo de piones, con una es-
tructura topoldgica no trivial que permitia la aparicion de una solucién soliténica estable
de las ecuaciones de campo. Estos Skyrmiones tienen grados de libertad rotacionales, y
Skyrme tuvo la vision, de que al cuantizar estos campos, era perfectamente admisible que
los estados tuvieran espin % De esta forma, una teoria netamente bosénica podia llevar a
estados fermiénicos, que podian ser identificados con nucleos. Por ello, dentro de este mod-
elo, se vuelve innecesaria la inclusiéon de nucleones independientes acoplados a los campos

de piones. Estos emergen naturalmente como los estados soliténicos de la teoria.

Esta atractiva idea de representar nucleones como solitones de un campo efectivo de pio-
nes fue propuesta por Skyrme mucho antes del advenimiento de la cromodindmica cuantica
(QCD). Sin embargo, en el contexto actual de QCD la idea permanece igualmente atracti-
va, y la aproximacion se vuelve exacta en el limite de grandes valores de N, [28]. El modelo
de Skyrme ofrece, por lo tanto, una imagen clésica, no-perturbativa de hadrones en el limite
de bajas energias de QCD. Este dominio de bajas energias o grandes longitudes de onda
es notoriamente dificil de describir en el &mbito de la cromodinamica cuantica standard.
La aproximacién de Skyrme incluye simetria chiral; bariones (y anti-bariones); piones; el

potencial de intercambio de piones; y mediante cuantificacién, nucleones y deltas.
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1.3. Modelos en bajas dimensiones

A pesar de haber sido originalmente propuestos para describir bariones en el contexto
de teorias no-lineales de piones, los skyrmiones estdn teniendo un creciente rol en otras
areas de la fisica y en diversos contextos.

En dos dimensiones espaciales, existen analogos a teorias de Yang-Mills 4-dimensionales.
Suelen surgir como modelos aproximativos en el contexto, tanto de fisica de particulas, co-
mo en fisica del estado sdlido. Por ejemplo, skyrmiones 2-dimensionales son usados para
modelar burbujas que aparecen en ciertos sistemas de materia condensada en presencia de
un campo magnético externo; pueden proveer un mecanismo asociado con la desapariciéon
de antiferromagnetismo y el inicio de superconductividad HT,; también ha sido sugerido
[23], que pueden ser responsables de muchas propiedades del efecto Hall cuantico (QHE).
Baby-skyrmions, como suele denominarselos, han sido estudiados también en el contexto
de interacciones fuertes como un modelo de juguete, con fines de entender las interacciones
dindmicas més complicadas de los skyrmiones usuales, que viven obviamente en 3 dimen-

siones espaciales.

1.4. Modelos sigma

Los modelos sigma son los sistemas mas simples que admiten solitones estaticos entre
sus soluciones. Estas soluciones constituyen ejemplos simples de mapas harmoénicos estu-
diados por matematicos en geometria diferencial, y como tales, interesantes en si mismos.

A pesar de que estos modelos son integrables en dos dimensiones (parte espacial),
pareciera que sélo casos muy especiales resultan integrables en (2+1) dimensiones [26]. Al
dejar de lado la dimensién temporal, estos modelos exhiben ecuaciones estaticas reducibles
a primer orden que resultan sistemas integrables. Esto significa que las soluciones estaticas
multi-solitons estan relacionadas a sistemas integrables. Aunque, curiosamente la dindmica
no es integrable.

Desde la perpectiva de fisica de particulas y relatividad, los modelos interesantes son
aquellos invariantes de Lorentz. Pero todos los modelos sigma en (241) dimensiones invari-
antes de Lorentz parecen ser no-integrables, y por lo tanto es natural considerar evoluciones
numéricas en estos casos.

El modelo sigma invariante de Lorentz més simple en (2+1) dimensiones es el O(3)
sigma model, que serd presentado en mas detalle en el siguiente capitulo. Aqui s6lo obser-
varemos, que si bien los solitones de dicho modelo son topolégicamente estables, poseen

una inestabilidad dindmica asociada a la energia. Por lo tanto, resulta necesario efectuar
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alguna modificacién mediante la inclusién de nuevos términos en el Lagrangeano. La mod-
ificacion clésica es la incorporacién de un término cudrtico en derivadas del campo escalar
y un potencial. Este es el andlogo bidimensional del modelo de Skyrme, denominado fre-
cuentemente Baby-Skyrme model. En este trabajo se buscara en cambio, la estabilidad por

medio de la inclusiéon de un nuevo campo: un campo vectorial.

1.5. Estabilidad via campo vectorial de mesones

Cerca de 30 afios atras se mostré como, mediante una generalizacién de la teoria no-
lineal de piones para incluir mesones vectoriales, el tamafnio de los Skyrmiones puede ser
estabilizado sin la necesidad del término de Skyrmell]. El trabajo original sélo incluia el
mesén w, pero extensiones subsiguientes agregaron otros mesones, como por ejemplo el
p. Estas investigaciones produjeron resultados prometedores, revelando algunas mejoras
con respecto al modelo de Skyrme standard. Aunque todas estaban restringidas al sector
topoldgico de carga uno.

Msis adelante, surgieron trabajos con resultados numéricos de soluciones estéticas para
algunos sectores de carga topolégica mayores (“Multi-Skyrmions”) en 3 dimensiones espa-
ciales [24], asi como también para el caso bidimensional [14]. En éllos, se observan configu-
raciones estaticas muy similares a los modelos de Skyrme y Baby-Skyrme, respectivamente.

También existen algunos estudios [2, 16] relativos a la dinamica de estos sistemas: pro-
cesos de scattering entre dos solitones para distintos parametros de impacto y grooming®,
y proceso de aniquilacién de pares soliton/anti-soliton.

Existe un substancial progreso, tanto en aproximaciones numéricas como analiticas, a
los skyrmiones standard, y puede decirse que son actualmente satisfactoriamente entendi-
dos. (Para una review ver [19]). Mientras que este modelo presenta algunas dificultades

numéricas y desafios analiticos que ain no han sido resueltos por completo.

1.6. Solitones en espacios compactos

Los solitones topoldgicos son usualmente estudiados en el espacios plano R? (o andloga-
mente R?). Los requerimientos de energfa finita en el espacio imponen condiciones de
contorno a los campos que son cruciales para la clasificacién topoldgica. Puede pensarse
entonces, que el espacio plano es compactificado a S3 (52), con radio infinito, para dar

lugar a la estructura topoldgica antes mencionada.

! Rotaciones relativas en el espacio de isospin. Ver [2].
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Sin embargo, hay muchas razones por las cuales considerar un espacio compacto? como
espacio de partida puede ser interesante (aparte de la més obvia, que pueden ser aplica-
ciones cosmoldgicas). Primero, esto revela propiedades matematicas interesantes: existen
ahora dos escalas de longitud distintas, el tamano de los solitones y el radio de curvatura de
la geometria subyacente. Ademas, fisicamente esto permite modelar una densidad finita de
solitones, y la transicién entre las fases de alta y baja densidad. Esto tiene gran potencial
en aplicaciones en fisica de materia condensada, ya que se ha notado [20, 21] que muchos
de los resultados cualitativos para arreglos periédicos de skyrmiones pueden ser obtenidos
mucho mas facilmente estudiando el comportamiento de algunos pocos skyrmiones en un
espacio compacto.

Existen trabajos sobre el modelo Baby-Skyrme en una esfera de radio finito [10, 22],
donde se estudian estas transiciones de fase entre soluciones estaticas de bajas y altas

densidades, en relacién a los distintos parametros de la teoria.

1.7. Objetivos generales

Luego de este breve recorrido por algunos de los modelos que presentan soluciones
soliténicas, sus caracteristicas centrales y motivaciones, se intentard a continuacién delim-
itar el marco del presente estudio.

Se trabajara con un modelo (2+41) dimensional de tipo Baby-Skyrmion pensado en el
espacio compacto 52, pero estabilizado con un campo vectorial de mesones w, en lugar
del mas clésico término de Skyrme. Esta combinacion resulta novedosa, y abre un amplio
panorama de interrogantes.

Se intentara en primer lugar, analizar la posibilidad de existencia de configuraciones
estaticas estables en el sector topolégico de carga uno, y comparar estos resultados con
los obtenidos para Baby-Skyrmions cldsicos en esta configuracién espacial [10]. Luego, se
buscara extender este estudio a los sectores topoldgicos de carga méas alta. En este proceso
resulta crucial comprender el rol de los distintos parametros de la teoria.

También se intentard decir algo respecto de la dindmica, en comparacién con investi-

gaciones pre-existentes en modelos similares.

2Como puede ser S® y S?, pero con radio finito.



Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo se presentaran las ecuaciones y la descripcién matemaética de los mod-

elos de interes.

Se comenzara con el modelo sigma, del cual es sabido que presenta soluciones con
estructura topoldgica (solitones). Las configuraciones estdticas nos llevan a un sistema
integrable de ecuaciones (ec. de Bogomolny) que pueden resolverse de forma explicita
(mapas racionales). Luego, se comentaran las inestabilidades que posee el modelo asociadas
a la energia, y se presentara la estabilizacion del sistema a través de la incorporacion de
un nuevo campo. Desarrollaremos en cierta profundad el modelo resultante: el O(3) sigma

model estabilizado por un campo vectorial de mesones.

2.1. O(3) Sigma Model

Un modelo sigma es un mapa ¢ entre un espacio-tiempo (M, gq») en cualquier dimen-

sién, y un espacio Riemanniano (N, Hap).

Nos ocuparemos aqui del caso en (2 + 1) dimensiones, donde el espacio-tiempo estd dado

por M =R x S? y el espacio de llegada es N = S2.

El modelo sigma invariante de Lorentz més simple posible es el conocido O(3) sigma
model. Donde O(3) se refiere a la simetria global del espacio de llegada, que es respetada

por las ecuaciones del modelo.

11
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2.1.1. Accién

La accién de cuya minimizacién resultan las ecuaciones de movimiento esté dada por,

S(6) =5 /E 4 6V, HapdV 2.1)

esto es, la integral sobre una foliaciéon espacial de la traza del pullback de la métrica
Riemanniana sobre el espacio-tiempo. Se observa que ésta, depende del mapa diferencial
V.p? v del mapa mismo, ¢, sélo a través de la métrica Hap := Hap(p).

La variacién de esta accién es:

H
55(¢) - 6 = {gabvaquvbagszHAB+gabva¢Avb¢Ba 28 5¢C1av

DR ¢
= [ {-Vp(¢°Vad*)Hap

p
OH OH
_ _ab AYLAB AC

= [ {~Vi(g®VapN)Hap — TEcg®V . VosC Hpp}odPdV
¢

Vd© + ¢V AV 60¢ YopPdv

donde se ha asumido que los términos de borde son nulos. De aqui puede verse, que la

ecuacion de evolucion resulta:
9""VaVd" + T 509" VadP Vo =0 (2:2)

donde, Fgc = HTAD(acHBD +0pHep — OpHpo).

Se observa que la expresion (2.2) se corresponde a la ecuacién de geodésicas.

2.1.2. Carga Topoldgica

El grupo de homotopia relevante para un mapa ¢ : S? — S? es m3(5?) = Z, lo que
implica que cada configuracién del campo estd caracterizada por un entero W, denominado
carga topoldgica.

Dado el elemento de superficie candnico del espacio de llegada, € 4, se define su pullback

en el espacio-tiempo por la 2-forma,

Wab = Wiap) = Vad" Vi ean
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Observamos que esta forma es cerrada, es decir:
Viewat) = Viad* VP 00eaBV ¢¢ =0

(dado que sélo incluye la parte antisimétrica de dce 4, que es nula pues tiene rango > 2)
Por lo tanto, se puede integrar sobre una foliacién ¥; y obtener una cantidad conservada.
Normalizando con la superficie de la esfera unidad, se obtiene una cantidad entera que se

identifica con la carga topoldgica:
W—l/ —1/5(a¢3’xa$)d2 (2.3)
= i Etwab—47r (01 p) x :

2.1.3. Formulaciéon Restringida

Es posible definir el modelo sigma como mapas restringidos de (M, gu) en (R" 1, E4p)

de la forma usual, a través de la utilizaciéon de un multiplicador de Lagrange,

5(0)i= 3 [ 16"Vu6"Vio Ban + Ar(6)}aV 2.4

donde, 7(¢) es una funcién de nivel definida en la variedad (N, H).
Por ejemplo, para obtener las ecuaciones del modelo sigma entre (M, g) y una esfera
con métrica canénica (S™, H) embebida en R"*!, tomamos 7(¢) := (1 — E4pp2¢P).

La ecuacion resultante seria ahora:
9V Vit + A" =0 (2.5)

Para hallar el multiplicador de Lagrange, se debe pedir se satisfaga la relacién, (1 —
EapdioB ) = 0. Para ello, se considera lo siguiente:
I"VaVi(Bapd’9”) = 2 | Eapo®g"VaVss" + Eang™Vad" Vis” |
= 2[-AE4pg" 6" + EapgVat ' Vio"|

Por lo tanto, si se desae mantener constante este campo, se necesita:

_ Eapg®V ¢4V 0P

A
EappAoB

(2.6)

Luego, si se elige 5 de tal forma que inicialmente Eqpd?¢pP =1y 8t5 sea perpendicular
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a g;, de modo que 9;(E p¢p?¢P) = 2E4509;¢" = 0. Entonces, la unicidad de la solucién

a la ecuacién de onda implica Eqp¢?¢? = 1 para todo tiempo.

2.1.4. Proyecciones

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) son equivalentes a las ecuaciones:

9°"VaVi(Eapd” ) == 0¢* =0
H49%V,Vy¢P := PO = 0

La primera, se sigue simplemente de reemplazar (2.6) en (2.5) y contraer con Eap¢®.

A
Mientras que la segunda proviene de considerar la proyeccién H ﬁ = Eé _¢ dffB sobre

(2.5). Observamos entonces que si se tiene ¢? = cte, entonces,

oop
¢2

_ 77AA B ﬁ 2 A B

= HpA¢” + 2¢2A¢ O OF Py

= HAAGP — ¢2¢B ppy (2.7)

¢ = HpApP + ApP + 2t

y se tiene asi una ecuacion para la evolucién del sistema.

2.1.5. Soluciones Estaticas

La energia total del sistema esta dada por la expresién,

1

E=-
2

/2(¢A¢A + Vg VF ) —gds (2.8)
S
En el caso estatico sélo se tiene el término correspondiente a la energia potencial,

V= ;/ Vi VEp A/ —gd?x (2.9)
52

Bogomolny Bounds

Dentro de cada sector topoldgico existe una cota inferior para la energia potencial del
sistema. Estos limites a la energia asociados a la carga topoldgica fueron propuestos por

Bogomolny [8], y pueden derivarse de la siguiente manera:
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Se considera la desigualdad,
/32 99 (Vid £ eixd x VF) - (V¢ + €16 x VF@)\/—gd?z > 0 (2.10)

Usando las expresiones (2.3) y (2.9) para la carga topoldgica y la energia potencial, esta

desigualdad puede reacomodarse como,
V > dxn|W| (2.11)

Esto nos da una cota inferior para la energia en términos de la carga topologica. La
igualdad sera alcanzada, si y sélo si, el campo es una solucién de alguna de las ecuaciones

de Bogomolny de primer orden,
Vid £ end x VEG =0 (2.12)

Las soluciones de las ecuaciones de Bogomolny minimizan por tanto la energia.

Rational maps

Para analizar las ecuaciones de Bogomolny es conveniente usar otra formulacién equiv-
alente de la teorfa [6], en términos de un campo complejo independiente R. De esta forma,
R = (¢1 +i¢2)/(1 + ¢3) es la coordenada en el espacio de llegada y z = tan gew es la
coordenada del plano complejo, en término de las coordenadas angulares standard. Genéri-
camente entonces, R = R(z, Z).

La densidad Lagrangeana ahora toma la forma,

0,RO"R

L= Kk
(1+[R[?)?

(2.13)
que es referido como CP! sigma model, y en cuanto a sus soluciones clasicas, es equivalente
al O(3) sigma model.

De manera andloga reescribimos la energia y la carga topoldgica

_R|? . R|2 1 _R|2 — |8.R|?
OB 0:RE 5 L[ [0:RE [o:R]

@+ |RP)? “z) aempr v W

V=4

Luego, la ecuaciones de Bogomolny (2.12) son equivalentes a las ecuaciones de Cauchy-

Rienmann

BR=0(+) 6 0.R=0() (2.15)
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cuyas soluciones son funciones holomoérficas R(z), y anti-holomérficas R(Zz), respectiva-
mente.
Los requerimentos que R(z) tenga un limite definido cuando z — oo, y que la energia

total sea finita, fuerzan a R(z) a ser una funcién racional de z.
R(z) = p(z) (2.16)

donde p y q no tengan raices comunes. Ademds, por conteo de pre-imégenes [19], puede
verse que el grado del mapa racional kyy = max{deg(p),deg(q)} coincide con la carga

topoldgica W.

Moduli Space

La condicién de que numerador y denominador no tengan raices comunes, se traduce

en una unica desigualdad polinomial en los coeficientes,

Res(po, -, pwqis- -, qw) # 0 (2.17)

donde Res es denominado resultante o eliminante de p y q.

El espacio moduli (moduli space) My de mapas racionales de grado W es naturalmente
una variedad compleja de dimensén compleja 2W 4+ 1. Por tanto, dimension real 4W + 2.
Es el complemento, en C2"W*1! de la hipersuperficie definida por la ecuacién Res = 0.
Multiplicar cualquier mapa racional por una fase compleja arbitraria no tiene efecto sobre
la densidad de energia del mapa, y existe por tanto, un grupo de simetria global interna
U(1), que actia sobre el espacio moduli.

Existe una sutil diferencia entre el modelo definido en el plano y el modelo definido
en la esfera unidad, ya que en el primer caso hay un arbitrario, pero fijo, valor del campo
en el infinito espacial que rompe la simetria global O(3) en una O(2). Esta condicién de
punto base, impone sobre los mapas racionales la propiedad extra, deg(p) < deg(q) (based
rational maps), y por tanto, la dimensién del espacio moduli se reduce en estos casos a
4W . Para mapas sobre la esfera unidad no existe tal ruptura, y el grupo completo O(3)

actua sobre las configuraciones del campo.

Estabilidad

Se observa que, como la densidad de energia estatica es cuadratica en las derivadas y

el espacio es 2-dimensional, un reescaleo espacial no altera dicha energia. Y el modelo es,
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de hecho, conformemente invariante.

Sin embargo este argumento, como se ha visto, no descarta soluciones estaticas. Simple-
mente significa que el modelo admite la existencia de solitones de tamanos arbitrarios. Es
decir, que cada solucién vive en una familia mono-paramétrica de soluciones relacionadas
entre si por reescalamientos. Es por tanto posible, que ante pequenas perturbaciones los

solitones puedan expandirse indefinidamente o contraerse hasta el colapso [17].

La primera, y quizds méas obvia, manera de remover la inestabilidad asociada con el
tamano, es rompiendo la invariancia conforme de la energia estatica. Esto se logra intro-
duciendo términos extra en el Lagrangeano que escaleen de formas opuestas frente al factor
de escala. Un ejemplo claro de ello es el modelo baby-Skyrme, el quivalente 2-dimensional

del modelo de Skyrme para nucleones, cuyo Lagrangeano puede escribirse,

K)Q e

1 - . . . . .
L85 = SV Vab + - (Vad X Vi) - (V6 x V'6) + aV (9) (2.18)
Aqui, el término de cuarto orden en derivadas y el término potencial (que no posee derivadas
del campo) escalean de formas opuestas en la expresiéon de la energia, y por lo tanto,

introducen una escala espacial definida para las soluciones y estabilizan el modelo.

Existe otra alternativa que consiste en incluir un nuevo campo, un campo vectorial,
acoplado a la corriente topoldgica del mapa ¢. Esta alternativa fue propuesta por primera
vez en [1], y explorada posteriormente en algunos trabajos [2, 16, 24] en 3 dimensiones
epaciales e incluso en su versién bidimensional [14]. A continuacién se intentard desarrollar

en detalle este modelo, que es el que motiva el presente estudio.

2.2. Modelo Sigma estabilizado mediante un campo vecto-

rial w

Esta variante aparece en un contexto de fisica mas razonable. Los campos elementales
del modelo sigma son los campos de bosones (piones) y las exitaciones soliténicas proveen
los bariones (nucleones), cuyas masas estan en el rango del GeV. Por lo tanto, resulta
légica la inclusiéon en la teoria de los campos vectoriales de mesones como el w y el p, cuyas
masas son menores a las de los bariones. De esta forma, pareciera que puede lograrse la

estabilidad, sin necesidad de incluir un término cudrtico en derivadas (término de Skyrme).

Se desarrollara entonces la version en 2 dimensiones espaciales de dicho modelo.
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2.2.1. Accién

S:= | L(¢" wa Vad™, Viwa)e
>t

donde aqui € es el elemento de superficie de S2.

El lagrangeano del campo escalar acoplado al campo vectorial incluye ahora un poten-
cial dependiente del campo escalar, un término correspondiente al nuevo campo vectorial
(de masa M), y un término de interaccién, de pardmetro g, que acopla el campo vectorial

a la corriente topolégica B* del modelo sigma.

—,

1 1 1
L= EV%AVGQSBHAB + V() + §vawb(v%b — VW) + 5M?waw“ + gwaB*  (2.19)
donde,
1 - - -
B = —S?GGbC(Zs (Vo x Vo) (2.20)

Pueden obtenerse las ecuaciones de Fuler-Lagrange de considerar la variaciéon de la
accién ante pequenas variaciones de los campos.

Variando el campo escalar, se tiene,

[P O o )06 o (9L Y]
o5 = zf{w‘w T oo (Va? )] _/zf[w Ve (a(vacﬁA))]M

Andlogamente, para una variacion dwq,
oL oL
0SS = €E|l=— —Vp| =——=——— )| dw,
pN [8"% ’ <3(waa)>]

2.2.2. Formulaciéon Restringida

Nuevamente se considera aqui el mapa restringido mediante la inclusién de un multi-

plicador de Lagrange. Con lo cual se tiene,

-,

1 1 1 1
Ly 1= 5V Vad " Eap+ A1 = ¢%) +V(9) + 5 Vawn (VW' = V) + - MPwew” + gwa B
(2.21)

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtinen las ecuaciones de movimiento

para los campos.

Owe — VOV awp — M2w, — gB, =0 (2.22)
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v
dpA

Para hallar el multiplicador de Lagrange se procede igual que antes (seccién 2.1.3) y se

04 + A4 + L ceABC (31, Vi + 205 Viwa) Vede = (2.23)

87

pide ¢ = 1, con lo cual g?*V,Vy¢? = 0, y resulta finalmente:

A = VehVad? 4 3gw, B + (2.24)

5¢A o

2.2.3. Eleccién de las Variables Dinamicas

Para llevar a cabo la evolucién numérica del sistema es necesario seleccionar adecuada-
menta las variables que serdan evolucionadas.
Para los campos escalares se necesita llevar registro de los campos mismos y de sus

primeras derivadas, es decir: ¢, ¢, ¢, y ¢,. Mientras que para el campo vectorial se

consideran las componentes del campo, w,; el escalar F := %eij Fij; y el covector E; :=
Fip. Donde Fy se define como Fyp, := Viwy = Oawp — Gpwa, y es el andlogo del tensor
electromagnético.

2.2.4. Ecuaciones de Evolucion

Se desarrollan por tanto, a continuacion, las ecuaciones de evolucién para nuestras vari-

ables dindmicas.

Para el campo escalar, donde se llevara registro del conjunto de variables (gbA, qﬁf, (bf, %4)’

s6lo es necesario computar ¢ff, que se deriva facilmente de (2.23) y (2.24):

o = Mg — D

oV
= A¢? + At + 87T €eABY (30, Vidp + 208Vwa)Vedo — 5o (2.25)
ll C V
= Hp {Aéf)D 3 PP (3w, Vid + 205 Viwa) Vede + <5¢B¢ oP — ng)} — ¢ 6P o
Donde al igual que en la seccién 2.1.3, se consideré la proyeccién HA = E§ — ¢;fB.

Aqui es necesaria una ultima observacién. Dado que ¢ es un vector unitario, todas sus
derivadas V¢ son perpendiculares a él. Por lo tanto, el término S—fre“bceD B%aquﬁ BV .Pc
dentro de la proyeccién, resulta paralelo a ¢, y en consecuencia su proyeccién es en

realidad nula.
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Reescribimos (2.26) de la forma,

o

d0ép

o = Hp {A¢D .

e ePBC G p VW, Vede + < 5079 Bl — )}—eb%?qu (2.26)

En términos de las variables w, y Fgp, la ecuacién (2.22) se convierte en:

VeF, = M%w+gB, (2.27)
Viw, = 0 (2.28)
v[anC] =0 (229)

Aqui, (2.27) se deriva de (2.22) y del hecho de que la corriente B® tiene divergencia nula.
Vemos que la masa no-nula M rompe la simetria de gauge y fija asi el gauge de Lorentz.
Por otro lado, (2.29) es una propiedad geométrica intrinseca del mapa d : AP — AP*!
(derivada exterior). Esta propiedad se enuncia como d? = 0, y es conocida como lema de
Poincaré [25].

Nuestro conjunto de ecuaciones para hacer evolucién quedaria, por lo tanto, de la

siguiente manera:

oV
on = Hp {Ach + LeteePPCop oo + ( 5577 = 5op )} — "0} by

HE; = ¢*Vi(e;F) + M w; + gB;

Owwg = gijVij (2.30)
HF = € 0, I;

Ow; = Ojwo—E;

Se tienen ademds los vinculos,
¢V E; = M*wy + gBo (2.31)

F = €99,w; (2.32)

2.2.5. Energia

El tensor de energia momento estd dado [25] por:

(035 1 (SSM

Ty = M~
ab 81 \/—g dgb

(2.33)
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Donde, Sjs es la accién de los campos de materia y oy una constante.

Para una accion invariante ante difeomorfismos, y en virtud de las ecuaciones de los
campos de materia, puede verse que Ty, es siempre conservada, (i.e: VT, = 0 ). Con lo

cual la energia total del sistema serd conservada y estd dada por:

E = T00€ (234)
P

Se tiene entonces,

Top = (—g) 7= +L

ap, 1 oL 0(vV=9)
8’ V=g [még“b dget

con,

6(v—9) 1
5gab 2gab g
oL ¢

1 A 1 1 ) 1)
W = §(VQ¢ )(vb¢A) + §Faere —+ §M Wewp + gwew

Y finalmente se haya la densidad de energfa total del sistema':

—,

Too = %(M'A + Vo' VEa) + V(9) + %(EkE’f +F?) + %M%% +we’) | (235)

Aqui puede identificarse claramente la contribuciéon de cada campo. Cabe destacarse,
que si bien no aparece explicitamente el término de interaccién en esta expresion, su con-

tribucién viene dada a través del vinculo (2.31).

2.2.6. Soluciones Estaticas

Se consideraran ahora tinicamente campos estaticos. Es decir, las derivadas temporales
de todos los campos seran nulas.

Para estos campos estaticos las componentes espaciales de la corriente topoldgica son
nulos (i.e: B' = 0) y por lo tanto se puede elegir w; = 0, ya que la corriente topolégica B*
actia como fuente para w,,. (Llamaremos aqui wy = w por conveniencia de notacion).

En estas condiciones, se tiene también F' =0y Ey = Jpw.

De las ecuaciones de vinculo (2.31) y de evolucién para q; , se obtienen las siguientes

! Aqui se ha fijado la constante irrelevante oy = —167
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ecuaciones para los campos estaticos:

¢V L(0jw) — MPw —gBy = 0 (2.36)

HA {Aqu + ieDBCe%B(aiw)(ajgbc) + <£;¢B¢D — ;(Z)) } = 0 (237)

La energia estética resulta,

1 - 1 1

Bui= [ [zvkqﬁf‘vkm + V(@) + BB + QM%Q} (2:38)
pI

Para buscar configuraciones estaticas entonces se consideraran las ecuaciones de tipo

difusion del calor siguientes:

wi = Aw— Mw—gBy (2.39)
ot = HALASP + L ePBCEipp(9iw)(9500) + 5—V¢B¢D _ (2.40)
t - D A B\V; TPC 5¢B 5¢D .

Puede notarse que si el sistema disipa energia y se establece en alguna configuracion
fija para los campos. Entonces, significa que la derivadas temporales son nulas, y por tanto,

valen las ecuaciones (2.36) y (2.37). Se estd en presencia de una solucién estatica.

2.2.7. Well-posedness para los problemas en el continuo
Ecuaciones de Evolucion para la Dinamica completa

La parte principal de las ecuaciones (2.31) resulta diagonal por bloques, y puede sep-
ararse por tanto su analisis, en un bloque asociado a los campos del mapa ¢, y otro a las

restantes variables asociadas al campo vectorial.

» Ecuaciones asociadas al campo escalar

La parte principal de estas ecuaciones es del tipo ecuaciéon de ondas, de las cuales
es sabido que son fuertemente hiperbolicas. No se detallard por tanto todo el proce-
so aqui. Estas ecuaciones se corresponden al modelo sigma, cuyo cédigo ya estaba

implementado y funcionando correctamente.

Nos detendremos un poco mas en el analisis del subespacio restante, dado que es
el que involucra los nuevos campos introducidos al cédigo, y fue necesario hallar
explicitamente los autovalores para introducir las penalizaciones al paso de los nuevos

campos por las interfases. (Ver seccién 3.3)
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» Ecuaciones asociadas al campo vectorial

Se considera el vector u formado por las 6 variables dindmicas asociadas al campo

vectorial.

wo
w1
w2
u=— 241
- (2.41)
Eq

Es

Reescribiendo las ecuaciones (2.31) en forma matricial, se tiene la siguiente ecuacién

diferencial de primer orden:
u =Au, +Ayju, +Bu+C (2.42)
Donde, las matrices A;, Ay, B y C se derivan trivialmente de las ecuaciones.

Para estudiar la estabilidad de esta ecuacién sélo se necesita considerar la parte

principal:
0 n* n¥ 0 0 0
ny, 0 0 0 0 0
A—A A ny 0 0 0 0 0 (2.43)
= Ny + yny = 1 -1 .
0O 0 O 0 —— —=ny
\/@ny \/@n
0 0 /|glnY 0 0
0 0 —y/|gln" 0 0

Resulta facil de aqui, ver que todos los autovalores de A son reales y generan un

conjunto completo de autovectores.

Luego, se sigue [15] que el sistema completo es fuertemente hiperbélico, y que por

tanto, el problema de Cauchy para estas ecuaciones esta bien puesto.

Esto implica que no va a haber crecimientos exponenciales en las soluciones, que
permitan que un pequeno apartamiento numérico (o bien en el dato inicial) desenca-
dene rapidos crecimientos que hagan estallar la solucién. Es esperable entonces, que

el sistema de ecuaciones pueda ser implementado numéricamente.
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Ecuaciones de Difusion para el problema estatico

Las ecuaciones (2.40) constituyen un sistema parabdlico del tipo difusién del calor. Se
sabe [15] que el problema de datos iniciales esté entonces bien puesto. Tampoco serd anal-
izado ésto de forma exhaustiva aqui. Pero nuevamente, resulta esperable que este sistema

pueda ser implementado numéricamente sin dificultades.
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FEn este trabajo se han utilizado dos cédigos. Uno permite simular la evolucién dindmica
del sistema, mientras que el otro permite explorar las configuraciones estaticas de minima
energia del mismo. Estos codigos estan adaptados a la geometria particular del proble-
ma, y pueden emplearse las configuraciones obtenidas en uno de ellos como dato inicial
para el otro. Por ejemplo, puede verificarse si las soluciones estaticas halladas haciendo
difusién sean verdaderamente estaticas, introduciendolas como dato inicial para el codigo
de evolucién del modelo dindamico completo.

En este capitulo se intentard describir, de un modo no exhaustivo ni demasiado técni-
co, las caracteristicas centrales de dichos cédigos. El esquema de grillas que posibilita la
geometria referida y el esquema numérico adoptado. Finalmente, se presentard un test de

convergencia para verificar el correcto funcionamiento de los mismos.

3.1. Esquema de Grillas

Como se ha mencionado, la topologia del espacio de partida del mapa, y por tanto,
nuestro dominio numérico es S, la esfera unidad. Dado que no es posible abarcar la esfera
con un solo sistema de coordenadas que sea regular en todas partes, se utilizan varios
parches para cubrirla.

Un conjunto conveniente de parches es definido por las coordenadas “cubed sphere” (para
mas detalles ver Apéndice A). Este, esté conformado por 6 parches, cuyas coordenadas
son obtenidas mediante proyeccién estereografica. Cada uno de estos parches constituye
una grilla plana uniforme, de una cantidad variable de puntos, que se unen unas a otras

formando una caja cibica. (ver Fig 3.1)

25
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Figura 3.1: Esquema de Grillas

3.2. Esquema Numérico

Los dos problemas numéricos a implementar son problemas de valores iniciales asociados
a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Por un lado, el conjunto de ecuaciones
hiperbdlicas de evolucién (2.31), y por el otro, las ecuaciones de tipo difusion del calor
(2.40).

El esquema numérico empleado en ambos casos, estd basado en el método de lineas
[15]. Esto significa que primero se discretizan las derivadas espaciales, obteniendo un gran
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, usualmente llamado sistema semi-discreto.
Esta discretizacién se lleva a cabo mediante operadores en diferencias finitas.

Luego, se discretizan independientemente las derivadas temporales y se obtiene el sis-

tema (totalmente discretizado) a ser implementado.

Para asegurar la estabilidad del esquema numérico se utilizard el Metodo de Energia
siguiendo el tratamiento descripto en [9].

Primero se observa que el problema de valores iniciales en el continuo sea well posed, y
las soluciones satisfagan una estimacion de energia que acote alguna norma de la solucion.
Luego, se eligen los operadores discretos de forma tal que satisfagan suma por partes en la

versién discreta de dicha norma (el equivalente a integracién por partes para el discreto).
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Ademas, se impone una técnica de penalizaciones para tranferir la informacién entre las
grillas [18] (ver seccién 3.4). Con estos elementos, puede asegurarse que la estimacién de
energia sea valida también en el nivel discreto.

Finalmante sélo resta elegir adecuadamente el integrador temporal, de forma tal que
posea la region de estabilidad necesaria para el problema dado. En ambos casos, el inte-

grador utilizado fue el tradicional Runge-Kutta de cuarto orden.

3.3. Penalizaciones

Para resolver un problema de evolucién en esta estructura de grillas, se debe asegurar
una adecuada transferencia de informacién entre las diferentes grillas. Utilizaremos para
ello la técnica “Multi-Block” [18], que se aplica en casos donde no hay superposicién entre
los parches, y s6lo los puntos sobre las fronteras son compartidos por mas de una grilla.
La parte fundamental de dicha técnica es la adicién de términos de penalizacién sobre las
interfaces adecuados a las ecuaciones de evolucion. En el caso de sistemas hiperbélicos,
estos términos penalizan las posibles discrepancias entre los valores que puedan tomar los
campos caracteristicos sobre estas fronteras en las distintas grillas.

Al definirse la norma discreta (diagonal), de la forma,
(u,v) =h Z o v; (3.1)

en el método de energia antes mencionado, (donde h es el paso espacial), y pedirle a los
operadores en diferencias finitas D que satisfagan suma por partes en dicha norma, se
tienen pares (D, o) asociados posibles.

Luego, se considera la parte principal en (2.42),
w, = Alu; (3.2)
y se recuerda que A es diagonalizable, con base {g;} (y co-base {#'}).
Agi = A\igi (3.3)

Entonces, si ahora se considera una interface, con campos u y u”, correspondientes a
una y otra grilla. Puede verse [18], que las ecuaciones semidiscretas para u; quedan:
0ioA; P

Ut = AijuZ- - TJO(UZ - un) (34)
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donde P; = gjﬁj es la proyeccién sobre el subespacio asociado al autovalor en cuestién.
El segundo término del lado derecho es, por tanto, la penalizacién sobre los puntos de la

interfase. Puede obtenerse facilmente de (2.43), (cuyos autovalores resultan \g =0, y Ay =

im para ambos sub-bloques); del operador en diferencias finitas (D — o0g); y del paso

temporal h utilizado.

3.4. Test de Convergencia

Se ha sometido a ambos cédigos a un test de convergencia, para chequear que se en-
cuentran funcionando correctamente.

No es la intencion entrar en mucho detalle formal sobre este test en particular. Pero
si se intentard describir un poco en qué consiste el mismo, y los resultados obtenidos al

aplicarlo a los codigos empleados en este trabajo.

Breve descripcién

Las soluciones que se obtienen numéricamente de nuestros cédigos pueden ser repre-
sentadas por un vector u que depende del tiempo y las coordenadas espaciales de la grilla,
pero que también dependen de los pasos temporales (At) y espaciales (Ax) escogidos.
Esto es, u = u(t, z; At, Az).

En todo esquema numérico, al tomar el limite (At, Axz) — 0, se recuperan las ecuaciones
diferenciales originales y las soluciones tienden idealmente a las soluciones “reales”.

Lo que seria deseable por tanto, es que al disminuir suscesivamente los pasos (temporal y
espacial), las soluciones numéricas converjan a una misma solucién.

Por lo tanto, se realizan 3 corridas del cédigo con pasos espaciales sucesivamente
menores, en la proporcién 4 : 2 : 1, (manteniendo la relacién entre At y Az dada por

la condicién de estabilidad). Es decir, se obtienen los resultados,

uM (¢, z; At, Az) u@(t, z; Al %) u® (¢, z; A, %)

Puede verse (aunque no se demostrard aqui), que las soluciones numéricas admiten una

expancion en los pasos At y Az de forma que,
uV(t, z; At Az) —u(t, ) = (A f(t, z) + (Az)Pg(t, z) + O(AL* T AzPHY)  (3.5)

donde « es el orden de precisiéon asociado al integrador temporal, y 8 la precisién del

operador en diferencias finitas utilizado. Mientras que las funciones f y g, son funciones
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de u y sus derivadas parciales, provenientes del desarrollo en serie de Taylor. Hay que
destacar, por tanto, que no dependen de los pasos elegidos.

Se define un coeficiente de precision Q(t) de la siguiente manera:

(s At Az) — u@ (@ A, 25|

t) = 3.6
Q) Hu(Q)(t,x;At’,%) —u(@(t,x;At”,%)H (3.6)
donde ||.|| es alguna norma tomada en el espacio discreto. Con lo cual, el coeficiente posee
solo dependencia temporal.
Puede verse entonces que,
Qt) =~ 2P (3.7)

donde p = min{a, 8}, y resulta un buen indicador de la precisién global alcanzada por el

codigo.

Resultados del test

Se graficaran a continuacion los coeficientes de precisién como funcién del tiempo para
ambos c6digos.

Para el caso hiperbdlico se ha tomado el test utilizando el campo ¢1, en una grilla
donde el campo no es nulo, y presenta una dindmica activa. Puede verse que el coeficiente
se mantiene bien por encima de 1 en todo momento, y que finalmente converge hacia un
valor cercano a 16. (Fig 3.2)

En el cédigo parabdlico también se utilizado el campo ¢ para aplicar el test. Se ha
tomado una grilla que posee inicialmente valores nulos del campo, pero que luego recibe
practicamente la totalidad de la concentracién. Esto se ve reflejado en la precisién, que

posee valores muy elevados al principio, luego disminuye, y parece estabilizarse. (Fig 3.3)
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Figura 3.2: Convergencia. Cédigo Hiperbdlico.
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Figura 3.3: Convergencia. Cédigo Parabdlico.
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Capitulo 4

Resultados

Este capitulo esta dividido en dos bloques centrales: soluciones estaticas y soluciones
dindamicas. En el primero, se buscara comprender, previamente al estudio numérico, algunos
aspectos relacionados a la energia estdtica y la posibilidad de una cota de tipo Bogomolny
para la misma. A su vez, se intentara ganar alguna intuicién sobre los parametros relevantes
de la teoria, que ayuden a guiar y organizar la busqueda numérica.

En el segundo, se intentara reportar algunos aspectos cualitativos acerca de la dinamica
del modelo, comparando con los comportamientos tipicos hallados en la literatura para

modelos similares.

4.1. Configuraciones Estaticas

Partiendo de la expresion (2.38) para la energia de las soluciones estaticas, intentaremos
ahora reescribirla, a través de las ecuaciones (2.36) y (2.37) para los campos estéticos, de

forma tal que sélo involucre al campo escalar ¢ y sus derivadas.

Se desarrolla entonces el término de la energia asociada al campo vectorial,

B o= L / e [(Vaw) (V) + M2e?] _! / e [Vilw(TH0)} - whw + M|
2 ) 2 /g
_ 1 2 2 _ 1 0
= Q/SQG[M(U wAw]—2/Sgeng
- 1/ e[ J {Aw+gB“}BO} = 1/ I AwB® + g (B%)?
2 ) L2 2 M2 M2
_ 1 92 g 0\ (k

32
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Se contrae (2.37) con un vector arbitrario (n*V;¢?) del espacio de la proyecciéon H#

(espacio tangente a la esfera),
(n* Vi)' e pp(Viw) (V60) = —4; {F40) + 26"} hVioa) (A1)

donde f4(4) = (35r "¢ — 55)-
Desarrollando ahora el lado izquierdo se obtiene,

(n*Via)e Pl pp(Viw)(Vide) = —n*ed(Viw)d - (Vi x V;0)
= —(n*Viw)Vh - (V16 x V29)
= 471(n*Vw)B°

Con lo cual, resulta,
1 -
(n*Viw) = " B0 {fA(¢) + A¢A} (n*Vida) (4.2)

Finalmente, se llega a la siguiente expresion para la energia estatica:

5+ aph} + ]\*";(30)2}

1

Bt =3 [, (V02 +2V@) + 550 (TB)T o) {41

(Caso V(¢) = 0):

Como ha sido mencionado en la seccién 2.1.5, en el modelo Baby-Skyrmion en el plano,
la presencia de un término potencial (o algin término que no contenga derivadas del
campo) es necesaria para evadir el argumento de Derrick [11] y posibilitar la existencia de
soluciones estaticas. Mientras que tal término potencial resulta prescindible en el modelo
de Skyrme tridimensional original.

Se intentard mostrar a continuacion, que para el caso plano, el modelo bidimensional
estabilizado mediante mesones vectoriales también requiere la inclusiéon de este término
potencial para posibilitar la existencia de soluciones estéticas.

-,

Para ello, se reescribe la energia estética para la situacién donde V' (¢) es nulo.

Fei =1 / (V0 + L (VLB (T ast + L (B0 (44)
est 92 52 M2B9 k A M?2 '

Puede observarse que el tercer término de esta expresién se corresponde con el término
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de Skyrme (ver (2.18)) mediante la identificacion x? =

]‘9722‘ El segundo término, en cambio,
no tiene correlacién con dicho modelo, aunque puede verse que escalea espacialmente de la
misma forma que el de skyrme. Con lo cual, para el caso plano, el argumento de Derrick
descarta nuevamente la posibilidad de soluciones estaticas también para este modelo.

En el caso de un dominio compacto, que es el caso de interes en este trabajo, el argu-
mento de Derrick no aplica, y se torna necesaria una mayor atencién para responder acerca
de la existencia y estabilidad de soluciones estaticas.

Se intentara volver a estos interrogantes desde los resultados numéricos. Pero antes, se
expondra aqui una solucién concreta para el sector W = 1, que podria servir de precedente
en lo relativo a esta discusién.

El ansat es el siguiente: se propone el mapa racional

R(z) =

% (4.5)

En formulacién de la seccién 2.1.5, la densidad de carga topoldgica puede escribirse [19]

1 [/1+ |22 2
BY=— (= o, 4.
A <1+|R|2‘a il (46)

€omo,

Introduciendo el ansat, se obtiene entonces BY = ﬁ = cte.

Puede chequearse a esta altura, que tomando w = %BO se satisfacen las ecuaciones
(2.36) y (2.37), y por lo tanto, estamos efectivamente en presencia de una solucion estética.
Ademas, se sigue facilmente que el segundo término en (4.4) es nulo. Si a esto se agrega
que el primer término es minimizado por esta solucién, puesto que se trata de un mapa
racional (recordar seccién 2.1.5). Entonces, todo parece indicar que esta solucién estatica

es la de minima energia, y consecuentemente estable.

—,

(Caso V(¢) #0):

En este trabajo consideraremos principalmente el siguiente potencial:

-,

V() =m?(1 — ¢3) (4.7)

Se observa que depende exclusivamente de la componente ¢3 del campo, y posee su minimo
en un Unico punto del espacio de llegada, qg = (0,0, 1). Esto provoca la ruptura de la simetria

O(3) de la teorfa, conservandose sélo el subgrupo O(2).

!También puede ser R(z) = 2. En cierta forma son equivalentes
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Esta forma particular del potencial es la eleccion mas usual en la literatura y estda mo-
tivada por analogia con el potencial tradicionalmente utilizado en el modelo de Skyrme
tridimensional. La sugestiva eleccién del pardmetro proviene de la interpretacién del po-

tencial como un término de masa para el campo de piones (campo escalar).

Sin embargo, esta forma del potencial esta lejos de ser unica, ya que en principio
cualquiera que no dependa de las derivadas del campo funciona igualmente bien para evadir
el teorema de Derrick. De hecho, han sido investigadas otras posibilidades [13, 27], y los
resultados indican, para el caso del modelo Baby-Skyrmion por ejemplo, que diferentes
opciones llevan a resultados cualitativos muy diferentes. Al punto tal, de determinar la

existencia, o no, de estados ligados para los sectores de carga topoldgica mayores que uno.

Cotas a la energia y analisis dimensional de parametros

Como se ha visto, en el modelo sigma existe una cota inferior para la energia que es
proporcional a la carga topoldgica. Se vié ademas, que esa cota podia ser saturada por
los llamados mapas racionales, soluciones a las ecuaciones de Bogomolny. Para el caso de
Baby-Skyrmions en la esfera [10, 22| se puede construir una cota similar, con la tnica

salvedad que ahora no resulta tan claro que pueda ser saturada’.

Dado que, como se ha visto, nuestro modelo (mediante una simple identificacién de
pardmetros) contiene los 3 términos de energia del modelo Baby-Skyrmion, se desarrol-
lard la cota a continuacién. Por un lado, se intenta ganar alguna “intuicién” sobre los
parametros libres de la teoria y ademéas quedara marcado el interrogante acerca del térmi-

no extra. jPuede este término ser acotado de la misma manera?.

El primer término de la energia (4.3) es simplemente el correspondiente al modelo sigma,
del cual ya se ha visto que (independientemente de las ecuaciones!) puede ser acotado por

la carga topoldgica como se vié en (2.11).

Luego, se analizan los restantes términos andlogos a Baby-Skyrme.

2Se intentars decir algo sobre este punto mas adelante.
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-,

Escribiendo V(¢) = G2/2, se tiene,

Lol simenr] = 3 (G- rafom]

> 2 [ 0@ @6 x ddstas®
SQ

= () W1 [ @@ @hx ad)

L/ mg ' 3
= —(—— )4 d
7 (32) amwl) [ /ViGa
donde la desigualdad se sigue de completar cuadrados, y la igualdad de la tercera linea
resulta de aplicar el teorema de grado [ ¢*(GQ) =W [ GQ, con Q = b - (dqg X dqg) siendo

el elemento de area del espacio de llegada.

Finalmente, se llega entonces a la siguiente desigualdad:

Eeq > 4n|W| (1+ (%)) +7 (4.8)

donde el término extra es,

—,

! ) + Aqu}} (4.9)

T= 5 /52 € [éo(kaO)(qubA) {fA(

No se ha logrado acotar aqui este término de forma andloga a los anteriores. De hecho,
no se ha podido determinar siquiera que resulte, o no, definido positivo 2. Esto impide un
analisis completo, siquiera cualitativo, acerca de cuales serian las posibles configuraciones

que minimicen la energia.

Sin embargo, puede resultar enriquecedor analizar la igualdad en (4.8), pasando por alto
el hecho de que esas configuraciones no necesariamente minimizaran Z en simultaneo. Puede
verse entonces, que para que valga la igualdad en (4.8) debe satisfacerse simultaneamente

las ecuaciones de Bogomolny (2.12) y la ecuacidn,

B =+ <mgM) 2V (¢3) (4.10)

Podria resultar interesante analizar esta igualdad en méas profundidad. Aqui sélo la

3Est4 claro, sin embargo, que la energfa total asociada al campo w s lo es.
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reescribiremos a través de (4.6) como,

(4.11)

M\ (1 213/2

g /) (+]z?)?

observando, que al considerar R(z) como mapa racional, dificilmente pueda valer esta
expresién. Aunque resulta factible, que dentro de los (4|W| + 2) pardmetros del moduli
space, esta expresion pueda aproximarse razonablemente.

Msés alla de estas especulaciones (que podrian ameritar un estudio detallado), lo in-

teresante para destacar a este punto, es que que la combinacién de parametros dada por

“1/2
0 = (%) introduce una escala en la teoria. Dimensionalmente, puede verse que
tiene unidades de longitud (i.e: [5] = [L]). Esto es muy importante, porque estd relaciona-

do con la intencién original al estabilizar el modelo sigma: dotar a los solitones de una
escala espacial natural, que rompa la invariancia conforme de la teoria y los prevenga de
la expansién idefinida o el colapso.

Como ya era sabido, el espacio mismo (al considerarse el caso compacto S? en lugar del
plano), introduce una escala espacial, el radio de curvatura. Por lo tanto, serd interesante
considerar la interrelacién entre estas escalas, que introducen una nocién de “densidad” *.

Al estar considerando una curvatura fija en nuestros cédigos (la esfera unidad), esta
nocién de densidad quedara asociada directamente al pardametro 3.

Por otro lado, en (4.8) aparece otra combinacién de pardmetros o = (%) La cual
puede verse dimensionalmente que posse unidades de energia (i.e: [o] = [E]).

Podrian sugerirse v y 8 como los tnicos parametros relevantes de la teoria, y descartar
as{ al menos uno de los tres pardmetros del modelo. Sin embargo, el término extra Z en
la energia nos previene de hacer eso. Y de hecho, se ha encontrado numéricamente que los
3 parametros parecieran tener relevancia. Por ejemplo: si bien la interpretacién de 3 ha
sido respetada en gran medida por los resultados numéricos, solitones de igual 3 pero con

distintas combinaciones de parametros, produjeron solitones de distintos tamanos.

4.1.1. Estudio Numérico

Se comenzard la bisqueda numérica de configuraciones estaticas, intentando sustentar
y profundizar las discusiones anteriores.
Como medio principal de representacién se han elegido los gréaficos correspondientes a

la densidad de carga topolégica B°. Aunque cabe destacar, que los graficos obtenidos para

“En un sentido un tanto amplio. Notesé que no se trata siquiera del tamaifio de los solitones, sino més
bien una escala.
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la densidad de energia son muy similares a éstos.

Sector W =1

Se llevaron a cabo diversas corridas del codigo de difusiéon para distintos conjuntos de
pardmetros (g, M?,m?). El dato inicial fue en todos los casos construido a partir de un

mapa racional del mismo sector, de la forma,

R(z) = (4.12)

donde A € R, y se recuerda, R := d)lligzz’, y z = tan %ew.
Cualitativamente esta configuaracién es una densidad de carga topolégica B° concen-
trada simétricamente alrededor de z = a, con un “radio” dado por .

. . ., . . . . =4
Mientras que la condicién inicial para el campo w fue aproximada® por,

w = %BO (4.13)

Se ha observado entonces el siguiente resultado cualitativo. La densidad de carga con-

tinta concentrada simétricamente en torno al punto en la esfera dado por z = a, mientras

que su tamano disminuye o se agranda hasta alcanzar un limite bien definido, en donde se

estabiliza. Ese tamano final, bien definido para cada terna de pardmetros, respeta en gran

medida la interpretacion fisica del parametro (3. Es decir, a menor 3, mas concentrada la
densidad.

-1,45¢+00 -7,69e+00

Figura 4.1: W=1. Dato inicial y final luego de difusién. (g = 2, M? = 16, m? = 0,1)

—,

Para el caso V' (¢) = 0 se logré verificar que, ain partiendo de un mapa racional distinto

SMotivado de la ec. (2.36), despreciando el laplaciano.
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t=100,00

—.

Figura 4.2: W=1. Caso V(¢) = 0 alcanzando solucién estética.

del ansat (4.5), el c6digo evoluciona hacia la solucién estética presentada en la discusién
anterior. Puede verse (Fig 4.2), como B — ﬁ, y la energia obtenida para los pardmetros
utilizados concuerda con la expresién analitica,

1 g2

Emin =47+ EW (4.14)

Estabilidad

Se han tomado posteriormente estos resultados como datos iniciales para una corrida
en el c6digo hiperbdlico de evolucién. En todos los casos el resultado es el mismo: el soliton
permanece inalterado. Esto pareciera indicar que, al menos para este sector topolégico,
el campo vectorial junto con el término potencial logran estabilizar al soliton. Y ademas,
parece sugerir que el codigo de difusién nos acerca a la configuracion estatica de minima
energia.

Para el caso V(d_;) = 0 se encuentra ademads, que al partir de una configuracion liger-
amente perturbada, la evolucién temporal presenta una oscilacién en torno de la solucién

1

estética reportada (i.e: BY = L).

Sector W =2

Al igual que antes, para este sector se consideraron distintas ternas de pardmetros
(g, M?,m?). Ahora los datos iniciales utilizados fueron dos mapas racionales distintos.
El primero,
R(z) = = (4.15)
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-0,00e+00 5,30e-01 -2,05e+01 -0,00e+00

Figura 4.3: W=2. Datos iniciales: Anillo y solitones sobre el ecuador.

simétrico, representa una densidad de carga con forma de anillo (con radio dependiente de

A) alrededor de un polo. Mientras que el segundo,
R(z) = \(22 - 1) (4.16)

representa 2 solitones sobre el ecuador, sobre puntos opuestos de la esfera.

Nuevamente, y como en todos los casos en que se haga uso del cédigo de difusiéon, se
utiliza para w inicial, (4.13).

Para el primer tipo de dato inicial los comportamientos cualitativos son los siguientes:
en la mayoria de los casos se conserva la simetria, reduciendose o expandiendose el radio de
los anillos hasta llegar a un limite que nuevamente parece estar relacionado al pardmetro
de densidad (. Para densidades muy altas, el anillo parece acomodarse sobre el ecuador de
la esfera. S6lo en algunos casos donde (3 es pequenio, en algin punto de la contraccién del
anillo, éste se separa en 2 solitones individuales que tienden a posicionarse bien separados
sobre el ecuador®.

Para el segundo dato inicial (solitones individuales) se observa que esta configuracién
se mantiene, y andlogamente a lo visto para W = 1, ambos solitones relajan al tamano que

corresponda a su conjunto de pardmetros. (Ver Cuadro 4.1)

Estabilidad

Resulta muy interesante destacar que las energias correspondientes a los dos tipos

de configuraciones (anillo y solitones individuales distantes) son iguales, o al menos muy

5En un caso, luego de la separacién los solitones se achicaron hasta colapsar. Pero se verificé luego que
fue sélo un efecto numérico, debido la baja resolucién de la grilla.
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t=150,00

t=133,10

2,41e-16 3,28¢+00 4,53e-12 2,47e-01

Figura 4.4: W=2. Config. estaticas. = 1,06 y § = 6, 16, respectivamente.

Parametros Altura Picos Energias
terna | « g |W=1|W=2(indiv.) | W=1| W =2 (indiv.) | W = 2 (anillo)
e 0,11 | 1,26 | 7,70 7,66 12,87 25,74 25,74
g 0,26 | 1,06 | 16,5 16,4 13,03 25,86 26,06
h 025|154 4,99 4,96 13,46 26,34 27,12
i 2,24 | 1,26 | 13,7 13,7 16,48 32,99 ?
k 0,07 | 1,78 | 1,95 1,92 12,94 25,61 25,94

Cuadro 4.1: Solitones Individuales. Tamanos y Energias

cercanas. (Ver Cuadro 4.1). Usualmente los estados ligados deben ser energéticamente
menores, puesto que si el gap es muy pequeno, es esperable que ante una pequena per-
turbacion se pierda la ligadura. Sin embargo, el posicionamiento de los solitones en el
segundo caso pareciera un equilibrio bastante peculiar, en donde las fuerzas de repulsion
entre ellos los separan lo maximo posible. Por lo tanto, parece razonable pensar que los es-
tados intermedios entre una eventual escisién de la configuracién ligada y la configuracion
de los solitones sobre el ecuador, seran energéticamente mas altos. Se plantéa entonces un
escenario bastante interesante en torno del interrogante de estabilidad para estos dos casos.

Nuevamente son introducidas estas configuraciones de minima energia como dato inicial
para evolucién en el cdédigo hiperbdlico.

Los resultados obtenidos parecen indicar que los solitones separados no constituyen
una solucién estatica estable, dado que existe un fuerza entre ellos, que los lleva eventual-
mente a interactuar dindmicamente. Mientras que las configuraciones simétricas (anillos),
permanecen inalteradas al ser intruducidas sin perturbacion, y parecen erigirse como con-
figuraciones estaticas estables.

Sin embargo, de la discusién anterior se puede inferir que no constituyen un minimo
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absoluto de la energia (o al menos no el tnico). Con lo cual, es esperable que ante una
perturbacién lo suficientemente grande, la simetria se rompa, y la configuracién se torne

inestable.

Sector W > 2

Para estos sectores de mayor carga topoldgica, nuevamente se ha utilizado como dato

inicial un mapa racional simétrico (anillo), ahora generalizado para el caso de carga W:
R(z) = = (4.17)

Resulta esperable que, al menos para distribuciones localizadas de carga topoldgica
(6 pequeno), la simetria inicial no se mantenga y dé lugar a configuraciones de simetria
discreta (andlogamente a lo sucedido en la literatura para el caso plano [14]). Por ello, se
ha introducido en el el cédigo de difusién una perturbacién numérica artificial, con el fin de
evitar que la simetria resultante sea “dictada” por la distribucion particular de las grillas,

dado que existe una pequeinia perturbacion numérica inherente a las interfases.

El método consiste en la adicién a cada campo, de un nimero aleatorio en cada punto
de la grilla, para cada cada paso temporal. Estos ntimeros aleatorios son elegidos dentro del
rango (—1, 1), y son modulados por un coeficiente 6 , que en general fue fijado en § = 1073,
Se ha observado, que ademads el mecanismo parece estimular favorablemente el proceso de

difusién hacia soluciones de menor energia.

Fueron examinados los sectores de carga topolégica desde W = 3 hasta W = 7, real-
izando corridas de difusién con un grupo de aproximadamente 10 ternas de parametros (g,
M?, m?) distintas. (Ver cuadro B.3)

El panorama cualitativo de los resultados obtenidos es amplio y diverso. Se intentara a
continuacién una descripcion de este panorama, sin prestensiones de completitud, ni de
gran profundidad en el andlisis. Atn asi, estardn siempre presentes los interrogantes sobre
la interpretacion y relevancia de los parametros a y (3; sobre el limite m — 0; y sobre
la posibilidad de estabilidad de cada una de las configuraciones obtenidas. Y como po-

dra verse, algunos patrones (siquiera algo especulativos) emergeran.

La primera categorizacién que salta a la vista es: 3 grande - § pequero.



Capitulo 4. Resultados 43

t=200,00

-1,18e-03 4,35¢-01 1,58e-05 & 5,05¢-01

t=180,00 t=100,88 ‘

LS
5

-2,79¢-03 ] 8,34e-01

Figura 4.5: Texturas. W =3; W =4; W =5, W =6. (o« = 3,8; 5 =6,2).

0 grande:

En estos casos, el anillo inicial se aplana y se dirige hacia una posiciéon cercana al
ecuador’, donde se d instantes. L b tura de la simetri
, queda por unos instantes. Luego, se observa una ruptura de la simetria
y las configuraciones relajan a una especie de “textura” que recubre toda la esfera. (Ver
Fig 4.5)
Hay que destacar aqui un hecho muy interesante. Las concentraciones de carga en estos
casos estan distribuidas por todo el espacio a modo de arreglo periédico, pero en un ntmero
que no coincide con la carga topoldgica. No pueden ser interpretados, por lo tanto, como

solitones en el sentido maés estricto. Llamaremos a estas distribuciones, tezturas.

Estabilidad

Todas estas texturas, al ser corridas en el cédigo hiperbdlico de evolucién, permanecen

inalteradas. Pareciera que al menos en el limite § — oo, (m — 0), este tipo de configura-

"Recordamos aqui que en el sector W = 2 esa configuracién simétrica resultaba estable
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t=110,00

2,69e+00

Figura 4.6: Picos sobre anillo. W = 3. (a =0,28; 3 =1,06) ; W = 4. (a« = 0,16; 5 = 1, 26).
ciones resultan estables.

0 pequeno:

En estos casos la situacion es un poco mas compleja. El anillo inicial decrece su radio
hasta un punto donde se rompe la simetria. Esto puede darse de una forma suave, mediante
la aparicién de picos® sobre el anillo todavia visible, que después se separan (6 no) en
solitones independientes. O bien, de una forma maés repentina, separandose en grupos
ligados 6 solitones individuales, y formando eventualmente (en algunos casos) estructuras
localizadas de simetria discreta muy similares a las halladas en [14].

Se intentard ir presentando y analizando los distintos casos por separado.

= Anillo y picos sobre anillo:

En estos procesos en donde la ruptura de la simetria se d4 de forma muy gradual,
las configuraciones suelen formar picos en el borde mismo del anillo. (Ver Fig 4.6)

En algunos casos, estos picos se van demarcando cada vez més, hasta emerger co-
mo solitones independientes. En algunos pocos casos ha sucedido también, que los
picos no llegan a formarse y parece mantenerse la simetria anular original. Sin em-
bargo, en todos los casos pareciera que no hay estabilidad al ser corridos en el codigo

hiperbdlico.

Observando el cuadro B.3 con atencién, puede verse que estas situaciones son propici-
adas por valores de a pequenos (siempre que [ no sea demasiado pequetio también).

Esto puede verse claramente si se concentra la atencién sobre los casos dados por los

8En una cantidad que se corresponde exactamente con la carga del sector.



Capitulo 4. Resultados 45

t=150,00

t=120,36

1,23e+01

4,32e+00

Figura 4.7: Solitones Individuales. W = 4 (o = 3,16; f = 1,26) ; W =5 (a = 0,47;
B =1,54).

conjuntos de parametros e, i y j. Estos presentan la particularidad de tener la misma
densidad # = 1,26 y valores bien distintos de a. (Fig B.1)

Podria interpretarse entonces el parametro a como la intensidad, en términos de
energia, de la interacciéon con el campo vectorial. Donde puede pensarse el limite
a — 0 como el limite donde se recupera el modelo sigma, en el que la configuracién
simétrica es una solucién estatica posible (entre muchas otras), aunque inestable. Y
el extremo opuesto @ — oo, la interaccién es tan intensa que parece no permitir

soluciones estables tampoco.

» Solitones individuales:

Estos casos parecen ser sélo transiciones hacia estados ligados o agrupamientos.
Aunque en algunos casos en que se establecen sobre el ecuador pareciera que se

constituyen como los estados de minima energfa. (Ver Fig 4.7)

Sin embargo, como era de esperarse, este tipo de configuraciones no resultan estables
al ser corridos con el cédigo hiperbdlico de evolucién. Andlogamente a lo visto en
W = 2, existen fuerzas entre los solitones (repulsivas en este tipo de situaciones) que

los llevan a interactuar, y eventualmente a colapsar’.

= Estado ligado de simetria discreta:

FEn muchos casos los solitones se unen de a pares y se conforman estructuras ligadas

entre estos pares o entre solitones individuales. Esta tendencia a constituirse en pares

YEstos colapsos podrian ser en principio sélo debidos a la falta de resolucién numérica. Al interactuar,
los solitones suelen presentar alteraciones en su tamaifio, y la resolucién sélo permite que se achiquen hasta
cierto limite.
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t=150,00 t=250,00

.

.

-1,43e-05 3,60e+00

-6,39-05 3,47¢+00

Figura 4.8: Estados ligados. W =3y W =7. (o = 1,58; 5 =1, 26).

t=300,00 t=200,00

D A
- . S

-2,64e-06 1,88e+00 -1,24e-04 2,30e+00

Figura 4.9: Estados ligados. W =4y W =6. (o = 1,58; 5 =1, 26).

como bloques fundamentales fue reportada en algunos trabajos sobre Skyrmiones o
baby-Skyrmions [5, 27]. Esto distingue ligeramente los casos de sectores topoldgicos
pares e impares. En los casos impares, o bien queda un soliton desapareado que suele
atrapar (ligar) a los demds pares, o se forman ligaduras més particulares, en el sentido

que la distincién entre solitones individuales se difumina. (Fig 4.8)

Estas soluciones vendrian a ser los analogos bidimensionales de las estructuras cristali-
nas tridimensionales del modelo de Skyrme clésico [4, 5] como aproximaciones de baja

energia para los estados nucleares.

Sobre el interrogante de estabilidad en estos casos, resulta dificil decir algo demasiado
categérico. En algunos casos, como en W = 3 o en algunos casos con W = 4, el estado
ligado parece ser estable. En otros casos, en cambio, cuando las parejas de solitones
no estan muy fuertemente ligadas entre si, éstas pueden moverse ligeramente u oscilar

en torno de alguna posicion.
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4.2. Dinamica del Modelo

Existe en la literatura una rica estructura en cuanto a la dindmica del modelo para
el caso plano en 3 dimensiones espaciales [2]. Esto incluye fenémenos de scattering como
captura y orbitas; radiacién; y hasta excursiones fuera del plano de scattering. También ha
sido posible un estudio numérico del proceso de aniquilacién para el caso soliton-antisoliton
[16]. Estos trabajos han agregado al gran, y a veces sorprendente, compendio de resultados
en el modelo de Skyrme. Y a su vez, han contribuido a reforzar la idea de que el mesén w
puede estabilizar al modelo sigma sin la necesidad de inclusion del término de Skyrme.

Se intentard presentar en esta seccién, en un nivel cualitativo, algunos pocos aspectos
sobre la dinamica, para el modelo bidimensional que se viene considerando en el presente

trabajo.

4.2.1. Estudio Numérico
Scattering Frontal

Se analizard el caso de scattering frontal (i.e: pardmetro de impacto nulo) para distintas
velocidades. Los datos iniciales para este proposito resultan faciles de obtener, dado que
en el estudio de soluciones estdticas nos encontramos con casos de 2 solitones individuales
localizados sobre el ecuador. (Fig 4.3)

Solo resta darles el impulso inicial para que se encuentren frontalmente. Pero ello resulta
muy sencillo, ya que se encuentran sobre parches distintos, y por tanto puede impartirse
a uno una velocidad v sobre el ecuador, y al otro, la velocidad opuesta. De esta forma, se
tiene un scattering simétrico respecto del centro de carga, de velocidad total 2v.

Como fue observado en [2], se puede actuar con el grupo de simetria de la teoria'”

en
el espacio de llegada del mapa ¢, obteniendo distintos canales para el scattering.

Para el caso de scattering frontal en 2 dimensiones que aqui se estudia, los “canales”
posibles son sélo dos. El primero es repulsivo, y resulta de no aplicar ninguna rotacién.
Mientras que el segundo canal es atractivo, y surge de aplicar una rotacién de 7 al dato

inicial, alrededor del eje ¢3 en el espacio de llegada.

= Canal Repulsivo:

El scattering frontal para el caso repulsivo no presenta nada sorprendente para

pequenos impulsos iniciales. Los solitones comienzan a contraerse apenas entran en

0Recordemos que el grupo de simetria de nuestro modelo es 0O(2), luego de haber sido introducido el
potencial (4.7).
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/ v

-2,70e+00 0,00e+00 -2,37e+00 7.92e-06 -3,09e+00 2,23e-05
— — —

t=23,77 t=29,03

-3,61e+00 4,74e-05 -3,93e+00 4,62e-05 -2,32e+00 3,91e-05
— —— ——

Figura 4.10: Canal Repulsivo. Colisién Elastica (pequenos impulsos).

contacto. Se van frenando mientras continuan contrayendo su tamano, hasta que se
detienen y comienzan a alejarse en el sentido opuesto al original, recuperando su

tamafnio nuevamente. En la figura 4.10 se muestra una secuencia del proceso.

La colision resulta practicamente elastica. No se han podido detectar cantidades
significativas de radiacién durante la interaccién, y las velocidades de los solitones

parecen ser las mismas, antes y despues del encuentro.

Sin embargo, para energias relativistas (i.e: 2v &~ 1) se ha encontrado un compor-
tamiento notable. De la colisién, emergen ondas de radiacién con una frecuencia
caracteristica y a una velocidad bien definida, y sélo un soliton, que permanece en el
lugar del impacto (desplazandose ligeramente en direccién perpendicular a la direc-
ci6én de incidencia). (Fig 4.11). El campo parece haber atravesado una singularidad,

pasando del sector topoldgico W = 2, al sector W = 1.

Canal Atractivo:

En el canal atractivo los solitones emergen a 90° con respecto a la direcciéon de inci-
dencia. Este scattering de dngulo recto es bien conocido [3], y es el comportamiento

andlogo al mencionado para el caso tridimensional [2].

Al efectuar la rotacién es espacio del mapa ¢, los solitones, originalmente iguales,
pasan a ser de distintos tamanos. Se aplanan y agrandan al acercarse, para pasar
luego por la configuracién simétrica del sector W = 2 (anillo), donde los solitones
pierden su identidad individual. Finalmente, se forman dos solitones de igual tamafio

que salen perpendiculares a la direccién original y en sentidos opuestos. (Fig 4.12).
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-2,70e+00 0,00e+00 -6,93e+00
—

-1,66e+00 3,06e-01 -1,35e+00 1,98e-01
— —

Figura 4.11: Canal Repulsivo. Colisién Relativista (2v = 0, 8).

-9,80e+00 3.01e-05 - 1,86e-05 -8, 01 3,23e-05
e— —

)

5.34e-07 -2,86e+00 1,21e-04 1 9,37e-04
— —

Figura 4.12: Canal Atractivo. Scattering en angulo recto.
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Figura 4.13: Soliton/Anti-soliton.

Soliton/Anti-Soliton

Se intenta aqui generar un proceso de aniquilacién en que un soliton-antisoliton se
encuentren y anulen entre si. Para ello, partiremos como es habitual de una configuracién

de tipo mapa racional. Pero esta vez, R = R(z,2)'!, de la forma:
R(z,2) =Xz —a)(z-0) (4.18)

donde a,b € C representan las posiciones del soliton y antisoliton respectivamente.

Lo hallado fue distinto a lo que se esperaba. Soliton y antisoliton presentan una fuerza
atractiva entre ellos. Pero al acercarse uno con otro, se van agrandando y aplanando;
disminuyen su velocidad; y se separa cada uno en dos partes que salen perpendicularmente
a la direccién original en sentidos opuestos, para luego volver a juntarse en el sector opuesto
de la esfera. (Fig 4.13)

11 . - .
No serd, por tanto, solucién de las ecuaciones de Bogomolny.



Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo, se presentard un breve resumen de los resultados obtenidos, tanto

concernientes a las configuraciones estaticas, como a los aspectos dinamicos del modelo.

Complementariamente, se intentard introducir y/o ampliar las discusiones, y presentar
los interrogantes que surgan de las mismas, junto con las posibles lineas de continuacion

para un futuro trabajo.

5.1. Breve Recapitulacion

La pregunta central, que atraviesa todo el estudio aqui presentado, es la de la posibilidad
de estabilizar el modelo sigma mediante la inclusién del campo vectorial, en analogia con
el mas conocido modelo Baby-Skyrmion (y su término de Skyrme). Esta similitud entre los
modelos mencionados ha sido referida abiertamente en [14] para el caso plano. Y estudiada

también para el caso tridimensional [2, 16, 24].

El abordaje novedoso, si se quiere, ha sido extender la pregunta para el caso de un
espacio compacto: la esfera unidad. En este espacio particular existen algunos trabajos para
Baby-Skyrmions [10, 22], y se han encontrado algunas caracteristicas interesantes, como
por ejemplo, la existencia de dos escalas espaciales y su interrelaciéon. Cabe destacarse
ademads, que a diferencia de estos tultimos trabajos mencionados, en donde se propone
simetria axial y se estudia el problema reducido (unidimensional), contamos aqui con dos

codigos bidimensionales adaptados a la geometria del problema completo.

51
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5.2. Resena de lo Encontrado

Restringiendo la atencién a una forma particular de potencial, se ha hallado un basto
y rico espectro de posibles soluciones estaticas para el modelo, sobre todo para los sectores
de mayor carga topolégica (multi-skyrmions). Esto se debe en gran medida a la cantidad
de pardmetros que han sido considerados libres (i.e: g, M2, m?).

Por ello, resulté necesaria una identificacion de los parametros mas relevantes, junto
con la interpretacion fisica (ain de una forma aproximada) de los mismos. El pardmetro «,
esta relacionado de alguna manera con la intensidad de la interacion con el campo vectorial,
puesto que fija una escala de energia que involucra a este nuevo campo en relacion con
la energia del mapa ¢. Mientras que la combinacion 3, fija una escala espacial para los
solitones, y por tanto, también la “proporcién” o “densidad” de éstos sobre la esfera.
Puede verse que el caso plano como el visto en [14], se corresponde en este contexto! a
la combinacion 8 = 0, a « g. Esto refuerza la interpretacién dada a los parametros. Y si
bien numéricamente esta claro que no puede implementarse directamente este caso limite,
se ha encontrado que para valores pequenos de 3, en un cierto equilibrio con los valores de
a (ver cuadro B.3), se obtienen configuraciones localizadas y con simetrias discretas muy
similares a las halladas en [14].

Al igual que en los estudios [7, 27] para baby-skyrmions, notamos que sélo los sectores
W =1y W = 2 parecen tener soluciones simétricas estables, mientras que los sectores
de carga mayores parecen conformarse en “estructuras cristalinas” a partir de parejas de
solitones y solitones individuales ligados.

Para valores suficientemente grandes de (3, en cambio, aparecen configuraciones que
abarcan todo el espacio de forma regular, presentando ciertos patrones interesantes en los
sectores topoldgicos altos (llamados aqui texturas). Estas texturas incluyen como un caso
limite al caso V(@) = 0, y parecieran ser estables (al menos en dicho limite).

Se encontré ademads una solucién explicita para el sector W = 1, para este limite de
potencial nulo: la distribucién uniforme (B = cte). Y pudo chequearse numéricamente que
el cédigo de difusion relajaba a dicha solucién. Queda ilustrado, por tanto, el argumento
de Derrick, y la necesidad de este término potencial para el caso plano.

En cuanto a la dindmica, se han hallado fenémenos presentes en la literatura como
choque eléastico, y scattering de angulo recto. Se ha encontrado ademas, un fenémeno
muy interesante para una colisién relativista, en donde el sistema parece pasar por una

singularidad al “saltar” de un sector topolédgico a otro. En este proceso, se libera radiacion

'Esto se deriva de un anlisis dimensional. Llevando el radio de la esfera a infinito se tiene m, M — oo
(i.e: B — 0). Por otra parte, suele fijarse §; = cte.
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con un interesante patrén de ondas, que pareciera poseer una frecuencia caracteristica de
emision, y una velocidad de propagacién bien definidas. Luego, se ha intentado reproducir
un proceso de aniquilacion referido en un estudio tridimensional sobre el plano [16]. Esto no
ha resultado posible en este estudio preeliminar. Seria interesante poder entender las causas
de esta situacién. Se habre entonces el interrogante sobre la posibilidad de realizacion de
este fendmeno sobre un espacio compacto.

En lineas generales, podria decirse que se acuerda en este trabajo con la idea, cada vez
mas asentada en la literatura, de la posibilidad de estabilizacién del modelo via la inclusién

de estos campos vectoriales de mesones w. Aun para sectores topolégicos mayores que uno.

5.3. Extensiones y Posibles Lineas de Continuacién

Una de las preguntas centrales que queda abierta en este trabajo, es si puede hallarse
una cota de tipo Bogomolny para el modelo estabilizado por medio de vectores w. En
realidad, la existencia de la cota no es lo interesante en si, sino el hecho que pueda even-
tualmente ser saturada. Lo cual implicaria la posibilidad de un acercamiento més firme al
interrogante de existencia de soluciones estaticas estables.

La pregunta podria reformularse de la siguiente manera: asumiendo que existan solu-
ciones estaticas de minima energia en los distintos sectores topoldgicos, Crece la energia
de estas configuraciones linealmente con W7.

El estudio numérico, que si bien parece sugerir que esto podria no ser cierto, esta lejos
de ser conclusivo?. (Cuadro B.2). Y desde lo analitico, no se ha logrado acotar el término
“extra” (4.9). Si hubiera evidencia numérica favorable, intentar acotar este término podria
resultar muy interesante.

Otro asunto, muy relacionado al anterior, que queda como posible linea para continuar,
es la saturaciéon de la cota del modelo Baby-Skyrme. La pregunta qued6 expresada en
términos de la posibilidad de satisfacer la ecuacién (4.11) mediante un mapa racional. O
en su defecto, en qué medida puede esta expresién ser aproximada por uno.

En cuanto a la dindmica del modelo, ha quedado mucho por ser explorado. Simple-
mente nos hemos limitado en este trabajo a unos pocos aspectos cualitativos asociados al
scattering frontal, y al proceso de aniquilacién de un par soliton-antisoliton. Ha quedado
en torno a este ultimo punto mucho para ser analizado y profundizado. ;Puede lograrse

aniquilacién en el espacio compacto? jDepende ésto de los pardametros?.

2No resulta tan claro que las configuraciones halladas sean verdaderamente las soluciones estéticas de
cada sector.
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Podrian modificarse también las direcciones de los impulsos en el canal atractivo del
scattering y ver si se obtiene el fenémeno de érbitas, o captura a un estado ligado. O incluso,
podria intentarse estudiar scattering entre 2 parejas de solitones en el estado ligado W = 2.

Por dltimo, una de las mas importantes extensiones que podrian hacerse al presente
estudio, es la investigacién de otras posibles formas para el potencial V(gz?) Como ha sido
mencionado, la eleccién de dicho potencial es en gran medida arbitraria.

Existe en la literatura sobre baby-skyrmions una serie de trabajos que muestran cémo
este potencial tiene un efecto crucial en la existencia y estructura de configuraciones
estaticas multi-solitons [13, 27]. Al menos dos potenciales mds, aparte del considerado
aqui, han sido estudiados en cierto detalle: el modelo holomérfico y el denominado new
baby-skyrme model. El modelo holomérfico posee una tnica solucién estable posible (que
pertenece al sector W = 1), y esta solucién tiene una forma andlitica cerrada simple [12].
El otro ha sido estudiado en detalle en [27], donde se ha mostrado que admite soluciones
con simetria axial atin en los sectores W > 2.

Podria entonces ampliarse el estudio a los distintos tipos de potenciales para el modelo
estabilizado por mesones w. La estructura de las soluciones, su dependencia con la forma

de potencial, y las semejanzas con el modelo Baby-Skyrme.



Apéndice A
Coordenadas cubed sphere

Aqui se especifican las coordenadas utilizadas en el esquema de grillas y las tranfor-
maciones de las mismas sobre las distintas interfases. Esta tltima informacién es necesaria

para el traspaso de los campos entre los distintos parches.

A.1. Parches

Se considera el siguiente sistema de coordenadas:

x = sin(f)cos(o)
y = sin(0)sin(¢)

z = cos(0)

x = sin(n)cos(§)
y = cos(n)
z = sin(n)sin(§)

Se quiere usar como parche de coordenadas cerca de x = 1 en la esfera unidad, las
coordenadas (¢, &). Para hallar el elemento de superficie necesitamos sélamente encontrar

f como funcién de esas dos coordenadas. Dado que el elemento de superficie es:

ds® = df? + sin?(0)d¢?

56



Apéndice A. Coordenadas cubed sphere 56

Ahora,
tan(§) = z/x = 1/(tan 6 cos(¢))

Usando (1 + tan?(a)) = 1/ cos?(a), (vélido Va) se obtiene,

(1 + tan?

tan(f) = tan(é

)/
)

y definiendo a = tan(&); b = tan(¢), tenemos,

V14 b2 9
df = ————{abdp — (1 d
S abdo — (1+ a?)dg)
Dado que,
. 9 _ tan?(0)
sin(9) = 1+ tan?(6)
o (1+0?)
C 14a?+0?

v el elemento de superficie se transforma en:

(14 a?)(1 + b?)

ds® =
S Ry

{(1+a®)de? + (1 + b*)d¢? — 2abdéde}

Aqui todo es suave, regular y simétrico.

Si se toman las variables a y b, la métrica se transforma en:

1

2 _ 2\ 7 2 2\ 172
ds* = 75— {(1 +8*)da” + (1 + a*)db* — 2abdadb} (A.1)
La inversa de la métrica es:
14 a® ab
AB 2
=D A2
g ( ab 1+ b2 ) (A-2)
det(gap) = 1/D° (A.3)

Donde D := /1 + a2 + b2.
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Los 6 parches, en estas coordenadas, quedarian finalmente:
» Parche 0 (alrededor de x = 1): a =
» Parche 1 (alrededor de y = 1): a =
= Parche 2 (alrededor de x = —1): a = —*; b =
= Parche 3 (alrededor de y = —1): a = —2*; b= =*

» Parche 4 (alrededor de z =1): a = =%£; b

z

= Parche 5 (alrededor de z = —1): a = =%; b= =¥

A.2. Jacobiano

Como fue mencionado, resulta necesario conocer las tranformacion de coordenadas
entre un parche y otro para realizar la transferencia de informacién por las interfases.

Sélamente es necesario el Jacobiano de un solo lado, pues todos los demés se siguen
por simetria. Lo haremos sobre la interface del parche x = 1 y el parche y = 1.

Para el primero se tiene, como antes,

x = sin(@)cos(¢p)
y = sin(6)sin(¢)

z = cos(f)

x = sin(n)cos(§)

y = cos(n)

z = sin(n)sin(&)
Mientras que para el segundo:

x = —sin(f)sin(ep)

y = sin(f)cos()

z = cos(f)
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z = sin(n)sin(¢)

Por lo tanto:

B 1
L = ) = -
z N 1 _ tan(§) _a
;- tan(¢') = tan(6) sin(¢)  tan(p) b
LuegO»
d$ = d¢
¢’ = cﬂ—li—bQ{b(l +a®)dé — a1+ b%)de}

En el borde ¢ = 7 6= —1, vy b=1, por lo que d{' = d§ — 1J2:;2d¢

La transformacién inversa es dé = d¢’ + 1_2&2 do




Apéndice B

Datos

En este apéndice se resume gran parte de la informacién obtenida numéricamente.
Se detallan los parametros utilizados y se incluyen algunas tablas comparativas entre los

distintos tipos de configuraciones y sus energias.

B.1. Parametros

Rétulo g M? | m? « I5]
18 12,25 0,1 || 3,79 | 6,16
8,75 (225 | 0,1 | 1,84 | 4,29
18 1 10,05 | 4,02 | 8,97
9 5 0,2 || 1,80 | 3
2 16 | 0,1 || 0,16 | 1,26
1 20 | 0,1 | 0,07 | 0,84
2,25 | 16 | 0,25 | 0,28 | 1,06
0,2 | 0,47 | 1,54
5 5 2 3,16 | 1,26
8 1256 1 1,58 | 1,26
3 18 | 0,05 || 0,16 | 1,78
12 45 | 0,5 || 1,26 | 1,59
15 65 1 1,86 | 1,36
15 25 5 6,71 | 1,16
12 32 4 4,24 | 1,03

OB B —mR— = 0@ 0o A0 T
w
o0

Cuadro B.1: Pardmetros Utilizados
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t=110,00 - t=300,00

-

2,69e+00 -2,64e-06 1,88e+00

t=150,00

7,35¢-09 1,23e+01

Figura B.1: Pardmetro a. W =4y =1,26. (a =0,16; « = 1,58; o = 3, 16).

Aqui puede verse cémo el parametro « influye en las configuraciones resultantes. De-
termina la intensidad de la interaccion entre los campos: para valores pequenos la simetria
inicial apenas parece romperse, mientras que para valores mas grandes la ruptura se da de
forma inmediata, y las configuraciones resultantes estan dadas por solitones individuales.

Ninguno de estos extremos pareciera permitir estabilidad.
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B.2. Configuraciones y Energias

Se presentard aqui una tabla con las energias por solitén. Esto apunta al interrogante
sobre la existencia de una cota de tipo Bogomolny andloga a la obtenida para el modelo
baby-skyrmion para el modelo que se ha considerado en este trabajo. jCrece la energia de

las configuraciones estaticas linealmente con W7.

Parametros Energia por Solitén (i.e: E/W)
terna | « 6 | W=1|W=2|W=3W=4|W=5|W=6 W=7
a 3,79 | 6,16 | 25,8 37,3 23,8 36,3 69,6 47,8 34,1

e |016|126| 129 | 130 | 130 | 131 | 131 | 13,0 | 13,0
f 007|084 125 | 126 | 126 | 12,7 | 128 — —
¢ |028]1,06| 130 | 130 | 131 | 133 | 135 | 136 | 134
h |047|154| 135 | 136 | 132 | 138 | 135 | 13,7 | 132
i 316|126 | 165 | 165 | 180 | 16,7 | 191 | 192 —
i | 158(126] 157 | 158 | 168 | 16,5 | 16,7 | 162 | 164

k 0,16 | 1,78 12,9 13,0 12,8 12,9 12,8 13,0 12,8

Cuadro B.2: Energfa por solitén para las distintas configuraciones.

A continuacién se presentan las configuraciones halladas con una breve descripcién, sus
energfas y la energfa Ep_g' correspondiente a la cota (4.8).

Se ha encontrado una discrepancia mayor entre estas dos energias para las configura-
ciones de mayor densidad (3 grandes). Al parecer, en estos casos, el mapa ¢ se aparta

ligeramente de constituir un mapa racional, y por tanto, de la cota béasica de Bogomolny.

! Excluyendo el aporte del término extra Z.
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W=3| « 8 Configuracién Energia | Ep_g | Estabilidad

a 3,79 | 6,16 textura 71,3 52,9 si

e 0,16 | 1,26 3 picos sobre anillo 38,9 38,3 no

f 0,07 | 0,84 solitones individuales 37,8 37,9 no

g 0,28 | 1,06 3 picos sobre anillo 39,4 38,8 no

h 0,47 | 1,54 3 picos sobre anillo 39,6 39,6 no

i 3,16 | 1,26 solitones individuales 53,9 50,4 no

] 1,58 | 1,26 estado ligado 50,5 44,0 si

k 0,16 | 1,78 Anillo 38,4 38,3 no
W=4| « 8 Configuracién Energia | Ep_g | Estabilidad

a 3,79 | 6,16 textura 145,3 70,5 si

e 0,16 | 1,26 4 picos sobre anillo 52,2 51,1 no

f 0,07 | 0,84 solitones individuales 50,6 50,6 no

g 0,28 | 1,06 2 pares 53,3 51,8 si

h 0,47 | 1,54 2 pares 55,1 52,8 si

i 3,16 | 1,26 solitones individuales 66,7 67,1 no

j 1,58 | 1,26 2 anillos 65,9 58,7 si

k 0,16 | 1,78 Anillo 52,5 51,1 no

m 1,86 | 1,36 2 anillos 69,0 60,2 si

o} 4,24 | 1,03 2 anillos 71,9 72,9 si
W=5| « 8 Configuraciéon Energia | Ep_g | Estabilidad

a 3,79 | 6,16 textura 347,9 88,1 si

c 4,02 | 8,97 textura 390,0 89,7 si

d 1,80 | 3,00 textura 82,6 74,8 si

e 0,16 | 1,26 individuales ligados 65,4 63,9 si

f 0,07 | 0,84 solitones individuales 64,1 63,3 no

h 0,47 | 1,54 solitones individuales 67,4 66,0 no

i 3,16 | 1,26 solitones individuales 95,3 83,9 no

j 1,58 | 1,26 estado ligado 83,4 73,4 si

k 0,16 | 1,78 estado ligado 64,0 63,9 si

1 1,26 | 1,59 estado ligado 71,9 71,3 si
W=6| « 8 Configuracién Energia | Ep_g | Estabilidad

a 3,79 | 6,16 textura 287.,0 105,8 si

e 0,16 | 1,26 ? (falto tiempo) 77,9 76,7 ?

h 0,47 | 1,54 ? (falto tiempo) 82,3 79,2 no

i 3,16 | 1,26 solitones individuales 1151 100,7 no

j 1,58 | 1,26 estado ligado (3 pares) 97,3 88,1 si

k 0,16 | 1,78 ? (falto tiempo) 78,2 76,7 ?

m 1,86 | 1,36 estado ligado (3 pares) 90,9 90,3 si

n 6,71 | 1,16 3 anillos 126,5 129,1 si
W=7| « 8 Configuracién Energia | Ep_g | Estabilidad

a 3,79 | 6,16 textura 238.4 1234 si

e 0,16 | 1,26 | 3 pares + 1 indiv. (falto tiempo) 90,9 89,4 ?

h 0,47 | 1,54 | estado ligado (3 pares + 1 ind.) 92,2 92,4 si

j 1,58 | 1,26 | estado ligado (3 pares + 1 ind.) 115,1 102,7 si

k 0,16 | 1,78 estado ligado 89,6 89,4 si

Cuadro B.3: Configuraciones obtenidas
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