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Resumen

La resonancia de movimientos medios 3:1 con Jupiter es el limite entre el cinturén de asteroides interno
y el intermedio, la cual se encuentra asociada a una de las mas importantes lagunas de Kirkwood. El
fuerte caos que domina la dindmica de la regién provoca que los asteroides resonantes sean removidos
por encuentros cercanos con los planetas terrestres en intervalos de cientos de miles de anos. No obs-
tante, Roig et al. (2008) muestran que ciertas érbitas de bajas excentricidades pueden llegar a cruzar
la separatriz con la ayuda de una fuerza disipativa como el efecto Yarkovsky. Esto podria explicar la
existencia de asteroides basalticos en el cinturén intermedio como provenientes de la familia de Vesta.
En este trabajo analizamos la probabilidad de este fenémeno, integrando numéricamente las érbitas de
varias poblaciones de asteroides ficticios. Estudiamos varios sistemas fisicos de creciente complejidad.
La simulaciones fueron realizadas con un cédigo de N-Cuerpos y con un integrador algebraico.

Clasificacién PACS 2010:

46.40.Ff Resonance, damping, and dynamic stability
95.10.Ce Celestial mechanics (including n-body problems)
96.30.Ys Asteroid, meteoroids

Palabras claves:

Asteroides, Resonancia de movimientos medios, Efecto Yarkovsky, Probabilidad de captura
en resonancia, Mapas algebraicos.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. El cinturdon de asteroides

En el ano 1766, Johann Titius formula una simple regla nemotécnica, en la que relaciona
la distancia media (en unidades astrondmicas) de cada uno de los planetas conocidos al Sol,
por una simple suceccién

di =0.4+0.3 x (2)° (1.1)

donde ¢ = —00,0,1,2,4,5 y representan a Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter y Saturno
respectivamente. La ley fué popularizada por Johann Elert Bode (director del Observatorio
de Berlin) en el ano 1772 como la Ley de Bode (afios mds tarde se conoceria como la Ley de
Titius-Bode), el cual, a pesar de no poseer fundamentos fisicos en donde sustentarla, sugeria
la presencia de un planeta no conocido para la dérbita localizada en ¢ = 3. El descubrimiento
de Urano en 1781 a 19.18 UA del Sol (i = 6) condujo a la busqueda del planeta perdido.

No fué hasta el primero de enero de 1801, cuando el astrénomo italiano Giuseppe Piazzi
observé por primera vez a (1) Ceres, con casi 500 km de radio y situado a 2.77 UA tal cual lo
predecia la Ley de Titius-Bode. Para mayor sorpresa, en el ano 1802 el astrénomo y médico
aleman Heinrich Wilheln Olbers descubre un segundo objeto, al que llama (2) Palas, de unos
260 km de radio y un semieje mayor de 2.77 UA similar a Ceres. En septiembre de 1804, el
astréonomo alemén Karl Ludwing Harding descubre (3) Juno, con un radio de 115 km y un
semieje de 2.67 UA y en marzo de 1807 Heinrich Olbers observa por primera vez a (4) Vesta,
con un radio de 250 km y un semieje de 2.36 UA. Si bien el radio de estos objetos ain no era
conocido en esos tiempos, lo Unico que se sabia era que no presentaban discos aparentes al ser
observados a través de los mejores telescopios de la época, por eso fueron llamados asteroides o
sea ”semejantes a estrellas”, aunque durante muchos anos también fueron llamados ” pequenos
planetas”. La principal critica que hacian los opositores a la ley de Titius-Bode era que habia
mas de un planeta en el lugar donde la ley predecia un tnico planeta.

No obstante, tal fue la popularidad ganada por la ley Titius-Bode, que llevé a los astrénomos
Adams (1847 [1]) y Le Verrier (1847 [2]) a usarla como base para sus célculos en la bisqueda del
octavo planeta. Sin embargo, el descubrimiento de Neptuno a 30.1 UA, cuando la ley predecia
una distancia de 38.8, marcé el principio del fin para ésta, la cual recibié su golpe definitivo
en 1929 con el descubrimiento de Plutén a 39.4 UA cuando se esperaba un semieje de 77.2
UA. La Tabla 1.1 muestra los valores que la ley predice para cada planeta y los semiejes reales
(Murray y Dermott 1999a [3]).

Después del descubrimiento de Palas en marzo de 1802, luego de estudiar la naturaleza las
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Planeta i Semieje Mayor [UA] Ley T-B [UA]

Mercurio —oo 0.39 0.4
Venus 0 0.72 0.7
Tierra 1 1.00 1.0
Marte 2 1.52 1.6
Ceres 3 2.77 2.8
Jupiter 4 5.20 5.2
Saturno 5 9.54 10.0
Urano 6 19.18 19.6
Neptuno 7 30.06 38.8
Plutén 8 39.44 77.2

Cuadro 1.1: Ley de Titius-Bode

dimensiones de éste y de Ceres, William Herschel propuso denominar asteroides a estos obje-
tos, a los que se sumaron los descubrimientos de Juno y Vesta. Sin embargo, hubo que esperar
hasta diciembre de 1845 para el descubrimiento de un nuevo asteroide. A partir de entonces
comenzaron a descubrirse muchos objetos més a medida que se construian telescopios mas
grandes. Actualmente se conocen mas de 500000 asteroides, de los cuales s6lo 250000 poseen
érbitas bien determinadas (Bowell, 2010 [4]). A estos ultimos se les asigna un ndmero el cual
los identifica segin el orden en el que fueron descubiertos, por ejemplo Ceres se denota por (1)
Ceres. Por esta razon estos asteroides son llamados numerados.

La distribucién de semiejes mayores es una caracteristica muy bien conocida de los aste-
roides. Esta no es homogénea sino que presenta regiones vacias o con muy pocos objetos. La
Figura 1.1 muestra la distribuciéon de todos los asteroides numerados en el Sistema Solar in-
terno, mientras que la Figura 1.3 es una ampliacién de la regién donde se encuentran la mayoria
de los asteroides, la cual llamamos cinturén de asteroides. Las regiones vacias se encuentran
localizadas en semiejes para los cuales el cociente entre el movimiento medio del asteroide y el
movimiento medio de alguno de los planetas gigantes es un niimero racional. Dichas conmensu-
rabilidades son llamadas resonancias de movimientos medios. Esta caracteristica fué observada
por primera vez por el astrénomo Daniel Kirkwood (1867 [5]) hace mas de 140 anos. Ademas,
las grandes lagunas ubicadas en 2.5 UA (resonancia 3:1 con Jupiter) y en 2.82 UA (resonancia
5:2 con Jupiter) dividen en tres partes al cinturén de asteroides, el cinturén interno (2.1 UA
- 2.5 UA), el cinturén intermedio (2.5 UA - 2.82 UA) y el cinturdn externo (2.82 UA - 3.27 UA).

El estudio de las resonancias de movimientos medios y las lagunas de Kirkwood ha sido
tema de numerosos trabajos (Hagihara 1961 [6], Peale 1976 [7], Greenberg 1977 [8], Chapman
et al. 1978 [9], Greenberg y Scholl 1979 [10], Scholl 1979 [11] y 1987 [12], Schubart 1979 [13],
Froeschlé y Scholl 1983 [14]), por lo que han existido muchas hipdtesis para intentar compren-
der las lagunas, sin embargo no fué hasta 1980 cuando se logra explicar este fenémeno. Las
dos hipétesis principales eran: i) Las lagunas se formaron junto con el Sistema Solar mismo
(son primordiales). ii) Son debidas puramente a perturbaciones gravitacionales de los planetas
gigantes. Heppenheimer (1978 [15]) propone que estas lagunas son primordiales y que repre-
sentan regiones donde los asteroides no se pudieron formar debido a las fuertes variaciones en
excentricidad (esto produce fuertes variaciones en las velocidades relativas) lo que no permite
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Figura 1.1: Distribucién de asteroides reales en el Sistema Solar interno.

que los planetesimales se formen mediante acreciéon. En contraposiciéon Torbett y Smoluchowski
(1982 [16] y 1983 [17]), Henrard y Lemaitre (1983 [18]) y Lemaitre (1984 [19]) afirmaron que las
lagunas se formaron por el efecto del desplazamiento de las resonancias jovianas. Asumiendo
que Jupiter se formé primero, luego su fuerza gravitacional es la que afecté la formacién o el
movimiento de los asteroides.

Wisdom (1982 [21], 1983 [22] y 1985 [23]) construye un mapa algebraico 1000 veces mas
rapido que otros integradores numéricos de la época para mostrar que, dentro de la resonancia
de movimientos medios 3:1 con Jupiter, asteroides ficticios pueden evolucionar en excentricida-
des bajas (<0.05) y repentinamente saltar a excentricidades més altas (>0.3), convirtiéndose
en cruzadores de la érbita de Marte, lo cual produce un vaciamiento de la regiéon préxima a
la resonancia, lo que explica las lagunas. Hoy en dia, esta hipotesis se encuentra ampliamente
estudiada y aceptada. Trabajos como los de Murray et al. 1985 [24], Henrard et al. (1989 [25]),
Yoshikawa (1990 [20]), Hadjidemetriou (1991 [26], 1992 [27] y 1993 [28]) y Guillens et al. (2002
[29]) han sido realizados para la resonancia 3:1.

1.2. Familias de asteroides

La evolucién orbital de un asteroide estd dada por la variacién temporal de los elementos
orbitales instantdneos, usualmente llamados elementos osculadores. En casos donde el caos es
despreciable, el semieje mayor, la excentricidad y la inclinacién osculadoras pueden ser repre-
sentadas por una constante méas una funcién periddica, mientras que las longitudes media, de
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Figura 1.2: Distribucién de asteroides reales en el cinturén de asteroides. Rojo: cinturén interno.
Azul: cinturén intermedio. Verde: cinturén externo.

pericentro y del nodo ascendente pueden representarse por un término lineal méas funciones
periddicas, la cuales son provocadas por las perturbaciones planetarias. Por medio de la teoria
de perturbaciones es posible promediar los términos periddicos y determinar las pendientes
de los términos lineales, o los valores constantes, segin sea el caso. A éstos los denominamos
elementos propios.

El término familia de asteroides estd ligado al astrénomo japones Kiyotsugu Hirayama
(1918 [30], 1928 [31] y 1933 [32]) quien fué el primero en utilizar el concepto de elementos
propios para identificar grupos de asteroides con dérbitas “cercanas”. En su interpretacion, Hi-
rayama supone que tales cercanias no pueden ser producto del azar y propone que los miembros
de una familia son los fragmentos dispersados de un cuerpo progenitor que sufrié una colision.
Ademsds, en primera aproximacién, la estructura de una familia en el espacio de elementos
propios guarda una relacién directa con el campo original de velocidades de eyeccién de los
fragmentos. Esta interpretacién es aceptada en la actualidad y se encuentra apoyada en resul-
tados tedricos y observacionales (Cellino et al., 2003 [33] y Zappala et al., 2003 [34]).

En el cinturén de asteroides existen alrededor de 20 familias (Mothé-Diniz et al. 2005 [35])
y su estudio es de gran importancia basicamente por dos motivos: i) la mineralogia de los frag-
mentos se encuentra directamente vinculada a la composicion quimica del cuerpo progenitor.
ii) Los fragmentos, si provienen de una misma colisién, tienen una misma edad en el sentido en
que sus superficies han estado expuestas a la radiacion solar y al espacio interplanetario por el
mismo intervalo de tiempo. Esto es muy importante ya que ciertas caracteristicas en los espec-
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tros de reflexion, los cuales dependen de la mineralogia en la superficie del objeto observado,
pueden llegar a modificarse a causa de estos efectos. Esto es conocido como ”space weathering”.

Una caracteristica fundamental de los asteroides es su color. La luz solar incidente es
dispersada o absorbida por la superficie de los mismos, por lo que la fraccion de luz reflejada a
una longitud de onda dada dependerd de las propiedades épticas de los materiales que forman
dicha superficie (Bus et al., 2002 [36]), con lo cual el espectro de reflexién de un asteroide se
obtiene por cociente entre su espectro observado y el espectro de una estrella andloga solar. A
este espectro de reflexién se le asigna una clase taxondémica denotdandola por una letra segin
las caracteristicas que presente. Si bien existen diversas taxonomias (Chapman et al., 1975
[37], Tholen, 1984 [38] y Bus et al., 1999 [39]), las cuales se diferencian principalmente en la
definicién de los espectros (distintos catdlogos de asteroides con distintos tipos de detectores),
todas dividen a los asteroides en dos grandes grupos:

= KEspectros sin bandas de absorcién: Segun la taxonomia de Tholen, se tratan de espectros
rectos, con inclinaciones que van desde levemente negativas (clase B), nulas (clase C),
levemente positivas (clases E, M y P) o muy positivas (clase D). Las clases E, M y
P corresponden a espectros con la misma pendiente que se distinguen solamente por
su albedo: albedo alto (clase E), albedo intermedio (clase M) y albedo bajo (clase P).
En la taxonomia de Bus, las clases E, M y P se encuentran agrupadas en una unica
(clase X). Algunos asteroides, como espectros de clases B y C son semejantes a los de los
meteoritos condritos carbonaceos (de alli la letra C). Otros, como la clase M son similares
a los meteoritos de hierro (metélicos, de alli la letra M).

= KEspectros con bandas de absorcién: Se trata de espectros constituidos por un continuo y
una o més bandas de absorcién. La clasificacion se realiza segin la posicién, el ancho y
la profundidad de la banda en ~ 1 ym. Bandas poco profundas (clase A), profundidad
moderada (clase S) y muy profundas (V). Los espectros tipo S se parecen a los espectros
de los meteoritos condritos ordinarios, los tipo V son parecidos a los acondritos basalticos,
mientras que los tipo A son semejantes al espectro de la olivina pura.

Un ejemplo de asteroides con bandas son los tipo V, que presentan dos bandas de absor-
cién alrededor de 1 pym y 2 pm y son compatibles con una mezcla de piroxeno y olivina. Estos
espectros son semejantes a los de meteoritos acondritos basalticos. Estos deben haber sufrido
procesos de calentamiento y fusién muy intensos, los cuales estan vinculados a fenémenos de
vulcanismo. Tanto la olivina como el basalto son minerales caracteristicos de objetos que su-
frieron un proceso de diferenciacién mineraldgica por calentamiento. Se piensa que luego de
una etapa de condensacién y aglutinamiento, en un cuerpo de grandes dimensiones (~ 100 km
o mas) el decaimiento de ciertos isétopos radiactivos elevarian la temperatura en el interior
del mismo produciendo una diferenciacion por capas. Los minerales mas pesados como el hie-
rro y otros metales tenderian a amontonarse en el centro formando un ntcleo, mientras que
los més livianos como el basalto y los silicatos emergerian a la superficie formando una cor-
teza poco profunda. Entre la costra y el nicleo se formaria un manto principalmente de olivina.

En el cinturén de asteroides, el tinico asteroide de grandes dimensiones que posee una su-
perficie basiltica es Vesta (McCord et al., 1970 [40]). Lo interesante es que éste se encuentra
asociado a una familia (la familia de Vesta), la cual estd formada por asteroides pequenios (del
orden de los 5 km), la mayoria con espectros tipo V y semiejes mayores comprendidos entre
2.22 UA y 2.47 UA aproximadamente. Las imdgenes del hemisferio sur de Vesta muestran
un crater de gran dimension, lo que sugieren que la colisién que lo formé, también es la que
di6 origen a la familia. Sin embargo, también existe un gran ntimero de asteroides basalticos
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Figura 1.3: Espectros de 12 asteroides reales y su clasificacién taxoémica. Los cuadrados corres-
ponden al catdlogo ECAS (Eight-Color Asteroid Survey), el cual sirvié de base para la taxonoia
de Tholen. Los puntos corresponden al catdlogo SMASSII (Small Main-belt Asteroid Spectros-
copic Survey), el cual es la base de la taxonomia de Bus. Bus et al. 2002 [36]

préximos a la familia pero que no forman parte de ella. Carruba et al. (2005 [41]) muestran que
algunos de dichos asteroides pueden haber migrado de la familia a sus configuraciones actuales
mediante diferentes mecanismos dindmicos como las resonancias (Nesvorny et al., 2002 [42]) y
el efecto Yarkovsky (Bottke et al., 2003 [43]). A estos objetos se los conoce con el nombre de
”fugitivos”de la familia de Vesta. Ain asi, estos mecanismos no son suficientes para explicar
la presencia de todos los asteroides tipo V en las proximidades de la familia.

Otro problema es el vinculado a los objetos basélticos encontrados fuera del cinturén interno
como es el caso extremo de (1459) Magnya. Este cuerpo de 15 km de didmetro se encuentra
ubicado en el cinturén externo a 3.14 UA del Sol (Lazzaro et al., 2000 [44]), con lo cual esta de-
masiado lejos como para ser un fugitivo de la familia de Vesta. El origen de Magnya constituye
un enigma, ya que no se conoce ningun asteroide tipo V en las cercanias. Ademas, deberian
existir también otros objetos basdlticos como Magnya o menores, sin embargo, ésto no es lo
que se observa.

La presencia de asteroides tipo V en el cinturén intermedio como lo son (21238) 1995WV7
(Binzel et al., 2006 [45] y Hammergren et al., 2006 [46]), (40521) 1999RL95 y (66905) 1999VC160
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(Roig et al. 2008 [47]), el cual si bien no estd confirmado espectroscépicamente, es un fuerte
candidato fotométrico, plantean el interrogante sobre su posible origen. Sin la presencia de
un asteroide basaltico de grandes dimensiones en las proximidades, existe la posibilidad que
sean fugitivos de la familia de Vesta. Sin embargo, para alcanzar sus actuales configuraciones,
estos asteroides deben cruzar la resonancia de movimientos medios 3:1 con Jupiter, la cual
es altamente cadtica. El problema de cruces y capturas de asteroides en resonancias ha sido
un tema estudiado por muchos autores. Yoder (1979 [48]) deduce la probabilidad de captura
en resonancia para el caso de un péndulo simple. Henrard (1982 [49]) utiliza el formalismo
Hamiltoniano para un pardametro que varia adiabaticamente. Borderies y Goldreich (1984 [50])
deducen la probabilidad de captura para resonancias de primer y segundo orden. Malhotra
(1990 [51]) estudia el problema agregando la inclinacién de los asteroides, y Gomes (1995 [52])
la aproximacién no adiabatica para una particula sujeta al efecto Poynting-Robertson. Sin bien
existen algunos trabajos de cruces y capturas para la resonancia 3:1, ninguno trata el caso no
adiabatico para dicha resonancia.

1.3. Objetivos del trabajo

A partir de lo expuesto, y teniendo en cuenta la importancia que significa el poder entender
el origen de los asteroides basalticos en el cinturén intermedio, uno de los objetivos de este
trabajo es comprender la dindmica detréds de los saltos y capturas a través de la resonancia de
movimientos medios 3:1 con Jupiter, producto de una migracién debida al efecto Yarkovsky,
asi como la probabilidad que tienen estos asteroides de cruzar del cinturén interno al interme-
dio, mediante simulaciones numéricas. Para ello, primero es necesario entender la dindmica de
dicha resonancia.

En el capitulo 2 se presentan distintos desarrollos de la funcién perturbadora del problema
de tres cuerpos restringido asi como su estructura general dadas por las reglas de D‘Alembert
y el formalismo Hamiltoniano necesario para poder plantear correctamente el problema. En el
capitulo 3 se describe una introduccién a la teoria de perturbaciones, necesaria para la cons-
truccion de los elementos propios y los modelos analiticos y mapas simplécticos. La estructura
general del problema de tres cuerpos restringido estd dada en el capitulo 4. En el capitulo 5
explicamos el efecto Yarkovsky y mostramos como introducirlo en las integraciones numéricas
de N-cuerpos. Estas simulaciones muestran que en el problema restringido de tres cuerpos,
los asteroides tiene una alta probabilidad de cruzar la resonancia. Sin embargo simulaciones
numéricas realizadas por Roig (2004 [53]), donde se integra al Sistema Solar completo sin Mer-
curio, muestran que la probabilidad es muy baja. Para ésto, en el capitulo 6, se construye un
mapa simpléctico donde es posible anadir por separado distintos efectos gravitatorios, como la
perturbacién secular de los planetas gigantes sobre Jupiter, por lo que el segundo objetivo de
este trabajo sera comprender que efectos producen un aumento significativo en la probabili-
dad de captura, analizando modelos con distintos grados de complejidad. En el capitulo 7 se
discuten dichas probabilidades de captura a la vez que se presenta un estudio estadistico y su
comparacién con la distribucién real de asteroides. Los resultados y las perspectivas futuras se
presentan en el capitulo 8.



Capitulo 2

Dinamica Asteroidal Resonante

2.1. Ecuaciones de Movimiento

El problema de tres cuerpos consta de tres masas puntuales mg, m1 y meo. Respecto de un
sistema de referencia inercial arbitrario con origen en O, la posicién del i-esimo cuerpo esta dado
por el vector R; (Figura 2.1). Si usamos las leyes de Newton y la ley de gravitaciéon universal,
obtenemos las ecuaciones de movimiento para las tres masas respecto de dicho sistema inercial

mé GmmRO_R1 mmRO_R2
oftp = —Gmoemy 02
Ay Ay
mlﬁl = —Gmlm()% — Gmims RlA_g 12
10 12
=, Ry — R Ry — R
moRy = —Gmamyg 2A3 0 momq 2A3 1, (2.1)
20 21

donde A;; = |]§Z —§j| es la distancia del cuerpo m; al cuerpo m; por lo que A;; = Aj;. Ademaés

3 . . .,
G = 472 U4 s 1a constante universal de gravitacion.
ano?mg

Si pasamos dividiendo las masas obtenemos

= Eo - El ﬁo - 1%2
R() = —GmlT — GmQT
01 02
o ﬁl — éo ﬁl — éz
Rl = —GmoT — GmQT
10 12
o — Ro- R
R2 = —Gmo¥ — Gml% (2.2)
Asy A3y
Definiendo la posicién del cuerpo m; respecto del de mg como 7 = R} — ﬁo obtenemos las
ecuaciones
= 5! 7
Ry = Gmlf3 + G?TLQ*3
1 T2
= 1 Ty — T1
R, = —Gmof?) + Gmo— —
Ty |7y — 71|
5 7 Ty — 7
R2 = —Gm()% — Gm1 _,2 _,13 . (2.3)
5 |7 — 7|
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m

Figura 2.1: La posicién de mqg, m1 y meo respecto de O.

Yaque%’i:ﬁi—}_‘fo

-, 1 Ty — 71 T2
1 = —G(mo + ml)*g + GmQ |:_‘_,3 — 3:|
Ty |79 — 7| 5
-, B Ty —T1 1
ry = —G(mg+mo)— —Gmy [H ] 2.4
( e [y =l 24

Tomando a ma como una particula de prueba, esto es ma = 0, obtenemos las ecuaciones

—

i |
1 = —G(mp+ ml)—3
1
= T Ty — T T
Bo— —Cmy2 — Gm [ ; ;] . (2.5)
"2 |7 — 71 1

La ecuacién para r; queda desacoplada del sistema y su solucién es la del problema de dos
cuerpos, por lo que respecto de mg, m1 se movera sobre una cénica, la cual en este tra-
bajo asumiremos como una elipse fija, con elementos orbitales ai, e, I1, wi y 1 (semi-
eje mayor, excentricidad, inclinacién, longitud de pericentro y longitud del nodo ascendente
respectivamente) constantes y A\; = nit + Ao (longitud media) lineal con el tiempo, donde
ny = \/ G(mo +m1)/a3 es el movimiento medio y Ao la longitud verdadera en el instante
t = 0. Cuando my = 0, el problema se llama problema de tres cuerpos restringido.

Esto significa que sélo queda por resolver la ecuacién diferencial para ro. Para ahorrar
notacién vamos a obviar todos los subindices 2 para dicha particula de prueba, por lo que
tenemos

LS 20

-, 7
r=TRE T E

con p = Gmg y p1 = Gmy. Para el caso en el que tenemos al Sol (mg) y a Jupiter (my) se
tiene que p >> py.
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o o0 0
SiV=|(—=,=,=— | es el gradiente respecto de las coordenadas de r, entonces podemos
oxr’ Oy’ 0z

escribir la Ecuacién (2.6) como

7+ VUy = VR, (2.7)
donde el escalar Uy = —u/r es el potencial central, y
1 7T
R= — 2.8
& [!ﬁ - } 29

es la funcién perturbadora. Al primer término de R se le llama parte directa mientras que
al segundo se le llama parte indirecta. Esto es porque el primero proviene de la interaccién
directa entre los cuerpos, mientras que el segundo término es consecuencia de estar parado en
un sistema no inercial y refleja la influencia de m; sobre el origen del sistema (my).

La parte izquierda de la Ecuacién (2.7) representa la parte homogénea de de ecuacién di-
ferencial, mientras que la derecha es la parte inhomogénea. En el caso en el que R = 0, la
solucién es una cénica (problema de dos cuerpos). Si R # 0 obtenemos una cénica distorsio-
nada siempre que la perturbacién no sea demasiado grande.

2.2. Desarrollo de la Funcion Perturbadora

La funcién perturbadora es una funcién intrinsecamente complicada. No posee una forma
cerrada cuando la expresamos en elementos orbitales, por lo que tenemos que utilizar desarro-
llos en series. Estas series tienen la desventaja de no ser convergentes para todos los puntos del
espacio de fases y son bastantes complicadas de manejar. El principal problema reside en que
el potencial gravitatorio diverge cuando la distancia entre el perturbador y la particula tiende
a cero, por lo que no existen desarrollos convergentes cuando las érbitas se intersectan. Lo
que vamos a mostrar en ésta seccién son algunos expansiones clasicas siguiendo de referencia
a Murray & Dermott (1999b [54]).

2.2.1. Expansion en Polinomios de Legendre

Lo primero que haremos sera dividir a la funcién perturbadora R en dos partes, conside-
rando un perturbador externo

R=" "Ry +M0R, (2.9)
al al

donde v = a/a; < 1, Rp es la parte directa y Ry es la parte indirecta definidas por

a1
RD = T o
|71 =7
a177"l71
Ry = —— . 2.10
1 o 7":1)) ( )

Estas pueden ser expresadas en funcién de los polinomios de Legendre P,

w = (R)R () nem=2 () () niom

l

R = w3 cos ) = (f) <al>2P1 (cosp), (2.11)

a (&

00
=0
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usando que 7- 7] = 171 cos v, donde 9 es el dngulo entre los vectores 7y 7, como lo muestra
la Figura (2.2). Con ésto, la funcién perturbadora nos queda

e gy (e
R—allz;a (5) <n> P (cos ), (2.12)

ya que cancelamos el término [ = 1 de Rp con Ry, y desechamos el correspondiente a | = 0
por ser constante.

m

-~
.
.

m

’..l
m

— N
—\

Figura 2.2: La posicién r y r1 de las masas m y m; respecto de la masa central mg. El angulo
entre estas direcciones es 1.

Ahora nuestro problema es encontrar la relacién entre cada coeficiente y los elementos
orbitales. De las expansiones elipticas, las cuales presentamos en el apéndice A (Ecuaciones
(A.16) y (A.28)) encontramos las primeras

L gler, My =X\ —w1) =1+ ZQJk(kel) cos(kMy)

" k=1

Lo feM=)-m) =1 + — Z 5 I (ke) cos(kM), (2.13)
a paritl

donde Jy(ke) y J,;(k‘e) son la funcién de Bessel de primera especie y su derivada respecto de e,
y M es la anomalia media. Las funciones de Bessel y alguna de sus propiedades se encuentran
en el apéndice (A.5).

Por otra parte tenemos que

P (cosyp) = ZAk cos® 1, (2.14)
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vy a cos lo podemos escribir como

Tr1 + Yy1 + 221
rry ’

cos ) = (2.15)

donde z, y, 2z, x1, y1 ¥ 21 son las coordenadas cartesianas de la masa m y mj respecto de myg.
Estas se pueden poner en término de los elementos orbitales

= cos§cos(w+ f) —sinQsin(w + f)cos I
= sinQcos(w + f) + cos Qsin(w + f)cos T

= sin(w + f)sinl, (2.16)

Sl @38

donde w es el argumento de pericentro. En general se suele trabajar con la longitud de pericentro
w, la cual se define como
Q 1

Q—w, I>

[SEINE]

donde f la anomalia verdadera. Para el caso en que I < m/2, decimos que la érbita es di-
recta, mientras que si I > /2, decimos que es una 6rbita retrdgrada. En este capitulo todos
los céalculos se haran para dérbitas directas. Para las coordenadas del perturbador tenemos las
mismas ecuaciones, con subindices 1.

Usando la férmula de adicién para el seno y el coseno

cos(w+ f) = coswcos f —sinwsin f
sin(w+ f) = coswsin f + sinw cos f, (2.18)

pues conocemos cos f y sin f de las expansiones elipticas

(1—¢)

e

cosf = —e+ Z Ji(ke) cos(kM)

k=1

sinf = 2y1-—¢? i J,(ke) sin(kM). (2.19)
k=1

I
Por tdltimo definimos s = sin 5Y ponemos al cos I y al sin/ en funcién de s
o1 2
cosI = 1—2sin“-=1-2s
1 0
: T EYAE 2k+1
sinl = 2sm§ (1 — sin 2) = ;aks . (2.20)

Con todo ésto ya estamos en condiciones de encontrar la funciéon perturbadora del or-
den deseado. Como pequenio ejemplo mostraremos R a primer orden en excentricidad para el
problema planar (I = 0)

b= (fitm) - (f+@), (2.21)

por lo tanto

cost) = (cos ficosw; — sin fisinw;) (cos f cosw — sin fsinw) +

+ (sin fi coswy + cos fisinwy ) (sin f cos w + cos fsinw) . (2.22)
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Ya que

2
sinf =~ sinM +esin2M, (2.23)

2M
cosf =~ cosM—Fe[—l—FCOS ]

y usando que M = \ — w, después de algunas cuentas obtenemos

costy &~ cos(A— A1) —ecos(A\] —w) — ey cos(A —wy) +
+ ecos(2XA — A1 — @) + e cos(2A; — A — wy). (2.24)

Por otro lado tenemos que

~ 1l—ecosM

~ 1+ ejcosM, (2.25)

Fl18a 0=

por lo que

1 —2ecos(A —w)

~~

ISH

~—
&

3
(al) ~ 1+ 3ejcos(A\ — w1). (2.26)

El principal problema de éste método radica en la dificultad en calcular cosy sumado a que
Pi(cos 1) o cos .

2.2.2. Expansion de Kaula
Kaula (1961 [55] y 1962 [56]) d& una expresién explicita para esta expansion

R lem,. (L—m)!
R = G—IZQ Z(—l) Km(l—i—m)!

=2 m=0
l
1,1—2 —1-1,1-2
X Z Finp (1) Fimp, (11) Z X 21711 )X 2p1+q1p1(€1)
p,p1=0 q,q1=—00
x cos[—({—=2p+ A+ (I —2p1 + 1)\ + qw — 1o
—(m—=14+2p)Q+ (m — 1+ 2p1)N], (2.27)

donde kg = 1y kp, = 2 si m # 0. Por otro lados las funciones Fj,,,, y X¢ b estan definidas como

kmaz
Fzmp(f) _ Z @2m7P03l7m72p72kSmfl+2p+2k
k:kmin
o
ab _ ab 20+|c—b
Xet(e) = ZAUJr%UJr&e =, (2.28)
o=0

con

[[—m
Lmp 4 (1 +m)! ok 20—2p 2p
O = 2ipl(1 — p)! (=1) k l—-m—Fk )’ (2.29)
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donde ( Cbl > = (;' DIk Emin = max(0,1 —m — 2p), kmaz = min(l —m, 2] — 2p), v = max(0, q),

§ = méx(0,—q), ¢ = cos(I/2) y s = sin(I/2). Las funciones X son también llamadas
coeficientes de Hansen y se encuentran en funcién de los operadores de Newcomb Ag’s (Murray
et al. 1999¢ [57]). Si relacionamos las cantidades I, m, p, p1, ¢ y q1 con los enteros j;

i = —(l=2p+gq)
J2 = l-2p+q
J3 = 4q
Ja = —q
Jjs = —(m—1+2p)
Je = m—1l+2py, (2.30)
es facil mostrar que
o
; ,
Finp(I) = ), Kes*r
&1=0
XU e) = Y Hgh e, (231)
&2=0

donde K é’lm’p y H é’zp’q son coeficientes. Definiendo
Sela,l,m,p, 4, p1,@1) = Zim (@) K™ H K™ H h, (2.32)

con Zy(a) = al(=1)" "k T v € = (€1, €2, €3, €4), podemos escribir

Hiiiiii

0 g=—00

X Z Z Z Z S eldsl+2¢2 e|1j4|+2§2 glisl+261 S|1j6|+2§1

=0 £2=0 =0 &=
X cos[—(l—2p+q))\+(l—2p1+q1))\1+qw—q1w1
—(m -1+ QP)Q + (m -1+ 2p1)91], (233)

donde lo que estd dentro del corchete lo podemos relacionar con C'; de (2.79).

2.2.3. Expansion de Laplace

Antes de comenzar, vale la pena aclarar que si bien la mayoria de las cuentas realizadas
aqui se pueden encontrar en Murray & Dermott (1999b [54]), no siempre se encuentran deta-
llados los pasos intermedios y ademés contiene errores tipograficos no publicados (Murray 2007
[58]). Por otro lado, la escasez de bibliografia en espanol hacen de gran utilidad esta seccion.

La expansion de la funcién perturbadora en polinomios de Legendre tiene el problema que
converge lentamente cuando a &~ 1 (o sea a =~ a;). Una alternativa es utilizar el desarrollo de
Laplace de 1/A, para esto usamos la divisién de la funcién perturbadora (2.9).

Rn — 2, .2 _9 -2 _ @
D ay [r + 7y 771 COS w] A

R, = —(f) (CLI)Qcow, (2.34)

a ™
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y la desarrollamos alrededor de 6rbitas coplanares y circulares, por lo que no tendremos pro-
blemas de convergencia para « cercanos a 1.

Para encontrar R; usamos las Ecuaciones (2.13) y (2.14)-(2.20). Para expandir la parte
directa definimos
U = cos ) — cos(0 — 6y), (2.35)

donde 8 = f +w y 01 = f1 + @ son las longitudes verdaderas del asteroide y del perturbador
respectivamente. Con ésto construimos el desarrollo de Taylor alrededor de V¥, lo que equivale
formalmente a un desarrollo alrededor de érbitas coplanares.

1 ) 1 2 & @i (1 T
=0 :
con

~1/2

= [r* + 17 — 2rry cos( — 61)] (2.37)

Ao
Ahora, expandiendo 1/ Ag”l alrededor de a y a1, lo que equivale formalmente a un desa-
rrollo alrededor de érbitas circulares, obtenemos

1 1 0 1 0 1
donde )
— = [a® + af — 2aa cos(f — 61)] e (2.39)
PO
Denotando D,, , al operador diferencial
am+n
_ m_n
Dy = a™ay damdar’ (2.40)
y a las variables
e = ——1
a
1
= — -1 2.41
€1 p (2.41)
entonces podemos reescribir
1 litep D L 2p D 2D ! 2.42
AgiH = |1+eDig+er 0,1+§ (8 2,0 tee1D11 + €7 0,2) + - W. (2.42)

A pp podemos expresarlo en funcién de los coeficientes de Laplace bgj )(a) (Brouwer et al. 1961
[59])

1 . i+ 1
T = a2t [1+ o? — 2 cos(f — 61)] 2
Po
1 .
= a%”lﬁ Z bgi)% (o) cosj(0 — 61), (2.43)
j=—00

ésta serie en o es uniformemente convergente siempre que o < 1. Ya que el operador D,
actua sobre los coeficientes de Laplace podemos definir la funcién

—2i j m,n omtn —2i j
Ai,j,m,n = Dm7n <(11 2 +1bz('j_)% (Oé)) =a ap m <CL1 2 +1bz(‘—7|—)% (Oé)) . (244)
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De lo anterior obtenemos
1 1 [eS) 00 1 l
AT 3 > [Z I > ( & ) €k€l1_kAi,j,k,lk] cosj(0 — 61), (2.45)
0 j=—o0 LI=0 " k=0
por lo que el desarrollo de la parte directa queda
ro = S (1rn gy a
= (i) 2aa; 2
(o) 00 1 l I
X Z [ il Z < 1 ) ekall_kAi’j’k’l_k] cosj(f —07). (2.46)

2.2.4. Expansion Literal de Segundo Orden

Empezaremos por la parte indirecta R; dada por la Ecuacién (2.34). De las Ecuaciones

(2.13) obtenemos

2
~ 1 —ecosM—i—%(l —cos2M)
o2
~ 1-+ejcosM;+ 51(1+5COSQM1)

RPN

y usando que M =\ —w

2
r al
— (5) <7“1> ~ —1+ecos(A—w)—2e;cos(\ —wy) —

+eejfcos(A+ A —w —wy) + cos(A — A\ —w +wy)] —

e? ef
_5[1 —cos(A —w)] — 51[1 +5cos(Ar — @1)].

Por otro lado de las Ecuaciones (2.19) tenemos que
, (9 9
cosf ~ cosM +e(cos2M —1)+e §COS3M—§COSM
. . . 2 (9 . 7.
sinf =~ sinM +esin2M +e ésmi%M—ésmM )

lo cual nos sirve para poder escribir

cos(w+ f) = coswcos f —sinwsin f
cos(w + M) + ecos(w + 2M) — cos(w)] +

1
+¢? [2 cos(w + 3M) — 3 cos(w — M) — cos(w + M)]

sin(w+ f) = sinwcos f + coswsin f
sin(w + M) + e [sin(w + 2M) — sin(w)] +

1
+e? [Z sin(w 4+ 3M) — gsin(w — M) —sin(w + M)] .

Ademas para las inclinaciones, de (2.20) sabemos que

I
cosI = 1—2sin2§:1—252

2s.

Q

sin

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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Con todo ésto, las Ecuaciones (2.16) y considerando w = w — 2 llegamos a que

x
T

AR

z
T

%

~
~

cos A + e [cos(2\ — w) — cos | +

1
+e? [Z cos(3\ — 2w) — 3 cos(—A\ + 2w) — cos /\} + 5% [cos(\ — 2Q) — cos )]

sin A + e [sin(2\ — w) — sinw]| +

1
+e? [Z sin(3\ — 2w) — 3 sin(—A + 2w) — sin )\} — 5% [sin(\ — 2Q) + sin \]

2ssin(A — ) 4 2essin(w — ), (2.52)

y a expresiones equivalentes para el perturbador. Si ahora las multiplicamos

T T
rTr

yu
T T

zZ Z1
rTr

~
~

Q

Q

cos A cos A1 + e [cos Aj cos(2\ — w) — cos A\ cos @]
+eq [cos Acos(2A; — 1) — cos A cos @] +

1
+e2 [Z cos A1 cos(3\ — 2w) — g o08 A1 cos(—A + 2w) — cos A\j cos )\] +

9 1
+€2 [8 cos Acos(3A] — 2w1) — 3 cos A cos(—A1 + 2wy ) — cos A cos )\1] +

+eeq[cos(2A — w) cos(2A1 — w1 ) — cos(2A — w) cos w —
—cos(2A\1 — w1 ) cosw + cos w cos wi| +
+52 [cos A1 cos(\ — 2Q2) — cos Ay cos A] + s7 [cos A cos(A; — 201) — cos A cos \q]

sin Asin A1 + e [sin A\ sin(2A — @) — sin A sin o]
+eq [sin Asin(2A; — @) — sin Asinw;| +

1
+é? [Z sin A1 sin(3\ — 2w) — 3 sin Ay sin(—A\ + 2w) — sin A1 sin )\] +

9 1
+e2 [8 sin Asin(3A; — 2wy) — 3 sin Asin(—A; 4 2ww;) — sin Asin )\1} +

+eeq[sin(2\ — w) sin(2\; — @) — sin(2\ — w) sinw —

—sin(2\; — @) sinw + sinw sinw; | +

— 52 [sin Ay sin(A — 2Q) + sin Ay sin A] — s7 [sin Asin(\; — 201) + sin Asin ]
4ss1sin(A — Q) sin(A — Q), (2.53)

y sumamos éstos tres términos, finalmente obtenemos

costp ~ [1—e*—e?—s*—s3cos(\— )+

+efcos(2A — A\ — @) — cos(A\; — @)] +
+eq [cos(2A1 — A — @) — cos(A — wy)] +

+¢? [2 cos(3\ — A1 — 2w) — écos()\ + A - QW)}

+
1
+e? [Z cos(3A1 — A — 2wm1) — 3 cos(A + A1 — 27”1)} +

+ee[cos(2A — 201 — w + wy) — cos(2A — w — wy) —
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—cos(2X\ — w — wy) + cos(w — wy)] +
+52cos(A 4+ A\ — 2Q) + s7cos(A + A —2Q4) +
+2ss1[cos(A — A1 —w +wi) —cos(A+ A —w —wr)]. (2.54)
Haciendo el producto de (2.54) con (2.48) finalmente obtenemos la parte indirecta
2

2
Ry ~ [624_6214_324-3%—1 cos(A — A1) +

3 1
+e [2 cos(A\; —w) — B cos(2A — A\ — w)} —2e1c08(2M1 — A —wy) —

1
—e? [z cos(3\ — A1 —2w) + 3 cos(A + A; — ZW)} +
+eey [3cos(2M\] — w — @) — cos(2A — 2\ —w + wy)| —
2 1
—e% [87 cos(3A1 — A — 2w) + 3 cos(A + A\ — 2w1)} —

—s%cos(A + A — 2Q) — s7cos(A + Ay —2Q) +
+2ss1[cos(A + A1 — Q@ — Q) —cos(A — A; — Q+ Q)] (2.55)

Ahora para la parte directa lo primero serd calcular ¥, para ésto veamos cos(f—#6; ). Usando
qued=w+Q+ f
cos( —61) = cosfcosby + sinfsinb
= [cosQcos(w+ f) —sinQsin(w + f)] x
X [cos Q cos(wr + f1) — sin Qy sin(wy + f1)] +
+[sin Q cos(w + f) — cos Qsin(w + f)] X
X [sin Q5 cos(wy + f1) — cos Qy sin(wy + f1)]. (2.56)

Comparando con las Ecuaciones (2.16) es trivial observar que solo difiere en los términos donde
aparece s 0 s1 por lo que, de la Ecuacién (2.54) obtenemos

U = costy — cos(d — 6;)
~ s2cos(A+ A —2Q) + 57 cos(A + A\ — 20) +
+2ss1[cos(A — A1 — Q4+ Q) —cos(A+ A1 — Q — Q)] (2.57)

Dado que el orden més bajo de ¥ es 2 entonces

r
- = 14—=-2

. -I- e g (se) cos(sM) ~

1

— = 14+ —=—2¢ (sM- 1 2.58
o + E “(se1) cos(sMy) ~ 1, (2.58)

por lo que tenemos

lfr—l\ll ~ s—zcos(A—F)\ —-2Q) + —QCOS()\—F)\ —20) +
2aa; D) ! 2 ! !

+ss1[cos(A — A1 — Q+ Qq) —cos(A+ A1 — Q — Q). (2.59)

De la Ecuacion (2.46) se observa que ¢ s6lo puede tomar los valores 0 y 1 (expansién de segundo
orden), por lo que podemos despreciar el resto de los términos tal que i > 1.
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De todas las cuentas para encontrar el desarrollo de la funcién perturbadora, sin dudas el
calculo mas laborioso es el de cos j(6 — 6;). Para hacerlo partimos de la expansién en series de
la anomalia verdadera

f~O\—w)+2esin(\A — @) + 262 sin(2\ — 2w) = A — w + ¢, (2.60)
por lo que
=7 Q+w+f) =i Q+m—Q+A—w+¢) =j\+jo. (2.61)
Ya que
cos(j) = cos(jA)cos(jp) — cos(jA) cos(jo)
sin(jf) = sin(jA) cos(jg) + cos(jA) sin(je), (2.62)
podemos expandir a cos(j¢) y sin(jp) en series de Taylor
cos(i6) — :1(_1)1_1%
~ 1-— (j‘s)2 =1—j%* + j%e? cos(2\ — 2w)
sin(jo) = i(—n’—l%
~ (jo) = 2jesin(\ — @) + Zj%? sin(2\ — 2w). (2.63)
Con ésto llegamos a que
cos(j0) = [1—j%e*cos(jN) +
4 {‘72262 4 55] cos (2 4+ J)A — 2) + [*72262 - 5;6] cos (2 — )\ — 2) +
+jefcos (1 +j)A — @) —cos ((1 = j)A — )]
sin(j0) = [1— j2e?]sin(jN) +
4 {]2262 4 5?;] sin (2 + ) — 2e) — [‘72262 _ 5?;] sin (2 — ) — 20) +
+je[sin (1 4 §)A — @) +sin ((1 — §)A — @)], (2.64)

e idénticas expresiones para cos(jf1) y a sin(j61).

Con éstas ecuaciones y usando que cos j(6 — 61) = cos(j0) cos(jf1) + sin(j0) sin(j6;) encon-
tramos que
cosj(f—01) ~ [1— %% —j%e3cosj(\— A1)+
+efcos (1 +7)A —jA1 —w) —cos (L —j)A+ j M — )] +
+e1 [cos (JA — (1 + j)A\ —w1) —cos (JA+ (1 — j)A\1 —w1)] +

AW . -
—|—<2+8>e cos ((24+ )X —jrA —2w) +

7* 55\ , :
+(2—8>e cos ((2—J)A+ M —2w) +

A , :
+ 5+§ ejcos (JA — (2+ j)A1 + 2w1) +
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.2 5 .
+ <j2 - 8]> e3cos (A + (2 — )N — 2em1) +
+j%eeq [cos((l +i)A-1+j)H)M —w+wi) +
+ cos ((1 —j))\ — (1 —j))\l —w + wl) -
—cos(L+)A—(1—j)M —w—w1) —
—cos(L=A—AQ+ )M —w—w1) |- (2.65)
Por otro lado tenemos que
o2
e = —ecos(A—w)+ 5 (1 —cos(2X — 2w))
2
g1 = —ejcos(A\ —wy) + %1 (1 —cos(2A\1 — 2w))
2
9 e
e =5 (1 + cos(2X — 2w))
2
e2 = ?1 (14 cos(2A — 2w01))
gep = (32& [cos (A + A\ —w — w1) + cos (A — A\ — varpi + w1)], (2.66)

y definiendo los siguientes coeficientes que dependen de «, b

i

i+3

donde D es el operador derivada respecto de « (D d )

C1(Jj, @)

Co(j,) = a1doj i
Cs(j,) = a1doj01
Cy(j,a) = a1do 20
Cs(j,) = a1doji,1
Cs(j,o0) = a1do,0.2
Cr7(j, @)

encontramos , mediante la Ecuacién (2.46), el término j-ésimo de la parte directa

RY =

1
+ <M1\If
2aaq

= da

= a1A07j70,0 = b(%]) (a)

an(f)(a)
2
—aDb?, (a) — b ()
i+5 5

2
a2D2b(f)(oz)
2
—042D2b(£) (a) — 2an(f)(a)
2 2
a2D*Y (o) + 4aDb (@) + 26 (a)
2 2

1
2

= a1do 00 = Oéb(j)(a)

3
2

1 C C
3 [Cl + Coe + Caeq + 7452 + Cseer + =22 | +

)er

2 1

cosj(f —0y).

Utilizando las expresiones (2.59), (2.65) y (2.66) en (2.68) obtenemos

Rg) = %cosj()\ — A1)+

—i—e{ [301 - 02] cos (1 + )\ — A1 — ) —

2 4

9 (@), Db, () y DY, (a),
2 2

(2.67)

(2.68)
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PSS
2 4

+ ] 08((1—j)>x+j)\1—w)}+

C C
—1-61{ [‘721 — 43} cos(JAN— (1 4+ )\ +w1) —

C Cs
[321 + 0 ] cos (JA+ (1 — j)A1 — 1) } +
C C i2C
2) |22 4 )™ O\ —
+e{[4—|—8 5 ]cosy()\ A1) +
1
+E[4j201 + §(5C1 — 4C%) + Cy — 2Co] cos ((2 + j)A — jA1 — 2w) +
1
+76[4j201 — j(501 — 402) +Cy — 202] Ccos ((2 — j)>\ + jA1 — 2w) } +
Cs  Cs  j*Ch .
+e3 [4 = 3 ]cosy()\—)\l)—F
1
Tj[4]201 + j(5C1 — 4C3) + Cs — 2C3) cos (A — (2 + j)A1 + 2w1) +
1
T6[4j201 —j(56C1 —4C5) 4+ Cg — 2Cs] cos (JA + (2 — j)\ — 2w1) } +
1
+€61{8[4j C1—2j(Co+ C3) + Cslcos (1 + )N = (1+ i)\ —w + 1) +
+§[4j201 +2§(Cy 4 C3) 4+ Cs) cos (1 — A — (1 — )N\ — @ + 1) +
1
+§[—4j201 +2j(C2 = C3) + Cslcos (1 + j)A + (1 = )M — @ — @) +
. . . : .
+§[—4j201 —2j(Cy— C3) + Cs]cos (1 — )N+ (1 + )\ — w — 1) } +
,Cy . . . .
sy T cos((1 4+ 7)A — (1 +5)A1) —cos((1 — A — (1 — j)A1) +

+ceos(L+ )N+ (1 —7)A1 —2Q) +cos((1 — A+ (1 + j)A —29) } +

—1-8%04 { —cos((L+HNA—= (1 4+J)A) —cos((1 =)A= (1 —5)A1) +

+cos(L+ )N+ (1 —7)A1 —2Q1) +cos (1 —7)A+ (1 + 7)A1 — 2) } +

C
+851?7 cos((1+ A — (14 7)A — Q+ Q) +

+cos((1 — )X — (1 — ‘)AI—Q+§21) -
—cos(T+ DA+ (1 =)A= Q—Qy) —

—cos(L=JA+ A +7)M —Q— Q) } (2.69)
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Sin embargo ain es posible simplificar bastante ésta expresion, ya que j toma valores entre
—00 y oo se puede realizar cualquier trasformacién del tipo j — 45 + k, donde k es un entero.
Por ejemplo

52 , :
T [ab(gj)(a) cos((1+ j)(A — A1) + ab(%])(a) cos((1— (A =),

si al primer término le aplicamos la transformacién j — —1+ j, al segundo j — 1+ y
utilizamos la identidad bg)(a) = b(é_] )(a) obtenemos
2 2

2 )

o @) +08 @) cosr - ).
2 2

Haciendo ésto podemos agrupar términos, por lo que obtenemos

_ - 1(3’) 62+6% 212 4521 ()
Rp = Z {Lb% (a)+<8 [&*D? 4+ 2D 4]][)% (o) +

j=—o00

(sz : sg) —a] <b<j—1>(a) N bgj+l><a>> ] cos (A — A1) +

3
2 2

eeq
+—

T 147 +6j +2-a’D* — 2aD] bg“)(a) cos(—j(A — A1) — @ + 1) +

—

+5s1 [a] b!*”(a) cos(—j(A — A1) — Q4+ Q) +
+g [-2j — aD] bﬁj)(a) cos((1 — j)A + jA1 — @) +
+51 [2j — 1+ aD] b@ V(@) cos((1 — )X+ i\ — w1) +
82 [45% = 5j + 4jaD + o*D* — 2a.D| b(%)( a)cos((2 — )N+ A — 2w) +
+ 8L 452 + 65 — 2 — 4jaD — a?D* + 2aD)] b(f*”(a) cos((2 — A+ jA1 — @ — @) +

—

I (@) cos((2 — )N+ jA1 — 2w1) +

1
2

4
2

+§1 (452 = 7j + 2 + 4jaD + o>D* — 2aD] b
2

2
+ss1 [—a bg_l)(a) cos((2—J)A+ M —Q—Q) +
2

2
—1—%1 [a] bg_l)(a) cos((2 — N+ N — 291)}. (2.70)
Definiendo los coeficientes

90, A1

Agil@) = { 22

J L. G) :

51)% () —a, j=1
1[ 2D? 4 20D — 4j ]b(l)(oz), j#£1

Alj (CV) - % (2) o
= [@®D* +2aD — 452 b (a) + =, =1
8 2 2
1 . .
S (@0 @), A

Agj(e) = { 4 o) il
Jad (@ 10 @) ) e =1

2 2
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[4j% + 6§ +2 — o’ D? — 2aD] bY
[4j2 + 65 +2 — o®D? — 2aD] b

1694 (), j#1
b(jj“‘l)

o
w

iy

—~
Q
N~—
I

NG W

(0%

L,

() —2a, j=1

—

[— 2j—aD]b

:'/

<.

N
|
—
—_

[~2j — aD]bY

=

[—2j — aD]bY

m\»—tc\ m\»—AC‘ m\»—-"\
/-\ /;_/ /\
\_/ V
+

[\3‘ gl e

’5

~[2j —14aD]bY~

.
N
[\]

e £
!
[\
L
.
I
[\)

w\»—-"\ w\»—AA

H
~—
—

—[27 -1+ aD] by
[4] —5j +4jaD + oa*D? — QOzD] Y
[4j2 — 5j + 4jaD + o®D? — 2aD] bY

[4j% — 5j + 4jaD + o*D* — 2aD] b

0] 85 (), j#1

2
b e) —a, =1
2
j#1
o) —a, =1

N| —N| = 0| MO0 | FCO| H i | | = 00| 00| OO | = N N | — N N | =N | =

L,
S
I
—_
—
—
S
~—

Brj(a) =

2,
S
RIS SIS
|
L

0] 85 (), j#1

2

@] ) e, j=1

2

.
—_
~—

Bgj(a) =

N N —

podemos escribir la funcién perturbadora finalmente como

o0

R = ‘% Z {[A0j+A1j(62+6%)+A2j(82+8%)] cosj(A— A1) +

j=—o00

+Asjeeq cos(—j(A — A1) — w + @) + Agjssy cos(

+Bijecos((1 — j)A+ jAi — @) + Bajer cos((1 — j)A + jAi
+Bsje? cos((2 — j)A + jA1 — 2w) + Byjeeg cos((2 — j)A + 5\

+B5je% cos((2 — )N+ jA — 2w) +

oL
>
—
Q
=

NI= S RI= G NI G
=
—
Q
S~—
|

[ 452 +65 — 2 — 4jozD—a2D2+2aD]b

[~4j% + 65 — 2 — 4jaD — a®D? + 2aD] bY

w\»—-"\b m\»—AG

~

— — —
Q
~—
[

[4j% — 7j + 2 + 4jaD + a>D? — 2aD] bY

[4j2 = 7j + 2 + 4jaD + o>D? — 2aD] bY

W= NI NI

[4j% — 7j + 2 + 4jaD + a2D? — 2aD] bY

w
Q

| Qg

H
~
—~
Q
~—

—Jj(A=A1) =
—w) +

Q+ Q)+

—w—W1)+

(2.71)
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+Bg;5% cos((2 — )N+ jA1 — 2Q) + Brjssicos((2 — )N+ A — Q — Q) +

+Bg;st cos((2 — )N+ jA1 — 291)}. (2.72)

2.2.5. Otras expansiones

Hasta aqui solo hemos visto dos desarrollos de la funcién perturbadora. El primero consiste
en desarrollar la funcién 1/A en términos de los polinomios P;(x) de Legendre, los cuales son
polinomios de orden [ en x = cos . Esto puede llegar a ser una tarea muy complicada, incluso
para érdenes relativamente bajos, lo cual es algo altamente no deseable, pues para valores de
a cercanos a 1 éste desarrollo converge lentamente.

Para solucionar este inconveniente desarrollamos la funcién 1/A en series de Taylor. Pri-
mero en términos de ¥ y luego alrededor de 1/A¢. Esto equivale formalmente a desarrollar
alrededor de érbitas coplanares primero y alrededor de érbitas circulares después, con lo cual
solucionamos el problema de convergencia.

Si bien la expansion de Laplace soluciona el problema en la convergencia cuando « era
préximo a la unidad, esta tiene un pobre convergencia para altas excentricidades e inclinacio-
nes (Ferraz-Melo, 1994 [60]). Un ejemplo tipico donde no podemos usar este desarrollo son las
resonancias de primer orden en el cinturén de asteroides (Murray, 1986 [61]). En las resonancias
2:1y 3:2, el radio de convergencia de la expansién de Laplace en excentricidad es de 0.2 y 0.09
respectivamente, por lo no es aplicable a asteroides pertenecientes a la familia de Griquas (2:1)
ni a Hildas (3:2), ya que poseen excentricidades mayores que estos valores.

Si bien éstos desarrollos de la funcién perturbadora son muy utilizados, no son los tinicos.
Por ejemplo Ellis y Murray (1999 [62]) encuentran una variacién de la expansién de Kaula,

incorporando algunas caracteristicas de la expansion en términos de los coeficientes de Laplace.

La expansién resultante para la parte directa es

S - T=N
‘ (23—4n+1)(s—n)!s_2n (s —2n —m)!
% Z Z 22nnl(2s — 2n + 1)! mzzoﬁm(s—%%—l—m)!

$=Smin n=0

) i—s 8228
><( 1)8 e mF 2nm,p(I) s5— 2nm,p1 Il Z Z—S—l 1
l:O

¢ ¢

= (—1)f ¢ woed )

<D g 2 | ) CDN (@
=0 k=0

XXi—hf,—jz—jzx (G)le(lJrkJrl) 11+JS( )

X cos(J1A + joA1 + J3@ + Jawr + 52 + j6h), (2.73)

donde si Ny €s el orden maximo del desarrollo, kg = 1y ki = 2 i m # 0. Ademas

q = Ja
aq = —J3
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Emax = Nmam - |]5| - |]6‘
o —Us+de)/20 Js+Je <0
Prin 0, Js +J6 > 0
S {0, js+ds < 0
e (Js +J6)/2, Js+Jje >0
Smin = méx(pmin7plmin7 j6 + 2pmin7 _j5 + 2p;m'n)
Z.ma:v = [(Nmaax - ‘]3‘ - ’]4’)/2]7 (274)

donde el corchete denota la parte entera de la expresién. Los nimeros involucrados en las
sumas internas estan dados por

Nmax = [(5 - Smm)/2]
o 0, s,j5 ’ambos iguales o ’ambos impares
meme 1, s,j5 ’ambos distintos o ambos pares
p = (js—m+s—2n)/2 conp<s—2nyp>pnin
pro= (js—m+s—2n)/2 conpi<s—20YPL> P
jo= |ja+i—20—2n—2p+q|. (2.75)
(1 —m)! L—jo—ii )\ y— 2133
Ry = —”mmFl,m-p(-’)Fl,m.pl (1) X2, (e) X257 (er)
x cos(f1A + joA1 + jsw + jawor + jsQ + jeSd), (2.76)

donde las cantidades p, p1 y m tienen que ser enteros iguales a 0 o 1. Un anélisis de los enteros
involucrados en la expansién de la parte indirecta muestra que

q = Ja
@ = —J3
p = (Jatia+1)/2
o= —(i+j—-1)/2
m = j5—2p1+ 1. (2.77)

Woltjer (1928 [63]) fué el primero en proponer un desarrollo de Taylor fuera del origen,
sin embargo esto no garantiza que no tengamos los mismos problemas de convergencia. Los
radios de convergencia son cada vez mas pequenos a medida que nos alejamos del origen. Sin
embargo, puede llegar a ser una muy buena opcién para describir la dindmica alrededor de un
centro de libraciéon. La expansién asimétrica de Woljer permitié hacer una buena prediccién
para la resonancia 3:4 entre Titan e Hyperion.

Ferraz-Mello (1987 [64]) reformul6 esta idea en forma de una expansién analitica en el
marco del problema planar de tres cuerpos para resonancias de primer orden, y fué extendido
a resonancias de cualquier orden por Ferraz-Mello y Sato (1989 [65]). Ferraz-Mello y Klafke
(1991 [66]) aplican este desarrollo y descubren una zona de libracién a muy altas excentricida-
des para la resonancia de movimientos medios 3:1 con Jupiter (RMMJ 3:1). Siguiendo con esta
misma idea, Roig et al. (1998 [67]) extienden este desarrollo asimétrico al problema no planar.

Otra expansion del problema de tres cuerpos restringido fué propuesta por Beaugé (1996
[68]), la cual basdndose en series de Taylor permite cubrir todo el espacio de fase, excluyendo la
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vecindad préxima al punto de colisién. En particular, este desarrollo es valido para altas excen-
tricidades, y para el caso de resonancias internas, resulta facilmente promediable respecto del
angulo sinédico, permitiendo obtener una expresién para (R) valida para altas excentricidades.
Sin embargo, aunque en teoria es posible determinar esta funcién con un error despreciable,
esto es extremadamente complicado de realizar en la practica.

2.2.6. Estructura General de R y las Reglas de D’Alembert

La funcién perturbadora, como bien hemos visto, es intrinsecamente complicada. Cuando
la expresamos en funcién de los elementos orbitales, en general es posible demostrar que puede

escribirse de la forma
o

R= % Z Cia,e er, I, 1) cos o, (2.78)
J=—00
donde J = (j1, j2, j3, ja: 5. J6) con ji € Z 'y ¢ = jid+ jodi + jsw + jawr + 52 + je1. Una
caracteristica importante de este tipo de desarrollos es que existe una vinculacién entre los
exponentes minimos de e, e1, s y s1 con los arménicos de w, w1, y 1, ya que los coeficientes
C'7 pueden ser escritos como

_ js|+2k1 |Jal+2k2 _|j5|4+-2ks |je|+2ka
C]‘ — Z Si]z(a)e\ml 1eh sl 3" , (2.79)
k

con k = (k1, ko, ks, ka) y ki € Z > 0.

Ademds cumple con ciertas propiedades llamadas reglas de D’Alambert, las cuales se en-
cuentran asociadas a las simetrias del problema. La primera regla nos dice que los arménicos
no son todos independientes entren si, pues

> ji=0. (2.80)

Esta propiedad proviene de la invariancia de la funcién perturbadora ante una rotacién cual-
quiera del sistema de coordenandas. Mientras que la segunda regla de D’ Alambert nos que dice
que la suma de j5+ jg es un niimero par, y esto se debe a la simetria de la funcién perturbadora
en relacién al plano de referencia (las inclinaciones siempre aparecen en potencias pares).

2.3. Formalismo Hamiltoniano

Existen basicamente dos formalismos en la mecanica. El primero, el cual tiene un origen
en la dinamica de Newton, es la mecanica vectorial. En nuestro caso, el sistema dinamico que
estamos estudiando (problema de tres cuerpos restringido) se encuentra descripto con este for-
malismo, como podemos observarlo en la Ecuacién (2.7). Cualquier sistema dindmico puede
describirse con este formalismo.

El segundo, es llamado mecénica analitica (sistemas Lagrangeanos y Hamiltonianos), el cual
trabaja con funciones escalares, con lo que puede resultar méas sencillo. Para que un sistema
dindmico sea Hamiltoniano, debe cumplir dos condiciones:
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1. El sistema fisico debe ser conservativo, o sea, el campo vectorial de fuerzas debe poder
ser escrito como el gradiente de una funcién escalar.

2. Las coordenadas o variables, deben ser adecuadas (pares conjugados).

No todo sistema conservativo es Hamiltoniano, pero todo sistema Hamiltoniano es conservati-
vo. Esto hace que el formalismo Hamiltoniano sea limitado a este tipo de sistemas. Otra contra
es el hecho de que la matematica que involucra es bastante extensa, y las variables candénicas
generalmente usadas, pueden hacer perder cierto significado fisico del problema original.

Entonces, jqué ventajas tiene sobre la mecdnica vectorial?

= En primer lugar, un sistema Newtoniano de dimensién 2N, precisa 2N — 1 integrales de
movimiento, mientras que aqui solo precisamos N — 1.

= Kl campo vectorial es sustituido por el gradiente de una funcién escalar, esto significa
que toda la informacion del sistema se encuentra contenida en dicha funcién, la cual
llamamos Hamiltoniano. Ademads, trabajar con funciones escalares es mucho més simple
que trabajar con un campo vectorial.

» Todas las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de Hamilton) tienen la misma forma,
lo nico que cambia es la funcién Hamiltoniana. Esto permite desarrollar métodos per-
turbativos, los cuales en principio son totalmente generales. Esto no ocurre en el caso
Newtoniano.

2.3.1. Definicién y Construccién

Para poder construir nuestro Hamiltoniano, supondremos un sistema dindmico de dimen-
sion 2N (N grados de libertad), donde gx y ¢x, con & = 1,..., N, son las coordenadas y
velocidades generalizadas. El Lagrangeano de este sistema estara dado por la ecuacion

L=T-V, (2.81)

donde T es la energia cinética y V' la energia potencial. Entonces definimos el momento con-

jugado pg de la coordenada ¢ como
oL

= ai(jlfo
El par de variables (pk,qxr) es un par conjugado, el cual es el necesario para encontrar el
Hamiltoniano

Pk (2.82)

N
F(p,q) =Y prix — L. (2.83)
k=1

Para sistemas naturales (la energia cinética es cuadratica en la velocidad), el Hamiltoniano es
la energia total del sistema
F(p,q)=T+V. (2.84)

Con ésto, las ecuaciones de Hamilton estan dadas por

da, _ OF
dt N apk
dpy OF

= ——. 2.
dt 8qk ( 85)
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Un sistema dindmico es Hamiltoniano si lo podemos escribir de la forma (2.85).

Para encontrar el Hamiltoniano del problema de tres cuerpos restringido partimos de la
Ecuacién (2.7), que es la aceleracién que sufre la particula de prueba, o la fuerza por unidad
de masa. Esta fuerza proviene de un potencial que es la suma del potencial del problema de
dos cuerpos mas la funcién perturbadora, por lo que el potencial es

1 1 77
V:UO_R:_T_M1|: - 3:|. (2.86)
Mientras que la energia cinética por unidad de masa es

1
T = 5#. (2.87)

Por lo tanto, el Lagrangeano (también por unidad de masa) tiene la forma

1
L=2i"+ % +R. (2.88)

Con esta relacion obtenemos el momento conjugado p de la coordenada r

oL

_ 98 _ 2,
ar (2.89)

b

por lo que el Hamiltoniano buscado es

F=T+Vv=", —%—R. (2.90)
2 1
P’ =p <— > (2.91)

F=—L B S™ A, e,s)e A Hsm im0 o), (2.92)

Ahora tenemos nuestro Hamiltoniano en funcién de los elementos orbitales. El problema es
que éstos no forman pares conjugados. Para poder solucionar esto introducimos las variables
canénicas de Delaunay como

L = Jua
G = Jpay1—e?
H Viay'1 —e2(1 — 2s?). (2.93)

Sin embargo, se suelen usar las variables de Delaunay modificadas, las cuales son

Ji = L=/
Jo = L—G:m(l—m—e?)

J3 = G—H=-2s*/uay/1— e2, (2.94)
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tales que los dngulos sean

0 = A
92 = —w
b3 = —Q. (2.95)
Trivialmente tenemos los elementos orbitales en funcién de los J;
J2
o =
7
7,12
2 2
= 1-|1--2
‘ [ JJ
J-
2 3
¢ = ——" 2.96
2[Jy — Jo (2.96)

Por otro lado tenemos que el Hamiltoniano depende explicitamente del tiempo, ya que
A1 = nit + Aqp. En estos casos decimos que el Hamiltoniano es no auténomo. Para solucionar
ésto pasamos al espacio de fase extendido, tomando 64 = Ay como variable y J4 = A como su
para conjugado. Ya que tienen que cumplir con las ecuaciones de Hamilton, tenemos

% = gi =ny, (2.97)
por lo que el Hamiltoniano queda
e 1~ ij-0
F(J,0) = =505 +mh - alj_zooAj(L,L—G,G—H)eJ , (2.98)

donde j - 0 = j1 A + jo A1 + j3w + juwwr + J52 + 6.

2.3.2. Transformaciones Candnicas

Sean las variables (p,q) y una transformacién donde las nuevas variables se encuentran
definidas por las 2N ecuaciones

Py = Pip.q.t), (2.99)
con j =1,...,N. Sila transformaciéon preserva la forma canénica de las ecuaciones de Hamil-

ton, diremos que es una transformacion candnica, aun cuando la forma del Hamiltoniano no
quede invariante, por lo que las nuevas ecuaciones de movimiento seran

. 0K
Q; = ap,
. 0K
P = —— 2.100

donde K es el nuevo Hamiltoniano en funcién de las nuevas variables (P, ). Una definicién
equivalente, es decir que una transformacién es canodnica si preserva el principio de Hamilton.
En las nuevas variables, esto es

to N .
5/ Y PiQ; - K(P;,Q;,t)| dt =0. (2.101)
t =

1
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Al mismo tiempo tiene que cumplirse para las viejas variables, por lo que

to N
0 Did; — H(pj, q;, t)| dt=0. (2.102)
tl ]:1
La validez simultdnea de las Ecuaciones (2.101) y (2.102) no significa que los integrandos sean
iguales, por lo que tendremos

. : dsS
)\(qu]' — H) = PjQ]’ - K + % (2103)
La funcién S es cualquier funcién del espacio de fase con derivadas segundas continuas y A
es una constante independiente de las variables candnicas y del tiempo. La constante multi-
plicativa A se encuentra relacionada con una simple transformacién canénica conocida como

transformacion de escala (Goldstein et al., 2002 [69]). Tomando A = 1, obtenemos la relacién

) . dS
ijj —H = Pij - K + % (2104)
El término % contribuye a la variacién de la integral de accién (2.101) sélo en los puntos
extremos t; y en ta, por lo que ésta serd nula si S es funcién de (p,q,t), de (P,Q,t) o de
cualquier combinacién de variables del espacio de fase, dado que la variacién de éstas es nula

en dichos puntos. Esta funcién es llamada funcidn generatriz de la transformacién canénica.

Tomando la funcién generatriz S = S1(q, Q,t) y derivando, obtenemos

. . ds
Py~ H = PQ;— K+t
051 0857 . 057 -

; Q;. 2.1
ot + 0q; %+ 0Q; J (2.105)

= PjQ;— K+

Juntando términos que dependen de ¢; y Qj, finalmente obtenemos

p . P @
J aqj
051
P, = ———, 2.106
y el nuevo Hamiltoniano
K=H+ 951 (2.107)
B ot '

La tabla (2.1) muestra las cuatro formas bésicas que adquiere la funcién generatriz, depen-
diendo del par de variables que tomemos.

Un tipo de transformaciones candnicas muy importante para nuestro trabajo, como veremos
mas adelante, son las transformaciones auténomas, las cuales se obtienen tomando una funcién
generatriz independiente del tiempo. Las variables viejas se relacionan con las nuevas mediante
la relacién

N N
> pide; = PidQ;, (2.108)
p =1

mientras que el Hamiltoniano permanece invariante.
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Funcion generatriz Derivadas de la funcién generatriz Nuevo Hamiltoniano
_ 08 _ _ 0S8 o8
S =51(q,@,1) pj—ng Pj——agvi. K= H+8sl
= S2(q, P,t) — Q; P pj=,975 sza—%? K=H+ %%
S. S. BS
= S3(p, @, 1) + q;p; 4 = —ng.’ by = gsang K=H+ 353
S = Sa(p, Pit) + qjpj — QiPj 45 = — 5, Qi = 5P, K =H+

Cuadro 2.1: Formas bésicas de una funcién generatriz de una transformacién canénica (Golds-
tein et al., 2002 [69])

2.3.3. Variables Angulo-Accién

Sea un sistema Hamiltoniano ligado de un tnico grado de libertad tal que su movimiento
ocurre en un subespacio finito y compacto, entonces el movimiento puede ser de dos tipos: i)
periddico o ii) asintético a un punto de equilibrio inestable. Un ejemplo es el caso del péndulo,
para el que tenemos el Hamiltoniano

1
= —p? —bcosq, (2.109)

Fp.a) =5

y cuyo diagrama de fase esta dado en la Figura 2.3.

NZan
A\SZA

Figura 2.3: Espacio de fases de un péndulo. Regién I corresponde a la zona de libracién y la
region IT a la zona de circulacién (Lichtenberg 1992 [70]).

>

El comportamiento periddico se produce cuando tenemos una condicién inicial en la regién
I o0 en la regién II, mientras que el comportamiento asintético se produce sobre la separatriz.
Entre los movimientos periédicos podemos separar una zona de libracién (regién I) y una zona
de circulacion.

Libracion: Es una trayectoria ”dentro”de la separatriz donde ¢ oscila entre dos valores a y
b (>0, < 27), como vemos en la primera Figura 2.4.a. Matemdaticamente se cumple que Vi,
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T / q(to +T) = q(to)-

Circulacion: Es una trayectoria ”fuera”de la separatriz donde ¢ adquiere todos los valores
posibles entre 0 y 27 (Figura 2.4.b). En este caso tenemos que Vg, 31" / q(to+T) = q(to) +27.

Separatriz: Dada una condicién inicial sobre la separatriz, esta demora un tiempo infinito
en llegar al punto de equilibrio hiperbdlico.

360 — ; ; 360 — ; .
300} | 300 .
240 240 1 .
= 180 o 180 .
120 120 - |
60 60 - ]
IR R R A 1/ . Z

0 0
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
tiempo tiempo
Fig. 2.4.a Fig. 2.4.b

Figura 2.4: a) Libracién de ¢ € [a,b]. b) Circulacién de ¢ € [0,360]. Los angulos estdn en
grados.

Las variables angulo-accién, son variables ciclicas periddicas. Para encontrarlas partimos
de las variables (p,¢q) y mediante una transformacién canénica pasamos a las variables (.J, )
tal que el nuevo Hamiltoniano F’(.J) solo dependa de la accién J. Si esto ocurre tendremos las
ecuaciones

aJ _8F’ _0
a0y
dy OF’
— = = =ct 2.11
o 57 v(J) = cte, (2.110)
cuya solucion es la trivial
J = Jy
P = V(Jo)t ~+ . (2.111)
Como v varia de 0 a 27 en un periodo T, entonces
2
b= %t + . (2.112)

Para obtener la accién usamos la funcién generatriz de la transformacién candnica , tal que
S(q,J) : (p,q) — (J,), asi tenemos la condicién

dp d (9S\ 0 [0S\ . 8%°9
o <6J> =97 (w) 1= g0 (2.113)
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Asi integrando en un periodo tenemos

T dy %S 0 oS 0
2m = —dt = dg=— ¢ —dqg=— d 2.114
T /0 dt 9007 = 87 J 94" T By %p ¢ (2.114)
por lo tanto la accién nos queda
1
= — dq. 2.11
J=5-¢ppdg (2.115)

Ademss resulta ultil introducir las variables rectangulares o variables candénicas de Poincaré

z = \/ﬁcosw
y = V2Jsine. (2.116)

Cabe destacar que 27J representa el drea barrida por la trayectoria en el plano (p, q).



Capitulo 3

Teoria de Perturbaciones

3.1. Complejidad de las Ecuaciones de Movimiento

En el capitulo anterior llegamos a una expresién para el Hamiltoniano del problema de
tres cuerpos restringido. Sabemos que este problema contiene menos integrales de movimiento
que grados de libertad, lo que significa que no es posible encontrar una solucién analitica. Una
posible solucién a este problema es buscar una aproximacién que represente la solucién real
del sistema. La teoria de perturbaciones proporciona un método para encontrar estas aproxi-
maciones.

3.2. El Concepto de Perturbaciéon
Supongamos que nuestro Hamiltoniano puede ser escrito de la forma
F(J,0)=Fy(J)+eFi(J,0), (3.1)

donde Fy(J) es un Hamiltoniano integrable, O(F;) =1y € << 1 es un pardmetro muy chico.
En este caso, podemos considerar que el sistema es casi integrable, pues el Hamiltoniano F'
es aproximadamente Fj a menos de un factor de orden €. Lo importante es que las soluciones
también seran préximas a las soluciones del sistema integrable, por lo que nuestro problema
ahora se traduce, no a encontrar una solucién nueva, sino a buscar como la solucién original
varia con la presencia de la perturbacién e Fy(J, 0).

En el caso del problema de tres cuerpos restringido, Fy es el Hamiltoniano del problema de
dos cuerpos (el cual es integrable), F es la funcién perturbadora y € = my/my.

3.3. Meétodo de Hori

Este método fué propuesto por Hori (1966 [71]) y tiene como idea buscar una transforma-
cién candnica tal que el Hamiltoniano nuevo dependa sélo de las nuevas acciones. Esto tiene
por solucién trivial J = cte y 07 = vt + 6. Luego, en el sistema no trivial, antitransforma-
mos y encontramos la solucién del sistema. Ya que el método requiere de ciertas herramientas
matematicas complejas, haremos un breve repaso de ellas.

34
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3.3.1. Conceptos Previos

Series de Taylor Sea f(z) analitica en un entorno abierto I C R, xo € I y definimos
€ =x — xg entonces

1 kd !
) =

(3.2)

Las series de Taylor tienen un cierto radio de convergencia ¢, €l cual es el intervalo maximo
donde la serie converge a la funcién f(x). Ademds, cuanto més pequenio sea &, mas rapido
convergerd la serie.

Teorema de Cauchy Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

dy

= Y(zy) (3.3)

donde Y : R™ — R" es analitica en algin dominio D C R™ con condicién inicial
y(xo) = yo € D, entonces el sistema posee una solucion y(x) en un dominio no infinitesi-
mal D1 C D.

Del teorema de existencia de Cauchy podemos escribir esta solucién y(z) como una serie

de Taylor alrededor de zg
1 dky
y(z) = kZD %l dok

x — x0)k. (3.4)

T=x0

Sin embargo, es méas interesante reescribirla en funcién de las derivadas de Y

dry B dk-1 (dy> B dF-ly

(3.5)

dzk — dxk-1 \dx ) daF1’

ya que a éstas las conocemos por la Ecuacién (3.3), mientras que a las derivadas temporales
de y podemos no conocerlas. Por lo tanto, la solucién nos queda

k
y(z) = y(zo +Zk, it |, (@~ )" (3.6)
Si lo aplicamos a un sistema dindmico
dx
— =X 3.7
= X(a), (37)

entonces con Taylor y Cauchy, suponiendo la condicién inicial x(tg) = z, podemos escribir la
solucién

— +z Ly (39
- Rk () '
Sustituyendo las derivadas de x
dx
— = X
dt (o)
Bro_dX o dXde o dX
a2~ dt VT dwdt YT dw
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obtenemos

0 1 k 1X X
— t—1to)". 3.10
z(t kgk dxkl‘tt( 0) ( )

Ademds tenemos que existe un t. para el cual la serie converge Vt < t. y esta convergencia
serd mas rapida, cuanto menor sea t.

Lo que hacemos es sustituir la derivada temporal de x por el gradiente del campo vectorial
de fuerzas, esto es equivalente a ir evaluando la derivada a lo largo de la orbita definida por
el campo X (z). Este método es ideal para resolver numéricamente la Ecuacién diferencial (3.7).

Operador de Lie Para el estudio de un sistema mecanico Hamiltoniano con N grados de
libertad resulta ttil considerar el subconjunto de todas las funciones reales y analiticas A,
definidas en Q ¢ R? x R — R, dependientes de las coordenadas y momentos generalizados
a="(q1,--qn) yp = (p1, - -pn), y también del tiempo ¢. S{ f € A tal que f(p,q,t), entonces

df 0 f of d% of dp;
dt Z <a% dt apidt> ' (310

Usando las ecuaciones de Hamilton

dg; _ OF
dt N api
dpi _ OF
T = o (3.12)

donde F' es el Hamiltoniano del sistema, podemos reescribir la Ecuacién (3.11) como

df af af OF  af OF
di Z<0qz(9pl apiaqz)' (3.13)

Definimos el corchete de Poisson para dos funciones f(p,q,t) y g(p,q,t) como

N
{f.e}=> (8f 09 _ OF ag> (3.14)
=1

dq; Op;  Ip; g

con lo que la Ecuacién (3.13) puede escribirse como

df af

i +{f,F} (3.15)

Definimos al operador de Lie Lp : A — A del sistema dindmico dado por el Hamiltoniano
F € A con coordenadas generalizadas q = (q1,- - -qn) y momentos canénicos conjugados

p = (p1, - -pN) como

o OF 9 OF
Lp={,F}= Z(@qzapl 8]%8%). (3.16)

Cuando aplicamos el operador de Lie a una funciéon Lgf, decimos que esta es la derivada de
Lie de dicha funcién.
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Con ésto las ecuaciones de Hamilton quedan

dg;

M g

i Fq

dp;

Pi s, 3.17
0 PP (3.17)

esto significa que podemos asociar el operador % al operador de Lie Lp.

Series de Lie El teorema de Cauchy toma fuerzas en sistemas Hamiltonianos. Si utilizamos
los operadores de Lie, la solucién puede escribirse como

g(t) = qlto)+> k,Lg)Q(t)L_t (t = t0)* = Er [(t — to) Lrqo]
k=1 -0

[e.e]

1
pO) = plto)+ 3 L0 | -0 = Belt-t)Lem), (319
— k! -
donde definimos
L =1
L = e (2fY), (3.19)

v a la transformacion de Lie Er como al operador que nos da la evolucion del sistema a un

tiempo t tal que
Rl L,
=> ? (3.20)
k=0

Teorema de Lie Sean (p, q) variables candnicas generalizadas y una transformacion (P, Q) =
(P(p,q),Q(p ,q)). Si 3¢ € Ry S(p,q) analitica tales que

>k
&
k=0
)
P = ESp:ZgLF P, (3.21)
k=

entonces la transformacion es candnica y S(p,q) es llamada la ”funcion generatriz de Lie” de
la transformacion.

Teorema de Conmutacién Sea F(p,q) analitica en (p,q) y supongamos que S(p,q) :
(p,q) — (P, Q) es una transformacion de Lie, entonces

= 1

k!
k=0
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3.3.2. Método de Hori Versién Acciéon-Angulo

Sean un sistema dindmico de N grados de libertad cuyo Hamiltoniano es de la forma

F(3,0:e) = Fy(J) + R(J,0;e) = Fy(J) + > _ " F(3,0) (3.23)
k=1
variables canénicas (J,0) = (J1,- -+, Jn, 01, - -,0n). Supongamos una transformacén candnica

(J,0) — (J*,0%) definida por la funcién generatriz de Lie
S(I*,0%5e) => b5 (I*,6%), (3.24)
k=1
y pedimos que el nuevo Hamiltoniano en las nuevas variables se pueda escribir como
FH(J*,0% ) = Fg(I*) + Y _"Fr(I). (3.25)
k=1

El teorema de Lie garantiza que la transformacion es candnica y ya que el Hamiltoniano es
autonomo, este se conserva

F*(J*,0%¢) = F(J,0;¢) (3.26)

mientras que por el teorema de conmutacién tenemos que
F(J,0;e) = EgF(J*,0%;¢). (3.27)
Juntando ambas expresiones
F*(J*,0%;¢e) = EgF(J*,0%;¢) (3.28)

con (3.20) y (3.25) obtenemos que
iekF*(J*) - i L0 e 0% 2) (3.29)
k LTS o '
k=0 k=0

Ahora veamos un poco mas en detalle cada uno de los término de la suma del lado derecho
de la dltima ecuacion

LY'FI",6%e) = Y FR(37,07) (3.30)
k=0
LY F(3*,0%2) = {F(J*,0%¢),8(3%,0%e)}

— {Zeka(J*, 0%),> &SI, 0*)}
k=0 =1

_ Z FHLFL(T*,0%),5,(3%,6%)}
k=0 =1

00
= ¢
=1

o
= > oy (3.31)
k=1

K
> AF(I,6%), 537, 9*)}]
=1
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LYFJ*,0%2) = {{F(J",0%¢),5(3",0%c)}, S, 0%e)}
— {Ze’f@;(J*,0*),2&5@*,9*)}
k=1 =1
= ZZEW{@i(J*,o*),sl(J*,e*)}
— Za Z{@k 1(J%,0%), 5, (J%, 9*)}]
k=2
= Zs%i (3.32)
k=2
LYF"0%¢) = {Z E%Z‘%J*,o*»Zslsz(J*,e*)}
k=n—1 =1
_ ZEkJrl {(I)n 1 J* 0*) Sl(J* 0*)}
k=n—11=1
k
- [Z 71 (I*,60%), S,(J, 0*)}]
= Ze’“@", (3.33)
k=n
donde
@R (J*,0%) Fi(J*,67)
k
®}(J*,0%) > {Fe(I*,07), 53,07}
=1
k—1
{Fo(J*,0%), S(3%,6°)} + > {Fp_i(3*,0%),5,(3%,0%)}
=1
k
N (JI*, %) > {@p7(37,67), 53", 67)} (3.34)
=1
asi, obtenemos
00 o) k
S @) =) [Zl ] . (3.35)
k=0 k=0

=0
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Para que se cumpla la igualdad tiene que cumplirse término a término, por lo que tenemos
Fy(J*) = @5(J,6%)
(J%)
FrI% = @)(J*6%) + &1(J*,6%)
= Fi(J%,0%) + {Fo(J7,07),5:(3",0")}

k
* * 1
Ff(J*) = o) 4L+ k,ék_<1> +‘1’11c+25‘1’2
=2
= Fp(J*,0%) + {Fo(J*,0%), Sk(J", 0*)}+
k—1
+> {Fp(3%,0%),5/(3%,0%) }+Z l,qﬂ (3.36)
=1 1=2
Definiendo
k—1 k
Uy = Fo(3%,0%) + > {Fpi(J7,0%),5(3%,0%)} Z; L (3.37)
=1 =2
obtenemos la ecuacion homoldgica para el término k-ésimo
Fr(J*) ={Fo(J*,0%),Sk(J*,0%)} + V. (3.38)
Ya que ¥y, = (Fy,- -+, F, S1,- -+, Sk—1) es conocida habiendo resuelto las k — 1 anteriores (hay

que resolverlas desde el orden més bajo), usamos la ecuaciéon homolégica para encontrar F(J*)
y Sk(J*, 0%).

3.3.3. Resolucion de la Ecuacién Homoldégica
Para resolver la ecuacion homoldgica tenemos que encontrar

{Fo(J*,0%), Sp(I*,0%)} = 2{8038,]? anaef . (3.39)

Aqui es donde se ve la ventaja de trabajar con las variables dngulo accién. Ya que Fy(J*)
entonces

0Fy
=0
o007
F
gﬁ = v Vi (3.40)
por lo tanto
N
Sy 0Sk
Fo(J*, 0" J 0"} = — B =" . 41
{ 0( ) )7Sk( ) )} ;Vz 89: v 00" (3 )
Como ¥, es una funcién conocida, la ecuacién a resolver es una ecuacién en derivadas parciales
0Sk
. =0, — F(J". 3.42
vt Ok~ R (3.42)

En el préximo capitulo veremos como resolver esta ecuacién diferencial aplicando un método
de media.
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3.3.4. Convergencia, Integrabilidad y Caoticidad

El método de Hori proporciona una solucion formal, sin embargo las series resultantes no
pueden converger en el caso general, ya que esto equivaldria a encontrar tantas integrales de
movimiento como grados de libertad tiene el problema. En sistemas fisicos reales, como aquel
que es discutido en este trabajo, uno observa regiones de movimiento cadtico, esto significa que
el sistema no es integrable.

Aunque este método no converge, es un ejemplo de lo que Poincaré llamé series asintdticas
y por lo tanto, una expresién truncada podra ser una buena aproximacion de la solucién ge-
neral del sistema, siempre que el caos no sea excesivo.

Una ultima limitacién del método de Hori es que solo es valida fuera de resonancias, que
son causantes de pequenos divisores en la funcién generatriz. En el préximo capitulo veremos
como adecuar dicho método al caso en que tengamos resonancias.



Capitulo 4

Estructura del Problema Asteroidal
en la Resonancia 3:1

4.1. El Hamiltoniano

Ahora aplicaremos el método de Hori al Hamiltoniano encontrado en la seccién (2.2.4) al
cual lo tenemos expresado en elementos orbitales

o0
F = _72/; — %’ E Aj(a, e, S)el(]l>\+j2)\1+J3w+14w1+j09+]e§21)‘ (4'1)
1

Como queremos trabajar con sistemas Hamiltonianos, debemos introducir variables adecuadas.
Definimos las variables canénicas de Delaunay como

Ji = L=/
B = L-G=yma(1-V1-¢)

J3 = G—H=-2s*/na\/1—e2, (4.2)

tales que los dngulos sean

01 = A\
0 = —w
03 = Q. (4.3)
Trivialmente tenemos los elementos orbitales en funcién de los J;
2
. = i
1
Jy1?
2
= 1—-|1—--—=>
‘ [ JJ
J.
2 3
g2 = 72 4.4
2[J; — Ja (44)

Por otro lado tenemos que el Hamiltoniano depende explicitamente del tiempo, ya que
A1 = nit + Mg, por lo que es no auténomo. Esto se soluciona pasando al espacio de fase
extendido, tal que Jy = A y 64 = A1. Ya que tiene que cumplir con las ecuaciones de Hamilton,
tenemos que

d\y  OF
ﬂ = aiA =ni, (45)
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por lo que el Hamiltoniano queda

2 0 ..
}%L®:—£ﬁ+mA—%?Z:AALL—QG—Hk”ﬂ (4.6)

j=—o0

donde j - 0 = j1\ + jo A1 + j3w + juwwr + J52 + el

Este es un sistema degenerado, ya que Fj no depende de I. — G ni de G — H, por lo que
no se le puede aplicar el método de Hori tal y como lo hemos visto. Una solucion es aplicar
el método de Von Zeipel, el cual consiste en dividir a la funcién perturbadora en una parte
secular y una parte periddica. Hasta segundo orden en las excentricidades e inclinaciones, las
expresiones son

D
Rsee = Z A;(L, L — G, G — H)elUn iz itismtjami+jsQ+je)
j=—00
J1=72=0
= Ao+ Ao(€? + €2) + Agy(s? + 57) + Aszpeeq cos(wy — @) +
+A40881 COS(Ql — Q)

o0
Rper = Z Aj(L, L — G, G — H)el il atism i +jsOtjeh)
Jj=—00
J1,427#0
a
= iR—&w (4.7)

Los coeficientes A;; dependen tnicamente de o = a/a1, sin embargo es posible demostrar
que permanecen practicamente constantes si « no sufre variaciones importantes. Si queremos
ser mas rigurosos podemos redefinir

Rsee = A1o(€? + €2) + Agg(s? + s2) + Azpeeq cos(wy — @) + Agossy cos(Qq — Q)
tal que
M1
R = ai [AOO + Rsec + Rper]
1

por lo que la parte integrable Fj nos quedaria (tomando € = p; /a1 << 1)

2 2

__ _ ~_H
Fy = 212 +n1A EAO()(L) 92

El término £Agy entraria como una pequena correccion.

+ nA.

De cualquier manera, ya que la parte secular solo contiene términos de segundo orden,
tenemos que Rgee < Rper. Esto nos permite definir un Hamiltoniano reducido tal que

Frea(J,0) = Fo(L,A) — eRper (L, A, X, A1), (4.8)
con lo cual nos queda
12
Fy(L,A) = ~372 +mA
Fi(L,AMNN) = — félgumeMﬂ (4.9)
j=—00

J1,J27#0
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con

A;(L) = Aj(L, L — G,G — H)e'lUsmHiamitisQtioth), (4.10)

Ahora queremos encontrar la transformacién canénica (L,L — G,G — H,A) — (L*,L* —
G*,G* — H*, A*) y el nuevo Hamiltoniano F™* tal que éste solo dependa de las nuevas acciones.
De la seccién anterior tenemos que

2
Fi(L*AY) = Fy(L*,A*) = 2’2*2 + A
F{(L*,A*) = Fi(L*, A", \*)\]) + {Fo, 51} (4.11)
Si definimos
2 2T
(Fy(J*,0%)g = 27r / / Fy(J*,0%)doy ...dO%N
[F1(J*,0%)]g. = Fi(J*,0%) — (F1(J",0%))e- (4.12)
y pedimos
[Fi(L*, A", X, \)]g- + {F0,51} =0 (4.13)
obtenemos

Fr(L*,AY) = <F1(L* A% N )

2 27 & Nk v %
_ [ > A(L)elti +f2A1>]dA*dX{
j=—00
J1,327#0
) A (L* 2 m
_ Z J( 2) / ez]1)\ A\F / 6132)‘1d)\’{ =0, (414)
. (27l') 0 0
j=—00
J1,J270

ya que j1 y jo no pueden ser simultdneamente nulos.

Por lo tanto nuestro Hamiltoniano queda

2

* (L*AY) = % +niA* (4.15)
con lo que las ecuaciones de Hamilton son
ar* 8F:ed —0
at ON*
dA* 8F;"ed _0
at ox;
d)\* = 8 red = M2 = n* = 1/*
dt oL* — L*3 L
dA] oF
= Tred —py =y, 4.1
dt aAr T A (4.16)
Con todo ésto, la condicién (4.13) queda
(95 851 A\
Ut A i(J1r+s2A1) 4.1

j=—o0

J1,J27#0
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La solucién para ésta ecuaciéon en derivadas parciales es
o0 .
1Az (L*
Sl(L*,A*,)\*,)\T) — Z %
J1vy + J2vy

j=—o00

J1,J2#0

sin(g - 6%). (4.18)

Esto vale siempre que jiv; + jovy # 0. Si existen enteros ji y jo tales que
Jwvp + javi = jin* + joni =0 (4.19)

no podemos aplicar el método y decimos que el asteroide estd en una Resonancia de Mouvi-
mientos Medios (RMM). Si tenemos en cuenta que la érbita del perturbador esta fija entonces
si

Ji_m G(mo +mq) a*3/2

J2 n* Gmg a?m

la condicién de resonancia se traduce a

j 2/3 m 1/3
at,, = a <1> <°> . (4.20)
J2 mo + my

Ademds notemos que j; y jo cumplen la condicién de resonancia y [ es un entero, entonces
jll =lj1y j; = [js también la cumplirdn pues
Jin* + jani = 1(jin* + jom) = 0

Ahora supongamos que p y g son dos enteros tales que pn* — (p+ ¢)n1 = 0, entonces lo que
haremos serd separar de nuestro Ry, todos los términos que contengan j; = p, jo = —(p + q)
y a multiplos de ellos tal que

oo oo o0
Rper = Z Z Ajei(j1>\+j2/\1) + Z Ajei(jlz\-i-jz)\l)
l=—00 j=—o0 j=—o0
I#0 Ji=lp J1,J27#0
Je==l(p+q) J1#p.j2#—(p+a)
= Ryes+ Ry, (4.21)
y redefinimos al Hamiltoniano reducido como

Frea(J,0) = Fo(L, A) — eR,., (L, A A A1), (4.22)

retirando no solamente la parte secular, sino también la parte resonante. Luego éste Hamilto-
niano no posee pequenos divisores, por lo que se le puede aplicar Hori, y su solucién es la que
ya hemos encontrado.

En este texto trabajaremos con la Resonancia de Movimientos Medios 3:1 con Jupiter
(RMMJ 3:1), por lo que los tenemos que p = 1 y ¢ = 2 (resonancia de segundo orden),

entonces
o0 o0

Ryes= Y S AjelintA), (4.23)
l=—00 j=—o0
I#0 Ji=lp

J2=—l(p+q)
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Es facil de ver que los Unicos términos que satisfacen la condicién de resonancia son tales que
l=—1y j =3, por lo que nos queda
Ryes = Base? cos(3A1 — A — 2w) + Byseej cos(3A\] — A —w —wy) +
+Bsze? cos(3M] — A — 2w01) + Bgzs® cos(3A1 — A — 2Q) +
+Br3ss1cos(3M1 — A — Q — Q) + Bgzst cos(3A1 — A — 20). (4.24)
Aplicando Hori al Hamiltoniano (4.22) obtenemos el Hamiltoniano (4.15) y las Ecuacio-

nes de movimiento (4.16). La funcién generatriz la misma que (4.18), pero sin los términos
resonantes, por lo que nos queda

o0
A:(L*
Sy(L* A N0 = Z #sin(j-e*). (4.25)
Jivy + Javi
Jj=—o
J1,§27#0
J1#£—1,j2#3

Para encontrar cual es la relacién entre las viejas variables y las nuevas, usamos (3.21)

0Jr 89S, 0Jr 9

Ji = EsJi=Ji {58} =T -
s LA = +Z 07 0 97 o

. 08
N e

= J*+Z

aT; — % 00

N a5, ]

067 951 96 95,
967 8J; ~ 9Jr 07

0; = Es0f =6 +{6;, 51}_0*+Z

051 651 051
= 0 ; —0—| =6 + —, 4.26
N Z I8 ae;] aJ; (4.26)
con lo que obtenemos que
ad i1 Aj(L*
o D AT S P
_ Jivy + Jaly
Jj=—o0
71,7270
jl?é_]‘?]é;ég
> o A (L*
A = A - Z ‘]2*‘77(,)*008(].-9*):/\8—51\*
) J1vy, + Javy
j=—o0
71,5270
n#F=1,752#3
> 0A;(L*) sin(j - 0*)
A= N — J - - =n"t+ N\ — ON*
Z OL*  jivi + javy 0
j=—00
J1,§2#0
1#—1,52#3
> 0A;(L*) sin(j - 6*)
DYREED J = A =t + A 4.27
1 1 Z aA* jlyz _|_j2yl>;§ 1 TL]_ + 10, ( )
Jj=—o0
J1,J27#0

J1#—1,j2#3
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donde L§, Aj, A, Ao, n* y n1 son constantes mientras que 6L, A y dA son términos periédicos.

Por ltimo al Hamiltoniano reducido le agregamos los términos seculares y resonantes que
quitamos, evaluados en las nuevas variables, por lo que el Hamiltoniano del problema de 3
cuerpos restringido hasta segundo orden en excentricidad e inclinacién, promediado en los
angulos de corto periodo y en la vecindad de la RMMJ 3:1 es

2

I
Fo= 502 +niA* — *[A00+A10( 2 e?) 4 Agg(s™ + s7) +
+Aspe*eq cos(w] — w™) + Agos™sy cos(] — Q) +

+Bsze 2 cos(3\] — A\* — 2w™) 4 Byze*er cos(3\] — \* — w* — w}) +
+Bsse? cos(3X; — X' — 2w}) + Bgss 2 cos(3XT — A* — 20%) +

4+ Br3s*s1 cos(3M) — A — QF — QF) + Bgss? cos(3A] — \* — 2Q%), (4.28)
donde los coeficientes A;q y B;s estan evaluados en la resonancia exacta dadas por
o 1\ 2/3 o 1/3
3= —= == _ ~ 0.480596949 4.29
a3:1 a (3> <m0+m1> ’ ( )

tomando mg = Ime y m1 = 9.54786 x 10~*mg. Tomando éste valor para o* definimos los
coeficientes Ay como

—

1
Ag = Ay = §bf>(a§:1) = 1.06671
2

1

Ay = A= Glo3iD’ + 205, DIV (a,,) = 0.142097
2
_ L Wy

Ay = A= g[-ad, by (a5,) = ~0.568387

1
Ay = Aw=7l- a2 D2 — 205, D + 2p1 () = —0.165406

2

Ay = A= [a;l]bg”(a;:l) = 1.13677

1
As = Asy=-[a22D? + 1005, D + 21]6'Y (ag,,) = 0.5981

IS

8
1
As = Asy=[-a3iD? — 1005, D—20]b(2)( ) =-221124
1 270,
A = Asy= ([033D% +1005.D + 17168 (az,) — 2531 — 0.362954
2
_ L @
2
Ag = Brsz=[—ai b (a},) = —0.661625
2
1
A = By = glajalby (a5,) = 0.330812, (4.30)
2
y obviando todos lo asteriscos, el Hamiltoniano finalmente nos queda
I M1
F = ——o+mA—"—|Ag+ A(e’ +€]) + Az(s” + s1) +
2L aj

+Asee; cos(wy — w) + Ayssy cos(Q — Q) +

+Ase? cos(3M\1 — A — 2w) + Ageer cos(3A] — A —w — wy) +

+A7e? cos(3M\1 — A — 2w1) + Ags® cos(3A; — A — 2Q) +

+Agssy cos(3A; — A — Q — Q) + Ajgs? cos(3A1 — A —20)|. (4.31)
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Como estamos interesados en estudiar la dindmica asteroidal del P3CR, vamos a mostrar
que es posible simplificar éste Hamiltoniano sin pérdida de generalidad. Como el plano orbital
de Jupiter es constante, ya que estamos en el caso restringido, siempre es posible encontrar
un sistema de coordenadas con origen en el Sol y cuyo eje z sea perpendicular a dicho plano.
En éste sistema de coordenadas s; = 0, con lo cual, obviando los términos constantes, el
Hamiltoniano queda

2

H H1T o
F o= - - 24,4+ 4 A—2
57z T o 1€ [A1 + A5 cos(3\ — X — 2w)] +
+ee1[Ascos(wy — @) + Agcos(3N\1 — A — @ — )] +
+Azef cos(3M\; — A — 20071) + s*[Ag + Agcos(3A; — A — 29)]} . (4.32)

Como estamos trabajando alrededor de una resonancia de movimientos medios, es necesario
introducir las variables resonantes (S, M, P,A,o,v,0,,Q) las cuales resultan ser las variables
naturales del problema. Estas, se encuentran definidas por los angulos

o = %(3)\1—)\—2w)

v = —%(BAl—A—le)

o, :%@M—»Jm

QR = ;M—M, (4.33)

y pueden ser encontradas mediante una transformacién canénica auténoma, usando la Ecuacion
(2.108), de tal manera que obtenemos

L Lol s
L-@G 1 0 0 0 M
G—-H | 0 0 1 0 P (4'34)
3 3 3 1 1
A 2 "2 3 2 A
Invirtiendo la relacién
S 01 0 0 L
M -1 1 1 -1 L-G
P | 0 0 1 0 G-H (4.35)
A -3 0 0 —1 A

Ya que el Hamiltoniano no depende del dngulo @ entonces A es constante, la cual podemos
tomar A = 0. Con ésta eleccién tenemos que A = —3L, con lo cual finalmente obtenemos que

S= (L-G) = /pa(l —v1—e?2)
M= (L-G)+(G—H)+2L = /pa(3—v1—e2(1-2s?) (4.36)
P= (G- H) = Jpav'1 — e?2s?,

mientras que los elementos orbitales quedan

(M —P—5)?
o = WMo F=o)
4p
> _ o (M-P-35Y’
<= M—-P-8§
2 = — L (4.37)

M—-P-38
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Si e << 1 entonces z = S/(M — P) << 1, por lo que tomando la serie de Taylor alrededor de
x = 0 y quedandonos a primer orden, podemos aproximar el cuadrado de la excentricidad por

1-3z\> 4§
2
g 1 — ~ . 4.
‘ < -2 > M-P (4.38)
Ademss si s << 1, también tenemos que
P 1 P P
2
= ~ 1 R . 4.
° M—P<1—3x> M—pI I~ T (4.39)
Por tdltimo, para mayor comodidad, dividimos la funcién perturbadora en tres funciones
45
Ro = = [Al + As cos(za)}
2V/S
R = 7[14 cos(o 4+ v) + Agcos(o — v)| + e1 A7 cos(2v
E o ( ) + Ag cos( )| +e1dzcos(2v)
P
Ri = [Az + Ag cos(2az)}, (4.40)

donde cada una ellas representa un modelo distinto (circular, eliptico e inclinado) y a la parte

integrable como
F——2—“Q—%(M—P—S) (4.41)
0T T M -=P=52 2 ‘

Con todo esto el Hamiltoniano finalmente queda

F = Fy(S, M, P) — %RC(S, M,P,o) — M;flRE(S, M, P,o,v) — %RI(M, Po.),  (4.42)

mientras que las ecuaciones de movimiento son

ﬁ . _87F_ﬂ8Rc+u1e16RE
dt do  ay Oc a1 Oo
= —% Mgf PA5 sin(20) — 'u;fl \/]%fisp |:A3 sin(o + v) + Agsin(o — I/)}
dM_ OF _meroRy
e ov  a; Ov
2
= —%21% sin(2v) — M;fl \/% [Ag sin(o + v) — Agsin(o — 1/)}
dj L oF ﬂ@RI
at do, a1 do,
_oom 2P
R v PAg sin(20)
dj _ 6£ . 8F0 B &ORC _ H1€1 8RE
dt N 85 a 65’ al 65 al 65
_ 4p? dni w1 4
= _(M—P—S)3+ 5 _alM—PA1+A5COS(20)}_
piel 1
- A +v)+ A -
o VSUI=P 3cos(o + v) 6 cos(o V):|
dv oF N 8F() &81’?{(] _ Hiel 8RE _ &8R[

dt OM ~ OM  a; OM ap OM  ay OM
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_ 4y 3ng 1 4S8
T M-P-8P 2 a(M-Py [Al +4s 005(2")} *
ey VS mo_P
+ a1 (M = P)i2 Ascos(o +v) + Ag cos(o V):| + a1 (M = P)? [AQ + Ag cos(20,)
do, GE 0k B &8}20 e ORE B ﬂaRI
dt ~ 9P OP a; OP a; OP a; OP
_ 4p? 3ng 45
T T(M-P-39)p3 + o o (M —P? [Al + As cos(20)]
Hiel \/§ T M
o L D) Agcos(o + v) + Ag cos(o — V)} - am [AQ + Agcos(20,)|.
(4.43)

Antes de analizar casos particulares, es necesario hacer algunas aclaraciones:

1. De las Ecuaciones (4.36) es facil ver que tanto M — P como M — P — S son positivos si
e,|s| <1, por lo que no producen singularidades en las ecuaciones de movimiento.

2. La ecuacién para ¢ es singular para S = 0. Siempre se puede utilizar variables candnicas
rectangulares de la forma

x = \/2J cos(h)
y = /2J sin(6)

y encontrar sus derivadas para demostrar que ésta es una singularidad ficticia como
consecuencia que las coordenadas polares no estan definidas en el origen. Sin embargo,
para no hacer esas cuentas podemos razonar de la siguiente manera: S = 0 solamente
si e = 0, esto significa que la Orbita es circular, pero si ocurre ésto, el angulo w no
esta definido por lo que ¢ tampoco lo estaria, entonces para este caso particular no hay
que tener en cuenta la ecuacion ¢, independientemente de si ésta se encuentra definida o
no.

3. En el caso circular la excentricidad de Jupiter e; = 0, esto significa que w; no esta definido
por lo que v tampoco lo estard, luego no tendremos en cuenta la ecuacién para v. Ademas
M =0 por lo que M es una constante de movimiento que como ya veremos parametriza
el problema.

4. De igual manera si s = 0 entonces €2 no estara definido por lo que o, tampoco, luego no
tendremos en cuenta la ecuacién para ¢,. Ademas tendremos que inicialmente P = 0 con
lo cual la ecuacién P = 0 nos dice que P = 0 en todo instante de tiempo.

4.2. Caso Planar Circular

4.2.1. Ecuaciones de Movimiento
En este caso el Hamiltoniano toma la forma

242 3ny w1 4S
FSooM)=———+""—5——(M-85)———1[A1+ A 2 4.44
( 05 ) (M_S)2 9 ( ) a1M 1+ 5COS( 0—)7 ( )
va que P = 0 y M es un valor constante. Este ultimo, para el caso circular, solo depende
del semieje mayor y la excentricidad, por lo que dadas las condiciones iniciales (ag,ep) el
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movimiento en el plano (a — e) serd sobre la curva donde el valor de M permanezca constante.
De la Ecuacién (4.36) podemos encontrar una expresion para dicha curva

o= 1= fo- Mot i oo 2 (oo o))

En la Figura 4.1 se muestran distintas curvas en el plano (a, e) alrededor de la resonancia 3:1
(ares =~ 2.5 UA) para distintos valores de M.

=
~

L
w

0,2

excentricidad

| : I
2,55
semieje mayor [UA]

Figura 4.1: Curvas de M constantes.

Es importante remarcar que S solo depende del semieje y de la excentricidad, por lo que a
cada punto en el plano (a — e) solo le corresponde un par de valores (S, M).

Finalmente las ecuaciones de movimiento son

ds 8uids , .
@ o D sno)
do _ 4,&2 3ny 4,&1

Cabe destacar que el caso planar circular es un problema de un grado de libertad y es por lo
tanto totalmente integrable.

4.2.2. Puntos de Equilibrio

Los puntos de equilibrio ocurren para todos los valores de S y o tales que sus derivadas
sean nulas, por lo que tendremos el sistema de ecuaciones
8 As

0 = o M S'sin(20)
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2

dp 3nt 4w
0 = —~——+—— A+ A 2 ] 4.47
(M—S)3+ 5 " aM 1+ As cos(20) (4.47)
La primera de las ecuaciones nos dice que necesariamente S = 0 o que o = 7, donde n es

cualquier niimero entero.

En el caso en que S = 0, la segunda ecuaciéon no es necesaria ya que ¢ no se encuentra
definido, por lo que el punto de equilibrio es

S 0 o ned
M | = My |;| v = | ned |, (4.48)
P 0 o, ned

donde ned significa que no esta definido.

nm

En cambio si 0 = %, obtenemos la ecuacion

4042 3 4
0= 27 S Am

(M—-52" 2 aM

Ay + Aj cos(nm)|. (4.49)

para S. Teniendo en cuenta que cos(nm) = (—1)" y definiendo los coeficientes By = Ay + As
encontramos que

1/3
Se(M) =M 4 4.50
+(M) =M — W 5 (4.50)
2 alM
por lo que las soluciones son
S S_|_ g 0, ™
M | = My |;[ v = | ned (4.51)
P 0 o ned
S S_ o w/2,31/2
M | = My |;| v = ned . (4.52)
P 0 o, ned

Ya que S+ > 0, hay que encontrar los valores de M para los cuales se cumple esta condicion.
Tomando el caso limite S+ = 0 obtenemos la ecuacién

8Bx , o 8y
M3 - =2 - =, 4.53
3711&1 3711 ( )

la cual es una ecuacién cibica en M. La cantidad de raices reales, depende del signo del

discriminante, el cual, definiendo los coeficiente a+ = —8u; B+ /3n1a; y b = —8u2/3n1, es

_ 4a3 c+27¢3
108

Esto nos dice que la Ecuacién 4.53 posee solamente una raiz real. Si definimos

Ay <0. (4.54)

2a3
q+ = T;-FC

up = S—q?i-l-\/Ai
vy = 3—%—\@, (4.55)
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las soluciones estan dadas por la ecuacion

My =ugy +vg — ai/Q, (4.56)
cuyos valores numéricos son
M,y = 19.8794
M_ = 19.8649. (4.57)

Resumiendo lo obtenido

= Kl problema planar circular tiene 5 puntos de equilibrio, de los cuales los puntos S5 son
simétricos respecto del origen, al igual que los puntos S_.

= El origen es siempre un punto de equilibrio, por lo que es independiente del valor de M.

» A partir del valor de M = M_ el origen bifurca en dos puntos de equilibrio en o = 7/2
y 0 = 3w /2, simétricos respecto del primero.

= Por ultimo, a partir de M = M el origen vuelve a bifurcar en dos nuevos puntos de
equilibrio en 0 = 0 y ¢ = 7 también simétricos respecto de éste.

4.2.3. Estabilidad de los Puntos de Equilibrio

Para estudiar la estabilidad de los puntos criticos pasamos a las variables cartesianas candni-
cas de Poincaré

z = V2Scos(o)
y = V2Ssin(0). (4.58)

De esta forma, el Hamiltoniano en las variables cartesianas se escribe como

217 3 2 +y* 2w 2 2
——n1(M — — A+ A A —A
x2+y2>2 57 5 ) oM (A1 + A5)z” + (A1 — As)y

2

(31~
(4.59)

Si se grafican las curvas de F' constante en el plano (x — y), podemos apreciar la simetria ya
mencionada sobre los ejes z e y (Figuras 4.2).

Las ecuaciones de movimiento, estan dadas por las ecuaciones de Hamilton

3 = OF | 3m 4 (A —As) 442 ,
ay 2 a1 M e 1,2+y2 3
2
4442
(1-57)
2
OF |31 4m(A1+45) A )

y = — =
ox 2 a1 M <M_ 2 +y2>3
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x = f, (4.60)

donde los puntos de equilibrio son

(g):(g>’<y1=£m>’(x2:%m>v (4.61)

uno en el origen, dos sobre eje y y dos sobre el eje z, los cuales son simétricos respecto del
origen, por lo que sélo nos basta analizar la estabilidad de uno solo por eje.

Fig. 4.2.b Fig. 4.2.c

Figura 4.2: Curvas de Hamiltoniano constante para diferentes valores de M.

Luego, hacemos una aproximacion lineal de la dinamica alrededor de cada punto de equi-
librio & = z.. Para esto, primero desarrollamos la funcién f, alrededor del punto critico

&= f(ze) + Vf(xe)(x —ac)+ -+, (4.62)
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donde f(x.) = 0. Realizando el cambio de variables z = 2 — x. y truncando el desarrollo a
primer orden, obtenemos la ecuacion linealizada

2=Vf(x.) z, (4.63)

por lo que la estabilidad de la Ecuaciéon (4.62), se reduce a estudiar la estabilidad de la Ecuacién
(4.63). Las variedades estables (inestables o centrales) de la ecuacién linealizada son tangentes
a las variedades estables (inestables o centrales) correspondiente a (4.62) (Verhulst 1990 [72]).
Para esto, se debe estudiar los autovalores de la matriz

o _ ar e _ a12
of or dy
) = 4.64
Oz ) % = as 87}2 = a9 , | !
ox y
donde f, = % y se encuentran evaluada en los (z, y) correspondientes a los puntos de equilibrio.
Los coeficientes de la matriz, para la ecuacion linealizada son
Ofa 127
o n (M_x2+y2)4 y
2
Ofx [ Ap? } N 127 >
= a = — —
2 2
dfy { 4y } 1247 5
— = a9 = — — x
O 21 P2 (M_x2+y2>3 (M_x2+y2)4
2 2
) 1242
’ (a1 - %)
2
La ecuacién para los autovalores de una matriz 2 x 2, con coeficientes a;; es
)\2 — )\(CL11 + a22) + (all(ILQQ — a12a21) = 0 (466)

Ya que para todos los puntos de equilibrio, al menos una de las variables se anula, entonces
los coeficientes a11 = age = 0, por lo que nos queda por resolver la ecuacién

M = a1o(M;z.) - ag (M; x.), (4.67)
con lo que se reduce a tres posibilidades
= A2>0 dos autovalores reales e iguales de distinto signo: un punto silla (o hiperbélico).
= A2 <0 dos autovalores complejos conjugados con parte real nula: un centro.

» \2=0 dos autovalores nulos: punto critico degenerado (punto de bifurcacién).

Los coeficientes a12 v a91 dependen explicitamente del punto de equilibro que estemos
analizando, por lo que tenemos

- (xwyc) = (07 0)

Ofs 4p?
aT/ = a2 = — [pl - W}
%Jg = Q21 = [p2 - ;1\52} (4.68)
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2
- (%7%) - (0,y1), y definiendo Ml = M — %
afx [ 4,&2:| N 12M2 )
= a9 =— - ntdl
5?/ 12 p1 Mi‘} M{l Y1
By . 1= P27 3 4.69
Ox 2T (4.69)
_ 22
= (Z¢,Ye) = (22,0), y definiendo My = M — ?2
afx |: 4#2}
= a9 =— S —
dy 12 p1 M23
9fy 4p? 2%
or = P2~ 33| T g 4.70
Dy az1 [p2 M23:| M} 2 (4.70)
5e-06 = L
4e-06 — M M,
3e-06 N
2e-06 b
1e-06 [~ b
R0 : .
1e-06 = B
2e-06 — N
3e-06 |- | : b
~4¢-06 [ N
PSP IR BRI R DN § R R
1986 19865 19.87 19875 19,88 19,885 19,89
M

Figura 4.3: Autovalores para distintos valores de M. (z,y) = (0,0) en rojo, (z.,y.) = (0,y1) en
verde y (¢, yc) = (72,0) en azul. La unidad de M es UA? /afio.

Los resultados numéricos se observan en la Figura 4.3. Cada curva corresponde al cuadrado
del autovalor de cada uno de los puntos de equilibrio en funcién de M. La curva roja corresponde
al autovalor en el origen, el cual para valores menores que M_ es siempre negativo, por lo que
es un centro. Cuando M = M _ éste bifurca y se convierte en un punto hiperbdlico. El nuevo
punto de equilibrio (curva verde) es un centro y corresponde al punto de equilibrio sobre el eje
y. En M = M, el origen vuelve a bifurcar volviendo a ser un centro, mientras que aparece un
nuevo punto de equilibrio hiperbélico (curva azul) el cual se corresponde con el punto critico
sobre el eje . Resumiendo para cada uno de los puntos de equilibrio tenemos

1. Para el punto critico (z,y.) = (0,0):

= Si M < M_ el origen es un centro.

= En M = M_ tenemos la primera bifurcacién, el nuevo punto de equilibrio yace sobre
el eje y.
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= Si M_ < M < My el origen se convierte en un punto hiperbdlico.

= En M = M, tenemos la segunda bifurcacién, el nuevo punto de equilibrio yace
sobre el eje x.

= Si M > M, vuelve a convertirse en un centro.
2. Para el punto critico (z.,y.) = (0, £y1):

= Si M < M_ éste no existe.
= Aparece en M = M_, bifurca desde el origen.

= Si M > M_ es un centro.
3. El punto critico (z¢,y.) = (£x2,0):

= Si M < M, éste no existe.
= Aparece en M = M., bifurca desde el origen.
= Si M > M, es un punto silla.

Teniendo en cuenta que 25 = 22 + y?, podemos graficar M vs. S., donde 25, = 22 + y2 .
Esto se observa en la Figura 4.4.

0.05 : | . | . .
M M
0.04 .
0.03 | ]
ot 1
0.02 - .
0.01 .
0 ! 1
1 I : 1 : I 1 l 1
19.8 19.85 19.9 19.95 20
M

Figura 4.4: Valores criticos de S en funcién de M. (z,y) = (0,0) en rojo,(z,y) = (0,y1) en
verde y (x,%y) = (72,0) en azul. La unidad de M es UA? /afio.

4.2.4. Separatriz del Problema Circular

Si tomamos, por ejemplo, una condicién inicial (ag,eq) tal que M > M_ o M > M, el
movimiento en el plano a — e serd sobre la curva de M constante correspondiente. Sin embargo,
la Figura 4.2.b o 4.2.c, respectivamente, muestran regiones de movimiento diferentes para ese
mismo valor de M. En el primer caso tenemos una zona de libracién alrededor de o = 7/2 y una
ciculacién externa alrededor del origen, mientras que en el segundo caso tenemos una circula-
cién interna en torno al origen, una zona de libracién alrededor de y; y una circulacion externa
que contiene en su interior a las otras dos zonas. Ya que éstas regiones se encuentran aisladas
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entre si (una condicién en la zona de libracién no puede saltar a las zonas de circulacién, por
ejemplo), entonces existe una dérbita que separa los tipos de movimientos. Estas 6rbitas son las
variedades estables e inestables del punto hiperbdlico de cada gréfico. Las Figuras 4.5 muestran
en color rojo las variedades estables e inestables a la que denominaremos separatriz. La Figura
4.5.a muestra las variedades del punto hiperbédlico del origen para M € (M_, M, ). Para el
caso en que M > M, el punto hiperbdlico corresponde al punto (0,z.) (Figura 4.5.b).

En la Figura 4.5.b, si tomamos la semirecta que va desde el origen en direccién de o = /2,
la separatriz corta a ésta en dos puntos (0,ys1) y (0,ys2). A estos puntos le corresponden dos
valores de S, los cuales junto al valor de M utilizado, se corresponden con un par de puntos en
el plano a—e. Si ahora ésto lo hacemos para todos los valores de M > M, obtenemos la separa-
triz en el plano a—e, al cual llamaremos plano representativo del problema circular (Figura 4.6).

| L L |
- L 03~
i L p2d
]
L o4
Y
L 024
L pad

T T T T T f T

-03 -0.2 -01 o0 0.1 02 03

Fig. 4.5.a Fig. 4.5.b

0

w

0

N

=
i

o
I

0

0

i
L

0

w
!

Figura 4.5: Separatriz del problema circular.

Resumiendo, el Hamiltoniano del problema planar de tres cuerpos restringido circular
(PP3CRC) escrito en variables resonantes y promediado respecto de los términos de corto
periodo, es un problema de un grado de libertad completamente integrable, atin cuando las
funciones S(t) y o(t) no puedan encontrarse analiticamente.

La accién M es una constante de movimiento, por lo que el semieje y la excenticidad se
encuentran acoplados. Esto quiere decir que una condicién inicial (ag, eg) se mueve en el plano
a — e sobre una curva de M constante, dada por la Ecuacién (4.45).

Una vez dadas las condiciones iniciales, los movimientos posibles sélo dependen del valor
de M:

1. M < M_:

»  Un tnico punto critico en el origen (centro).

" o: Circula en sentido horario.

22 M>M_y M < M,:
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e
w

excentricidad

L I R
2,55
semieje mayor [UA]

Figura 4.6: Plano representativo. En negro las curvas de M constante y en rojo la separatriz
del problema circular.

» El punto critico en el origen bifurca en dos centros (0, £ y;), volviéndose un punto

hiperbdlico.
» o: Libra alrededor de + g cerca de los puntos criticos (0, £ y1).

o: Circula en sentido horario para valores mayores o igual al valor del Hamilto-
niano en el origen.

3. MZM+I

» El punto critico en el origen bifurca en dos puntos hiperbélicos (+ x1,0), volviéndo

a ser un centro.
T
»  o: Libra alrededor de + 5 cerca de los puntos criticos (0, £ 1)

= ¢: Hay dos zonas de circulacién:

e Interna: sentido antihorario

e Externa: sentido horario
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4.2.5. Acciones y Frecuencias

Ahora queremos encontrar la transformacién candnica para pasar a las variables dngulo-
accién. Ya que este es un problema de un grado de libertad, como vimos en el capitulo 2, estas
variables estan dadas por el método de Henrard (1990 [73]):

1
J = 27r%Sdg

Jo = M
27
Y1 = ﬁt
Yo = v—p1,J1,J2), (4.71)

donde T} es el periodo asociado a o y p es una funcién periédica en ).

Asi el Hamiltoniano puede ser escrito como
F = Fy(J1, J2), (4.72)

y las frecuencias fundamentales son

dyy  OFy 2

d o, Ty

dys  OF, 1 [T oR,
2o 20y 4.
i oh T), om™ (4.73)

wp =
Wy =

La Figura 4.7 muestra las curvas de acciéon J; constante para la resonancia 3:1 en el plano
a — e, las cuales, como ya hemos mencionado, representan el drea de las 6rbitas en el plano
x —y. Estas curvas de accién constante, son practicamente horizontales fuera de la resonancia.
Se pegan a la separatriz y se vuelven verticales dentro de la resonancia.

4.3. Caso Eliptico

4.3.1. Ecuaciones de Movimiento

En el caso eliptico tenemos que e; # 0, por lo que el Hamiltoniano es

2

24 3n w1 48
F(S,M,o,v) = “GI-57 71(M -5)— a—iﬁ[fh + As cos(20)} +
—HL;lel %\/ﬁ]\j Az cos(o +v) + Ag cos(o — 1/)} , (4.74)

las ecuaciones de movimiento son

dsS . 8M1A5 S . 2/1161 \/§ . .

p v sin(20) o Vi [Ag sin(o +v) + Agsin(o 1/)]
dM 2u1e2 Ay 2urer VS . .
= _% sin(2v) — 1211 1 N [A3 sin(o + v) — Agsin(o — 1/)}
do 4#2 3ny 4/11 1

o _ A 0 M L T A L AL cos(20)] —

dt ar—s5p " alM[ 1+ A cos( ")}

Hi1€e1 1
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Figura 4.7: Curvas de nivel de acciones constantes.

dv 4u2 3ny  4dpy S
& T i-sp 2 T Ar+ A cos(20)] +
Hi1eq \/E
+ PRSYELE Ascos(o +v) + Ag COS(O’—V):|. (4.75)

4.3.2. Puntos de Equilibrio

El sistema de ecuaciones para encontrar los puntos de equilibrio surge anulando las deriva-
das

A 2
0 — 8 5£sin(2a) piel \F
al M a1 M

2p1e3 A7 2urer VS

|:A3 sin(o + v) + Agsin(o — 1/)]

_ _71 . . o
0 = o sin(2v) — i |:A3 sin(o + v) — Agsin(o V)}
_ 42 3n1 4 1
0 = — EGE S) + 5 o 31 {Al + As cos(2a)} -
_Aa |:A3 cos(o + v) + Ag cos(o — V)}
al \F\/
_ 4,&2 3n1 4#1 S
0 = m 7 + — a1 M2 |:A1 + A5 COS(QO')]
pier V'S
+ PRSYELE [Ag cos(o +v) + Agcos(o — 1/)} . (4.76)

En el caso en el que S = 0, entonces S = 0 y o no esta definido, por lo que el sistema queda
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reducido a

0 = e Arsin(2v)

4p?  3ng
= —— - — 4.
0o = -1 (4.77)
las soluciones son
S 0 o ned
M |=1& ;| v =| 0,7/2,m,37/2 |, (4.78)
P 0 o, ned

o\ 1/3
donde £ = (iZ) .
1

Para encontrar los demds puntos de equilibrio definimos la variable auxiliar p = v/S Jeiv M

y las funciones
4 3m
(M —S)3 2

H(S,M,o,v) = 4p* [Al + As cos(20)} + p[Ag cos(o + v) + Ag cos(o — 1/)] . (4.79)

G(S,M) =

Sacando factor comun de las constantes, obtenemos el sistema de ecuaciones
0 = 4Aspsin(20) + [Ag sin(o + v) + Agsin(o — 1/)}

0 = Arsin(2v)+ p[Ag sin(o + v) — Agsin(o — 1/)}

0 = —G(S,M) - “16%11(5 M,o,v)
- ) alM ) ) )
N1€2
0 = G(S,M)+ - SlH(S, M,o,v), (4.80)
1

donde S # 0 (x # 0). Si nos enfocamos en el sistema reducido

o)== asn)

2
Hn1e s . .y o . .
1 £ 0, éste tiene solucién trivial siempre que la matriz A sea
a
invertible. Ya que su determinante es

donde la constante k =

M- S)

_ Al
det A =~ 22 0, (4.82)

las funciones G 'y H deben anularse simultaneamente para satisfacer las dos iltimas Ecuaciones
de (4.80).

Usando que G = 0, obtenemos las acciones S y M en funcién de la variable auxiliar x

e2p
S = ¢
1—6%;)
b

1—e%p ’

M = (4.83)
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por lo que finalmente obtenemos el sistema de ecuaciones
0 = Aspsin(20) + [A3 sin(o + v) + Ag sin(o — V)]
0 = Arsin(2v)+p |:A3 sin(o + v) — Agsin(o — 1/)}
0 = p [/_11 + As cos(2a)] + [Ag cos(o 4+ v) + Ag cos(o — V)} ) (4.84)

redefiniendo A; = 4A;. Las incégnitas ahora son (z,0,v).

Es facil de ver que las tnicas soluciones sobre los ejes x = vV2Scoso, y = vV2Ssino,
u=+v2Mcosvyuv= V/2M sin v son

Sy — etp1
S YT 12 o 0 T
M | = My = 1 7 = 0 , T
P 1—€2p o ned ned
g, — 1P
S 1—e2py o /2 3m/2
M | = My — 1 il v = x/2 |,| 37/2 |, (4.85)
P 1—e2py o ned ned
0
— (A3 + Ap) —(A3 — Ap)
donde py = 4(A1 + As) P2 = 4(A; — A5) ’

Para demostrar que estos son los tinicos puntos de equilibrio usaremos las dos primeras
Ecuaciones de (4.84). Usando las identidades trigonométricas de la suma y resta del seno, y
definiendo las constantes C'y = Az 4+ Ag, podemos reescribirlas como

0 = 2Aspsinocoso + Cysinocosv + C_ cososiny

0 = 2Azsinvcosv+ p|C_sinocosv + C4 cososin u} . (4.86)
Despejando p de las dos ecuaciones e igualandolas obtenemos
4AsArsinocososinvcosy = C_Cy| sin? o cos? v + cos? o sin? V] +

+(C2 + C?%)sino cos o sin v cos v. (4.87)

Si pasamos dividiendo sin o cos o sin v cos v podemos llegar a la ecuacién
M:5:q2+p27 (4.88)

Cc_Cy qp

donde C? = C? +C?, ¢ = tano, p = tanv y § ~ 1.3 es una constante que obtenemos
usando los coeficientes Ay definidos en (4.30). Completando cuadrados finalmente llegamos a

la expresién
2 2
4 —
0= (q— 5p> + h ¢ (4.89)

2 4
2

Ya que la cantidad ~ 0.57 > 0, la tnica forma de satisfacer esta ecuacién es la soluciéon

trivial ¢ = p = 0, esto significa o, v = {0, 7}, lo cual es un absurdo pues buscdbamos soluciones
fuera de los ejes. Esto significa que los tinicos puntos de equilibrio yacen sobre los ejes coorde-
nados.
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4.4. Indicadores de Caos

Los indicadores de caos son una herramienta muy importante a la hora de estudiar un
sistema dindamico. En esta seccién presentaremos algunos de los indicadores mas populares y
utilizados en el area de la mecdnica celeste, como el exponente de Lyapunov y el MEGNO.
Ademas mostraremos su aplicacién al problema de tres cuerpos restringido eliptico simulando
una grilla de asteroides ficticios en la vecindad de la RMMJ 3:1.

4.4.1. Exponentes Caracteristicos de Lyapunov

Deseamos estudiar la evolucién temporal de 6rbitas vecinas en un sistema cualquiera. Para
esto pensemos en un sistema dindmico cualquiera, definido por

i = f(x), (4.90)

donde z, f(z) € RN y i es su derivada respecto del tiempo. Sea x(t) la solucién de dicho
sistema con condicién inicial x(tg) = g, y Z(t) la solucién de una condicién inicial infinitesi-
malmente cercana Z(tg) = xo + Axo.

Usando la Ecuaciéon (4.90) para la segunda érbita

= f(2), (4.91)

y expandiendo f en series de Taylor alrededor de z(t) tenemos

xT

i+ Ax = f(z+ Az) = f(z) + Do f(x) (t)AaH—---, (4.92)

donde D, f es la matriz Jacobiana, la cual es una matriz N x N. Ya que & = f(z), reemplazamos
en el primer término y lo anulamos con el del lado derecho. Por dltimo, despreciando los
términos cuadraticos en adelante de la expansion, obtenemos

Az = D, f(x) x(t)A:c. (4.93)

Si definimos la distancia d(t) € RY como
d(t, a0, Aao) = || () — w(2)]] (4.94)
entonces la Ecuacién (4.93) puede escribirse como
d=Jd, (4.95)

donde J = D, f(z) "

En principio, podemos obtener una solucién completa integrando la trayectoria y resolvien-
do simultaneamente el sistema

& = f(z)
d = Jd, (4.96)

con las condiciones iniciales z(tg) = zo y d(to,xo) = dp.
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Finalmente definimos la razén de divergencia exponencial media de trayectorias cercanas
como

o(ee) = lm Lip MBIy 1y [AOI (4.97)
oo b lld(tos@o)ll ot [ldol]
do—0 do—0

Es posible mostrar que o siempre existe, es finito y ademds que no depende de la métrica
elegida. A o se lo suele llamar nidmero caracteristico de Lyapunov.

Si una 6rbita es regular, es posible demostrar que la distancia crece en forma lineal con el
tiempo ||d(t)]|/||do|| = t, por lo que o — 0. Si el movimiento es caético, en cambio tendremos

que la distancia crece exponencialmente ||d(t)||/||do|| = e, por lo que o — X > 0.

Si definimos la cantidad

(4.98)

entonces una orbita regular (¢ — 0) produce una recta lineal con pendiente negativa en el
plano (In~(¢),Int). Por otro lado, mientras que para una érbita cadtica tenemos (y — o # 0),
por lo que para un tiempo ¢t >> 1, Iny — Ino = In A. La Figura 4.8 muestra esquematicamente
dos condiciones iniciales distintas, una regular y otra cadtica. El tiempo t;, = 1/0 es llamado
el tiempo caracteristico de Lyapunov, y es el tiempo que demora en manifestarse el caos. Para
tiempos menores, la érbita parece regular.

El problema con este método, es que no podemos asegurar que una érbita sea realmente
regular. Solo podemos decir que es regular hasta el tiempo integrado (si es que no se mani-
fest6 la componente caética).

In t

Figura 4.8: Exponente de Lyapunov. La curva roja representa una orbita regular y la curva
azul a una orbita cadtica, A es el exponente caracteristico y 1, es el tiempo de Lyapunov.
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Para aplicar este método a la resonancia 3:1, tomamos una grilla de 104 de asteroides ficti-
cios en el plano a—e, con condiciones iniciales a € [2.47,2.53] UA, e € [0.0,0.5],i =M =Q =0
y w = 7 (semieje, excentricidad, inclinacién, anomalia media, longitud del nodo ascendente
y argumento de pericentro respectivamente) para los asteroides y a; = 5.2 UA, e; = 0.048,
i1 =My, =Q =0y w; = 7 para Jupiter. Estas particulas fueron integradas por 10° afos.

excentricidad

0
2

47 2.48 2.4 25 2.51 2.52 2.53

semieje mayor [UA]

Figura 4.9: Exponente de Lyapunov. Regiones regulares y estables en la RMMJ 3:1. Las regiones
oscuras corresponde a Orbitas regulares mientras que las claras son cadticas.

La Figura 4.9 muestra los resultados. En escala de grises tenemos In~y al tiempo final de
integracion, por lo que las regiones mas oscuras son las mas regulares, mientras que las regiones
claras son regiones caéticas.

Podemos observar que la resonancia exacta es cadtica a bajas excentricidades y regular
para e > 0.2. También podemos apreciar el caos asociado a las ramas de la separatriz en las
regiones claras externas. Ademds podemos ver dos conjuntos de regiones cadticas casi simétri-
cas respecto de la resonancia exacta. La regiones mds internas, y mas claras, y unas regiones
menos cadtica que se observan a altas excentricidades, las cuales probablemente se deban a
resonancias secundarias o seculares dentro de la zona de libracién.

4.4.2. M.E.G.N.O. ("Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits”)

La deteccién de caos con el exponente de Lyapunov presenta dos dificultades. La primera
es el costo computacional que lleva el cdlculo de dicha magnitud. La segunda es la falta de
informacién sobre la érbita regular. Esto puede resolverse introduciendo el indicador MEGNO
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(Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits), desarrollado por Cincotta et al., (2000
[74]).

La Ecuacién (4.97) puede reescribirse como

Tl d
o= lim / —dt = , 4.99
T—oo T Jo ||d]| d ( )

la cual es la forma integral. Para distinguir un comportamiento casi periédico de uno regular
se agrega un factor de amplificacién para intentar separar las componentes del movimiento,

por lo que tendremos
d / " 1) (4.100)
ld(?) '
donde Y es el pardmetro MEGNO. Si la érbita es regular (I|d(t)|| = do(1 + Art)) tenemos que

In(1 + A7)
T

Y(z,) =2 [1 - (4.101)

por lo que si T — o0, entonces Y, — 2. En general érbitas casi regulares tienen ademads una
componente u(t) oscilatoria (||d(t)|| = do(1 + At + u(t))), por lo que Y oscilara alrededor de 2

En contraposicion, si la érbita es cadtica (||d(t)|| = doe*e!) tenemos que
Y (z:) = AT. (4.102)

La integral no tiene limite formal si 7' — oo, aunque tenemos que se aproxima a una recta
con pendiente A.. Si ademas agregamos una componente oscilatoria, tendremos oscilaciones
alrededor de la recta. Esto implica que orbitas cadticas estaran representadas por valores de
Y crecientes con el tiempo.

Para poder tener un valor asintético, tomamos el promedio del MEGNO, ésto es

_ 1 [T
:T/ Ydt, (4.103)
0

de esta forma tendremos una ley asintdtica para cada caso

— 2
}/7,, = —)0

e [EalT o

_ T

Y, = — Ae. (4.104)
Una ventaja de esto es que Y; = Y;/T converge mucho més rapido que InT/T, por lo que separa
mucho mas rapidamente la componente regular de lo que lo hace el exponente de Lyapunov.

Como para el caso anterior, aplicamos el método a la resonancia 3:1 para las mismas condi-
ciones iniciales. La Figura 4.10 muestra los resultados obtenidos. Al igual que con el exponente
de Lyapunov, observamos que fuera de la resonancia las érbitas son regulares. Dentro también
tenemos Orbitas casi periddicas alrededor de la resonancia exacta para excentricidades mayores
a 0.2 y érbitas cadticas para excentricidades menores. Por otro lado, la regién caética asociada
a la separatriz es mucho mas extensa que la vista en la Figura 4.9. Esta cubre practicamente
toda la resonancia, incluyendo las regiones més claras observadas en dicho grafico, sin embar-
go, podemos apreciar dos regiones de orbitas casi periddicas, las cuales habiamos asociado a
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excentricidad

247 248 2.49 25 251 252 253

semieje mayor [UA]

Figura 4.10: MEGNO promediado. Regiones regulares y estables en la RMMJ 3:1. Los puntos
negros son 6rbitas periddicas (Y € [0.0,0.1)), las regiones grises corresponden a 6rbitas casi pe-
riédicas (Y € (0.1,1.9)), las regiones blancas corresponden a érbitas regulares (Y € [1.9,2.05])
y las regiones rojas a 6rbitas cadticas (Y > 2.05).

resonancias secundarias o seculares dentro de la zona de libracion.

Como podemos observar, la estructura en “V” béasica de la resonancia 3:1 se encuentra
dada por el problema circular. Esta serd de gran importancia mas adelante, ya que nos permi-
tird elegir condiciones iniciales lo mas cercanas posibles a dicha resonancia. Cuando pasamos
al problema eliptico, seguimos observando la misma estructura en V, sélo que el ancho de la
separatriz varia un poco (basta comparar la Figura 4.6 con las Figuras 4.9 y 4.10). Las prin-
cipales diferencias entre d&mbos problemas radican en las complejas estructuras que podemos
observar dentro de la resonancia misma (caso eliptico), las cuales se corresponden a resonancias
seculares y secundarias, ademaés de la aparicién de regiones correspondientes a érbitas cadticas.
Este comportamiento se debe a que el problema no es més integrable, ya que posee un grado
de libertad mas que el caso circular. Un tratamiento apropiado, el cual puede resultar mucho
mas extenso y complicado que el expuesto en este texto, escapa a los objetivos del trabajo.
Sin embargo, como veremos mas adelante, es importante de tener presente dicha estructura si
se prentende analizar ciertos aspectos y caracteristicas de los cruces a través de la resonancia
3:1, ya que las resonancias seculares pueden jugar un rol muy importante en los tiempos ca-
racteristicos de cruces para algunos asteroides con excentricidades bajas y migraciones lentas
(o adiabéticas).



Capitulo 5

Simulaciones Numéricas

5.1. El Efecto Yarkovsky

Ivan Osipovich Yarkovsky (1844-1902), era un ingeniero civil que trabajaba en problemas
cientificos en sus tiempos libres. Fué el primero que propuso el efecto que hoy en dia lleva su
nombre. A mediados del ano 1901, Yarkovsky escribié un panfleto donde notaba que el calen-
tamiento diurno de un objeto rotante en el espacio experimentaria una fuerza que, aunque sea
pequena, podria causar una variacién secular en la érbita apreciable.

El astrénomo Ernst J. Opik (1893-1985), leyé el panfleto de Yarkovsky, propuso su posible
importancia en el movimiento de los asteroides y meteoritos en el Sistema Solar (Opik, 1951
[75]). Sin ningtn calculo preciso, Opik presenté una estimacién bésica de la magnitud del efec-
to, la cual resulta satisfactoria hasta hoy en dia. Radzievskii (1952 [76]) desarroll6 el primer
modelo matematico detallado del efecto térmico para un objeto esférico.

Una descripcién matematica mas actual puede encontrarse en los trabajos de Rubincam
(1995 [77] y 1998 [78]), Vokrouhlicky (1998a [79], 1998b [80] y 1999 [81]), Vokrouhlicky y Farine-
lla (1998 [82] y 1999 [83]), Bottke et al. (2000 [84]) y Spitale y Greenberg (2001 [85] y 2002 [86]).

5.1.1. Descripcién del Fenémeno

Los cuerpos del Sistema Solar absorven una parte de la luz que les llega del Sol, princi-
palmente en la regién del visible y reemiten en forma anisotrépica esta energia en forma de
radiacion térmica. Es un fenémeno no conservativo producido por el tiempo o retardo que di-
cha reemision requiere, por una parte, y a la rotacién del objeto por la otra, que se manifiesta
como una fuerza neta que intenta modificar la orbita. Este efecto es irrelevante en asteroides
con didmetros menores a 1 cm y despreciable en objetos con mas de 20 km de didmetro, al
menos en escalas de tiempo de 108 — 10° aos

En el efecto Yarkovsky existen dos componentes que actian en forma simultdnea: una com-
ponente diurna y una anual. La componente diurna depende de la velocidad de rotacién, de
su oblicuidad y de la distribucion longitudinal de temperatura en la superficie. Para entender
el efecto diurno pensamos en la distribucién de temperatura sobre la superficie de la Tierra
a lo largo del dia. Las maximas temperaturas no ocurren al mediodia, sino que ocurren entre
las 2 y 3 de la tarde (hora solar). Esto se debe a que la conductividad térmica es finita, por
lo que, entre el momento en el que incide la luz y su respectiva reemisién térmica, transcurre
una cierta cantidad de tiempo en la cual la Tierra rota un angulo respecto de la direcciéon al

69
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Sol. Por esta razon la direccién de maxima reemision no serd igual que la direccién de inciden-
cia original, produciendo un torque que modifica la orbita. La componente diurna es mayor
cuando el eje de rotacion es perpendicular al plano orbital y es nula cuando es paralelo, en
primera aproximacién, ya que nunca lo es totalmente cuando la excentricidad es distinta de
cero. Ademds produce que el semieje mayor del cuerpo aumente o disminuya, dependiendo si
su rotacién es prégrada o retrograda, respectivamente.

Por otro lado, el efecto anual depende del movimiento de traslacién alrededor del Sol y de
la distribucién latitudinal de temperatura en la superficie. Para comprender el efecto anual
pensemos que en el hemisferio sur, el solsticio de verano ocurre en diciembre, sin embargo los
meses de més calor son enero y febrero. Contrariamente a la componente diurna, la compo-
nente anual es méxima cuando el eje de rotacién es paralelo al plano orbital y minima (nula
en primera aproximacion) cuando son perpendiculares. Este efecto siempre produce una dis-
minucién del semieje. Ambos efectos se encuentran diagramados en la Figura 5.1.

Figura 5.1: (a) El efecto Yarkovsky diurno: Un cuerpo gira sobre su eje de rotacién tal que este
es perpendicular al plano orbital. En este caso la rotacién prégrada produce un aumento en el
semieje. (b) El efecto Yarkovsky anual: El eje de rotacién se encuentra paralelo al plano orbital.
El calentamiento de los hemisferios, sobre todo en los puntos A y C, seguidos del respectivo
atraso en la reemisién térmica, la cual ocurre en los puntos B y D. La componente transversal de
la fuerza siempre es opuesta a la velocidad orbital, por lo que causa una disminucién constante
del semieje del asteroide (Bottke et al. 2003 [43]).

5.1.2. Modelo Matematico

El modelado del efecto Yarkovsky requiere basicamente de dos etapas:
1. La determinacién de la distribucién superficial de temperatura.
2. La evaluacién de la fuerza de retroceso debida a la reemisién térmica.

Para determinar la distribucién superficial de temperatura necesitamos resolver la ecuacién

de difusion de calor
oT

V- (KVT) = pCyo

(5.1)
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con la condicién de contorno

af = K(VT) -ny +eoT?, (5.2)

donde T es la temperatura, K es la conductividad térmica del material en la superficie, C,
es el calor especifico del material a presién constante, p es la densidad del material, € es la
emisividad térmica de la superficie, o es la constante de Stefan-Boltzmann y @ = 1 — A donde
A es el albedo superficial. La Ecuacién de contorno (5.2) se refiere a la conservacién de la
energia en un elemento de superficie normal al vector n . En esta ecuacion £ es el flujo de
radiacion solar incidente de un elemento de superficie, por lo que el término «& representa la
fraccion de energia absorbida por el elemento. El primer término de la derecha constituye la
energia difundida hacia capas més profundas y el segundo término es la energia reemitida por
el elemento asumiendo que la superficie irradia como un cuerpo negro. Una vez que conocemos
la funcién ¢ y los pardametros fisicos del material en la superficie (K, Cy, p), las Ecuaciones
(5.1) y (5.2) pueden ser resueltas en forma analitica (asumiendo el modelo lineal y esférico) o
en forma numérica.

Para evaluar la fuerza de Yarkovsky debida a la reemisiéon térmica, utilizamos la ley de
Lambert, la cual nos dice que cualquier elemento de superficie ds de un cuerpo radiante,
genera una fuerza df

df = —= n,ds, (5.3)
me

donde m es la masa del objeto y c es la velocidad de la luz. La fuerza es obtenida conociendo la
distribucién T'(s) e integrando sobre toda la superficie. Adoptando un sistema de coordenadas
local, con el eje z alineado con el eje de rotacion del cuerpo, es posible descomponer esta fuerza
en dos componentes: una vinculada con la distribucién de temperatura en el sentido longitu-
dinal la cual dependera de la frecuencia de rotacion w, y otra a la distribucion de temperatura
latitudinal, la cual dependerd de la frecuencia de traslacion n. Estas componentes dan origen
a la componente diurna y a la anual.

Asumiendo la simetria esférica, es posible expandir la solucién en término de los arménicos
esféricos, por lo que la variacién del semieje puede ser escrita como

2
(da) _ Bamheo F,(R',0)cos(e) + O(e)
diurno

dt 9 nmc

da da TR?g

& S0 Fu( R, ©) sin’ 4
( dt ) anual 9 nme (R ! @) S (6) + O(e)? (5 )

donde € es la oblicuidad del eje de rotacién, la funcién F,(R’,©) depende del radio del cuerpo
R', normalizado por la profundidad de penetracién térmica [, = \/K/pCpv y del pardmetro
térmico © = (\/KpCpv)/eoT?, ambos definidos para la frecuencia v = w para el caso diurno
y v =n para el caso anual (Vokrouhlick, 1998a [79] y 1998b [80]).

Para incorporar el efecto Yarkovsky en las simulaciones solo hay que adicionar el término
no conservativo a las ecuaciones de movimiento de tal forma que este produzca una variacion
del semieje, la cual debe ser impuesta de antemano. Para encontrar la expresién de esta fuer-
za, partimos de la primera ecuacién de Gauss, que relaciona la variacién del semieje con la
componente radial £ y transversal S de la fuerza aplicada

da 2

& = o [sesin )+ sg , (5.5)
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donde p = a(1—e?), r es la distancia heliocéntrica, n es el movimiento medio y f es la anomalia
verdadera.

Asumiendo una érbita circular, podemos simplificar esta ecuacién

da 2

— = =9, 5.6

dt n (5:6)
siendo S la fuerza tangencial a la érbita en este caso. Teniendo en cuenta que la velocidad en
una orbita circular es

M
v = GT = na, (5.7)

donde G es la constante de gravitacion universal y M la masa del Sol. Entonces la fuerza que
provoca una variacion predeterminada del semieje es

GM (da v
Fy=—2 (%) 2. .
YT g2 <dt>yv2 (58)

Por dltimo, de acuerdo con la teorfa analitica (Vokrouhlicky 1999 [81]), la tasa de migracién
causada por el efecto diurno, asumiendo parametros fisicos y térmicos tipicos del basalto y un
albedo de 0.4, puede ser aproximada por

da 2.5 km UA

— =10 Ycose — 5.9

dt D ano’ (5:9)
donde D es el didmetro del asteroide en km y € la oblicuidad del eje de rotacién respecto al
plano del movimiento. Si cose > 0 el asteroide se alejara del Sol, mientras que si cose < 0,
este se acercara. Estamos interesados en estudiar migracién convergente en la vecindad de la
RMMJ 3:1, por lo que asumimos cos e = 0 para maximizar el efecto.

5.2. Evolucién Orbital de Asteroides por el Efecto Yarkovsky

Para estudiar la evolucion orbital de asteroides bajo el efecto Yarkovsky, haremos uso de
un integrador de N cuerpos. Para esto tomaremos dos asteroides ficticios de masa despreciables
con una tasa de migracién arbitraria @y = 2.5 x 107% UA /afio y condiciones iniciales a = 2.47
UA, 0 = 0 y Aw = 0. Para la excentricidad inicial, un asteroide tendrd e = 0.1 (asteroide
nimero 1) y el otro e = 0.15 (asteroide ntimero 2). Estos objetos fueron simulados con un
integrador Bulirsch Stoer de precisién de 107!, por un tiempo T = 10° afios. Las condiciones
iniciales para Jupiter son a; = 5.204525 UA, e; = A\ = w; = 0 (problema circular).

La Figura 5.2 presenta los resultados de dicha simulacion. El grafico de arriba y el del medio
muestran el semieje y la excentricidad osculadoras en funcién del tiempo respectivamente, con
tiempos de salidas cada 10 afios. Las curvas azules representan al asteroide 1, mientras que
las rojas al asteroide ntmero 2. El gréfico inferior muestra la evolucién en el plano (a — e),
donde los asteroides comienzan en semiejes pequenos y migran hacia la rama izquierda de la
separatriz (lineas negras).

Un asteroide que no sufre migracién, oscila en el plano (a — e) a lo largo de una curva de
M constante. En cuanto agregamos el efecto Yarkovsky, aparece una componente secular en
el semieje, cuya pendiente es justamente el valor de @y = 2.7 x 107 UA/afio, mientras que
el valor medio de la excentricidad permanece constante. El asteroide 1 llega a la separatriz en
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aproximadamente 75000 anos, hace apenas un par de oscilaciones alrededor de la resonancia
exacta y luego sale de ella con una excentricidad menor. Esto lo podemos entender con las
curvas de M constantes. Ya que el salto ocurre casi instantdneamente, M permanece practi-
camente constante a lo largo del cruce. Ya que la evolucién del asteroide es a través de dicha
curva, a menos de los términos de corto periodo, debe salir necesariamente con excentricidad

menor, por lo tanto la resonancia circulariza las érbitas de los para asteroides que logran cru-
zarla.

En cambio, el asteroide nimero 2 es capturado por la resonancia. Una vez alli, el efecto

Yarkovsky induce un incremento en la excentricidad, manteniendo oscilaciones alrededor de la
resonancia exacta.
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Figura 5.2: ay = 2.7 x 107 UA/afo. Arriba: semieje en funcién del tiempo. Medio: excen-
tricidad en funcién del tiempo. Abajo: evolucién del asteroide en el plano a — e osculador. En
negro y en verde la separatriz y la posicién exacta de la resonancia 3:1
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Si ahora a estos mismos asteroides fiticios los hacemos migrar con una tasa de migracion
més lenta ay = 2.7 10~7 UA /aiio, el tiempo que le lleva llegar a la resonancia aumenta en un
orden de magnitud. Lo curioso es que la particula que en la primera simulacion era capturada
ahora logra saltar la resonancia, mientras que la que saltaba, con la nueva tasa de migracién
es ahora capturada. Lo importante es que la evolucién de estos asteroides siguen teniendo la
misma geometria: empiezan oscilando sobre curvas de M constante mientras que este valor va
cambiando lentamente. Una vez en la resonancia, los objetos que son capturados sufren una
excitacion secular en la excentricidad, mientras que los objetos que logran cruzar la resonancia
lo hacen practicamente en forma instantanea y su evolucion siguiente es la misma que antes
del salto pero a una excentricidad menor. Esto lo podemos observar en la Figura 5.3.
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Figura 5.3: ay = 2.7 x 1077 UA/afo. Arriba: semieje en funcién del tiempo. Medio: excen-
tricidad en funcién del tiempo. Abajo: evolucién del asteroide en el plano a — e osculador. En
negro y en verde la separatriz y la posicién exacta de la resonancia 3:1
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5.3. Pasajes por la Resonancia 3/1: Cruces y Capturas

En la seccién anterior vimos que los asteroides capturados mostraban un aumento secu-
lar en sus excentricidades, mientras que los que lograban saltar la resonancia circularizaban
sus 6rbitas. Ademads observamos que una misma condicién inicial podia ser capturada o podia
saltar solo con cambiar la tasa de migracion. Para intentar tener una mirada mas global del pro-
blema, realizamos simulaciones con una mayor cantidad de particulas para varios valores de ay .

Las condiciones iniciales para los asteroides se eligieron de modo tal que éstos quedaran
sobre una recta paralela y cercana a la rama izquierda de la separatriz (Figura 5.4) del proble-
ma circular, la cual fué calculada en el Capitulo 4. Los valores iniciales para los angulos son
20 = 7y Aw = 0, mientras que los valores utilizados para ay se encuentran en la Tabla 5.1
junto el tiempo total de integracién ¢y en anos y la cantidad de asteroides utilizados.

0,5 —

04}

excentricidad
T

0,1+

2,46 2,48 2.5 2,52 2,54
semieje mayor [UA]

Figura 5.4: Las condiciones iniciales en el plano representativo de color rojo, la separatriz de
negro y la resonancia exacta de verde.

Para las cuatro migraciones mas rapidas se integraron 2500 asteroides ficticios, mientras
que para el resto sélo 1000. Las Figuras 5.5 - 5.7 muestran los resultados de dichas simulacio-
nes. Se graficaron las curvas de M constante de color negro y la separatriz de color rojo. Los
asteroides, en cambio, fueron pintados con un degrade de colores, por lo que una condicién
inicial, a la izquierda de la separatriz, le corresponde su posicion final del mismo color. El
tiempo total de integracién depende del valor de la tasa de migracién.

Por dltimo, para cada caso graficamos el semieje final en funcién de la excentricidad inicial
de cada asteroide y sus correspondientes probabilidades de capturas en funcion de la excentrici-
dad inicial. Para esto, diremos que un asteroide cruza la resonancia si su semieje final es mayor
que un semieje critico. Este valor depende de cada caso ya que los tiempos de integracién no
son los mismos para cada uno, pero en general a. = 2.55 UA. Asi, los asteroides capturados
son representados de color rojo, mientras que los de color azul son aquellos que logran cruzar
la resonancia.

Para encontrar la probabilidad de captura tomamos una particiéon de la excentricidad ini-
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ay [UA/ano] Didmetro [m] ¢ [afio]

2.7 x 10~* 0.001 2.5 x 103
14 x 1074 0.002 4.0 x 103
2.7 x 107° 0.01 1.5 x 10*
1.4 x107° 0.02 2.4 x 10*
2.7 x 107 0.1 1.2 x 10°
1.4 x 1076 0.2 1.0 x 108
2.7 x 1077 1.0 2.0 x 108
1.4 x 1077 2.0 4.0 x 109
2.7 x 1078 10.0 9.0 x 108

Cuadro 5.1: Tasas de migracién, didmetros asociados (asumiendo material baséltico) y tiempo
total de integracién utilizados.

cial, tal que eg = 0.0, €1, €3, ...,p—1, €, = 0.4. Tomando un intervalo (e;,e;+1), contamos la
cantidad de asteroides n.qp que son capturados y la cantidad n, total de asteroides, entonces
la probabilidad de captura esta dada por Pegp(e)) = Neap/Niot, donde e = (e; + €;41)/2, es el
centro de dicho intervalo. El tamano de la particion depende de cada caso, y se tomé como
referencia el valor /n. Esto se muestra en las Figuras 5.8 - 5.10.

Para valores de Yarkovsky altos (las primeras Figuras en 5.5 y 5.8) tenemos una tnica ven-
tana donde pueden ocurrir las capturas. Esta ventana estd bien definida y no contiene huecos,
para ésto pintamos con un degrade de colores las condiciones iniciales, ya que a la posicién
inicial y final de un mismo asteroide, le corresponde un mismo color. A medida que dismi-
nuimos la tasa de migracién el ancho de la ventana disminuye junto al valor de excentricidad
correspondiente a su centro e.. Para algiin valor critico aparece una segunda ventana de ancho
mas pequeno y e, mas grande. Estas seguirdn disminuyendo de tamano y e. a medida que
disminuya la tasa de migracion, asi como seguiran apareciendo nuevas ventanas, pero siempre
por excentricidades altas y con anchos més pequenos. Para valores atin mas chicos, existe una
excentricidad maxima e,,, para la cudl todas las érbitas son capturadas (Figuras 5.7 y 5.10).

Los graficos de probabilidad de captura muestran las ventanas bien definidas para las mi-
graciones mas rapidas, donde la probabilidad es 1. A medida que disminuimos ay, las ventanas
disminuyen de tamano hasta que éstas se hacen comparables con los bines usados. Ya veremos
que cuando esto ocurre, la estructura resultante es parecida a la encontrada por Gomes (1995
[52]) para el caso no adiabatico (més adelante se describird el concepto de lo que es una migra-
cién adiabdtica, pero por ahora solo diremos que es una migracién lenta), en el cual aparece un
maximo con probablilidad menor que 1. A medida que nos acercamos al caso de una migracion
adiabatica, ese maximo empieza a crecer y a desplazarse a excentricidades menores hasta llegar
a dicho caso, en el cual existe toda una regién, a bajas excentricidades, con probabilidad 1.
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Capitulo 6

El Mapa Algebraico

6.1. Introduccion

Los mapas algebraicos son una poderosa herramienta numérica para resolver sistemas
dindmicos. Su principal ventaja radica en la velocidad con la cual puede llevar a cabo una
integracion, pudiendo llegar a ser de algunos ordenes de magnitud més rapida que un integra-
dor niimerico de alto orden como por ejemplo el integrador Burlish-Stoer. Esto es fundamental
si se pretende realizar una serie numerosa de simulaciones para diferentes aproximaciones del
sistema fisico. Estos calculos, con un integrador N-cuerpos de alto orden, serian impracticables.

Las primeras integraciones numéricas del Sistema Solar con una escala de tiempo mayor
que 10° afios fueron obtenidas por Wisdom (1982 [21], 1983 [22]) utilizando un tipo de mapa
algebraico 100 veces més rapido que una integracién numérica comin de alto orden. Este tipo
de mapa basado en el mapa estandar de Chirikov-Taylor (Chirikov, 1979 [88]) le permitié a
Wisdom estudiar la regién correspondiente a la resonancia de movimientos medios 3:1 con
Jupiter y encontrar que un asteroide en dicha conmensurabilidad presenta un comportamiento
cadtico con incrementos repentinos en la excentricidad, convirtiéndose en un cruzador de la
orbita de los planetas internos.

A partir del trabajo de Wisdom, muchos problemas de la mecanica celeste han sido tratados
utilizando algin tipo de mapa algebraico. En particular Hadjidemetriou (1986 [89], 1991 [26]
y 1993 [28]) desarrollé un método para la construccién de un mapa algebraico. Dicho método,
como veremos mas adelante, considera un problema integrable con su correspondiente mapa
tipo twist sobre una superficie de secciéon adecuada. Luego, el mapa es perturbado para incluir
varias de las caracteristicas més importantes del sistema no integrable, como son los puntos
fijos con sus indices de estabilidad.

En éste capitulo repasaremos algunos conceptos bdsicos que nos permitiran introducir el
mapa de Hadjidemetriou, luego lo modificaremos para agregar la migracién por el efecto Yar-
kovsky y por iltimo incluiremos efectos seculares de los planetas sobre la orbita de Jupiter.
Este mapa nos permitird estudiar como ocurren las capturas y los cruces a través de la reso-
nancia, pues trabaja con el Hamiltoniano promediado para el cual tenemos bien definidos los
puntos de equilibrio, la separatriz, las acciones, etc.

83
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6.2. Mapas Algebraicos

Los sistemas dindamicos pueden agruparse en dos grandes grupos: sistemas continuos y
sistemas discretos. Los primeros se encuentran regidos por ecuaciones diferenciales. Dada las
condiciones iniciales, éstas nos describen la evolucién temporal del sistema por medio de fun-
ciones continuas.

Los sistemas dindmicos discretos, en cambio, estan definidos como mapas iterativos. Dada
una condicién inicial, el mapa devuelve la variable evolucionada a un tiempo discreto, que
serda tomada como condicién inicial para el siguiente paso. Si S un espacio métrico, un mapa
es una aplicacién M : S — S que traslada cada elemento de S en otro elemento del mismo
espacio. Cada momento del sistema se encuentra definido por el anterior y por la receta M

Tpt1 = M(zy). (6.1)

Esto es una idea visual de la sucesion {x1,x9,x3, 24, ..., %y, Tni1, ...} definida para una con-
dicién inicial zg. Hay que notar que la variable x puede ser un vector de dimensién arbitraria,
por lo que la funcién M también lo sera.

Algunas propiedades y definiciones:

= Se dice que un mapa es inversible si 3 M~! : § — S tal que Vz € S, entonces
MY M(z)) = z.

» Diremos que un mapa es simpléctico o candnico si preserva area. Dado A C S, Vol(A) =
Vol(M (A)).

» Un mapa se dice continuo si dado A C S compacto = M (A) también lo es.

6.2.1. Un Integrador Numérico Como Mapa

Primero comenzaremos por ver como los métodos tradicionales de integracién, como el
integrador de primer orden (o de Euler), pueden ser escritos como mapas algebraicos. Si con-
sideramos un sistema dindmico de 1 grado de libertad (g.l.), descrito por el Hamiltoniano F',
con momentos y coordenadas generalizados (p, ¢), entonces las ecuaciones de movimiento estéan
dadas por

dp oF
dt — 0Oq
dq or
T T 6.2
dt ap (6.2)
Un integrador numérico de primer orden se construye mediante la aproximacion
@ ~ % o p(tn-f—l) _p(tn) _ Pn+1 — Pn (6.3)

dt At tpyr —ty T
donde 7 = At es el paso de integracién. Haciendo lo mismo para ¢ y utilizando (6.2) obtenemos

oF
Pn+1 = pn‘i‘aiq(pna%b)T

oF
n - mn — & _ \Pny4n)7, A4
Int1 q 8p(p qn)T (6.4)
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el cual es un mapa, y dado que la solucién sélo depende del estado inmediatamente anterior,
entonces decimos que es un integrador de primer orden.

Se puede demostrar que este mapa no es simpléctico y que ademads, en cada iteracién, ob-
tendremos una solucién con un error O(72). Esto significa que el valor de F' no serd preservado
por el mapa y la precisién de (pp+1,¢n+1) va ir cambiando a medida que n — oo.

6.2.2. Simplectificacién del Mapa de Primer Orden

Para poder simplectificar el mapa (6.4), podemos pensarlo como una transformacién de
las coordenadas (pn,qn) — (Pn+1,qn+1)- Dado que el sistema es Hamiltoniano, una forma de
garantizar que el mapa sea simpléctico es exigir que la transformacién sea canénica. Para eso
introducimos la funcién generatriz B(pn+1,¢n), por lo que tendremos

_ o
Pn = dan
0B
n ) 6.5
dn+1 P ( )
por lo que sustituyendo en (6.4) tenemos
8B( ) 8F( )
o Pn+1,4n n+1 — 7 (Pn,qn)T
aqnpﬂq Pn+1 8npq
0B oF
o \Pn+1,4n = n — 57 Pn,qn)T- 6.6
- (Prt15Gn) e (Pn» qn) (6.6)

El primer término del lado derecho de la igualdad es simplemente la transformacion identidad
y no presenta problemas. Sin embargo el segundo término depende de p,, mientras que B
depende de py1.

Si cambiamos el mapa, redefiniendo el lado derecho para que éste sea funcién de los mo-
mentos nuevos, tendremos

0B ( ) oF ( )
a . ) - a. y T
YR Pn+1,4n Pn+1 e Pn+1;4n
0B oF
’ - , , 6.7
ot (Pn+1, n) W o (Pn+1,n)T (6.7)
por lo que la funcién generatriz queda de la forma
B(pn-i-b C_In) = Pn+14n — H(pn-i-l’ qn)T7 (68)
y el mapa finalmente es
oF
Pn+1 = Pn+ T%(p”+1’ qn)T
OF
n+1 = (4n — r(pn-‘rlv Qn)T' (69)
Prn+1

Dado cualquier mapa obtenido via un integrador numérico de primer orden, por mas im-
preciso que sea, siempre podemos convertirlo en un mapa simpléctico cambiando p, por pp41
en las derivadas del Hamiltoniano. Esto es lo que llamamos un integrador simpléctico.
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Este es un ejemplo de lo que se conoce como un esquema implicito para obtener de un
integrador simpléctico, ya que debemos resolver la ecuacién implicita proveniente de la trans-
formacién canénica de Jacobi. También existen esquemas implicitos basados en series de Lie.

Casi todos los integradores numéricos modernos (atin de alto orden) usados en la mecani-
ca celeste (como puede ser el SWIFT, el MERCURY, etc) son de este tipo, donde se realiza
un cambio en las ecuaciones de movimiento de forma tal de garantizar la conservacién de la
energia total del sistema.

Sin embargo este método tiene sus puntos en contra:

= Para mapas basados en transformaciones canénicas implicitas, ya que el lado derecho de
las ecuaciones ahora dependen de los momentos nuevos, debemos resolver las ecuaciones
en forma iterativa.

= Que la energia se conserve no significa que el mapa conserve otras posibles integrales de
movimiento.

= El problema més importante: El Hamiltoniano que es conservado por el mapa no es el
Hamiltoniano original del sistema. Por construccién el mapa preserva F(pp41,¢n) y 1no
F(pn, qn). Es posible demostrar que en un integrador de orden N se cumple que

F(pn—i—l, QTL) = F(pna Qn) + AFy (610)

con

AF = AF(pp, gu;: ™), (6.11)

por lo que si bien la energia que preserva el mapa no es la original, esta diferencia
serd més pequena cuanto més pequeno sea el paso de integraciéon o mas alto sea el orden
del integrador.

6.3. Mapas de Superficies de Seccién

Para un sistema de dimensén N, resulta muy ttil introducir una variedad N —1 dimensional
transversal al flujo originado por las ecuaciones de movimiento, conocidas como superficies de
seccion o superficies de Poincaré, de manera tal que la dindmica continua quede representada
en esta superficie de seccién por una dindmica discreta originada por todas las intersecciones
de la trayectorias de interes con ésta. Esto es lo que se conoce como mapa de Poincaré.

6.3.1. Mapa de un Hamiltoniano Integrable

Comenzaremos por el caso trivial para un sistema integrable. Por simplicidad considerare-
mos un sistema con 2 g.l., no obstante la extensién a N g.l. es automatica.

Un sistema dinamico de 2 g.1. integrable puede ser escrito en variables dngulo-accién como

F = F(J1,J2), (6.12)
cuya solucion es
J1 = cte
Jo = cte
01 = wit+ 0y

Oy = wot + Oy, (613)
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por lo que la solucién yace en un toro bidimensional 72. Las frecuencias de los dngulos estdn
dadas por la relacion

F
wi(J;) = gJi = cte. (6.14)
Ademads supondremos que el sistema es isécrono, por lo que
&ui
0. 6.15
97, # (6.15)

Ahora analizaremos el movimiento en una superficie de seccién fijando el valor de 65 = .
Este plano lo podemos escribir en coordenadas cartesianas @ = /2.J; cos(01) e y = /21 sin(6;).

\/2J;sin(®,)

1=

X, =+/2J,c0s(8,)

Figura 6.1: Evolucién de una érbita (curva azul) sobre un toro bidimensional y su interseccién
con la superficie de seccion X, definida para 0o = 9.

Si (x0,y0) es la posicién inicial y (x1,y1) es el siguiente cruce por la superficie de seccién.
i Cual es la relacién entre una y otra? Sabiendo que la variacion angular en 65 es de 27, entonces
el intervalo de tiempo en el cual transcurre es

2
At=" (6.16)
w2
asi que tendremos
011 = WAt + 619 = 27['% + 610. (6.17)
2
Definiendo w
a="2 =a(Jy, ), (6.18)
w2

finalmente obtenemos
011 = 27a + Oqp. (619)
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Por simplicidad omitimos el subindice 1, entonces los sucesivos cruces por la superficie de
seccion estara dado por el sistema

Jn—i—l = Jn
Ont1 = On+2ma(Jy,). (6.20)
Haciendo variar las condiciones iniciales, cada una correspondiente a un valor diferente de
J1, por lo que los valores de « serdan diferentes para cada orbita. Imaginando que « crece con

J, tendremos que las sucesivas aplicaciones del mapa tendran el efecto de torcer al conjunto
de condiciones iniciales. Esto es lo que en la literatura se conoce como mapa twist.

Para simplectificarlo, simplemente cambiamos «(J,,) por a(J,+1), como ya hemos visto
Jn+1 - Jn
0n+1 = Gn + 27T06(Jn+1). (621)

El mapa twist mapea circulos en circulos, solo que rotados en un dngulo «, el cual recibe el
nombre de ndmero de rotacion. Hay que notar que los puntos fijos se corresponden con Orbitas
periédicas del sistema original. Si tenemos k puntos fijos, tendremos una orbita k—periédica.
Esto ocurre si (Jp1k, Onti) = (Jn,0n) para todo valor n. Utilizando el mapa tenemos

Ontk = Onik—1+ 27
= Opik—2+ 2120
= 0, + 2rka, (6.22)

por lo tanto tendremos un punto fijo cuando

On+ k — On = 2rka = 277, (6.23)
y esto ocurre si tenemos _
w1 ]

= — == 6.24

== (6.24)

Luego tendremos 6rbitas periddicas y érbitas casi periddicas distribuidas densamente, con érbi-
tas periddicas relacionadas al nimero de rotacién racional (resonancias entre los dos grados de
libertad).

Por todo esto, las érbitas periddicas de periédo arbitrario son mucho més simples de de-
terminar en un mapa que en el sistema original.

6.3.2. Mapa de un Hamiltoniano Casi Integrable

Fl siguiente paso es complicar un poco las cosas y tomar el siguiente Hamiltoniano
F(Jl, JQ, 91, 92) = Fl(Jl, JQ) + EFQ(Jl, JQ, 91, 92) (6.25)

Nuevamente queremos construir un mapa de una superficie de seccién del plano (Jp,6;) con
0y = 0y fijo. Sin embargo, dada la presencia de €F1, entonces J; ya no serd mas una integral
de movimiento, por lo que nuestro mapa serd un mapa twist perturbado de la forma

Jn-‘rl = Jn + gf(Jn-i-l? an)
0n+1 = Hn + 27T(X(Jn+1) + Eg(Jn+1, Hn) (626)
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donde ef(Jp11,0,) es el salto en la accién y eg(Jy+1,6y) es la variacién en el desplazamiento
angular y ambas dependen de Fi. Para obtener las funciones f y g, o por lo menos una relacién
entre ellas, volvemos a nuestra funcién generatriz, la cual en este caso sera

B(Jn+1, Gn) = Jn+1, Gn + 27T06Jn+1 + €G(Jn+1, en), (627)

donde G(Jp41,0,) es una funcién proporcional a Fi(Jp41,6y). Los dos primeros términos de
la derecha son la funcién generatriz del mapa twist no perturbado. Ahora si relacionamos las
ecuaciones de la transformacion con el mapa, obtenemos

0G
J(Jny1,0n) = ~ 90,
oG
n »yvn . 2
9(Jny1,0n) Gy (6.28)

6.4. Construccion del Mapa Algebraico

El mapa de Hadjidemetriou (1986 [89], 1991 [26] y 1993 [28]) tiene una gran importancia
para el estudio que llevaremos a cabo. Este es un mapa tipo twist que trabaja con el Hamil-
toniano promediado del problema de tres cuerpos restringido en la cercania de una resonancia
de movimientos medios. Presenta la misma topologia, tanto cualitativamente como cuantitati-
vamente, que un mapa de Poincaré del sistema real. Esto significa que el mapa contiene todo
los puntos fijos, en sus posiciones. Ademds es construido de forma tal que sea simpléctico.

6.4.1. El Mapa de Hadjidemetriou

En el problema de tres cuerpos restringido en la vecindad de la resonancia de movimientos
medios 3:1 con Jupiter, vimos que el Hamiltoniano en variables dngulo-accion tiene la forma

F(J,0)=Fy(J)+eR(J,0) (6.29)
donde (J,0) = (S, M, P,o,v,0.) son la variables resonantes y R es la funcién perturbadora.
La funcion generatriz del mapa estara dada por
B(Jp41,6n) = Jny1 - 0 + 7F (Jpt1,60r), (6.30)

por lo que el mapa perturbado es

. aB . aF(Jn+1; on)
J, = TGH = Jnt1 + Ta—an
OB OF (i1, 0n)
= _ g, + 7\t On) 31
0,41 OTner 0,+T1 0Tt (6.31)

donde 7 = 27/n; ~ 11.86 afios, es el periodo del movimiento de Jupiter.

Este mapa fué utilizado por Hadjidimetriou en la década de 1990 para varios estudios de
resonancias de movimientos medios, mostrando ser muy eficaz. A continuacién mostraremos
como extenderlo a nuestro tema de interés.



CAPITULO 6. El Mapa Algebraico 90

6.4.2. Incorporacién del Efecto Yarkovsky

Como sabemos, el efecto Yarkovsky diurno causa una variacién secular del semieje mayor.
Esto puede expresarse matemédticamente como

a=ao+ ay, (6.32)

donde ag es la variaciéon del semieje en ausencia del efecto Yarkovsk ay es su variacion en
0 Y
presencia de dicho efecto.

Por otro lado, las acciones resonantes son funciones del semieje, la excentricidad e incli-
nacion (a, e, ), y pueden escribirse como J = ,/pa® (e, I). Si derivamos respecto del tiempo,
tendremos

I 01da 0Jde  0Jdl
dt Oda dt Oedt OI dt
ady | iy
dt 2a ’

(6.33)

donde el primer término de la derecha representa la variacién de la accién J en ausencia del
efecto Yarkovsky y el segundo término corresponde a la variacion que produce dicho efecto.
Dado que a = (M — P — S)?/4u, entonces podemos reescribir dicha correccién como

dJ d.]() QMdyJ
—_— =t — 6.34
dt dt (M —P—S5)% ( )
por lo que al introducirlo al mapa nos queda
0B oF 2MdYJn+1
Jn —=J, -
i 80n Taen * T(Mn—i-l - Pn+1 - Sn+1)2
0B OF
0, =0, 6.35
! 8Jn—i—l * TaJn+1 ( )

6.4.3. Variaciones Seculares

Con éste mapa podemos reproducir el caso circular, el caso eliptico y el caso inclinado. Sin
embargo es posible agregar las perturbaciones seculares sobre la érbita de Jupiter sin tener que
modificar al mapa en si. Esto fué realizado por primera vez por Roig (1997 [90]), y utilizaremos
su modelo como base. Para hacer esto recurrimos a la teoria planetaria lineal clasica la cual
nos dice que, en un sistema de N-cuerpos, las variaciones seculares de los cuerpos pueden ser
expresadas como una superposiciéon de armoénicos de la forma

N
e;e™ = Y Gjexpli(git +7)]
=1
A N
s;e’h = Z Hjexpli(hit + o)), (6.36)

=1

donde e;, 55, @; y €2 son la excentricidad, el seno de la mitad de la inclinacién, la longitud de
pericentro y la longitud del nodo ascendente del planeta j-esimo. Adem4s, los valores de las
amplitudes G, Hj;; y las frecuencias g;, h; determinan los modos propios de oscilacién del sis-
tema. Una posible forma de encontrar dichos valores es a partir de simulaciones numéricas del
Sistema Solar, ésto es, integrando las ecuaciones diferenciales. Luego con éstos datos se pueden
ajustar los pardmetros del modelo. Las variaciones seculares consideradas en éste trabajo son
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las utilizadas por Roig (1997 [90]).

Las amplitudes Gj;, Hj;, las frecuencias g;, h; y las fases iniciales 7;, 0; se presentan en las
Tablas 6.1 y 6.2. En particular nos quedamos con aquellos términos con amplitudes G;; > 1074
y Hj > 10~° respectivamente, con la salvedad de gs v 295 — g¢ que, a pesar de ser menores
que ésta cota, son consideradas, ya que gs es una de las frecuencias fundamentales del sistema
(el perihelio de Neptuno) y 2¢gs — g es la frecuencia retrégrada de mayor periodo del perihelio
de Jupiter. Los valores presentados son para JD 2440400.5. Un detalle interesante es que la
frecuencia ss, correspondiente al movimiento del nodo ascendente de Jupiter no es nula, ya que
el modelo considera las perturbaciones debidas a los planetas interiores (si las perturbaciones
de los planetas internos fueran nulas, la frecuencia s; seria nula debido a la conservacién del
momento angular total del Sistema Solar externo).

l Frecuencia Fase Amplitud Amplitud
g1 [7/ano] v [] Jupiter Saturno
5 4.25749319  27.0005  4.41872 x 1072 3.29583 x 1072
6  28.24552984 124.1994 —1.57002 x 1072 4.82093 x 102
7 3.08675577 117.0516 1.8139 x 1073 1.5113 x 1073
8 0.67255084  70.7508 5.80 x 1075 5.75 x 1075
hy 7 /ano] o [°] Jupiter
—0.01000400 182.7100 1.711 x 102 -

—26.34496354  303.9699 3.15329 x 102 -
—2.99266093 316.7946  —4.8478 x 1072 -
—0.69251368 200.3717  —5.8448 x 1072 -

o J O Ot

Cuadro 6.1: Frecuencias, fases y amplitudes fundamentales. Valores correspondientes al dia
juliano JD 2440400.5. Por convencién [ = 5 corresponde a Jupiter, [ = 6 corresponde a Saturno,
etc.

6.4.4. La Gran Desigualdad

Las Ecuaciones (6.36) nos permiten conocer ej, s;, w; y §); debido a las variaciones seculares
de todos los plantetas. Sin embargo, ciertas variaciones periédicas de corto periodo pueden
ser criticas en la proximidad de una resonancia de movimientos medios. Esta situacién es
responsable de la aparicién de términos en la funcién perturbadora cuyos periodos son mayores
o del mismo orden que los periodos de los términos resonantes, pero también menores que los
periodos de los términos seculares. Estos términos pueden afectar no sélo la convergencia de la
solucién, sino que también pueden afectar la evolucién secular secular misma del sistema. En
el caso del sistema Jupiter-Saturno la gran desigualdad produce que el argumento

© = 2X; — 5As = vt + o, (6.37)

presente una circulacién lenta con un periodo aproximado de 880 anos. Los valores de v, y ¢o
para J2000.0 se presentan en la Tabla 6.3.
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Periodo [anos] Amplitud Amplitud
Términos en ejeiwf Jupiter Saturno
g5 + g6 — g7 4.4057255 x 10*  —1.936 x 107 5.982 x 1074
—g5 + g6 + g7 4.7867403 x 10*  1.982 x 107* —6.052 x 10~*
—g5 + 296 2.4811631 x 10* —5.735 x 107*  1.9194 x 1073
295 — ge —6.5684962 x 104 1.42 x 1075  —1.414 x 1074
g5 — S¢ + s7 4.6939862 x 10*  1.104 x 107* —3.368 x 10~
—g5 + 296 + 56 — 57 4.4873382 x 10*  —1.226 x 107*  3.792 x 10~*
Términos en Sjemj
56 — g5 + g6 —5.4986922 x 10°  1.789 x 107 -
s7+ g5 — g6 —4.8034335 x 10*  2.385 x 107 -
s7+ g5 — g7 —7.1133572 x 10° —1.166 x 107 -
—56 + 2g¢ 1.5645366 x 10*  1.428 x 107° -
Cuadro 6.2: Términos mixtos de variacién secular.
Frecuencia Fase Periodo
-1467.2852 7 Janio  178.3158° 883.26 anos
Cuadro 6.3: Coeficientes de las variaciones seculares en e; y w@j.
Si consideramos las variables rectangulares
kj +ihj = ej expliwj], (6.38)

diferenciando esta ecuacion encontramos que las variaciones de dichas coordenadas estan dadas
por

Okj +idh; = (de; + iejéw;) expliw;], (6.39)
donde de; y e;0w; estan dados por
Sej = [A1€2cos(p+ w; + 2w;) + Agejes cos(p + 2w + ws)
+Ase; cos(y + 3w;)]
ejdw; = [Bie?sin(p + w; + 2ws) + Baejessin(p + 2w + wy)
—f—Bge? sin(y + 3w;)]. (6.40)

Las variaciones periddicas en la inclinacion y el nodo ascendente debidas a la conmensura-
bilidad 5:2 son 100 veces menores que las variaciones en la excentricidad y el perihelio, por lo
que son despreciables (Simon y Bretagnon, 1975 [91]) al igual que las variaciones en semieje
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mayor (Roig, 1997 [90]), no obstante la variacién en la longitud media es unas 10 veces mayor.
Por lo que tendremos

6N = [Ciejelsin(p + w; + 2ws) + 026?65 cos(p + 2w; + wy)
—1—036? cos(yp + 3w;) + Cue? sin(p + 3w;)]. (6.41)

Esta variacién produce una correccién de los angulos resonantes o y v, ya que éstos dependen
de Aj. Cabe destacar que en las Ecuaciones (6.40) y (6.41) se encuentran la excentricidad y el
perihelio de Saturno. Esto no es un problema ya que al igual que Jupiter se pueden modelar
con la teoria secular. Para Saturno tendremos ecuaciones similares
N
es expliw,| = Z G expli(gst + 7)) (6.42)
=1
Las Tablas 6.1 y 6.2 también contienen los valores de las amplitudes, fases y frecuencias
para este planeta. Ademas los coeficientes A;, B; y C; se encuentran en la Tabla 6.4.

1 -22418.797"  22260.089” 9848888.254”
2 26745.6897 -26646.324" -58662200.658”
3 -7782.128” 7762.464” 1133729.695”
4 - - -H434322.245”

Cuadro 6.4: Coeficientes de las variaciones seculares en e; y ;.

Las variaciones seculares y las debidas a la gran desigualdad se incorporan al mapa antes
de cada paso. Un esquema de integracion seria el siguiente:

1. Se fija el tiempo inicial ¢g.

2. Con este tiempo se encuentran los elementos orbitales iniciales de Jupiter y Saturno con
las Ecuaciones (6.36) y (6.42).

Se corrige por las variaciones seculares.

Se corrige por la gran desigualdad.

Se fijan las condiciones iniciales (Sp, No, 09, ) para el asteroide.
Se avanza el tiempo una cantidad 7.

Se encuentran los elementos de Jupiter y Saturno para este tiempo.

Se corrige por las variaciones seculares.

© o N oA~ W

Se corrige por la gran desigualdad.
10. Se evolucionan al asteroide con el mapa y se encuentran (S;41, Nit1, 0it1, Vit1)-

11. Vuelve al paso 6.

Para la RMMJ 3:1 no es necesario considerar Neptuno ni Urano en forma directa, sino tan
solo sus efectos sobre Jupiter y Saturno (Roig 1997 [90]).
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6.5. Comparacion con Simulaciones Exactas

Para realizar una comparacién entre los resultados que arroja un integrador numérico de al-
e

to orden con el mapa algebraico se tomaron 500 condiciones iniciales sobre la recta a = 2.49— 0

con e € (0.01,0.4), paralela a la rama izquierda de la separatriz del problema circular. Para los
angulos tomamos los valores § = 20 = 71y Aw = 0. A éstas le asignamos 3 tasas de migracion
ay distintas, una muy rapida (2.5 x 107° UA /afio), una intermedia (2.5 x 107 UA /afio) y una
més lenta (2.5 x 1077 UA/afio). Luego las integramos con 3 modelos distintos, dependiendo
de la 6rbita del perturbador (Jupiter): planar circular, planar eliptico y el eliptico inclinado .
En las integraciones realizadas con el mapa algebraico, no fueron tenidos en cuenta los efectos
seculares ni los debido a la gran desigualdad.

Las Figuras 6.2 - 6.4 muestran los resultados obtenidos. En la columna izquierda se mues-
tran las condiciones iniciales de color azul en el plano (a — €), la separatriz de la resonancia
3:1 y las condiciones finales para las dos integraciones. De color verde el integrador numérico
y de color rojo las del mapa. En la columna derecha se muestra el semieje final en funcién de
la excentricidad inicial. En este gréfico, las particulas capturadas quedan alrededor del semieje
resonante, el cual es a,.s = 2.5 UA, mientras que las que logran saltar siempre se encuentran
por encima de un semieje minimo, esto es ay > 2.55 UA. Ademads todos los gréficos estan or-
denados de tal manera que los de arriba se corresponden con al modelo circular, los del medio
con el eliptico y los de abajo con el inclinado.

Podemos observar que ambas simulaciones concuerdan bastante, sobre todo para migra-
ciones rapidas. Esto es porque para migraciones lentas, la evolucién se hace maés sensible a las
condiciones iniciales y al integrador. Ambas simulaciones muestran, para cada caso, las mismas
estructuras de capturas y cruces. Estas parecen ocurrir en especies de ”ventanas”discretas y
densas sobre el eje de excentricidad inicial. A medida que analizamos migraciones més lentas
aparecen mas ventanas y estas empiezan achicarse y a amontonarse hasta que en algin mo-
mento ya no podemos distinguirlas.

Por tdltimo notaremos que la diferencia en los tiempos de computo es muy grande entre
ambos. El mapa es entre 500 y 1000 veces més rapido que la integracién numérica. Esto nos
permite poder utilizar entre 500 y 1000 veces mas particulas en el mismo tiempo que nos lle-
varia hacerlas con el integrador numérico de alto orden.
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Figura 6.2: Arriba Modelo circular. Medio Modelo eliptico. Abajo Modelo inclinado. ay =
2.5 x 107° UA /afio. Las condiciones iniciales estan de color azul, las condiciones finales para
el integrador numérico de color verde y para el mapa algebraico de color rojo. La separatriz de
color negro.
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Figura 6.3: Arriba Modelo circular. Medio Modelo eliptico. Abajo Modelo inclinado. ay

semieje [UA]

excentricidad inicial

2.5 x 1075 UA /afio. Las condiciones iniciales estan de color azul, las condiciones finales para
el integrador numérico de color verde y para el mapa algebraico de color rojo. La separatriz de

color negro.
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Figura 6.4: Arriba Modelo circular. Medio Modelo eliptico. Abajo Modelo inclinado. ay =
2.5 x 1077 UA/afio. Las condiciones iniciales estan de color azul, las condiciones finales para
el integrador numérico de color verde y para el mapa algebraico de color rojo. La separatriz de

color negro.



Capitulo 7

Probabilidad de Captura en
Resonancia

7.1. Teoria de Invariantes Adiabaticos

Para el estudio realizado en este capitulo es necesario introducir previamente el concepto
de invariante adiabatico, asi como la probabilidad tedrica de captura para migraciones sufi-
cientemente ”lentas”. Existen infinidad de libros y articulos que tratan el tema de invariantes
adiabaticos y sus aplicaciones (Arnold 1989 [92], Lichtenberg y Lieberman 1992 [70] y Henrard
1982 [49], etc.).

Consideremos un Hamiltoniano que ademads de depender de las coordenadas y momentos
canénicos q y p, también depende de un parametro A

F(p,q,N), (7.1)

el cual varia lentamente con el tiempo. Con esto queremos decir que no sélo d\/dt debe ser
pequeno, sino que sus derivadas de orden superior deben més pequenas todavia, es decir, que

exista una cantidad ¢ tal que
1

n!

d" A
dtn
Los resultados seran validos para valores de ¢ lo suficientemente chicos. Para simplificar la
notacion y sin pérdida de generalidad podemos suponer que

™. (7.2)

A=ct+ A (7.3)

Para intervalos de tiempo suficientemente pequenos, las trayectorias del sistema dindamico
(7.1) no difieren mucho del sistema congelado F'(q,p; Ao), donde la constante Ag es el valor
inicial A(t = 0). Mds tarde, a un tiempo t* a partir de éste, las trayectorias estardn cerca
del sistema congelado F'(q,p; A\*) para un valor diferente \* = A(¢*). Por lo tanto, para un
pequeno intervalo de tiempo alrededor de cualquier tiempo t* arbitrario, podemos aproximar
la trayectoria por su "trayectoria de referencia” que se define como la trayectoria del sistema
congelado en ese momento con condiciones iniciales (¢(t*), p(t*)). El problema planteado por
la teoria de invariantes adiabaticos es describir la evolucién temporal de estas trayectorias guias.

Diremos que una cantidad I(p,q,\) es un invariante adiabdtico del sistema F(p,q; \) si
para todo k > 0 existe una cantidad ep > 0 tal que si 0 < e < egy 0 <t < 1/e entonces

[1(p(t), q(t);et) — 1(p(0),q(0); 0)| < &. (7.4)

98
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Para abordar el tema, haremos uso de las variables dngulo-accién (J, 1), por lo que el
momento p y la coordenada ¢ son funciones de tales y ademés del parametro A

qa = q,J,7)
p = p(,JA). (7.5)
Eligiendo una funcién generatriz tipo 1 S1(g, %, A) de tal forma que
oS
p = 1(Q7¢7 )
65
J o= =@, (7.6)

entonces el nuevo Hamiltoniano estara dado por

F*(,3) = Fla.p.0) + 50

y usando que % = %)\, obtenemos

F* (6,2 = Fa,p, ) + A% g, ) (77)

Esto nos dice que el Hamiltoniano no es un invariante adiabatico. Ademds tendremos que la
accién ya no permanece mas constante, ya que

dJ OF™* OF . 0 [85’1
dt 0 0 O | A
4 4 (p.9)=(J %) v
La cantidad aF % | =) es necesariamente cero ya que la accién es constante a lo largo de la
p.a)=(J,
solucioén para el caso A constante, por lo tanto
dJ .0 [051
=g | Fav] #0 (7.9)

Lo siguiente que haremos serd ver la variacién media de J a lo largo de una érbita, esto es

dJ\ 1 [TdJ 1 (7.9 [05
<dt> - T/O P _T/o Ao [ (¢: %, )] (7.10)
con T =T(J,\).

Ahora, si pensamos a A como una funcién del tiempo, la expandimos en series de Taylor
obteniendo
Mt) = Ao +et+ O3
Mt) = e+O0(%). (7.11)

Reemplazando en la integral tenemos

Ya que S; es una funcién periddica, entonces la integral se anula, la accién es constante a
primer orden en £, y por o tanto, un invariante adiabético. De ésta forma J = J(tg) es la
trayectoria guia que estdbamos buscando.
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7.2. Probabilidad de Captura en Resonancia: Caso Adiabatico

Sea un sistema dindamico como el presentado en la Figura 7.1, en donde podemos definir
tres zonas: una region de circulacion interna Dp, una regién de libracién Do y una region de
circulacién externa D3. Nos interesa conocer cual es la probabilidad P;; que tiene una condicién
inicial, originalmente en la zona D; en pasar a la zona D;.

0.2 | | 1 1

0.2+ -

0.15+ -

014

0.054

-0.05+

0.1

-0.154 -

-024 -

02 T ; T T T T T f 7

Figura 7.1: Plano de coordenadas rectangulares = = v/S cos(6) e y = v/Ssin(f). D; circulacién
interna. Do regién de libracién. Dj circulacién externa.

Llamaremos Ji al drea de la regién D; (de color rojo en la Figura 7.1), J;5 al drea de la
regién Dy (de color azul) y J3 al drea de la regién D3 la cual es J{ + J5. En ausencia de
migracién, estas areas permanecen constantes y solamente dependen del valor inicial de M,
por lo que J = J*(M).

Henrard (2005) muestra que en primera aproximacion, la probabilidad Ps; que tiene una
condicion inicial en la regiéon D3 de pasar a la regién D; por migracién, se encuentra dada por
la expresién
oJ; oM
0J5/OM’
Deseamos aplicar esta teoria a la RMMJ 3:1, por lo que partiendo del Hamiltoniano de proble-
ma circular (4.44), encontramos numéricamente, para cada valor de M, el valor de las acciones
y de sus derivadas. Con éstos, realizamos sus cocientes para obtener la probabilidad P» tedrica
para una migracién adiabatica en funcién de la variable M. Esto se muestra en las Figuras 7.2
y 7.3. Ya que la region D es la zona de libracién, P» es la probabilidad de quedar capturada
en dicha resonancia. Ademds, usando que J; = J3 — Jo, es facil mostrar que P, =1 — P, la
cual es la probabilidad que tiene el asteroide de cruzar la resonancia.

Py, =P = (7.13)



CAPITULO 7. Probabilidad de Captura en Resonancia 101

32,5

32

dJ/aM

| I | I 11 1 | 1 1
19,8 20 20,2 20,4 ?9,8 20 20,2 20,4
M M

Figura 7.2: Izquierda: La curva negra corresponde a J3 y la curva roja a Jy. Derecha: La curva
negra corresponde a d.J3/dM y la curva roja a d.Jy/dM. Las unidades de M y .J son UA?2/aifio.

probabilidad de captura

19,9 20 20,1 20,2 20,3 20,4 20,5

Figura 7.3: Probabilidad de captura vs. M. La unidad de M es UA?2/afio.
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Por tdltimo notaremos que, ya que el efecto Yarkovsky no modifica la excentricidad, por
lo que es totalmente equivalente tomar el valor de M o tomar la excentricidad con el cual el
asteroide llega a la resonancia en el plano a — e. Por una cuestién de comodidad y de interpre-
tacion fisica, adoptaremos la probabilidad de captura en funcién de la excentricidad, como lo
muestra la Figura 7.4.

probabilidad de captura

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
excentricidad

Figura 7.4: Probabilidad de captura vs. excentricidad.

Podemos observar que a bajas excentricidades, e € [0.0, e, ~ 0.05], la probabilidad de cap-
tura es del 100 %, mientras que si e > e, esta decae exponencialmente. Esto nos quiere decir
que para migraciones adiabaticas, todo asteroide que entre a la resonancia con excentricidad
menor que e. =~ 0.05 serd capturado, sin embargo, a medida que la condicién inicial es mas
excéntrica, el asteroide tendra una probabilidad cada vez menor de cruzar la resonancia. Esta
probabilidad es mas baja cuanto més alta sea la excentricidad inicial.

7.3. Probabilidad de Captura en Resonancia: Caso No Adiabati-
co

La tunica referencia que existe en la literatura de capturas en resonancias para el caso no
adiabdtico en el Sistema Solar se debe a un trabajo de Gomes (1995 [52]), el cual estudia
resonancias de movimientos medios de tercer orden y una migracién producida por el efecto
Poynting- Robertson.

En dicho trabajo, se obtiene la probabilidad de captura para distintos valores de migracién
en casos no adiabéticos (Figura 7.5), la cual es igual a 0 a bajas excentricidades. Luego crece
hasta alcanzar un maximo y vuelve a decrecer asintéticamente. Este maximo se hace mas
grande a medida que nos acercamos al caso adiabatico, asi como también se desplaza a bajas
excentricidades.
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Figura 7.5: Caso no adiabdtico. Probabilidad de captura en funcién de Ry donde R es funcion

de la excentricidad. A’ tiene que ver con la tasa de migracién y crece junto a ella. Gomes 1995
[52].

7.4. Simulaciones

Para comparar la probabilidad de captura tedrica en ambos casos, tanto el adiabatico como
el no adiabatico, con las simulaciones numéricas, utilizamos el mapa algebraico desarrollado
en la seccién anterior y usando tres modelos distintos dependiendo de la érbita de Jupiter: el
modelo circular (MC), cuando e;,,, = 0, el modelo eliptico (ME), si ey, # 0 =cte y por ultimo
el modelo eliptico con términos seculares (MES), en el cual la érbita de Jupiter es perturbada
por el resto de los planetas Jovianos sin que los asteroides sientan dicha perturbacion. Para

. .. .. €
el modelo circular tomamos 1000 condiciones iniciales sobre la recta a = 2.49 — — con e €

(0.01,0.4), paralela a la rama izquierda de la separatriz del problema circular en el plano a—e, y
considerando 36 valores equiespaciados de 6 € (0, 27). Para los dos modelos restantes tomamos
100 condiciones iniciales equiespaciadas sobre la misma recta del modelo circular y 18 valores
equiespaciados € y Aw € (0,27). Por tltimo, cada uno de estos conjuntos de condiciones
iniciales fueron integrados con distintos valores de ay, los cuales se encuentran en la Tabla 7.1.

Las Figuras 7.6 - 7.18 van desde el caso altamente no adiabatico (@y = 1073 UA /afio) al
adiabético (ay = 10~7 UA /afio). Los gréficos de la columna izquierda muestran el semieje final
en funcién de la excentricidad inicial de cada asteroide integrado para cada modelo (MC, ME y
MES respectivamente). En la columna derecha se encuentran sus correspondientes probabilida-
des de capturas en funcién de la excentricidad inicial. Al igual que en el capitulo 5, diremos que
un asteroide cruza la resonancia si su semieje final es mayor que un semieje critico. Este valor,
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a [UAj/aio)] MC  ME  MES

1.0 x 1073 15 20 20
5.0 x 107* 35 90 90
2.5 x 1074 90 100 100
1.0x107* 150 150 150
50x107° 200 250 250
2.5x107° 350 500 500
1.0 x 107 700 1000 1000
5.0 x 1076 1300 3500 3500
2.5x107% 2500 10000 15000
1.0 x 107 6000 25000 30000
5.0 x 1077 12500 60000 75000
2.5 x 10~7 25000 100000 125000
1.0 x 10=7 60000 300000 300000

Cuadro 7.1: Valores de migracién usados y cantidad de iteraciones para cada modelo.

como ya comentamos, depende de cada caso, pero en general a. =~ 2.55 UA. Asi, los asteroides
capturados son representados de color rojo, mientras que los de color azul son aquellos que lo-
gran cruzar la resonancia. Para encontrar la probabilidad de captura usamos la Ecuacién (7.13).

Para las migraciones mas répidas (Figura 7.6), notamos que todos los asteroides logran
cruzar la resonancia. Las primeras capturas aparecen en el modelo eliptico (ME) y el secular
(MS), a partir de ay = 5.0 x 107* UA/afio (Figura 7.7). Estas ocurren en regiones de excen-
tricidades altas (e > 0.3). Para el modelo circular (MC) ésto se observa a partir de 2.5 x 10~%
UA /ano (Figura 7.8). En este grafico observamos también que las capturas en el ME y el MS
empiezan a ocurrir a excentricidades mas bajas (e 2 0.2). Esto concuerda con los resultados
numéricos obtenidos en el Capitulo 5, donde las ventanas se forman en excentricidades altas y
se mueven a excentricidades bajas a medida que disminuimos la migracion.

Este comportamiento sigue manteniéndose en las Figuras 7.9, 7.10 y 7.11, mientras que
aparecen los primeros picos en la probabilidad de captura. En la Figura 7.12, la probabilidad
del MC comienza a parecerse a la curva de Gomes para una migracién no adiabatica pero
mucho mas ruidosa. Este ruido se debe a las ventanas de capturas, hecho que no se observa en
el trabajo de Gomes pues el autor realiza un suavizado de dicha curva, pasando por alto este
fenémeno. La probabilidad de captura para el ME y el MS se parece al caso limite entre una
migracion no adiabatica y una adiabética, como se puede apreciar en la Figura 7.5. Diremos
que una migracion es adiabatica si su curva de probabilidad de captura es semejante a la curva
tedrica calculada (Figura 7.4).

En el gréfico 7.13 se observa como la evoluciéon del MC es similar al régimen no adiabatico
estudiado por Gomes. La curva de probabilidad de captura posee un méximo en excentricida-
des altas. A medida que la migracién es mas lenta, este maximo se traslada a excentricidades
mas bajas y el valor de este maximo aumenta. En el ME y MS se observa es especie de “cola”
de condiciones que cruzan la resonancia (puntos azules) en la regién de bajas excentricidades.
Esta cola, estd formada por asteroides que han permanecido mucho més tiempo dentro de la
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resonancia que el resto de los que logran saltarla. Como se puede notar en los siguientes grafi-
cos, ésta es una gran diferencia entre el MC y el resto de los modelos, pues en el primer modelo
los cruces se producen en una escala de tiempo mucho mas pequena para todos los asteroides
que cruzan la resonancia, mientras que para los otros dos modelos ademas de éstos, tenemos
los que forman dicha cola. Para migraciones lentas, dicho efecto se localiza en e € (0.05,0.25).

En la Figura 7.14 que el ME y el MS se encuentran claramente en el régimen adiabatico,
mientras que el MC todavia se encuentra en el caso no adiabéatico descripto por Gomes. Recién
en la Figura 7.16, podemos observar que la curva de probabilidad de captura del MC es similar
al del régimen adiabético. En esta misma figura, para el grifico semieje final en funcién de la
excentricidad inicial del M, observamos que, ademas de la cola caracteristica, un conjunto de
asteroides que cruzan la resonancia se agrupan alrededor del valor 2.82, el cual corresponde
con el semieje mayor de un asteroide en resonancia de movimientos medios 5:2 con Jupiter.
Esto significa que éstos asteroides han sido capturados por esta resonancia.

Para las integraciones numéricas con migraciones rapidas (Figuras 7.17 y 7.18) podemos
ver que todos los modelos son compatibles con una migracién adiabética. Para el MC y el ME,
el decaimiento exponencial de la probabilidad de captura parece ocurrir a excentricidades mas
bajas que para el MS.

Repasando lo obtenido, observamos que el limite entre el caso no adiabéatico y el adiabatico
en el modelo circular se encuentra alrededor de 2.5 x 10~7 UA /afio. En cambio en el modelos
eliptico y el modelo secular, éste limite se encuentra alrededor de 5.0 x 107%UA /afio. Este
resultado es interesante, ya que nos esta diciendo que cuanto mas realista es el modelo, maés
rapido aparece el limite adiabatico. Tomando la Ecuacién (5.9), la cual nos relaciona la tasa de
migraciéon para asteroides basalticos con sus didmetros, obtenemos que en el modelo circular
la migracién sera adiabatica para asteroides con didmetros mayores a 1 m, mientras que para
el modelo eliptico esto ocurre para asteroides con didmetros mayores a 5 cm. Esto quiere decir
que todo asteroide basaltico observado en el cinturén de asteroides, migra en forma adiabatica,
ya que sus didmetros estimados son del orden del km.



CAPITULO 7. Probabilidad de Captura en Resonancia 106

237 I I I I 1 | I I I I ]
= i ]
—_ =
< B 2 0,8 —
=) S 1
Té’ 20,6 —
E 261 3t -
L 2 04 —
Q E i 4
5+ 1 202k —
2 i i
&,
2 5 1 | 1 | 1 | 1 O 1 ] 1 I 1 I 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 0,1 0,2 0,3 0.4
excentricidad inicial excentricidad inicial
2575 1 N 1 1 1 1 _
gt 1
z a 058 B 1
= 27 : 0,6 - |
< ho) J [ ]
i = -
L = 04+ —
22,65 = N i
5 S 021 —
@ o
a - -
2,6 O 1 ] 1 | 1 ] 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 0,1 0,2 0,3 0.4
excentricidad inicial excentricidad inicial
2,775 1= T T ]
< i _
—_ =
< 1= 078 B -
2 27 S o i}
3 206 _
L = 04 —
é’ 2,65 E N 4
) 202+ _
o i i
&
2,6 O 1 ] 1 | 1 ] 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 0,1 0,2 0,3 0.4
excentricidad inicial excentricidad inicial

Figura 7.6: ¢y = 1.0 x 1073 UA /afio. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los pun-
tos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la resonancia.
Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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Figura 7.7: a4y = 5.0 x 10~% UA /afio. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los pun-
tos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la resonancia.
Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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tos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la resonancia.
Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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puntos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la reso-
nancia. Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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Figura 7.12: ay = 1.0 x 107° UA/afio. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los
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Figura 7.13: a4y = 5.0 x 107% UA /afio. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los
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Figura 7.15: ay = 1.0 x 107% UA /afio. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los
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nancia. Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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Figura 7.16: ay = 5.0 x 1077 UA/ano. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los
puntos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la reso-
nancia. Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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Figura 7.17: ay = 2.5 x 1077 UA/ano. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los
puntos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la reso-
nancia. Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.



CAPITULO 7. Probabilidad de Captura en Resonancia

118

256 I | I | I | I

a1
= 2
=%
2. 255 §
= S
< E
2, S
2 =
£ 2 Z
3 °
. 2
=8

2,45 0 ] | ] | ] | L

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 0,1 0,2 0,3 0.4

excentricidad inicial excentricidad inicial

semieje final [UA]
probabilidad de captura

2.4

0 0,1 02 03 04 0 0,1 02 03 04
excentricidad inicial excentricidad inicial

2.9
s
— 2.8 a2
5 5
= 2.7 3
< E
o <
7 20 =
= =
225 s
g
2.4
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 0,1 0,2 0,3 0.4
excentricidad inicial excentricidad inicial

Figura 7.18: ay = 1.0 x 1077 UA/ano. Izquierda: Semieje final vs. excentricidad inicial. Los
puntos rojos son asteroides capturados y los puntos azules son asteroides que cruzan la reso-

nancia. Derecha: Probabilidades de captura vs. excentricidad inicial.
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7.5. Probabilidad de Captura Integrada

Un asteroide que llega por migracién a la rama izquierda de la separatriz en el plano a — e,
tiene una cierta probabilidad P,y de ser capturado por la resonancia. Esta probabilidad depen-
de del valor de los angulos 6 y Aw, de la velocidad de migracién ay y de M, o equivalentemente
de la excentricidad e. Al variar los dngulos entre 0 y 27, en la seccién anterior lo que hicimos
fue estimar la probabilidad integrada

) 1 2 27 )
(Peap)o.Aw = Peap(e, ay) = (277)2/0 /0 P.op(e,ay,0, Aw) didAw. (7.14)

Para tener una idea més general de cual es la probabilidad total de captura en funcién de
la tasa de migracién, ahora integramos esta funcion en el intervalo de excentricidad estudiado

1 0.4

(Peap)e = Peap(ay) = @ 0 Peap(e, ay) de. (7.15)

La funcién P.,p,(ay ) se presenta en la Figura 7.19, para cada modelo. La curva negra representa
el modelo circular, la curva verde el modelo eliptico y la curva roja el secular.
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Figura 7.19: Probabilidad de captura integrada. La curva negra corresponde al modelo circular,
la curva roja al modelo eliptico y la curva verde al modelo secular.

Lo que nos dice esta figura es que la probabilidad de captura total para asteroides con
excentricidades entre [0,0.4] y migraciones lentas es del orden de 40 % para el modelo circular
y del 30 % para el modelo eliptico y el secular. Sin embargo el limite adiabédtico ocurre a mi-
graciones més rapidas para el modelo eliptico y secular que para el modelo circular, llegando
a probabilidades del 100 % a excentricidades bajas.

Para solucionar esto, realizaremos la integral sobre dos regiones: una a excentricidades ba-
jas [0,0.04] y la otra sobre excentricidades intermedias-altas [0.04,0.4]. Con esta divisién, la
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region de excentricidades bajas tiene al 100 % de captura cuando nos aproximamos al caso
adiabatico. Los resultados se muestran en las figuars 7.20.

A bajas excentricidades la probabilidad de captura en modelos més realistas tienden al
100 % mucho antes que en el modelo circular. Esto ocurre para migraciones del orden de
ay = 5.0 x 1075 UA /afo, mientras que para el modelo circular lo es para ay = 5.0 x 1077
UA /ano.

En cambio, es muy interesante ver que a excentricidades intermedias-altas, la probabilidad
de captura es independiente del modelo utilizado, y su valor oscila alrededor del 30 %.
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Figura 7.20: Izquierda: Excentricidades bajas. Derecha: Excentricidades intermedias-altas. Las
curvas negras corresponden al modelo circular, las curvas rojas al modelo eliptico y las curvas
verdes al modelo secular.

7.6. Comparaciéon con La Distribucion Real de Asteroides

Llegado a este punto, queremos encontrar la probabilidad de captura integrada para aste-
roides provenientes de la familia de Vesta en funcién de la tasa de migracién. Roig et al. (2008
[47]) afirma que la probabilidad que tiene un miembro de dicha familia de cruzar la resonancia
es del 3%. Para ésto, realizaron integraciones numéricas del Sistema Solar completo sin Mer-
curio, con asteroides reales pertenecientes a dicha familia tal que se encuentren en el borde de
la resonancia 3:1, a los cuales se les asignaron dos tasas de migracién ay = (1.0 1071° UA /afio
y ay = 1.0 x 107%) UA /afio.

Debido a que el efecto Yarkovsky solo modifica el semieje mayor de los asteroides, la familia
conserva la distrubicién inicial en excentricidad, al menos para la gran mayoria de sus miem-
bros. Sin embargo existe un pequeno numero de asteroides, para los cuales la combinacion de
migraciéon por Yarkovsky con mecanismos dindmicos como resonancias de movimientos medios
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Figura 7.21: Plano de elementos propios a — e. Los puntos negros son asteroides que pertenecen
a la familia de Vesta. El triangulo rojo es Vesta. La linea discontinua azul es la resonancia de
movimientos medios 3:1 exacta y las lineas continuas negras su separatriz.

y resonancias seculares, producen variaciones importantes en excentricidad e inclinacién (Nes-
vorny et. al, 2008 [93]). Estos asteroides son conocidos como fugitivos de la familia de Vesta y
en esta seccién no seran tenidos en cuenta. La Figura 7.21 nos muestra la posicién en el plano
de elementos propios a, — e, de todos los miembros de familia de Vesta sin estos asteroides
fugitivos. Asumiendo que la excentricidad propia difiere demasiado con la excentricidad oscula-
dora (e, ~ €), el intervalo en el que tenemos que integrar es aproximadamente e € [0.07,0.14],
por lo que la probabilidad de captura nos queda

1 0.14

<Pcap>e = vesta(dY) = W 007 Pcap(e,dY) de. (716)

La Figura 7.22 muestra los resultados obtenidos. Para el modelo circular la probabilidad de
captura permanece constante alrededor del 50 % para tasas de migracién mayores a 5 x 1076
UA /ano. Para el modelo eliptico, la probabilidad de captura llega al 87 % para una migracién
de 1072 UA /aifio, sin embargo la curva muestra una tendencia a seguir creciendo, por lo que
para un orden de magnitud menos se espera una probabilidad mayor, superior al 90 %. Para
el modelo secular se observa una curva similar a la del modelo eliptico, aunque siempre ligera-
mente mas grande, llegando la probabilidad de captura a ser del 95-96 %. Estos resultados son
compatibles con los resultados de Roig et al. (2008 [47]), y nos estd diciendo que la causa de
la baja probabilidad que tienen los asteroides pertenecientes a la familia de Vesta de cruzar la
resonancia, se debe simplemente a la excentricidad de Jupiter. Esto es sumamente importante,
ya que significa que no nos hace falta recurrir a modelos demasiados complejos, que tienen un
costo computacional muy elevado, para poder reproducir eficientemente este comportamiento.
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Figura 7.22: Probabilidad de captura integrada para la familia de Vesta. La curva negra corres-
ponde al modelo circular, la curva roja al modelo eliptico y la curva verde al modelo secular.

7.7. Estructura del Espacio de Condiciones Iniciales

En esta seccion haremos una descripcion de la estructuras de capturas y cruces en el espacio
de condiciones iniciales, mas precisamente analizaremos como varian las ventanas de captura
con los dngulos. Para esto tomamos la condicion inicial a = 2.45 UA y e = 0.2, para tres valores
de @ =5 x 107° UA/aiio, 5 x 1076 UA /aiio y 5 x 10~7 UA/aifio, haciendo variar en cada caso
los dngulos 0 y Aw. Los asteroides fueron integrados hasta que su semieje fuese mayor a 2.56
UA o su excentricidad fuese mayor a 0.5. La primera condicion corresponde al caso en el que
el asteroide cruza la resonancia, mientras que en el segundo es capturado.

Puesto que las condiciones iniciales parten todas en el mismo punto del plano a — e, espera-
mos que cada particula llegue a la separatriz con un valor de # y Aw muy préximo al siguiente,
por lo que la captura o la dispersién dependerd de estos valores y de la tasa de migracién uti-
lizada. Estas integraciones se llevaron a cabo para cuatro modelos distintos: i) Jupiter en una
6rbita circular (MC), ii) Jupiter en una 6rbita eliptica (ME), iii) Jipiter en una érbita eliptica
perturbada por las variaciones seculares provenientes de Saturno, Urano y Neptuno (MS) y
iv) la misma que la iii) pero con términos provenientes a perturbaciones periédicas debido a
la gran desigualdad (Seccién 6.4.4.) (MSP). Las zonas de color azul representan condiciones
que logran saltar la resonancia mientras que las zonas blancas representan condiciones que han
sido capturadas.

Las Figuras 7.23-7.25 muestran los resultados de dichas integraciones. Se puede observar
que en el modelo circular las zonas de capturas no dependen de Aw, esto simplemente se debe
a que el Hamiltoniano no depende de este dngulo. Para este modelo, en el caso de la migracién
mas rapida observamos dos ventanas de captura bien definidas. A medida que disminuimos la
tasa de migracién, éstas desaparecen y vemos muchas ventanas nuevas con anchos bastantes
menores. Con los demas modelos la estructura es bastante diferente. Para las migraciones mas
rapidas, las cuales son no adiabdticas, la estructura de captura muestra un continuo con el
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angulo Aw. Sin embargo, para la migracién mas lenta (Figura 7.25), la cual corresponde a una
migracion adiabatica, la estructura de captura depende altamente de las condiciones iniciales,
pareciendo ser una estructura de tipo fractal.

Un andlisis visual de los graficos pareceria indicar que el par de ventanas del modelo cir-
cular se cierra para formar una especie de elipse deformada, rotada y centra alrededor de 6 y
Aw = 7/2 (Figura 7.23). A medida que vamos pasando a migraciones més lentas, aparecen
ventanas mas pequenas en el modelo circular que se corresponderian con elipses deformadas
mas pequenas en el modelo eliptico. Cuando la migracién es muy lenta (adiabética), asi como
dejamos de ver la estructura de ventanas porque estas son muy numerosas, con anchos pe-
quenos y se encuentran muy proximas, también dejamos de observar las elipses para observar
una estructura que, como dijimos, pareceria ser de tipo fractal.

Por 1ltimo, si bien existen diferencias entre el modelo eliptico y el modelo secular, no parece
haber diferencias significativas entre este ultimo y el que incluye las perturbaciones debido a
la gran desigualdad. En lo que resta del trabajo, nos concentraremos en analizar el modelo
circular, pues la estructura de ventanas es demasiado compleja en los sistemas mas elaborados,
por lo que estudiaremos las ventanas en el modelo mas simple.
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Figura 7.23: Regiones de captura para la condicion inicial a = 2.45 UA y e = 0.2 en funcién de
los éngulos § y Aw (en grados), para diferentes modelos y una tasa de migracién ay = 5x 107°
UA /ano.
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Figura 7.24: Regiones de captura para la condicion inicial a = 2.45 UA y e = 0.2 en funcién de
los éngulos § y Aw (en grados), para diferentes modelos y una tasa de migracién ay = 5x 107°
UA /ano.
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Figura 7.25: Regiones de captura para la condicion inicial a = 2.45 UA y e = 0.2 en funcién de
los éngulos § y Aw (en grados), para diferentes modelos y una tasa de migracién ay = 5x 1077
UA /ano.
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Una vez fijado el modelo circular y un valor arbitrario para Aw, lo siguiente que se hizo
fué volver a nuestra condicién inicial a = 2.45 UA y e = 0.2, y variamos el dngulo 6 junto con el
valor de ay . Nuevamente construimos mapas donde las regiones azules representan condiciones
iniciales que logran saltar la resonancia mientras que las regiones blancas son las capturadas.
Esto se muestra en las Figuras 7.26 donde el angulo 0 estd en las ordenadas mientras que en
las abscisas tenemos el logaritmo en base 10 de la tasa de migracion.

log(a,)
log(a,,)

Figura 7.26: Izquierda: ay € [1.0 x 107°,1.0 x 10~%] UA /afio. Derecha: ay € [1.0 x 107%,1.0 x
1075) UA /aifio.

Lo que obtenemos en este plano son especies de franjas onduladas. Sus anchos disminuyen
con la tasa de migracién a la vez que se comprimen. Si tomamos un valor de ay constante,
recuperamos el hecho que observamos en las Figuras 7.23-7.25, las cuales muestran que las
ventanas de capturas que disminuyen su ancho a la vez que a aumentan en ntimero para tasas
de migracién mas lentas.

Por otro lado, el grafico de la derecha pareceria sugerir una cierta estructura para migracio-
nes lentas, sin embargo esto es tan sélo una cuestiéon de resolucién. Para mostrar esto realizamos
cuatros mapas haciendo un acercamiento en las regiones 6 € [150,200] y logay € [—5.2, —5.1]
log(UA /ano), [—5.3, —5.2] log(UA /ano), [—5.4, —5.3] log(UA /afio) y [—5.7, —5.6] log(UA /ano)
respectivamente. Lo que podemos observar es que de nuevo tenemos las ondas formadoras de
ventanas de captura, solo que ahora son mucho mas angostas y mas comprimidas, lo que pro-
duce una estructura ficticia (Figuras 7.27-7.29).

Ahora fijamos el valor de @y = 5.0 x 107° UA /afio y semiejes tales que a = 2.44 UA, 2.445
UA, 2.45 UA, 2.455 UA y 2.46 UA. Con ésto variamos la excentricidad entre 0.0 y 0.4 y 6
entre 0 y 2. Los resultados se muestran en las Figuras 7.29. Nuevamente, las zonas de color
azul representan condiciones que logran saltar la resonancia mientras que las zonas blancas
representan condiciones que han sido capturadas. Las Figuras 7.28 muestran el caso contra-
rio. Fijamos 5 valores distintos de excentricidad alrededor de nuestra condicién inicial tal que
ésta tome los valores e = 0.0, 0.1, 0.3, 0.3 y 0.4, y variamos el semieje entre 2.44 UA y 2.46 UA.
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Figura 7.27: Izquierda: ay € [1.0 x 107°,1.0 x 10~*] UA /afio. Derecha: ay € [1.0 x 1075,1.0 x
1075) UA /aifio.

Estos graficos muestran que en el problema circular, dada una tasa de migracion fija (y
no adiabética), un asteroide cruzard la resonancia o serd capturado por ésta, dependiendo
de las condiciones iniciales ag,eg y 0y. En el espacio de condiciones iniciales tridimensional
(ao, €0, 6p), las regiones donde ocurren las capturas forman voliimenes cerrados bien definidos.
Cuando tomamos una recta cualquiera de condiciones iniciales, como la utilizada en las simu-
laciones la cual se encontraba cercana al borde izquierdo de la separatriz en el plano a — e,
obteniamos ventanas de capturas. Estas ventanas no son mas que la interseccion de la recta
con estos volumenes de captura en el espacio (ag, €g, fp). En las Figuras 7.28 y 7.29 observamos
la interseccion de los volimenes de captura con los planos 8 — e y 0 — a, obteniendo cortes
de éstos para distintos valores de excentricidad y semieje respectivamente. Si variamos la tasa
de migracién para velocidades mas lenta, estos volimenes empezardan a aumentar en nime-
ro, a correrse a bajas excentricidades y a hacerse mas pequenos, hasta que entrando al caso
adiabatico, se volveran indistinguibles unos con otros.
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Figura 7.28: Semieje inicial vs. 6. @y = 5.0 x 1075 UA /afio. a) a = 2.44 UA. b) a = 2.445 UA.
c) a =245 UA. d) a = 2.455 UA. e) a = 2.46 UA.
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Capitulo 8

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo estudiamos la probabilidad de captura y dispersién en la resonancia de
movimientos medios 3:1 con Jupiter, para un asteroide que migra desde el cinturén interno
hacia el intermedio, asi como también la estructura del espacio de condiciones iniciales. Es-
ta migracion es producto de una fuerza no conservativa debida a un retardo en la reemisién
térmica de la luz solar incidente. Este fendmeno se conoce como efecto Yarkovsky y produce
una variacién secular del semieje.

Primero simulamos numéricamente, con un integrador de N cuerpos, asteroides ficticios en
el problema circular con condiciones iniciales tales que se encontraran en el borde izquierdo
de la separatriz de la resonancia 3:1. A éstos les se les asigné una migracién de forma tal
que que su semieje aumentara y permitiera su ingreso a dicha resonancia. Una vez dentro,
los asteroides pueden ser capturados o pueden cruzarla. Cuando un asteroide logra cruzar la
resonancia podemos observar que este cruce se produce en una escala de tiempo muy corta,
por lo que literalmente, “salta” la resonancia. Ademads, observamos que cuando un asteroide
cruza la resonancia, su Orbita se “circulariza”, ésto significa que su excentricidad antes de en-
trar a la resonancia es mayor que cuando sale de ésta. En cambio, en los asteroides capturados
observamos que su semieje oscila alrededor de la resonancia exacta y su excentricidad aumenta
secularmente.

Luego, para tener una idea mas global, elegimos una recta de condiciones iniciales en el
plano a — e de tal forma que quedaran cercanas a la rama izquierda de la separatriz, angulo
resonante o = /2 y fuimos variando el valor de la tasa de migracién. Para migraciones muy
rapidas, observamos que la mayoria de los asteroides cruzan la resonancia, mientras que los
que son capturados se encuentran en un intervalo de excentricidad inicial. Este intervalo, o
ventana donde ocurren las capturas, no contiene huecos. A medida que disminuimos la tasa
de migracién observamos que esta ventana se mueve a excentricidades mas bajas a la vez que
disminuye su ancho. Ademas observamos que aparece una nueva ventana, con un ancho mas
pequeno que la primera, por las excentricidades mas altas moviéndose también hacia las mas
bajas. Si seguimos disminuyendo la tasa de migracién, observamos siempre lo mismo. Las ven-
tanas disminuyen sus anchos y se desplazan a excentricidades mas bajas, a la vez que aparecen
nuevas ventanas, de anchos cada vez mas pequenos en las regiones de altas excentricidades.
Para cierto valor de migracion, esta acumulacién de ventanas a bajas excentricidades produce
una region de captura, mientras que a altas excentricidades, el ancho de las nuevas ventanas
es tan pequeiio que estas se vuelven indistinguibles. En este caso, si vemos la probabilidad de
captura en funcion de la excentricidad inicial, obtenemos la misma curva que arroja la teoria
para una migraciéon adiabética.

131
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Para poder realizar un estudio estadistico mas completo, desarrollamos un mapa algebraico
del problema de tres cuerpos restringido promediado, partiendo del mapa simpléctico de Had-
jidemetriou al cual modificamos para incorporar dicha migracién mas efectos seculares sobre la
orbita de Jupiter. Este posee la ventaja de ser hasta 1000 veces mas réapido que el integrador de
N cuerpos que utilizamos antes, lo que nos permite integrar hasta 1000 veces mas condiciones
iniciales para una misma cantidad de tiempo de computo. Esta caracteristica lo hace éptimo
para este tipo de estudio. Aunque el mapa puede ser utilizado para el problema tridimensional,
solo nos hemos enfocado en el modelo planar con tres variantes para la érbita de Jupiter: i)
circular, ii) eliptico y iii) elipico con perturbaciones seculares de los planetas jovianos (por
comodidad, solo diremos secular).

Las simulaciones se llevaron a cabo para distintos valores de migracién, con el mismo
conjunto de condiciones iniciales que antes, pero variando los dngulos o y Aw (para el caso
elipico y secular) entre 0 y 27. Con estas integraciones obtuvimos los siguientes resultados

» Para las migraciones mds répidas (caso altamente no adiabdtico), observamos que todos
los asteroides logran cruzar la resonancia. Las primeras capturas aparecen en el modelo
eliptico y secular, a partir de ay = 5.0 x 10* UA/afio, mientras que para el modelo
circular esto se observa a partir de ay = 2.5 x 10* UA /afio.

» Para el caso no adiabético obtuvimos resultados similares a los de Gomes (1995 [52]),
donde la probabilidad de captura tiene un valor méaximo menor que 1. Sin embargo
observamos ciertas fluctuaciones en la curva que son menos importantes a medida que nos
acercamos al caso adiabatico. Estas fluctuaciones provienen de las ventanas de capturas.
Este hecho no fué tenido en cuenta en el articulo de Gomes y se pasé por alto debido a
que el autor realizé un suavizado de la curva (comunicacién personal).

= El limite entre el caso no adiabatico y el adiabdtico es ay = 2.5 x 1077 UA /afio para el
modelo circular, mientras que para el caso eliptico y secular ay = 5.0 x 1076 UA /afio.

Luego calculamos la probabilidad de captura total para cada valor de migracién. Esto se
hizo integrando estas curvas en todo el intervalo de excentricidades. Observamos que dicha
probabilidad tiende al 40 % en el caso circular y alrededor del 30 % para los otros dos casos,
para migraciones adiabdticas. Para poder hacer una mejor interpretaciéon de éstos resultados,
recalculamos esta probabilidad de captura dividiendo en dos regiones: una regiéon de bajas
excentricidades (regién I) y una de intermedias-altas (regién II). Para el limite superior de la
region I, tomamos la excentricidad donde la probabilidad de captura tedrica en el caso adiabati-
co comienza a decaer. Para la region I, en el caso circular, la probabilidad total de captura
alcanza los 100 % para una migracién de ay = 5.0 x 1077 UA /afo y ay = 2.5 x 1076 UA /afio
para el modelo eliptico. Cabe destacar que estos valores son muy simulares a los valores donde
del limite adiabatico, por lo que esta curva es una buena indicadora de cuando esto ocurre. Por
otro lado, en la regién II, la probabilidad total de captura tiende al 30 % independientemente
del modelo utilizado.

Para aplicar ésto a la familia de Vesta, realizamos la integracion en el intervalo de excentri-
cidades de dicha familia. Para el modelo circular la probabilidad tiende al 50 % para asteroides
con didmetros mayores a los 5 cm (ay = 5.0 x 107 UA/afio). Para el modelo eliptico y se-
cular la probabilidad de captura es del 87 % y 96 % respectivamente para asteroides de 250 m
(@y = 1.0 x 1072 UA/afio). Esto concuerda con los resultados de Roig et al. (2008 [47]) los
cuales encuentran que para el Sistema Solar completo (sin Mercurio) la probabilidad de cap-
tura es del 97 %. Esto quiere decir que la principal causa de este alto porcentaje es debido a la
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excentricidad del perturbador (en este caso Jupiter) y a la variacién secular producida por las
perturbaciones de los planetas sobre éste. Las perturbaciones de los planetas sobre el asteroide
parecerian no ser tan importantes, por lo que realmente es posible estudiar este fenémeno con
modelos sencillos como los construidos en este trabajo.

Para estudiar la estructura de cruces y capturas del espacio de condiciones iniciales, em-
pezamos tomando una condicién inicial en el plano a — e y variamos los dngulos 6 y Aw
utilizando cuatro modelos distintos: i) modelo circular, ii) modelo eliptico, iii) modelo secular
y iv) modelo secular més términos periddicos debidos a la gran desigualdad. Los resultados de
las integraciones numéricas fueron:

= En el modelo circular las capturas no dependen de Az como si ocurre para los modelos
restantes.

» Para migraciones altamente no adiabaticas podemos observar que en el modelo circular
se forman ventanas de captura, las cuales para los modelos restantes, se deforman en
especies de elipses alrededor de 6§ = 7.

= Asi como las ventanas aumentan en nimero, disminuyen de tamano y se comprimen, lo
mismo ocurre con estas elipses en los modelos no circulares.

= El modelo secular perturbado no presenta diferencias apreciables con el modelo secular.

Luego, por simplicidad, nos concentramos en el modelo circular. En este caso, observamos
que los asteroides que logran cruzar la resonancia forman volimenes bien definidos en el espa-
cio de condiciones iniciales (a, g, ). Cuando analizamos alguna recta de condiciones iniciales
en este espacio, recuperamos la estructura de ventanas de captura, las cuales corresponden a
las intersecciones de dicha recta con los volimenes de captura. A medida que disminuimos la
tasa de migracién, estos volimenes empezaran a aumentar en nimero, a desplazarse a bajas
excentricidades y a hacerse més pequenos, hasta que, entrando al caso adiabatico, se volveran
indistinguibles unos con otros.

Vale la pena destacar que esta es la primera vez que se obtiene una descripcion de la estruc-
tura de cruces y captura en una resonancia asteroidal. Algunas de las perspectivas futuras de
este trabajo son estudiar méas en profundidad la estructura del espacio de condiciones iniciales
del problema circular y su transicion entre el caso no adiabdtico y adiabdtico y extenderlo al
modelo eliptico y al modelo con inclinacion.



Apéndice A

Expansiones elipticas para el
problema de dos cuerpos

A.1. Series de Fourier

Sea f(z) una funcién periédica de periodo 27, acotada y continua por tramos, entonces
f(z) admite el siguiente desarrollos en series

ag > . .
flz) = 5 + ; (ay cos kx + by sin kx) , (A.1)

donde los coeficientes a y by estan dados por

27
ag = 1/0 f(z)dzx

i
1 2w
ar = — f(z)coskx dx
T Jo
1 2w
by = — (z)sinkx dx.
T Jo
(A.2)
Algunas propiedades ttiles de éstas series son
= Si f es una funcién impar; a, =0y b, = %fow f(x)sinkz dzx.
= Si f es una funcién par; by =0y ap = %fow f(z)coskx dx.
Teniendo en cuenta que
ei@ + e—iG ei@ _ e—iG
f=——; sinf=———
cos 5 ;  sin 57 )
donde i2 = —1, la serie (A.1) también puede escribirse como
s .
fla)y= > e, (A.3)
k=—oc0
donde los coeficientes ¢ son
1 2 )
. ; f(x)e_’kx dx. (A.4)

134



CAPITULO A. Ezpansiones elipticas para el problema de dos cuerpos 135
A.2. Funciones de Bessel de primera especie
Definimos la funciones de Bessel de primera especie como
1 2 ) 1 ™
Ji(z) / glesinug=iku gy, — / cos(ku — xsinu) du. (A.5)
0 T Jo

T or

Si hacemos analogia con la serie de Fourier (A.3), entonces Ji es el coeficiente ¢, de la

funcién f(u) = "% por lo que

oo
eiacsinu: Z Jk(x)ezku

k=—o00

(A.6)

Si hacemos el cambio de variable z = e¢** entonces tenemos que ¢sinu = % (z - %) Usando

las expansiones de Taylor de la funciéon exponencial tenemos

s = e[S ]S a6

1 1 e\2 1 a4 0
- [0'0!_1!1!<2> targ () - ] +
1 x 1 x\3 1 T\° 1
+_0!1!(2>_1!21(2) +ora(3) - ]Z +
1 T 1 z\3 1 T\5 1
o) a3 e a) - ] +
[ 1 /xz\2 1 /x\4 1 /x\6 9
+_w(§) 13 () tan () - } *
[ 1 /z\2 1 /x\4 1 /x\6 9
*_012!(2) w3 (3) taals) "'}Z o
00
= Jo2 4+ T P T e = Z Jk(x)zk
k=—o00

Identificando cada coeficiente de z* de &mbos miembros vemos que si k > 0
o
@) =Y o (5)
ew) =2 nl(n+ k)l \2
n=0
Para los enteros negativos es facil verificar la igualdad
J_p = (=DFJ,

por lo que tenemos

(=1 tE N 2n+k
=3 (3)

n=0

Algunas propiedades importantes de las funciones de Bessel son

= El término de orden mas bajo de Jj es 2%; y aumentan de dos en dos.
xk

2F k!

L Jk(—:c) = (—1)ka({E) = J,k(x)

= Si z << 1 entonces Ji =~

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)
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» Derivando (A.6) respecto de z encontramos que kJi(z) = g(Jk_l(x) + Jiy1(x)).

d 1
» Derivando (A.6) respecto de z encontramos que % = i(Jk—l(ﬂU) — Ji11(x)).

» Las funciones de Bessel también pueden verse como soluciones de la ecuacién diferencial

donde k puede ser un nimero real o complejo. Esta es una ecuacién diferencial de segundo
orden y como tal posee dos soluciones linealmentes independiente (LI). Si k no es entero
entonces J y J_ son LI, pero si k es un entero, por la propiedad (A.9), no lo son. En
ese caso la segunda solucién LI es la funciéon de Bessel de segunda especie Yj, definida

como
Ji(x) coskm — J_y ey
Yi(z) = sinkm 7 (A.11)
I Ja(la:) C(?S am J_a7 ke
a—k sin

A.3. Inversion de la ecuacién de Kepler

Sean x e y la posicion en coordenadas cartesianas del cuerpo my respecto de mq, r y f las
coordenadas polares, donde f es la anomalia verdadera, el semieje mayor a, la excentricidad e,
la longitud de pericentro w y la anomalia excéntrica F. La relaciones entre éstas estan dadas
por las ecuaciones

x = rcosf=ua(cosE —e)
y = rsinf=ayv1—-e2sinkE
1— 2
r = 7a( ¢) =a(l —ecosE)
1+ecosf

tan <‘£> = 1 —_FZtan (g) . (A.12)

Ademas tenemos la ecuacion de Kepler

M = FE—esink,
(A.13)

donde M = n(t — 7) es la anomalia media, n el movimiento medio y 7 es el tiempo de pasaje
por el pericentro.

Derivando la ecuacién de Kepler tenemos que

aM r
—=1- E=-. A4
15 e cos . ( )

Desarrollando en series de Fourier a a/r obtenemos
1 2T e 9 ™
a_ - YaM + Z (/ @ cos kM dM') cos kM (A.15)
0

ya que la funcién es par.
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Teniendo en cuenta que (a/r)dM = dE, junto con la ecuacién de Kepler y la definicién de
la funcién de Bessel (A.5) tenemos

=143 205 (ke) cos kM. (A.16)
" k=1
Integrando dE = (a/r)dM
o 2
E=M+) +Jw(ke) sin kM, (A.17)
k=1
y usando que sin E = (E — M)/e
sin F = iggfk(ke) sin kM. (A.18)
P ke

A.4. Otras expansiones

Queremos encontrar las expansiones de cosnFE,sinnkE,r/a,cos f,sin f y f. Para eso, pri-
mero desarrollamos en series de Fourier la funcién e tal que

et — Z cggn)eikM, (A.19)
k=—o00
donde los coeficientes c,gn) son
() 1 27 ) ,
q = / e E=EM) gy (A.20)
27'(' 0

Teniendo en cuenta que dM = (1 —ecos E)dE = (1 —ee'f /2 — ee™'F /2)dE obtenemos que

21
(m _ 1 i((n—k)E+kesin E € iE_ ¢ —iFE
¢, = o o eH(n=R)E+ )<1—§e — 3¢ )dE
e
= Jk_n(ke) — §(Jk_"_1(ke) + Jk—n+1(k€))' (A.Ql)
Es fécil de ver que si k = 0, entonces
1, n=>0
c(()n) = —g, n=1 (A.22)
0, n#0,1

Si k # 0, usando la identidad kJi(z) = /2 (Jp—1(z) + Jr+1(x)) tenemos

c,(cn) = %Jk,l(k’e), (A.23)

por lo que queddndonos con la parte real de la funcién original

cosnkE = c(()n) + Z %Jk,n(ke) cos kM. (A.24)
k=—o00

k0
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Para los términos donde k < 0 hacemos el cambio de variable k — —k y usando las
propiedades J_j(z) = (—=1)*Jp(2) y Jp(—2) = (—1)¥Ji(x) finalmente obtenemos

cosnE = Co ) 4 Z (Jp—n(ke) — Jiin(ke)) cos kM. (A.25)

Para el caso particular n = 1 y usando que dJ’“ = %(Jk 1 — Jg+1), tenemos

o0

2 d
cosE =—< + - Jk(ke) cos kM (A.26)
2~ k? de
Ahora tomando la parte imaginaria
sinnFE = Z (Ji—n(ke) + Jgin(ke))sin kM. (A.27)
Luego de la Ecuacién (A.14) tenemos que
2 d
- = - — Z k; 7 i:(ke) cos kM. (A.28)

Usando que 1+ ecos f = a/r (1 — e?) y usando la expansién (A.16) vemos que

1—e2 &
> Ji(ke) cos kM. (A.29)

k=1

cos f =

Para encontrar sin f partimos de la segunda Ecuacién de (A.12) tal que

W E r sinf

sinF = — .
a~/1—e?

dE

Por otro lado, tomando la derivada de la ecuacién de Kepler tenemos que 777 = 7, por lo
que

(A.30)

d [r d dE d
= (2) = 1- E 21— E
dM <a) an\LmecosE) = gl —ecos B)
- ¢ 7 sin f = ¢ sin f. (A.31)
rvl—e2a V1—e?

Derivando respecto de M la Ecuacién (A.28) y despejando, finalmente obtenemos

sin f = Z 2 iJk(ke) sin kM. (A.32)

Por 1dltimo, vamos a resolver la ecuacién del centro f— M y vamos a expresar a f en funcién
de E y luego de M. Para eso, partimos de la titima Ecuacién (A.12) y usando que

; 0 ( ,)ew—l
an— = (—4)———
2 ef +1’
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tenemos que
etf —1 et —1

. =p— A.33
etf +1 pe’E—i—l’ ( )
donde p = /1<, Reescribiendo un poco la ecuacién y defiendo g = p% =(1-vV1-e?)/e
obtenemos - -
Lo(1- 1 i 1 — e
gf ~ L=p)+ A +pe”  pl—ge ™ (A.34)
(1+p)+ (L= p)e® 1—qe’®
Tomando el logaritmo a &mbos miembros
if =iE 4+ 1In(1 — ge™*F) —In(1 — ¢e'F). (A.35)
Si |z| < 1 entonces el desarrollo In(1 —z) = =3 7, % es absolutamente convergente, por
lo que obtenemos
if =iF + Z enb _ eminE) (A.36)
Tomando la parte imaginaria llegamos a que
o qn
f=E+2) “—snnE. (A.37)
n=1 n
Por 1ltimo, tomando los desarrollos de E' y de sinnkE en funciéon de M
f=M+ Z Ji(ke) sin kM + 2 Z Z qk Tnon(ke) + Join(ke)) sin kM. (A.38)

n=1k=1
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