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“De Mı́ obtiene el Sol el calor que él emite,
y del mismo modo retengo y roćıo la lluvia

sobre la superficie de la Tierra”.

El Bhagavad Gita
Canto del Señor
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Resumen

Una variedad de ideas relacionadas a las acotaciones con pesos surgió casi simultánea-
mente con la introducción de las integrales singulares, aunque no fue sino hasta la década
de 1970 que se obtuvo una mejor comprensión sobre esta teoŕıa. El impulso fue dado por
la caracterización de Muckenhoupt de los pesos para los cuales el operador maximal de
Hardy-Littlewood actúa sobre los espacios de Lebesgue en śı mismos. Esta caracterización
llevó naturalmente a la introducción de la clase de Muckenhoupt y el desarrollo de las aco-
taciones con pesos.

La teoŕıa de pesos tiene una destacada importancia en el estudio de problemas de valores
en la frontera para la ecuación de Laplace en dominios de Lipschitz. Las acotaciones con
pesos también se aplican a la teoŕıa de extrapolación y a las estimaciones para ciertas clases
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar la acotación con pesos de una familia de
operadores integrales en los espacios de Lebesgue y en los espacios generalizados de oscilación
media acotada de John y Nirenberg BMOγ. La idea fundamental para los resultados en los
espacios de Lebesgue, es una simple acotación puntual de los operadores por una maximal
local de Hardy-Littlewood y el operador de Calderón, ó por la maximal fraccionaria y el
operador de Calderón modificado, dependiendo del grado de las singularidades de los opera-
dores. Esto permite obtener inmediatamente las acotaciones entre espacios de Lebesgue con
pesos en la clase de Muckenhoupt. Asimismo se logra caracterizar los pesos potencia para
estas acotaciones.

Posteriormente, analizando una localización y la parte global de los operadores, se ob-
tienen en el caso fraccionario, las acotaciones con pesos desde los espacios Lp-débiles de
Lebesgue en espacios adecuados BMOγ, para p que supera el exponente cŕıtico, y pesos
que satisfacen una condición de duplicación y una condición reversa de Hölder. Luego se
definen espacios de tipo BMOγ local y se obtienen, en el caso general, las acotaciones desde
estos espacios en BMOδ para pesos que satisfacen una condición de duplicación. Finalmen-
te, se demuestran resultados análogos para generalizaciones del operador de Calderón y del
operador integral de Hilbert.

Palabras claves: espacios de Lebesgue, espacios BMO, desigualdades pesadas, opera-
dores integrales, pesos de Muckenhoupt, espacios de Lipschitz.
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Abstract

A collection of ideas related to weighted inequalities appeared almost simultaneously
with the introduction of singular integrals. But it was not until the 1970’s that a better
understanding of this theory was developed. The advances were made possible by Mucken-
houpt’s characterization of the weights for which the Hardy-Littlewood maximal operator
maps Lebesgue spaces into themselves. This characterization motivated the definition of the
Muckenhoupt class of weights and related results for weighted inequalities.

The theory of weights is important in the study of boundary value problems for the
Laplace equation on Lipschitz domains. Additionally, weighted inequalities find applications
to the theory of extrapolation of operators and are useful to deduce estimates for certain
non-linear PDE’s.

The main objective of this thesis is to study weighted boundedness of a family of integral
operators on Lebesgue spaces and on generalized spaces of John and Niremberg of mean
bounded oscillation BMOγ. The fundamental idea for the first set of results is a simple
pointwise bound of the operators by a local Hardy-Littlewood maximal plus the Calderón
operator, or by the fractional maximal operator plus the modified Calderón operator, de-
pending on the degree of the singularities of these operators. From this, the boundedness on
Lebesgue spaces with weights in the Muckenhoupt class, follow immediately. Moreover, the
power weights for which boundedness holds are characterized.

Later, the boundedness with weights of the original operators, in the case fractional, from
weak-Lp Lebesgue spaces into appropriate BMOγ spaces is obtained for p exceeding the cri-
tical exponent, and weights satisfying a doubling condition and a reverse Hölder condition.
This result is based on the analysis of a localization and the global part of the original ope-
rators. Further, local type BMOγ spaces are defined and weighted boundedness from these
spaces into BMOδ is proved for weights satisfying a doubling condition. Finally, analogous
results are proved for generalizations of the Calderon operator and the integral operator of
Hilbert.

Key words: Lebesgue spaces, BMO spaces, weighted inequalities, integral operators,
Muckenhoupt weights, Lipschitz spaces.
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Introducción

El estudio de desigualdades con pesos ha adquirido un creciente interés desde que B. Muc-
kenhoupt lo iniciara sistemáticamente en 1972 con su art́ıculo “Weighted norm inequalities
for the Hardy-Littlewood maximal function” [Muc72], debido a la importancia del operador
maximal de Hardy-Littlewood en el análisis real y armónico. Luego, en 1974 Muckenhoupt
y Wheeden publicaron “Weighted norm inequalities for fractional integrals” [MW74], donde
los autores introdujeron el operador maximal fraccionario que en las estimaciones con pesos
para los Potenciales de Riesz, desempeña un rol similar al del operador maximal de Hardy-
Littlewood en las integrales singulares.

En esta tesis estudiaremos las acotaciones con pesos para ciertas familias de operadores
integrales sobre diferentes espacios de funciones.

Comenzamos considerando la siguiente familia de operadores, sea n un número natural
y 0 < α < n, definimos Tα por

Tαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy.

Estos operadores fueron introducidos por Ricci y Sjögren como una herramienta para
demostrar algunos resultados relacionados al grupo de Heisenberg. Ellos necesitaron la aco-
tación de Tα sobre L2(R) y la probaron en su publicación [RS88]. Pocos años más tarde,
se demostraron las acotaciones sobre Lp(Rn), 1 < p < ∞, en [GU93]. Posteriormente, en
[RU05] se obtuvieron las acotaciones con pesos sobre Lp(ω), 1 < p < ∞, para lo cual se
usó que el resultado en el caso ω ≡ 1 era válido. En ese mismo art́ıculo se estudió la acota-
ción desde L∞(Rn) en el espacio clásico de John y Nirenberg BMO, y más recientemente, en
[RU13] uno de los objetos de estudio fue la acotación con pesos desde L∞(ω−1) en BMO(ω).
También, en [RU12] se estudiaron las acotaciones sobre los espacios de Hardy Hp.

Nosotros abordamos el estudio de Tα desde otro punto de vista. Comenzamos el análisis
de las acotaciones mostrando de una manera simple que Tα se puede controlar puntualmente
con una maximal local de Hardy-Littlewood y el operador de Calderón. Este enfoque nos
permitió obtener las acotaciones de tipo (p, p), 1 < p < ∞, con pesos perteneciendo a la
clase Ap de Muckenhoupt, y la acotación de tipo débil (1, 1) con pesos perteneciendo a la
clase A1, sin necesidad de mostrar primero el caso ω ≡ 1. Además, logramos caracterizar los
pesos potencia ω para los cuales Tα es acotado de Lp(ω) en śı mismo, lo cual enunciamos a
continuación.

Teorema A. Sea ω un peso potencia y sea 1 < p <∞.

xi



El operador Tα es de tipo fuerte pesado (p, p) asociado al peso ω, si y sólo si ω ∈ Ap.

El operador Tα es de tipo débil pesado (1, 1) asociado al peso ω, si y sólo si ω ∈ A1.

Si bien ha sido estudiada la acotación de Tα desde L∞(ω−1) en BMO(ω), observamos
que |Tαf | es idénticamente infinito para funciones f constantes, por lo tanto no se puede
esperar la acotación de Tα desde todo el espacio L∞. Luego, cada vez que consideremos un
operador T definido sobre un espacio de funciones X, denotaremos por E(X) el conjunto
de funciones f en X tales que |Tf(x)| es finito para algún punto x ∈ Rn no nulo, siempre
que no se preste a confusión cuál es el operador en cuestión. Entonces, uno de los resultados
obtenidos en [RU13] es la acotación de Tα desde E

(
L∞(ω−1)

)
en BMO(ω) para ω ∈ A1 tal

que ω(x) ≤ Cω(−x) para casi todo x.
Es natural preguntarse si Tα puede ser extendido continuamente a un espacio más grande

de tipo BMO. En esta dirección, realizamos el análisis de una localización de Tα y de la parte
global del mismo, lo cual nos condujo a definir un espacio de tipo BMO(ω)-local denotado
por BMO0(ω), que es intermedio entre L∞(ω−1) y BMO(ω).

El espacio BMO0(ω) consiste de las funciones f ∈ BMO(ω) tales que el promedio
1

ω(B)

∫
B

|f | es uniformemente acotado para bolas B centradas en el origen. Denotamos

por ‖ · ‖
BMO0(ω)

la norma que es natural asociar a este espacio. Concretamente hemos

demostrado.

Teorema B. Sea f ∈ E
(
BMO0(ω)

)
. Si ω ∈ A1 y satisface ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo

x ∈ Rn, entonces Tαf ∈ BMO(ω). Más aún, existe C independiente de f tal que

‖Tαf‖BMO(ω)
≤ C‖f‖

BMO0(ω)
.

Estos resultados han sido publicados en [FF15a] y están desarrollados en el Caṕıtulo 2
de la tesis.

Para continuar, hemos considerado una generalización de tipo fraccionario de Tα. Sean
α, β > 0 tales que α + β ≤ n. Definimos Tα,β por

Tα,βf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|α|x+ y|β
dy.

Muckenhoupt y Wheeden en [MW74] caracterizaron los pesos para los cuales el operador
integral fraccionario Iα actúa desde Lp(ωp) en Lq(ωq) para 1 < p < n/α y 1/q = 1/p− α/n.

En este contexto, demostrando de una manera simple una acotación puntual de Tα,β por
los operadores maximal franccionario y de Calderón modificado, hemos obtenido la acotación
con pesos de Tα,β desde Lp(ωp) en Lq(ωq) para adecuados p y q, y ω ∈ Ap,q. Este resultado
también está demostrado en [RU13] usando otras técnicas del análisis.

Para estas acotaciones hemos logrado caracterizar los pesos potencia, lo cual enunciamos
a continuación. Denotamos λ = n− (α + β).
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Teorema C. Sean α + β < n, 1 < p < n/λ y 1/q = 1/p − n/λ. Si ω(x) = |x|a es un peso
potencia, entonces ω ∈ Ap,q si y sólo si existe C indenpendiente de f tal que

‖Tα,βf‖Lq(ωq) ≤ C‖f‖
Lp(ωp)

.

Continuando naturalmente el análisis de Iα, en [HSV97] los autores caracterizaron los
pesos para los cuales Iα es acotado desde una versión débil de los espacios de Lebesgue pesa-
dos, L̃pω−1 , con n/α ≤ p < n/(α−1)+, en adecuados espacios de Lipschitz pesados, y también
entre espacios de Lipschitz pesados. En particular, BMO(ω) y BMOγ(ω) son espacios de
Lipschitz pesados.

En este sentido, hemos estudiado las acotaciones con pesos de Tα,β desde L̃pω−1 enBMOγ(ω),
y entre espacios BMOγ(ω), para lo cual hemos analizado independientemente las partes lo-
cal y global del operador.

Precisamente, consideramos los siguientes espacios de funciones. Sean ω un peso y 0 ≤
γ < n. Una función f medible Lebesgue pertenece a L̃pω−1 si

‖f‖p
L̃p
ω−1

= sup
t>0

tp
∣∣{x ∈ Rn : |f(x)|ω−1(x) > t}

∣∣ <∞.
Una función f localmente integrable pertenece a BMOγ(ω) si existe una constante C tal
que para toda bola B ⊂ Rn,

1

ω(B)|B|γ

∫
B

|f − fB| ≤ C.

Luego, una función f pertenece a BMOγ
0 (ω), si f ∈ BMOγ(ω) y existe una constante C tal

que
1

ω(B)|B|γ

∫
B

|f | ≤ C

para toda bola B ⊂ Rn centrada en el origen. Denotamos por ‖ · ‖
BMOγ(ω)

y ‖ · ‖
BMOγ0 (ω)

las normas que son naturales de asociar a estos espacios. Por último, dado η ≥ 1, decimos
que ω pertenece a Dη, si satisface la siguiente condición de duplicación

ω(tB) ≤ Ctnηω(B),

para todo t > 1 y para toda bola B ⊂ Rn.
A continuación enunciamos los resultados principales que hemos obtenido. Para tal fin,

denotamos por λ = n − (α + β), Jλ =
[
n
λ
, n

(λ−1)+

)
y RH(p) la condición reversa de Hölder

con exponente p.

Teorema D. Supongamos que α+β < n y p ∈ Jλ. Sea ω un peso que satisface ω ∈ RH(p′),
ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < α+β

n
+ 1

n
+ 1

p
, y ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn.

Si f ∈ E
(
L̃pω−1

)
entonces Tα,βf ∈ BMOδ(ω) para δ = 1 − α+β

n
− 1

p
. Más aún, existe C

independiente de f tal que
‖Tα,βf‖BMOδ(ω)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

.
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Teorema E. Supongamos que n− 1 < α+ β ≤ n y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso que satisface

ω ∈ Dη, para algún 1 ≤ η < α+β
n

+ 1
n
− γ, y ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn. Si

f ∈ E
(
BMOγ

0 (ω)
)

entonces Tα,βf ∈ BMOδ(ω) para δ = 1 − α+β
n

+ γ. Más aún, existe C
independiente de f tal que

‖Tα,βf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

El Teorema D extiende el correspondiente resultado probado en [RU13] para el caso
p = n/(n − (α + β)), es decir, δ = 0. Pues el teorema implica la acotación de Tα,β desde
un espacio más grande E

(
L̃pω−1

)
y para una clase más amplia de pesos. Por otro lado, si

bien el espacio de llegada BMO0(ω) es más grande que la versión pesada de BMO usada en
[RU13], ambos espacios coinciden para los pesos ω tales que ωn/(α+β) ∈ A1 (ver Observación
1.1.12 del Caṕıtulo 1), considerados en ese art́ıculo.

El Teorema E extiende el resultado de tipo BMO obtenido en [FF15a], pues ahora con-
sideramos una clase más amplia de pesos. Por otro lado, el caso ĺımite p = ∞ (p′ = 1) del
Teorema D se corresponde con el Teorema E para γ = 0, debido a que las hipótesis sobre los
pesos coinciden.

Los resultados obtenidos para la familia de operadores Tα,β están contenidas en el tra-
bajo [FF15b], enviado para ser considerado para su publicación, y están desarrollados en el
Caṕıtulo 3 de la tesis.

Habiendo comparado puntualmente la parte global de Tα con el operador de Calderón S,
nos llevó a preguntarnos si se podŕıan obtener para S resultados similares a los teoremas D
y E. A partir de esto, definimos el operador de Calderón modificado Sα por

Sαf(x) =
1

|x|n−α

∫
|y|≤|x|

f(y)dy +

∫
|y|>|x|

f(y)

|y|n−α
dy,

con 0 ≤ α < n, siendo S0 = S.
A su vez, como S es comparable puntualmente con el operador integral de Hilbert H,

definimos el operador integral de Hilbert modificado Hα por

Hαf(x) =

∫
Rn

f(y)

(|x|+ |y|)n−α
dy,

con 0 ≤ α < n, siendo H0 = H.
Para estos operadores hemos obtenido.

Teorema F. (i) Supongamos que α > 0 y n
α
≤ p < n

(α−1)+
. Sea ω un peso que satisface

ω ∈ RH(p′) y ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < 1 + 1−α
n

+ 1
p
. Si f ∈ E

(
L̃pω−1

)
entonces Sαf ∈

BMOδ(ω) para δ = α
n
− 1

p
. Más aún, existe C indenpendiente de f tal que

‖Sαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

.

xiv



(ii) Supongamos que 0 ≤ α < 1 y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso en Dη para algún 1 ≤ η <
1 + 1−α

n
− γ. Si f ∈ E

(
BMOγ

0 (ω)
)

entonces Sαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α
n

+ γ. Más aún,
existe C independiente de f tal que

‖Sαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

Teorema G. (i) Supongamos que α > 0 y n
α
≤ p < n

(α−1)+
. Sea ω un peso que satisface

ω ∈ RH(p′) y ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < 1 + 1−α
n

+ 1
p
. Si f ∈ E

(
L̃pω−1

)
entonces Hαf ∈

BMOδ(ω) para δ = α
n
− 1

p
. Más aún, existe C indenpendiente de f tal que

‖Hαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

.

(ii) Supongamos que 0 ≤ α < 1 y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso en Dη para algún 1 ≤ η <
1 + 1−α

n
− γ. Si f ∈ E

(
BMOγ

0 (ω)
)

entonces Hαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α
n

+ γ. Más aún,
existe C independiente de f tal que

‖Hαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

En los teoremas para Tα y Tα,β, una de las hipótesis sobre los pesos ω es que satisfagan
ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn, y está relacionada a las singularidades de los opera-
dores. Pero, en los Teoremas F y G, esa hipótesis no es necesaria.

Los resultados para los operadores Sα y Hα están desarrollados en el Caṕıtulo 4 de la
tesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo introduciremos conceptos conocidos del análisis real y armónico que
luego necesitaremos para enunciar y demostrar los resultados obtenidos a lo largo de esta
tesis.

En general se dejará alguna referencia donde pueden encontrarse los detalles.

1.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Las funciones maximales surgen naturalmente en el análisis armónico y han sido objetos
de estudio para la comprensión y resolución de una amplia variedad de problemas en distintas
áreas de la matemática. Una de las funciones maximales más destacada y estudiada ha sido
la de Hardy-Littlewood, sus propiedades y su comportamiento están totalmente relacionados
a la teoŕıa de pesos de Muckenhoupt. Esta es una buena razón quizás, para asegurar que el
estudio de acotación con pesos de operadores, es importante.

Dada una función f medible Lebesgue y localmente integrable, la función maximal Mf
es el valor más grande de los promedios de f en cada punto. Precisamente, damos la siguiente
definición.

Definición 1.1.1. Sea f ∈ L1
loc(Rn), entonces Mf , la función maximal de Hardy-Littlewood

de f , se define para x ∈ Rn por

Mf(x) = sup
B:x∈B

1

|B|

∫
B

|f(y)|dy, (1.1)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B ⊂ Rn que contienen a x. Estamos deno-
tando por |B| la medida de Lebesgue de B.

Existen diferentes definiciones del operador maximal de Hardy-Littlewood pero todas son
equivalentes entre śı. Por ejemplo, una definición comúnmente usada por muchos autores
es, reemplazar las bolas B de (1.1) por cubos Q que contienen a x para luego tomar el
supremo sobre tales cubos Q. En [Gra09] y [CUF13] se pueden encontrar algunas de las

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

definiciones equivalentes a la Definición 1.1.1. A medida que avancemos en la tesis, daremos
varias definiciones utilizando bolas, pero como sucede para el operador maximal de Hardy-
Littlewood, existen otras definiciones equivalentes.

Una función ω definida en Rn se dice un peso, si es localmente integrable y positiva en
casi todo punto. Sea 1 ≤ p < ∞, un peso ω pertenece a la clase de Muckenhoupt, y lo
denotamos por ω ∈ Ap, si existe una constante C tal que(

1

|B|

∫
B

ω

)(
1

|B|

∫
B

ω−
1
p−1

)p−1

< C, si 1 < p <∞, (1.2)

ω(B)

|B|
≤ C ess ı́nf

x∈B
ω(x), si p = 1, (1.3)

para toda bola B ⊂ Rn, donde ω(B) =

∫
B

ω. Se define la clase A∞ por

A∞ =
⋃

1≤p<∞

Ap.

Sea ω un peso. Definimos el espacio Lp(ω), 1 < p < ∞, como la colección de todas las
funciones f medibles Lebesgue tales que

‖f‖
Lp(ω)

=

(∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx

)1/p

<∞.

También, definimos el espacio L∞(ω) como la colección de todas las funciones f medibles
Lebesgue tales que

‖f‖
L∞(ω)

= ‖fω‖∞ <∞.

Nos referimos al espacio Lp(ω) como el espacio de Lebesgue pesado con exponente p.
El siguiente teorema muestra la relación entre la clase Ap y el operador maximal M . Una

demostración de este resultado y las definiciones dadas anteriormente, están contenidas en
[Duo01].

Teorema 1.1.2. Sean 1 ≤ p < ∞ y ω un peso. Entonces ω ∈ Ap si y sólo si existe C tal
que

ω
(
{x ∈ Rn : Mf(x) > t}

)
≤ C

tp

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx, (1.4)

para toda f ∈ Lp(ω) y para todo t > 0.
Más aún, si p > 1, entonces ω ∈ Ap si y sólo si existe C tal que∫

Rn

(
Mf(x)

)p
ω(x)dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx. (1.5)

para toda f ∈ Lp(ω).
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En general, si un operador satisface una condición como (1.4), se dice que es de tipo
débil pesado (p, p) con respecto al peso ω, o bien que es de tipo débil pesado (p, p), cuando
el contexto sea claro. Del mismo modo, si un operador satisface una condición como (1.5), se
dice que es de tipo fuerte pesado (p, p), o bien que es de tipo pesado (p, p). Es usual denotar
(1.4) y (1.5) por

‖Mf‖
Lp,∞(ω)

≤ C‖f‖
Lp(ω)

y ‖Mf‖
Lp(ω)

≤ C‖f‖
Lp(ω)

respectivamente.

Observación 1.1.3. Una caracterización de la acotación con pesos para M que se puede
obtener de las definiciones, es la siguiente.

Sea ω un peso. Entonces ω ∈ A1 si y sólo si existe una constante C tal que

‖Mf‖
L∞(ω−1)

≤ C‖f‖L∞(ω−1).

para toda f ∈ L∞(ω−1).

La clase de pesos de Muckenhoupt Ap tiene propiedades que permiten estudiar la acota-
ción con pesos de varios operadores importantes en el análisis armónico. Nosotros enuncia-
remos algunas de estas propiedades, que luego necesitaremos en los siguientes caṕıtulos. Las
demostraciones se pueden encontrar en [Gra09].

Dado 1 < p <∞, sea p′ tal que
1

p
+

1

p′
= 1. El número p′ se llama el exponente conjugado

de p. Si p = 1, su conjugado será p′ =∞, y si p =∞, su conjugado será p′ = 1.

Proposición 1.1.4. Dado 1 ≤ p <∞.
(1) Si p > 1 y ω ∈ Ap, entonces ω1−p′ ∈ Ap′.
(2) Si p < q <∞, entonces Ap ⊂ Aq.
(3) La medida ω(x)dx es duplicante, precisamente, existe C tal que

ω(λB) ≤ Cλnpω(B).

para todo λ > 1 y para toda bola B.
(4) El peso potencia ω(x) = |x|a ∈ A1 si y sólo si −n < a ≤ 0. Sea 1 < p < ∞, ω(x) =
|x|a ∈ Ap si y sólo si −n < a < (p− 1)n.

Definición 1.1.5. Dado 1 < p < ∞, un peso ω satisface la desigualdad reversa de Hölder
con exponente p y lo denotamos por ω ∈ RH(p), si existe una constante C tal que(

1

|B|

∫
B

ωp
)1/p

≤ C
1

|B|

∫
B

ω,

para toda bola B ⊂ Rn.

Teorema 1.1.6. Sea 1 ≤ p <∞, si ω ∈ Ap entonces existe q > 1 tal que ω ∈ RH(q).

Para poder demostrar el teorema anterior, en general se necesita un resultado previo
sobre los pesos en Ap, que enunciamos a continuación.
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Lema 1.1.7. Sean ω ∈ Ap y 0 < α < 1, entonces se cumplen.
(1) Existe 0 < β < 1 tal que para cualquier E subconjunto medible de una bola B que
satisface |E| ≥ α|B|, tenemos que ω(E) ≥ βω(B).
(2) Existe 0 < β < 1 tal que para cualquier E subconjunto medible de una bola B que
satisface α|B| ≥ |E|, tenemos que βω(B) ≥ ω(E).

Una propiedad importante de la clase de Muckenhoupt que se desprende del Teorema
1.1.6 es la siguiente.

Corolario 1.1.8. Si ω ∈ Ap, entonces existen ε > 0 y C constante tales que para toda bola
B y E subconjunto medible de B se satisface

ω(E)

ω(B)
≤ C

(
|E|
|B|

)ε
.

Un último resultado que mencionamos es que se satisface la rećıproca del Teorema 1.1.6.

Teorema 1.1.9. Si ω ∈ RH(p) con 1 < p <∞, entonces ω ∈ A∞.

Notemos que en esta sección primero hemos introducido el operador maximal M , luego
la clase de pesos Ap y por último los espacios de Lebesgue pesados Lp(ω). Después hemos
enunciado el Teorema 1.1.2 que relaciona estos conceptos. Frecuentemente usaremos este es-
quema para introducir los operadores y enunciar las acotaciones con pesos asociados a estos
operadores sobre adecuados espacios de funciones.

Finalizamos esta sección introduciendo el espacio pesado BMO. En [JN61], John y Ni-
renberg introdujeron las funciones de oscilación media acotada, BMO, como las funciones
f ∈ L1

loc(Rn) tales que
1

|B|

∫
B

|f − fB| ≤ C,

para toda bola B ⊂ Rn y alguna constante C, donde fB =
1

|B|

∫
B

f . Luego, una posible

definición para el espacio pesado BMO es la siguiente.

Definición 1.1.10. Sea ω un peso. Una función f localmente integrable pertenece aBMO(ω)
si existe una constante C tal que

1

ω(B)

∫
B

|f − fB| ≤ C, (1.6)

para toda bola B ⊂ Rn.

La seminorma de f en BMO(ω), denotada por ‖f‖
BMO(ω)

, es el ı́nfimo sobre tales cons-

tantes C.

Observación 1.1.11. Si ω es un peso duplicante, en el sentido de la Proposición 1.1.4, entonces
para verificar que una función f localmente integrable pertenece a BMO(ω), es suficiente
verificar que satisface la condición (1.6) para todas las bolas centradas en el origen y para
todas las bolas B(x, r) = {y ∈ Rn : |y− x| < r} de centro x y radio r < c|x|, donde c es una
constante fija tal que 0 < c < 1.
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Observación 1.1.12. En [MW74] y [RU13] consideran el espacio BMO pesado respecto del
peso ω como el conjunto de las funciones f ∈ L1

loc(Rn) tales que

sup
B
‖ω−1χB‖∞

1

|B|

∫
B

|f − fB| ≤ C,

para alguna constante C, donde el supremo se toma sobre todas las bolas B ⊂ Rn. Deno-
tamos, convenientemente en esta ocasión, BMO(ω) a este espacio, para compararlo con el
espacio BMO(ω) de la Definición 1.1.10. No es dif́ıcil mostrar que BMO(ω) ⊂ BMO(ω) para
cualquier peso ω. Por otro lado, si ωr ∈ A1 con r ≥ 1, entonces se puede ver sin dificultad
que BMO(ω) = BMO(ω).

El espacio BMO surge naturalmente de la clase de funciones que tienen desviación de sus
promedios sobre cubos o bolas acotada. Este espacio de funciones es un objeto importante en
el estudio del análisis armónico y está relacionado con el espacio de Hardy H1, las medidas
de Carleson, con problemas de Deformación Elástica, etc.

Una de las propiedades que usaremos del espacio BMO(ω) es la siguiente.

Proposición 1.1.13. Si f es una función localmente integrable entonces

1

2
‖f‖

BMO(ω)
≤ sup

B

1

ω(B)
ı́nf
CB

∫
B

|f(x)− CB|dx ≤ ‖f‖BMO(ω)
,

donde CB es una constante que depende de la bola B.

La demostración de esta proposición se puede encontrar en [Gra09], realizando las modi-
ficaciones obvias.

1.2. El operador de Calderón y la maximal local

de Hardy-Littlewood

En esta sección enunciaremos algunos resultados de acotaciones con pesos para el opera-
dor de Calderón y la maximal local de Hardy-Littlewood, que luego usaremos en el Caṕıtulo
2. En los siguientes teoremas enunciados, se puede apreciar cómo el comportamiento de estos
operadores está relacionado a ciertas clases de pesos similares a la clase de Muckenhoupt.

Consideramos el operador clásico de Hardy P y su adjunto Q definidos por

Pf(x) =
1

|x|n

∫
|y|≤|x|

f(y)dy, Qf(x) =

∫
|y|≥|x|

f(y)

|y|n
dy,

y el operador de Calderón S definido por

Sf(x) = Pf(x) +Qf(x).

En [DMRO13], los autores dan una caracterización sobre los pesos ω para los cuales el
operador S es acotado en Lp(ω) para 1 < p <∞, y es de tipo débil pesado (1, 1). Llamaron
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a esta clase de pesos Ap,0. Espećıficamente, un peso ω pertenece a la clase Ap,0 si satisface la
condición (1.2) o (1.3) según corresponda, pero sólo para bolas centradas en el origen. Ellos
obtuvieron el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. Sean 1 < p <∞ y ω un peso. El operador S es de tipo fuerte pesado (p, p)
o de tipo débil pesado (p, p) si y sólo si ω ∈ Ap,0. El operador S es de tipo débil pesado (1, 1)
si y sólo si ω ∈ A1,0.

En [LS10], los autores estudiaron las acotaciones con pesos sobre Lp(ω) para una maximal
local. Para definir el operador maximal local de Hardy-Littlewood, introdujeron cubos locales
de la siguiente manera: para 0 < k < 1, un cubo Q(x, r) = {y ∈ Rn : ‖y−x‖∞ < r} centrado
en x con “radio” r y con lados paralelos a los ejes de coordenadas, es un cubo k-local si
0 < r ≤ k|x|. Denotaron por Ok la familia de todos los cubos k-locales y definieron una
maximal local de Hardy-Littlewood por

Mk,locf(x) = sup
Q∈Ok:x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f |, x ∈ Rn \ {0},

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q ∈ Ok tales que x ∈ Q.
En ese mismo trabajo, caracterizaron la clase de pesos para los cuales Mk,loc es acotado

de Lp(ω) en śı mismo para 1 < p < ∞, y de tipo débil pesado (1, 1). Esta clase de pesos,
denotada por Ap,k,loc, consiste de los pesos que satisfacen la condición (1.2) o (1.3) según
corresponda, pero sólo para cubos k-locales. Después, probaron que Ap,k,loc = Ap,k′,loc para
cualesquiera 0 < k, k′ < 1. Por lo tanto, esta clase de pesos es denotada simplemente por
Ap,loc y se define

A∞,loc =
⋃

1≤p<∞

Ap,loc.

Ellos obtuvieron el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Sea 0 < k < 1 y sea ω un peso. El operador Mk,loc es de tipo fuerte pesado
(p, p) o de tipo débil pesado (p, p) para 1 < p <∞ si y sólo si ω ∈ Ap,loc. El operador Mk,loc

es de tipo débil pesado (1, 1) si y sólo si ω ∈ A1,loc.

En ambos art́ıculos [DMRO13] y [LS10] algunas de las propiedades más importantes de
la clase Ap son estudiadas en Ap,0 y Ap,loc, debido a que claramente las clases Ap,0 y Ap,loc
son más grandes que la clase Ap.

Continuando con el análisis de la maximal local, en [CRH11] y [HCR14] se estudiaron
las acotaciones con pesos de Mk,loc sobre adecuados espacios de tipo BMO locales, definidos
sobre la semirrecta R+ = (0,∞). Para esto, llamaron intervalos sub-k-cŕıticos a los intervalos
I(x, r) = (x−r, x+r) si r < k|x|, intervalos k-cŕıticos si r = k|x| e intervalos supra-k-cŕıticos
si r > k|x| y no contienen al cero. En este contexto, los pesos son funciones localmente
integrables, positivas en casi todo punto y definidas en la semirrecta R+.

Definición 1.2.3. Sean 0 < k < 1 y ω un peso definido en R+. Una función f localmente
integrable sobre R+ pertenece a BMOk,loc(ω) si existe una constante C tal que se satisfacen

1

ω(I)

∫
I

|f(x)− fI |dx < C,
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para todo intervalo I sub-k-cŕıtico, y

1

ω(I)

∫
I

|f(x)|dx < C,

para todos los intervalos I k-cŕıticos y supra-k-cŕıticos.

Si ω es un peso definido en R+, se define la norma de f en BMOk,loc(ω), denotada por
‖f‖

BMOk,loc(ω)
, como el ı́nfimo de las constantes C que satisfacen ambas condiciones de la

definición 1.2.3.
En [CRH11], los autores obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 1.2.4. Sean 0 < k < 1 y ω un peso definido en R+. El operador Mk,loc es acotado
de BMOk,loc(ω) en śı mismo si y sólo si ω ∈ A1,loc.

1.3. El operador integral fraccionario y

el operador maximal fraccionario

De manera similar al operador maximal de Hardy-Littlewood, el operador maximal frac-
cionario Mα y el operador integral fraccionario Iα también están relacionados a la clase de
pesos de Muckenhoupt, y su estudio ha sido de gran interés para muchos matemáticos.

Comenzamos introduciendo el operador Iα. Los detalles de esta sección se pueden encon-
trar en [Ste70] y [MW74].

Definición 1.3.1. Sea 0 < α < n, el Potencial de Riesz Iα, también llamado el operador
integral fraccionario con exponente α, es el operador de convolución dado por

Iαf(x) = C(α, n)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy,

donde C(α, n) =
Γ
(
n
2
− α

2

)
πn/22αΓ

(
α
2

) .

Nosotros consideraremos Iα, al igual que muchos autores, sin la constante C(α, n), es
decir

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy.

Lo cual no afectará el modo de usar los resultados para este operador.
Los Potenciales de Riesz no son acotados de Lp(Rn) en śı mismo, pero satisfacen una

acotación de tipo “diagonal” en el sentido del siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 (Lema de Sobolev). Sean 0 < α < n y 1 ≤ p < n/α, definimos q por
1/q = 1/p− α/n. Si p = 1, entonces existe C tal que∣∣{x ∈ Rn : |Iαf(x)| > t}

∣∣ ≤ (C
t

∫
Rn
|f(x)|dx

)q
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para todo t > 0.
Si p > 1, entonces entonces existe C tal que(∫

Rn
|Iαf(x)|qdx

)1/q

≤ C

(∫
Rn
|f(x)|pdx

)1/p

.

para toda f ∈ Lp(ω).

Para enunciar el teorema sobre la acotación con pesos asociados al operador Iα, intro-
ducimos la clase de pesos Ap,q. Luego, enunciamos un lema que muestra la relación de las
clases Ap,q con las de Muckenhoupt Ar.

Definición 1.3.3. Sean 0 < α < n y 1 < p < n/α definimos q por

1

q
=

1

p
− α

n
.

Entonces, un peso ω pertenece a la clase Ap,q si existe alguna constante C tal que(
1

|B|

∫
B

ω

)(
1

|B|

∫
B

ω−p
′/q

)q/p′
≤ C,

para toda bola B ⊂ Rn.
Cuando p = 1, se define A1,q = A1.

Lema 1.3.4. Sean 0 < α < n y 1 < p < n/α, un peso ω ∈ Ap,q si y sólo si ωq ∈ Ar con
r = 1 + q/p′.

Teorema 1.3.5. Sean 0 < α < n, 1 < p < n/α y 1/q = 1/p− n/α. Entonces ω ∈ Ap,q si y
sólo si existe C tal que(∫

Rn

(
|Iαf(x)|ω(x)

)q
dx

)1/q

≤ C

(∫
Rn

(
|f(x)|ω(x)

)p
dx

)1/p

,

para toda f ∈ Lp(ωp).
Si 1/q = 1− n/α, entonces ω ∈ A1,q si y sólo si existe C tal que

ωq
(
{x ∈ Rn : |Iαf(x)| > t}

)
≤
(
C

t

∫
Rn
|f(x)|ω(x)dx

)q
,

para toda f ∈ L1(ω).

Definición 1.3.6. Sea 0 < α < n, se define el operador maximal fraccionario Mα por

Mαf(x) = sup
B:x∈B

1

|B|1−α/n

∫
B

|f(y)|dy,

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B ⊂ Rn que contienen a x.
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El operador Mα fue introducido por Muckenhoupt y Wheeden en [MW74], y en las esti-
maciones con pesos para los Potenciales de Riesz Iα, desempeña un rol similar al del operador
maximal de Hardy-Littlewood en las integrales singulares.

Como una consecuencia de la desigualdad de Hölder, puede obtenerse la siguiente de-
sigualdad puntual,

Mαf(x) ≤ ‖f‖α/nLp

(
Mf(x)

)p/q
,

para 1/q = 1/p − α/n. Esto muestra que los operadores maximales fraccionarios están
fuertemente relacionados con el operador maximal de Hardy-Littlewood.

El operador Mα satisface un resultado análogo al Teorema 1.3.5.

Teorema 1.3.7. Sean 0 < α < n, 1 < p < n/α y 1/q = 1/p− n/α. Entonces ω ∈ Ap,q si y
sólo si existe C tal que(∫

Rn

(
|Mαf(x)|ω(x)

)q
dx

)1/q

≤ C

(∫
Rn

(
|f(x)|ω(x)

)p
dx

)1/p

,

para toda f ∈ Lp(ωp).
Si 1/q = 1− n/α, entonces ω ∈ A1,q si y sólo si existe C tal que

ωq
(
{x ∈ Rn : |Mαf(x)| > t}

)
≤
(
C

t

∫
Rn
|f(x)|ω(x)dx

)q
,

para toda f ∈ L1(ω).

1.4. Clases de pesos y un espacio débil de Lebesgue

Las clases de pesos y el espacio de funciones que definimos a continuación, fueron intro-
ducidos en [HSV97] para obtener condiciones necesarias y suficientes para la acotación del
operador integral fraccionario Iα en el rango p ≥ n/α.

Definición 1.4.1. Sean 0 < λ < n y 1 < p <∞. Decimos que un peso ω ∈ H(λ, p) si existe
una constante C tal que

|B|1/p−λ/n+1/n

(∫
Rn\B

ωp
′
(y)

|xB − y|(n−λ+1)p′
dy

)1/p′

≤ C
ω(B)

|B|

para toda bola B ⊂ Rn, donde xB es el centro de la bola B.
Si p =∞, decimos que un peso ω ∈ H(λ,∞) si existe una constante C tal que

|B|−λ/n+1/n

(∫
Rn\B

ω(y)

|xB − y|n−λ+1
dy

)1/p′

≤ C
ω(B)

|B|

para toda bola B ⊂ Rn.



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Lema 1.4.2. Sean 0 < λ < n y 1 < p ≤ ∞. Para un peso ω las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) ω ∈ H(λ, p).

(2) ω ∈ RH(p′) y existen constantes positivas C y ε tales que

ωp
′(
B(xB, tr)

)
≤ Ct(n−λ+1)p′−εωp

′(
B(xB, r)

)
para toda bola B = B(xB, r) y para todo t ≥ 1.

(3) Existen constantes positivas C y ε tales que(
ωp
′(
B(xB, tr)

)
|B(xB, tr)|

)1/p′

≤ Ctn/p−λ+1−ε/p′ ω
(
B(xB, r)

)
|B(xB, r)|

para toda bola B = B(xB, r) y para todo t ≥ 1.

Definición 1.4.3. Sean 1 ≤ p <∞ y ω un peso. Una función f medible Lebesgue pertenece
a L̃pω−1 si

‖f‖
L̃p
ω−1

= sup
t>0

tp
∣∣{x ∈ Rn : |f(x)|ω−1(x) > t}

∣∣ <∞.
‖ · ‖

L̃p
ω−1

es una quasinorma en L̃pω−1 .

Lema 1.4.4. Sean 1 < p <∞ y ω ∈ RH(p′). Si f ∈ L̃pω−1 entonces existe una constante C
independiente de f tal que ∫

B

|f | ≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

ω(B)

|B|1/p

para toda bola B ⊂ Rn.

Lema 1.4.5. Sean 1 < p <∞ y ω ∈ H(λ, p). Si f ∈ L̃pω−1 entonces existe una constante C
independiente de f tal que∫

Rn\B

|f(y)|
|xB − y|n−λ+1

dy ≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

ω(B)

|B|1+1/n+1/p−λ/n

para toda bola B = B(xB, r) ⊂ Rn.

1.5. El operador de Calderón modificado

En [Bra78], [DHK97] y [Duo13] se estudian las acotaciones del operador de Calderón
modificado Sα desde Lp(v) en Lq(u). Los detalles de la definición y del teorema que damos
a continuación, se pueden encontar en los art́ıculos antes citados.
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Definición 1.5.1. Sea 0 ≤ α < n, se define

Sαf(x) =
1

|x|n−α

∫
|y|≤|x|

f(y)dy +

∫
|y|>|x|

f(y)

|y|n−α
dy.

Notemos que S0 = S, el operador de Calderón.

Teorema 1.5.2. Sean 0 < α < n y 1 < p ≤ q < ∞. Entonces Sα es acotado de Lp(v) en
Lq(u) si y sólo si existe C tal que(∫

|x|≥R

u(x)

|x|(n−α)q
dx

)1/q(∫
|x|≤R

v(x)1−p′dx

)1/p′

< C (1.7)

y (∫
|x|≥R

v(x)1−p′

|x|(n−α)p′
dx

)1/p′(∫
|x|≤R

u(x)dx

)1/q

< C (1.8)

para todo R > 0.

Los conceptos contenidos en las secciones 1.3, 1.4 y 1.5 serán usados en los Caṕıtulos 3
y 4.





Caṕıtulo 2

Acotación de Tα

En este caṕıtulo de la tesis estudiaremos las acotaciones con pesos de la familia de
operadores integrales Tα, primero sobre los espacios de Lebesgue y luego sobre espacios
de tipo BMO locales.

Espećıficamente, sea n un número natural y 0 < α < n, definimos el operador Tα por

Tαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy.

Como fue mencionado en la Introducción, estos operadores {Tα}0<α<n fueron introducidos
por Ricci y Sjögren como una herramienta para demostrar algunos resultados relacionados
al grupo de Heisenberg y demostraron la acotación de Tα sobre L2(R) en su publicación
[RS88]. Luego, la acotación sin pesos y con pesos de esta familia de operadores integrales
sobre distintos espacios de funciones fue estudiada en los art́ıculos [GU93], [RU05], [RU12],
[RU13], [FF15a], entre otros.

Los resultados de este caṕıtulo están publicados en [FF15a].

2.1. Acotación de Tα sobre Lp

Una de las ideas subyacentes para el análisis de los operadores introducidos se encuentra
contenida en el siguiente lema, el cual muestra que Tα está puntualmente controlado por los
operadores de Calderón y una maximal local de Hardy-Littlewood.

Como es usual en análisis, a lo largo de este trabajo c y C denotarán constantes positivas,
no necesariamente las mismas en cada ocasión. Dado un conjunto E medible Lebesgue,
denotaremos por Ec el complemento de E en Rn y χE la función caracteŕıstica de E. Dada
una bola B = B(x, r) de centro x y radio r, denotaremos por tB la bola B(x, tr). Denotamos
Mloc = M1/2,loc

Lema 2.1.1. Sea f ∈ L1
loc(Rn) no negativa, entonces existe C tal que

Tαf(x) ≤ C
(
Sf(x) +Mlocf(x) +Mlocf(−x)

)
,

para todo x ∈ Rn \ {0}.

13
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Demostración. Sea x 6= 0. Llamamos U1 = B(0, |x|) ∩Qc
(
x, ‖x‖∞/2

)
∩Qc

(
− x, ‖x‖∞/2

)
y

U2 = Bc(0, |x|) ∩Qc
(
x, ‖x‖∞/2

)
∩Qc

(
− x, ‖x‖∞/2

)
. Descomponemos el operador Tα como

Tαf(x) = Tα
(
χU1f

)
(x) + Tα

(
χU2f

)
(x) + Tα

(
χB(x,|x|/2)f

)
(x) + Tα

(
χB(−x,|x|/2)f

)
(x). (2.1)

Si y ∈ U1 entonces |x− y| ≥ |x|/(2
√
n) y |x+ y| ≥ |x|/(2

√
n), luego

Tα
(
χU1f

)
(x) ≤ cPf(x). (2.2)

Si y ∈ U2 entonces |x− y| ≥ |y|/(1 + 2
√
n) y |x+ y| ≥ |y|/(1 + 2

√
n), luego

Tα
(
χU2f

)
(x) ≤ cQf(x). (2.3)

Ahora, si y ∈ Q
(
x, ‖x‖∞/2

)
entonces |x+ y| > ‖x‖∞, luego∫

Q(x,‖x‖∞/2)

f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy (2.4)

≤ 1

‖x‖n−α∞

∫
Q(x,‖x‖∞/2)

f(y)

|x− y|α
dy

≤ c

‖x‖n−α∞

∞∑
j=1

1

(2−j‖x‖∞)α

∫
2−j−1‖x‖∞≤‖x−y‖∞<2−j‖x‖∞

f(y)dy

≤ cMlocf(x)
∞∑
j=1

1

2j(n−α)

= cMlocf(x). (2.5)

Similarmente, si y ∈ Q
(
− x, ‖x‖∞/2

)
entonces |x− y| > ‖x‖∞, luego∫

B
(
−x,|x|/2

) f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy ≤ cMlocf(−x). (2.6)

Por lo tanto, usando (2.2)-(2.6) para acotar puntualmente en (2.1), concluimos la demos-
tración del lema.

Usando las caracterizaciones de las acotaciones con pesos para S y Mloc obtenidas en
[DMRO13] y [LS10] (ver los enunciados 1.2.1 y 1.2.2 de la Sección 1.2 del Caṕıtulo 1),
podemos obtener.

Teorema 2.1.2. Si ω ∈ Ap,loc∩Ap,0 = Ap y satisface ω(−x) ≤ Cω(x) para casi todo x ∈ Rn,
entonces el operador Tα es de tipo fuerte pesado (p, p) para 1 < p < ∞, y es de tipo débil
pesado (1, 1) si p = 1.

Demostración. Sea f ∈ Lp(ω) con 1 < p < ∞ . Usando el lema 2.1.1 y que S y Mloc son
acotados sobre Lp(ω) para ω ∈ Ap,loc ∩ Ap,0, obtenemos

‖Tαf‖Lp(ω)
≤ C

(
‖Sf‖

Lp(ω)
+ ‖Mlocf‖Lp(ω)

+ ‖Mlocf‖Lp(ω)

)
≤ C‖f‖

Lp(ω)
.
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De manera similar, si f ∈ L1(ω), entonces

‖Tαf‖L1,∞(ω)
≤ C

(
‖Sf‖

L1,∞(ω)
+ ‖Mlocf‖L1,∞(ω)

+ ‖Mlocf‖L1,∞(ω)

)
≤ C‖f‖

L1(ω)
.

Por último, como mencionamos en el Caṕıtulo 1, es equivalente definir la clase de Muc-
kenhoupt sobre bolas o sobre cubos. Por lo tanto, es inmediato de las definiciones que
Ap ⊂ Ap,loc ∩ Ap,0. A su vez, no es dif́ıcil mostrar que es equivalente definir la clase Ap,0
sobre bolas centradas en el origen o sobre cubos centrados en el origen. Luego se sigue que
Ap,loc ∩ Ap,0 ⊂ Ap.

Observamos que el Teorema 2.1.2 establece la acotación de Tα entre espacios de Lebesgue
Lp(ω) sin necesidad de mostrar primero el caso ω ≡ 1.

Una importante clase de pesos en análisis armónico, es la de los pesos potencia de la
forma ω(x) = |x|a, con a ∈ R. Por ejemplo, en el art́ıculo [Duo13] se estudian las acotaciones
del operador integral fraccionario sobre funciones radiales en espacios de Lebesgue pesados
con pesos potencia.

No es dif́ıcil probar que un peso potencia ω ∈ Ap si y sólo si ω ∈ Ap,0. Por otro lado,
enunciamos en la Proposición 1.1.4: “El peso potencia ω(x) = |x|a ∈ A1 si y sólo si −n <
a ≤ 0. Para 1 < p <∞, ω(x) = |x|a ∈ Ap si y sólo si −n < a < (p− 1)n”.

Para concluir esta sección, podemos obtener como corolario del Teorema 2.1.2, la siguiente
caracterización de la acotación con pesos de Tα sobre los espacios de Lebesgue para los pesos
potencia.

Corolario 2.1.3. Sea ω un peso potencia y sea 1 < p <∞.

El operador Tα es de tipo fuerte pesado (p, p) asociado al peso ω, si y sólo si ω ∈ Ap.

El operador Tα es de tipo débil pesado (1, 1) asociado al peso ω, si y sólo si ω ∈ A1.

Demostración. Sea x 6= 0. Si y ∈ B(0, |x|) entonces |x ± y| ≤ 2|x|. Y si y ∈ Bc(0, |x|)
entonces |x± y| ≤ 2|y|. Luego, si f ∈ L1

loc(Rn) y es no negativa

Tαf(x) =

∫
B(0,|x|)

f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy +

∫
Bc(0,|x|)

f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy

≥ C

(
1

|x|n

∫
B(0,|x|)

f(y)dy +

∫
Bc(0,|x|)

f(y)

|y|n
dy

)
= C(Pf(x) +Qf(x)) = CSf(x).

Usando este hecho, si Tα es de tipo fuerte pesado (p, p) o es de tipo débil pesado (1, 1),
entonces S es de tipo fuerte pesado (p, p) o es de tipo débil pesado (1, 1), respectivamente.
Luego, por el Teorema 1.2.1, resulta ω ∈ Ap,0, o bien ω ∈ Ap.

Las rećıprocas de ambas afirmaciones del corolario son casos particulares del Teorema
2.1.2.
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2.2. Acotación de Tα sobre L∞

El espacio de funciones de oscilación media acotada BMO surge naturalmente en va-
rias situaciones del análisis armónico. Las funciones del espacio L∞(Rn) tienen la propiedad
de oscilación media acotada sobre bolas, es decir, L∞ ⊂ BMO, pero existen funciones no
acotadas que también tienen esta propiedad. Como se puede apreciar en [GCRdF85], los
operadores integrales singulares clásicos no son acotados de L∞ en L∞ sino que son acotados
de L∞ en BMO. En esta sección estudiaremos la acotación con pesos de Tα en este sentido.

Cabe destacar, que la importancia del espacio BMO en análisis armónico es mucho más
profunda que la mencionada para el estudio de acotaciones de operadores. Por ejemplo el
espacio BMO sirve como herramienta para la teoŕıa de interpolación, está relacionado con
las medidas de Carleson y los espacios de Hardy Hp, etc., (ver [CRW76], [FS72], [HSV07] y
[JN61]).

Sea ω un peso entonces los espacios L∞(ω) y BMO(ω) están definidos como sigue. Una
función f localmente integrable pertenece a L∞(ω) si

‖f‖
L∞(ω)

= ‖fω‖∞ <∞.

Efectivamente, ‖ · ‖
L∞(ω)

es una norma en L∞(ω).

Una función f localmente integrable pertenece a BMO(ω) si existe C tal que

1

ω(B)

∫
B

|f(x)− fB|dx ≤ C,

para toda bola B ⊂ Rn. La seminorma de f en BMO(ω), denotada por ‖f‖
BMO(ω)

, es el

ı́nfimo sobre tales constantes C.
Puede mostrarse sin dificultad que L∞(ω−1) ⊂ BMO(ω).
Como queremos estudiar la acotación de Tα desde L∞(ω−1) en BMO(ω), tendremos en

cuenta primero la acotación del operador de Hardy P y su adjunto Q sobre un espacio
adecuado que también contiene a L∞(ω−1).

Definición 2.2.1. Sea ω un peso, una función f localmente integrable pertenece a BM0(ω)
si existe una constante C tal que

1

ω(B)

∫
B

|f(x)|dx ≤ C,

para toda bola B centrada en el origen.

Podemos definir la norma de f en BM0(ω), denotada por ‖f‖
BM0(ω)

, como el ı́nfimo

sobre tales constantes C. Por otro lado, es inmediato que ‖f‖
BM0(ω)

≤ ‖f‖
L∞(ω−1)

para toda

f ∈ L∞(ω−1), luego L∞(ω−1) ⊂ BM0(ω).
Ahora, como |Qf | y |Tαf | son idénticamente infinito para una función f constante, no
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podemos esperar las acotaciones de estos operadores sobre todo el espacio L∞(ω−1). Por lo
tanto definimos

E
(
L∞(ω−1)

)
=
{
f ∈ L∞(ω−1) : |Qf(x)| <∞ para algún x 6= 0

}
y

E
(
BM0(ω)

)
=
{
f ∈ BM0(ω) : |Qf(x)| <∞ para algún x 6= 0

}
.

Observación 2.2.2. Frecuentemente usaremos el siguiente hecho en las demostraciones, si ω
es un peso y E es un conjunto medible y acotado en Rn, entonces

ess ı́nf
E

ω ≤ 1

|E|

∫
E

ω,

por lo tanto, si ω ∈ A1 tenemos que

ω(B)

|B|
|E|
ω(E)

≤ C
(
ess ı́nf

B
ω
)(

ess ı́nf
E

ω
)−1 ≤ C,

para toda bola B y cualquier conjunto E ⊂ B con medida positiva.

Proposición 2.2.3. Sea ω ∈ A1,0 entonces existe C tal que

(1) ‖Pf‖
L∞(ω−1)

≤ C‖f‖
BM0(ω)

para toda f ∈ BM0(ω) ;

(2) ‖Qf‖
BMO(ω)

≤ C‖f‖
BM0(ω)

para toda f ∈ E
(
BM0(ω)

)
.

Demostración. La parte (1) es inmediata a partir de las definiciones de P y de los espacios.
Para la parte (2), sean f ∈ E

(
BM0(ω)

)
y ω ∈ A1,0. Probemos que Qf(x) esta bien

definido para todo x 6= 0. En efecto, sea x0 ∈ Rn tal que Qf(x0) es finito. Entonces |Qf(x)| ≤
Q|f |(x0) <∞ para |x| ≥ |x0|. Si 0 < |x| < |x0|, entonces∣∣Qf(x)

∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
|y|>|x|

f(y)

|y|n
dy

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∫
|x0|>|y|>|x|

f(y)

|y|n
dy

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫
|y|>|x0|

f(y)

|y|n
dy

∣∣∣∣
≤ 1

|x|n

∫
B(0,|x0|)

|f(y)|dy +
∣∣Qf(x0)

∣∣
≤ ‖f‖

BM0(ω)

1

|x|n
ω
(
B(0, |x0|)

)
+
∣∣Qf(x0)

∣∣ <∞.
Ahora, sean r > 0 y ν ∈ Rn tales que |ν| = r, entonces∫

B(0,r)

∣∣Qf(x)−Qf(ν)
∣∣dx ≤ ∫

0<|x|<r

∫
|x|<|y|<r

|f(y)|
|y|n

dydx

=

∫
0<|y|<r

|f(y)|
|y|n

(∫
B(0,|y|)

dx

)
dy

≤ C‖f‖
BM0(ω)

ω
(
B(0, r)

)
.
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Por lo tanto,
1

ω(B(0, r))

∫
B(0,r)

∣∣Qf(x)−Qf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BM0(ω)
. (2.7)

Ahora, consideramos la bola B(a, r) con r ≥ |a|/2 y ν ∈ Rn tal que |ν| = 3r. Como
B(a, r) ⊂ B(0, 3r), usando (2.7) y Observación 2.2.2, tenemos

1

ω(B(a, r))

∫
B(a,r)

∣∣Qf(x)−Qf(ν)
∣∣dx

≤ ω(B(0, 3r))

ω(B(a, r))

1

ω(B(0, 3r))

∫
B(0,3r)

∣∣Qf(x)−Qf(ν)
∣∣dx

≤ C‖f‖
BM0(ω)

.

Luego, si consideramos B(a, r) con r < |a|/2 y ν ∈ Rn tal que |ν| = |a| + r, entonces
B(a, r) ⊂ B(0, |a| + r), |x| > |a| − r para x ∈ B(a, r), y |a| − r > |a|/2. Aśı, usando la
Observación 2.2.2

1

ω(B(a, r))

∫
B(a,r)

∣∣Qf(x)−Qf(ν)
∣∣dx =

1

ω(B(a, r))

∫
B(a,r)

∣∣∣∣ ∫
|x|<|y|<|a|+r

f(y)

|y|n
dy

∣∣∣∣dx
≤ 1

ω(B(a, r))

∫
B(a,r)

∫
|a|−r<|y|<|a|+r

|f(y)|
|y|n

dydx

≤
∣∣B(a, r)

∣∣
ω(B(a, r))

1

(|a| − r)n

∫
|y|<|a|+r

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
BM0(ω)

(
|a|+ r

|a| − r

)n
≤ C‖f‖

BM0(ω)
.

Estas propiedades para P y Q nos permiten dar otra demostración del siguiente resultado,
ya obtenido en [RU13].

Teorema 2.2.4. Si ω ∈ A1 y satisface ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn, entonces
existe C tal que

‖Tαf‖BMO(ω)
≤ C‖f‖

L∞(ω−1)
,

para toda f ∈ E
(
L∞(ω−1)

)
.

Demostración. Sea f ∈ E
(
L∞(ω−1)

)
. Por la Proposición 2.2.3 y el Lema 2.1.1, tenemos que

Tαf ∈ L1
loc(Rn). Ahora hacemos una descomposićıon similar a la que hicimos en el Lema

2.1.1. Sean Kα(x, y) = |x−y|−α|x+y|−n+α y U = B(0, 3|x|/2)∩Bc(x, |x|/2)∩Bc(−x, |x|/2),
entonces

Tαf(x)−Qf(x) = Tα(χUf)(x) + Tα
(
χB(x,|x|/2)f

)
(x) + Tα

(
χB(−x,|x|/2)f

)
(x)

−
∫
B(x,3|x|/2)

f(y)

|y|n
dy +

∫
|y|≥3|x|/2

(
Kα(x, y)− 1

|y|n

)
f(y)dy.
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De manera similar a la demostración del Lema 2.1.1, obtenemos∣∣∣∣Tα(χUf)(x) + Tα
(
χB(x,|x|/2)f

)
(x) + Tα

(
χB(−x,|x|/2)f

)
(x)−

∫
|x|≤|y|<3|x|/2

f(y)

|y|n
dy

∣∣∣∣
≤ C

(
P |f |(3x/2) +M |f |(x) +M |f |(−x)

)
≤ C

(
M |f |(x) +M |f |(−x)

)
.

Por el teorema del valor medio y ω ∈ A1, tenemos que∣∣∣∣ ∫
Bc(0,3|x|/2)

f(y)

(
Kα(x, y)− 1

|y|n

)
dy

∣∣∣∣ ≤ C|x|
∫
Bc(0,3|x|/2)

|f(y)|
|y|n+1

dy

≤ C‖f‖
L∞(ω−1)

|x|
∫
Bc
(

0,3|x|/2
) ω(y)

|y|n+1
dy

= C‖f‖
L∞(ω−1)

∞∑
i=0

|x|
∫

3|x|2i/2≤|y|<3|x|2i+1/2

ω(y)

|y|n+1
dy

≤ C‖f‖
L∞(ω−1)

∞∑
i=0

|x|(
2i|x|

)n+1

∫
|y|<3|x|2i+1/2

ω(y)dy

≤ C‖f‖
L∞(ω−1)

ω(x).

Ahora, usando que ω satisface ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn, obtenemos

‖Tαf −Qf‖L∞(ω−1)
≤ C

(
‖M(|f |)‖

L∞(ω−1)
+ ‖(M |f |)∨‖

L∞(ω−1)
+ ‖f‖

L∞(ω−1)

)
,

donde (Mf)∨(x) = Mf(−x). Aśı, por la Proposición 2.2.3 podemos concluir el teorema.

2.3. Acotación de Tα sobre BMO de tipo local

En esta sección introducimos un adecuado espacio de tipo BMO para estudiar la aco-
tación del operador Tα. Como consecuencia de ello, obtenemos un resultado que extiende el
obtenido en el Teorema 2.2.4.

Definición 2.3.1. Sea ω un peso, una función f pertenece a BMO0(ω) si f ∈ BM0(ω) y
existe una constante C tal que

1

ω(B)

∫
B

|f − fB| ≤ C,

para toda bola B = B(x, r) con r < |x|/8.
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Podemos definir la norma de f en BMO0(ω), denotada por ‖f‖
BMO0(ω)

, como el ı́nfimo

sobre las constantes C que satisfacen simultáneamente las desigualdades de las definiciones
2.2.1 y 2.3.1.

Informalmente, decimos que BMO0(ω) es un espacio de tipo BMO local, debido a la
similitud con el espacio BMOk,loc(ω) definido en [CRH11] para estudiar la acotación con
pesos de la maximal local de Hardy-Littlewood Mk,loc en estos espacios.

Es inmediato a partir de las definiciones, que L∞(ω−1) ⊂ BMO(ω)∩BM0(ω) ⊂ BMO0(ω).
Más aún, se puede ver sin dificultad que

BMO(ω) ∩BM0(ω) = BMO0(ω). (2.8)

Por la misma razón que mencionamos antes, definimos

E
(
BMO0(ω)

)
=
{
f ∈ BMO0(ω) : |Qf(x)| <∞ para algún x 6= 0

}
.

Enunciamos el principal resultado de esta sección.

Teorema 2.3.2. Sea f ∈ E
(
BMO0(ω)

)
. Si ω ∈ A1 y satisface ω(−x) ≤ cω(x) para casi

todo x ∈ Rn, entonces Tαf ∈ BMO(ω). Más aún, existe C independiente de f tal que

‖Tαf‖BMO(ω)
≤ C‖f‖

BMO0(ω)
.

Este resultado extiende el Teorema 2.2.4, pues para ω ≡ 1, la función

h0(x) =

 log
1

|x− 2|
si x ∈ (1, 3),

0 si x /∈ (1, 3),

satisface h0 ∈ E
(
BMO0(ω)

)
pero h0 /∈ L∞(ω−1). En efecto, es conocido que la función

g0(x) =

 log
1

|x|
si |x| < 1,

0 si |x| ≥ 1,

pertenece al espacio BMO. Además, si f ∈ BMO entonces τyf ∈ BMO, donde τyf(x) =
f(x−y) para todo x ∈ R (ver [Gra09]). Luego, se sigue que h0 ∈ BMO. Ahora, es inmediato
que h0 ∈ L1(R), y si 1 < r entonces

1

2r

∫ r

−r
|h0(x)|dx ≤ 1

2
‖h0‖L1 ,

lo cual muestra que h0 ∈ BM0. Por último, si x > 3 entonces

|Qh0(x)| ≤
∫
|y|≥|x|

|h0(y)|
|y|

dy ≤
∫
|y|≥3

|h0(y)|
|y|

dy = 0.

Antes de proceder con la demostración del Teorema 2.3.2, necesitaremos algunos resul-
tados previos.
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Comenzamos dando una posible definición del espacio BMOk,loc(ω) en Rn \ {0}. Para
ello consideramos en Rn, bolas sub-k-cŕıticas a las bolas B(x, r) si r < k|x|, bolas k-cŕıticas
si r = k|x| y bolas supra-k-cŕıticas si r > k|x| y no contienen al cero. En este contexto, los
pesos son funciones positivas en casi todo punto, definidas Rn \ {0} y localmente integrables
sobre Rn \ {0}. Entonces, sean 0 < k < 1 y ω un peso definido en Rn \ {0}, una función f
localmente integrable sobre Rn \ {0} pertenece a BMOk,loc(ω), si existe una constante C tal
que se satisfacen

1

ω(B)

∫
B

|f(x)− fB|dx < C, (2.9)

para toda bola B sub-k-cŕıtica, y

1

ω(B)

∫
B

|f(x)|dx < C, (2.10)

para todas las bolas B k-cŕıticas y supra-k-cŕıticas.
Si ω es un peso definido en Rn \ {0}, se define la norma de f en BMOk,loc(ω), denotada

por ‖f‖
BMOk,loc(ω)

, como el ı́nfimo de las constantes C que satisfacen simultáneamente las

condiciones (2.9) y (2.10).
Con estas definiciones, se puede demostrar sin dificultad el siguiente resultado.

Lema 2.3.3. Si 0 < k < 1 y ω ∈ A1, entonces existe una constante C tal que ‖f‖
BMOk,loc(ω)

≤
C‖f‖

BMO0(ω)
para toda f ∈ BMO0(ω).

Para continuar, en [CRH11], la versión sobre R+ = (0,∞) del siguiente lema es obte-
nida (ver Lema 3.3 de ese mismo trabajo). Afirmamos que la misma demostración, con las
modificaciones obvias, puede ser adaptada a Rn.

Lema 2.3.4. Sean 0 < k < 1, r ≥ 1 y ω ∈ A1. Entonces existe C tal que(
1

ω(B)

∫
B

|f(x)− fB|rω1−r(x)dx

)1/r

≤ C‖f‖
BMOk,loc(ω)

para toda bola B sub-k-cŕıtica y para toda f ∈ BMOk,loc(ω).

Ahora vamos a introducir el operador Vα, que es una localización de Tα, y estudiaremos
su acotación. Sea ψ ∈ C∞(R) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1 en

[
− 1

4
, 1

4

]
, y ψ = 0 en

[
− 1

2
, 1

2

]c
.

Definimos

Vαf(x) =

∫
Rn

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
f(y)

|x− y|α|x+ y|n−α
dy, x 6= 0.

Si f es no negativa, entonces Vαf ≤ Tαf . Consecuentemente, por el Teorema 2.1.2, Vα es de
tipo (p, p) con respecto a la medida de Lebesgue para 1 < p <∞.

El siguiente lema es la clave para la demostración del Teorema 2.3.2.

Lema 2.3.5. Si ω ∈ A1, entonces Vα es acotado de BMO0(ω) en śı mismo. Más aún, existe
C independiente de f tal que

‖Vαf‖BMO0(ω)
≤ C‖f‖

BMO0(ω)
.
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Demostración. Sean f ∈ BMO0(ω) y t0 = 3/4. Primero demostraremos que la condición de
oscilación media acotada de la Definición 2.3.1 se satisafce para Vαf . Sea B = B(x0, r) con
radio 0 < r < |x0|/8, queremos obtener que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf(x)− c
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMO0(ω)
, (2.11)

para algunas constantes c dependiendo de f y B, y C independiente de f .
Escribimos a f como

f = (f − fB)χ2B + (f − fB)χ(2B)c + fB = f1 + f2 + f3,

donde 2B = B(x0, 2r).
Primero, consideramos Vαf1. Como ω ∈ A1, entonces satisface RH(s) con s > 1. Aśı ωs ∈

A1. Elegimos q > 1 y γ > 1 tales que s =
γq − 1

γ − 1
. Usando que Vα es de tipo (q, q) para

1 < q <∞ y la desigualdad de Hölder, obtenemos

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf1

∣∣ ≤ |B|1/q′
ω(B)

(∫
B

∣∣Vαf1

∣∣q)1/q

≤ |B|
1/q′

ω(B)

(∫
2B

|f − fB|qω
1−γq
γ ω

γq−1
γ

)1/q

≤ |B|
1/q′

ω(B)

(∫
2B

|f − fB|γqω1−γq
)1/γq(∫

2B

ω
γq−1
γ

γ′
)1/γ′q

≤ |B|
1/q′

ω(B)

(∫
2B

|f − f2B|γqω1−γq
)1/γq(∫

2B

ωs
)1/γ′q

+
|B|1/q′

ω(B)

(∫
2B

|f2B − fB|γqω1−γq
)1/γq(∫

2B

ωs
)1/γ′q

. (2.12)

Ahora, analizaremos cada término de la última expresión en (2.12). Aplicando el Lema
2.3.4, la propiedad de duplicación para los pesos en Ap y el Lema 2.3.3 con k = 1/4, tenemos
que

|B|1/q′

ω(B)

(∫
2B

|f − f2B|γqω1−γq
)1/γq(∫

2B

ωs
)1/γ′q

≤ C‖f‖
BMOt0,loc(ω)

|B|1/q′

ω(B)
ω(2B)1/γq|2B|1/γ′q

(
ω(2B)

|2B|

)s/γ′q
≤ C‖f‖

BMO0(ω)
|B|1/q′+1/γ′q−s/γ′qω(B)−1+1/γq+s/γ′q

= C‖f‖
BMO0(ω)

. (2.13)

Para el segundo término, usamos que ωs ∈ Aγ′, la propiedad de duplicación y el Lema
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2.3.3 con k = 1/4. Entonces

|B|1/q′

ω(B)

(∫
2B

|f2B − fB|γqω1−γq
)1/γq(∫

2B

ωs
)1/γ′q

=
|B|1/q′

ω(B)

(∫
2B

ω1−γq
)1/γq(∫

2B

ωs
)1/γ′q

|f2B − fB|

≤ C
|B|1/q′

ω(B)
|2B|1/q 1

|B|

∫
B

|f − f2B|

≤ C‖f‖
BMOt0,loc(ω)

|B|1/q′+1/q−1

≤ C‖f‖
BMO0(ω)

. (2.14)

Para continuar, consideramos Vαf2. Sea x ∈ B, entonces

∣∣Vαf2(x)− Vαf2(x0)
∣∣ ≤ ∫

Rn
|f2(y)|Kα(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dy
+

∫
Rn
|f2(y)|ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣Kα(x, y)−Kα(x0, y)
∣∣dy. (2.15)

Nuevamente analizaremos cada término.
Notemos que si x ∈ B, entonces 7

8
|x0| < |x| < 9

8
|x0|. Si ψ

(
|x|−1|x − y|

)
6= 0 entonces

y ∈ B(x, |x|/2). Además, si y ∈ B(x, |x|/4), entonces ψ
(
|x|−1|x−y|

)
= 1. Aśı, si

∣∣ψ(|x|−1|x−
y|
)
−ψ

(
|x0|−1|x0− y|

)∣∣ 6= 0, entonces y ∈ Ω =
[
B(x, |x|/2)∪B(x0, |x0|/2)

]
∩
[
Bc(x, |x|/4)∪

Bc(x0, |x0|/4)
]
. Ahora, si y ∈ Ω\B(x0, |x0|/2), entonces |y−x0| ≤ |y−x|+|x−x0| ≤ 1

2
|x|+r <

11
16
|x0|. Y si y ∈ B(x0, |x0|/2), entonces |y − x0| < |x0|/2. Luego Ω ⊂ B(x0,

11
16
|x0|) = B0.

Aplicando el teorema del valor medio, obtenemos

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣ ≤ ∣∣ψ′(ξ)∣∣∣∣∣∣ |x− y||x|
− |x0 − y|
|x0|

∣∣∣∣
≤ C

(∣∣∣∣ |x− y||x|
− |x0 − y|

|x|

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ |x0 − y|
|x0|

− |x0 − y|
|x|

∣∣∣∣)
≤ C

r

|x0|
. (2.16)

Observamos también que si y ∈ Ω, entonces |x − y| > c|x0| y |x + y| > c|x0|. Por lo tanto
tenemos que∫

Rn
|f2(y)|Kα(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dy ≤ C
r

|x0|n+1

∫
B0

|f2(y)|dy

= C
r

|x0||B0|

∫
B0

|f2(y)|dy.

(2.17)

Ahora, elegimos un número natural j0 tal que 2j0r < d0|x0| ≤ 2j0+1r donde d0 = 11/16.
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Denotamos por Lj = B(x0, 2
jr) para j = 0, 1, 2 . . . j0, aśı Lj ⊂ B0. Entonces

|f − fB| ≤ |f − fB0|+ |fB0 − fLj0 |+
j0∑
j=1

|fLj − fLj−1
|

≤ |f − fB0|+
C

|Lj0|

∫
Lj0

|f − fB0|+
j0∑
j=1

C

|Lj−1|

∫
Lj−1

|f − fLj |

≤ |f − fB0|+
C

|B0|

∫
B0

|f − fB0|+
j0∑
j=1

C

|Lj|

∫
Lj

|f − fLj |. (2.18)

Como B0 y Lj, j = 0, 1, 2 . . . j0, son bolas sub-t0-cŕıticas, usando (2.18), el Lema 2.3.3 con

k = 1/4, y que
r

|x0|
(2 + j0) ≤ (1 + d0), obtenemos

C
r

|x0|
1

|B0|

∫
B0

|f2| ≤ Ct0‖f‖BMO0(ω)

r

|x0|

(
2
ω(B0)

|B0|
+

j0∑
j=1

ω(Lj)

|Lj|

)
≤ C‖f‖

BMO0(ω)

r

|x0|
(
ess ı́nf

B
ω
)
(2 + j0)

≤ C‖f‖
BMO0(ω)

ess ı́nf
B

ω. (2.19)

Por lo tanto, por (2.17)

1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f2(y)|Kα(x, y)

∣∣∣∣ψ( |x− y||x|

)
− ψ

(
|x0 − y|
|x0|

)∣∣∣∣dydx
≤ Ct0‖f‖BMO0(ω)

|B|
ω(B)

ess ı́nf
B

ω

≤ C‖f‖
BMO0(ω)

. (2.20)

Ahora estimaremos el segundo término de (2.15). Aplicando el teorema del valor medio,
tenemos ∣∣Kα(x, y)−Kα(x0, y)

∣∣ ≤ C
|x− x0|
|y − x0|n+1

< C
r

|y − x0|n+1
.

Aśı

1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f2(y)|ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣Kα(x, y)−Kα(x0, y)
∣∣dydx

≤ C
r|B|
ω(B)

∫
B(x0,|x0|/2)

|f2(y)|
|y − x0|n+1

dy

= C
r|B|
ω(B)

∫
A(x0,2r,|x0|/2)

|f(y)− fB|
|y − x0|n+1

dy.
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Elegimos j1 un número natural tal que 2j1r < |x0|/2 ≤ 2j1+1r. LlamamosAj = A(x0, 2
j−1r, 2jr),

Lj = B(x0, 2
jr) con j = 1, 2 . . . j1 y A = A(x0, 2

j1r, |x0|/2). Entonces

C
r|B|
ω(B)

∫
A(x0,2r,|x0|/2)

|f(y)− fB|
|y − x0|n+1

dy

≤ C
r|B|
ω(B)

( j1∑
j=1

∫
Aj

|f(y)− fB|
|y − x0|n+1

dy +

∫
A

|f(y)− fB|
|y − x0|n+1

dy

)

≤ C
r|B|
ω(B)

( j1∑
j=1

1

(2jr)n+1

∫
Aj

|f − fB|+
1

(2j1r)n+1

∫
A

|f − fB|
)

≤ C
|B|
ω(B)

( j1∑
j=1

1

2j|Lj|

∫
Lj

|f − fB|+
1

2j1|B(x0, |x0|/2)|

∫
B(x0,|x0|/2)

|f − fB|
)
.

Similares argumentos a los que usamos en (2.18)-(2.20), implican

|B|
ω(B)

[ j1∑
j=1

1

2j|Lj|

∫
Lj

|f − fB|+
2−j1

|B(x0, |x0|/2)|

∫
B(x0,|x0|/2)

|f − fB|
]

≤ C
|B|
ω(B)

[ j1∑
j=1

1

2j|Lj|

∫
Lj

(
|f − fLj |+

j∑
i=1

|fLi − fLi−1
|
)

+
1

2j1 |B(x0, |x0|/2)|

∫
B(x0,|x0|/2)

(
|f − fB(x0,|x0|/2)|+ |fB(x0,|x0|/2) − fB|

)]
≤ C‖f‖

BMOt0,loc(ω)

|B|
ω(B)

[ j1∑
j=1

(
ω(Lj)

2j|Lj|
+

1

2j

j∑
i=1

ω(Li)

|Li|

)

+
ω
(
B(x0, |x0|/2)

)
2j1
∣∣B(x0, |x0|/2)

∣∣ +
1

2j1|B|

∫
B

∣∣f − fB(x0,|x0|/2)

∣∣]
≤ C‖f‖

BMO0(ω)

[ j1∑
j=1

(
1

2j
+

j

2j

)
+ 2

]
. (2.21)

Luego por (2.15), (2.20) y (2.21) hemos probado que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf2(x)− Vαf2(x0)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMO0(ω)
.

Pasamos a considerar Vαf3.

Vαf3(x) =

∫
Rn

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
f3

|x− y|α|x+ y|n−α
dy

= f3

∫
Rn

ψ
(∣∣x|x|−1 − z

∣∣)∣∣x|x|−1 − z
∣∣α∣∣x|x|−1 + z

∣∣n−αdz
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= f3

∫
Rn

ψ
(∣∣R(e1)−R(u)

∣∣)∣∣R(e1)−R(u)
∣∣α∣∣R(e1) +R(u)

∣∣n−αdu
= f3

∫
Rn

ψ
(
|e1 − u|

)
|e1 − u|α|e1 + u|n−α

du

= f3

∫
B(0,1/2)

ψ
(
|ν|
)

|ν|α|2e1 + ν|n−α
dν = Cf3,

donde hicimos el cambio de variables z = R(u) con R la rotación tal que R(e1) = x|x|−1.
Como es usual, denotamos e1 = (1, 0 . . . 0). Por (2.12)-(2.15), (2.20) y (2.21) tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf(x)− Vαf2(x0)− Vαf3(x)
∣∣dx

≤ 1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf1(x)
∣∣dx+

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf2(x)− Vαf2(x0)
∣∣dx

≤ C‖f‖
BMO0(ω)

.

Es decir, (2.11) está probado.
Ahora demostraremos que la condición de acotación media de la Definition 2.3.1 se sa-

tisface para Vαf . Sea B = B(0, r), queremos probar que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf(x)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMO0(ω)
,

para alguna constante C independiente de f .
Si x ∈ B y |x−y||x| < 1

2
, entonces |y| < 2r, y

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vαf(x)
∣∣dx ≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
Rn

|f(y)|ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

dydx

=
1

ω(B)

∫
Rn
|f(y)|

∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

dxdy

≤ 1

ω(B)

∫
2B

|f(y)|
∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

dxdy.

La demostración quedará completa si∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

dx ≤ C

para 0 < |y| < 2r. Entonces, sea R la rotación tal que R(e1) = y|y|−1 y hacemos el cambio
de variables R(u) = x|y|−1. Aśı, si ψ

(
|u|−1|u − e1|

)
6= 0, se sigue que 0 < c0 < |u| < c1 y

|u+ e1| ≥ c > 0. Por lo tanto∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

dx ≤
∫
A(0,c0,c1)

ψ
(
|u|−1|u− e1|

)
|u− e1|α|u+ e1|n−α

du

≤ C

∫
A(0,c0,c1)

1

|u− e1|α
du ≤ C.
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Demostración del Teorema 2.3.2. Sean f ∈ E
(
BMO0(ω)

)
y x 6= 0. Definimos U = B(0, 3|x|/2)∩

Bc(x, |x|/4) ∩Bc(−x, |x|/4). Entonces

Tαf(x)− Vαf(x)− Vn−αf(−x)−Qf(x)

= Tα(χUf)(x)−
∫
A(x,|x|/4,|x|/2

) ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

f(y)dy

−
∫
A(−x,|x|/4,|x|/2

) ψ
(
|x|−1|x+ y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

f(y)dy

−
∫
|x|≤|y|<3|x|/2

f(y)

|y|n
dy +

∫
|y|≥3|x|/2

(
Kα(x, y)− 1

|y|n

)
f(y)dy.

Como ω ∈ A1, entonces∣∣∣∣Tα(χUf)(x)−
∫
A(x,|x|/4,|x|/2)

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

f(y)dy

−
∫
A(−x,|x|/4,|x|/2)

ψ
(
|x|−1|x+ y|

)
|x− y|α|x+ y|n−α

f(y)dy −
∫
|x|≤|y|<3|x|/2

f(y)

|y|n
dy

∣∣∣∣
≤ C

1

|x|n

∫
B(0,3|x|/2)

|f(y)|dy

≤ Cω(x)‖f‖
BMO0(ω)

.

Similares argumentos a los que usamos en la demostración del Teorema 2.2.4, implican∣∣∣∣ ∫
|y|≥3|x|/2

(
Kα(x, y)− 1

|y|n

)
f(y)dy

∣∣∣∣ ≤ C
∞∑
i=0

1

2i
(
2i|x|

)n ∫
|y|<3|x|2i+1/2

|f(y)|dy

≤ Cω(x)‖f‖
BM0(ω)

.

Por lo tanto,

‖Tαf − Vαf − (Vn−αf)∨ −Qf‖
L∞(ω−1)

≤ C‖f‖
BMO0(ω)

.

Aśı, por la Proposićıon 2.2.3, el Lema 2.3.5 y que ω(−x) ≤ Cω(x) para casi todo x ∈ Rn, el
teorema queda demostrado.

2.4. Comparación entre espacios

Considerando (2.8) de la sección anterior, haremos una breve comparación entre los
espacios BM0(ω), BMO0(ω) y BMO(ω) en el caso 1-dimensional para el peso ω ≡ 1.

Sean

f0(x) =


1√
x− 1

si x ∈ (1, 2),

0 si x /∈ (1, 2),
y g0(x) =

 log
1

|x|
si |x| < 1,

0 si |x| ≥ 1.
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Entonces,

(1) f0 ∈ BM0(ω) pero f0 /∈ BMO(ω), luego se sigue que f0 /∈ BMO0(ω);

(2) g0 ∈ BMO(ω) pero g0 /∈ BM0(ω).

Por lo tanto, las inclusiones BMO0(ω) ⊂ BM0(ω) y BMO0(ω) ⊂ BMO(ω) son estrictas,
y los espacios BM0(ω) y BMO(ω) son diferentes en el sentido que no hay contención entre
ellos.

Veamos (1), en efecto, sea 1 < r ≤ 2

1

2r

∫ r

−r
f0(x)dx =

1

2r

∫ r

1

1√
x− 1

dx =
1

r

√
x− 1

∣∣∣∣r
1

=

√
r − 1

r
≤ 1,

esto muestra que f0 ∈ BM0(ω). Ahora, sea ε > 0, y notemos que si 1 < x < 1 + ε entonces√
x− 1 <

√
ε, luego

1

2ε

∫ 1+ε

1−ε

∣∣∣∣f0(x)− 1

2ε

∫ 1+ε

1−ε
f0(t)dt

∣∣∣∣dx =
1

2ε

∫ 1+ε

1−ε

∣∣∣∣f0(x)− 1

2ε

∫ 1+ε

1

1√
t− 1

dt

∣∣∣∣dx
=

1

2ε

∫ 1+ε

1−ε

∣∣∣∣f0(x)− 1√
ε

∣∣∣∣dx
=

1

2ε

∫ 1

1−ε

1√
ε
dx+

1

2ε

∫ 1+ε

1

1√
x− 1

− 1√
ε
dx

=
1√
ε
,

lo cual muestra que f0 /∈ BMO(ω).
Es muy conocido que g0 ∈ BMO y que g0 /∈ L∞(R) (ver [Duo01]). Veamos que g0 /∈

BM0(ω), en efecto, sea ε > 0, entonces

1

2ε

∫ ε

−ε
|g0(x)|dx =

−1

ε

∫ ε

0

log(x)dx =
−1

ε

(
x log(x)− x

)∣∣∣∣0
ε

= − log(ε) + 1,

lo cual muestra (2).



Caṕıtulo 3

Acotación de Tα,β

En este caṕıtulo estudiaremos una generalización de tipo fraccionario de los operadores
integrales Tα, que denotaremos por Tα,β. Primero, probaremos las acotaciones con pesos de
Tα,β entre espacios de Lebesgue para pesos en la clase de Muckenhoupt. Luego, demostra-
remos las acotaciones con pesos de Tα,β, α + β < n, desde una versión débil del espacio Lp,
con n/(n− (α+ β)) ≤ p < n/(n− (α+ β)− 1)+, en adecuados espacios BMOδ, para pesos
cumpliendo una desigualdad reversa de Hölder y una condición de duplicación. Por último,
probaremos las acotaciones con pesos de Tα,β, n − 1 < α + β ≤ n, desde un subespacio de
un espacio de tipo BMOγ

0 local en un adecuado espacio BMOδ, para pesos cumpliendo una
condición de duplicación. Es importante destacar, que en este último resultado, la clase de
pesos considerada es más grande que A∞.

Sean n ≥ 1 y α, β > 0 tales que α + β ≤ n. Entonces Tα,β está definido por

Tα,βf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|α|x+ y|β
dy.

Notemos que para el caso α + β = n, entonces Tα,β = Tα. Los resultados obtenidos en este
caṕıtulo están contenidos en [FF15b].

3.1. Acotación de Tα,β de Lp en Lq

El siguiente lema muestra que Tα,β está puntualmente controlado por los operadores de
Calderón modificado y maximal fraccionario. Denotamos por λ = n− (α + β).

Lema 3.1.1. Sean α + β < n y f ∈ L1
loc(Rn) no negativa, entonces

cSλf(x) ≤ Tα,βf(x) ≤ C
(
Sλf(x) +Mλf(x) +Mλf(−x)

)
,

para todo x ∈ Rn, x 6= 0, donde c y C son independientes de f .

29
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La demostración del Lema 3.1.1 se puede deducir de la demostración del Lema 2.1.1 del
Caṕıtulo 2, con las modificaciones obvias.

Teorema 3.1.2. Sean α + β < n, 1 < p < n/λ y 1/q = 1/p− n/λ. Si ω ∈ Ap,q y satisface
ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn, entonces existe C tal que

‖Tα,βf‖Lq(ωq) ≤ C‖f‖
Lp(ωp)

,

para toda f ∈ Lp(ωp).

Demostración. Suponemos que α + β < n, 1 < p < n/λ y 1/q = 1/p− n/λ.
Por el Teorema 1.3.7, ω ∈ Ap,q si y sólo si Mλ es acotado de Lp(ωp) en Lq(ωq). A su vez,

por el Lema 1.3.4 que ω ∈ Ap,q si y sólo si ωq ∈ A1+q/p′ . Ahora, no es dif́ıcil mostrar que
si ωq ∈ A1+q/p′ entonces se satisfacen las condiciones (1.7) y (1.8) del Teorema 1.5.2, con
u = ωq y v = ωp. Luego, si ωq ∈ A1+q/p′ , entonces Sλ es acotado de Lp(ωp) en Lq(ωq). Por lo
tanto, la demostración del teorema sigue de estos hechos y del Lema 3.1.1 antes enunciado.

Para concluir esta sección, podemos obtener como corolario del Lema 3.1.1 y del Teorema
3.1.2, la siguiente caracterización de la acotación con pesos de Tα,β entre espacios de Lebesgue
para pesos potencia.

Corolario 3.1.3. Sean α + β < n, 1 < p < n/λ y 1/q = 1/p − n/λ. Si ω(x) = |x|a es un
peso potencia, entonces ω ∈ Ap,q si y sólo si existe C tal que

‖Tα,βf‖Lq(ωq) ≤ C‖f‖
Lp(ωp)

,

para toda f ∈ Lp(ωp).

3.2. Clases de pesos y espacios de funciones

para la acotación de Tα,β

Siguiendo el esquema usado en los caṕıtulos anteriores, una vez definidos los operadores,
introducimos las clases de pesos con las cuales estudiaremos la acotación, y luego los espacios
de funciones sobre los cuales estarán definidos los operadores.

Comenzamos recordando la desigualdad reversa de Hölder para pesos dada en la Defini-
ción 1.1.5. Sea 1 < p <∞, entonces ω ∈ RH(p), si existe C tal que(

1

|B|

∫
B

ωp
)1/p

≤ C
1

|B|

∫
B

ω,

para toda bola B ⊂ Rn.
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Definición 3.2.1. Sea η ≥ 1, un peso ω pertenece a Dη si satisface la siguiente condición
de duplicación

ω(tB) ≤ Ctnηω(B),

para todo t > 1, para toda bola B ⊂ Rn y alguna constante C.

Como comentamos en el Caṕıtulo 1, es conocido que todo peso en la clase de Muckenhoupt
A∞ pertenece a RH(p) para algún p. Rećıprocamente, todo peso en RH(p) pertenece a A∞.
Por lo tanto, podemos escribir

A∞ =
⋃
p>1

RH(p).

Por otro lado, si un peso ω pertenece a la clase de Muckenhoupt A∞ entonces ω ∈ Dη

para algún η ≥ 1. Sin embargo, la rećıproca no es cierta, esto fue obtenido por Fefferman y
Muckenhoupt en [FM74]. Definimos el ejemplo de peso que consideraron los autores en su
publicación.

Sea j un número entero, consideramos

fj(x) =


1/2 si 0 < x ≤ 4−j−1

3/2 si 4−j−1 < x ≤ 3 · 4−j−1,
1/2 si 3 · 4−j−1 < x ≤ 4−j,

y fj de peŕıodo 4−j. Luego, para x positivo sea j(x) el número entero tal que

4−j(x)−1 < x ≤ 4−j(x).

Entonces definimos

W (x) =



2j(x)∏
j=0

fj(x) si 0 < x ≤ 1,

0 si x = 0,
1 si x > 1,
W (−x) si x < 0.

(3.1)

Fefferman y Muckenhoupt mostraron que el peso W satisface la condición de duplicación
Dη para algún η, y que W /∈ A∞.

Las clases de pesos RH(p′), Dη y H(λ, p) (ver la Definición 1.4.1), satisfacen las siguientes
relaciones que se obtienen a partir del Lema 1.4.2.

(1) Si 1 ≤ η < 1 +
1

n
− λ

n
, con 0 < λ < 1 entonces, Dη = H(λ,∞).

(2) Si 0 < λ < n y 1 < p <
n

(λ− 1)+
entonces, ω ∈ RH(p′) y ωp

′ ∈ Dη̃ para algún

1 ≤ η̃ <
n− λ+ 1

n
p′ si y sólo si ω ∈ H(λ, p).

Luego, es fácil de comprobar.

(3) Si 0 < λ < n y 1 < p <
n

(λ− 1)+
, entonces ω ∈ RH(p′) y ω ∈ Dη para algún

1 ≤ η < 1 +
1

n
+

1

p
− λ

n
si y sólo si ω ∈ H(λ, p).
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Por lo tanto, si 1 < p < n/(λ − 1)+, la hipótesis ω ∈ H(λ, p) del Lema 1.4.5, puede ser
reemplazada por las condiciones para ω dadas en (3).

Finalmente, observamos que si ω ∈ Dη entonces existe una constante C tal que

ω(B) ≤ Cω
(
B \ 1

2
B
)

(3.2)

para toda bola B en Rn.
Ahora, repasamos la Definición 1.4.3 de L̃pω−1 , e introducimos los espacios de funciones

BMOγ(ω) y BMOγ
0 (ω).

Dado un peso ω y 1 ≤ p <∞, entonces f ∈ L̃pω−1 si

‖f‖p
L̃p
ω−1

= sup
t>0

tp
∣∣{x ∈ Rn : |f(x)|ω−1(x) > t}

∣∣ <∞.
Definición 3.2.2. Sean ω un peso y 0 ≤ γ < 1/n. Una función f localmente integrable
pertenece a BMOγ(ω) si existe una constante C tal que

1

ω(B)|B|γ

∫
B

|f − fB| ≤ C (3.3)

para toda bola B ⊂ Rn.

La seminorma de f en BMOγ(ω), denotada por ‖f‖
BMOγ(ω)

, es el ı́nfimo sobre tales

constantes C.

Definición 3.2.3. Sean ω un peso y 0 ≤ γ < 1/n. Una función f localmente integrable
pertenece a BMOγ

0 (ω) si existe una constante C tal que f satisface la condición (3.3) para
toda bola B ⊂ Rn, y

1

ω(B)|B|γ

∫
B

|f | ≤ C (3.4)

para toda bola B ⊂ Rn centrada en el origen.

La norma de f en BMOγ
0 (ω), denotada por ‖f‖

BMOγ0 (ω)
, es el ı́nfimo sobre tales constan-

tes C.
El espacio de funciones L̃pω−1 es una versión del espacio de Lebesgue Lp-débil pesado y

satisface Lp(ω−p) ⊂ L̃pω−1 .
Por otro lado, observamos que con estas definiciones el espacio BMO0(ω) es el espa-

cio BMO(ω) de la Definición 1.1.10. Esta versión pesada de BMO(ω), fue introducida por
Muckenhoupt y Wheeden en [MW76]. Además BMO0

0(ω) es el espacio BMO0(ω) de la De-
finición 2.3.1. También, la familia de espacios BMOγ(ω) está contenida en la familia de
espacios pesados de Lipschitz Lω(γ) definidos y estudiados en [HSV97], y BMOγ(ω) para
ω ≡ 1 es el conocido espacio integral de Lipschitz.

Antes de comenzar nuestro estudio sobre la acotación de Tα,β en los espacios antes defi-
nidos, notamos que Tα,βf puede ser idénticamente infinito para algunas funciones tanto en
L̃pω−1 como en BMOγ

0 (ω). Por ejemplo, sea ω ≡ 1, consideramos las siguientes funciones,

f(x) =

{ 1

x1/p
si x ∈ (1,∞),

0 si x /∈ (1,∞);
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y g una función en C∞(R) tal que 0 ≤ g ≤ 1, g = 0 en B(0, 1) y g = 1 en Bc(0, 2). Entonces
no es dif́ıcil mostrar que f ∈ L̃pω−1 y g ∈ BMOγ

0 (ω). Pero tanto Tα,βf para p ≥ 1/(1−α−β),
como Tα,βg, son idénticamente infinito.

Sin embargo, en el Lema 3.3.2 de la siguiente sección 3.3, mostraremos que si f ∈ L̃pω−1

o f ∈ BMOγ
0 (ω), y Tα,βf(x) es finito para algún punto x, entonces Tα,βf es finito en casi

todo punto. Por esta razón, definimos

E
(
L̃pω−1

)
=
{
f ∈ L̃pω−1 : Tα,βf(x) <∞ para algún x 6= 0

}
y

E
(
BMOγ

0 (ω)
)

=
{
f ∈ BMOγ

0 (ω) : Tα,βf(x) <∞ para algún x 6= 0
}
.

Por último, si ω ≡ 1 y g es una función en C∞(Rn) tal que 0 ≤ g ≤ 1, g = 1 en B(x0, 1) y
g = 0 en Bc(x0, 2) con |x0| = 8, entonces g pertenece tanto a E

(
L̃pω−1

)
como a E

(
BMOγ

0 (ω)
)
.

Más aún, g ∈ E
(
BMOγ

0 (W )
)

para el peso W definido por Fefferman y Muckenhoupt (ver
(3.1)).

Para continuar, vamos a introducir un operador análogo al operador Vα que definimos en
la sección 2.3 del caṕıtulo 2. Su estudio será clave para demostrar los resultados principales
sobre Tα,β de las siguientes secciones.

Sea ψ una función par en C∞(R) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1 en
[
− 1

4
, 1

4

]
y ψ = 0 en[

− 1
2
, 1

2

]c
. Definimos

Vα,βf(x) =

∫
Rn

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
f(y)

|x− y|α|x+ y|β
dy, x 6= 0.

Por simplicidad denotamos Kα,β = |x− y|−α|x+ y|−β.

3.3. Acotación de Tα,β sobre L̃p
ω−1

Denotamos por λ = n− (α + β) y Jλ =
[
n
λ
, n

(λ−1)+

)
.

Lema 3.3.1. Supongamos que α+β < n y p ∈ Jλ. Sea ω un peso que satisface ω ∈ RH(p′),
ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < α+β

n
+ 1

n
+ 1

p
, y ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn.

Si f ∈ E
(
L̃pω−1

)
entonces Vα,βf ∈ BMOδ(ω) para δ = 1 − α+β

n
− 1

p
. Más aún, existe C

independiente de f tal que
‖Vα,βf‖BMOδ(ω)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

.

Demostración. Sea f ∈ L̃pω−1 . Observamos que por la equivalencia (3) de la sección anterior,
estamos en condiciones de usar los lemas 1.4.4 y 1.4.5.

Mostraremos primero que la condición media acotada (3.4) de la Definición 3.2.3 se
satisface para Vα,βf . Esto es, sea B = B(0, r), entonces queremos probar que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Vα,βf(x)
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

, (3.5)
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para alguna constante C independiente de f y de r.
Si x ∈ B y |x−y||x| < 1

2
, entonces |y| < 2r y

∫
B

∣∣Vα,βf(x)
∣∣dx ≤ ∫

2B

|f(y)|
∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|β

dxdy. (3.6)

Ahora probemos que ∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|β

dx ≤ Crn−(α+β),

para 0 < |y| < 2r. En efecto, sea R la rotación tal que R(e1) = y|y|−1. Hacemos el cambio
de variables R(u) = x|y|−1. Entonces, si ψ

(
|u|−1|u− e1|

)
6= 0, se sigue que 0 < c0 < |u| < c1

y |u+ e1| ≥ c > 0. Por lo tanto,∫
B

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
|x− y|α|x+ y|β

dx ≤ |y|n−(α+β)

∫
A(0,c0,c1)

ψ
(
|u|−1|u− e1|

)
|u− e1|α|u+ e1|β

du

≤ Crn−(α+β)

∫
A(0,c0,c1)

1

|u− e1|α
du

≤ Crn−(α+β). (3.7)

Luego, por (3.6), (3.7), el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf(x)
∣∣dx ≤ C

rn−(α+β)

ω(B)

∫
2B

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

ω(2B)

ω(B)
rn−(α+β)−n/p

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.8)

Ahora mostraremos que la condición de oscilación media acotada (3.3) se satisface para
Vα,βf . Sea B = B(x0, r) con radio r < |x0|/8, queremos probar que existe una constante C
independiente de f y de B tal que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf(x)− c
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

|B|δ,

para alguna constante c dependiendo de f y de B. Por (3.5), es suficiente considerar sólo
tales bolas B.

Escribimos a f como

f = f · χ2B + f · χ(2B)c = f1 + f2.

Primero consideramos Vα,βf1. Si y ∈ 2B y x ∈ B entonces |x+ y| ≥ c|x0|. Aśı, usando el
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Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf1(x)
∣∣dx ≤ C

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
2B

|f(y)|
|x− y|α

dydx

=
C

ω(B)|x0|β

∫
2B

|f(y)|
∫
B

1

|x− y|α
dxdy

= C
rn−α

ω(B)|x0|β

∫
2B

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn−(α+β)−n/p

= C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.9)

Consideramos ahora Vα,βf2. Sea x ∈ B = B(x0, r),∣∣Vα,βf2(x)− Vα,βf2(x0)
∣∣

≤
∫
Rn
|f2(y)|Kα,β(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dy
+

∫
Rn
|f2(y)|ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(x0, y)
∣∣dy. (3.10)

Analizaremos cada término de la desigualdad. Notemos que si x ∈ B, entonces 7
8
|x0| <

|x| < 9
8
|x0|, es decir, |x| ∼ |x0|. Si ψ

(
|x|−1|x− y|

)
6= 0 entonces y ∈ B(x, |x|/2). Además, si

y ∈ B(x, |x|/4), entonces ψ
(
|x|−1|x−y|

)
= 1. Aśı, si

∣∣ψ(|x|−1|x−y|
)
−ψ
(
|x0|−1|x0−y|

)∣∣ 6= 0,
entonces y ∈ Ω =

[
B(x, |x|/2) ∪ B(x0, |x0|/2)

]
∩
[
Bc(x, |x|/4) ∪ Bc(x0, |x0|/4)

]
. Ahora, si

y ∈ Ω, entonces |y − x0| < |x0|. Luego Ω ⊂ B(x0, |x0|) = B0. También, si y ∈ Ω, entonces
Kα,β(x, y) ≤ C|x0|−(α+β). Por lo tanto, usando el teorema del valor medio, obtenemos que∣∣ψ(|x|−1|x− y|

)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣ ≤ C
r

|x0|
,

y entonces∫
Rn
|f2(y)|Kα,β(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dy ≤ Cr

|x0|α+β+1

∫
B0

|f2(y)|dy.

(3.11)

Por (3.11), el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f2(y)|Kα,β(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dydx
≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

rn+1ω(B0)

|x0|α+β+1+n/pω(B)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|x0|α+β+1+n/p

(
|x0|
r

)1−(α+β)+n/p

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.12)
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Para seguir, estimamos el segundo término de (3.10). Si x ∈ B, y ∈ B
(
x0, |x0|/2

)
e

y ∈ (2B)c, entonces por el teorema del valor medio∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(x0, y)
∣∣ ≤ C

r

|y − x0|α+β+1
.

Aśı, por el Lema 1.4.5 y ω ∈ Dη tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f2(y)|ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(x0, y)
∣∣dydx

≤ C
rn+1

ω(B)

∫
Bc(x0,2r)

|f(y)|
|y − x0|α+β+1

dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.13)

Por (3.10), (3.12) y (3.13) hemos probado que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf2(x)− Vα,βf2(x0)
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

|B|δ. (3.14)

Luego, por (3.8), (3.9) y (3.14) hemos demostrado el lema.

Lema 3.3.2. (i) Sean 1 < p < ∞, ω ∈ RH(p′) y α + β < n. Si f ∈ E
(
L̃pω−1

)
entonces

Tα,βf ∈ L1
loc(Rn).

(ii) Sea f una función localmente integrable que satisface (3.4) de la Definición 3.2.2 con
0 ≤ γ < 1/n, y sea ω un peso en Dη para algún η. Si Tα,βf(x) es finito para algún x 6= 0,
entonces Tα,βf ∈ L1

loc(Rn).

Demostración. Sea f una función no negativa y localmente integrable. Consideramos

Pα,βf(x) =
1

|x|α+β

∫
|y|<|x|

f(y)dy y Qα,βf(x) =

∫
|y|>|x|

f(y)

|y|α+β
dy.

No es dif́ıcil obtener que

cQα,βf(x) ≤ Tα,βf(x) ≤ C
(
Pα,βf(x) +Qα,βf(x) + Vα,βf(x) + Vβ,αf(−x)

)
,

para casi todo x ∈ Rn.
Por (3.6) y (3.7) del Lema anterior 3.3.1, resulta que Vα,βf ∈ L1

loc(Rn).
Ahora supongamos que Tα,βf(x0) <∞, x0 6= 0. Entonces Qα,βf(x) <∞ para |x| ≥ |x0|,

y si 0 < |x| < |x0| entonces

Qα,βf(x) ≤ 1

|x|α+β

∫
|x|<|y|<|x0|

f(y)dy +Qα,βf(x0) <∞.

Además, como∫
B(0,r)

(
Qα,βf(x)−Qα,βf(ν)

)
dx ≤

∫
B(0,r)

f(y)|y|n−(α+β)dy <∞,
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donde |ν| = r, entonces Qα,βf ∈ L1
loc(Rn).

Si α+β < n es inmediato que Pα,βf ∈ L1
loc(Rn). Por lo tanto, (i) sigue a partir del Lema

1.4.4.
Para (ii) solo resta probar que Pα,βf ∈ L1

loc(Rn) en el caso α+β = n. Sea Bj = B(0, 2−jr),
j = 0, 1, . . .. Usando (3.4), ω ∈ Dη y (3.2), Obtenemos que∫

B0

1

|x|n

∫
B(0,|x|)

f(y)dydx ≤ C

∫
B0

ω(B(0, |x|))
|x|n−nγ

dx

≤ Crnγ−n
∞∑
j=0

1

2j(nγ−n)

∫
Bj\Bj+1

ω(Bj)dx

≤ Crnγ
∞∑
j=0

ω(Bj \Bj+1)

2jnγ

≤ Crnγω(B0).

Teorema 3.3.3. Supongamos que α + β < n y p ∈ Jλ. Sea ω un peso que satisface ω ∈
RH(p′), ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < α+β

n
+ 1

n
+ 1

p
, y ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn.

Si f ∈ E
(
L̃pω−1

)
entonces Tα,βf ∈ BMOδ(ω) para δ = 1 − α+β

n
− 1

p
. Más aún, existe C

independiente de f tal que
‖Tα,βf‖BMOδ(ω)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

.

Demostración. Sea f ∈ E
(
L̃pω−1

)
. Sean ϕ1 y ϕ2 funciones pares en C∞(R) tales que 0 ≤

ϕ1, ϕ2 ≤ 1, ϕ1 = 1 en [−2, 2], ϕ1 = 0 en [−3, 3]c, y ϕ2 = 1 − ϕ1. Luego, escribimos a Tα,β
como

Tα,βf(x) =

∫
Rn
f(y)Kα,β(x, y)ϕ1(|x|−1|y|)dy +

∫
Rn
f(y)Kα,β(x, y)ϕ2(|x|−1|y|)dy

= T1f(x) + T2f(x). (3.15)

Por (i) del Lema 3.3.2, se satisface que Tα,βf ∈ L1
loc(Rn).

Analizaremos cada operador Tj de la expresión (3.15). Primero consideramos T1f . Sean
B = B(0, r) y x ∈ B. Usando que |ϕ1(|x|−1|y|)− ψ(|x|−1|x− y|)− ψ(|x|−1|x+ y|)| = 0 para
y ∈ B(x, |x|/4) ∪B(−x, |x|/4), el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣T1f(x)− Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)
∣∣dx

≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f(y)|Kα,β(x, y)

×
∣∣ϕ1

(
|x|−1|y|

)
− ψ

(
|x|−1|x− y|

)
− ψ

(
|x|−1|x+ y|

)∣∣dydx
≤ C

ω(B)

∫
B

1

|x|α+β

∫
B(0,3r)

|f(y)|dydx
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≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

ω
(
B(0, 3r)

)
ω(B)rn/p

∫
B

1

|x|α+β
dx

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.16)

Para continuar, sea B = B(x0, r) con r < |x0|/16. Por (3.16) es suficiente considerar sólo
tales bolas B. Luego

1

ω(B)

∫
B

∣∣T1f(x)− Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)−
(
T1f − Vα,βf − (Vβ,αf)∨

)
B

∣∣dx
≤ 1

ω(B)|B|

∫
B

∫
B

∣∣T1f(x)− Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)

−
(
T1f(z)− Vα,βf(z)− Vβ,αf(−z)

)∣∣dxdz, (3.17)

donde (Vβ,αf)∨(x) = Vβ,αf(−x). Para x, z ∈ B∣∣T1f(x)− Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)−
(
T1f(z)− Vα,βf(z)− Vβ,αf(−z)

)∣∣
≤
∫

Ω1

Kα,β(x, y)|f(y)|
∣∣ϕ1(|x|−1|y|)− ψ(|x|−1|x− y|)− ψ(|x|−1|x+ y|)

− ϕ1(|z|−1|y|) + ψ(|z|−1|z − y|) + ψ(|z|−1|z + y|)
∣∣dy

+

∫
Ω2

|f(y)|
∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(z, y)

∣∣
×
∣∣ϕ1(|z|−1|y|)− ψ(|z|−1|z − y|)− ψ(|z|−1|z + y|)

∣∣dy
= I + II, (3.18)

donde Ω1 =
[
Bc(x, |x|/4) ∪ Bc(z, |z|/4)

]
∩
[
Bc(−x, |x|/4) ∪ Bc(−z, |z|/4)

]
∩ B(0, 3|x|) ∩

B(0, 3|z|) ⊂ B(0, 4|x0|) y Ω2 = Bc(z, |z|/4) ∩Bc(−z, |z|/4) ∩B(0, 4|x0|).
Para estimar I, notemos que |x±y| > c|x0| para y ∈ Ω1, y por el teorema del valor medio∣∣ϕ1(|x|−1|y|)− ϕ1(|z|−1|y|)

∣∣ ≤ C
r

|x0|

y ∣∣ψ(|x|−1|x± y|)− ψ(|z|−1|z ± y|)
∣∣ ≤ C

r

|x0|
.

Por lo tanto

I ≤ Cr

|x0|α+β+1

∫
B(0,4|x0|)

|f(y)|dy. (3.19)

Para estimar II, notemos que si y ∈ Ω2 entonces |x ± y| > c|x0| y |z ± y| > c|x0|, luego
por el teorema del valor medio

|Kα,β(x, y)−Kα,β(z, y)| ≤ C
r

|x0|α+β+1
.
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Por lo tanto

II ≤ Cr

|x0|α+β+1

∫
B(0,4|x0|)

|f(y)|dy. (3.20)

Entonces, por (3.17)-(3.20), el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣T1f(x)−Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)−
(
T1f − Vα,βf − (Vβ,αf)∨

)
B

∣∣dx
≤ Crn+1

ω(B)|x0|α+β+1

∫
B(0,4|x0|)

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|x0|α+β+1+n/p

ω
(
B(0, 4|x0|)

)
ω(B)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|x0|α+β+1+n/p

(
|x0|
r

)α+β+1+n/p

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.21)

Aśı, por el Lema 3.3.1, (3.16) y (3.21), obtenemos que

‖T1f‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

. (3.22)

Ahora pasamos a considerar T2. Notemos que

|T2f(x)| ≤
∫
|y|>|x|

|f(y)|
|y|α+β

dy <∞ (3.23)

para todo x 6= 0 como vimos en la demostración del Lema 3.3.2. Sea B = B(0, r), y sea ν
tal que |ν| = r. Aplicando el teorema del valor medio obtenemos

1

ω(B)

∫
B

|T2f(x)− T2f(ν)|dx

≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f(y)|Kα,β(x, y)|ϕ2(|x|−1|y|)− ϕ2(|ν|−1|y|)|dydx

+
1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f(y)|ϕ2(|ν|−1|y|)|Kα,β(x, y)−Kα,β(ν, y)|dydx

≤ C

ω(B)

∫
B

∫
A(0,2|x|,3r)

|f(y)|Kα,β(x, y)dydx

+
Cr

ω(B)

∫
B

∫
Bc(0,2r)

|f(y)|
|y|α+β+1

dydx. (3.24)

Nuevamente analizaremos cada término de la última expresión en (3.24) usando que ω ∈ Dη.
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Por el Lema 1.4.4,

1

ω(B)

∫
B

∫
A(0,2|x|,3r)

|f(y)|Kα,β(x, y)dydx ≤ C

ω(B)

∫
B(0,3r)

∫
B(0,|y|/2)

|f(y)|
|y|α+β

dxdy

≤ C

ω(B)

∫
B(0,3r)

|f(y)||y|n−(α+β)dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

ω
(
B(0, 3r)

)
ω(B)

rn−(α+β)−n/p

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.25)

Para el segundo término, por el Lema 1.4.5,

r

ω(B)

∫
B

∫
Bc(0,2r)

|f(y)|
|y|α+β+1

dydx ≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

ω(B)

ω(2B)

r1+n/p+(α+β)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.26)

Luego, por (3.24)-(3.26), hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

|T2f(x)− T2f(ν)|dx ≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

(3.27)

para toda bola B centrada en el origen.
Ahora, sea B = B(x0, r) con r < |x0|/2, por (3.27) es suficiente considerar solo tales

bolas B. Sea ν = x0
|x0|(|x0|+ r), por el teorema del valor medio

1

ω(B)

∫
B

|T2f(x)− T2f(ν)|dx

≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f(y)|Kα,β(x, y)|ϕ2(|x|−1|y|)− ϕ2(|ν|−1|y|)|dydx

+
1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f(y)|ϕ2(|ν|−1|y|)|Kα,β(x, y)−Kα,β(ν, y)|dydx

≤ Cr

ω(B)|x0|

∫
B

∫
A(0,2|x|,3|ν|)

|f(y)|
|y|α+β

dydx

+
Cr

ω(B)

∫
B

∫
Bc(0,2|ν|)

|f(y)|
|y|α+β+1

dydx

≤ Crn+1

ω(B)|x0|1+α+β

∫
B(0,5|x0|)

|f(y)|dy +
Crn+1

ω(B)

∫
Bc(0,2|ν|)

|f(y)|
|y|α+β+1

dy. (3.28)

Una vez más analizaremos cada término de la última expresión. Como |ν| ∼ |a| y |x| ∼ |a|,



3.4. ACOTACIÓN DE Tα,β SOBRE BMOγ(ω) 41

entonces por el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη tenemos que

rn+1

ω(B)|x0|α+β+1

∫
B(0,5|x0|)

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

ω(B)|x0|α+β+1

ω
(
B(0, 5|x0|)

)
|x0|n/p

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.29)

Para el segundo término, como |ν| ∼ |a|, entonces por el Lema 1.4.5 y ω ∈ Dη,

rn+1

ω(B)

∫
Bc(0,2|ν|)

|f(y)|
|y|α+β+1

dy ≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

ω(B)

ω
(
B(x0, 3|x0|)

)
|x0|1+n/p+(α+β)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (3.30)

Por (3.27)-(3.30) tenemos que

‖T2f‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
. (3.31)

Luego, por (3.22) y (3.31), hemos demostrado el teorema.

3.4. Acotación de Tα,β sobre BMOγ(ω)

Comenzamos demostrando la acotación del operador Vα,β, que como mencionamos, es
fundamental para obtener el teorema sobre tab.

Lema 3.4.1. Supongamos que n− 1 < α+ β ≤ n y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso que satisface

ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < α+β
n

+ 1
n
− γ, y ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn. Si

f ∈ BMOγ
0 (ω) entonces Vα,βf ∈ BMOδ

0(ω) para δ = 1 − α+β
n

+ γ. Más aún, existe C
independiente de f tal que

‖Vα,βf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

Demostración. Sea f ∈ BMOγ
0 (ω). Primero mostraremos que la condición media acotada

(3.4) de la Definición 3.2.3 se satisface para Vα,βf . Sea B = B(0, r), por (3.6) y (3.7) de la
demostración del Lema 3.3.1, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf(x)
∣∣dx ≤ C

rn−(α+β)

ω(B)

∫
2B

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.32)
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Ahora mostraremos que la condición de oscilación media acotada (3.3) de la Definición
3.2.2 se satisface para Vα,βf . Sea B = B(x0, r) con radio r < |x0|/8, queremos probar que
existe C independiente de f y de B tal que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf(x)− c
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

|B|δ, (3.33)

para alguna constante c dependiendo de f y de B. Por (3.32), es suficiente considerar sólo
tales bolas B.

Escribimos a f como

f = (f − fB)χ2B + (f − fB)χ(2B)c + fB = f1 + f2 + f3.

Consideramos Vα,βf1. Si y ∈ 2B y x ∈ B entonces |x+ y| ≥ c|x0|. Aśı

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf1(x)
∣∣dx ≤ C

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
2B

|f(y)− fB|
|x− y|α

dydx

≤ C

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
B(x,3r)

|f(y)− fB(x,3r)|
|x− y|α

dydx

+
C

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
B(x,3r)

|fB(x,3r) − fB|
|x− y|α

dydx. (3.34)

Ahora analizaremos cada término en la última expresión (3.34). LlamamosBj = B(x, 2−j3r),
con j = 0, 1, . . .. Usando (3.2) obtenemos que∫

B(x,3r)

|f(y)− fB(x,3r)|
|x− y|α

dy =
∞∑
j=0

∫
Bj\Bj+1

|f(y)− fB(x,3r)|
|x− y|α

dy

≤ C

∞∑
j=0

1

(2−jr)α

∫
Bj

|f(y)− fB0|dy

≤ C

∞∑
j=0

(2−jr)n−α
( j∑

i=0

1

|Bi|

∫
Bi

|f − fBi |
)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

∞∑
j=0

(2−jr)n−α
( j∑

i=0

ω(Bi)

|Bi|1−γ

)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

∞∑
i=0

ω(Bi)

|Bi|1−γ
(2−ir)n−α

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

∞∑
i=0

ω(Bi \Bi+1)

(2−ir)n(1−γ)−(n−α)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

∫
B0

ω(y)

|x− y|n(1−γ)−(n−α)
dy.
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Como ω ∈ Dη, entonces

1

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
B(x,3r)

|f(y)− fB(x,3r)|
|x− y|α

dydx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

1

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
B0

ω(y)

|x− y|n(1−γ)−(n−α)
dydx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

1

ω(B)|x0|β

∫
4B

ω(y)

∫
B

1

|x− y|n(1−γ)−(n−α)
dxdy

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn(1+γ)−α

|x0|β

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.35)

Luego, analizamos el segundo término de (3.34). Usando que ω ∈ Dη, obtenemos

1

ω(B)|x0|β

∫
B

∫
B(x,3r)

|fB(x,3r) − fB|
|x− y|α

dydx

≤ Crn−α

ω(B)|x0|β
1

|B|

∫
B

∫
B

|f(u)− fB(x,3r)|dudx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn−α

ω(B)|B||x0|β

∫
B

ω(B(x, 3r))|B(x, 3r)|γdx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

ω
(
B(x0, 4r)

)
rn−α+nγ

ω(B)|x0|β

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.36)

Entonces, por (3.34)-(3.36) hemos obtenido que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf1(x)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
|B|δ. (3.37)

Pasamos a considerar Vα,βf2. Sea x ∈ B = B(x0, r),∣∣Vα,βf2(x)− Vα,βf2(x0)
∣∣

≤
∫
Rn
|f2(y)|Kα,β(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dy
+

∫
Rn
|f2(y)|ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(x0, y)
∣∣dy. (3.38)

Observamos que la desigualdad (3.11) de la demostración del Lema 3.3.1, se satisface
para el primer término de la desigualdad (3.38). Luego, elegimos un número natural j0 tal
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que 2j0−1r < |x0| ≤ 2j0r y denotamos Bj = B(x0, 2
jr) para j = 0, 1, . . . , j0, entonces

1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f2(y)|Kα,β(x, y)

∣∣ψ(|x|−1|x− y|
)
− ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣dydx
≤ Crn+1

ω(B)|x0|α+β+1

∫
Bj0

|f2(y)|dy

≤ Crn+1

ω(B)|x0|α+β+1

j0∑
j=1

|Bj0|
|Bj|

∫
Bj

|f(y)− fBj |dy

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn+1+nγ

|x0|α+β+1
2j0n

j0∑
j=1

2jn(γ+η−1)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.39)

Ahora estimaremos el segundo término de (3.38). Como x ∈ B, y ∈ B
(
x0, |x0|/2

)
e

y ∈ (2B)c, entonces por el teorema del valor medio∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(x0, y)
∣∣ ≤ C

r

|y − x0|α+β+1
.

Si Aj = A(x0, 2
j−1r, 2jr), Bj = B(x0, 2

jr) con j ∈ N, entonces

1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f2(y)|ψ

(
|x0|−1|x0 − y|

)∣∣Kα,β(x, y)−Kα,β(x0, y)
∣∣dydx

≤ C
rn+1

ω(B)

∫
A
(
x0,2r,

|x0|
2

) |f(y)− fB|
|y − x0|α+β+1

dy

≤ Crn+1

ω(B)

∞∑
j=1

∫
Aj

|f(y)− fB|
|y − x0|α+β+1

dy

≤ Crn−α−β

ω(B)

∞∑
j=1

1

2j(α+β+1)

∫
Bj

|f(y)− fB|dy

≤ rn−α−β

ω(B)

∞∑
j=1

|Bj|
2j(α+β+1)

j∑
i=1

1

|Bi|

∫
Bi

|f(y)− fBi |dy

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn−α−β
∞∑
j=1

|Bj|
2j(α+β+1)

j∑
i=1

2i(nη+nγ−n)rnγ−n

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.40)

Luego, por (3.38)-(3.40) hemos probado que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf2(x)− Vα,βf2(x0)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
|B|δ. (3.41)
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Finalmente, consideramos Vα,βf3.

Vα,βf3(x) =

∫
Rn

ψ
(
|x|−1|x− y|

)
f3

|x− y|α|x+ y|β
dy

= f3|x|n
∫
Rn

ψ
(∥∥x|−1x− z

∣∣)∥∥x|−1x− z
∣∣α∥∥x|−1x+ z

∣∣β dz
= f3|x|n−(α+β)

∫
Rn

ψ
(∣∣R(e1)−R(u)

∣∣)∣∣R(e1)−R(u)
∣∣α∣∣R(e1) +R(u)

∣∣β du
= f3|x|n−(α+β)

∫
Rn

ψ
(
|e1 − u|

)
|e1 − u|α|e1 + u|β

du = Cf3|x|n−(α+β),

donde hemos usado el cambio de variables z = R(u) con R la rotaćıon tal que R(e1) = x|x|−1,
e1 = (1, 0 . . . 0).

Como antes, sea j0 un número natural tal que 2j0−1r < |x0| ≤ 2j0r y sea Bj = B(x0, 2
jr)

para j = 0, 1, . . . , j0. Entonces

|f3| ≤
1

|B|

∫
B

|f(y)|dy

≤ C

j0∑
j=0

1

|Bj|

∫
Bj

|f(y)− fBj |dy +
1

|Bj0|

∫
Bj0

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

ω(B)|B|γ−1

(
r

|x0|

)n−nγ−nη
.

Luego, por el teorema del valor medio

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf3(x)− Vα,βf3(x0)
∣∣dx ≤ C|f3|

ω(B)

∫
B

∣∣|x|n−(α+β) − |x0|n−(α+β)
∣∣dx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|γ
(

r

|x0|

)n−nγ−nη
r|x0|n−1−(α+β)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.42)

Por (3.37), (3.41) y (3.42) tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf(x)− Vα,βf2(x0)− Vα,βf3(x0)
∣∣dx

≤ 1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf1(x)
∣∣dx+

1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf2(x)− Vα,βf2(x0)
∣∣dx

+
1

ω(B)

∫
B

∣∣Vα,βf3(x)− Vα,βf3(x0)
∣∣dx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ.

Es decir, (3.33) se satisface y esto completa la demostración del lema.
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Teorema 3.4.2. Supongamos que n − 1 < α + β ≤ n y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso que

satisface ω ∈ Dη, para algún 1 ≤ η < α+β
n

+ 1
n
− γ, y ω(−x) ≤ cω(x) para casi todo x ∈ Rn.

Si f ∈ E
(
BMOγ

0 (ω)
)

entonces Tα,βf ∈ BMOδ(ω) para δ = 1− α+β
n

+ γ. Más aún, existe C
independiente de f tal que

‖Tα,βf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

Demostración. Sea f ∈ E
(
BMOγ

0 (ω)
)
. Usando las mismas funciones ϕ1 y ϕ2 definidas en la

demostración del Teorema 3.3.3, escribimos a Tα,β del mismo modo como hicimos en (3.15)

Tα,βf(x) = T1f(x) + T2f(x),

y analizaremos cada operador Tj.
Consideremos T1f . Sea B = B(0, r) y sea x ∈ B. Denotamos por Bj = B(0, 2−jr),

j = 0, 1, . . .. Usando que
∣∣ϕ1(|x|−1|y|) − ψ(|x|−1|x − y|) − ψ(|x|−1|x + y|)

∣∣ = 0 para y ∈
B
(
x, |x|/4

)
∪B

(
− x, |x|/4

)
, ω ∈ Dη y (3.2), tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣T1f(x)− Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)
∣∣dx

≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
Rn
|f(y)|Kα,β(x, y)

×
∣∣ϕ1

(
|x|−1|y|

)
− ψ

(
|x|−1|x− y|

)
− ψ

(
|x|−1|x+ y|

)∣∣dydx
≤ C

ω(B)

∫
B

1

|x|α+β

∫
B(0,3|x|)

|f(y)|dydx

≤
C‖f‖

BMOγ0 (ω)

ω(B)

∫
B

|x|nγ

|x|α+β
ω(B(0, 3|x|))dx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rnγ−(α+β)

ω(B)

∞∑
j=0

1

2j(nγ−(α+β))

∫
Bj\Bj+1

ω
(
B
(
0, 2−j3r

))
dx

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn+nγ−(α+β)

ω(B)

∞∑
j=0

ω(Bj \Bj+1)

2j(n+nγ−(α+β))

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ

ω(B)

∞∑
j=0

ω(Bj \Bj+1)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.43)

Para continuar, sea B = B(x0, r) con r < |x0|/16. Por las estimaciones (3.17)-(3.20)
obtenidas en la demostración del Teorema 3.3.3 y ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣T1f(x)−Vα,βf(x)− Vβ,αf(−x)−
(
T1f − Vα,βf − (Vβ,αf)∨

)
B

∣∣dx
≤ Crn+1

ω(B)|x0|α+β+1

∫
B(0,4|x0|)

|f(y)|dy



3.4. ACOTACIÓN DE Tα,β SOBRE BMOγ(ω) 47

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn+1

|x0|α+β+1−nγ

(
|x0|
r

)nη
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
|B|δ. (3.44)

Luego, por el Lema 3.4.1, (3.43) y (3.44)

‖T1f‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
. (3.45)

Ahora consideramos T2f . Como ya lo mencionamos en (3.23) en la demostración del
Teorema 3.3.3,

|T2f(x)| ≤
∫
|y|>|x|

|f(y)|
|y|α+β

dy <∞

para todo x 6= 0. Sea B = B(0, r) y sea ν tal que |ν| = r. Por la desigualdad (3.24) obtenida
en la demostración del Teorema 3.3.3, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

|T2f(x)− T2f(ν)|dx ≤ C

ω(B)

∫
B

∫
A(0,2|x|,3r)

|f(y)|Kα,β(x, y)dydx

+
Cr

ω(B)

∫
B

∫
Bc(0,2r)

|f(y)|
|y|α+β+1

dydx. (3.46)

Estimaremos cada término de la última expresión en (3.46) usando que ω ∈ Dη.

1

ω(B)

∫
B

∫
A(0,2|x|,3r)

|f(y)|Kα,β(x, y)dydx ≤ C

ω(B)

∫
B(0,3r)

∫
B(0,|y|/2)

|f(y)|
|y|α+β

dxdy

≤ C

ω(B)

∫
B(0,3r)

|f(y)||y|n−(α+β)dy

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rnγrn−(α+β)

= C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.47)

Para el segundo término,

r

ω(B)

∫
B

∫
Bc(0,2r)

|f(y)|
|y|α+β+1

dydx ≤ Crn+1

ω(B)

∞∑
j=1

1

(2jr)α+β+1

∫
2j−1r<|y|≤2jr

|f(y)|dy

≤
Crn+1‖f‖

BMOγ0 (ω)

ω(B)

∞∑
j=1

ω(B(0, 2jr))(2jr)nγ

(2jr)α+β+1

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ
∞∑
j=1

1

2j(α+β+1−nη−nγ)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.48)
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Luego, por (3.46)-(3.48) hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

|T2f(x)− T2f(ν)|dx ≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

(3.49)

para toda bola B centrada en el origen.
Ahora, sea B = B(x0, r) con r < |x0|/2, por (3.49) es suficiente considerar solo tales

bolas B. Sea ν = x0
|x0|(|x0| + r), por (3.28) de la demostración del Teorema 3.3.3, tenemos

que

1

ω(B)

∫
B

|T2f(x)− T2f(ν)|dx

≤ Crn+1

ω(B)|x0|α+β+1

∫
B(0,5|x0|)

|f(y)|dy +
Crn+1

ω(B)

∫
Bc(0,2|ν|)

|f(y)|
|y|α+β+1

dy. (3.50)

Nuevamente analizaremos cada término de la última expresión usando que ω ∈ Dη. Como
|ν| ∼ |x0| y |x| ∼ |x0|, entonces

rn+1

ω(B)|x0|α+β+1

∫
B(0,5|x0|)

|f(y)|dy ≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn+1

|x0|α+β+1−nγ

(
|x0|
r

)nη
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
|B|δ. (3.51)

Para el segundo término, como |ν| ∼ |x0|, entonces

rn+1

ω(B)

∫
Bc(0,2|ν|)

|f(y)|
|y|α+β+1

dy ≤ Crn+1

ω(B)

∞∑
j=1

1

(2j|ν|)α+β+1

∫
2j−1|ν|<|y|≤2j |ν|

|f(y)|dy

≤
Crn+1‖f‖

BMOγ0 (ω)

ω(B)

∞∑
j=1

ω(B(0, 2j|ν|))(2j|ν|)nγ

(2j|ν|)α+β+1

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

rn+1−nη

|x0|α+β+1−nη−nγ

∞∑
j=1

1

2j(α+β+1−nη−nγ)

≤ C‖f‖
BMOγ0 (ω)

|B|δ. (3.52)

Luego, por (3.49)-(3.52) tenemos que

‖T2f‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
. (3.53)

Entonces, por (3.45) y (3.53), hemos demostrado el teorema.

Algunos comentarios sobre los teoremas principales de este caṕıtulo están contenidos en
la Introducción.



Caṕıtulo 4

Acotación del operador de Calderón y
del operador integral de Hilbert

En este caṕıtulo introduciremos una generalización del operador de Calderón S y también
del operador integral de Hilbert H. Luego, teniendo en cuenta las técnicas usadas para el
análisis de Tα,β en el Caṕıtulo 3, estudiaremos las acotaciones con pesos para estos operadores
en los espacios L̃pω−1 y BMOγ(ω).

Sea f una función medible Lebesgue definida en Rn, entonces S y H están definidos
respectivamente por

Sf(x) =
1

|x|n

∫
|y|≤|x|

f(y)dy +

∫
|y|>|x|

f(y)

|y|n
dy y Hf(x) =

∫
Rn

f(y)

(|x|+ |y|)n
dy.

Recordamos que S = P +Q, donde P es el operador de Hardy y Q es el adjunto de P .
Para muchos autores, el operador P y distintas generalizaciones en n dimensiones, han

sido objetos importantes de estudio dentro del análisis armónico, por ejemplo ver [Bra78],
[DHK97], [Xia01], [Duo13], [DMRO13] y [CH14]. La desigualdad de Hilbert1

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|f(y)||g(x)|
x+ y

dydx ≤ π

sin(π/p)

(∫ ∞
0

|f(x)|pdx
)1/p(∫ ∞

0

|g(x)|p′dx
)1/p′

y sus aplicaciones en distintas áreas de la matemática (ver [HLP88] y [Wey08]), generaron
numerosos trabajos relacionados a este tipo de desigualdades sin pesos y con pesos.

4.1. Acotación de Sα sobre L̃p
ω−1 y BMOγ(ω)

En esta sección mostraremos la acotación con pesos para una generalización del operador
de Calderón sobre los espacios E

(
L̃pω−1

)
y E

(
BMOγ

0 (ω)
)
.

1La versión discreta de la desigualdad de Hilbert con una constante no óptima, fue demostrada por el
mismo D. Hilbert, y fue publicada por H. Weyl en [Wey08].
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Sea 0 ≤ α < n, consideramos los operadores de tipo fraccionario de Hardy Pα y su
adjunto Qα definidos por

Pαf(x) =
1

|x|n−α

∫
|y|≤|x|

f(y)dy, Qαf(x) =

∫
|y|>|x|

f(y)

|y|n−α
dy,

y el operador de Calderón Sα definido por

Sαf = Pαf +Qαf,

para una función f medible Lebesgue definida en Rn.
Frecuentemente, nos será útil escribir el operador Sα como

Sαf(x) =

∫
Rn

mı́n

{
1,
|y|n−α

|x|n−α

}
f(y)

|y|n−α
dy.

Teorema 4.1.1. Supongamos que α > 0 y n
α
≤ p < n

(α−1)+
. Sea ω un peso que satisface

ω ∈ RH(p′) y ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < 1 + 1−α
n

+ 1
p
. Si f ∈ E

(
L̃pω−1

)
entonces Sαf ∈

BMOδ(ω) para δ = α
n
− 1

p
. Más aún, existe C indenpendiente de f tal que

‖Sαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

.

Demostración. Sea f ∈ E
(
L̃pω−1

)
. Si observamos la demostración de (i) del Lema 3.3.2

podemos concluir sin dificultad que |Sαf(x)| < ∞ para todo x 6= 0 y que Sαf ∈ L1
loc(Rn).

Comenzamos considerando B = B(0, r) y x ∈ B. Sea ν tal que |ν| = r, y sea

Kν(x, y) = mı́n

{
1,
|y|n−α

|x|n−α

}
−mı́n

{
1,
|y|n−α

|ν|n−α

}
.

Entonces

Sαf(x)− Sαf(ν) =

∫
|y|≤|ν|

Kν(x, y)
f(y)

|y|n−α
dy +

∫
|y|>|ν|

Kν(x, y)
f(y)

|y|n−α
dy

=

∫
|y|≤|ν|

Kν(x, y)
f(y)

|y|n−α
dy. (4.1)

Pues, si |y| ≤ |ν| entonces Kν(x, y) ≥ 0, y si |y| > |ν| entonces Kν(x, y) = 0. Luego

1

ω(B)

∫
B

∣∣Sαf(x)− Sαf(ν)
∣∣dx ≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
B

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx

=
1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|x|

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx

+
1

ω(B)

∫
B

∫
|x|<|y|≤r

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx. (4.2)
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Ahora estimaremos cada término de (4.2).

Si |y| ≤ |x| entonces Kν(x, y) =
|y|n−α

|x|n−α
− |y|

n−α

|ν|n−α
. Luego, por el Lema 1.4.4, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|x|

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx ≤ 1

ω(B)

∫
B

1

|x|n−α

∫
B

|f(y)|dydx

+
1

ω(B)

∫
B

1

|ν|n−α

∫
B

|f(y)|dydx

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rα−n/p

= C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.3)

Para el segundo término de (4.2), como 0 ≤ Kν(x, y) ≤ 1, por el Lema 1.4.4 tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
|x|<|y|≤r

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx ≤ 1

ω(B)

∫
B

1

|x|n−α

∫
|x|<|y|≤r

|f(y)|dydx

≤ 1

ω(B)

∫
B

|f(y)|
∫
|x|≤|y|

1

|x|n−α
dxdy

=
C

ω(B)

∫
B

|f(y)||y|αdy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.4)

Luego, por (4.2)-(4.4), hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Sαf(x)− Sαf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

, (4.5)

para toda bola B centrada en el origen.
Pasamos a considerar bolas B = B(x0, r) con r < |x0|/8. Por (4.5) es suficiente considerar

sólo tales bolas B. Sean x ∈ B y ν = |x0|+r
|x0| x0. Del mismo modo que obtuvimos (4.1), tenemos

que

Sαf(x)− Sαf(ν) =

∫
|y|≤|ν|

Kν(x, y)
f(y)

|y|n−α
dy.

Ahora, observemos que si |y| ≤ |ν| entonces Kν(x, y) ≥ 0. Aplicando el teorema del valor
medio y usando que |ν| ∼ |x|, entonces

Kν(x, y) ≤ |y|
n−α

|x|n−α
− |y|

n−α

|ν|n−α
= |y|n−α |ν|

n−α − |x|n−α

|x|n−α|ν|n−α
≤ C

r|y|n−α

|ν|n−α+1
. (4.6)

Luego, por el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Sαf(x)− Sαf(ν)
∣∣dx ≤ C

r

ω(B)|ν|n−α+1

∫
B

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|dydx
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CAPÍTULO 4. ACOTACIÓN DEL OPERADOR DE CALDERÓN Y
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≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|ν|n−α+1+n/p

ω(B(0, |ν|))
ω(B)

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|ν|n−α+1+n/p

(
|ν|
r

)n+1−α+n/p

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.7)

Por lo tanto, de (4.5) y (4.7), el teorema queda demostrado.

Teniendo en cuenta la Definición 2.2.1 vamos a considerar el siguiente espacio.

Definición 4.1.2. Sean ω un peso y 0 ≤ γ < 1/n. Una función f localmente integrable
pertenece a BMγ

0 (ω) si existe una constante C tal que

1

ω(B)|B|γ

∫
B

|f | ≤ C,

para toda bola B ⊂ Rn centrada en el origen.

Podemos definir la norma de f en BMγ
0 (ω), denotada por ‖f‖

BMγ
0 (ω)

, como el ı́nfimo

sobre tales constantes C.
Por argumentos similares a los que introducimos E

(
BM0(ω)

)
, definimos

E
(
BMγ

0 (ω)
)

= {f ∈ BMγ
0 (ω) : |Qαf(x)| <∞ para algún x 6= 0}.

Teorema 4.1.3. Supongamos que 0 ≤ α < 1 y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso en Dη para algún
1 ≤ η < 1 + 1−α

n
− γ. Si f ∈ E

(
BMγ

0 (ω)
)

entonces Sαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α
n

+ γ. Más
aún, existe C independiente de f tal que

‖Sαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMγ
0 (ω)

.

Demostración. Sea f ∈ E
(
BMγ

0 (ω)
)
. Si observamos la demostración de (ii) del Lema 3.3.2

podemos concluir sin dificultad que Sαf(x) < ∞ para todo x 6= 0 y Sαf ∈ L1
loc(Rn).

Comenzamos considerando B = B(0, r) y x ∈ B. Sea ν tal que |ν| = r. Del mismo modo
que en (4.2) de la demostración del teorema anterior, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

|Sαf(x)− Sαf(ν)|dx ≤ 1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|x|

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx

+
1

ω(B)

∫
B

∫
|x|<|y|≤r

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx, (4.8)
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donde Kν(x, y) = mı́n

{
1,
|y|n−α

|x|n−α

}
−mı́n

{
1,
|y|n−α

|ν|n−α

}
.

Para el primer término de (4.8), si |y| ≤ |x| entonces Kν(x, y) =
|y|n−α

|x|n−α
− |y|

n−α

|ν|n−α
. Luego

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|x|

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx ≤ 1

ω(B)

∫
B

1

|x|n−α

∫
|y|≤|x|

|f(y)|dydx

+
1

ω(B)

∫
B

1

|ν|n−α

∫
B

|f(y)|dydx

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)

1

ω(B)

∫
B

ω(B(0, |x|))
|x|n−α−nγ

dx

+ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
rnγ+α.

Denotando Bj = B(0, 2−jr), j = 0, 1, . . . y usando que ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

ω(B(0, |x|))
|x|n−α−nγ

dx ≤ C
rnγ−(n−α)

ω(B)

∞∑
j=0

1

2j(nγ−(n−α))

∫
Bj\Bj+1

ω
(
B(0, 2−jr)

)
dx

≤ C
rnγ+α

ω(B)

∞∑
j=0

ω(Bj \Bj+1)

2j(nγ+α)

≤ C
|B|δ

ω(B)

∞∑
j=0

ω(Bj \Bj+1)

= C|B|δ. (4.9)

Aśı hemos probado que

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|x|

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx ≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.10)

Para el segundo término de (4.8) consideraremos dos casos. Primero supongamos que
α > 0. Como 0 ≤ Kν(x, y) ≤ 1, entonces

1

ω(B)

∫
B

∫
|x|<|y|≤r

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx ≤ 1

ω(B)

∫
B

1

|x|n−α

∫
|x|<|y|≤r

|f(y)|dydx

≤ 1

ω(B)

∫
B

|f(y)|
∫
|x|≤|y|

1

|x|n−α
dxdy

=
C

ω(B)

∫
B

|f(y)||y|αdy

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.11)
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Para el caso α = 0, como 0 ≤ Kν(x, y) ≤ 1, entonces

1

ω(B)

∫
B

∫
|x|≤|y|≤r

Kν(x, y)
|f(y)|
|y|n−α

dydx ≤ 1

ω(B)

∫
B

|f(y)|
|y|n

∫
|x|≤|y|

1dxdy

≤ C

ω(B)

∫
B

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.12)

Luego, por (4.8)-(4.12) hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Sαf(x)− Sαf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMγ
0 (ω)

, (4.13)

para toda bola B centrada en el origen.
Pasamos a considerar bolas B = B(x0, r) con r < |x0|/8. Por (4.13) es suficiente consi-

derar sólo tales bolas B. Sean x ∈ B y ν = |x0|+r
|x0| x0. Del mismo modo que obtuvimos (4.1)

y (4.6) en la demostración del teorema anterior, tenemos que

Sαf(x)− Sαf(ν) =

∫
|y|≤|ν|

Kν(x, y)
f(y)

|y|n−α
dy

y Kν(x, y) ≤ C
r|y|n−α

|ν|n−α+1
. Usando ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∣∣Sαf(x)− Sαf(ν)
∣∣dx ≤ C

rn+1

ω(B)|ν|n−α+1

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)

rn+1

|ν|n−α+1−nγ
ω(B(0, |ν|))

ω(B)

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)

rn+1

|ν|n−α+1−nγ

(
|ν|
r

)n+1−α−nγ

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.14)

Por lo tanto, de (4.13) y (4.14) el teorema queda demostrado.

En el caso que γ = 0, es inmediato que L∞(ω−1) ⊂ BM0(ω). Luego, a partir del Teorema
4.1.3, obtenemos.

Corolario 4.1.4. Supongamos que 0 ≤ α < 1. Sea ω un peso en Dη para algún 1 ≤ η <
1 + 1−α

n
. Si f ∈ E

(
L∞(ω−1)

)
entonces Sαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α

n
. Más aún, existe C

independiente de f tal que

‖Sαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L∞(ω−1)
.
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A partir de las definiciones 3.2.3 y 4.1.2, es inmediato que BMOγ
0 (ω) ⊂ BMγ

0 (ω), y si
f ∈ BMOγ

0 (ω) entonces ‖f‖
BMγ

0 (ω)
≤ ‖f‖

BMOγ0 (ω)
. Luego por el Teorema 4.1.3, obtenemos.

Corolario 4.1.5. Supongamos que 0 ≤ α < 1 y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso en Dη para algún
1 ≤ η < 1 + 1−α

n
− γ. Si f ∈ E

(
BMOγ

0 (ω)
)

entonces Sαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α
n

+ γ. Más
aún, existe C independiente de f tal que

‖Sαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

4.2. Acotación de Hα sobre L̃p
ω−1 y BMOγ(ω)

En esta sección mostraremos la acotación con pesos para una generalización del operador
integral de Hilbert sobre los espacios E

(
L̃pω−1

)
y E

(
BMOγ

0 (ω)
)
. El operador integral de

Hilbert H surge a partir de la versión continua de la desigualdad de Hilbert (ver [HLP88,
Caṕıtulo IX]).

Sea 0 ≤ α < n, consideramos el operador integral de tipo fraccionario de Hilbert Hα

definido por

Hαf(x) =

∫
Rn

f(y)

(|x|+ |y|)n−α
dy,

para una función f medible Lebesgue definida en Rn. Se puede ver fácilmente la siguiente
comparación

Hαf ≤ Sαf ≤ 2n−αHαf (4.15)

para funciones f no negativas. Por lo tanto podemos concluir inmediatamente que Hαf es
localmente integrable si Sαf lo es.

Sean x, ν ∈ Rn, escribimos

|Hαf(x)−Hαf(ν)| ≤
∫
|y|≤|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dy
+

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dy. (4.16)

Teorema 4.2.1. Supongamos que α > 0 y n
α
≤ p < n

(α−1)+
. Sea ω un peso que satisface

ω ∈ RH(p′) y ω ∈ Dη para algún 1 ≤ η < 1 + 1−α
n

+ 1
p
. Si f ∈ E

(
L̃pω−1

)
entonces Hαf ∈

BMOδ(ω) para δ = α
n
− 1

p
. Más aún, existe C indenpendiente de f tal que

‖Hαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

.

Demostración. Sea f ∈ E
(
L̃pω−1

)
. Por la comparación (4.15) y lo visto para Sα en el comienzo

de la demostración del Teorema 4.1.1, tenemos que |Hαf(x)| < ∞ para todo x 6= 0 y
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Hαf ∈ L1
loc(Rn).

Sean B = B(0, r) y x ∈ B. Sea ν tal que |ν| = r. Por el Lema 1.4.4, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx ≤ C

ω(B)

∫
B

∫
B

|f(y)|
|x|n−α

dydx

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

∫
B

1

|x|n−α+n/p
dx

= C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.17)

Para analizar el segundo término de (4.16), usamos que |y| > |ν| y el teorema del valor
medio, entonces ∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ ≤ C
r

|y|n−α+1
.

Luego, por el Lema 1.4.5

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx ≤ Cr

ω(B)

∫
B

∫
Bc

|f(y)|
|y|n−α+1

dydx

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rα−n/p

= C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.18)

Luego, por (4.16)-(4.18), hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Hαf(x)−Hαf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

, (4.19)

para toda bola B centrada en el origen.
Pasamos a considerar bolas B = B(x0, r) con r < |x0|/8. Por (4.19) es suficiente con-

siderar sólo tales bolas B. Sean x ∈ B y ν = |x0|+r
|x0| x0, entonces tenemos que |ν| ∼ |x| y

|x| ∼ |x0|. Usando que |y| ≤ |ν| y el teorema del valor medio∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ ≤ C
r

|x0|n−α+1
.

Luego, por el Lema 1.4.4 y ω ∈ Dη

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ Crn+1

ω(B)|x0|n−α+1

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|dy

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|x0|n−α+1+n/p

(
|x0|
r

)n+1−α+n/p

= C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.20)
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Ahora, usando que |y| > |ν| y el teorema del valor medio∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ ≤ C
r

|y|n−α+1
.

Luego, por el Lema 1.4.5 y ω ∈ Dη

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ Cr

ω(B)

∫
B

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
|y|n−α+1

dydx

≤ C‖f‖
L̃p
ω−1

rn+1

|x0|n−α+1+n/p

(
|x0|
r

)n+1−α+n/p

= C‖f‖
L̃p
ω−1

|B|δ. (4.21)

Por lo tanto, de (4.16) con ν = |x0|+r
|x0| x0, (4.20) y (4.21), tenemos que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Hαf(x)−Hαf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

L̃p
ω−1

,

para todas las bolas B = B(x0, r) consideradas. Esto completa la demostración del teorema.

Teorema 4.2.2. Supongamos que 0 ≤ α < 1 y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso en Dη para algún
1 ≤ η < 1 + 1−α

n
− γ. Si f ∈ E

(
BMγ

0 (ω)
)

entonces Hαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α
n

+ γ. Más
aún, existe C independiente de f tal que

‖Hαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMγ
0 (ω)

.

Demostración. Sea f ∈ E
(
BMγ

0 (ω)
)
. Por la comparación (4.15) y lo visto para Sα en el

comienzo de la demostración del Teorema 4.1.3, tenemos que |Hαf(x)| <∞ para todo x 6= 0
y Hαf ∈ L1

loc(Rn).
Sean B = B(0, r) y x ∈ B. Sea ν tal que |ν| = r. Usando que ω ∈ Dη y (4.9) de la

demostración del Teorema 4.1.3, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|x|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ C

ω(B)

∫
B

1

|x|n−α

∫
|y|≤|x|

f(y)dydx

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)

1

ω(B)

∫
B

ω(B(0, |x|))
|x|n−α−nγ

dx

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.22)
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Para continuar, usando (4.11) y (4.12) de la demostración del Teorema 4.1.3 para α > 0
y α = 0 respectivamente, obtenemos

1

ω(B)

∫
B

∫
|x|<|y|≤|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ C

ω(B)

∫
B

∫
|x|<|y|≤r

|f(y)|
|y|n−α

dydx

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.23)

Por otro lado, usando que |y| > |ν| y el teorema del valor medio∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ ≤ C
r

|y|n−α+1
.

Por lo tanto

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ C

ω(B)

∫
B

∫
Bc

|f(y)|
|y|n−α+1

dydx

≤ Crn+1

ω(B)

∞∑
j=1

1

(2jr)n−α+1

∫
2j−1r<|y|≤2jr

|f(y)|dy

≤
Crn+1‖f‖

BMγ
0 (ω)

ω(B)

∞∑
j=1

ω(B(0, 2jr))(2jr)nγ

(2jr)n−α+1

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ

∞∑
j=1

1

2j(n−α+1−nη−nγ)

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.24)

Luego, por (4.16) y (4.22)-(4.24), hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Hαf(x)−Hαf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMγ
0 (ω)

, (4.25)

para toda bola B centrada en el origen.
Ahora consideramos bolas B = B(x0, r) con r < |x0|/8. Por (4.25) es suficiente considerar

sólo tales bolas B. Sean x ∈ B y ν = |x0|+r
|x0| x0, entonces tenemos que |ν| ∼ |x| y |x| ∼ |x0|.

Usando que |y| ≤ |ν| y el teorema del valor medio∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ ≤ C
r

|x0|n−α+1
.
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Luego, como ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ Crn+1

ω(B)|x0|n−α+1

∫
|y|≤|ν|

|f(y)|dy

≤ ‖f‖
BMγ

0 (ω)

rn+1

|x0|n−α+1−nγ

(
|x0|
r

)n+1−α−nγ

≤ ‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.26)

Por otro lado, usando que |y| > |ν| y el teorema del valor medio∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ ≤ C
r

|y|n−α+1
.

Luego, como ω ∈ Dη, tenemos que

1

ω(B)

∫
B

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
∣∣∣∣ 1

(|x|+ |y|)n−α
− 1

(|ν|+ |y|)n−α

∣∣∣∣ dydx
≤ Crn+1

ω(B)

∫
|y|>|ν|

|f(y)|
|y|n−α+1

dy

≤ Crn+1

ω(B)

∞∑
j=1

1

(2j|ν|)n−α+1

∫
2j−1|ν|<|y|≤2j |ν|

|f(y)|dy

≤
Crn+1‖f‖

BMγ
0 (ω)

ω(B)

∞∑
j=1

ω(B(0, 2j|ν|))(2j|ν|)nγ

(2j|ν|)n−α+1

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)

rn+1−nη

|x0|n−α+1−nη−nγ

∞∑
j=1

1

2j(n−α+1−nη−nγ)

≤ C‖f‖
BMγ

0 (ω)
|B|δ. (4.27)

Por (4.16) y (4.26)-(4.27), hemos probado que

1

ω(B)|B|δ

∫
B

∣∣Hαf(x)−Hαf(ν)
∣∣dx ≤ C‖f‖

BMγ
0 (ω)

,

para todas las bolas B = B(x0, r) consideradas. Esto completa la demostración del teorema.

Como ya mencionamos, en el caso que γ = 0, es inmediato que L∞(ω−1) ⊂ BM0(ω).
Luego, a partir del Teorema 4.2.2, obtenemos.

Corolario 4.2.3. Supongamos que 0 ≤ α < 1. Sea ω un peso en Dη para algún 1 ≤ η <
1 + 1−α

n
. Si f ∈ E

(
L∞(ω−1)

)
entonces Hαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α

n
. Más aún, existe C

independiente de f tal que

‖Hαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

L∞(ω−1)
.
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También mencionamos queBMOγ
0 (ω) ⊂ BMγ

0 (ω), y si f ∈ BMOγ
0 (ω) entonces ‖f‖

BMγ
0 (ω)
≤

‖f‖
BMOγ0 (ω)

. Luego por el Teorema 4.2.2, obtenemos.

Corolario 4.2.4. Supongamos que 0 ≤ α < 1 y 0 ≤ γ < 1
n

. Sea ω un peso en Dη para algún
1 ≤ η < 1 + 1−α

n
− γ. Si f ∈ E

(
BMOγ

0 (ω)
)

entonces Hαf ∈ BMOδ(ω) para δ = α
n

+ γ. Más
aún, existe C independiente de f tal que

‖Hαf‖BMOδ(ω)
≤ C‖f‖

BMOγ0 (ω)
.

Algunos comentarios sobre los teoremas principales de este caṕıtulo están contenidos en
la Introducción.
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