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2.3. Producto tensorial de Deligne 18
3. Coálgebras y Comódulos 19
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Introducción

Una categoŕıa tensorial finita es una categoŕıa Abeliana k-lineal
ŕıgida dotada de un producto tensorial y un objeto unidad, sujetos a
ciertos axiomas de asociatividad, unidad y finitud.

Ejemplos básicos provienen de la teoŕıa de representaciones de un
grupo finito y, más generalmente, de las representaciones de álgebras
de Hopf de dimensión finita. La ubicuidad de las categoŕıas tensoria-
les finitas tanto en matemática como en f́ısica matemática hace que
el problema de su clasificación sea tanto altamente interesante como
dif́ıcil. Sus aplicaciones llegan a diversas áreas de la matemática: varie-
dades topológicas de dimensión baja [BK], computación cuántica [F],
[FKLW], [Ki1], [Ki2], teoŕıa racional y logaŕıtmica de campos [FS1],
[FS2], mecánica estad́ıstica, teoŕıa de subfactores [Oc], álgebras de
Hecke afines [B], [BO], y teoŕıa de álgebras de Hopf.

Para atacar el problema de clasificar las categoŕıas tensoriales uno
intenta construir, a partir de familias conocidas, nuevas categoŕıas ten-
soriales. Una construcción estudiada en [ENO] es la extensión de ca-
tegoŕıas tensoriales por grupos finitos.

Sea G un grupo finito. Una categoŕıa tensorial G-graduada es una
categoŕıa tensorial C, con producto tensorial ⊗ : C × C → C, dotada de
una graduación C = ⊕g∈GCg tal que

• ⊗ : Cg × Ch → Cgh para todo g, h ∈ G y
• ∗ : Cg → Cg−1 .

En particular C1 es una subcategoŕıa tensorial de C y las componen-
tes Cg son C1-bimódulos invertibles. Se dice que C es una G-extensión
de C1. Notar que se tiene un morfismo de grupos

c : G→ BrPic(C1), g 7→ Cg.

Aqúı BrPic(C1) es el llamado grupo de Brauer-Picard de C1 y es el
conjunto de clases de equivalencia de C1-bimódulos invertibles con pro-
ducto dado por el producto tensorial de Deligne.

7



8 INTRODUCCIÓN

En [ENO], dada una categoŕıa tensorial D y un grupo finito G, se
clasifican las G-extensiones de D en términos de un morfismo de grupos
c : G→ BrPic(D) y ciertos datos cohomológicos.

Aún para ejemplos simples, el grupo de Brauer-Picard BrPic(D) y
los datos cohomológicos son dif́ıciles de calcular. Algunos cálculos del
grupo de Brauer-Picard para ciertas categoŕıas tensoriales pueden en-
contrarse en [GS], [NR], [M2]. Esto hace que la determinación expĺıci-
ta de la G-extensión sea un problema complicado.

Una simplificación importante de esta clasificación fue estudiada en
[G]. El autor estudia G-extensiones donde Cg ' C1 para todo g ∈ G
como C1-bimódulos, y se denominan productos G-cruzados de C1. En
loc. cit. el autor obtiene el siguiente resultado:

Teorema 0.1. Sea G un grupo finito y D una categoŕıa tensorial
finita. Los productos G-cruzados de D están clasificados por acciones
coherentes.

Expliquemos brevemente qué es una acción coherente de un grupo
finito G en una categoŕıa tensorial.

Una forma compacta de definir una acción coherente es la siguien-
te. Una acción coherente es un funtor monoidal ρ : G → 2Out(D)
que satisface cierta condición. Aqúı G es la categoŕıa monoidal cuyos
objetos son los elementos de G, las flechas son identidades y el produc-
to tensorial es el producto del grupo. La categoŕıa monoidal 2Out(D)
es la categoŕıa de clases de isomorfismos de equivalencias monoidales
F : D → D, las flechas entre dos funtores son clases de equivalencias
de isomorfismos pseudo-naturales y el producto tensorial está induci-
do por la composición. Esta categoŕıa proviene de una 2-categoŕıa de
autoequivalencias exteriores de D.

Expliquemos más en detalle la definición de acción coherente. Una
acción coherente es una colección ((a∗, ξ

a), (Ua,b, σ
a,b), γabc)a,b,c∈G donde:

• (a∗, ξ
a) : D → D son autoequivalencias monoidales, con estruc-

turas monoidales dadas por

ξaX,Y : a∗(X⊗Y )→ a∗(X)⊗a∗(Y ), X, Y ∈ D;

• objetos invertibles Ua,b ∈ C;
• isomorfismos naturales

σa,bX : a∗b∗(X)⊗Ua,b → Ua,b⊗(ab)∗X, X ∈ D;

• isomorfismos γa,b,c : a∗(Ub,c)⊗Ua,bc → Ua,b⊗Uab,c,
que deben satisfacer ciertos axiomas de compatibilidad.
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El presente trabajo esta dedicado a la construcción expĺıcita de
acciones coherentes de un grupo finito en la categoŕıa Comod(H) de
corepresentaciones de dimensión finita de un álgebra de Hopf de dimen-
sión finita H. Se muestran ejemplos concretos cuando dicho grupo es
el grupo ćıclico de orden 2 y H es un álgebra de supergrupo. A fortiori
se construyen expĺıcitamente ejemplos nuevos de categoŕıas tensoriales
finitas no semisimples que aparecen como productos G-cruzados. Se
calcula la dimensión de Frobenius-Perron de dichas categoŕıas y se de-
muestra que ellas provienen de representaciones de álgebras cuasi-Hopf.
La mayoŕıa de los resultados de esta tesis provienen de los trabajos
[FMM], [MM].

En el caso particular que la categoŕıa tensorial es Comod(H), para
H un álgebra de Hopf, los funtores tensoriales

{(a∗, ξa) : Comod(H)→ Comod(H)}a∈G

forman un subgrupo del grupo BiGal(H) de clases de isomorfismos
de objetos H-biGalois. Para la determinación de acciones coherentes
, entonces debemos calcular el grupo BiGal(H). Esta tarea solo hab́ıa
sido realizada para ciertas álgebras de Hopf, ver [S1], [S2], [S3], [S4].
En este trabajo se desarrolla una técnica que permite el cálculo de
este grupo para diversas álgebras de Hopf punteadas. En particular
determinamos el grupo BiGal(H) para H un álgebra de supergrupo.

Los isomorfismos σa,b son transformaciones pseudonaturales en cier-
tas 2-categoŕıas. Ellas establecen una relación de equivalencia en el
grupo BiGal(H). Para la determinación de estas transformaciones na-
turales debemos estudiar la relación de equivalencia que determinan
en el grupo BiGal(H). Dicha relación de equivalencia fue obtenida en
[FMM].

Los objetos Ua,b, al ser invertibles, deben estar en correspondencia
con elementos de tipo grupo de H. En particular son de dimensión 1.
En consecuencia los isomorfimos γa,b,c son escalares no nulos que deben
satisfacer una condición de 3-cociclo.

Los contenidos del trabajo son los siguientes. En el caṕıtulo 1 y 2 se
introduce toda la notación y nociones básicas que se usarán a lo largo
del trabajo, con el esṕıritu de que el mismo sea lo más autocontenido
posible. El caṕıtulo 3 está dedicado a la clasificación de los objetos
biGalois sobre las álgebras de super-grupo, v́ıa datos compatibles. En el
caṕıtulo 4 se presentan todos los bicomódulos álgebras sobre el álgebra
de Taft.
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El caṕıtulo 5 está dedicado a la definición de categoŕıa tensorial.
También se muestran propiedades generales y algunos ejemplos impor-
tantes, como las extensiones por grupos. Se introducen las dimensiones
de Frobenius-Perron. En el caṕıtulo 6 se introduce la definición de cate-
goŕıas módulo y bimódulo y algunos ejemplos provenientes de álgebras
de Hopf. Además se da la clasificación de todos los bimódulos sobre el
álgebra de Taft. Se describe de forma expĺıcita un subgrupo del gru-
po BrPic(Rep(Tq)). Se espera que la determinación de dicho subgrupo
ayude en la búsqueda de nuevas extensiones de la categoŕıa Rep(Tq).

El caṕıtulo 7 sigue de cerca el trabajo [B], introduciendo la teoŕıa
de bicategoŕıas. En la sección 2.1 se considera la bicategoŕıa con un
solo objeto, y se da un criterio para saber si dos funtores tensoriales
son equivalentes pseudo-naturalmente, resultado que forma parte del
trabajo [FMM]. En la sección 3 se introduce la bicategoŕıa con dos
objetos. En la sección 4 se define la bicategoŕıa de pseudo-funtores y
se muestra como se puede reconstruir una categoŕıa monoidal a partir
de la 2-categoŕıa de representaciones y un pseudo-funtor de olvido,
resultado obtenido en [N].

El caṕıtulo 8 sigue de cerca el trabajo [G], se definen sistemas cru-
zados en el caso espećıfico de la categoŕıa de corepresentaciones de un
álgebra de Hopf. Los resultados de la sección 2.1 forman parte del tra-
bajo [MM], donde se presentan ejemplos expĺıcitos de C2-extensiones
de la categoŕıa de corepresentaciones de cierta álgebra de Hopf (un
álgebra de super-grupo) no-semisimple de dimensión finita.



Caṕıtulo 1

Notación y preliminares

Denotaremos por k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teŕıstica cero. Muchos de los resultados son ciertos sin asumir k al-
gebraicamente cerrado o de caracteŕıstica cero. En este caṕıtulo se
enuncian resultados ampliamente conocidos sobre grupos, categoŕıas y
comódulos. En particular se introduce el grupo de Grothendieck de una
categoŕıa y el producto de Deligne. La idea de estos primeros caṕıtulos
es hacer el trabajo presente lo más autocontenido posible.

La siguiente proposición es conocida como el Teorema de Frobenius-
Perron, y es clave en la definición de ciertas dimensiones de categoŕıas
tensoriales.

Proposición 0.2. [Ga] Sea A una matriz cuadrada con entradas
no-negativas en k.

(1) A tiene un autovalor real no-negativo. El más grande autovalor
real no-negativo λ(A) de A domina los valores absolutos de los otros
autovalores de A.

(2) Si A tiene entradas estrictamente positivas , entonces λ(A) es
un autovalor positivo simple, y el correspondiente autovector puede ser
normalizado para que tenga entradas estrictamente positivas.

(3) Si A tiene un autovector f con entradas estrictamente positivas,
entonces el correspondiente autovalor es λ(A).

�

1. Nociones de teoŕıa de grupos

Si G es un grupo finito y ψ ∈ Z2(G,k×) es un 2-cociclo, entonces
existe otro 2-cociclo ψ′ en la misma clase de cohomoloǵıa de ψ tal que
(1)
ψ′(g, 1) = ψ′(1, g) = 1, ψ′(g, g−1) = 1, ψ′(g, h)−1 = ψ′(h−1, g−1),

para todo g, h ∈ G. De ahora en adelante, todo elemento en Z2(G,k×)
representará alguna clase en H2(G,k×) que satisface las ecuaciones en
(1).

11



12 1. NOTACIÓN Y PRELIMINARES

Sea n natural, denotar por Cn el grupo ćıclico de orden n y por G′n
las n-ráıces primitivas de la unidad.

2. Nociones básicas de categoŕıas

Por completitud se enuncian a continuación definiciones y notacio-
nes necesarias sobre categoŕıas. Las definiciones básicas de categoŕıas,
funtores y transformaciones naturales se asumirán como conocidas. El
lector puede referirse a [Mc] para dichas nociones. Se introduce el gru-
po de Grothendieck de una categoŕıa y el producto tensorial de Deligne
entre categoŕıas.

Si A es un álgebra, denotar por MA la categoŕıa de A-módulos
a derecha de dimensión finita, y por AM la categoŕıa de módulos a
izquierda de dimensión finita. Además denotar por MA la categoŕıa
de A-módulos a derecha (de dimensión arbitraria) y por AM la de
A-módulos a izquierda. Denotar por vectk la categoŕıa de k-espacios
vectoriales de dimensión finita. Estas categoŕıas serán nombradas a lo
largo de todo el trabajo y juegan un papel importante. Serán dotadas
de más estructura en el Caṕıtulo 5.

Dada C una categoŕıa es posible construir una nueva categoŕıa, de-
notada por Cop y es llamada la categoŕıa opuesta donde

• Obj(Cop) = Obj(C),
• si X, Y ∈ Cop , entonces HomCop(X, Y ) = HomC(Y,X), es decir

las flechas vienen dadas de intercambiar el dominio y el codo-
minio de cada flecha en C.

Aśı si X
f−→ Y

g−→ Z son flechas en Cop , entonces la composición ◦op

en Cop está dada por f ◦op g = g ◦ f . Es decir, se intercambia el orden
de la composición. Algunos autores suelen llamarla categoŕıa dual y la
denotan por C∗.

Definición 2.1. Un funtor F : C → D se dice fiel, respectivamente
pleno, si para todo par de objetos X, Y de C la aplicación

F : HomC(X, Y )→ HomD(F (X), F (Y )),

es inyectiva, respectivamente suryectiva. El funtor F se dice denso si
para todo objeto Z ∈ D existe un objeto X de C tal que F (X) ' Z.

Decimos que dos monomorfismos ι1 : X1 → X y ι2 : X2 → X (en
la categoŕıa C) son equivalentes si existe un isomorfismo u : X1 → X2
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que hace que el diagrama

X1
u

//

ι1
  

X2

ι2
~~

X

sea conmutativo. Un subobjeto de X es una clase de equivalencia de
monomorfismos a X. Si X, Y son dos objetos, denotaremos X ⊆ Y si
X es un subobjeto de Y .

Dos epimorfismos q1 : X → X1, q2 : X → X2 son equivalentes si
existe un isomorfismo u : X1 → X2 que hace que el diagrama

X
q1

//

q2
  

X1

u
}}

X2

sea conmutativo. Un cociente de X es una clase de equivalencia de
epimorfismos desde X. Un subcociente de un objeto X es un subobjeto
de un cociente de X.

Definición 2.2. Un morfismo f : X → Y se dice esencial si es
un epimorfismo y para todo morfismo g : Z → X tal que f ◦ g es
epimorfismo , entonces g es epimorfismo. Un objeto P es proyectivo
si para todo morfismo sobreyectivo f : Y → X y todo morfismo g :
P → X existe un morfismo h : P → Y tal que fh = g. Un cubrimiento
proyectivo de un objeto X es un par (P, f) donde f : P → X es esencial
y P es un objeto proyectivo.

2.1. Categoŕıas finitas sobre un cuerpo. Sea C una categoŕıa.
Introduciremos el concepto de categoŕıa Abeliana y algunas propieda-
des de estas. Para un panorama más completo el lector es referido a
[Mc].

Un objeto distinto a cero S ∈ C se dice simple si todo subobjeto de
S es isomorfo a 0 o a S. Una sucesión X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1 ⊃
Xn = 0 en C es una serie de composición si Xi/Xi+1 es simple para
0 ≤ i < n. Los objetos Xi/Xi+1 son llamados factores de composición.

Proposición 2.3. [KS, Ejercicio 8.20] Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) Existe una serie de composición X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1 ⊃
Xn = 0.
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(b) Existe un entero n tal que para toda sucesión X = X0 ! X1 !
· · · ! Xm−1 ! Xm = 0 , entonces m ≤ n.

(c) Toda sucesión decreciente X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xm−1 ⊃
Xm ⊃ · · · es estacionaria (e.d. Xm = Xm+1 para m lo suficientemente
grande) y toda sucesión creciente X0 ⊂ · · · ⊂ Xm ⊂ · · · ⊂ X es
estacionaria.

(d) Para todo conjunto S de subobjetos de X ordenados por inclu-
sión, si S es filtrante , entonces S tiene un elemento más grande, y si
S es cofiltrante , entonces S tiene un elemento más pequeño.

�
Se puede probar que el entero n en (a) sólo depende de X. Si alguna

de las anteriores condiciones se satisface, se dice que X tiene longitud
finita y el entero n es llamado la longitud de X.

Definición 2.4. Sea C una categoŕıa.

• C es preaditiva si para todo X, Y ∈ C el conjunto HomC(X, Y )
posee una estructura de grupo abeliano compatible con la com-
posición de morfismos y un objeto nulo 0.

• C es aditiva si es preaditiva y admite sumas directas.

• C es Abeliana si es aditiva, todo morfismo f en C posee núcleo y
conúcleo, todo monomorfismo es un núcleo y todo epimorfismo
es un conúcleo.

• C es k-lineal si es Abeliana, para todo X, Y ∈ C el grupo
HomC(X, Y ) es un k-espacio vectorial y la composición es k-
bilineal.

• C se dice localmente finita si es Abeliana k-lineal esencialmente
pequeña (las clases de isomorfismos de objetos forman un con-
junto), todo objeto tiene longitud finita y si para todo X, Y ∈ C

dim(HomC(X, Y )) <∞.
• C se dice finita si es Abeliana k-lineal, todo objeto tiene longitud

finita y posee cubrimiento proyectivo, si para todo X, Y ∈ C
dim(HomC(X, Y )) <∞,

y la cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples es
finita.

Observación 2.5. 1) El Teorema de Freyd-Mitchell [Mi] afirma
que las categoŕıas Abelianas se pueden caracterizar como subcategoŕıas
plenas de categoŕıas de módulos a izquierda sobre anillos, las cuales son
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cerradas bajo sumas directas, núcleos, conúcleos e imágenes de mor-
fismos. Esto permite visualizar los principales conceptos de la teoŕıa
de categoŕıas Abelianas en términos de teoŕıa clásica de módulos sobre
anillos. En esto radica la importancia de las categoŕıas de representa-
ciones.

2) Es bien sabido que toda categoŕıa finita es equivalente a la cate-
goŕıa AM donde A es una k-álgebra de dimensión finita.

Un producto de dos categoŕıas C y D, es una tripla (M, P,Q) donde
M es una categoŕıa, P :M→ C y Q :M→D funtores que satisfacen:

Dada otra categoŕıa N y dos funtores C R←− N T−→ D existe un único
funtor F : N → M con PF = R,QF = T . Dicho producto es único
salvo equivalencia, y se denota por C × D.

Expĺıcitamente, la categoŕıa C×D se puede construir de la siguiente
forma: Los objetos son pares (c, d) donde c es un objeto de C y d es
un objeto de D. Una flecha (c, d) → (c′, d′) es un par de flechas (f, g)
donde f : c→ c′ y g : d→ d′ y la composición de tales flechas está dada
por

(f, g) ◦ (f ′, g′) = (f ◦ f ′, g ◦ g′)

si (c, d)
(f,g)−−→ (c′, d′)

(f ′,g′)−−−→ (c′′, d′′) son flechas en C × D.

Los funtores C P←− C × D Q−→ D, llamados las proyecciones del pro-
ducto, se definen sobre objetos P (c, d) = c y Q(c, d) = d y en flechas
P (f, g) = f y Q(f, g) = g. Más aún, si C,D son preaditivas (resp. adi-
tivas, Abelianas, finitas) , entonces C × D también lo es, y se denota
por C ⊕ D.

Dadas dos categoŕıas Abelianas deseamos saber como son los pro-
yectivos en la suma directa de dichas categoŕıas.

Teorema 2.6. Sean C,D categoŕıas Abelianas.
Si X ∈ C y P (X) es su cubrimiento proyectivo, entonces el cubri-

miento proyectivo de (X, 0) en C ⊕ D es (P (X), 0).
Si X ∈ D y Q(X) es su cubrimiento proyectivo, entonces el cubri-

miento proyectivo de (0, X) en C ⊕ D es (0, Q(X)).

Demostración. Si X ∈ C, el cubrimiento proyectivo de X es el
par (P (X),Π) donde Π : P (X)→ X es esencial. El objeto (P (X), 0) es
proyectivo ya que P (X) lo es. Además p = (Π, 0) : (P (X), 0)→ (X, 0)
es esencial ya que Π lo es; por tanto ((P (X), 0), p) es el cubrimiento
proyectivo de (X, 0). De igual modo se prueba la segunda afirmación.

�
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Sean C,D categoŕıas Abelianas, un funtor F : C → D se dice exacto
si preserva sucesiones exactas cortas, esto es si

0→ X → Y → Z → 0

es una sucesión exacta en C , entonces la sucesión 0 → F (X) →
F (Y )→ F (Z)→ 0 es exacta en D.

Si C es una categoŕıa Abeliana, una subcategoŕıa Serre de C es una
subcategoŕıa D Abeliana plena de C cerrada por subcocientes y por
extensiones. Si D es una subcategoŕıa Serre de C entonces el funtor
inclusión I : D → C es exacto.

2.2. Grupo de Grothendieck de una categoŕıa. Sea C una
categoŕıa localmente finita. Definimos a continuación un importante
invariante categórico, que permitirá más adelante calcular ciertas di-
mensiones.

Sea F(C) el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfis-
mos de objetos de C. Denotar por [X] la clase de isomorfismo de X ∈ C.
Sea R(C) el subgrupo de F(C) generado por los elementos [Z]−[X]−[Y ]
cada vez que exista una sucesión exacta corta 0 → X → Z → Y → 0
en C.

Definición 2.7. El grupo de Grothendieck de C es

K0(C) = F(C)/R(C).

Para todo X ∈ C, denotaremos por 〈X〉 la clase de X en K0(C).

Es posible describir a este grupo usando las clases de isomorfismo
de objetos simples. Para esto usaremos las series de composición.

Proposición 2.8. [EGNO, Proposición 1.12.2] En una categoŕıa
localmente finita C:

• HomC(X, Y ) = 0 si X, Y son simples y no-isomorfos.
• HomC(X,X) = k para todo objeto simple X ∈ C.

�

Luego si C es una categoŕıa localmente finita todo objeto tiene una
serie de composición, y es válido el Teorema de Jordan-Hölder, e.d. los
factores de composición no dependen de la serie de composición, el cual
es una consecuencia de la anterior Proposición.
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Corolario 2.9. Sean C una categoŕıa localmente finita y X ∈ C.
Considerar las siguientes series de composición

X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xn−1 ⊃ Xn = 0,

X = Y0 ⊃ Y1 ⊃ · · · ⊃ Ym−1 ⊃ Ym = 0.

Entonces para cada i = 0, . . . , n − 1 existe j ∈ {0, . . . ,m − 1} tal que
Xi/Xi+1 ' Yj/Yj+1 y n = m.

�

Como se dijo anteriormente, en estas categoŕıas es posible dar una
descripción alternativa del grupo de Grothendieck.

Teorema 2.10. Si C es una categoŕıa localmente finita, el grupo de
Grothendieck K0(C) de C está generado por las clases de isomorfismos
de objetos simples.

Demostración. Sean {Xi} un conjunto de representantes de las
clases de isomorfismos de objetos simples, y S el grupo Abeliano libre
generado por las clases [Xi] de isomorfismos.

Considerar φ : S → K0(C) el morfismo de grupos dado por [X] 7→
〈X〉. Veamos que es una biyección.

Sea Y ∈ C con serie de composición Y = Y0 ⊃ Y1 ⊃ · · · ⊃ Yn−1 ⊃
Yn = 0, luego 〈Y 〉 =

∑
0≤i<n〈Yi/Yi+1〉, es decir la clase de Y en K0(C) es

la suma de las clases de sus factores de composición. Por tanto 〈Y 〉 =
φ(
∑

0≤i<n[Yi/Yi+1]) ya que los factores de composición son simples.
Aśı φ es sobreyectiva.

Considerar Π : K0(C)→ S el morfismo de grupos dado por 〈Y 〉 7→∑
0≤i<n[Yi/Yi+1], donde Yi/Yi+1 son los factores de composición. Vea-

mos que Π está bien definida. Para esto es necesaria la siguiente afir-
mación.

Afirmación 2.10.1. Sea 0 → A → B → C → 0 una sucesión
exacta, entonces los factores de composición de B son los de A y los
de C.

Demostración de la Afirmación. Podemos considerar A como subobjeto
de B y C ' B/A donde B/A es el conúcleo de la inclusión de A en
B. Por tanto toda serie de composición de C se puede levantar a una
de B dando lugar a una filtración de A ⊂ B con factores simples.
Concatenando esta filtración a la serie de composición de A obtenemos
una serie para B: Es decir, sean

0 = An ⊂ An−1 ⊂ · · · ⊂ A1 ⊂ A0 = A,

0 = Cm ⊂ Cm−1 ⊂ · · · ⊂ C1 ⊂ C0 = C ' B/A,
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las respectivas series de composición. Luego existen subobjetos C ′i don-
de C ′i/A ' Ci. Aśı

0 = An ⊂ An−1 ⊂ · · · ⊂ A1 ⊂ A0 = A ⊂ C ′m ⊂ . . . ⊂ C ′1 ⊂ B

es la serie de composición buscada. Como los factores de composición
son únicos, Corolario 2.9, entonces queda demostrada la afirmación. �

La anterior Afirmación y el hecho de que los factores de composición
son únicos implica que Π está bien definida.

Como Π ◦φ = id , entonces φ es inyectiva, y por tanto es biyectiva.
�

2.3. Producto tensorial de Deligne. En el mundo de las cate-
goŕıas Abelianas es posible definir un nuevo producto, llamado produc-
to de Deligne, el cual permite generalizar la exactitud en cada variable,
de igual modo que el producto tensorial permite generalizar la lineali-
dad en cada variable. Sean C y D categoŕıas Abelianas k-lineales.

Un producto tensorial de C y D es una categoŕıa Abeliana k-lineal
A dotada de un funtor F : C × D → A exacto a derecha tal que para
toda categoŕıa Abeliana k-lineal M el funtor

Fune.d.(A,M)
G7→GF−−−−−→ BiFune.d.(C × D,M)

es una equivalencia de categoŕıas. Aqúı la categoŕıa BiFune.d.(C ×
D,M) denota los bifuntores exactos a derecha en cada variable, y la
categoŕıa Fune.d.(A,M) denota los funtores exactos a derecha.

Si el producto tensorial de dos categoŕıas Abelianas k-lineales C,D
existe es único salvo equivalencia y se denota por C � D y es llamado
producto tensorial de Deligne.

Proposición 2.11. [De] Si C,D son categoŕıas Abelianas k-lineales
finitas. Entonces

• el producto tensorial de C y D existe;
• el funtor � : C × D → C �D es exacto en cada variable;
• para toda toda categoŕıa Abeliana k-lineal M existe una equi-

valencia de categoŕıas

Fune.(C �D,M)
G7→GF−−−−−→ BiFune.(C × D,M);

• la transformacion natural

HomC(X1, Y1)⊗kHomD(X2, Y2)→ HomC�D(X1 �X2, Y1 � Y2)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

�



3. COÁLGEBRAS Y COMÓDULOS 19

3. Coálgebras y Comódulos

En más sea C una coálgebra. Se asume conocida la definición de
comódulo sobre una coálgebra, la cual se puede consultar en [M]. Usa-
remos la notación introducida por Sweedler omitiendo el śımbolo de
sumatoria en el coproducto ∆, esto es

∆(x) = x1⊗x2, x ∈ C.

Si M es un C-comódulo a derecha (respectivamente a izquierda) con
estructura dada por ρ : M →M⊗kC (resp. λ : M → C⊗kM) usaremos
la notación:

ρ(m) = m0⊗m1

(resp. λ(m) = m−1⊗m0) para todo m ∈M .

Sea M coC = {x ∈ M |ρ(x) = x⊗1} el conjunto de coinvariantes
a derecha de M , si M es un C-comódulo a derecha; y coCM = {x ∈
M |λ(x) = 1⊗x} el conjunto de coinvariantes a izquierda de M , si M
es un C-comódulo a izquierda.

Una coálgebra es N0-graduada, o simplemente graduada, si C =
⊕i∈N0Ci es la suma directa de subcoálgebras y el coproducto satisface

∆(Ci) ⊂
⊕
k

Ck⊗Ci−k.

Dadas C coálgebra y A álgebra, Homk(C,A) es un álgebra con el
producto de convolución dado por

f ∗ g(c) = f(c1)g(c2), c ∈ C.

Este producto será usado para construir ejemplos de ciertas álgebras a
partir de otras.

Denotar porMC la categoŕıa de C-comódulos a derecha de dimen-
sión finita, por CM la categoŕıa de comódulos a izquierda de dimensión
finita, por MC la de C-comódulos a derecha (de dimensión arbitraria) y
por CM la de C-comódulos a izquierda. Estas categoŕıas serán dotadas
de más estructura en el Caṕıtulo 5.

De manera análoga a como se define el producto tensorial entre
módulos se puede definir un producto para comódulos.

Definición 3.1. Sean C una coálgebra, V ∈ MC y W ∈ CM v́ıa
λ : V → V⊗kC y δ : W → C⊗kW . Definir α = λ⊗kidW y β = idV⊗kδ.
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El producto cotensorial V�CW está definido como el ecualizador en

kM de α y β, es decir

0→ V�CW → V⊗kW ⇒α
β W⊗kC⊗kW.

En otras palabras, es una subespacio de V⊗kW donde los elementos
son sumas finitas

∑
vi⊗wj tales que

∑
vi0⊗vi1⊗wi =

∑
vi⊗wi−1⊗wi0.

Más aún, es un álgebra con producto dado por (x⊗y)(v⊗w) =
xv⊗yw (si x⊗y, v⊗w ∈ V�CW ), el inducido del producto de V⊗kW .
Se encuentra bien definido ya que

(xv)0⊗(xv)1⊗yw = x0v0⊗x1v1⊗yw = xv⊗y−1w−1⊗y0w0

= xv⊗(yw)−1⊗(yw)0.

El producto cotensorial de bicomódulos es nuevamente un bicomódu-
lo:

Lema 3.2. Sean C,D coálgebras. Si V ∈ DMC y W ∈ CMD.
Entonces V�CW ∈DMD.

Demostración. Por hipótesis, (V, ρ) ∈ DM y (W,λ) ∈MD.

• (V�CW, ρ⊗kid) ∈DM: Sea v⊗w ∈ V�CW luego

v−1⊗v00⊗v01⊗w = v−1⊗v0⊗v1⊗w = v−1⊗v0⊗w−1⊗w0,

aśı v−1⊗v0⊗w ∈ D⊗V�CW , y por tanto la coacción está bien
definida.

• (V�CW, id⊗kλ) ∈MD: Sea v⊗w ∈ V�CW luego

v⊗w0(−1)⊗w00⊗w1 = v⊗w−1⊗w0⊗w1 = v0⊗v1⊗w0⊗w1,

aśı v⊗w0⊗w1 ∈ V�CW⊗kD, y por tanto la coacción está bien
definida.

�



Caṕıtulo 2

Álgebras de Hopf

Para la teoŕıa general de álgebras de Hopf usamos como referencia
principal [M], [K]; en los cuales se pueden consultar las definiciones
básicas de álgebras de Hopf, comódulos y bicomódulos. Recordaremos
algunas nociones y definiciones básicas en la primera Sección de este
caṕıtulo.

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita con comultiplicación
∆, counidad ε y ant́ıpoda S. Sea G(H) = {g ∈ H|∆(g) = g⊗g, ε(g) =
1} el conjunto de elementos tipo grupo, el cual a su vez resulta ser un
grupo con la multiplicación de H.

Introduciremos ejemplos de álgebras de Hopf, y los comódulos sobre
estás. Además como ejemplos de comódulos se presentan los objetos
Galois y biGalois, los cuales son realmente importantes en este trabajo,
ya que permiten clasificar ciertos funtores.

1. Nociones básicas

Se denotará por Hop el álgebra de Hopf que como coálgebra es H y
como álgebra tiene el producto opuesto, es decir mHop(h, k) = mH(k, h)
para todo h, k ∈ H. Se denotará por Hcop el álgebra de Hopf que como
álgebra es H y como coálgebra tiene el coproducto opuesto.

Definición 1.1. • El corradical H0 sobre H es la suma de
todas las subcoálgebras simples de H.
• H es punteada si toda subcoálgebra simple es de dimensión

uno. En particular, H es punteada si y sólo śı su corradical
H0 = kG(H), es el álgebra de grupo del grupo de elementos de
tipo grupo de H.
• H es conexa si H0 es de dimensión uno.

Sea Hn = ∆−1(H⊗kHn−1 +H0⊗kH) para n > 0, luego la colección
{Hn|n ≥ 0} se llama la filtración corradical de H y satisface que para
todo n > 0

Hn ⊂ Hn+1, H = ∪n≥0Hn, ∆(Hn) ⊂
n∑
i=0

Hi⊗kHn−i.

21
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Estas definiciones son introducidas para hacer el trabajo lo más
autocontenido posible.

Si A es un H-módulo álgebra a izquierda, el álgebra producto cru-
zado ó bosonización A#H se define como sigue, si a, b,∈ A y h, k ∈ H:
como k-espacio es A⊗kH y multiplicación dada por

(a#h)(b#k) =
∑

a(h1 · b)#h2k,

donde a#h denota a⊗h. Está álgebra generaliza la noción del producto
cruzado de grupos.

Definición 1.2. Un módulo de Yetter-Drinfeld a izquierda es un k-
espacio vectorial M el cual es un H-módulo a izquierda y H-comódulo
a izquierda que satisface para todo h ∈ H,m ∈M∑

h1m−1⊗h2 ·m0 =
∑

(h1 ·m)−1h2⊗(h1 ·m)0.

La categoŕıa de módulos Yetter-Drinfeld a izquierda es denotada por
H
HYD.

Ejemplo 1.3. 1) Álgebra de Grupo: Sea G un grupo, kG el álgebra
de grupo es un álgebra de Hopf con estructura dada por ∆(g) = g⊗g
y S(g) = g−1 para todo g ∈ G.

2) Álgebra de Taft: Fijar q ∈ G′n. Sea Tq = 〈x, g|xn = 0, gn =
1, gx = qxg〉 el álgebra de Taft con estructura de álgebra de Hopf dada
por ∆(x) = x⊗1 + g⊗x y ∆(g) = g⊗g; y filtración corradical

(Tq)m = 〈gixj|0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m〉.
Más aún Tq−1 ' T cop

q como álgebras de Hopf, donde el isomorfismo

está dado por g 7→ g y x 7→ xg−1.

3) Álgebra de Super-grupo: Sea G un grupo Abeliano finito, u ∈ G
un elemento de orden 2 y V un G-módulo de dimensión finita tal que
u ·v = −v si v ∈ V . El espacio V tiene estructura de módulo de Yetter-
Drinfeld sobre kG con coacción dada por δ : V → kG⊗kV donde
δ(v) = u⊗v, si v ∈ V .

El álgebra de Nichols de V (ver [AS]) es el álgebra exterior B(V ) =
∧(V ). La bosonización ∧(V )#kG es llamada en [AEG] un álgebra de
super-grupo finita y es denotada por A(V, u,G). Denotar el elemento
v#g simplemente por vg, si v ∈ V, g ∈ G.

Como álgebra, A(V, u,G) está generada por los elementos v ∈
V, g ∈ G sujetos a las relaciones

vw + wv = 0, gv = (g · v)g, si v, w ∈ V, g ∈ G.
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El coproducto y la ant́ıpoda son determinadas si v ∈ V, g ∈ G por

∆(v) = v⊗1 + u⊗v, ∆(g) = g⊗g, S(v) = −uv, S(g) = g−1.

Lema 1.4. El morfismo de álgebras φ : A(V, u,G)→ A(V, u,G)cop

determinado por

φ(v) = vu, φ(g) = g,

es un isomorfismo de álgebras de Hopf. �

Estas álgebras representan un papel fundamental en el presente tra-
bajo, y su estudio será retomado en próximos caṕıtulos.

A continuaćıon describimos un método para construir álgebras de
Hopf, el cual es pieza fundamental en muchas de las construcciones que
presentamos a lo largo de este trabajo.

1.1. Deformaciones de álgebras de Hopf. Dada H un álge-
bra de Hopf, podemos construir otra de la siguiente forma: Sea σ un
2-cociclo de Hopf para H, esto es una aplicación invertible por convo-
lución σ : H⊗kH → k, tal que si x, y, z ∈ H

σ(x(1), y(1))σ(x(2)y(2), z) = σ(y(1), z(1))σ(x, y(2)z(2)),(2)

σ(x, 1) = ε(x) = σ(1, x).(3)

El álgebra de Hopf H [σ] twisteada de H es H [σ] = H como coálgebra,
con producto

(4) x.[σ]y = σ(x(1), y(1))σ
−1(x(3), y(3)) x(2)y(2), x, y ∈ H.

Sea H un álgebra de Hopf. J ∈ H⊗kH es un twist para H si es un
elemento inversible tal que

(∆⊗kidH)J(J⊗1) = (idH⊗k∆)J(1⊗J), (ε⊗kid)J = 1 = (id⊗kε)J.
Se usa la notación J = J1⊗J2 y J−1 = J−1⊗J−2. Si x ∈ H es un ele-
mento tal que ε(x) = 1 y J es un twist , entonces Jx := ∆(x)J(x−1⊗x−1)
es también un twist. En este caso, diremos que J y Jx son equivalentes.

Si J es un twist para H , entonces existe una nueva álgebra de Hopf
HJ con la misma estructura de álgebra y la misma counidad que H,
pero con comultiplicación y ant́ıpoda determinadas por

∆J(h) = J−1∆(h)J, SJ(h) = Q−1
J S(h)QJ , h ∈ H,

donde QJ = S(J1)J2 es un elemento inversible de H con inverso Q−1
J =

J−1S(J−2).
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Si J y J ′ son twists equivalentes , entonces las álgebras de Hopf
HJ , HJ ′ son isomorfas v́ıa

φ : HJ → HJ ′ , φ(h) = xhx−1, para todo h ∈ H.

1.2. Álgebras de Hopf corradicalmente graduadas. Un álge-
bra de Hopf graduada es un álgebra de Hopf H dotada de una gradua-
ción

H = ⊕mi=0H(i)

tal que es un álgebra graduada y una coálgebra graduada. Un álgebra
de Hopf graduada H se dice corradicalmente graduada si la filtración
corradical esta dada por

Hn = ⊕ni=0H(i), para todo n ∈ N0.

Si gr(H) es la coálgebra asociada graduada de H con respecto a
la filtración corradical, en otras palabras gr(H) = ⊕n≥1Hn/Hn−1, en-
tonces gr(H) es una coálgebra corradicalmente graduada. Si además
el corradical H0 es una subálgebra de H , entonces gr(H) posee una
estructura de álgebra de Hopf corradicalmente graduada. Para más
detalles ver [AS].

Dada un álgebra de Hopf corradicalmente graduada H = ⊕mi=0H(i),
decimos que una subálgebra coideal a izquierda K ⊆ H es homogénea
si su álgebra graduada K = ⊕mi=0K(i) satisface K(i) ⊆ H(i).

Si H es punteada y corradicalmente graduada con corradical kG,
G un grupo finito, y ψ ∈ Z2(G,k×) es un 2-cociclo; entonces existe
un 2-cociclo de Hopf σψ : H⊗kH → k tal que para todo elemento
homogéneo x, y ∈ H

σψ(x, y) =

{
ψ(x, y), si x, y ∈ H(0);

0, en otro caso,
(5)

la condición (2) se satisface ya que ψ es un 2-cociclo, la condición (3) es
equivalente a la primera igualdad de (1) del primer caṕıtulo. Además
es invertible por convolución con inversa

τψ(x, y) =

{
ψ(x, y)−1, si x, y ∈ H(0);

0, en otro caso.

2. H-comódulos

Como en la Teoŕıa de Grupos es esencial el estudio de sus módulos,
acá es necesario el estudio de módulos y comódulos sobre las álgebras
de Hopf, ya que estas categoŕıas aportan valiosa información sobre el
álgebra en śı.
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Sea H un álgebra de Hopf, y V,W H-comódulos a derecha con
coacción ρV y ρW , respectivamente. Luego V⊗kW es un H-comódulo
v́ıa

ρV⊗kW (v⊗w) = v0⊗w0⊗v1w1, v⊗w ∈ V⊗kW.

Sea (A, λ) un H-comódulo álgebra a izquierda, es decir un H-
comódulo que también es un álgebra tal que la coacción es un mor-
fismo de álgebras. La serie de Loewy sobre A está dada por An =
λ−1(Hn⊗kA), n = 1, . . . ,m. El álgebra graduada asociada

grA := ⊕n≥1An/An−1

es nuevamente un H-comódulo álgebra a izquierda. Si el corradical H0

es una subálgebra de Hopf , entonces A0 es un H0-comódulo álgebra a
izquierda.

Definición 2.1. Un H-comódulo álgebra A se dice H-simple a
derecha si no tiene ideales a derecha H-coestables no-triviales.

Ejemplo 2.2. 1) Sea A un H-comódulo álgebra a izquierda y σ un
2-cociclo de Hopf. Definir Aσ = A como comódulo con producto

a.σb = σ(a(−1), b(−1)) a(0).b(0), a, b ∈ A.(6)

Más aún,Aσ (con la misma estructura de comódulo) es unH [σ]-comódu-
lo álgebra a izquierda.

2) Si g ∈ G(H) es un elemento de tipo-grupo, denotar por kg el H-
comódulo a izquierda donde kg = k el k-espacio vectorial de dimensión
uno generado por el vector wg y con coacción dada por wg 7→ g⊗wg.

Sea H = ⊕mi=0H(i) un álgebra de Hopf punteada graduada de di-
mensión finita, con corradical el álgebra de grupo H0 = kG de un grupo
finito. Si A es H-simple a derecha , entonces A0 es kG-simple a dere-
cha [M1, Proposición 4.4], por tanto existe un subgrupo F ⊆ G y un
2-cociclo ψ ∈ Z2(F, k×) tal que A0 = kψF.

Lema 2.3. [M2, Lema 5.4] Si A es H-simple a derecha , entonces

existe un 2-cociclo ψ̂ ∈ Z2(G,k×) tal que ψ̂ restringido a F es igual a
ψ y (grA)σ

ψ̂
es isomorfo a la subálgebra coideal homogénea a izquierda

de H [σ
ψ̂

] como H [σ
ψ̂

]-comódulos álgebras a izquierda. �
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3. Objetos Galois

Una familia de ejemplos clave de comódulos son los llamados objetos
Galois, los cuales permiten clasificar ciertos funtores monoidales.

En más sea H un álgebra de Hopf, (A, λ) un H-comódulo álge-
bra a derecha y B = AcoH = {a ∈ A|a0⊗a1 = a⊗1} el conjunto de
coinvariantes de la coacción. La función canónica κ para λ satisface

κ : A⊗BA→ A⊗kH
κ(x⊗y) = (x⊗1)λ(y).

La extensión B ⊂ A es H-Galois a derecha si κ es biyectiva; y si
además B = Aco(H) = k, se dice que A es un objeto H-Galois a derecha.
De igual modo se define a izquierda.

Un morfismo de extensiones Galois es un morfismo de comódulos
álgebras. Es posible describir los isomorfismos entre los objetos Galois.

Proposición 3.1. Si A,B son objetos H-Galois a izquierda (de-
recha), cualquier morfismo de H-comódulos álgebras de A en B es un
isomorfismo.

Demostración. Sea f : A → B un morfismo de H-comódulos
álgebras. Dotar a B con estructura de A-módulo a izquierda v́ıa f , es
decir con acción A⊗kB → B donde a · b = f(a)b.

El siguiente diagrama es conmutativo

A⊗kB
f⊗kid−−−→ B⊗kB

κB−→ H⊗kB
id⊗kg ↓' '↓ id⊗kg

A⊗kA⊗AB
κA⊗Aid−−−−→ H⊗A⊗AB

donde κA, κB son las funciones canónicas para las coacciones de A y B;
y el isomorfismo que desciende es g(b) = 1⊗b con inversa a⊗Ab 7→ a · b.
El diagrama conmuta ya que por el camino superior se obtiene

a⊗b 7→ f(a)⊗b 7→ f(a)−1⊗f(a)0b = a−1⊗f(a0)b

= a−1⊗a0 · b 7→ a−1⊗1⊗a0 · b,
y por el camino inferior se obtiene

a⊗b 7→ a⊗1⊗b 7→ a−1⊗a0⊗b = a−1⊗1⊗a0 · b.
Como κA, κB, g son isomorfismos, entonces f es un isomorfismo. �

Sea A un álgebra, se dice que H mide a A si existe una aplicación k-
lineal H⊗kA→ A donde h⊗a 7→ h ·a tal que para todo h ∈ H, a, b ∈ A

h · 1 = ε(h)1, h · (ab) =
∑

(h1 · a)(h2 · b).
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Un 2-cociclo σ es una aplicación invertible en Homk(H⊗kH,A) tal
que si h, k,m ∈ H

σ(h, 1) = σ(1, h) = ε(h)1,

(h1 · σ(k1,m1))σ(h2, k2m2) = σ(h1, k1)σ(h2k2,m).

Definición 3.2. Sea A un álgebra, σ un 2-cociclo y suponer que
H mide a A. El producto σ-cruzado de A con H es A#σH := A⊗kH
como espacio vectorial con producto

(a#h)(b#k) =
∑

a(h1 · b)σ(h2, k1)#h3k2, si h, k ∈ H, a, b ∈ A.

El siguiente Teorema nos será útil para clasificar ciertos objetos
Galois.

Teorema 3.3. [DT] Sea B un H-comódulo álgebra y A = Bco(H).
Son equivalentes

• Existe un 2-cociclo σ tal que B ' A#σH como B-módulos a
izquierda y H-comódulos a derecha.
• B es H-Galois y B ' A⊗kH en BMH .

Donde la B-acción a izquierda sobre A#σH y A⊗kH es la acción so-
bre el primer tensorando v́ıa multiplicación, y la H-coacción a derecha
sobre A#σH y A⊗kH es la coacción sobre el segundo tensorando v́ıa
el coproducto.

�
Una extensión de anillos A ⊂ B es plana si el funtor −⊗AB es

exacto en MA y es coplana si el funtor −�AB es exacto en MA. Por
último es fielmente plana si el funtor −⊗AB es exacto y fiel.

En general el producto cotensorial no es asociativo. En la siguiente
Proposición se enuncian algunos casos en los cuales si es asociativo.

Proposición 3.4. [S1, Sección 2] Sean C Y D coálgebras.
1. Sean M un álgebra, V ∈MC y W ∈ CM. Si M es un k-módulo,

ó, si C es k-plano y W es C-coplano, entonces existe un isomorfismo
canónico (de k-espacios vectoriales)

M⊗k(V�CW ) ' (M⊗kV )�CW.

2. Sean U ∈ CM, V ∈ CMD y W ∈ DM. No necesariamente se
cumple

(U�CV )�DW ' U�C(V�DW ).

Tal isomorfismo canónico existe si C es un álgebra de Hopf y U es un
objeto C-Galois a derecha fielmente plano. �
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4. Objetos biGalois

Para más detalle en las definiciones y proposiciones enunciadas
en esta Sección, ver [S1]. Los objetos biGalois sobre un álgebra de
Hopf, juegan un papel importante en diversas clasificaciones. Como
se verá más adelante, permiten clasificar ciertos funtores entre ciertas
categoŕıas. De ah́ı su vital importancia en este trabajo.

En más sean H,L álgebras de Hopf. Un objeto (H,L)-biGalois A es
una extesión H-Galois a izquierda L-Galois a derecha tal que las dos
coacciones hacen de A un (H,L)-bicomódulo y los coinvariantes son
triviales. Un morfismo de objetos biGalois es un morfismo de (H,L)-
bicomódulos álgebras.

Observación 4.1. Recordar que A es un (H,L)-bicomódulo álge-
bra v́ıa λ1 : A → H⊗kA y λ2 : A → A⊗kL si y sólo śı A es un
H⊗kLcop-comódulo álgebra a derecha v́ıa λ : A→ H⊗kLcop⊗kA:

• Dada λ, definir

λ1 = (idH⊗kε⊗kidA)λ,

λ2 = τ(ε⊗kidL⊗kA)λ,

donde τ : Lcop⊗kA → A⊗kL satisface τ(a⊗b) = b⊗a si a⊗b ∈
L⊗kA.
• Dadas λi si i = 1, 2, definir

λ(a) = (idH⊗kτ)(idH⊗kmA⊗kidL)(λ1(a)⊗kλ2(a))

si a ∈ A y mA es la multiplicación de A.

El siguiente Lema se usará para clasificar objetos biGalois sobre
ciertas álgebras.

Lema 4.2. Si A es un objeto (H,H)-biGalois , entonces A no tiene
ideales biláteros H⊗kHcop-coestables.

Demostración. Como A es una extensión H-Galois a derecha
(e izquierda) y AcoH = k , entonces A no tiene ideales biláteros H-
coestables ([M, Corolario 8.3.10]).

Sea I ⊂ A un ideal bilátero H⊗kHcop-coestable, es decir

λ(I) ⊂ H⊗kHcop⊗kI,

luego λ1(I) = (id⊗kε⊗kid)λ(I) ⊂ H⊗kI, esto implica que I es H-
coestable y por tanto I = 0. �
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Si (A, λ) es un H-comódulo álgebra a izquierda y {Hi|i ≥ 0} es la
filtración corradical de H, entonces

{Ai = λ−1(Hi⊗kA)|i ≥ 0}

es una filtración sobre A. Más aún, AcoH ⊂ A0 y tomando coinvariantes
nuevamente AcoH ⊂ AcoH

0 . Esto implica que si AcoH
0 = k , entonces

AcoH = k.

A continuación damos la familia de objetos biGalois sobre el álgebra
de Taft.

Ejemplo 4.3. Fijar q ∈ G′n. Sea H = Tq el álgebra de Taft. Para
µ ∈ k y ξ ∈ k× definimos

Aµ,ξ = 〈y, h|yn = µ, hn = 1, hy = qyh〉.

Proposición 4.4. [S2, Teorema 2.2] Aµ,ξ es un objeto (Tq, Tq)-
biGalois y todos son de esta forma. Más aún, Aµ,ξ ' Aµ′,ξ′ si y sólo
śı µ = µ′ y ξ′ = snξ para algún s ∈ k×.

Demostración. Consideremos la estructura de comódulo álgebra
sobre Aµ′,ξ′ dada por λ : Aµ′,ξ′ → Tq⊗kT cop

q ⊗kAµ′,ξ′ donde λ(h) =
g⊗g⊗h y λ(y) = ξx⊗1⊗1+g⊗x⊗h+g⊗1⊗y, la cual está bien definida:

λ(y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
q

(g⊗1⊗y + ξx⊗1⊗1)k(g⊗x⊗h)n−k

=
n∑
k=0

k∑
i=0

(
n

k

)
q

(
k

i

)
q

(ξx⊗1⊗1)i(g⊗1⊗y)k−i(g⊗x⊗h)n−k

=
n∑
k=0

k∑
i=0

(
n

k

)
q

(
k

i

)
q

ξixign−i⊗xn−k⊗yk−ihn−k

= x0gn⊗xn⊗y0hn + x0g0⊗x0⊗ynh0 + xng0⊗x0⊗y0h0

= 1⊗1⊗yn = µ = λ(µ),

λ(h)n = 1⊗1⊗1 = 1 = λ(1),

λ(hy) = ξgx⊗g⊗h+ g2⊗gx⊗h2 + g2⊗g⊗hy
= ξqxg⊗g⊗h+ g2⊗qxg⊗h2 + g2⊗g⊗qyh
= q(ξx⊗1⊗1 + g⊗x⊗h+ g⊗1⊗y)(g⊗g⊗h) = qλ(yh).
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Además es de comódulos:

(Id⊗λ)λ(h) = g⊗g⊗g⊗g⊗h = (∆⊗Id)λ(h),

(Id⊗λ)λ(y) = (Id⊗λ)(ξx⊗1⊗1 + g⊗x⊗h+ g⊗1⊗y)

= ξx⊗1⊗1⊗1⊗1 + g⊗x⊗g⊗g⊗h+ g⊗1⊗(ξx⊗1⊗1

+ g⊗x⊗h+ g⊗1⊗y)

= ξ(x⊗1⊗1⊗1 + g⊗1⊗x⊗1)⊗1 + (g⊗1⊗g⊗x
+ g⊗x⊗g⊗g)⊗h+ g⊗1⊗g⊗1⊗y
= (∆⊗Id)λ(y),

ya que ∆(x⊗1) = x⊗1⊗1⊗1 + g⊗1⊗x⊗1, ∆(g⊗x) = g⊗1⊗g⊗x +
g⊗x⊗g⊗g y ∆(g⊗1) = g⊗1⊗g⊗1.

Las coacciones a izquierda y derecha son λ1 : Aµ′,ξ′ → Tq⊗kAµ′,ξ′ y
λ2 : Aµ′,ξ′ → Aµ′,ξ′⊗kTq y satisfacen

λ1(h) = g⊗h, λ2(h) = h⊗g,
λ1(y) = ξx⊗1 + g⊗y, λ2(y) = h⊗x+ y⊗1.

Calculemos los coinvariantes de cada coacción:

co(Tq)(Aµ′,ξ′)0 =co(Tq) (λ−1
1 Q), (Aµ′,ξ′)

co(Tq)
0 = (λ−1

2 W )co(Tq)

=co(Tq) (k〈h〉) = (k〈h〉)co(Tq)

= k. = k.

Śı Q = (Tq)0⊗kAµ′,ξ′ y W = Aµ′,ξ′⊗k(Tq)0. Aśı co(Tq)(Aµ′,ξ′) = k =
(Aµ′,ξ′)

co(Tq), es decir tienen coinvariantes triviales.

Por otro lado si κ1 y κ2 son las funciones canónicas de λ1 y λ2 ,
entonces

κ1(y⊗1− h⊗h−1y) = x⊗1, κ1(h⊗h−1) = g⊗1,

κ2(h−1⊗h) = 1⊗g, κ2((ξh)−1⊗y − h−1y⊗1) = 1⊗x,
lo cual implica que κ1, κ2 son sobreyectivas, y como dim(Tq) < ∞ ,
entonces son biyectivas. �

Retomaremos el estudio sobre estos objetos en caṕıtulos posteriores.
Más aún, se probará este mismo resultado usando teoŕıa de represen-
taciones de categoŕıas.

De igual modo, damos los objetos biGalois sobre el álgebra de un
grupo abeliano.
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Ejemplo 4.5. Sean H = kΓ con Γ un grupo abeliano y ψ ∈
Z2(Γ,k×). Definir Aψ := kψΓ = kΓ como espacio vectorial, con pro-
ducto dado por

egeh = ψ(g, h)egh, g, h ∈ Γ.

Proposición 4.6. Aψ es un objeto (kΓ,kΓ)-biGalois, y todo objeto
(kΓ,kΓ)-biGalois es de la forma Aψ para algún ψ ∈ Z2(Γ,k×).

Demostración. La estructura de bicomódulo álgebra esta dada
por λ : Aψ → H⊗kAψ y ρ : Aψ → Aψ⊗kH donde λ(eg) = g⊗eg y
ρ(eg) = eg⊗g para g ∈ Γ. Están bien definidas:

λ(egeh) = gh⊗egeh = ψ(g, h)gh⊗egh = ψ(g, h)λ(egh),

ρ(egeh) = egeh⊗gh = ψ(g, h)egh⊗gh = ψ(g, h)ρ(egh).

Son de comódulos:

(Id⊗kλ)λ(eg) = g⊗g⊗eg = (∆⊗kId)λ(eg),

(ρ⊗kId)ρ(eg) = eg⊗g⊗g = (Id⊗k∆)ρ(eg).

Además co(H)Aψ = {a ∈ Aψ|λ(a) = 1⊗a} = ke1 y A
co(H)
ψ = ke1; es

decir tienen coinvariantes triviales.

Si κλ y κρ son las funciones canónicas de λ y ρ respectivamente, en-
tonces si g, h ∈ G, κλ(eg⊗eh) = g⊗egeh = ψ(g, h)g⊗egh y κρ(eg⊗eh) =
ψ(g, h)egh⊗h.

Tienen por inversas

κ−1
λ (g⊗eh) = ψ(g, hg−1)−1eg⊗ehg−1 ,

κ−1
ρ (eg⊗h) = ψ(g, hg−1)−1eg−1h⊗eh;

luego son isomorfismos. Por tanto Aψ es un objeto (H,H)-biGalois.
Por otro lado sea B un objeto (kΓ,kΓ)-biGalois, en particular es

kΓ-Galois a derecha y satisface kΓ ' B en kMkΓ luego por el Teorema
(3.3), existe un 2-cociclo σ tal que B ' Aσ como comódulos, por tanto
lo son como objetos biGalois. �

Los objetos biGalois se pueden multiplicar, v́ıa el producto coten-
sorial, y aśı se pueden obtener nuevos objetos.

Lema 4.7. [S1, Sección 3.2] Sean H,L,R álgebras de Hopf. Si A
es un objeto (L,H)-biGalois y B uno (H,R)-biGalois; entonces A�HB
es un objeto (L,R)-biGalois.



32 2. ÁLGEBRAS DE HOPF

�
Sea BiGal la categoŕıa donde los objetos son las álgebras de Hopf,

los morfismos de H a L son las clases de isomorfismos de objetos (H,L)-
biGalois y la composición de morfismos está dada por el producto co-
tensorial.

Dado A un objeto L-Galois a derecha, existe una única álgebra de
Hopf H tal que A es un objeto (H,L)-biGalois donde

H = {
∑

ai⊗bi ∈ A⊗kAop|
∑

ai⊗bi0⊗bi1 =
∑

ai0⊗bi⊗S(ai1)}.

Análogamente dado A un objeto H-Galois a izquierda, existe una
única álgebra de Hopf L tal que A es un objeto (H,L)-biGalois donde

L = {
∑

ai⊗bi ∈ Aop⊗kA|
∑

ai(−1)⊗ai0⊗bi =
∑

S(bi(−1))⊗ai⊗bi0}.

Proposición 4.8. [S1, Teorema 3.2.2]Sean H,L álgebras de Hopf.
BiGal es un grupoide, esto es, para cada A objeto (H,L)-biGalois exis-
te un objeto A−1 (L,H)-biGalois tal que A�LA−1 ' H como (H,H)-
bicomódulos álgebras y A−1�HA ' L como (L,L)-bicomódulos álge-
bras.

Si las ant́ıpodas de H y L son biyectivas A−1 = Aop con coac-
ción a izquierda dada por a 7→ S−1(a1)⊗a0 y a derecha dada por
a 7→ a0⊗S−1(a−1).

Demostración. Si las ant́ıpodas no son biyectivas, ver [S1].
Sea φ : H → A�LA−1 dada por φ(x⊗y) = x⊗y. Basta ver que

está bien definida: Si
∑
xi⊗yi ∈ H , entonces∑

xi0⊗xi1⊗yi =
∑

xi⊗S−1(yi1)⊗yi0 =
∑

xi⊗yi(−1)⊗yi0,

por tanto φ es un isomorfismo de álgebras. Es de comódulos a izquier-
da ya que la coacción en ambos lados es sobre el primer tensor y de
comódulos a derecha ya que la coacción es sobre el segundo tensor.

De igual modo se define ψ : L→ A−1�HA y satisface si
∑
xi⊗yi ∈

L , entonces
∑
xi0⊗xi1⊗yi =

∑
xi⊗S−1(xi(−1))⊗yi =

∑
xi⊗yi(−1)⊗yi0.

�

4.1. Clases de equivalencias. Es conocido que los isomorfis-
mos entre objetos biGalois, dan lugar a una relación de equivalencia
que me genera una partición sobre todo el conjunto de objetos biGalois.
Definimos a continuación otra relación de equivalencia fundamental pa-
ra describir cierta bicategoŕıa.

Lema 4.9. Si A es un objeto (L,H)-biGalois y g ∈ G(L) , entonces
Ag es un objeto (L,H)-biGalois donde Ag = A como H-comódulos a
derecha y si δA(a) = a−1⊗a0 ∈ L⊗kA , entonces δAg(a) = g−1a−1g⊗a0.
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Demostración. Es claro que Ag es un (L,H)-bicomódulo álgebra
ya que

g−1a0(−1)g⊗a00⊗a1 = g−1a−1g⊗a00⊗a01.

Por definición Ag es un objeto H-Galois a derecha, ya que A lo es.

Veamos que los coinvariantes a izquierda son triviales: Sea x ∈co(L)Ag,
es decir

1⊗x = (g−1x−1g)⊗x0,

entonces g⊗x = x−1g⊗x0 y gg−1⊗x = x−1⊗x0 y como co(L)A = k ,
entonces x ∈ k.

Por hipótesis la función canónica κA : A⊗kA→ L⊗kA de δ, la cual
satisface κ(x⊗y) = x−1⊗x0y es biyectiva. Luego para h ∈ H, x ∈ A(=
Ag) existe l ∈ A⊗kA tal que κA(l) = ghg−1⊗x, luego κAg(l) = h⊗x y
esto implica que κAg es sobreyectiva (acá κAg es la función canónica de
δAg).

Además si
∑
g−1xi−1g⊗xi0yi = 0 , entonces∑

xi−1⊗xi0yi = g0g−1⊗0 = 0

y como κA es 1-1 esto implica que
∑
xi⊗yi = 0 por tanto κAg es 1-1;

y Ag resulta un objeto L-Galois, y por tanto (L,H)-biGalois. �

Lo anterior da lugar a la siguiente relación de equivalencia: Dos
objetos A,B biGalois se dicen equivalentes y se denota por A ∼ B si
existe un elemento g ∈ G(H) tal que Ag ' B como objetos biGalois.

Si BiGal(H) denota el grupo de clases de isomorfismos de objetos
(H,H)-biGalois, InnbiGal(H) denota el subgrupo de BiGal(H) consis-
tente de los objetos H-biGalois equivalentes a H y OutbiGal(H) =
BiGal(H)/ InnbiGal(H).





Caṕıtulo 3

Álgebras de super-grupo

Presentaremos a continuación un ejemplo de álgebra de Hopf no
semisimple. Uno de los objetivos del trabajo es construir extensiones
de la categoŕıa Comod(H) donde H es un álgebra de super-grupo. Para
construir estas extensiones requeriremos saber cierta información sobre
dichas álgebras de Hopf como por ejemplo los comódulos simples y los
objetos biGalois. Esto se presentará en este caṕıtulo.

Recordemos la definición de las álgebras de super-grupo, dada en
el Ejemplo 1.3(3), del Caṕıtulo 2. Partimos de los siguientes datos:

• un grupo Abeliano finito G;
• u ∈ G un elemento de orden 2;
• V un G-módulo de dimensión finita tal que u ·v = −v si v ∈ V .

Las álgebras de super-grupo A(V, u,G) están generadas, como álgebra,
por los elementos v ∈ V, g ∈ G sujetos a las relaciones

vw + wv = 0, gv = (g · v)g, si v, w ∈ V, g ∈ G.
El coproducto y la ant́ıpoda son determinadas si v ∈ V, g ∈ G por

∆(v) = v⊗k1 + u⊗kv, ∆(g) = g⊗kg, S(v) = −uv, S(g) = g−1.

Otra forma de ver al álgebra de Hopf A(V, u,G) es la siguiente. El
espacio vectorial V posee una estructura de módulo de Yetter-Drinfeld
sobre G con la acción de G y la siguiente coacción:

δ : V → kG⊗kV, δ(v) = u⊗v,
para todo v ∈ V . El álgebra de Nichols de V es el álgebra exterior ∧V
y A(V, u,G) es la bosonización ∧V#kG.

1. Comódulos simples

Lo primero será describir todos los comódulos simples sobre el álge-
bra A(V, u,G) y sus cubrimientos proyectivos, datos que necesitaremos
para el cálculo de ciertas dimensiones.

Si g ∈ G, el comódulo kg definido en el Ejemplo 2.2(2) (del Caṕıtulo
2) es un A(V, u,G)-comódulo simple, donde la coacción está dada por

wg → g⊗wg, si kg = k〈wg〉.
35
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Sea Pg = ∧(V )⊗kk〈g〉 el A(V, u,G)-comódulo con coacción deter-
minada por la restricción al coproducto, esto es

vg 7→ vg⊗g + ug⊗vg, g 7→ g⊗g, v ∈ V.

Más espećıficamente si t = 2, . . . , k, la coacción está dada como
sigue. Considerar el subconjunto de Nt

Lt = {(1, . . . , t), (t, 1, . . . , t−1), (t−1, t, 1, . . . , t−2), . . . , (2, 3, . . . , t, 1)},

aśı śı ĭ = (i1, . . . , it)

v1 · · · vtg 7→ v1 · · · vtg⊗g + utg⊗v1 · · · vtg +
∑
ĭ∈Lt

vi1 · · · vit−1ug⊗vitg+

∑
ĭ∈Lt

vi1 · · · vit−2u
2g⊗vit−1vitg + · · ·+

∑
ĭ∈Lt

vi1u
t−1g⊗vi2 · · · vitg.

A continuación damos la familia de comódulos simples y sus res-
pectivos cubrimientos proyectivos.

Teorema 1.1. [MM, Teorema 3.2] Sea {v1, . . . , vk} una base de
V .

1. La familia {kg : g ∈ G} es un conjunto completo de clases de
isomorfismos de A(V, u,G)-comódulos simples.

2. El cubrimiento proyectivo del comódulo kukg es Pg.

3. Si g, h ∈ G, kg⊗kkh ' kgh y Pg⊗kkh ' Pgh como A(V, u,G)-
comódulos.

Demostración. 1) Como A(V, u,G) es punteada, todo comódulo
simple tiene dimensión uno y proviene de un elemento tipo-grupo de
A(V, u,G). Esto prueba (1).

2) Como A(V, u,G) = ⊕g∈GPg, como A(V, u,G)-comódulos a iz-
quierda, entonces Pg es un comódulo proyectivo para todo g ∈ G.

Sea pg : Pg → kukg el epimorfismo de A(V, u,G)-comódulos dado
por

(7) pg(x) =

{
wukg si x = v1 . . . vk⊗g,
0 en otro caso.

Veamos que esta proyección es esencial: Sea L cualquier A(V, u,G)-
comódulo junto a un morfismo de comódulos ψ : L → Pg tal que
pg ◦ ψ es un epimorfismo. Sea y ∈ L tal que pg ◦ ψ(y) = wukg, entonces
ψ(y) = z + α v1 . . . vk⊗g para algún z ∈ ker(pg) y 0 6= α ∈ k.
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Notar que Pg es el subcomódulo generado por z+α v1 . . . vk⊗g. Co-
mo la imagen de ψ es un subcomódulo que contiene a z+α v1 . . . vk⊗g,
entonces debe ser todo Pg. Aśı ψ es suryectiva y el morfismo pg es
esencial. Aśı Pg es el cubrimiento proyectivo del comódulo kukg.

3) Si g, h ∈ G, sean γ : kg⊗kkh → kgh y β : Pg⊗kkh → Pgh las
funciones dadas por

γ(wg⊗wh) = wgh, β(v⊗g⊗wh) = v⊗gh, v ∈ V ;

las cuales son isomorfismos de comódulos. �

El siguiente resultado será usado para computar ciertas dimensiones
de ciertas categoŕıas.

Corolario 1.2. [MM, Corolario 3.3] Asumir que dim(V ) = 2. Si
g ∈ G tenemos que

〈Pg〉 = 2〈kg〉+ 2〈kug〉,
donde 〈Pg〉 está en el grupo de Grothendieck de la categoŕıa de comódu-
los sobre A(V, u,G) a izquierda de dimensión finita.

Demostración. Sea {v, w} una base de V . Recordar la proyec-
ción pg : Pg → kg descrita en (7). En este caso Pg está generado
por {vw⊗g, v⊗g, w⊗g, 1⊗g} como espacio vectorial, luego el núcleo de
pg está generado como espacio vectorial por {v⊗g, w⊗g, 1⊗g}. Definir
f : ker(pg)→ kug el epimorfismo de A(V, u,G)-comódulos

f(x) =

{
wug si x = w⊗g,
0 en otro caso.

Sea f1 : ker(f)→ kug el epimorfismo de A(V, u,G)-comódulos dado
por

f1(x) =

{
wug si x = v⊗g,
0 en otro caso.

La serie de composición para Pg está dada por

Pg ⊇ ker(pg) ⊇ ker(f) ⊇ ker(f1) ⊇ 0,

y los factores de composición son

Pg/ ker(pg) ' kg, ker(pg)/ ker(f) ' kug,
ker(f)/ ker(f1) ' kug, ker(f1) ' kg.

Por el Teorema 2.10, la clase 〈Pg〉 es igual a las clases de sus factores
de composición. �
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2. Objetos biGalois

Los objetos biGalois sobre un par de álgebras de Hopf H,L fue-
ron introducidos por Schauenburg [S1]. Estos objetos clasifican ciertos
funtores monoidales entre las categoŕıas de comódulos sobre H y L,
de ah́ı su gran importancia a lo largo de este trabajo. En los trabajos
[S1], [S2], [S3], [S4] se clasificaron los objetos biGalois para algunas
álgebras de Hopf como las álgebras de Taft y las álgebras de grupos.
En esta sección clasificaremos los objetos biGalois para las álgebras
de supergrupo usando una técnica distinta a la utilizada por Schauen-
burg. Esta clasificación nos permite clasificar ciertos funtores, que son
pieza fundamental en la construcción de ciertas categoŕıas llamadas
productos cruzados.

La idea que usaremos para clasificar los objetos H-biGalois es la
siguiente: Primero clasificar todos los comódulos álgebras H⊗kHcop-
simples a izquierda con coinvariantes triviales. Los objetos H-biGalois
están dentro de esta familia. Entonces usando un argumento de di-
mensión podemos detectar los objetos biGalois. Los resultados para
H = A(V, u,G), dados en estas secciones provienen de los trabajos
[FMM], [MM].

Primero analicemos la estructura del álgebra H⊗kHcop.

2.1. El producto tensorial A(V, u,G)⊗kA(V, u,G)cop. Sean
G1, G2 grupos finitos y ui ∈ Gi elementos centrales de orden 2. Para
i = 1, 2 sea Vi un Gi-módulo de dimensión finita, tal que ui actúa en
Vi como −1.

Definir A(V1, V2, u1, u2, G1, G2) = A(V1, u1, G1)⊗kA(V2, u2, G2) con
la estructura de álgebra de Hopf del producto tensorial. Por simplici-
dad, denotar

B(V, u,G) = A(V, V, u, u,G,G).

Definir D = G1 × G2. Ambos espacios vectoriales V1, V2 son D-
módulos v́ıa

(g, h) · v1 = g · v1, (g, h) · v2 = h · v2, (g, h) ∈ D, vi ∈ Vi; i = 1, 2.

El álgebra A(V1, V2, u1, u2, G1, G2) es generada por los elementos de
V1, V2, D sujetos a las relaciones si g ∈ D, vi, wi ∈ Vi, i = 1, 2

v1w1 + w1v1 = 0, v2w2 + w2v2 = 0, v1v2 = v2v1,

gv1 = (g · v1)g, gv2 = (g · v2)g.
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Si (g1, g2) ∈ D, vi ∈ Vi, i = 1, 2, la estructura de álgebra de Hopf
está determinada por

∆(v1) = v1⊗1 + (u1, 1)⊗v1, ∆(v2) = v2⊗1 + (1, u2)⊗v2,

∆(g1, g2) = (g1, g2)⊗(g1, g2).

Definiremos una familia de álgebras de Hopf que son deformacio-
nes por cociclo del producto tensorial de álgebras de super-grupo. Sea
(V1, V2, u1, u2, G1, G2) un dato como antes y V = V1 ⊕ V2.

Definir H(V1, V2, u1, u2, G1, G2) = ∧(V )⊗kkD con producto deter-
minado por

vw + wv = 0, gv = (g · v)g, si v, w ∈ V1 ⊕ V2, g ∈ D,
y coproducto determinado para todo vi ∈ Vi, i = 1, 2 por

∆(v1) = v1⊗1 + (u1, 1)⊗v1, ∆(v2) = v2⊗1 + (1, u2)⊗v2.

Lema 2.1. [MM, Lema 3.4] Sea H = A(V1, V2, u1, u2, G1, G2), ψ ∈
Z2(D, k×) y σψ : H⊗kH → k el 2-cociclo de Hopf definido en (5) del
caṕıtulo 2. Denotar

ξ = ψ((u1, 1), (1, u2))ψ((1, u2), (u1, 1))−1.

Entonces

(i) si ξ = 1 tenemos H [σ] ' A(V1, V2, u1, u2, G1, G2);
(ii) si ξ = −1 , entonces H [σ] ' H(V1, V2, u1, u2, G1, G2).

Demostración. Sean v ∈ V1, w ∈ V2 , entonces

(id⊗k∆)∆(v) = v⊗1⊗1 + (u1, 1)⊗v⊗1 + (u1, 1)⊗(u1, 1)⊗v,
(id⊗k∆)∆(w) = w⊗1⊗1 + (1, u2)⊗w⊗1 + (1, u2)⊗(1, u2)⊗w.

Aśı, usando (4), se sigue que para todo v1, w1 ∈ V1, v2, w2 ∈ V2

v1·[σ]w1+w1·[σ]v1 = 0, v2·[σ]w2+w2·[σ]v2 = 0, v1·[σ]w2−ξ w2·[σ]v1 = 0.

Además si g ∈ G, i = 1, 2

g ·[σ] v1 = ψ(g, (u1, 1)) gv1, v1 ·[σ] g = ψ((u1, 1), g) v1g,

g ·[σ] v2 = ψ((1, u2), g) gv2, v2 ·[σ] g = ψ((1, u2), g) v2g.

Por tanto si v ∈ V
g ·[σ] v ·[σ] g

−1 = gvg−1.

De estas relaciones, y como el coproducto no se cambió, se deduce que si
ξ = 1 , entonces H [σ] ' A(V1, V2, u1, u2, G1, G2) y si ξ = −1 , entonces
H [σ] ' H(V1, V2, u1, u2, G1, G2). �

Como segundo paso, damos los comódulos simples sobre esta álge-
bra producto.
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2.2. Comódulos álgebras simples sobre B(V, u,G). Recorde-
mos la descripción de todos los comódulos álgebras B(V, u,G)-simples
a izquierda presentados en [M2].

La idea de clasificar comódulos álgebras H-simples a izquierda, para
un álgebra de Hopf H graduada de dimensión finita, es en términos
generales la siguiente. Si A es un comódulo álgebra simple a izquierda,
su álgebra graduada grA, con respecto a la filtración de Loewy, es
también simple. Un torcimiento o twist de grA, por cierto 2-cociclo de
Hopf σ, es isomorfo a un coideal subálgebra homogéneo dentro de H [σ].
Entonces, se deben clasificar coideales subálgebra homogéneos dentro
de H [σ]. Por último, se computan todos los levantes de grA.

Presentaremos una familia de comódulos álgebras B(V, u,G)-simples
a izquierda y luego demostraremos que estas son todas. Estas álgebras
las parametrizamos mediante ciertas colecciones, llamadas compatibles.

Definición 2.2. Una colección (W 1,W 2,W 3, β, F, ψ) es compatible
con (V, u,G) si

• W 1,W 2 ⊆ V , W 3 ⊆ V ⊕ V son subespacios, tal que

W 3 ∩W 1 ⊕W 2 = W 3 ∩ V ⊕ {0} = W 3 ∩ {0} ⊕ V = 0;

• F ⊆ G×G es un subgrupo que deja invariantes los subespacios
W i, i = 1, 2, 3;
• si W 3 6= 0 se requiere que (u, u) ∈ F ;
• si W = W 1 ⊕ W 2 ⊕ W 3, entonces β : W × W → k es una

forma bilineal estable bajo la acción de F , tal que si wi ∈ W i,
i = 1, 2, 3,

β(w1, w2) = −β(w2, w1), β(w1, w3) = β(w3, w1),

β(w2, w3) = −β(w3, w2),

y β restringida a W i ×W i es simétrica si i = 1, 2, 3;
• si (u, u) /∈ F , entonces β restringida a W 1 ×W 2 y W 2 ×W 3

es nula;
• ψ ∈ H2(F, k×).

Si (W 1,W 2,W 3, β, F, ψ) es compatible con (V, u,G), el B(V, u,G)-
comódulo álgebra a izquierda K(W,β, F, ψ) es definido como sigue. El
álgebra K(W,β, F, ψ) está generada por W y {ef : f ∈ F}, sujeta a las
relaciones

efeh = ψ(f, h) efh, efw = (f · w)ef ,

wiwj + wjwi = β(wi, wj)1, wi ∈ W i, wj ∈ W j,

si (i, j) ∈ {(1, 1), (2, 2), (1, 3), (3, 3)}, y relaciones

w2w3 − w3w2 = β(w2, w3) e(u,u), si w2 ∈ W 2, w3 ∈ W 3,
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w1w2 − w2w1 = β(w1, w2) e(u,u), si w1 ∈ W 1, w2 ∈ W 2.

Definir δ : K(W,β, F, ψ) → B(V, u,G)⊗kK(W,β, F, ψ) sobre los gene-
radores

δ(ef ) = f⊗ef , δ(w1) = w1⊗1 + (u, 1)⊗w1, si f ∈ F,w1 ∈ W 1,

δ(w2) = w2⊗1 + (1, u)⊗w2, si w2 ∈ W 2,

δ(v, w) = v⊗1 + w(u, u)⊗e(u,u) + (u, 1)⊗(v, w), si (v, w) ∈ W 3.

Lema 2.3. El álgebra K(W,β, F, ψ) es un B(V, u,G)-comódulo a
izquierda.

Demostración. La coacción δ a izquierda está bien definida ya
que

δ(efeh) = fh⊗efeh = fh⊗ψ(f, h)efh

= ψ(f, h)δ(efh),

δ(efw) = fv⊗ef + fw(u, u)⊗efe(u,u) + f(u, 1)⊗ef (v, w)

= (f · v)f⊗ef + (f · w(u, u))f⊗(f · e(u,u))ef

+ (f · (u, 1))f⊗(f · (u,w))ef

= f · (v⊗1 + w(u, u)⊗e(u,u) + (u, 1)⊗(v, w))(f⊗ef )
= δ((f · w)ef ),

δ((v, w)(a, z) + (a, z)(v, w)) = (v⊗1 + w(u, u)⊗e(u,u) + (u, 1)⊗(v, w))

(a⊗1 + z(u, u)⊗e(u,u) + (u, 1)⊗(a, z)) + (a⊗1 + z(u, u)⊗
e(u,u) + (u, 1)⊗(a, z))(v⊗1 + w(u, u)⊗e(u,u) + (u, 1)⊗(v, w))

= w(u, u)(u, 1)⊗e(u,u)(a, z) + (u, 1)w(u, u)⊗(a, z)e(u,u) + (u, 1)2

⊗((v, w)(a, z) + (a, z)(v, w)) + z(u, u)(u, 1)⊗e(u,u)(v, w)

+ (u, 1)z(u, u)⊗(v, w)e(u,u)

= β((v, w), (a, z))1 + w(u, u)(u, 1)⊗(e(u,u)y + ye(u,u)) + z(u, u)

(u, 1)⊗(e(u,u)x+ xe(u,u))

= β((v, w), (a, z))1,

si (v, w), (a, z) ∈ W i para i = 1, 2, 3. De igual modo, se prueba que sa-
tisface las otras dos relaciones, y por tanto K(W,β, F, ψ) es un comódu-
lo sobre B(V, u,G) a izquierda. �

Definición 2.4. Si (W 1,W 2,W 3, β, F, ψ) es un dato compatible
con (V, u,G) tal que W 1 = W 2 = 0, denotar por

L(W,β, F, ψ) := K(W,β, F, ψ).
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Si (W,β, F, ψ) es una colección compatible con (V, u,G), entonces la
familia {K(W,β, F, ψ)} resulta ser un conjunto completo de comódulos
álgebras B(V, u,G)-simple a izquierda con coinvariantes triviales, ver
[M2, Proposición 7.4 y Teorema 7.10].

Teorema 2.5. Si (W 1,W 2,W 3, β, F, ψ) es un dato compatible con
(V, u,G), entonces

dimK(W,β, F, ψ) = dimW |F |.
El álgebra K(W,β, F, ψ) es un comódulo álgebra B(V, u,G)-simple a iz-
quierda con coinvariantes triviales. Más aún, todo B(V, u,G)-comódulo
álgebra B(V, u,G)-simple a izquierda con coinvariantes triviales es iso-
morfo a K(W,β, F, ψ) para algún dato compatible (W,β, F, ψ). �

Como tercer paso, damos una descripción expĺıcita de una subfami-
lia de estos comódulos que resultan ser todos los objetos biGalois sobre
A(V, u,G).

2.2.1. Comódulos L(W,β, F, ψ). Daremos a continuación expĺıci-
tamente las coacciones a izquierda y derecha del álgebra L(W,β, ψ),
introducidas en la Definición 2.4.

Todo B(V, u,G)-comódulo a izquierda es un A(V, u,G)-bicomódulo
donde la coacción a derecha es obtenida usando la proyección canónica

ε⊗kid : B(V, u,G) = A(V, u,G)⊗kA(V, u,G)� A(V, u,G),

compuesta con el isomorfismo φ : A(V, u,G) → A(V, u,G)cop dado en
el Lema 1.4.

La estructura de A(V, u,G)-bicomódulo sobre L(W,β, F, ψ) es dada
por las coacciones a izquierda y derecha (sea H = A(V, u,G)) si (g, f) ∈
F , (v, w) ∈ W

λ : L(W,β, F, ψ)→ H⊗kL(W,β, F, ψ)

λ(v, w) = v⊗1 + u⊗(v, w), λ(e(g,f)) = g⊗e(g,f);

ρ : L(W,β, F, ψ)→ L(W,β, F, ψ)⊗kH
ρ(v, w) = e(u,u)⊗w + (v, w)⊗1, ρ(e(g,f)) = e(g,f)⊗f.

Con esta estructura, estos comódulos resultan ser objetos biGalois.

Proposición 2.6. Si F ⊆ G×G es un subgrupo y W ⊆ V ⊕ V es
un subespacio estable bajo la acción de F tales que

1. (u, u) ∈ F ,
2. |F | = |G|,
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3. F ∩G× {1} = {1} = F ∩ {1} ×G,
4. dimW = dimV ,
5. W ∩ V ⊕ 0 = 0 = W ∩ 0⊕ V ;

entonces los comódulos álgebras L(W,β, F, ψ) son objetos A(V, u,G)-
biGalois.

Demostración. Por el Teorema 2.5, L(W,β, F, ψ) es un bicomódu-
lo álgebra sobre A(V, u,G) con coinvariantes triviales. Considerar las
siguientes funciones canónicas de ρ y λ respectivamente

κd : L(W,β, F, ψ)⊗kL(W,β, F, ψ)→ L(W,β, F, ψ)⊗kA(V, u,G),

κi : L(W,β, F, ψ)⊗kL(W,β, F, ψ)→ A(V, u,G)⊗kL(W,β, F, ψ).

Si (v, w) ∈ W, (g, f) ∈ F , entonces

(v, w)⊗1 = κd((v, w), e(1,1)),

e(g,f)⊗1 = κd(e(g,f), e(1,1)).

Afirmación 2.6.1. Dados v ∈ V , g ∈ G existen w,w′ ∈ V y
h, h′ ∈ G tales que (v, w), (w′, v) ∈ W y (g, h), (h′, g) ∈ F .

Demostración de la Afirmación. Considerar las siguientes transforma-
ciones lineales

Π1 : W → V, Π2 : W → V

(v, w) 7→ v (v, w) 7→ w.

Son inyectivas ya que W ∩ V ⊕ 0 = 0 = W ∩ 0⊕ V , y como dim(V ) =
dim(W ) son sobreyectivas. De manera análoga se prueba la otra parte.
Esto concluye la demostración de la afirmación. �

Por tanto, dados g ∈ G y w ∈ V existen h ∈ G, v ∈ V tales que
(h, f) ∈ F y (v, w) ∈ W . Luego

1⊗g = κd(e
−1
(h,g), e(h,g)),

1⊗w = κd((e(u,u), (v, w))− (e(u,u)(v, w), e(1,1)),

por tanto κd es biyectiva. De igual modo si e = e(u,u)

1⊗(v, w) = κi(e(1,1), (v, w)), 1⊗e(g,f) = κi(e(1,1), e(g,f)),

g⊗1 = κi(e(g,h), e
−1
(g,h)), v⊗1 = κi(((v, w), e(1,1))− (e, e(v, w))),

por tanto κi es biyectiva y L(W,β, F, ψ) es un objetoA(V, u,G)-biGalois.
�

Como cuarto paso, se prueba que estas álgebras son todos los ob-
jetos biGalois sobre las álgebras de super-grupo.
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2.3. Objetos BiGalois sobre A(V, u,G). Usaremos la descrip-
ción de comódulos álgebras B(V, u,G)-simples a izquierda dada an-
teriormente. A continuación, se muestra como son todos los objetos
biGalois sobre esta álgebra.

Teorema 2.7. [MM, Teorema 4.5] Cualquier objeto A(V, u,G)-
biGalois es isomorfo a un álgebra de la forma L(W,β, F, ψ), donde

• F ⊆ G × G es un subgrupo tal que F ∩ G × {1} = {1} =
F ∩ {1} ×G, |F | = |G|, (u, u) ∈ F ;
• W ⊆ V ⊕V es un subespacio estable bajo la acción de F tal que

dimW = dimV, W ∩ V ⊕ 0 = 0 = W ∩ 0⊕ V ;

• β : W ×W → k es una forma bilineal simétrica F -invariante;
• y ψ ∈ H2(G,k×) es un 2-cociclo.

Demostración. Sea A un objeto A(V, u,G)-biGalois. Entonces es
un B(V, u,G)-comódulo álgebra con coinvariantes triviales B(V, u,G)-
simple a izquierda. Aśı existe un dato compatible (W 1,W 2,W 3, β, F, ψ)
tal que

A ' K(W,β, F, ψ).

Como los coinvariantes de A son triviales, entonces W 1 = W 2 = 0 y
W = W 3.

Las condiciones sobre F y W se deben satisfacer ya que los coin-
variantes de A son triviales y porque la dimA = dimA(V, u,G) =
dimV |G|. �

Ahora, daremos una descripción alternativa del dato compatible
(W,β, F, ψ) tal que el comódulo álgebra L(W,β, F, ψ) es un objeto
biGalois.

Una colección (T, β, α, ψ) es también llamada un dato compatible si

• α : G→ G es un isomorfismo de grupos tal que α(u) = u;
• T : V → V es un isomorfismo lineal tal que

T (g · v) = α(g) · T (v), v ∈ V, g ∈ G;

• β : V × V → k es una forma bilineal simétrica G-invariante;
• ψ ∈ H2(G,k×) es un 2-cociclo.

Lema 2.8. [MM, Lema 4.6] Existe una correspondencia biyectiva
entre

• El conjunto de datos compatibles (T, β, α, ψ).
• Las colecciones (W,β, F, ψ) que satisfacen las condiciones del

Teorema 2.7.
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Demostración. Dado (T, β, α, ψ) un dato compatible, definir

• W = {(T (v), v) : v ∈ V },
• F = {(α(g), g) : g ∈ G},
• La forma bilineal β̂((T (v), v), (T (w), w)) = β(v, w),

• el 2-cociclo ψ̂((α(g), g), (α(f), f)) = ψ(g, f),

si v, w ∈ V, g, f ∈ G. Esta aplicación da lugar a la correspondencia
biyectiva. �

Definición 2.9. Si (T, β, α, ψ) es un dato compatible, denotar
L(T, β, α, ψ) el álgebra L(W,β, F, ψ) donde la colección (W,β, F, ψ)
es la asociada al dato (T, β, α, ψ) bajo la correspondencia del Lema
2.8. Si (T, β, α, ψ), (T ′, β′, α′, ψ′) son datos compatibles, definir

(T, β, α, ψ) • (T ′, β′, α′, ψ′) = (T ◦ T ′, β + β′, α ◦ α′, ψψ′).

Si g ∈ G definir Tg : V → V el isomorfismo Tg(v) = g · v si v ∈ V .
Entonces (Tg, 0, id, 1) es un dato compatible si g ∈ G.

Luego • dota al conjunto de datos compatibles de una estructura
de grupo.

Lema 2.10. [MM, Lema 4.8] Sean (T, β, α, ψ), (T ′, β′, α′, ψ′) datos
compatibles.

1. La colección (T ◦ T ′, β + β′, α ◦ α′, ψψ′) es un dato compatible.
2. El conjunto de datos compatibles con el producto

(8) (T, β, α, ψ) • (T ′, β′, α′, ψ′) = (T ◦ T ′, β + β′, α ◦ α′, ψψ′)

es un grupo con identidad (Id, 0, id, 1).

Demostración. 1. La demostración es directa.

2. Si (T, β, α, ψ) es un dato compatible, entonces (T−1,−β, α−1, ψ−1)
también lo es y es el inverso de (T, β, α, ψ). �

Definición 2.11. Definir el grupo R(V, u,G) como el cociente del
conjunto de datos compatibles (T, β, α, ψ) con el producto descrito
en (8) módulo el subgrupo de orden dos generado por el elemento
(Tu, 0, id, 1).

El conjunto de datos compatibles {(Tg, 0, id, 1) : g ∈ G} es un
subgrupo normal de R(V, u,G). Denotar el grupo cociente por

R(V, u,G)/{(Tg, 0, id, 1) : g ∈ G} =: O(V, u,G).
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En la siguiente Proposición, se calcula expĺıcitamente el producto
cotensorial entre dos de estos objetos biGalois, y se da un criterio para
saber cuándo son isomorfos.

Proposición 2.12. [MM, Proposición 4.10] Considerar los datos
compatibles (T, β, α, ψ), (T ′, β′, α′, ψ′) .

1. Existe un isomorfismo

L(T, β, α, ψ) ' L(T ′, β′, α′, ψ′)

de objetos biGalois sobre A(V, u,G) si y sólo śı las colecciones

(T, β, α, ψ) = (T ′, β′, α′, ψ′) ó (Tu ◦ T, β, α, ψ) = (T ′, β′, α′, ψ′).

2. L(T, β, α, ψ) ∈ InnbiGal(A(V, u,G)) si y sólo śı

(T, β, α, ψ) = (Tg, 0, id, 1), para algún g ∈ G.
3. Existe un isomorfismo de B(V, u,G)-comódulos álgebras

L(T, β, α, ψ)�A(V,u,G)L(T ′, β′, α′, ψ′) ' L(T ◦ T ′, β + β′, α ◦ α′, ψψ′).

Demostración. 1). Sea f : L(T, β, α, ψ) → L(T ′, β′, α′, ψ′) un
isomorfismo de comódulos álgebras sobre B(V, u,G). Esto implica que
si g ∈ G

δf(e(g,α(g))) = (id⊗kf)δ(e(g,α(g))) = g⊗f(e(g,α(g))),

entonces f(e(g,α(g))) = χg e(g,α(g)) para algún χg ∈ k.
Como

f(egeh) = f(eg)f(eh), ψ(g, h)f(egh) = χgχhψ
′(g, h)egh,

aśı ψ = ψ′ en H2(G,k×). Más aún e2
(u,u) = 1 implica que χu = ±1.

Denotar por (W,β, ψ), (W ′, β′, ψ′) las colecciones asociadas a los
datos compatibles (T, β, α, ψ) y (T ′, β′, α′, ψ′), respectivamente, bajo la
correspondencia del Lema 2.8. Se sigue inmediatamente que f(W ) =
W ′. Si f(x, y) = (x′, y′) para (x, y) ∈ W , entonces, como f es un
morfismo de B(V, u,G)-comódulos, se tiene la siguiente igualdad

x′⊗1 + y′(u, u)⊗e(u,u) + (u, 1)⊗(x′, y′) = x⊗1 + χu y(u, u)⊗e(u,u)

+(u, 1)⊗(x′, y′).

Aśı f(x, y) = (x, χu y).

Si χu = 1, entonces ambas colecciones (W,β, ψ), (W ′, β′, ψ′) son
iguales.

Si χu = −1 , entonces (Tu ◦ T, β, α, ψ) = (T ′, β′, α′, ψ′).

2). Se sigue de 1) y de la definición de InnbiGal(A(V, u,G)).
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3). Definir el morfismo de álgebras para g ∈ G, v ∈ V
ϑ : L(T ◦T ′, β+β′, α ◦α′, ψψ′)→ L(T, β, α, ψ)�A(V,u,G)L(T ′, β′, α′, ψ′)

ϑ(T ◦ T ′(v), v) = (T ◦ T ′((v), T ′(v))⊗1 + e(u,u)⊗(T ′(v), v),

ϑ(e(α◦α′(g),g)) = e(α◦α′(g),α′(g))⊗e(α′(g),g).

Luego la imagen de ϑ está dentro de

L(T, β, α, ψ)�A(V,u,G)L(T ′, β′, α′, ψ′),

por un cálculo directo. El morfismo de álgebras ϑ es inyectivo, y como
ambas álgebras tienen la misma dimensión, ϑ es un isomorfismo. �

Observación 2.13. La demostración de la parte (1) de la Pro-
posición 2.12 provee una descripción de los posibles isomorfismos de
bicomódulos álgebras entre dos objetos biGalois. Esto hecho será usa-
do luego.

Ejemplo 2.14. Asumir que V es un espacio vectorial de dimensión
dos generado por {v1, v2} y tomar G = C2 =< u > el grupo ćıclico con
dos elementos. Entonces, V es un C2-módulo con acción determinada
declarando u · vi = −vi si i = 1, 2. Para ξ ∈ k definir Tξ : V → V la
transformación lineal

Tξ(v1) = v1, Tξ(v2) = ξv1 − v2.

Por el Lema 2.8, el dato compatible (Tξ, 0, id, 1) da lugar a una
extensión A(V, u, C2)-biGalois que denotaremos por Uξ. De la Propo-
sición 2.12 (3) se sigue que Uξ tienen orden dos, esto es, existe un
isomorfismo de bicomódulos álgebras

A(V, u, C2) ' Uξ�A(V,u,C2)Uξ,

dado por v 7→ (v, x)⊗1 + e(u,u)⊗(x, v) y f 7→ e(f,f)⊗e(f,f), donde v ∈
V, f ∈ C2.

Esta Proposición permite describir los elementos de los grupos BiGal
y OutbiGal en términos de datos compatibles.

Corolario 2.15. [MM, Corolario 4.12] Existen isomorfismos de
grupos

R(V, u,G) ' BiGal(A(V, u,G)), O(V, u,G) ' OutbiGal(A(V, u,G)).

�

Lema 2.16. [MM, Lema 4.14] Sea (T, β, α, ψ) un dato compatible
y g ∈ G. Existe un isomorfismo L(T, β, α, ψ)�A(V,u,G)kg ' kα(g) de
A(V, u,G)-comódulos a izquierda.
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Demostración. Si a⊗r ∈ L�Hkg , entonces ρ(a) = a⊗g, por
tanto

ρ(ae(α(g−1),g−1)) = (a⊗g)(e(α(g−1),g−1)⊗g−1) = ae(α(g−1),g−1)⊗1,

aśı ae(α(g−1),g−1) ∈ k1 = L(T, β, α, ψ)coA(V,u,G), y a = ζe(α(g),g) para
algún ζ ∈ k. �

Recordar la relación de equivalencia v definida sobre objetos biGa-
lois. En el caso de los objetos biGalois sobre las álgebras de super-grupo,
sabemos expĺıcitamente quiénes son estos nuevos objetos Ag.

Lema 2.17. Sea A(V, u,G) un álgebra de super-grupo y (T, β, α, ψ)
un dato compatible, entonces si a ∈ G

ψ : L(T, β, α, ψ)a ' L(TaT, β, α, ψ)

es un isomorfismo de objetos biGalois, donde (T (w), w) 7→ (TaT (w), w)
y e(α(f),f) 7→ e(α(f),f) si w ∈ V y f ∈ G.

Demostración. ψ es de A(V, u,G)-comódulos a izquierda ya que

δaψ(T (w), w) = a · T (w)⊗1 + u⊗(TaT (w), w),

(id⊗kψ)δ(T (w), w) = (id⊗kψ)(a · T (w)⊗1 + u⊗(T (w), w))

= a · T (w)⊗1 + u⊗(TaT (w), w),

si δ, δa son las coacciones a izquierda de L(TaT, β, α, ψ) y L(T, β, α, ψ)a

respectivamente. �



Caṕıtulo 4

Bicomódulos álgebras sobre álgebras de Taft

Los resultados de este caṕıtulo provienen del trabajo [FMM]. Este
tema será retomado en caṕıtulos posteriores. Sea Tq el álgebra de Taft.
Uno de los objetivos de este trabajo es encontrar categoŕıas Rep(Tq)-
bimódulos invertibles, las cuales son Rep(Tq⊗T copq )-módulos a izquier-
da. De acuerdo con [Sk, Teorema 6.1] toda subálgebra coideal de un
álgebra de Hopf de dimensión finita H es un comódulo álgebra H-
simple. Su levante es de este mismo tipo y por tanto este determina
una categoŕıa Rep(H)-bimódulo exacta indescomponible. Más aún, to-
da categoŕıa módulo exacta indescomponible proviene de esta forma.
Esto explica por qué es una pieza fundamental de la información que
necesitamos para computar Rep(Tq)-bimódulos exactos la clasificación
de sus subálgebras coideales.

El primer paso, es conocer la estructura de Tq⊗Tq−1 , sus subálgebras
coideales homogéneas y dentro de estas hallar sus comódulos. Esta es
la esencia de este caṕıtulo.

Fijemos primero algunas notaciones, que serán altamente usadas en
este y otros caṕıtulos. Sean V1 y V2 espacios vectoriales de dimensión
uno generados por x e y respectivamente, Cn = 〈g〉 = 〈g−1〉 con gn = 1
y G = Cn × Cn = 〈g〉 × 〈g〉. Los espacios vectoriales V1 y V2 son
G-módulos v́ıa

(gi, gj) · x = gi · x = qix y (gi, gj) · y = gj · y = qjy, 0 ≤ i, j ≤ n.

El álgebra Tq⊗T copq es generada por los elementos {f ∈ G, x, y}
sujetos a las relaciones

xn = 0 = yn, xy = yx, fx = (f · x)f, fy = (f · y)f ;

con estructura de álgebra de Hopf dada por

∆(x) = x⊗1 + (g, 1)⊗x, ∆(y) = y⊗1 + (1, g−1)⊗y, ∆(f) = f⊗f.
En otras palabras, Tq⊗T copq = B(V )#kG donde B(V ) es el álgebra

de Nichols del módulo de Yetter-Drinfeld V = V1 ⊕ V2 sobre kG. La
coacción δ : V1 ⊕ V2 → kG⊗k(V1 ⊕ V2) está dada por

δ(v) = (g, 1)⊗v, δ(w) = (1, g−1)⊗w, v ∈ V1, w ∈ V2.

49
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Ahora definiremos una nueva álgebra de Hopf que se usará luego.
Si χ1, χ2 : G→ k son caracteres entonces V tiene una nueva acción de
G dada por

f B v = χ1(f) f · v, f B w = χ2(f) f · w, f ∈ G, v ∈ V1, w ∈ V2.

Si suponemos que χ1, χ2 satisfacen χ1(1, g−1)χ2(g, 1) = 1, entonces
V con la nueva acción y la misma coacción es un módulo de Yetter-
Drinfeld sobre kG que denotamos por V(χ1,χ2). Observar que V y V(χ1,χ2)

son espacios cuánticos lineales, ver [AS].

Si χ1, χ2 : G → k son caracteres tales que χ1(1, g−1)χ2(g, 1) = 1,
denotar

H(χ1,χ2) = B(V(χ1,χ2))#kG.
Como álgebra H(χ1,χ2) está generada por los elementos {f ∈ G, x, y}
sujetos a las relaciones

xn = 0 = yn, xy = χ2(g, 1) yx, fx = (f B x)f, fy = (f B y)f.

Su coproducto es el mismo que el de Tq⊗T copq .

Primero analizaremos ciertos torcimientos del álgebra en cuestión.
Recordar que T cop

q ' Tq−1 , Ejemplo 1.3(2).

1. Torcimientos de Tq⊗Tq−1

Recordar que dado un 2-cociclo de Hopf, es posible producir una
nueva álgebra de Hopf, procedimiento desarrollado en el Ejemplo 1.3(4).
A continuación investigaremos el álgebra (Tq⊗Tq−1)[σ] para 2-cociclos
de Hopf σ obtenidos como en (5). Sea ψ ∈ Z2(G,k×) y H = Tq⊗Tq−1 .

Definir χ1, χ2 : G→ k× caracteres sobre G, v́ıa

(9) χ1(f) =
ψ(f, (g, 1))

ψ((g, 1), f)
y χ2(f) =

ψ(f, (1, g−1))

ψ((1, g−1), f)
.

Más aún, el álgebra H [σ] obtenida por este procedimiento y H(χ1,χ2)

son isomorfas.

Proposición 1.1. [FMM, Proposición 5.3] Sea ψ ∈ Z2(G, k×) un
2-cociclo, σ : H⊗H → k el 2-cociclo proveniente de ψ como en (5) y
χ1, χ2 los caracteres en G definidos en (9). Existe un isomorfismo de
álgebras de Hopf

H [σ] ' H(χ1,χ2).

�
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1.1. Subálgebras Tq⊗Tq−1-coideales homogéneas. El primer
paso a desarrollar es encontrar familias de subálgebras coideales de
Tq, lo cual lo haremos a través de datos subálgebras coideales. Estas
darán lugar a familias de comódulos álgebras simples. En más, sea
H = Tq⊗Tq−1 .

Notar que H(1) = (V1⊕V2)⊗kG. Para (v1, v2) = (αx, βy) ∈ V1⊕V2,
con α, β ∈ k, denotar

[(v1, v2)] = v1+v2(g, g) ∈ H(1) y ˜[(v1, v2)] = v2+v1(g−1, g−1) ∈ H(1).

Observación 1.2. Son válidas las siguientes ecuaciones:

(10) [(v1, v2)]n = ˜[(v1, v2)]
n

= 0

(11) ∆([(v1, v2)]) = v1⊗1 + v2(g, g)⊗(g, g) + (g, 1)⊗[(v1, v2)]

(12)

∆( ˜[(v1, v2)]) = v2⊗1 + v1(g−1, g−1)⊗(g−1, g−1) + (1, g−1)⊗ ˜[(v1, v2)].

Notar que si K es una subálgebra de H homógenea coideal a izquier-

da y [(v1, v2)] ∈ K ó ˜[(v1, v2)] ∈ K donde algún vi es no nulo , entonces,
como (11) y (12) son elementos en H(0)⊗K(1) ⊕ H(1)⊗K(0), se sigue
que (g, g) ∈ K(0).

Definición 1.3. Un dato subálgebra coideal es una colección
(W 1,W 2,W 3, F ) tal que

• W = W 1 ⊕W 2 ⊕W 3 es un subespacio de V1 ⊕ V2 tal que

W ∩ V1 = W 1, W ∩ V2 = W 2;

• W 3 ⊆ V1 ⊕ V2 es un subespacio tal que

W 3 ∩W 1 ⊕W 2 = 0, W 3 ∩ V1 = 0 = W 3 ∩ V2;

• F ⊆ G es un subgrupo que deja invariante todos los subespacios
W i, i = 1, 2, 3;
• si W 3 6= 0 , entonces (g, g) ∈ F .

Denotar por C(W 1,W 2,W 3, F ) la subálgebra de H generada por

kF , los elementos en W 1 ⊕W 2 y {[w], [̃w] : w ∈ W 3}.

Si χ1, χ2 : G→ k son caracteres tales que

χ1(1, g−1)χ2(g, 1) = 1

y (W 1,W 2,W 3, F ) es un dato subálgebra coideal, denotar por

C(χ1,χ2)(W
1,W 2,W 3, F )
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la subálgebra de H(χ1,χ2) generada por kF , los elementos en W 1 ⊕W 2

y {[w], [̃w] : w ∈ W 3}.

Observación 1.4. Considerar (W 1,W 2,W 3, F ) un dato subálge-
bra coideal, se concluye que si W 3 6= 0 , entonces W 1 = W 2 = 0:

Si W 3 6= 0 y W 1 6= 0, entonces W 1⊕W 3 = W y (W 1⊕W 3)∩V2 6= 0,
ya que V1 tiene dimensión 1. Esto implica que W 2 6= 0, pero si W 1 6= 0
y W 2 6= 0, entonces W 3 = 0, una contradicción.

Se sigue que las álgebras C(W 1,W 2,W 3, F ) y C(χ1,χ2)(W
1,W 2,W 3, F )

son coideales de H o H(χ1,χ2), respectivamente.

Lema 1.5. [FMM, Lema 5.7] El álgebra C(W 1,W 2,W 3, F ) es una
subálgebra homogénea coideal a izquierda de H.

El álgebra C(χ1,χ2)(W
1,W 2,W 3, F ) es una subálgebra homogénea

coideal a izquierda de H(χ1,χ2). �

Más aún todas son de esta forma. Es decir estos datos clasifican
todas las subálgebras coideales.

Teorema 1.6. [FMM, Teorema 5.8] Toda subálgebra homogénea
coideal a izquierda

K = ⊕mi=0K(i) en H

es de la forma K = C(W 1,W 2,W 3, F ) para algún dato subálgebra
coideal (W 1,W 2,W 3, F ).

Toda subálgebra homogénea coideal a izquierda

K = ⊕mi=0K(i) en H(χ1,χ2)

es de la forma K = C(χ1,χ2)(W
1,W 2,W 3, F ) para algún dato subálgebra

coideal (W 1,W 2,W 3, F ).

Demostración. Asumamos que χ1, χ2 son triviales, ya que la de-
mostración para el caso no trivial es completamente análoga. Como
K(0) ⊆ kG es una subálgebra coideal a izquierda, entonces K(0) = kF
para algún subgrupo F ⊆ G. Si K(1) = 0, entoces K = kF . Además,
si x ∈ K(2) , entonces

∆(x) ∈ H(0)⊗K(2) ⊕ H(2)⊗K(0),

aśı x ∈ H(0)⊕H(1), y como (H(0)⊕H(1)) ∩H(2) = 0, se sigue que
x = 0. Similarmente se demuestra que K(n) = 0 para todo n.

Supongamos que K(1) 6= 0. El espacio vectorial K(1) es un kG-
subcomódulo de (V1 ⊕ V2)⊗kG v́ıa

(π⊗id)∆ : K(1)→ kG⊗K(1),
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donde π : H → kG es la proyección canónica. Podemos escribir K(1) =
⊕f∈GK(1)f donde K(1)f = {x ∈ K(1)|(π⊗id)∆(x) = f⊗x}. Luego

K(1)f ⊆ V1⊗k〈(g−1, 1)f〉 ⊕ V2⊗k〈(1, g)f〉.

En particular se tiene:

K(1)(g,1) = W 1⊕W̃ 2(g, g)⊕U3, K(1)(1,g−1) = W 2⊕W̃ 1(g−1, g−1)⊕Ũ3.

Acá W 1 es la intersección de K(1)(g,1) con V1, W̃ 2(g, g) es la intersección
de K(1)(g,1) con V2⊗k〈(g, g)〉, y U3 es un complemento directo. Concre-
tamente, U3 es el subespacio de V1⊕V2⊗k〈(g, g)〉 que tiene por elemen-

tos [w], donde w ∈ W 3 y W 3 ⊆ V1⊕V2. Como U3∩W 1⊕W̃ 2(g, g) = 0,

se sigue que W 3 ∩W 1 ⊕ W̃ 2 = 0.

Análogamente, para K(1)(1,g−1) se tiene que W 2 es la intersección

de K(1)(1,g−1) con V2, W̃ 1(g−1, g−1) es la intersección de K(1)(1,g−1) con

V1⊗k〈(g−1, g−1)〉, y Ũ3 es un complemento directo. Los elementos de

Ũ3 son de la forma [̃w], con w ∈ W̃ 3 y W̃ 3 ⊆ V1 ⊕ V2.

Probemos a continuación los siguientes dos resultados:

Afirmación 1.6.1. 1) Si alguno de W̃ 1, W̃ 2, W̃ 3 ó W 3 es diferente

de 0, entonces (g, g) ∈ F . Si W̃ 1 6= 0, entonces W̃ 1 = W 1.

2) Si W̃ 2 6= 0, entonces W̃ 2 = W 2.

Demostración de la Afirmación. Tomar 0 6= (v1, v2) ∈ W 3, luego 0 6=
[(v1, v2)] ∈ U3 y por (1.2) (g, g) ∈ F . La prueba es análoga si W̃ 1, W̃ 2

ó W̃ 3 son diferentes de cero.

Para la segunda afirmación, tomar w ∈ W̃ 1, aśı w(g−1, g−1) ∈
K(1)(1,g−1) y w ∈ K(1)(g,1) y por tanto w ∈ W 1. Similarmente, se

prueba la otra inclusión y se obtiene W̃ 1 = W 1. Con un razonamiento
similar, la otra igualdad se prueba. �

Afirmación 1.6.2. K(1) = W 1F ⊕W 2F ⊕ U3F .

Demostración de la Afirmación. Tomar f ∈ G y 0 6= x ∈ K(1)f . Para
algún v1 ∈ V1 y v2 ∈ V2 se tiene

x = v1(g−1, 1)f + v2(1, g)f,

y

∆(x) = v1(g−1, 1)f⊗(g−1, 1)f + v2(1, g)f⊗(1, g)f + f⊗x
es un elemento en H(0)⊗K(1) ⊕ H(1)⊗K(0).
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Si v1 6= 0, entonces (g−1, 1)f ∈ F y por tanto xf−1(g, 1) ∈ K(1)(g,1)

y

x ∈ K(1)(g,1)F ⊆ W 1F ⊕ W̃ 2(g, g)F ⊕ U3F ⊆ W 1F ⊕W 2F ⊕ U3F,

la otra inclusión se debe a la Afirmación 1.6.1. Si v1 = 0, entonces
v2 6= 0 y (1, g)f ∈ F . Aśı xf−1(1, g−1) ∈ K(1)(1,g−1).

Si W̃ 1 = Ũ3 = 0, entonces xf−1(1, g−1) ∈ W 2 y x ∈ W 2F , y por

tanto la Afirmación es cierta. Si alguno de W̃ 1 ó Ũ3 es no cero, entonces
(g, g) ∈ F . Pero , entonces

(g−1, 1)f = (g−1, g−1)(1, g)f ∈ F y xf−1(g, 1) ∈ K(1)(g,1).

Se sigue que x ∈ K(1)(g,1)F , el cual probamos que es un subespacio de
W 1F ⊕W 2F ⊕ U3F . �

Para terminar la prueba del Teorema, debemos probar queK está ge-
nerada como álgebra por K(0) y K(1), lo cual implica que K =
C(W 1,W 2,W 3, F ). Sea B = {bi} una base de V1 ⊕ V2. Para v1 ∈ V1 y
v2 ∈ V2, se tiene que

(v1, 0) =
∑
i

αibi y (0, v2) =
∑
i

βibi,

para algunos αi, βi ∈ k. Entonces

v1 =
∑
i

αi[bi], v2 =
∑
i

βi[bi](g
−1, g−1).

Luego H está generada como álgebra por el conjunto

{[bi], f : bi ∈ B, f ∈ G}.
Ahora, sea {b1, ..., br} una base de W = W 1 ⊕W 2 ⊕W 3 y extenderla
a una base {b1, ..., bt} de V1⊕V2 con r ≤ t. Si n > 1, x ∈ K(n) tiene la
forma

x =
∑

sj∈{0,1}
fi∈G

αs1,...,st,i[b1]s1 [b2]s2 · · · [bt]stfi

para algún αs1,...,st,i ∈ k, donde s1 + ... + st = n. Sea p : H → H(1) la
proyección canónica. Entonces

(id⊗p)∆(x) =
∑
l

∑
sj∈{0,1}
fi∈G

αs1,...,st,ihs1,...,st,i,l⊗[bl]fi

para algún 0 6= hs1,...,st,i,l ∈ H(n−1), resulta ser un elemento en H(n−
1)⊗K(1). Luego si l > r con sl = 1 se tiene que αs1,...,st,i = 0 y K(n)
está generado como álgebra por K(1). �
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Observación 1.7. Un dato subálgebra coideal depende de si es
sobre H ó H(χ1,χ2).

Como V1, V2 son espacios vectoriales de dimensión 1, podemos dar
una descripción de todos los posibles datos de subálgebras coideales.

Sea (W 1,W 2,W 3, F ) un dato subálgebra coideal (paraH óH(χ1,χ2)).
Entonces W 3 es nulo ó de dimensión 1. Si W 3 6= 0, usando la Observa-
ción 1.4, obtenemos que W 1 = W 2 = 0 y

(W 1,W 2,W 3) = (0, 0, < ξ x+ y >k)

para algún 0 6= ξ ∈ k. Llamaremos a este dato de tipo ξ.

Si W 3 = 0 , entonces

(W 1,W 2,W 3) = (< δ1 x >k, < δ2 y >k, 0)

para algún δ1, δ2 ∈ {0, 1}. Llamaremos a este dato de tipo (δ1, δ2).

Ya observamos que si W 3 6= 0, entonces (g, g) ∈ F . Asumir que
(W 1,W 2,W 3, F ) es un dato subálgebra coideal para H(χ1,χ2). Sea f =
(gi, gj) ∈ F . Como F deja invariante el subespacio W 3, entonces

f · (ξ x+ y) = ξqiχ1(f)x+ qjχ2(f) y ∈< ξ x+ y >k .

Por tanto

(13) qiχ1(f) = qjχ2(f), f ∈ F.
En particular, χ1 = χ2 implica i = j. Aśı F contiene al grupo ćıclico
generado por (g, g).

Como segundo paso, clasificamos los comódulos álgebras sobre esta
álgebra, usando lo anterior.

1.2. Tq⊗Tq−1-comódulos álgebras. Denotar H = Tq⊗Tq−1 . In-
troduciremos familias de H-comódulos álgebras a izquierda no equiva-
lentes H-simples a derecha y a fortiori, familias de Rep(H)-módulos
exactos indescomponibles, que dan lugar a una clasificación de estos.
Los definiremos por generadores y relaciones extendiendo la informa-
ción de subálgebras coideal de la anterior sección. Obtendremos que las
familias formadas son levantes de las anteriores.

Definición 1.8. Dado un subgrupo F ⊆ Cn × Cn, decimos que el
2-cociclo ψ ∈ Z2(Cn × Cn,k×) es compatible con F si

(14) qi
ψ((g, 1), f)

ψ(f, (g, 1))
= qj

ψ((1, g−1), f)

ψ(f, (1, g−1))
, f = (gi, gj) ∈ F.
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Decimos que el 2-cociclo ψ ∈ Z2(F, k×) es compatible con F si la co-
restricción (ver [Br, Página 81]) de ψ en Z2(G,k×) satisface (14).

Observación 1.9. La Ecuación (14) se obtiene reemplazando los
valores de χ1, χ2 dados en (9), usando ψ−1, en la ecuación (13).

Ahora introduciremos cinco familias de H-comódulos álgebras a
izquierda.

• Sea F ⊆ Cn×Cn un subgrupo tal que (g, g) ∈ F , ψ ∈ Z2(F, k×)
un 2-cociclo compatible con F , ξ, µ ∈ k con ξ 6= 0. Definir
L(ξ, µ, F, ψ) como el álgebra generada por los elementos {w, ef :
f ∈ F} sujetos a relaciones

wn = µ1, efef ′ = ψ(f, f ′) eff ′ , efw = τf wef .

Acá τf = qi si f = (gi, gj). La estructura de comódulo a iz-
quierda λ : L(ξ, µ, F, ψ)→ H⊗kL(ξ, µ, F, ψ) está dada por

λ(ef ) = f⊗ef , λ(w) = ξ x⊗1 + y(g, g)⊗e(g,g) + (g, 1)⊗w, f ∈ F.
• Sea a, b, ξ ∈ k, F ⊆ G un subgrupo, ψ ∈ Z2(F, k×). Defi-

nir K11(a, b, ξ, F, ψ) como el álgebra generada por elementos
{z, u, ef : f ∈ F} sujetos a relaciones

zn = a 1, un = b 1, zu− uz = ξ e(g,g−1), efef ′ = ψ(f, f ′) eff ′ ,

e(gi,gj)z = qi ze(gi,gj), e(gi,gj)u = qj we(gi,gj) si (gi, gj) ∈ F.
Si (g, g−1) /∈ F , entonces ξ = 0. La coacción

λ : K11(a, b, ξ, F, ψ)→ H⊗kK11(a, b, ξ, F, ψ)

está definida por

λ(ef ) = f⊗ef , λ(z) = x⊗1 + (g, 1)⊗z, λ(u) = y⊗1 + (1, g−1)⊗u.
• El álgebra K01(a, F, ψ) es el subcomódulo álgebra generada por

los elementos {z, ef : f ∈ F} dentro de K11(a, b, ξ, F, ψ).

• El álgebra K10(b, F, ψ) es el subcomódulo álgebra generada por
los elementos {u, ef : f ∈ F} dentro de K11(a, b, ξ, F, ψ).

• Sea F ⊆ Cn × Cn un subgrupo, ψ ∈ Z2(F, k×) un 2-cociclo,
entonces kψF es el álgebra de grupo twisteada o torcida.

Observación 1.10. La primera familia de comódulos álgebras se
relaciona con el dato subálgebra coideal de tipo ξ y las otras cuatro
familias están relacionadas a los datos subálgebras coideales de tipo
(1, 1), (0, 1), (1, 0) y (0, 0) respectivamente.
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Se sigue que estas álgebras son simples con coinvariantes triviales.

Lema 1.11. [FMM, Lema 5.15] Las álgebras

L(ξ, µ, F, ψ), K11(a, b, ξ, F, ψ), K01(a, F, ψ), K10(b, F, ψ)

son H-comódulos álgebras a izquierda y H-simples a derecha con coin-
variantes triviales.

Demostración. Es suficiente notar que

kψF = L(ξ, µ, F, ψ)0 = K11(a, b, ξ, F, ψ)0 = K01(a, F, ψ)0 = K10(b, F, ψ)0

y usar [M1, Proposición 4.4]. �

Sea ψ ∈ Z2(Cn × Cn,k×) y σψ : H⊗kH → k el 2-cociclo de Hopf
asociado. Sea χ1, χ2 los caracteres en Cn × Cn definidos en (9) y sea
(W 1,W 2,W 3, F ) un dato coideal subálgebra para H(χ1,χ2).

Lema 1.12. [FMM, Lema 5.16] Si W 3 = 0, existe un isomorfismo
de comódulos álgebras

C(χ1,χ2)(W
1,W 2, 0, F )σ−1

ψ
' Kij(0, 0, 0, F, ψ−1)

para algunos i, j ∈ {0, 1}.
Si W 3 6= 0, entonces

C(χ1,χ2)(0, 0,W
3, F )σ−1

ψ
' L(ξ, 0, F, ψ−1)

para algún ξ ∈ k×. �

En la Sección 3, del caṕıtulo de Representaciones de categoŕıas
tensoriales, retomaremos esta clasificación, para describir familias de
Rep(H)-módulos exactos indescomponibles.





Caṕıtulo 5

Categoŕıas tensoriales

Por completitud, se darán las definiciones básicas y ejemplos de
categoŕıas tensoriales finitas. Esta noción es central en este trabajo.
En pocas palabras una categoŕıa tensorial es una categoŕıa Abeliana
k-lineal ŕıgida dotada de un producto tensorial y un objeto unidad,
sujetos a ciertos axiomas de asociatividad, unidad y finitud.

Como primer paso se introducen las categoŕıas monoidales, estric-
tas, ŕıgidas y trenzadas y ejemplos de estas. Describimos los funtores
monoidales entre las categoŕıas de representaciones de álgebras de Hopf,
[S1]. También se dará la definición de la dimensión de Frobenius-Perron
de una categoŕıa tensorial.

1. Categoŕıas monoidales

Daremos la definición de categoŕıa monoidal e importantes ejem-
plos, tales como las categoŕıas de representaciones y corepresentaciones
de álgebras de Hopf. Las cuales son quizá las categoŕıas más importan-
tes en este trabajo.

Definición 1.1. Una tupla (C,⊗,1, a) es una categoŕıa monoidal,
si

• C es una categoŕıa, 1 ∈ Obj(C) un objeto en C;

• ⊗ : C × C → C es un bifuntor;

• {aX,Y,Z : (X⊗Y )⊗Z → X⊗(Y⊗Z)|X, Y, Z ∈ obj(C)} es una
familia de isomorfismos naturales;

• {rX : X⊗1→ X : X ∈ obj(C)} es una familia de isomorfismos
naturales;

• {lX : 1⊗X → X : X ∈ obj(C)} es una familia de isomorfismos
naturales;

tales que para todo objeto X, Y, Z,W en C se satisface,

• El axioma del pentágono,

aX⊗Y,Z,W aX,Y,Z⊗W = (aX,Y,Z ⊗ idW ) aX,Y⊗Z,W (idX ⊗ aY,Z,W ),

59



60 5. CATEGORÍAS TENSORIALES

• El axioma del triángulo,

(idX ⊗ lY ) aX,1,Y = rX ⊗ idY .

Es decir que los diagramas

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W
aX,Y,Z⊗id

tt

aX⊗Y,Z,W

**

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W
aX,Y⊗Z,W
��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

aX,Y,Z⊗W
��

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W )
id⊗aY,Z,W

// X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

y

(X ⊗ 1)⊗Y
aX,1,Y

//

rX⊗id

''

X ⊗ (1⊗Y)
id⊗lY

ww

X ⊗ Y

son conmutativos para todo objeto X,Y, Z,W en C.

Ejemplo 1.2. 1. Si H es una biálgebra, la categoŕıa HM de H-
módulos a izquierda es una categoŕıa monoidal con producto dado por:
si (V, ρ), (W, %) son H-módulos , entonces

(V, ρ)⊗(W, %) := (V⊗kW, τ),

donde τ(h⊗v⊗w) = ρ(h1⊗v)%(h2⊗w) para todo h ∈ H, v ∈ V,w ∈ W .
La unidad es k.

De manera análoga las categoŕıas de módulos a derecha y comódu-
los MH , HM, MH resultan categoŕıas monoidales, y también las de
módulos y comódulos de dimensión finita HM ,MH , HM y MH son
categoŕıas monoidales.

2. Si H = k , entonces kM es la categoŕıa de k-espacios vectoriales
de dimensión finita.

3. Sea C una categoŕıa. Sobre End(C), la categoŕıa de endofuntores
de C, podemos definir dos estructuras distintas de categoŕıa monoidal:

• Definir el producto en los endofuntores v́ıa la composición y si
τ : F → G y τ ′ : F ′ → G′ son transformaciones naturales ,
entonces τ⊗τ ′ : F ◦F ′ → G ◦G′ (τ⊗τ ′)X = G(τ ′X) ◦ τF ′(X) para
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todo X ∈ C, y satisface:

((τ⊗τ ′)⊗τ ′′)X = GG′(τ ′′X) ◦ (τ⊗τ ′)F ′′(X)

= GG′(τ ′′X) ◦G(τ ′F ′′(X)) ◦ τF ′F ′′(X)

= G(G′(τ ′′X) ◦ τ ′F ′′(X)) ◦ τF ′F ′′(X)

= G(τ ′⊗τ ′′)X ◦ τF ′F ′′(X) = (τ⊗(τ ′⊗τ ′′))X .

Denotar esta categoŕıa por End♦(C).
• Definir el producto en los endofuntores v́ıa la composición y si
τ : F → G y τ ′ : F ′ → G′ son transformaciones naturales ,
entonces τ⊗τ ′ : F ◦F ′ → G ◦G′ (τ⊗τ ′)X = τG′(X) ◦F (τ ′X) para
todo X ∈ C, y satisface el axioma de asociatividad. Denotar
esta categoŕıa por End(C).

En breve se verá que estas dos estructuras resultan las mismas en
cierto sentido.

4. La categoŕıa Ende(C) de endofuntores exactos de C también es
una categoŕıa monoidal con producto inducido de End(C).

5. Toda categoŕıa aditiva es monoidal, declarando el producto como
la suma directa y el objeto 1 con el objeto cero.

6. Si C,D son categoŕıas monoidales, su producto de Deligne C�D
es también monoidal.

En más sean C y D categoŕıas monoidales. Un funtor monoidal de
C en D es una tripla (F, f, φ) donde

• F : C → D es un funtor;
• {fX,Y : F (X⊗Y )→ F (X)⊗F (Y )|X, Y ∈ obj(C)} es una fami-

lia de isomorfismos naturales;
• φ : F (1C)→ 1D es un isomorfismo en D;

tales que para todo X, Y, Z ∈ C
(id⊗fY,Z)fX,Y⊗ZF (aX,Y,Z) = aF (X),F (Y ),F (Z)(fX,Y⊗id)fX⊗Y,Z ,(15)

lF (X) = F (lX)f−1
1,X(φ−1⊗idF (X)),(16)

rF (X) = F (rX)f−1
X,1(idF (X)⊗φ−1).(17)

Una transformación natural monoidal τ : (F, f, φ) → (F ′, f ′, φ′)
entre dos funtores monoidales es una transformación natural τ : F →
F ′ tal que para cualquier X, Y ∈ C

τ1φ = φ′, τX⊗Y fX,Y = f ′X,Y (τX⊗τY ).(18)
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Un isomorfismo monoidal natural es una transformación monoidal na-
tural que es un isomorfismo natural. Una equivalencia monoidal entre
dos categoŕıas monoidales C y D es un funtor monoidal (F, f, φ) : C →
D tal que existe otro funtor monoidal

(F ′, f ′, φ′) : D → C

e isomorfismos naturales monoidales τ ′ : F ◦ F ′ → IdD, τ
′ : F ′ ◦ F →

IdC. En este caso se dice que las categoŕıas monoidales C y D son
monoidalmente equivalentes.

Ahora, es posible probar que las dos estructuras dadas para la ca-
tegoŕıa de endomorfismos son esencialmente la misma.

Proposición 1.3. Las categoŕıas End(C) y End♦(C) son monoidal-
mente equivalentes.

Demostración. Considerar el funtor Id : End(C) → End♦(C), el
cual es monoidal con estructura dada por

αF,G = idFG : FG→ FG, φ = id : IdC → IdC, F,G ∈ End(C).

Sea Y = (Id, α, φ). De igual modo X = (Id, id, id) : End♦(C)→ End(C)
es un funtor monoidal. Debemos ver que existen isomorfismos naturales

XY
γ−→ IdEnd(C) y Y X

δ−→ IdEnd♦(C) que satisfacen la Ecuación (18):
Como XY = IdEnd(C) , entonces tomar γ = id. Como Y X =

IdEnd♦(C), δ debe satisfacer

δFG = δF⊗δG,

donde ⊗ es el producto tensorial de End♦(C). Si C ∈ C, (δF⊗δG)C =
F ((δG)C) ◦ (δF )G(C) : FG(C)→ FG(C), luego basta definir δ = id.

�

Damos a continuación ejemplos de funtores monoidales y categoŕıas
monoidales construidos a partir de un álgebra de Hopf y un twist.

Ejemplo 1.4. Se H un álgebra de Hopf y J un twist para H.

1. Se puede construir una nueva estructura para el funtor de olvido
F de la siguiente manera:

El funtor (F, ξ) : HM → vectk es monoidal, si para todo
X, Y ∈ HM, x ∈ X, y ∈ Y la estructura monoidal está dada
por

ξX,Y : X⊗kY → X⊗kY, ξX,Y (x⊗y) = J1 · x⊗J2 · y.
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2. A partir de la categoŕıa HM, se puede construir una nueva
estructura dada por el twist, y a esta categoŕıa la denotamos por

HJM. Resulta que las categoŕıas HM, HJM son monoidalmente
equivalentes.

Retomaremos este Ejemplo en la Subsección 1.1.

1.1. Funtores monoidales para álgebras de Hopf. Los ob-
jetos Galois y biGalois sobre un álgebra de Hopf dada dan lugar a una
extensa familia de funtores monoidales, y clasifican los funtores de estas
familias [U],[S1].

Definición 1.5. Sean R una k-álgebra y H un álgebra de Hopf. Si
A es una extensión H-Galois a derecha de R, definir el funtor monoidal
FA : HM → RMR donde FA(X) = A�HX, y la estructura de R-
bimódulo está inducida por el producto de A, esto es si r ∈ R, a⊗x ∈
A�HX , entonces r · (a⊗x) = ra⊗x y (a⊗x) · r = ar⊗x, y están bien
definidas ya que R = Aco(H). Además la estructura monoidal está dada
por

ξAX,Y : A�H(X⊗kY )→ (A�HX)⊗k(A�HY ), X, Y ∈MH ,

donde

(19) (ξAX,Y )−1(a⊗x⊗a′⊗y) = (aa′⊗x⊗y), a, a′ ∈ A, x ∈ X, y ∈ Y.

Las extensiones H-Galois de R permiten clasificar ciertos funtores
HM F−→ RMR.

Proposición 1.6. [U, Teorema 1.7] Sea R una k-álgebra y H un
álgebra de Hopf.

1) Todo funtor monoidal exacto y fiel

F : HM→ RMR

que preserva sumas directas arbitrarias es naturalmente isomorfo a FA
como funtor monoidal donde A es una extensión H-Galois a derecha
de R.

2) Rećıprocamente, si R ⊂ A extensión H-Galois fielmente (co)plana
, entonces A�H− es un funtor monoidal que conmuta con sumas di-
rectas arbitrarias.

�

De manera similar, si H,L son álgebras de Hopf, los objetos (L,H)-
biGalois permiten clasificar ciertos funtores F : HM→ LM.

Proposición 1.7. [S1, Lema 3.2.5]Sean H,L álgebras de Hopf.
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• Todo funtor monoidal k-lineal exacto

F : HM→ LM
que conmuta con coĺımites arbitrarios tiene la forma FA para
un (L,H)-bicomódulo álgebra que es un objeto H-Galois. Si F
es una equivalencia , entonces A es un objeto (L,H)-biGalois.
Además todo objeto (L,H)-biGalois genera un funtor de estos.

• Todo funtor monoidal k-lineal exacto

F :MH 'ML

que conmuta con coĺımites arbitrarios tiene la forma F (V ) =
V�HA para un (H,L)-bicomódulo álgebra. Si F es una equiva-
lencia , entonces A es un objeto (H,L)-biGalois. Además todo
objeto (H,L)-biGalois genera un funtor de estos.

La estructura monoidal del funtor −�HA es

ψAX,Y : (X⊗kY )�HA→ (X�HA)⊗k(Y�HA), X, Y ∈MH ,

donde

(20) (ψAX,Y )−1(x⊗a⊗y⊗a′) = (x⊗y⊗aa′), a, a′ ∈ A, x ∈ X, y ∈ Y.
�

1.2. Categoŕıas estrictas, ŕıgidas y trenzadas. Dentro de las
categoŕıas monoidales, tenemos ciertas subfamilias ampliamente cono-
cidas y de vital importancia, estas son las categoŕıas estrictas, las ca-
tegoŕıas ŕıgidas y las categoŕıas trenzadas.

En más sea (C,1, a, l, r) una categoŕıa monoidal. Se dice que C es
estricta si para todo X, Y, Z ∈ C se tienen igualdades (X⊗Y )⊗Z =
X⊗(Y⊗Z) y X⊗1 = X = 1⊗X; y los isomorfismos de asociatividad
y unidad son identidades.

Ejemplo 1.8. 1) La categoŕıa End(C) de endofuntores de una ca-
tegoŕıa C es estricta.

2) La categoŕıa vectk de espacios vectoriales no es estricta.
3) Si H es una biálgebra, las categoŕıas de módulos son estrictas.

La siguiente Proposición es conocida como el Teorema de estricti-
ficación de MacLane.

Proposición 1.9. [JS] Toda categoŕıa monoidal es monoidalmente
equivalente a una categoŕıa monoidal estricta.

�
Si C es una categoŕıa monoidal estricta, X ∈ C es un objeto inver-

tible si existe Y ∈ C tal que X⊗Y = 1 = Y⊗X.
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Dado X ∈ C en una categoŕıa monoidal, un dual a derecha de X
es una tripla (X∗, evX , coevX) tal que X∗ ∈ C es un objeto, evX :
X∗⊗X → 1 y coevX : 1→ X⊗X∗ son morfismos en C tales que

rX(id⊗evX)aX,X∗,X(coevX⊗id)l−1
X = idX ,

lX∗(evX⊗id)a−1
X∗,X,X∗(id⊗coevX)r−1

X∗ = idX∗ .

Análogamente se define un dual a izquierda de X como la tri-
pla (∗X, evX , coevX) donde ∗X ∈ C, evX : X⊗∗X → 1 y coevX :
1→∗X⊗X morfismos en C tales que

lX(evX⊗id)a−1
X,∗X,X(id⊗coevX)r−1

X = idX ,

r∗X(id⊗evX)a∗X,X,∗X(coevX⊗id)l−1
∗X = id∗X .

Definición 1.10. Una categoŕıa monoidal es ŕıgida si todo objeto
tiene duales a izquierda y a derecha.

Ejemplo 1.11. 1) La categoŕıa vectk de k-espacios vectoriales de
dimensión finita es ŕıgida: el dual a derecha e izquierda es el espacio
vectorial dual. Definir evV : V ∗⊗kV → k como la evaluación, es decir
evV (f⊗v) = f(v) si f⊗v ∈ V ∗⊗V . Definir coevV : k → V⊗kV ∗ la
inclusión.

2) La categoŕıa de todos los k-espacios vectoriales (de dimensión
arbitraria) no es ŕıgida; ya que para espacios de dimensión infinita no
existe función de coevaluación.

3) Sea A un álgebra. La categoŕıa de A-bimódulos es ŕıgida si y sólo
śı todo bimódulo es un módulo proyectivo finitamente generado tanto
a izquierda como a derecha.

4) Si H es una biálgebra, la categoŕıa HM de H-módulos a iz-
quierda de dimensión finita es ŕıgida, donde el dual de V es V ∗ como
espacio vectorial con acción determinada por (h · f)v = f(S(h) · v)
donde v ∈ V, f ∈ V ∗, h ∈ H.

Definición 1.12. Una categoŕıa trenzada es un par (C, c) donde
C es una una categoŕıa monoidal y {cV,W : V⊗W → W⊗V |V,W ∈
C} es una familia de isomorfismos naturales tal que para todo par de
morfismos f : V → V ′, g : W → W ′ en C se satisface

• (g⊗f)cV,W = cV ′,W ′(f⊗g),
• Los axiomas del hexágono:

aVWU ◦ cU,V⊗W ◦ aUVW = (idV⊗cU,W )aV UW (cU,V⊗idW ),
a−1
WUV ◦ cU⊗V,W ◦ a

−1
UVW = (cU,W⊗idV )a−1

UWV (idU⊗cV,W ).
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Si C es estricta los axiomas del hexágono son equivalentes a

cU,V⊗W = (idV⊗cU,W )(cU,V⊗idW ),

cU⊗V,W = (cU,W⊗idV )(idU⊗cV,W ).

Se sabe que una categoŕıa monoidal C tiene una estructura trenzada
si y sólo śı el funtor inducido por el producto monoidal ⊗ : C × C → C
resulta ser un funtor monoidal.

Un ejemplo de categoŕıa trenzada es el centro de una categoŕıa.

Ejemplo 1.13. Sea C una categoŕıa monoidal. Definir Z(C) =
{(V, c−,V )|V ∈ C} el centro de la categoŕıa C, donde c−,V es una fa-
milia de isomorfismos naturales tal que para todo X, Y ∈ C, cX,V :
X⊗V → V⊗X, y satisface

cX⊗Y,V = (cX,V⊗idY )(idX⊗cY,V ).

Un morfismo de (V, c−,V ) a (W, c−,W ) es un morfismo f : V → W en C
tal que

(f⊗idX)cX,V = cX,W (idX⊗f).

Proposición 1.14. [K, Teorema XIII.4.2] Si C es una categoŕıa
monoidal estricta , entonces Z(C) es una categoŕıa monoidal trenzada
estricta donde

(V, c−,V )⊗(W, c−,W ) = (V⊗W, (idV⊗c−,W )(c−,V⊗idW )),

y en los morfismos es el producto tensorial usual. La unidad es (1, id)
y la trenza está dada por

cV,W : (V, c−,V )⊗(W, c−,W )→ (W, c−,W )⊗(V, c−,V ).

�

2. Categoŕıas tensoriales

En esta sección damos la definición concreta de Categoŕıa tensorial,
que es quizá el concepto más importante a lo largo de este trabajo. La
necesidad del estudio de este objeto radica en las variadas aplicaciones
en diversas áreas de la matemática tales como variedades topológicas
de dimensión baja [BK], computación cuántica [F], [FKLW], [Ki1],
[Ki2], teoŕıa racional y logaŕıtmica de campos [FS1], [FS2], mecánica
estad́ıstica, teoŕıa de subfactores [Oc], álgebras de Hecke afines [B],
[BO], y teoŕıa de álgebras de Hopf.

Uno de los objetivos de este trabajo es construir ejemplos de cate-
goŕıas tensoriales, a partir de una categoŕıa y un grupo dados.
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Una categoŕıa tensorial es una categoŕıa Abeliana k-lineal monoidal
y ŕıgida tal que los funtores involucrados en las estructuras monoidal
y ŕıgida son aditivos k-lineales, y el objeto unidad es simple. Una cate-
goŕıa tensorial finita es una categoŕıa tensorial cuya categoŕıa Abeliana
subyacente es finita, es decir es equivalente, como categoŕıas Abelianas,
a la categoŕıa de módulos de dimensión finita sobre una k-álgebra de
dimensión finita.

Un funtor tensorial entre dos categoŕıas tensoriales es un funtor
monoidal k-lineal. Una transformación natural tensorial entre dos fun-
tores tensoriales es una transformación natural k-lineal.

Ejemplo 2.1. Sea H un álgebra de Hopf.
1) La categoŕıa de H-módulos a izquierda de dimensión finita posee

una estructura tensorial finita dada por, si V,W ∈HM
• V⊗W := V⊗kW donde la acción está inducida por la comulti-

plicación de H (se suele decir que tal acción es diagonal),
• El objeto unidad es k con acción inducida por la counidad de
H,
• El dual de V es V ∗ como espacio vectorial con acción determi-

nada por (h · f)v = f(S(h) · v) donde v ∈ V, f ∈ V ∗, h ∈ H.

A esta categoŕıa la denotaremos por Rep(H).

2) La categoŕıaMH de H-comódulos a derecha de dimensión finita
denotada por Comod(H) resulta una categoŕıa tensorial.

3) Si C es una categoŕıa tensorial, denotar por Crev la categoŕıa
tensorial cuya categoŕıa Abeliana subyacente es C; con producto tenso-
rial dado por X⊗revY = Y⊗X, si X, Y ∈ C; y asociatividad dada por
arev
X,Y,Z = a−1

Z,Y,X para X, Y, Z ∈ C.
4) Si C = Rep(H) , entonces Crev = Rep(Hcop). Más aún si H ′ es

otra álgebra de Hopf

Rep(H)� Rep(H ′) ' Rep(H⊗kH ′)
como categoŕıas tensoriales.

3. Dimensiones de Frobenius-Perron

Para más detalle sobre dimensión de Frobenius-Perron, ver [EGNO].
La dimensión de Frobenius-Perron es un invariante categórico altamen-
te importante que permite dar bastante información de la categoŕıa.

Sea C una categoŕıa tensorial finita. Definir la función FPdim :
C → C, llamada la dimensión de Frobenius-Perron, como sigue: para
X ∈ C, sea FPdim(X) el máximo autovalor no-negativo de la matriz
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de multiplicación a izquierda por X en K0(C) el grupo de Grothendieck
de C (su existencia la garantiza el Teorema 0.2 de Frobenius-Perron).

Proposición 3.1. [ENO, Teorema 8.6] La aplicación

X → FP dim(X)

se extiende a un homomorfismo de grupos de K0(C)→ R.

�
Sean Xi para i ∈ I las clases de isomorfismos de objetos simples y

Pi sus cubrimientos proyectivos. Si C es una categoŕıa finita tensorial ,
entonces la dimensión de Frobenius-Perron de C es

FPdim(C) :=
∑
i∈I

FPdim(Xi)FPdim(Pi).

Si H es un álgebra de Hopf, como k es algebraicamente cerrado
se tiene que H ' ⊕iPXi

i donde Xi, Pi ∈ Rep(H) son representantes
de las clases de isomorfismos de objetos simples y de sus respectivos
cubrimientos proyectivos. Por tanto se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 3.2. [EGNO, Ejemplo 1.45.6] Si H es una quasi-
álgebra de Hopf, entonces

FP dim(Rep(H)) = dim(H).

�

4. Γ-extensiones

Uno de los mayores problemas en Teoŕıa de categoŕıas es clasificar
las categoŕıas tensoriales. Una aproximación a este problema es intentar
construir, a partir de familias conocidas, nuevas categoŕıas tensoriales.
Una de estas construcciones es estudiada en [ENO], y es la extensión
de categoŕıas tensoriales por grupos finitos.

Sea Γ un grupo finito. Una Γ-extensión de una categoŕıa tensorial C
es una descomposición en subcategoŕıas plenas Abelianas C = ⊕g∈ΓCg
tal que si g, h ∈ Γ

• el bifuntor inducido por el producto tensorial satisface ⊗ : Cg×
Ch → Cgh,
• el funtor inducido por tomar duales satisface ∗ : Cg → Cg−1 .

Decimos que la extensión es fiel si Cg 6= 0 para todo g ∈ Γ. En
este caso se dice que C es una categoŕıa Γ-extendida. Si C es categoŕıa
Γ-extendida , entonces C1 resulta una categoŕıa tensorial y Cg una ca-
tegoŕıa C1-módulo a izquierda y derecha, cuya definición se verá en el
Caṕıtulo 6.
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Definición 4.1. Si C es una categoŕıa Γ-extendida y todo Cg tiene
un objeto invertible multiplicativamente, se dice que C es un produc-
to Γ-cruzado de categoŕıas tensoriales. Estas extensiones son llamadas
también quasi-triviales por algunos autores.

Lema 4.2. Si C es un producto Γ-cruzado de categoŕıas tensoriales
, entonces C1 ' Cg para todo g ∈ Γ como categoŕıas abelianas.

Demostración. Sean g ∈ Γ y Xg, Yg ∈ Cg tales que

Xg⊗Yg ' 1 ' Yg⊗Xg.

Definir los siguientes funtores F : Cg → C1 y H : C1 → Cg v́ıa F (V ) =
Yg⊗V y H(W ) = Xg⊗W en los objetos, y en los morfismos:

Si f : V → V ′ en Cg, F (f) = idYg⊗f y si g : W → W ′ en C1 ,
entonces G(g) = idXg⊗g.

Luego HF (V ) = H(Yg⊗V ) = Xg⊗(Yg⊗V ) ' V y FH(W ) ' W si
V ∈ Cg,W ∈ C1. �

En más C denotará una categoŕıa tensorial estricta finita. En [G]
clasifican todos los productos Γ-cruzados de categoŕıas tensoriales en
términos de ciertos datos y se da la estructura tensorial de la extensión
asociada Γ-extendida de C. Retomaremos este tema en el Caṕıtulo 8.





Caṕıtulo 6

Representaciones de categoŕıas tensoriales

De forma análoga como se construyen representaciones para grupos
o álgebras, podemos construir representaciones de categoŕıas tensoria-
les, las cuales fueron definidas por primera vez en [P], lo cual permite
extraer información importante de la categoŕıa. Introduciremos defini-
ciones, ejemplos y se detallará el caso en que la categoŕıa es la categoŕıa
de módulos sobre un álgebra de Hopf.

También se introduce la noción de categoŕıa bimódulo, el grupo de
Brauer-Picard y como ejemplo de esto la clasificación de los bimódulos
sobre el álgebra de Taft.

1. Categoŕıas módulos

En más, sea (C,⊗, a, r, l,1) una categoŕıa tensorial finita sobre k.
En este caṕıtulo todos los funtores serán aditivos k-lineales.

Definición 1.1. Una colección (M,⊗,m, l) es un C-módulo a iz-
quierda si

• M es una categoŕıa Abeliana k-lineal;

• ⊗ es un funtor exacto en cada variable ⊗ : C×M→M llamado
la acción;

• {mX,Y,M : (X ⊗ Y )⊗M → X⊗(Y⊗M) : X, Y ∈ C,M ∈ M},
y {lM : 1⊗M → M : M ∈ M} son familias de isomorfismos
naturales tales que para todo X, Y, Z ∈ C y M ∈M

(21) mX,Y,Z⊗M mX⊗Y,Z,M = (idX⊗mY,Z,M) mX,Y⊗Z,M (aX,Y,Z⊗idM),

(22) (idX⊗lM)mX,1,M = rX⊗idM .

Es decir que los siguientes diagramas son conmutativos:

71
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((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗M
aX,Y,Z⊗id

tt

mX⊗Y,Z,M

**

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗M
mX,Y⊗Z,M
��

(X ⊗ Y )⊗(Z⊗M)

mX,Y,Z⊗M
��

X⊗((Y ⊗ Z)⊗M)
id⊗mY,Z,M

// X⊗(Y⊗(Z⊗M))

y

(X ⊗ 1)⊗M
mX,1,M

//

rX⊗id

''

X⊗(1⊗M)
id⊗lM

xx

X⊗M.

para todo X, Y, Z ∈ C y M ∈M.

Observación 1.2. En la literatura los C-módulos M son llamados
también categoŕıas módulos sobre C o representaciones de C.

Definición 1.3. Sean M y N C-módulos a izquierda. Un funtor
de C-módulos entre M y N es un par (F, c), donde

• F :M→N es un funtor y
• cX,M : F (X⊗M) → X⊗F (M) es una familia de isomorfismos

naturales tales que

(23) mX,Y,F (M)cX⊗Y,M = (idX⊗cY,M)cX,Y⊗MF (mX,Y,M),

(24) lF (M)c1,M = F (lM),

para todo X, Y ∈ C y para todo M ∈M. Denotaremos por CMod la
categoŕıa que tiene por objetos los C-módulos y por flechas los funtores
de C-módulos.

Sean (F, c), (G, d) :M→ N funtores de C-módulos. Una transfor-
mación natural de C-módulos es una transformación natural θ : F → G
que hace que el diagrama

F (X⊗M)
θX⊗M−−−→ G(X⊗M)

cX,M

y ydX,M
X⊗F (M) −−−−−→

idX⊗θM
X⊗G(M),

(25)

sea conmutativo para todo X ∈ C,M ∈M.
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La categoŕıa de los funtores de C-módulos entreM y N es denotada
por FunC(M,N ). Diremos que los funtores (F, c) y (G, d) son equiva-
lentes como funtores de C-módulos, y se denotará (F, c) ' (G, d), si
existe un isomorfismo natural θ : F → G que es de C-módulos.

Si (F, c) : M1 → M2 y (G, d) : M2 → M3 son funtores de C-
módulos, entonces (G ◦ F, b) : M1 → M3 es un funtor de C-módulos,
donde bX,M := dX,F (M)G(cX,M), para todo X ∈ C,M ∈M1.

Dos C-módulos M,N son equivalentes si existen funtores M (F,c)−−→
N y N (G,d)−−−→ M de C-módulos tales que las composiciones F ◦ G y
G ◦ F son equivalentes como funtores de C-módulos a los respectivos
funtores identidad.

SeanM1,M2 dos C-módulos. La suma directa de categoŕıasM1⊕
M2 es nuevamente un C-módulo donde la acción es

⊗ : C ×M1 ⊕M2 →M1 ⊕M2, X⊗(M,N) = (X⊗M,X⊗N).

Definición 1.4. Sea M un C-módulo.

• M se dice indescomponible si no es equivalente a la suma di-
recta de dos C-módulos no nulos.
• Un C-submódulo de M es una subcategoŕıa Serre N de M tal

que el funtor inclusión N ↪→M es de C-módulos.
• M se dice simple si no es nula y no posee C-submódulos no

triviales.

Es posible probar una versión extendida de la Proposición 1.9 de
estricticidad de MacLane para C-módulos. La demostración se encuen-
tra en [Gr]. En teoŕıa de grupos, una acción de un grupo se puede ver
como un morfismo del grupo en los endomorfismos de cierto k-espacio
vectorial. Esto también es posible para C-módulos.

Lema 1.5. M es un C-módulo si y sólo śı existe un funtor tensorial

(F, g, φ) : C → Ende(M)

exacto y fiel, donde Ende(M) es la categoŕıa de endofuntores exactos
de M.

Demostración. Sea (M,⊗,m, l) un C-módulo. Definir F : C →
Ende(M) por F (X)(M) = X⊗M para todo X ∈ C,M ∈ M. Los
funtores F (X) y F son exactos para todo X ∈ C debido a la exactitud
de ⊗ : C ×M→M en ambos argumentos. Para todo X, Y ∈ C sea

gX,Y : F (X) ◦ F (Y )→ F (X⊗Y ),
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definida por (gX,Y )M = m−1
X,Y,M para todo M ∈ M. Sea φ : id→ F (1)

dada por φM = l−1
M . La identidad (21) y (22) son equivalentes a las de

la definición de funtor monoidal. Luego (F, g, φ) : C → Ende(M) es
tensorial. Que F sea fiel sigue de la exactitud de ⊗.

Rećıprocamente se construye la acción de C sobre M y se obtiene
que M es un C-módulo. �

Ejemplo 1.6. Sea (F, ξ, φ) : C → D un funtor tensorial.

• Si F es exacto, la categoŕıaD es un C-módulo v́ıa F : siX, Y ∈ C,
y M ∈ D definir

⊗ : C × D → D, lM : 1⊗M →M

X⊗M = F (X)⊗M, lM = lDM(φ⊗idM),

mX,Y,M : F (X⊗Y )⊗M → F (X)⊗(F (Y )⊗M)

mX,Y,M = aDF (X),F (Y ),M(ξ−1
X,Y⊗idM).

• Sea (M,⊗,m) un D-módulo. Denotaremos porMF el C-módu-

lo (M,⊗F ,mF ) cuya categoŕıa Abeliana subyacente esM y con
acción y asociatividad dados por:

X⊗FM = F (X)⊗M, mF
X,Y,M = mF (X),F (Y ),M(ξ−1

X,Y⊗ idM),

para todo X, Y ∈ C, M ∈M.

• Si C es una categoŕıa tensorial y A ∈ C es un álgebra , enton-
ces la categoŕıa de A-módulos a derecha CA es un C-módulo a
izquierda. La acción ⊗ : C × CA → CA es el producto tensorial
de C. Si X ∈ C,M ∈ CA la acción a derecha de A en X⊗M es
sobre el segundo tensorando.

• Si M es un C-módulo a derecha, , entonces Mop denota la
categoŕıa Abeliana opuesta con acción a izquierda dada por

C ×Mop →Mop

(M,X) 7→M⊗X∗,

e isomorfismos de asociatividadmop
X,Y,M = m−1

Y ∗,X∗,M paraX, Y ∈
C,M ∈M. De igual modo se puede definir siM es un C-módulo
a izquierda.
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De manera análoga, se define categoŕıa módulo a derecha: Un C-
módulo a derecha es una categoŕıa Abeliana M equipada con un bi-
funtor exacto ⊗ : M × C → M e isomorfismos naturales m̃M,X,Y :
M⊗(X⊗Y )→ (M⊗X)⊗Y , rM : M⊗1→M tales que

(26) m̃M⊗X,Y,Z m̃M,X,Y⊗Z(idM⊗aX,Y,Z) = (m̃M,X,Y⊗idZ) m̃M,X⊗Y,Z ,

(27) (rM⊗idX)m̃M,1,X = idM⊗lX .

Definición 1.7. Sean (M, µ) y (N , η) C-módulos a derecha e iz-
quierda, respectivamente. Un funtor F : M � N → A se dice C-
balanceado si existen isomorfismos naturales

{bM,X,N : F ((M⊗X)�N)→ F (M�(X⊗N))|M ∈M, X ∈ C, N ∈ N}
tales que

ηX,Y,NbM,X⊗Y,N = bM,X,Y⊗NbM⊗X,Y,NµM,X,Y .

Los C-módulos admiten un producto entre ellos: Sean N ,M C-
módulos a izquierda y a derecha, respectivamente, el producto de M
y N consiste de una categoŕıa Abeliana M �C N y un funtor exacto
a derecha C-balanceado B : M � N → M �C N universal para los
funtores exactos a derecha C-balanceados de M � N ; esto es, para
todo funtor exacto a derecha C-balanceado F :M�N → A existe un
único funtor F :M�C N → A exacto a derecha tal que F = F ◦B.

Se tiene que M �C N , B son únicos salvo equivalencia. En el caso
semisimple, se tiene queM�CN es equivalente al centro ZC(M�N ),
ver [ENO, Poposición 3.8].

1.1. Representaciones sobre álgebras de Hopf. Se darán fa-
milias de ejemplos de Rep(H)-módulos para H un álgebra de Hopf de
dimensión finita.

Sea (K,λ) un H-comódulo álgebra a izquierda. Entonces la cate-
goŕıa KM deK-módulos a izquierda, es un Rep(H)-módulo como sigue:

⊗ : Rep(H)×KM→KM,

(X, V ) 7→ X⊗kV,
y la acción de K sobre X⊗kV es k·(x⊗v) := k−1·x⊗k0·v. Los morfismos
de asociatividad y unidad son los triviales.

Proposición 1.8. Si K es un H-comódulo álgebra a izquierda,
entonces KM es un Rep(H)-módulo indescomponible si y sólo śı no
existen ideales biláteros I, J H-coestables tales que K = I ⊕ J .
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Demostración. Asumamos que K posee ideales biláteros I, J H-
coestables tales que K = I⊕J . Como I, J son ideales H-subcomódulos,
las álgebras cocientes K/I y K/J son H-comódulos álgebras a izquier-
da. Los Rep(H)-módulos K/IM y K/JM son subcategoŕıas módulos de

KM.
Dado M ∈ KM, sean M1 = {m ∈ M : I.m = 0}, M2 = {m ∈

M : J.m = 0}; claramente, M1 ∈ K/IM y M2 ∈ K/JM. Descomponer
1 = i + j con i ∈ I, j ∈ J ; si m ∈ M , entonces m = im + jm. Ya
que IJ ⊂ I ∩ J = 0, jm ∈ M1, y similarmente im ∈ M2, por lo tanto
M = M1 +M2.

Además si m ∈ M1 ∩ M2 , entonces m = 0. Esto muestra que
M = M1 ⊕M2, aśı

KM' K/IM× K/JM.

Por tanto, probamos que si KM es un Rep(H)-módulo indescom-
ponible , entonces no existen ideales biláteros I, J H-coestables tales
que K = I ⊕ J .

Rećıprocamente, asumamos que KM'M1×M2, dondeM1,M2

son subcategoŕıas módulos de KM. Para todo M ∈ KM existen M1 ∈
M1 y M2 ∈M2 tales que M = M1⊕M2. Si ϕ : M → N es un morfismo
en KM , entonces ϕ(M1) ⊆ N1, ϕ(M2) ⊆ N2.

Considerando K ∈ KM, existen J ∈ M1, I ∈ M2 tales que K =
J⊕I. Claramente I y J son H-subcomódulos ideales a izquierda de K.
Sean j ∈ J y ηj : K → K la expansión de j, es decir ηj(x) = xj, x ∈ K.
Como ηj es un morfismo de K-módulos, ηj(I) ⊆ I. Luego, IJ ⊆ I y I
son ideales biláteros. Similarmente, J es un ideal bilátero.

Probando luego la otra implicación. Notar que estas construcciones
son una la inversa de la otra.

�

Otra construcción de representaciones de Rep(H) provienen de twist.
Considerar el funtor tensorial F : Rep(H) → vectk construido en 1.4.
De acuerdo al Ejemplo 1.6 existe un Rep(H)-módulo, que denotaremos
porMJ , cuya categoŕıa Abeliana subyacente es la categoŕıa de espacios
vectoriales de dimensión finita (tiene rango 1).

Si Jx es un twist equivalente a J , entonces los Rep(H)-módulos
MJ ,MJx son equivalentes, v́ıa el funtor (F, c) : MJ → MJx , donde
F (M) = M y para todo V ∈ Rep(H),M ∈ MJ , los isomorfismos
cV,M : V⊗kM → V⊗kM están definidos por

cV,M(v⊗m) = x−1 · v⊗m, v ∈ V,m ∈M.
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En lo que sigue estudiaremos los funtores de Rep(H)-módulos entre
los Rep(H)-módulos RM y SM, donde R y S son dos H-comódulos
álgebras a izquierda sobre H. Denotaremos las estructuras de comódu-
los en R y S por λR : R→ H⊗kR y λS : S → H⊗kS, respectivamente.

Sea P un (S,R)-bimódulo y también un H-comódulo a izquierda
v́ıa λ : P → H⊗kP . Diremos que P es un bimódulo equivariante si λ
es un morfismo de R-módulos a derecha y de S-módulos a izquierda,
donde la acción de R y S sobre H⊗kP vienen dadas v́ıa λR y λS
respectivamente.

Definamos el funtor F : RM → SM por F (V ) = P⊗RV con es-
tructura de S-módulo sobre el primer tensorando. Además para cada
X ∈ Rep(H), V ∈ RM sea cX,V : P⊗R(X⊗kV ) → X⊗k(P⊗RV ) el
isomorfismo dado por

(28) cX,V (m⊗x⊗v) = m(−1) · x⊗m(0)⊗v, m ∈ P, x ∈ X, v ∈ V.

Se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.9. Si P es un bimódulo equivariante , entonces existe un
funtor de Rep(H)-módulos

(F, c) : RM→ SM.

Demostración. La buena definición del isomorfismo natural c es
consecuencia de que λ es de R-módulos a derecha. Además para todo
X ∈ Rep(H), V ∈ RM el morfismo cX,V es un morfismo en SM ya
que λ es un morfismo de S-módulos a izquierda. Las identidades (23)
y (24) son inmediatas. �

2. Categoŕıas bimódulos

En más sean C,D categoŕıas monoidales. Igual que en módulos se
entrelazan las definiciones de módulo a izquierda y a derecha, para
categoŕıas se realiza análogamente.

Una categoŕıa (C,D)-bimódulo M es una categoŕıa C-módulo a iz-
quierda y D-módulo a derecha con acciones µl, µr respectivamente, do-
tada de una familia de isomorfismos naturales

γX,M,Y : (X ⊗M)⊗ Y → X ⊗ (M ⊗ Y ), X ∈ C, Y ∈ D,
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tales que los siguientes pentágonos conmutan

((XY )M)Z

µl⊗id
��

γ
// (XY )(MZ)

µl

��

(X(YM))Z

γ

��

X((YM)Z)
id⊗γ

// X(Y (MZ))

, (XM)(Y Z)

µr

��

γ
// X(M(Y Z))

id⊗µr

��

((XM)Y )Z

γ⊗id

��

(X(MY ))Z
γ
// X((MY )Z)

, (1M)1
γ1,M,1

//

`M

��

1(M1)

rM

��

M1

rM

��

M 1M
`M

oo

.

Una definición alternativa de categoŕıa bimódulo viene dada usando
el producto tensorial de Deligne, la cual facilita un poco la escritura.

Teorema 2.1. [Gr] M es un (C,D)-bimódulo si y sólo śı M es
un C �Drev-módulo.

�
Si (M, µ) es un C�Drev-módulo, definir γX,M,Y = µX�1,1�Y,M sobre

las subyacentes estructuras de categoŕıa módulo a izquierda y derecha.
De este modo se obtiene que M es un (C,D)-bimódulo.

Un morfismo de (C,D)-bimódulos es un morfismo de C � Drev-
módulos. Una equivalencia de (C,D)-bimódulos es una equivalencia de
C � Drev-módulos. Una categoŕıa (C,D)-bimódulo es reducible si es la
suma directa de dos (C,D)-bimódulos no-triviales; es irreducible si no
es reducible. Es exacta si lo es a izquierda como C �Drev-módulo, esto
es, si para todo proyectivo P en la categoŕıa y todo objeto M , el objeto
P⊗M es proyectivo.

Ejemplo 2.2. 1) Si C es una categoŕıa monoidal, entonces C es
un (C, C)-bimódulo con la estructura trivial, inducida por el producto
monoidal de C.

2) Sean (G, ζ), (F, ξ) : C → C autoequivalencias monoidales yM un
(C,D)-bimódulo, entonces FMG es un nuevo bimódulo (Ver Ejemplo
1.6). Más espećıficamente, la categoŕıa Abeliana subyacente esM, con
acciones y asociatividades a izquierda y derecha dadas por

X⊗M = F (X)⊗M, M⊗Y = M⊗G(Y ), X ∈ C, Y ∈ D,M ∈M;

mF
X,Y,M = ml

X,Y,M(ξ−1
X,Y⊗idM), mG

M,X,Y = mr
M,X,Y (idM⊗ζ−1

X,Y ).

Acá ml es la asociatividad a izquierda (resp. derecha) de M. Si G es
el funtor identidad denotar FMG por FM, igual si F es la identidad.

3) SiM es un (C,D)-bimódulo , entoncesMop es un (D, C)-bimódu-
lo [Gr1, Proposición 2.15].
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El producto de categoŕıas bimódulos, da lugar a categoŕıas bimódu-
los:

Proposición 2.3. [Gr, Proposición 3.13] SeaM un (C,D)-bimódu-
lo y N un (D,A)-bimódulo. Entonces M�D N es un (C,A)-bimódulo
y B es un funtor de (C,A)-bimódulos.

�
Si la categoŕıa base es estricta, se conoce bien quién es el producto:

Proposición 2.4. [Gr, Teorema 3.20] Sea C una categoŕıa monoi-
dal estricta. Si M,N son C-módulos a derecha e izquierda respectiva-
mente, existe una equivalencia canónica

M�C N ' Fune(Mop,N ).

Si M,N son bimódulos categoŕıas la equivalencia es de bimódulos.

�
Acá Fune(Mop,N ) es la categoŕıa de funtores de C-módulos exactos

a derecha.

Expĺıcitamente, si C,D,A son categoŕıas monoidales estrictas,M es
un (C,D)-bimódulo y N es un (D,A)-bimódulo , entoncesM�DN =
FunD(Mop,N ) es un (C,A)-bimódulo, con acciones, si X ∈ C, Y ∈
A, F ∈M�D N ,M ∈M, dadas por:
′⊗ : C ×M�D N →M�D N , ⊗′ :M�D N ×A →M�D N

(X ′⊗F )(M) = F (M⊗X) (F⊗′Y )(M) = F (M)⊗Y.

Un (C,D)-bimóduloM es llamado invertible si existen equivalencias
de bimódulos entre Mop �CM' D y M�DMop ' C.

Proposición 2.5. [ENO, Proposición 4.2] SiM un (C,D)-bimódu-
lo exacto, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

• M es invertible.
• Existe una equivalencia de D-bimódulos Mop �CM' D.
• Existe una equivalencia de C-bimódulos M�DMop ' C.
• El funtor R : Dop → FunC(M,M), R(X)(M) = M⊗X, para
X ∈ D,M ∈M, es una equivalencia de categoŕıas tensoriales.
• El funtor L : C → FunD(M,M), L(Y )(M) = Y⊗M , para
Y ∈ C,M ∈M, es una equivalencia de categoŕıas tensoriales.

�
Es conocido que un (C,D)-bimódulo invertible da lugar a una equi-

valencia Morita entre dichas categoŕıas.
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Lema 2.6. [FMM, Lema 2.4] Sean C,D categoŕıas tensoriales. Son
equivalentes.

1. C y D son Morita equivalentes; esto es, existe un C-módulo
indescomponible exacto a izquierda M y una equivalencia ten-
sorial Drev ' EndC(M).

2. Existe un (C,D)-bimódulo invertible.

Demostración. (2) implica (1) es parte de [ENO, Proposición
4.2]. Asumamos que las categoŕıas tensoriales C, D son Morita equi-

valentes. Sea Φ : Drev '−→ EndC(M) la equivalencia tensorial. Como
M es un EndC(M)-módulo a izquierda indescomponible exacto, es en-
tonces un D-módulo a derecha indescomponible exacto. La D-acción a
derecha satisface:

M×D →M, M⊗Y = Φ(Y )(M), M ∈M, Y ∈ D.
Como M resulta un (C,D)-bimódulo exacto, el funtor Φ es una equi-
valencia de (D,D)-bimódulos. Luego, M es un (C,D)-bimódulo inver-
tible. �

2.1. Grupo de Brauer-Picard. Sea Γ un grupo finito. Para
clasificar Γ-extensiones de una categoŕıa tensorial C, por [ENO] otro
ingrediente necesario radica en conocer morfismos de grupos

c : Γ→ BrPic(C),
donde BrPic(C) es el grupo de clases de equivalencia de C-bimódulos
invertibles exactos, llamado grupo de Brauer-Picard. Algunos cálculos
de tal grupo se pueden encontrar en [GS], [NR], [M2].

Tal grupo no depende de la clase Morita de la categoŕıa; esto es si D
es otra categoŕıa tensorial Morita equivalente a C existe un isomorfismo
BrPic(C) ' BrPic(D) dado por:

Sea M un (C,D)-bimódulo invertible. Definir

(29) Φ : BrPic(C)→ BrPic(D),Φ([N ]) = [Mop �C N �CM],

si [N ] ∈ BrPic(C) denota la clase de equivalencia del módulo N .

3. Clasificación de bimódulos sobre el álgebra de Taft

Los resultados de este caṕıtulo provienen de [FMM]. El objetivo
de esta sección es encontrar un subgrupo de BrPic(Rep(Tq)), el grupo
de Brauer-Picard de la categoŕıa de representaciones del álgebra de
Taft. La descripción de dicho subgrupo es expĺıcita. Se espera que estos
resultados ayuden en la determinación de extensiones no triviales de la
categoŕıa Rep(Tq).
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En la Sección 1.2, se clasificaron los Tq⊗Tq−1-comódulos álgebras Tq-
simples. Estos comódulos determinan a su vez una categoŕıa Rep(Tq)-
bimódulo exacta indescomponible. Más aún, toda categoŕıa módulo
exacta indescomponible proviene de esta forma. Esto sustenta los re-
sultados de tal Sección.

3.1. Clasificación de Rep(Tq⊗Tq−1)-módulos exactos. En es-
ta sección damos la clasificación de Rep(Tq)-bimódulos exactos indes-
componibles. Los resultados de esta sección se siguen de [FMM], son
resultados nuevos e interesantes. Esto nos permitirá conocer el grupo
de Brauer-Picard del álgebra de Taft. En el siguiente Teorema se des-
cribe tal clasificación. Recordar las familias de álgebras introducidas en
la Subsección 1.2 del Caṕıtulo 4. Sea G = Cn × Cn.

Teorema 3.1. [FMM, Teorema 5.15] SeaM un Rep(Tq)-bimódu-
lo exacto indescomponible. Entonces M es equivalente a una de las
siguientes categoŕıas:

• kψF Mod para algún subgrupo F ⊆ G y ψ ∈ Z2(F, k×);
• L(ξ,µ,F,ψ) Mod para algunos F ⊆ G subgrupo tal que (g, g) ∈ F ;
ψ ∈ Z2(F, k×) compatible con F ; y ξ, µ ∈ k con ξ 6= 0;
• K11(a,b,ξ,F,ψ) Mod para algunos a, b, ξ ∈ k; F ⊆ G subgrupo y
ψ ∈ Z2(F, k×);
• K01(a,F,ψ) Mod para algunos a ∈ k, F ⊆ G subgrupo y ψ ∈
Z2(F, k×);
• K10(b,F,ψ) Mod para algunos a ∈ k, F ⊆ G subgrupo y ψ ∈
Z2(F, k×).

Demostración. Por el Lema 1.11 del Caṕıtulo 4, todos los módu-
los de la anterior lista son exactos indescomponibles.

Sea M un Rep(Tq)-bimódulo indescomponible exacto, entonces es
un Rep(H)-módulo indescomponible exacto. Por [AM, Teorema 3.3]
existe un comódulo álgebra a izquierda con coinvariantes triviales H-
simple a derecha (A, λ), donde λ : A → H⊗kA, tal que M = AM
como Rep(H)-módulos.

Como H es corradicalmente graduada , entonces grA es un comódu-
lo álgebra a izquierda H-simple a derecha también con coinvariantes
triviales. Por tanto, existe un subgrupo F ⊆ G y ψ ∈ Z2(F, k×) tal que
grA0 = kψF .

Abusando de la notación, denotar por ψ ∈ Z2(G,k×) el 2-cociclo
tal que restringuido a F es igual a ψ. Como (grA)σ−1

ψ
es un comódulo

álgebra Loewy-graduado en H [σ−1
ψ ], se sigue de [M2, Lema 5.5] que

(grA)σ−1
ψ

es isomorfo a una subálgebra de H [σ−1
ψ ] homogénea coideal.
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Sean χ1, χ2 los caracteres en G definidos en (9) usando ψ−1. Enton-
ces

H [σ−1
ψ ] = H(χ1,χ2)

y por el Teorema 1.6 (Caṕıtulo 4) (grA)σ−1
ψ

= C(χ1,χ2)(W
1,W 2,W 3, F )

para algún dato subálgebra coideal (W 1,W 2,W 3, F ). Entonces

grA = C(χ1,χ2)(W
1,W 2,W 3, F )σψ ,

y por el Lema 1.12 (Caṕıtulo 4) hay dos opciones: W 3 = 0 y W 3 6= 0.

Analicemos el caso cuándo W 3 6= 0, ya que el otro caso es similar.
Si W 3 6= 0 por el Lema 1.12 (Caṕıtulo 4), grA = L(ξ, 0, F, ψ).

Afirmación 3.1.1. Existe un elemento w ∈ A tal que

(30) λ(w) = ξ x⊗1 + y(g, g)⊗e(g,g) + (g, 1)⊗w.

Demostración. Como grA = L(ξ, 0, F, ψ) existe un elemento w ∈
A1/A0 tal que

λ(w) = ξ x⊗1 + y(g, g)⊗e(g,g) + (g, 1)⊗w.

Acá λ : grA→ H⊗kgrA es la coacción inducida de λ, [M1, Sección 4].
Denotar por w′ ∈ A1 un elemento representativo en la clase de w. Por
la definición de la coacción inducida λ existe un morfismo λ1 : grA →
kG⊗kkψF tal que

λ(w′) = ξ x⊗1 + y(g, g)⊗e(g,g) + (g, 1)⊗w′ + λ1(w′).

Sea λ1(w′) =
∑

h∈G,f∈F ah,f h⊗ef , para algún ah,f ∈ k. Por la coasocia-

tividad de λ tenemos que (g, 1)⊗λ1(w′)+(id⊗λ)λ1(w′) = (∆⊗id)λ1(w′),
si

λ1(w′) =
∑

f∈F,f 6=(g,1)

βf ((g, 1)− f)⊗ef .

Entonces, si z =
∑

f∈F,f 6=(g,1) βf ef ∈ A0 se tiene que λ1(w′) = (g, 1)⊗z−
λ(z). El elemento w = w′ + z satisface la ecuación (30). �

Podemos elegir w ∈ A tal que efw = (f · w)ef , donde la acción
· : F ×W 3 → W 3 es la restricción de la acción de G sobre V1 ⊕ V2. El
conjunto {fwi : f ∈ F, 0 ≤ i < n} es una base para A. Como

λ(wn) = 1⊗wn,
existe µ ∈ k tal que wn = µ1. Por tanto, existe una proyección
L(ξ, µ, F, ψ) → A que es un isomorfismo ya que ambas álgebras tie-
nen la misma dimensión. �

Analicemos cuando los módulos de la lista dada en el Teorema 3.1
son equivalentes.
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Proposición 3.2. Se satisface:

1. kψF Mod ' kψ′F ′ Mod si y sólo śı F = F ′ y ψ = ψ′ en H2(F, k×);

2. L(ξ,µ,F,ψ) Mod ' L(ξ′,µ′,F ′,ψ′) Mod si y sólo śı ξ = qiξ′ para algún
i ∈ N, µ = µ′, F = F ′ y ψ = ψ′ en H2(F, k×);

3. K11(a,b,ξ,F,ψ) Mod ' K11(a′,b′,ξ′,F ′,ψ′) Mod si y sólo śı (a, b, ξ, F, ψ) =
(a′, b′, ξ′, F ′, ψ′);

4. si (i, j) ∈ {(0, 1), (1, 0)}, Kij(a,F,ψ) Mod ' Kij(a′,F ′,ψ′) Mod si y
sólo śı (a, F, ψ) = (a′, F ′, ψ′).

Demostración. Probaremos (2). El resto es análogo.
Si existe un isomorfismo de H-comódulos álgebras a izquierda

L(ξ, µ, F, ψ) ' L(ξ′, µ′, F ′, ψ′),

entonces ξ = qaξ′, µ = µ′, para algún a ∈ N y F = F ′, ψ = ψ′.

Se sigue de [GM, Teorema 4.2] que L(ξ,µ,F,ψ) Mod ' L(ξ′,µ′,F ′,ψ′) Mod
si y sólo śı existe f ∈ G tal que L(ξ, µ, F, ψ) ' L(ξ′, µ′, F ′, ψ′)f como
H-comódulos álgebras a izquierda, donde la estructura del comódulo
álgebra de la derecha está dada por a 7→ f−1a−1f⊗a0.

Además si f ∈ G , entonces L(ξ′, µ′, F ′, ψ′)f = L(qiξ′, µ′, F ′, ψ′)
para algún i ∈ N. �

Una de las consecuencias de la Proposición anterior es la clasifica-
ción de los objetos Tq-biGalois; la cual como vimos en la Proposición
4.4 fue obtenida por Schauenburg [S2], y acá la obtenemos mediante
otro método.

Corolario 3.3. [FMM, Corolario 5.20] Si A es un objeto Tq-
biGalois , entonces A ' L(ξ, µ, diag(G), 1) como Tq-bicomódulos álge-
bras para algún 0 6= ξ, µ ∈ k.

Demostración. Sea A un objeto Tq-biGalois. Entonces A como
Tq⊗kT cop

q -comódulo álgebra a izquierda no tiene ideales no-triviales Tq-
coestables:

Sea I ⊆ A un ideal H-coestable. Luego I es un ideal Tq-coestable
y como A es biGalois, se tiene que I = 0 ó I = A.

Entonces A debe ser una de las álgebras enlistadas anteriormente. Si
observamos estas álgebras como Tq-bicomódulos, se tiene que la única
familia de álgebras que son Tq-biGalois es L(ξ, µ, diag(G), 1) para algún
0 6= ξ, µ ∈ k (teniendo en cuenta que Tq es de dimensión finita y que
todo objeto biGalois es isomorfo a Tq como bicomódulo). �
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Siguiendo la notación de la Proposición 4.4, obtenemos que Aµ,ξ '
L(ξ, µ, diag(G), 1) para 0 6= ξ, µ ∈ k, donde el isomorfismo está dado
por y 7→ w y h 7→ e(g,g).

Justo como en esa Proposición obtenemos que Aµ,ξ ' Aµ′,ξ′ si y
sólo śı µ = µ′, ξ = qiξ′ para algún i ∈ N.

Recordar la definición de la relación de equivalencia ∼ dada entre
objetos biGalois. Luego Aµ,ξ ∼ Aµ′,ξ′ si y sólo śı µ = µ′, ξ = qiξ′ para
algún i ∈ N. Como Tq ' A0,1, se tiene:

Corolario 3.4. [FMM, Corolario 5.21] El subgrupo InnbiGal(Tq)
es trivial y la aplicación

φ : BiGal(Tq)→ BrPic(Rep(Tq)), φ([A]) = [A Mod]

es un morfismo de grupos inyectivo.

�

3.2. Rep(Tq)-bimódulos invertibles. Como una consecuencia
de los resultados anteriores podemos dar expĺıcitamente una familia de
Rep(Tq)-bimódulos exactos invertibles que forman un subgrupo dentro
de BrPic(Rep(Tq)).

Definir el grupo k× n k+ como el conjunto k− {0} × k y producto
dado por

(a, b) · (c, d) = (ac, cb+ d), (a, b), (c, d) ∈ k× × k.

Si Gn denota el subgrupo de k× de n-ráıces de la unidad, entonces
k×/Gn n k+ es un grupo con el producto

(a, b) · (c, d) = (ac, cnb+ d), (a, b), (c, d) ∈ k×/Gn × k.

El morfismo

φ : k×/Gn n k+ → k× n k+

dado por φ(ξ, µ) = (ξn, µ) es un isomorfismo de grupos.

Schauenburg [S1, Teorema 2.5] probó que existe un isomorfismo de
grupos

BiGal(Tq) ' k× n k+.

Daremos otra demostración de este resultado, principalmente por dos
razones: la primera es que nuestra descripción de los objetos biGalois
es diferente de la dada en [S1] y la segunda es que queremos mostrar
un subgrupo expĺıcito dentro de BrPic(Rep(Tq)).
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Teorema 3.5. [FMM, Teorema 5.22] Sean ξ, µ, ξ′, µ′ ∈ k, ξ′, ξ 6=
0. Existe un isomorfismo de Tq⊗kTq−1-comódulos álgebras

Aµ′,ξ′�TqAµ,ξ ' Aξnµ′+µ,ξ′ξ.

Demostración. La estructura de Tq⊗kTq−1-comódulo a izquierda
sobre el producto cotensorial está dada por

(31) l⊗k 7→ π(l−1)⊗π(k−1)⊗l0⊗k0, l⊗k ∈ Aµ′,ξ′�TqAµ,ξ,
donde π es la proyección en el primer tensor.

Sea
γ : Aξnµ′+µ,ξ′ξ → Aµ′,ξ′�TqAµ,ξ

el morfismo de álgebras determinado por

γ(w) = ξ w⊗1 + e(g,g)⊗w, γ(ef ) = ef⊗ef , f ∈ diag(G).

Notar que estamos abusando de la notación al denotar con el mismo
nombre a los generadores de las álgebras Aµ,ξ,Aµ′,ξ′ y Aξnµ′+µ,ξ′ξ.

γ está bien definida ya que γ(wn) = (ξnµ′ + µ) 1, γ(e(g,g)w) =
q γ(we(g,g)). Además la imagen de γ está contenida en Aµ′,ξ′�TqAµ,ξ y
γ es un morfismo inyectivo de comódulos.

Para probar que γ es biyectiva, veremos que tienen las mismas di-
mensiones como espacios vectoriales. Como Tq tiene dimensión finita,
por el Teorema 3.3, Aµ,ξ ' Tq como Tq-comódulo a izquierda y a dere-
cha. Por tanto, existen isomorfirmos lineales

Aµ′,ξ′�TqAµ,ξ ' Tq�TqTq ' Tq.

Aśı dim(Aµ′,ξ′�TqAµ,ξ) = dim(Aξnµ′+µ,ξ′ξ). �

Como consecuencia de este Teorema existe un isomorfismo de gru-
pos k× n k+ → BiGal(Tq) dado por (ξ, µ) 7→ [L(φ−1(ξ, µ))].

Corolario 3.6. [FMM, Corolario 5.23] Existe un homomorfismo
inyectivo de grupos α : k× n k+ → BrPic(Rep(Tq)) dado por

α(ξ, µ) = [L(φ−1(ξ,µ))M], (ξ, µ) ∈ k× n k+.

�





Caṕıtulo 7

Bicategoŕıas

Introducimos el concepto de Bicategoŕıa y daremos algunos ejem-
plos. En términos generales una bicategoŕıa es una categoŕıa donde
Hom(A,B) no es solamente un conjunto sino una categoŕıa. Esta no-
ción, un poco tosca en una primera revisión, nos proporciona el caldo de
cultivo para dar ejemplos de categoŕıas tensoriales que son extensiones
de categoŕıas conocidas.

Las últimas tres secciones están dedicadas al estudio riguroso de
3 ejemplos de bicategoŕıas esenciales en este trabajo. La primera es
aquella que codifica toda la información de una categoŕıa monoidal, la
segunda codifica una categoŕıa módulo y la tercera permite reconstruir
una categoŕıa monoidal a partir de su bicategoŕıa de representaciones
y cierto pseudo-funtor.

1. Nociones de bicategoŕıas

En esta sección se busca dar definiciones básicas y ejemplos de
bicategoŕıas, para más detalle ver [B].

Definición 1.1. Una bicategoŕıa B consiste de los siguientes datos

• Un conjunto de objetos obj(B) llamados 0-celdas.
• Para cada dupla A,B ∈ obj(B) una categoŕıa B(A,B) donde

sus objetos son llamados 1-celdas y sus morfismos 2-celdas, y
se denotan por ⇒ y V respectivamente.
• Para cada tripla A,B,C ∈ obj(B) un bifuntor

◦ABC : B(A,B)×B(B,C)→ B(A,C).

• Para cada 0-celda A una 1-celda IA ∈ B(A,A).
• Para cada cuádrupla A,B,C,D ∈ obj(B) un isomorfismo na-

tural (llamado asociatividad)

αABCD : ◦ACD(◦ABC × Id)→ ◦ABD(Id× ◦BCD),

donde Id es el funtor identidad.
• Para cada dupla A,B ∈ obj(B) unos isomorfismos naturales

lAB : ◦AAB(IA × Id)→ Id, rAB : ◦ABB(Id× IB)→ Id.

87
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Sujetos a los siguientes axiomas: Si A,B,C,D,E son 0-celdas y

• Si (S, T, U, V ) es un objeto de la categoŕıa B(A,B)×B(B,C)×
B(C,D)×B(D,E) entonces

(αABCDSTU ◦id)(αABDES,T◦U,V )(id◦αBCDETUV ) = (αACDES◦T,U,V )(αABCES,T,U◦V ),

• Si (S, T ) es un objeto de B(A,B)×B(B,C) , entonces

(id◦l(T ))αABBCSIBT
= r(S)◦id.

Si α, l, r son identidades, entonces B se llama una 2-categoŕıa.

A continuación daremos algunos ejemplos para entender mejor el
concepto de bicategoŕıa.

1.1. Ejemplos.

• Sea A la 2-categoŕıa de anillos con unidad: las 0-celdas son
anillos con unidad; si A,B,C,D ∈ obj(A) definir A(A,B) co-
mo la categoŕıa de (A,B)-bimódulos, ◦ABC := ⊗B, IA := A y
αABCD := id.

• Sea Cat la 2-categoŕıa de todas las categoŕıas: las 0-celdas son
categoŕıas; si C,D ∈ obj(Cat) definir Cat(C,D) como la cate-
goŕıa de funtores de C en D (luego las 2-celdas son transforma-
ciones naturales), ◦ es la composición de funtores y transforma-
ciones, IC := C y α := id.

• Sea (C,⊗,1) una categoŕıa monoidal, definir la 2-categoŕıa CMod
de C-módulos a izquierda (derecha): las 0-celdas son las cate-
goŕıas C-módulo, las 1-celdas son los funtores de C-módulos, las
2-celdas son las transformaciones naturales de C-módulos, ◦ la
composición de funtores y transformaciones naturales, α := id
y l := id =: r.

• Sea C una categoŕıa monoidal, definir la 2-categoŕıa M′(C) de
C-módulos a izquierda donde la categoŕıa subyacente es aditiva
k-lineal (no necesariamente Abeliana).

• Definir la 2-categoŕıa A(C) de C-álgebras: las 0-celdas son álge-
bras en C; si A,B,C y D son álgebras en C definir A(C)(A,B)
la categoŕıa de morfismos de álgebras de A en B:

Si f, g : A ⇒ B son morfismos de álgebras, definir las 2-
celdas R : f V g como las funciones R : 1→ B tales que

mB ◦ (R⊗f) = mB ◦ (g⊗R),

donde mB es el producto de B. En A(C)(A,B) la composición
en 1-celdas es la composición de C y en 2-celdas está dada por:
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Sean R : f V g y T : g V h 2-celdas, definir T · R =
mB(R⊗T ); y está bien definida:

mB((T ·R)⊗f) = mB(mB(R⊗T )⊗f) = mB(R⊗mB(T⊗f))

= mB(R⊗mB(g⊗T )) = mB(mB(R⊗g)⊗T )

= mB(mB(h⊗R)⊗T ) = mB(h⊗(T ·R)).

Ahora definamos ◦: en las 1-celdas es la composición de C; si
R : f V g, con f, g : A ⇒ B y T : f ′ V g′ con f ′, g′ : B ⇒ C
son 2-celdas, definir R◦T = mC(T⊗f ′R) y está bien definida:

m(R◦T⊗f ′f) = m(m(T⊗f ′R)⊗f ′f) = m(T⊗m(f ′R⊗f ′f))

= m(T⊗f ′m(R⊗f)) = m(T⊗f ′m(g⊗R))

= m(T⊗m(f ′g⊗f ′R)) = m(m(T⊗f ′g)⊗f ′R)

= m(m(T⊗f ′)g⊗f ′R) = m(m(g′⊗T )g⊗f ′R)

= m(m(g′g⊗T )⊗f ′R) = m(g′g⊗m(T⊗f ′R))

= m(g′g⊗R◦T ).

Si consideramos S : f ′′ V g′′ con f ′′, g′′ : C ⇒ D otra 2-celda,
se satisface:

(R◦T )◦S = mC(T⊗f ′R)◦S = mD(S⊗f ′′mC(T⊗f ′R))

= mD[S⊗mD(f ′′T⊗f ′′f ′R)] = mD[mD(S⊗f ′′T )⊗f ′′f ′R]

= R◦mC(S⊗f ′′T ) = R◦(T◦S).

Finalmente tomar α := id y se obtiene que A(C) es una 2-
categoŕıa.

• Si B es una bicategoŕıa existen tres tipos de simetŕıa:
I) La conjugada Bc donde las 0-celdas son las de B, la cate-

goŕıa Bc(A,B) := B(A,B)op es la categoŕıa opuesta, (◦c)ABC :=
(◦ABC)op, IcA := IA y αcABCD := α−1

ABCD. Es decir, se invierte el
orden de las 2-celdas.

II) La transpuesta Bt donde las 0-celdas son las de B,
Bc(A,B) := B(B,A), (◦t)ABC := τ◦CBA, I tA := IA y αtABCD :=
α−1
DCBA donde τ es el flip. Es decir, se invierte el orden de las

1-celdas.

III) La simétrica Bs := Bct.

• Sea (C,⊗,1, a, l, r) una categoŕıa monoidal; esta da lugar a una

bicategoŕıa C con un único objeto, más espećficamente:
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obj(C) := {0}, C(0, 0) := C, ◦000 := ⊗, I0 := 1, α0000 := a,
l00 := l y r00 := r. Esta bicategoŕıa codifica la estructura de la
categoŕıa monoidal. Su estudio será retomado más adelante.

Observación 1.2. Sea B una bicategoŕıa y A una 0-celda. Definir
⊗ := ◦AAA,1 := IA, a := αAAAA esto determina sobre B(A,A) una
estructura de categoŕıa monoidal llamada la inducida de B. Si B es una
2-categoŕıa , entonces la inducida es una categoŕıa monoidal estricta.
En particular si B = Cat obtenemos la estructura multiplicativa de la
categoŕıa de endofuntores.

1.2. Pseudo-funtores, transformaciones pseudo-naturales
y modificaciones. En más, sean B,B′ bicategoŕıas. Como es usual,
es posible definir algún tipo de flecha entre estos nuevos objetos. En
categoŕıas se definen los funtores, luego no es sorprendente, definir entre
bicategoŕıas pseudo-funtores.

Definición 1.3. Un pseudo-funtor (Θ, θ) de B en B′ consiste de
los siguientes datos

• Una función Θ : obj(B)→ obj(B′).
• Para cada dupla A,B ∈ obj(B) un funtor ΘAB : B(A,B) →
B′(Θ(A),Θ(B)).
• Para cada tripla A,B,C ∈ obj(B) un isomorfismo natural

θABC : ΘAC◦ABC → ◦Θ(A)Θ(B)Θ(C)(ΘAB ×ΘBC),

Sujeto a los siguientes axiomas:
Si A,B,C,D son 0-celdas , entonces

• ΘAA(IA) = I ′Θ(A).

• Si (S, T, U) es un objeto de B(A,B)×B(B,C)×B(C,D):

(θABC◦id)θACDΘAD(αABCDSTU ) = α′A
′B′C′D′

S′T ′U ′ (id◦θBCD)θABD,(32)

como funciones de

ΘAD(S◦(T◦U))→ (ΘAB(S)◦ΘBC(T ))◦ΘCD(U),

donde Θ(A) = A′,Θ(B) = B′,Θ(C) = C ′,Θ(D) = D′ y
ΘAB(S) = S ′, ΘBC(T ) = T ′,ΘCD(U) = U ′.
• Si S es un objeto de B(A,B) , entonces θABBSIB

= idΘAB(S) y

θAABIAS
= idΘAB(S).

Un op-pseudo-funtor es aquel que reversa el orden en las 2-celdas.

Los pseudo-funtores se pueden componer de la siguiente forma: Sean
(Θ, θ) : B → B′ y (Π, π) : B′ → B′′ pseudo-funtores. La composición
en 0-celdas es Π ◦Θ :obj(B)→obj(B′′). En 1-celdas y 2-celdas

(Π ◦Θ)AB = ΠΘA,ΘB ◦ΘAB : B(A,B)→ B′′(ΠΘ(A),ΠΘ(B)).
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Además (π ◦ θ)ABCST = πΘA,ΘB,ΘC
ΘS,ΘT ◦ ΠΘA,ΘC(θABCST ) : (Π ◦Θ)AC(S◦T )→

ΠΘAB(S)◦ΠΘBC(T ).

Ejemplo 1.4. 1) Sea C una categoŕıa monoidal, definir F :M(C)→
Cat, el pseudo-funtor de olvido, el cual env́ıa 0-celdas, 1-celdas y 2-
celdas en la categoŕıa, funtor y transformación natural subyacente res-
pectivamente.

2) Definir el op-pseudo-funtor G : A(C) → Cat, el cual env́ıa una
C-álgebra A en la categoŕıa de A-módulos y a un morfismo de álgebras
f : A→ B al funtor

fM :BM→AM
fM(M,µ) = (M,µ(f⊗id)).

3) Sea B una bicategoŕıa, IB : B→ B es el pseudo-funtor identidad
donde I(B) = B, IAB(S) = S y IAB(f) = f si A,B,C son 0-celdas, S
1-celda y f 2-celda.

Definición 1.5. Sean (Θ, θ), (Π, π) pseudo-funtores entre las bi-
categoŕıas B1 y B2. Una transformación pseudo-natural σ : (Θ, θ) →
(Π, π) consiste de los siguientes datos:

• Para cada 0-celda A en B1, una 1-celda σA ∈ B2(Θ(A),Π(A)).
• Para A,B ∈ obj(B1) y cada 1-celda V ∈ B1(A,B) una trans-

formación natural

σV : ◦Θ(A)Θ(B)Π(B)(ΘAB(V )× σB)→ ◦Θ(A)Π(B)Π(B)(σA × ΠAB(V )).

Sujetos a los siguientes axiomas:
Si A,B,C son 0-celdas , entonces

• σIA = (rAAσA )−1 ◦ lAAσA : IΘ(A)◦σA = Θ(IA)◦σA → σA◦Π(IA) =
σA◦IΠ(A).
• Si (S, T ) es un objeto de B(A,B) ×B(B,C) , entonces (omi-

tiendo asociatividades para hacer la notación más accesible)

(id◦πABC)σST = (σS◦id)(id◦σT )(θABC◦id)

como funciones entre

ΘAC(ST )◦σC → σA◦ΠAB(S)ΠBC(T ).

Ejemplo 1.6. Sea (Θ, θ) un pseudo-funtor entre las bicategoŕıas B
y B′, definir el isomorfismo pseudo-natural Id : (Θ, θ) → (Θ, θ) donde
si A,B son 0-celdas de B y V una 1-celda en B(A,B)

• IdA = IΘ(A) ∈ B′(Θ(A),Θ(A)).

• IdV = (lΘ(A)Θ(B))−1◦rΘ(A)Θ(B) : ΘAB(V )◦IΘ(B) → IΘ(A)◦ΘAB(V ).
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Las transformaciones pseudo-naturales se pueden componer:
si σ : (Θ, θ) → (Π, π) y τ : (Π, π) → (Ξ, ξ) son transforma-

ciones pseudo-naturales, se define la transformación pseudo-natural
σ◦τ : (Θ, θ)→ (Ξ, ξ) donde (σ◦τ)A = σA◦τA y

(σ◦τ)V = ασB ,τB ,Ξ(V )(id◦τV )α−1
σB ,Π(V ),τA

(σV ◦id)αΘ(V ),σA,τA .

Aqúı A es una 0-celda y V una 1-celda.

Una transformación pseudo-natural (σ0, σ) : (Θ, θ) → (Π, π) es
invertible si existe (τ0, τ) : (Π, π) → (Θ, θ) tal que σ◦τ = id = τ◦σ.
Una equivalencia pseudo-natural entre B y B′ son dos pseudo-funtores
F : B → B′ y G : B′ → B tal que existen transformaciones pseudo-
naturales σ : F ◦ G → IB′ y σ′ : G ◦ F → IB. En este caso se dice que
las bicategoŕıas B y B′ son equivalentes.

Una modificación entre dos transformaciones pseudo-naturales Γ :
σ → σ̃ consiste de 2-celdas ΓA : σA → σ̃A tal que para toda 1-celda
V ∈ B(A,B) se satisface

(ΓA◦id)σV = σ̃V (id◦σ̃B).

Observación 1.7. Dadas dos bicategoŕıas B,B′, podemos defi-
nir la 2-categoŕıa Pseudo(B,B′) donde las 0-celdas son los pseudo-
funtores, las 1-celdas las transformaciones pseudo-naturales y las 2-
celdas las modificaciones.

Más expĺıcitamente, si B = M′(D),B′ = M′(C), las bicategoŕıas
definidas en el Ejemplo 1.1(4), y Φ,Ψ : M′(D) →M′(C) son pseudo-
funtores , entonces las 1-celdas son pares (b, β) donde si f : M → N
en M′(D) , entonces

bM : Φ(M)→ Ψ(M), βf : Φ(f) ◦ bN → bM ◦Ψ(f),

son morfismos e isomorfismos naturales de C-módulos, respectivamen-
te. Las 2-celdas entre (b, β) y (a, α) están dadas por γM : bM → aM
transformación natural de C-módulos.

Se volverá en este ejemplo más adelante, en la Sección 4.

2. Bicategoŕıas provenientes de categoŕıas monoidales

Los resultados de este caṕıtulo provienen de los trabajos [FMM],
[MM]. En más sean C,D categoŕıas monoidales, recordar la bicategoŕıa
C con un solo objeto, definida en el Ejemplo 1.1. En esta sección se
analizará toda la estructura de tal bicategoŕıa, daremos expĺıcitamente
los pseudo-funtores y transformaciones pseudo-naturales. Por un lado
resulta un ejemplo práctico y fácil para entender este nuevo concepto;
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y por otro lado da lugar a resultados muy interesantes en la teoŕıa de
módulos sobre categoŕıas, como por ejemplo el Teorema 2.4.

El primer paso es analizar los pseudo-funtores (F, f) : C → D,
obteniendo que no es más que un funtor monoidal entre las categoŕıas
monoidales C y D:

Proposición 2.1. Sean C y D categoŕıas monoidales. Existe una
correspondencia biyectiva entre pseudo-funtores de C en D, y funtores
monoidales de C en D.

Demostración. Sea (F, f) : C → D un pseudo-funtor. Tomando
F = F00, f = f000 y X, Y, Z ∈ C , entonces

(fY,Z⊗id)fX,Y⊗ZF (aX,Y,Z) = (f000
Y,Z⊗id)f000

X,Y⊗ZF00(α0000
X,Y,Z)

= α0000
F00(X),F00(Y ),F00(Z)(id⊗f000

X,Y )f000
X⊗Y,Z

= aF (X),F (Y ),F (Z)(id⊗fX,Y )fX⊗Y,Z ;

usando la Ecuación (32) en el segundo igual; por tanto (F, f) : C → D
es un funtor monoidal. Rećıprocamente, dado el funtor monoidal (F, f)
definir F : C → D v́ıa F(0) = 0, F00 = F y f000 = f ; y (F, f) resulta un
pseudo-funtor. �

En más, asumir que C,D son categoŕıas tensoriales estrictas. Sean
(F, ξ), (G, ζ) : C → D funtores monoidales, una transformación pseudo-
natural (entre las bicategoŕıas C y D) entre estos funtores es un par
(η0, η) : (F, ξ)→ (G, ζ) donde η0 ∈ D es un objeto y para todo X ∈ C
transformaciones naturales

ηX : F (X)⊗η0 → η0⊗G(X),

tales que η1 = idη0 y para todo X, Y ∈ C
(33) (idη0⊗ζX,Y )ηX⊗Y = (ηX⊗idG(Y ))(idF (X)⊗ηY )(ξX,Y⊗idη0).

Dadas dos transformaciones pseudo-naturales

(F, ξ)
(η0,η)−−−→ (G, ζ)

(σ0,σ)−−−→ (H,χ)

su composición está dada por

(34) (η0⊗σ0, (idη0⊗σ)(η⊗idσ0)) : (F, ξ)→ (H,χ),

y su producto tensorial esta dado por

(35) (F (σ0)⊗η0, (idF (σ0)⊗ηH(−))(ξ
−1
σ0,H(−)⊗idη0)(F (σ)ξG(−),σ0⊗idη0)).

Un par (η0, η) es un isomorfismo pseudo-natural si existe otra trans-
formación pseudo-natural (σ0, σ) tal que

(η0, η)(σ, σ0) = (1D, idF ), (σ0, σ)(η0, η) = (1D, idG).
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Consecuentemente, el objeto η0 es invertible en D, esto es, existe un
objeto η0 ∈ D tal que η0⊗η0 = 1D = η0⊗η0.

Si (η0, η), (σ0, σ) son transformaciones pseudo-naturales, una modi-
ficación γ : (η0, η) ⇒ (σ0, σ) es un morfismo γ ∈ HomC(η0, σ0) tal que
para todo V ∈ C
(36) (γ⊗idG(V ))ηV = σV (idF (V )⊗γ).

γ es una modificación invertible si existe otra modificación γ tal que
γ ◦ γ = idη0 y γ ◦ γ = idσ0 .

Queremos saber si existe alguna correspondencia entre transforma-
ciones naturales monoidales y transformaciones pseudo-naturales.

Proposición 2.2. [FMM, Lema 3.1] 1) Toda transformación na-
tural monoidal es una transformación pseudo-natural.

2) Si (D, c) es una categoŕıa monoidal trenzada estricta, existe una
correspondencia biyectiva entre isomorfismos naturales monoidales e
isomorfismos pseudo-naturales.

Demostración. 1) Sea τ : (F, f) → (G, g) una transformación
natural monoidal, donde F,G : C → D son funtores monoidales. En-
tonces (1D, τ) : (F, f) → (G, g) es una transformación pseudo-natural
ya que τ1C = id1D (la categoŕıa es estricta) y para todo S, T ∈ C
(id1D⊗g)τST = g◦τST = (τS⊗τT )f = (τS⊗idF (T ))(idF (S)⊗τT )(f⊗id1D).

2) Rećıprocamente, si (σ0, σ) : (F, f) → (G, g) es un isomorfismo
pseudo-natural, definir µ : (F, f) → (G, g) como la composición para
todo X ∈ C

F (X)
=−→ F (X)⊗σ0⊗σ0

σX⊗id−−−−−→ σ0⊗G(X)⊗σ0
cσ0,G(X)⊗id
−−−−−−−−−→ G(X)⊗σ0⊗σ0

=−→ G(X).

Aqúı σ0 es el objeto inverso de σ0. Se tiene que µ es una transformación
natural. Veamos que es monoidal: (omitiendo algunos ⊗ en C)
gX,Y µ(XY ) =

(
(gX,Y⊗idσ0)(cσ0,G(XY )◦σXY )⊗idσ0

)
(idF (XY )⊗σ0⊗σ0)

=
(
(idG(X)⊗cσ0,G(Y ))(cσ0,G(X)⊗idG(Y ))(idσ0⊗X,Y )σXY⊗idσ0

)
◦

(idF (XY )⊗σ0⊗σ0)

=
(
(idG(X)⊗idσ0⊗σ0⊗cσ0,G(Y ))(cσ0,G(X)⊗idσ0⊗σ0⊗idG(Y ))(σX⊗idσ0⊗σ0

⊗idG(Y ))(idF (X)⊗σ0⊗σ0⊗σY )(ξX,Y⊗idσ0)⊗idσ0

)
(idF (XY )⊗σ0⊗σ0)

=
((

(cη0,G(X)⊗ηX)⊗idη0
)

(idF (X)⊗η0⊗η0)⊗((cη0,G(Y )◦ηY )⊗idη0)

(idF (Y )⊗η0⊗η0)
)
fX,Y

= (µ(X)⊗µ(Y ))fX,Y ,
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para todo X, Y ∈ C. La segunda igualdad se cumple por la naturalidad
de la trenza y la tercera es debido a la Ecuación (33) y ya que η0⊗η0 =
1. �

Observación 2.3. En la anterior Proposición la categoŕıa D no
necesariamente debe ser trenzada. Observar que es suficiente que el
objeto σ0 esté equipado con una familia de isomorfismos naturales
cη0,X : η0⊗X → X⊗η0 que satisfacen para todo X, Y ∈ D

cη0,X⊗Y = (X⊗cη0,Y )(cη0,X⊗Y ).

2.1. Transformaciones pseudo-naturales para Comod(H).
Sean C = D = Comod(H) la categoŕıa de corepresentaciones de H un
álgebra de Hopf. Por la Proposición 1.7, todo funtor tensorial es de la
forma FA (funtor introducido en la Definición 1.5del Caṕıtulo 5) para
algún objeto (H,H)-biGalois.

La existencia de una transformación pseudo-natural entre FA y FB
si A,B son objetos biGalois, por [G, Lema 6.1], implica que como
Comod(H)-bimódulos son equivalentes

Comod(H)FA ' Comod(H)FB ,

donde el módulo Comod(H)FB fue introducido en el Ejemplo 1.6. Luego
una transformación pseudo-natural inmediatamente nos proporciona
una equivalencia de bimódulos, permitiéndonos acercarnos cada vez
más a la clasificación de tales objetos.

Sean H,L álgebras de Hopf, en [S1, Corolario 5.7] prueban que
A ' B como (H,L)-bicomódulos álgebras si y sólo śı existe un isomor-
fismo natural monoidal entre los funtores tensoriales FA → FB. La rela-
ción de equivalencia sobre los objetos biGalois dada por el isomorfismo
de comódulos álgebras da lugar a una relación sobre los endofuntores
monoidales de Comod(H), la cual no es otra que ser isomorfos monoi-
dal y naturalmente. Luego la nueva relación de equivalencia, denotada
por ∼, da lugar a una nueva relación, que no es otra que ser isomor-
fos pseudo-naturalmente. Es decir obtenemos las clases de isomorfis-
mos pseudo-naturales sobre el conjunto de endofuntores monoidales de
Comod(H). Este hecho es demostrado en el siguiente Teorema.

El conocimiento de estas clases permitirá describir las extensiones
de categoŕıas que se expondrán más adelante.

Teorema 2.4. [FMM, Teorema 4.5] Sean A,B objetos (H,H)-
biGalois. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. A ∼ B;
2. existe una equivalencia Comod(H)FA ' Comod(H)FB de cate-

goŕıas de Comod(H)-bimódulos;
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3. existe una equivalencia AM ' BM de categoŕıas de Rep(H)-
bimódulos;

4. existe un isomorfismo pseudo-natural (η, η0) : FA → FB.

Demostración. La equivalencia entre (2) y (4) está dada en [G,
Lema 6.1]. La equivalencia entre (2) y (3) se sigue de [FMM, Propo-
sición 4.2]. Veamos que (1) es equivalente a (4).

Asumir que existe un elemento tipo-grupo g ∈ G(H) y un isomor-
fismo de bicomódulos álgebras f : Ag → B. Definir η0 := kg y para
todo X ∈ Comod(H)

ηX : FA(X)⊗kη0 → η0⊗kFB(X), ηX(a⊗x⊗1) = 1⊗f(a)⊗x,

para todo a⊗x ∈ FA(X). Como f es un morfismo de H-comódulos a
derecha la aplicación ηX está bien definida. Sean X, Y ∈ Comod(H),
a⊗x ∈ FA(X), b⊗y ∈ FA(Y ), entonces

(idη0⊗k(ξBX,Y )−1)(ηX⊗kid)(id⊗kηY )(a⊗x⊗b⊗y⊗1) = 1⊗f(a)f(b)⊗x⊗y
= 1⊗f(ab)⊗x⊗y
= ηX⊗kY ((ξAX,Y )−1⊗kidη0)(a⊗x⊗b⊗y⊗1).

Aśı (33) se cumple y (η, η0) es una transformación pseudo-natural.

Ahora, asumamos que existe un isomorfismo pseudo-natural (η, η0) :
FA → FB. Como η0 ∈ Comod(H) es un objeto invertible tiene dimen-
sión uno. Por tanto, existe un elemento tipo-grupo g ∈ G(H) tal que
la coacción η0 → H⊗kη0 está dada por 1 7→ g⊗1. Definir f : A → B
como la composición

A
ι−→ A⊗kη0

ρ⊗kid−−−→ A�HH⊗kη0
ηH−→ η0⊗kB�HH

id⊗kε−−−→ η0⊗kB
π−→ B.

Debemos ver que f es un morfismo de H-bicomódulos y de álgebras.

Afirmación 2.4.1. f : A→ B es un morfismo de álgebras.

Demostración de la Afirmación. Es suficiente probar que ηH es un mor-
fismo de álgebras. Observar que A�HH es una subálgebra de A⊗kH
y la estructura de álgebra sobre A�HH⊗kη0 es la del álgebra del pro-
ducto tensorial. Denotar por

m1 : FA(H)⊗kη0⊗kFA(H)⊗kη0 → FA(H)⊗kη0,

m2 : η0⊗kFB(H)⊗kη0⊗kFB(H)→ η0⊗kFB(H),
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las estructuras de álgebra. Definir los isomorfismos

γ0 : η0⊗kFB(H)⊗kFB(H)→ η0⊗kFB(H)⊗kη0⊗kFB(H)

γ0(1⊗a⊗b) = 1⊗a⊗1⊗b,
γ1 : FA(H)⊗kFA(H)⊗kη0 → FA(H)⊗kη0⊗kFA(H)⊗kη0

γ1(x⊗y⊗1) = x⊗1⊗y⊗1,

γ2 : FA(H)⊗kη0⊗FB(H)→ FA(H)⊗kη0⊗kη0⊗kFB(H)

γ2(x⊗1⊗b) = x⊗1⊗1⊗b,

para todo a, b ∈ FB(H), x, y ∈ FA(H). No es dif́ıcil probar que

(37) (idFA(H)⊗kidη0⊗kηH)γ1 = γ2(idFA(H)⊗kηH),

(38) (ηH⊗kidη0⊗kidFB(H))γ2 = γ0(ηH⊗kidFB(H)).

Denotar por m : H⊗kH → H el producto de H. Como m es un
morfismo en Comod(H), la naturalidad de η implica que

(idη0⊗kFB(m))ηH⊗kH = ηH(FA(m)⊗kidη0).
Las siguientes igualdades son fácilmente verificables:
(39)
FA(m)⊗kidη0 = m1γ1(ξAH,H⊗kidη0), idη0⊗kFB(m) = m2γ0(idη0⊗kξBH,H).

Como η es pseudo-natural, entonces

(ηH⊗kidFB(H))(idFA(H)⊗kηH)(ξAH,H⊗kidη0) = (idη0⊗kξBH,H)ηH⊗kH .

(40)

Denotar por φ = γ1(ξAH,H⊗kidη0) este isomorfismo. Tenemos que

(ηH⊗kηH)φ = (ηH⊗kidη0⊗kFB(H))(idFA(H)⊗kη0⊗kηH)γ1(ξAH,H⊗kidη0)
= (ηH⊗kidη0⊗kFB(H))(γ2(idFA(H)⊗kηH))(ξAH,H⊗kidη0)
= γ0(ηH⊗kidFB(H))(idF (H)⊗kηH)(ξAH,H⊗kidη0)
= γ0(idη0⊗kξBH,H)ηH⊗kH .

La segunda igualdad se sigue de (37), la tercera igualdad de (38) y la
última igualdad sigue de (40). Ahora, tenemos que

ηHm1φ = ηH(FA(m)⊗kidη0) = (idη0⊗kFB(m))ηH⊗kH

= m2γ0(idη0⊗kξBH,H)ηH⊗kH = m2(ηH⊗kηH)φ.

La primera y tercera igualdad se sigue de (39). Por tanto ηHm1 =
m2(ηH⊗kηH) y ηH es un morfismo de álgebras. Que ηH(1⊗1⊗1) =
1⊗1⊗1 se sigue de la naturalidad de η (ya que A�Hk = k, esto es
ηk = idk). �
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Dado un espacio vectorial V , denotar por V t al mismo espacio vec-
torial V con la H-coacción trivial a izquierda: λt : V t → H⊗kV t,
λt(v) = 1⊗v para v ∈ V . Entonces A�HV t = V t y η es aditiva, ya que
para todo espacio vectorial V tenemos que ηV t = idV .

Afirmación 2.4.2. f : A→ B es un morfismo de H-comódulos a
derecha.

Demostración de la Afirmación. Los espaciosA�HH⊗kη0 y η0⊗kB�HH
tienen una estructura de H-comódulo a derecha como sigue:

ρ1 : A�HH⊗kη0 → A�HH⊗kη0⊗kH, ρ2 : η0⊗kB�HH → η0⊗kB�HH⊗kH,
ρ1(a⊗h⊗1) = a⊗h(1)⊗1⊗h(2), ρ2(1⊗b⊗h) = 1⊗b⊗h(1)⊗h(2),

si a⊗h ∈ A�HH, b⊗h ∈ B�HH. Con estas estructuras, los morfismos
ι, ρ⊗kid, id⊗kε y π son morfismos de comódulos. Por tanto, es suficiente
probar que ηH es un morfismo de H-comódulos a derecha. Primero
notar que

ρ1 = (id⊗kηHt)(ξAH,Ht⊗kidη0)(id⊗k∆⊗kid),

ρ2 = (idη0⊗kξBH,Ht)(id⊗kid⊗k∆).

Tenemos

(ηH⊗kidH)ρ1 = (ηH⊗kidH)(id⊗kηHt)(ξAH,Ht⊗kidη0)(id⊗k∆⊗kid)

= (idη0⊗kξBH,Ht)ηH⊗kHt(id⊗k∆⊗kid)

= (idη0⊗kξBH,Ht)(id⊗kid⊗k∆)ηH = ρ2ηH .

La segunda igualdad se sigue de (33), y la tercera se sigue de la natu-
ralidad de η ya que ∆ : H → H⊗kH t es un morfismo de H-comódulos
a izquierda. �

Afirmación 2.4.3. f : Ag → B es un morfismo de H-comódulos
a izquierda.

Demostración de la Afirmación. Si λ : C → H⊗kC e un H-comódulo
a izquierda y g ∈ G(H), definir el H-comódulo a izquierda C(g) y (g)C
como sigue: Como espacio vectorial C(g) = (g)C = C, las estructuras
de comódulo a izquierda λ(g) : C(g) → H⊗kC(g), (g)λ : (g)C → H⊗k(g)C
son definidas por

λ(g)(c) = c(−1)g⊗c(0),
(g)λ(c) = gc(−1)⊗c(0), c ∈ C.

Notar que f : Ag → B es un morfismo de H-comódulos a izquierda si
y sólo śı f : A(g) → (g)B es un morfismo de H-comódulos a izquierda.
Es suficiente observar que ι : A(g) → A⊗kη0 y π : η0⊗kB → (g)B son
morfismos de comódulos. �

�
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Por último, las modificaciones invertibles vienen dadas por escalares
no nulos.

Corolario 2.5. Las modificaciones invertibles γ : σ → τ provie-
nen de escalares no nulos y si existen las transformaciones pseudo-
naturales resultan iguales, esto es σ = τ .

Demostración. Sea γ : (η0, η)→ (η′0, η
′) una modificación inver-

tible. Por lo anterior las transformaciones pseudo-naturales son de la
forma (kg, η) para algún g ∈ G(H). Luego si g, h ∈ G(H), entonces
γ : kg → kh ∈HM y como ambos son espacios vectoriales de dimensión
uno, se tiene que γ ∈ k×.

Esto implica que δkhγ(1) = (id⊗kγ)δkg(1), ya que γ es una modifi-
cación, es decir g⊗γ = h⊗γ y g = h.

Aśı la modificación satisface γ : (kg, η) → (kg, η′) y γηV = η′V γ
viendo a γ ∈ k× por tanto ηV = η′V , es decir las transformaciones
pseudo-naturales resultan iguales. �

3. Bicategoŕıas provenientes de categoŕıas módulos

Otro ejemplo de bicategoŕıa proviene de considerar una categoŕıa
módulo. Sean (C,⊗C,1, aC, lC, rC) una categoŕıa monoidal y una ca-
tegoŕıa (M,mM, lM, rM) C-módulo a izquierda con acción dada por

⊗ : C⊗M→M. Si V ∈ obj(M), considerar el isomorfismo ι : V⊗1
'−→

1⊗V . Consideremos la siguiente bicategoŕıa M:

• obj(M) = {0, 1}.
• M(0, 1) = M, M(1, 0) = ∅ la categoŕıa vaćıa, M(0, 0) = C

y M(1, 1) = 1 la categoŕıa con un único elemento (un único
morfismo), llamada categoŕıa terminal.

• Para cada tripla A,B,C ∈ obj(M), el bifuntor

◦ABC =


⊗C A = B = C = 0,

⊗ A = B = 0, C = 1,

Id A = 0, B = C = 1 ó A = B = C = 1.
En el resto de casos no está definido.

• I1 = 1 ∈ 1 y I0 = 1C.

• Para cada cuádrupla A,B,C,D ∈ obj(M), el isomorfismo na-
tural

αABCD =


aC A = B = C = D = 0,

mM A = B = C = 0, D = 1,

id (A,B,C,D) ∈ {(0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1)}.
En el resto de casos no está definido.
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Como antes, se busca saber cómo son los pseudo-funtores entre estas
bicategoŕıas.

Proposición 3.1. Existe una correspondencia biyectiva entre fun-
tores de C-módulos de M→N , y pseudo-funtores de M en N .

Demostración. Sea (F, f) : M → N un funtor de C-módulos,
definir el siguiente pseudo-funtor (F, f) :M→N :

• F(0) = 0 y F(1) = 1.
• Para cada dupla A,B ∈ obj(M), el funtor

FAB =

{
F A = 0, B = 1,

Id en otro caso.

• Para cada tripla A,B,C ∈ obj(M), el isomorfismo natural

fABC =

{
f A = B = 0, C = 1,

id en otro caso.

Rećıprocamente ,sea (Ψ, ψ) : M → N un pseudo-funtor. Asumir
que Ψ(0) = 0 y Ψ(1) = 1. Sea Φ = Ψ01; luego, por definición es un
funtor de categoŕıas. Para (X × M) ∈ M × C necesitamos φXM :

Φ(X⊗M)
'−→ X⊗Φ(M).

Sabemos que ψIA,S = Ψ(S) si S ∈M(A,B). Si A = B = 0, tenemos
que ψI0,S = id(S); luego, Ψ00(S) = S. Aśı

ψ000
XM : Ψ01(X ·M)−→'Ψ00(X)◦Ψ00(M) = X◦Ψ00(M),

esto implica que si φXM = ψ000
XM , entonces (Φ, φ) = (Ψ01, ψ

000) es un
funtor de C-módulos. �

Ahora, analizaremos las transformaciones pseudo-naturales entre
estas bicategoŕıas. Sea σ : (F, f) → (G, g) transformación pseudo-
natural con F,G :M→N funtores de C-módulos. Luego

• Se tiene σ0 ∈ C fijo y σ1 = 1 ∈ 1,
• Si A = B = 0 y V ∈ C , entonces σV : V⊗Cσ0 → σ0⊗CV,
• Si A = 0, B = 1 y X ∈M , entonces σX : (F (X) = F (X)◦1)→
σ0 ·G(X),

Por tanto una transformación pseudo-natural es un tripla (σ0, σ, σ)
donde σ0 ∈ C, {σV : V⊗Cσ0 → σ0⊗CV |V ∈ C} y {σM : F (M) →
σ0⊗G(M)|M ∈ M} familias de transformaciones naturales que satis-
facen para S, T ∈ C,M ∈M

(σS⊗T ) = (σS⊗idT )(idS⊗σT ),

(idσ0⊗gS,T )σS·M = (σS⊗idG(M))(idS⊗σM)fS,M .
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Corolario 3.2. Toda transformación natural da lugar a una trans-
formación pseudo-natural

Demostración. Sea λ : F → H una transformación natural con
F,H funtores de C-módulos deM en N . Tomar σ0 = 1 ∈ C, σV = idV
y σ = λ. Luego la transformación pseudo-natural Λ : F → H es

• Λ0 = 1C y Λ1 = 1 ∈ 1.
• Para cada dupla A,B ∈ obj(M) y cada 1-celda V ∈ M(A,B)

un isomorfismo natural ΛV que satisface ΛV = ι si A = B = 0
y ΛV = λ si A = 0, B = 1.

�

4. Bicategoŕıas provenientes de pseudo-funtores

Como en categoŕıas, es posible construir la categoŕıa de funtores o
endofuntores, acá en bicategoŕıas es tambien posible realizar esto. In-
troducimos estas nuevas bicategoŕıas con la intención de ambientar [N,
Corolario 4.12], donde someramente se afirma que se puede reconstruir
una categoŕıa monoidal conociendo su bicategoŕıa de representaciones
y cierto pseudo-funtor.

También es posible, con este lenguaje, decir cuándo dos categoŕıas
son Morita equivalentes.

Sean B y B′ dos bicategoŕıas, definimos la bicategoŕıa de pseudo-
funtores D = dB,B′e donde las 0-celdas son pseudo-funtores de B en
B′, las 1-celdas son transformaciones pseudo-naturales y las 2-celdas
son modificaciones invertibles (Recordar la bicategoŕıa definida en la
Observación 1.7 donde las 2-celdas son modificaciones no necesaria-
mente invertibles).

Más precisamente si F,G,H son pseudo-funtores

• La categoŕıa D(F,G) de equivalencias pseudo-naturales está de-
finida aśı:

Sean τ, σ, χ transformaciones pseudo-naturales, definir la
composición de los objetos v́ıa • : Hom(τ, σ) × Hom(σ, χ) →
Hom(τ, χ) tal que (Γ • Γ′)A = Γ′AΓA la composición y satisface

χV (id◦(Γ • Γ′)B) = χV (id◦Γ′B)(id◦ΓB)

= (Γ′A◦id)(ΓA◦id)τV

= ((Γ • Γ′)A◦id)τV ,

por tanto es una modificación invertible. Además si τ es una
transformación pseudo-natural (1τ )A := idτA .
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• Definir ◦FGH : D(F,G)×D(G,H)→ D(F,H) el bifuntor

(σ◦τ)V = ασB ,τB ,H(V )(id◦τV )α−1
σB ,G(V ),τA

(σV ◦id)αF (V ),σA,τA

en 1-celdas y en las 2-celdas v́ıa (Γ◦Γ′)A = ΓA◦Γ′A la 2-celda en
D. No es dif́ıcil comprobar que es una modificación.
• Para cada 0-celda F definir una 1-celda IF := IdF ∈ D(F, F ).
• Finalmente α viene dado por αB′ y satisface los axiomas ya que
αB′ los s satisface.

Si consideramos las 1-celdas equivalencias pseudo-naturales, obtenemos
también una bicategoŕıa, la cual se denotará [B,B′].

Definición 4.1. Si B es una bicategoŕıa, definir Bieq(B) = [B,B].
Si B = C es la bicategoŕıa definida a partir de una categoŕıa monoi-
dal C (Ver Sección 2), denotar Bieq(C)=Bieq(C), entonces en Bieq(C)
tenemos

• Las 0-celdas son endofuntores monoidales.
• Las 1-celdas son duplas (σ0, σ) : (F, f)→ (G, g) si (F, f), (G, g)

endofuntores monoidales, donde σ0 ∈ C y un isomorfismo natu-
ral σV : F (V )⊗σ0 → σ0⊗G(V ) tal que σ1 = id y (g⊗id)σS⊗T =
(σS⊗σT )(id⊗f).
• Las 2-celdas son morfismos invertibles Γ0 : σ0 → σ̃0 en C tal

que (Γ0⊗id)σV = σ̃V (id⊗Γ0).

Sobre Bieq(C) podemos definir el pseudo-funtor ⊗ : Bieq(C) ×
Bieq(C)→ Bieq(C) dado por

*) En las 0-celdas es la composición de funtores monoidales;

*) Sean (θ0, θ) : H → H ′, (θ′0, θ
′) : K → K ′ 1-celdas, si (H, h),

(H ′, h′), (K, k), (K ′, k′) son endofuntores monoidales; definir el pseudo-
funtor en las 1-celdas v́ıa

(θ′⊗θ)0 = K(θ0)⊗θ′0,(41)

(θ′⊗θ)V = (id⊗θ′H′(V ))(kθ0,H′(V )K(θV )k−1
H(V ),θ0

⊗id), V ∈ C,(42)

asumiendo que C es estricta. En el caso que C no sea estricta, obtenemos

(θ′⊗θ)V = aK(θ),θ′,K′H′(V )(id⊗θ′H′(V ))a
−1
K(θ),KH′(V ),θ′◦

(kθ0,H′(V )K(θV )k−1
H(V ),θ0

⊗id)aKH(V ),K(θ),θ′ .

*) En las 2-celdas Γ0⊗Γ′0 = K(Γ′0)⊗Γ0.

Observación 4.2. 1) Bieq(C)(Id, Id) es una categoŕıa monoidal
donde los objetos son las tranformaciones pseudo-naturales del funtor
Id en śı mismo, y las flechas las modificaciones invertibles entre estas. El
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producto tensorial se define aśı (σ0, σ)⊗(τ0, τ) := (σ0⊗τ0, (id⊗τ)(σ⊗id))
con unidad (1, id).

2) De igual modo Pseudo(C, C)(Id, Id) := C̃ es una categoŕıa mo-
noidal donde los objetos son las tranformaciones pseudo-naturales del
funtor Id en śı mismo, y las flechas las modificaciones entre estas.

Usando teoŕıa de bicategoŕıas es posible reconstruir el centro de una
categoŕıa monoidal.

Proposición 4.3. Sea C una categoŕıa monoidal, entonces C̃ '
Z(C) como categoŕıas monoidales.

Demostración. Por definición Obj(C̃) = {(σ0, σ)} donde σ0 ∈ C
y σ es una transformación natural tal que σV : V⊗σ0 → σ0⊗V y
σV⊗T = (σV⊗id)(id⊗σT ).

Sea F : C̃ → Z(C) donde F (σ0, σ) = (σ0, c−,σ0) y c−,σ0 se define
como σ; y F (Γ0) = Γ0 el funtor identidad el cual es una equivalencia
de categoŕıas.

El producto de C̃ está dado por

(τ0, τ)⊗(σ0, σ) = (σ0⊗τ0, (id⊗τ)(σ⊗id)).

Sea ξσ,σ′ : (σ′0⊗σ0, (id⊗σ)(σ′⊗id)) → (σ0⊗σ′0, (id⊗σ′)(σ⊗id)) en Z(C)
la trenza de dicha categoŕıa, luego (F, ξ) define una equivalencia de
categoŕıas monoidales. �

Más aún la subcategoŕıa del Z(C) en la que se consideran morfismos
invertibles resulta isomorfa a Bieq(C)(Id, Id).

Usando la teoŕıa de bicategoŕıas, podemos reconstruir una categoŕıa
monoidal C a partir de sus representaciones y cierto pseudo-funtor.
Recordar la bicategoŕıa M′(C) dada en el Ejemplo 1.1(4).

Considerar el pseudo-funtor de olvido dado por w : M′(C) →
M′(vectk) donde vectk es la categoŕıa de k-espacios vectoriales de di-
mensión finita, el cual env́ıa C-módulos, funtores y transformaciones de
C-módulos en sus respectivas categoŕıa aditiva, funtor o transformación
subyacente.

Ahora, recordar la bicategoŕıa Pseudo(M′(C),M′(vectk)) defini-
da en la Observación 1.7. Por la Observación 1.2, PsNat(w,w) :=
Pseudo(M′(C),M′(vect))(w,w) tiene una estructura de categoŕıa mo-
noidal.
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Proposición 4.4. [N, Corolario 4.12] Sea C una categoŕıa monoi-
dal. Existe una equivalencia de categoŕıas monoidales C ' PsNat(w,w).

�

Este resultado muestra cómo las categoŕıas módulos son un inva-
riante muy fuerte de las categoŕıas monoidales. Con este mismo len-
guaje de bicategoŕıas es posible saber cuándo dos categoŕıas tensoriales
son Morita equivalentes.

Teorema 4.5. [FMM, Teorema 3.4] Dos categoŕıas finitas tenso-
riales C y D son Morita equivalentes si y sólo śı existe una equivalencia
pseudo-natural (H, h) : DMod→ CMod.

Acá DMod es la bicategoŕıa definida en el Ejemplo 1.1(3).

Demostración. Sea (H, h) : DMod → CMod una equivalencia
pseudo-natural. Si N ,L son 0-celdas en DMod (es decir D-módulos)
tenemos la siguiente equivalencia funtorial

HN ,L : FunD(N ,L)→ FunC(H(N ),H(L))

dotada de una estructura monoidal h para la composición de 1-celdas.
Sean N ,L,P ∈ DMod, F : N → L y G : L → P dos 1-celdas.

Existe un isomorfismo natural

(43) hN ,L,P : HN ,P(F◦G)→ HN ,L(F)◦HL,P(G),

(usualmente escribimos estas composiciones con el orden invertido entre
F y G). Entonces

EndC(H(D)) = FunC(H(D),H(D)) ' FunD(D,D) ' D
como categoŕıas monoidales, por tanto C y D son Morita equivalentes.

Por otro lado, śı C y D son Morita equivalentes, por el Lema 2.6,
existe un (C,D)-bimódulo invertible M el cual da lugar a la siguiente
equivalencia pseudo-natural (H, h) : DMod→ CMod,

• Sobre 0-celdas se define H =M�D− : DMod→ CMod, esto es
H(N ) =M�DN śı N ∈ DMod.
• Si N ,L son 0-celdas, definir el funtor

HN ,L : FunD(N ,L)→ FunC(H(N ),H(L))

por HN ,L = M�D−, e.d. śı F : N → L es un funtor de D-
módulos tenemos

HN ,L(F) =M�DF :M�DN →M�DL,
donde śı M ∈M, N ∈ N , entonces

(M�DF)(M�DN) = M�DF(N).
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Además śı F es un funtor de D-módulos a izquierda , en-
tonces M�DF es un funtor de C-módulos a izquierda con el
isomorfismo canónico

c̃Y,M�DN : (M�DF)(Y⊗(M�DN))→Y⊗(M�DF)(M�DN)

= Y⊗(M�DF(N))

śı Y ∈ C y M ∈ M, N ∈ N . El objeto de salida de c̃Y,M�DN es
isomorfo a (Y⊗M)�DF(N) [FMM, Observación 3.3], el cual
es isomorfo al objeto de llegada.

• Si F,G : N → L son 1-celdas y α : F → G es una 2-celda,
definir HN ,L(α) =M�Dα :M�DF→M�DG por:

Observar que todo objeto en CMod es isomorfo a M�DL
para algún L ∈ DMod, ya que H es una biyección.

Entonces es suficiente definir

(M�Dα)(M�DN) = M�Dα(N) : M�DF(N)→M�DG(N).

Se sigue de [FMM, Observación 3.3], que la transformación
natural M�Dα satisface la condición de compatibilidad

(Y⊗(M�Dα)(M�DN))c̃Y,M�DN = d̃Y,M�DN(M�Dα)(Y⊗(M�DN)),

y también del hecho de que c̃Y,M�DN y d̃Y,M�DN son isomorfis-
mos canónicos.

Observar que la estructura monoidal h para la composición de 1-
celdas (43) en este caso es un isomorfismo de

M�D(F◦G)→ (M�DF)◦(M�DG).

Pero estos dos funtores son iguales, aśı podemos tomar hN ,L,P la iden-
tidad para N ,L,P ∈ DMod. Como M es invertible, el pseudo-funtor
(H, h) es una equivalencia. �





Caṕıtulo 8

Γ-extensiones para Comod(H)

Sea Γ un grupo finito. Un método para construir categoŕıas ten-
soriales son las Γ-extensiones, estudiadas en [ENO]. Su clasificación
depende fuertemente de la determinación del grupo de Brauer-Picard
de la categoŕıa inicial. Pero aún para ejemplos simples, este grupo es
dif́ıcil de calcular. Esto hace que la determinación expĺıcita de la Γ-
extensión sea un problema complicado. Por tal razón, se considera una
subfamilia de las Γ-extensiones, llamados productos Γ-cruzados.

La construcción de estos productos Γ-cruzados, se realiza mediante
ciertos datos, llamados acciones coherentes externas. Las cuales en el
caso Comod(H) son fácilmente descriptibles.

En [G] clasifican todos los productos Γ-cruzados de categoŕıas ten-
soriales en lenguaje de bicategoŕıas. Dicha clasificación es descrita en
este caṕıtulo, traducida en lenguaje de categoŕıas. Finalmente, usando
herramientas de bicategoŕıas se describe una familia de Γ-extensiones
de la categoŕıa de corepresentaciones del álgebra de super-grupo, la
cual es un álgebra de Hopf no semi-simple. Tal familia resulta finita,
y por un cálculo directo de sus dimensiones de Frobenius-Perron se
concluye que cada una de estas categoŕıas es en efecto la categoŕıa de
representaciones de una quasi-álgebra de Hopf.

1. Producto Γ-cruzado

En más sea C una categoŕıa tensorial estricta finita. La asumimos
estricta para hacer la notación más accesible, pero casi todos los re-
sultados son ciertos sin necesidad de que sea estricta. En esta sección
recopilamos la información del trabajo [G], y la introducimos en len-
guaje de categoŕıas.

Definición 1.1. Un dato ((a∗, ξ
a), (Ua,b, σ

a,b), γabc)a,b,c∈Γ es un sis-
tema cruzado de Γ sobre C śı para X, Y ∈ C y todo a, b, c ∈ Γ

• (a∗, ξ
a) : C → C son autoequivalencias monoidales, con ξaX,Y :

a∗(X⊗Y )→ a∗(X)⊗a∗(Y ) la estructura monoidal;

107
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• objetos Ua,b ∈ C e isomorfismos naturales

σa,bX : a∗b∗(X)⊗Ua,b → Ua,b⊗(ab)∗X;

• isomorfismos γa,b,c : a∗(Ub,c)⊗Ua,bc → Ua,b⊗Uab,c;
tales que
(44)

σa,b1 = idUa,b , 1∗ = IdC, (U1,a, σ
1,a) = (1, ida∗) = (Ua,1, σ

a,1), a∗(1) = 1,

(45) γa,1,b = γ1,a,b = γa,b,1 = idUa,b ,

(46) (idUa,b⊗ξabX,Y )σa,bX⊗Y =

(σa,bX ⊗id(ab)∗(Y ))(ida∗b∗(X)⊗σa,bY )(ξab∗X,b∗Y a∗(ξ
b
X,Y )⊗idUa,b),

(47)

(γa,b,c⊗id(abc)∗(X))(ida∗(Ub,c)⊗σ
a,bc
X )(ξaUb,c,(bc)∗(X) ◦ a∗(σ

b,c
X )⊗idUa,bc) =

= (idUa,b⊗σ
ab,c
X )(σa,bc∗X⊗idUab,c)(ida∗b∗c∗(X)⊗γa,b,c)(ξab∗c∗(X),Ubc

⊗idUa,bc).

Observación 1.2. 1. La condición (46) implica que (Ua,b, σ
a,b) es

un isomorfismo pseudo-natural en la bicategoŕıa C con un solo objeto.
En particular el objeto Ua,b es invertible en C con inverso Ua,b, es decir
Ua,b⊗Ua,b = 1.

2. La condición (47) implica que γa,b,c es una modificación invertible
en la misma bicategoŕıa.

3. La condición (45) se pide ya que la categoŕıa C es estricta.

Definición 1.3. Un sistema cruzado

Σ = ((a∗, ξ
a), (Ua,b, σ

a,b), γa,b,c)a,b,c∈Γ

es una Γ-acción coherente externa sobre C śı para todo a, b, c, d ∈ Γ

(48) (γa,b,c⊗idUabc,d)(ida∗(Ub,c)⊗γa,bc,d)(ξ
a
Ubc,Ubc,d

a∗(γb,c,d)⊗idUa,bcd) =

(idUa,b⊗γab,c,d)(σ
a,b
Ucd
⊗idUab,cd)(ida∗b∗(Ucd)⊗γa,b,cd)(ξab∗(Uc,d),Ub,cd

⊗idUa,bcd).

En este caso, se dice que Γ actúa sobre la categoŕıa.

Si Γ actúa sobre C v́ıa un sistema cruzado Σ, entonces el producto
Γ-cruzado, introducido en [G], asociado a esta acción es C(Σ), donde

C(Σ) = ⊕a∈ΓCa
como categoŕıas Abelianas y Ca = C śı a ∈ Γ. Denotar por [V, a] el
objeto V ∈ Ca. Los morfismos de ⊕a∈Γ[Va, a] a ⊕a∈Γ[Wa, a] están dados
por ⊕a∈Γ[fa, a] donde fa : Va → Wa es un morfismo en C śı a ∈ Γ.
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Es posible dotar de estructura de categoŕıa tensorial a este producto
Γ-cruzado.

Teorema 1.4. [G, Sección 3.3] Sean C una categoŕıa tensorial es-
tricta finita y Γ un grupo finito. Considerar Σ una Γ-acción externa
coherente sobre C, luego C(Σ) es una categoŕıa tensorial con producto
tensorial ⊗ : C(Σ)× C(Σ)→ C(Σ) definido por

[V, a]⊗[W, b] = [V⊗a∗(W )⊗Ua,b, ab] en objetos,(49)

[f, a]⊗[g, b] = [f⊗a∗(g)⊗idUa,b , ab] en morfismos,(50)

śı a, b ∈ Γ, con objeto unidad [1C, 1], y asociatividad dada por

α[V,a][W,b][Z,c] = (idV⊗a∗W⊗σ
a,b
Z ⊗idUab,c)(idV⊗a∗W⊗a∗b∗Z⊗γa,b,c)◦(51)

(idV⊗a∗W⊗ξab∗Z,Ub,c⊗idUa,bc)(idV⊗ξaW,b∗Z⊗Ub,c⊗idUa,bc).

Además l[V,a] = [rV (lV⊗id1), a] = Id y r[V,a] = [rV (rV⊗id1), a] = Id.
Los objetos duales son dados por ([V, 1])∗ = [V ∗, 1] y ([1, a])∗ =

[Ua,a−1 , a−1].

Demostración. Denotar por [V ] := [V, 1] y [a] := [1, a] śı V ∈ C y
a ∈ Γ. Análogamente para las funciones. Si A,B,C,D ∈ C(Σ) denotar
por P (A,B,C,D) la ecuación

(αA,B,C⊗idD)αA,BC,D(idA⊗αB,C,D) = αAB,C,DαA,B,CD.

Entonces

• P ([a][V ][W ][Z]) se satisface ya que (a∗, ξ
a) es un funtor monoi-

dal,
• P ([a][b][W ][Z]) se satisface ya que (Ua,bσ

a,b) es una equivalencia
pseudo-natural (Ecuación (46)),
• P ([a][b][c][Z]) se satisface ya que γa,b,c es una modificación in-

vertible,
• P ([a][b][c][d]) se satisface ya que Γ actúa sobre C,
• el resto de las ecuaciones se satisfacen usando la definición de

la asociatividad α y la Ecuación (45).

Los duales están bien definidos ya que γa,a−1,a : a∗(Ua−1,a) → Ua,a−1 .
Los morfismos de evaluación y coevaluación están dados por

ev[V,1] = [evV , 1],

coev[V,1] = [coevV , 1],

ev[1,a] = [idUa,a−1
⊗((a−1)∗)

−1γ−1
a−1,a,a−1 , 1],

coev[1,a] = [(id⊗(a∗)
−1)ξa

Ua,a−1 ,Ua,a−1
, 1],
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y satisfacen śı X = [V, 1]

rX(idX · evX)α−1
X,X∗,X(coevX · idX)l−1

X = rX(idX · evX)(coevX · idX)l−1
X

= [rV (rV⊗id1) ◦ idV⊗evV⊗id1⊗1 ◦ coevV⊗idV⊗1 ◦ (l−1
V ⊗id1)r−1

V , 1]

= [rV idV r
−1
V , 1] = id[V,1],

lX∗(evX · idX∗)αX∗,X,X∗(idX∗ · coevX)r−1
X = idX∗ .

Las mismas ecuaciones se satisfacen si X = [1, a]. �

Más aún, por la definición de la asociatividad en esta categoŕıa se
tiene que

[ξaV,W , a] = α[a],[V ],[W ], [σa,bV, ab] = α[a],[b],[V ], [γa,b,c, abc] = α[a],[b],[c],

(52)

si a, b, c ∈ Γ, V,W ∈ C.

El siguiente resultado explica cuándo para dos acciones coherentes
externas Σ,Σ′, las categoŕıas tensoriales C(Σ), C(Σ′) son monoidalmen-
te equivalentes.

Teorema 1.5. [G, Teorema 4.1] Sean Σ,Σ′dos Γ-acciones coheren-
tes externas sobre C donde Σ = ((a∗, %

a), (Ua,b, σ
a,b), γa,b,c)a,b,c∈Γ,Σ

′ =
((a′, ζa), (U ′a,b, τ

a,b), γ′a,b,c)a,b,c∈Γ. Una equivalencia monoidal F : C(Σ)→
C(Σ′) viene de un dato ((H, ξ), f, (θa, β

a), χa,b)a,b∈Γ con:

• (H, ξ) : C → C es una equivalencia monoidal;
• f : Γ→ Γ es un isomorfismo de grupos;
• si a ∈ Γ, el par (θa, β

a) : H ◦ a∗ → f(a)′ ◦H es un isomorfismo
pseudo-natural tal que (θ1, β

1) = (1, id);
• χa,b : H(Ua,b)⊗θab → θa⊗f(a)′(θb)⊗U ′f(a),f(b) es un morfismo

invertible en C tal que χa,1 = χ1,a = idθa y

(53) pV (idH(a∗b∗(V ))⊗χa,b) = (χa,b⊗idf(ab)′(H(V )))qV , V ∈ C,

donde

pV = (idθa⊗(idf(a)′(θb)⊗τ
f(a),f(b)
H(V ) )(sV⊗idU ′

f(a),f(b)
))◦

(βab∗(V )⊗idf(a)′(θb)⊗U ′f(a),f(b)),

sV = ζ
f(a)
θb,f(b)′(H(V )) ◦ f(a)′(βb) ◦ (ζ

f(a)
H(b∗(V )),θb

)−1,

qV = (idH(Ua,b)⊗β
ab
V )(ξUa,b,(ab)∗(V ) ◦H(σabV ) ◦ (ξa∗b∗(V ),Uab)

−1⊗idθab).

Observación 1.6. 1) χa,b es una modificación invertible de

(H(Ua,b)⊗θab, q)→ (θa⊗f(a)′(θb)⊗U ′f(a),f(b), p).
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2) En [G] el autor define sistemas cruzados en términos de clases de
equivalencia de funtores monoidales, salvo isomorfismos monoidales, y
clases de equivalencia de isomorfismos pseudo-naturales, bajo modifi-
caciones invertibles. El autor lo realiza de este modo, ya que él prueba
que las clases de equivalencia de productos cruzados que son exten-
siones de una categoŕıa tensorial C por el grupo Γ están clasificadas
por sistemas cruzados. Como nosotros solo estamos interesados en dar
ejemplos, nuestra definición de sistema cruzado es un representante del
sistema cruzado definido en [G].

Demostración. Dado el dato (H, f, (θa, β
a), χa,b), definir el funtor

monoidal (F, φ) : C(Σ)→ C(Σ′) si V,W ∈ C, a, b ∈ Γ como

• F ([V, a]) := [H(V )⊗θa, f(a)],
• F ([t, a]) := [H(t)⊗idθa , f(a)] si t : V → W en C,
• φ[V,a],[W,b] := (idH(V )θa⊗ζ

f(a)
H(W ),θa

⊗idU ′a,b)(idH(V )β
a
W⊗idf(a)′(θa)U ′a,b

)

◦(ξV,a∗(W )⊗τa,b)(ξV⊗a∗(W ),Ua,b⊗idθa,b).

Por un cálculo directo se tiene que F es monoidal ya que H lo es, y que
φ es monoidal ya que ξ lo es y además (θa, β

a) es una transformación
pseudo-natural y χa,b es una modificación. �

Más aún si (F, φ) : C(Σ)→ C(Σ′) es una equivalencia monoidal que
satisface F ([V, g]) = [H(V )⊗θg, f(g)], donde (H, ξ) : C → C es una
equivalencia monoidal con ξV,W = φ[V,1],[W,1], θg ∈ C y f : Γ→ Γ es un
isomorfismo de grupos.

Proposición 1.7. Definir para a, b ∈ Γ, V ∈ C
[θa, f(a)] := F ([1, a]), [βaV , f(a)] := φ[1,a],[V,1], [χa,b, f(ab)] := φ[1,a],[1,b].

Entonces (θa, β
a) y χa,b resultan morfismos pseudo-naturales y modifi-

caciones.

Demostración. Veamos que (θa, β
a) es una transformación pseudo-

natural:

[(idθa⊗ζ
f(a)
HV,HWf(a)′(ξV,W ))βaV⊗W , f(a)]

= α′F [a],F [V ],F [W ](idF [a]φ[V ],[W ])φ[a],[VW ]

= (φ[a],[V ]idF [W ])φ[a][V ],[W ]F (α[a],[V ],[W ])

= (φ[a∗V ],[a]idF [W ])φ[a∗V ][a],[W ]F (α[a∗V ],[a],[W ])

= α′F [a∗V ],F [a],F [W ](idF [a∗V ]⊗φ[a],[W ])φ[a∗V ],[a][W ]

= (idF [a∗V ]⊗φ[a],[W ])φ[a∗V ],[a][W ]

= (φ[a],[V ]idF [W ])(idF [a∗V ]⊗φ[a],[W ])φ[a∗V ],[a][W ]F (α[a∗V ],[a],[W ])

= [(βaV⊗idf(a)′HW )(idHa∗V⊗βaW )(ξa∗V,a∗WH(%V,W )⊗idθa), f(a)].
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El primer igual y el último son por definición; el segundo, el cuarto y el
sexto se deben a que φ es monoidal, el tercero a que [a][V ] = [a∗V ][a]; y
el quinto a que esa asociatividad es trivial, donde α es la asociatividad
de C(Σ) y α′ la de C(Σ′).

Veamos que χa,b es una modificación:

[pV (idHa∗b∗V⊗χa,b), f(ab)]

= [(idθa⊗f(a)′θbτ
f(a),f(b)
HV )(idθaζ

f(a)
θb,f(b)′HV idU ′

f(a),f(b)
)

◦ (idθaf(a)′βbV idU ′
f(a),f(b)

)(idθa(ζ
f(a)
Hb∗V,θb

)−1idU ′
f(a),f(b)

)

◦ (βab∗V⊗idf(a)′θb⊗U ′f(a),f(b))(idHa∗b∗V⊗χa,b), f(ab)]

= α′(F [a])[θb],[f(b)],F [V ]α
′
(F [a]),[θb],[f(b)](F [V ])

◦ (idF [a]φ[b],[V ])(α
′
F [a],F [b∗V ],F [b])

−1

◦ (φ[a][b∗V ]idF [b])(idF [a∗b∗V ]φ[a],[b])

= (α′(F [a]),[θb],[f(b)]idF [V ])α
′
(F [a]),[θb][f(b)],(F [V ])(idF [a]α

′
[θb],[f(b)],F [V ])

◦ (idF [a]φ[b],[V ])(α
′
F [a],F [b∗V ],F [b])

−1(φ[a][b∗V ]idF [b])(idF [a∗b∗V ]φ[a],[b])

= α′(F [a]),[θb][f(b)],(F [V ])(idF [a]φ[b],[V ])

◦ (α′F [a],F [b∗V ],F [b])
−1(φ[a][b∗V ]idF [b])(idF [a∗b∗V ]φ[a],[b])

= (φ[a],[b]idF [V ])φ[a][b],[V ] ◦ F (α[a],[b],[V ]) ◦ (φ[a],[b][V ])
−1

◦ (α′F [a],F [b∗V ],F [b])
−1(φ[a][b∗V ]idF [b])(idF [a∗b∗V ]φ[a],[b])

= (φ[a],[b]idF [V ])(idF [Ua,b]φ[ab],[V ])φ[Ua,b],[ab][V ]F (α[a],[b],[V ])

◦ (φ[a],[b][V ])
−1(α′F [a],F [b∗V ],F [b])

−1(φ[a][b∗V ]idF [b])(idF [a∗b∗V ]φ[a],[b])

= (φ[a],[b]idF [V ])(idF [Ua,b]φ[ab],[V ])φ[Ua,b],[ab][V ]F (α[a],[b],[V ])

◦ F (α[a∗b∗V ],[a],[b])
−1(φ[a∗b∗V,a],[b])

−1(idF [a∗b∗V ]φ[a],[b])

= (φ[a],[b]idF [V ])(idF [Ua,b]φ[ab],[V ])φ[Ua,b],[ab][V ]F (α[a],[b],[V ])

◦ (φ[a∗b∗V ],[Ua,b,ab])
−1

= [(χa,bidf(ab)′HV )(idH(Ua,b)β
ab
V )(ξUa,b,(ab)∗V idθab)

◦ (H(σa,bV )idθab)((ξa∗b∗V,Ua,b)
−1idθab), f(ab)]

= [(χa,bidf(ab)′HV )qV , f(ab)],

el primer igual es la definición de p; el segundo es por definición y usan-
do el hecho de que α′F [a∗b∗V ],F [a],F [b] = id = α′[θb],[f(b)],F [V ], F [b∗V ]F [b] =

F ([b][V ]), F [b] = [θb][f(b)]; el tercero es el pentágono de la asociatividad
α′, el cuarto es debido a q esas asociatividades son triviales; el quinto,
octavo y el sexto salen del hecho que φ es monoidal y [a][b] = [Ua,b][ab],
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α[Ua,b],[ab],[V ] = id = α′F [Ua,b],F [ab],F [V ] y F [Ua,b]F [ab] = F ([a][b]); el sépti-

mo se sigue de que φ es monoidal y [a]([b][V ]) = [a∗b∗V ][Ua,b, ab],
F [b∗V ]F [b] = F ([b][V ]); y los dos últimos por definición. �

A continuación se muestra una forma de dado un sistema cruzado
construir otro tal que sus respectivas categoŕıas cruzadas sean isomor-
fas.

Proposición 1.8. Para todo a ∈ Γ, sean (a∗, ξ
a), (a′, ζa) : C →

C equivalencias monoidales y βa : a∗ → a′ una equivalencia natural
monoidal. Si Σ = ((a∗, ξ

a), (U, σ), γ) es un sistema cruzado de Γ sobre
C , entonces Σ′ = ((a′, ζa), (U, τ), γ′) es un sistema cruzado de Γ sobre
C donde

• τa,bV = (idUa,b⊗βabV )σa,bV ((βab∗V )−1a′(βbV )−1⊗idUa,b),
• γ′a,b,c = ((βaUb,c)

−1⊗idUa,bc)γa,b,c,

Además C(Σ) ' C(Σ′) si Σ es una Γ-acción externa coherente.

Demostración. Veamos que en efecto τ es una transformación
pseudo-natural:

(idUa,bζ
ab
V,W )τa,bV,W = (idUa,bζ

ab
V,W )(idUa,bβ

ab
V⊗W )σa,bV⊗W

◦ ((βab∗(V⊗W ))
−1idUa,b)(a

′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (idUa,bβ
ab
V β

ab
W )(idUa,bξ

ab
V,W )σa,bV⊗W ((βab∗(V⊗W ))

−1idUa,b)

◦ (a′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (idUa,bβ
ab
V )[(σa,bV id(ab)′W )(ida∗b∗V⊗Ua,bβ

a,b
W )((σa,bV )−1id(ab)∗W )]

◦ (idUa,bξ
ab
V,W )σa,bV⊗W ((βab∗(V⊗W ))

−1idUa,b)(a
′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (idUa,bβ
ab
V )(σa,bV id(ab)′W )[((βab∗V )−1idUa,b⊗(ab)′W )(a′(βbV )−1idUa,b⊗(ab)′W )

◦ (ida′b′V⊗Ua,bβ
ab
W )(a′(βbV )idUa,b⊗(ab)∗W )((βab∗V )idUa,b⊗(ab)∗W )]

◦ ((σa,bV )−1id(ab)∗W )(idUa,bξ
ab
V,W )σa,bV⊗W ((βab∗(V⊗W ))

−1idUa,b)

◦ (a′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (τa,bV id(ab)′W )(ida′b′V⊗Ua,bβ
ab
W )[(ida′b′V σ

a,b
W )(a′(βbV )ida∗b∗W⊗Ua,b)

◦ (βab∗V ida∗b∗W⊗Ua,b)(ida∗b∗V (σa,bW )−1)]((σa,bW )−1id(ab)∗V )(idUa,bξ
ab
V,W )

◦ σa,bV⊗W ((βab∗(V⊗W ))
−1idUa,b)(a

′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (τa,bV id(ab)′W )(ida′b′V⊗Ua,bβ
ab
W )(ida′b′V σ

a,b
W )[(ida′b′V (βab∗W )−1idUa,b)
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◦ (ida′b′V a
′(βbW )−1idUa,b)(a

′(βbV )a′(βbW )idUa,b)(β
a
b∗V β

a
b∗W idUa,b)]

◦ (ida∗b∗V (σa,bW )−1)((σa,bV )−1id(ab)∗W )(idUa,bξ
ab
V,W )σa,bV⊗W

◦ ((βab∗(V⊗W ))
−1idUa,b)(a

′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (τa,bV id(ab)′W )(ida′b′V⊗Ua,bβ
ab
W )(ida′b′V σ

a,b
W )(ida′b′V (βab∗W )−1idUa,b)

◦ (ida′b′V a
′(βbW )−1idUa,b)[((ζ

a
b′V,b′W )idUa,b)(a

′(ζbV,W )idUa,b)

◦ (a′(βbV⊗W )idUa,b)(a
′(ξbV⊗W )−1idUa,b)((ζ

a
b∗V,b∗W )−1idUa,b)]

◦ (βab∗V β
a
b∗W idUa,b)(ida∗b∗V (σa,bW )−1)((σa,bV )−1id(ab)∗W )(idUa,bξ

ab
V,W )

◦ σa,bV⊗W ((βab∗(V⊗W ))
−1idUa,b)(a

′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (τa,bV id(ab)′W )(ida′b′V τ
a,b
W )((ζab′V,b′W )idUa,b)(a

′(ζbV,W )idUa,b)

◦ (a′(βbV⊗W )idUa,b)[(β
a
b∗(V⊗W )idUa,b)(a∗(ξ

b
V,W )−1idUa,b)

◦ ((ξab∗V,b∗W )−1idUa,b)](ida∗b∗V (σa,bW )−1)((σa,bV )−1id(ab)∗W )

◦ (idUa,bξ
ab
V,W )σa,bV⊗W ((βab∗(V⊗W ))

−1idUa,b)(a
′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (τa,bV id(ab)′W )(ida′b′V τ
a,b
W )((ζab′V,b′W )idUa,b)(a

′(ζbV,W )idUa,b)

◦ (a′(βbV⊗W )idUa,b)(β
a
b∗(V⊗W )idUa,b)[(σ

a,b
V⊗W )−1(idUa,b(ξ

ab
V,W )−1)

◦ (σa,bV id(ab)∗W )]((σa,bV )−1id(ab)∗W )(idUa,bξ
ab
V,W )σa,bV⊗W

◦ ((βab∗(V⊗W ))
−1idUa,b)(a

′(βbV⊗W )−1idUa,b)

= (τa,bV id(ab)′W )(ida′b′V τ
a,b
W )((ζab′V,b′W )idUa,b)(a

′(ζbV,W )idUa,b).

El primer igual, el quinto y el octavo son definición; el segundo se debe
a que β es monoidal, el tercero y el sexto a que σ es natural, en el cuarto
se compone con unas identidades, el séptimo se debe a la naturalidad
de ζ, el noveno se debe a la naturalidad de β y ξ, el décimo a que σ es
pseudo-natural.

De igual modo se prueba que γ′ es una modificación. Además si Σ
es una Γ-acción externa coherente, Σ′ también lo es.

Por el Teorema 1.5, basta definir H := Id, ξH := id, f := id, θa := 1
y τ = id; obteniendo C(Σ) ' C(Σ′). �

2. Acciones coherentes externas para Comod(H)

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita. Daremos una des-
cripción expĺıcita para acciones coherentes externas sobre la categoŕıa
tensorial Comod(H) de H-comódulos a izquierda de dimensión fini-
ta en términos de un dato Hopf-algebraico, lo cual es el objetivo de
este trabajo. Para la determinación de tales acciones, es necesario el
cálculo del grupo BiGal(H). Tal grupo ha sido ampliamente estudiado
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por Schauenburg en [S1], [S2], [S3], [S4]. Recordar que estas acciones
dan lugar a productos Γ-cruzados que son extensiones de la categoŕıa
Comod(H).

En este caso particular, los funtores tensoriales de la Definición 1.1

{(a∗, ξa) : Comod(H)→ Comod(H)}a∈Γ

forman un subgrupo del grupo BiGal(H) de clases de isomorfismo
de objetos H-biGalois (se sigue de la Observación 1.2(1)). Luego pa-
ra la determinación de acciones coherentes se debe calcular el grupo
BiGal(H), el cual es conocido para varias álgebras de Hopf.

En la siguiente Sección, se muestran ejemplos concretos de C2-
extensiones, cuando H es un álgebra de supergrupo. Dichas categoŕıas
resultan ser tensoriales finitas no semisimples.

Sea Γ un grupo finito. Fijemos la siguiente notación. Si a ∈ Γ,
g ∈ G(H) y La es un objeto (H,H)-biGalois , entonces el producto
cotensorial La�Hkg tiene dimensión uno. Sea φ(La, g) ∈ Γ el elemento
tipo-grupo tal que La�Hkg ' kφ(La,g) como H-comódulos a izquierda.

Lema 2.1. [MM, Lema 5.7] De una colección

Υ = (La, (g(a, b), fa,b), γa,b,c)a,b,c∈Γ

donde

• para a ∈ Γ, La es un objeto (H,H)-biGalois;
• g(a, b) ∈ G(H) es un elemento tipo-grupo y

fa,b : (La�HLb)
g(a,b) → Lab

es un isomorfismo de bicomódulo algebra;
• γa,b,c ∈ k×,

tal que para todo a, b, c ∈ Γ:

(54) L1 = H, (g(1, a), f 1,a) = (1, idLa) = (g(a, 1), fa,1);

(55) φ(La, g(b, c))g(a, bc) = g(a, b)g(ab, c);

(56) γa,1,b = γ1,a,b = γa,b,1 = 1;

(57) (fa,b⊗kidLc)fab,c = (idLa⊗kf b,c)fa,bc;

existe un sistema cruzado asociado Υ de Γ sobre Comod(H). Más aún,
el sistema cruzado Υ es un acción coherente externa sobre Comod(H)
si y sólo śı γ es un 3-cociclo, esto es, si a, b, c, d ∈ Γ

(58) γa,b,cγa,bc,dγb,c,d = γab,c,dγa,b,cd.
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Demostración. Si a, b ∈ Γ definir Ua,b = kg(a,b) y el funtor mo-
noidal

a∗ : Comod(H)→ Comod(H)

a∗ = La�H − .

Definir los isomorfismos pseudo-naturales (kg(a,b), σa,b) : a∗ ◦ b∗ →
(ab)∗ como aquellos que provienen de isomorfismos de bicomódulos
álgebras fa,b : (La�HLb)g(a,b) → Lab siguiendo la demostración del
Teorema 2.4.

La existencia del isomorfismo γa,b,c : La�Hkg(b,c) → kg(a,b)g(ab,c) es
equivalente a

φ(La, g(b, c))g(a, bc) = g(a, b)g(ab, c).

Como ambos espacios vectoriales La�Hkg(b,c)⊗kkg(a,bc) y kg(a,b)⊗kkg(ab,c)
tiene dimensión uno, el morfismo γa,b,c : k→ k está dado por la multi-
plicación de un escalar γa,b,c ∈ k×.

La Ecuación (44) es equivalente a (54), (45) es equivalente a (56),
y la Ecuación (47) es equivalente a (57). Como fa,b es un morfismo de
álgebras , entonces la Ecuación (46) se satisface. La Ecuación (58) se
sigue de (48). �

Definición 2.2. Dada una colección Υ como la del Lema ante-
rior, definir la categoŕıa tensorial Comod(H)(Υ) := Comod(H)(Υ) el
producto Γ-cruzado asociado a la acción coherente externa Υ.

El siguiente Lema es consecuencia directa del Teorema 1.5 aplicado
a C = Comod(H).

Lema 2.3. [MM, Lema 5.9] Si Υ = (La, (g(a, b), fa,b), γa,b,c)a,b,c∈Γ

y Υ′ = (L′a, (g
′(a, b), za,b), γ′a,b,c)a,b,c∈Γ son colecciones que satisfacen las

condiciones del Lema 2.1 (esto es Υ,Υ′ son Γ-acciones coherentes er-
ternas), entonces toda equivalencia monoidal

F : Comod(H)(Υ)→ Comod(H)(Υ′)

proviene de una colección (L, f, (h(a), ha), τa,b)a,b∈Γ donde

• L es un objeto (H,H)-biGalois,
• f : Γ→ Γ es un isomorfismo de grupos,
• h(a) ∈ G(H) es un elemento tipo grupo y ha : (L�HLa)h(a) →
L′f(a)�HL es un isomorfismo de objetos biGalois, con

(h(1), h1) = (1, id),

• τa,b ∈ k× tal que τa,1 = τ1,a = 1,
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los cuales satisfacen que

(59) φ(L, g(a, b))h(ab) = h(a)φ(L′f(a), h(b))g′(f(a), f(b)),

(60) hab(idL⊗kfa,b) = (zf(a),f(b)⊗kidL)(idL′
f(a)
⊗khb)(ha⊗kidLb).

Si [V, a] ∈ Comod(H)(Σ), la equivalencia monoidal tiene la forma

F [V, a] = [(L�HV )⊗kkh(a), f(a)].

Demostración. Consideremos el siguiente dato

((T, ξ), f, (θa, β
a), τa,b)

donde

• T = L�H− es el funtor monoidal inducido por el producto
cotensorial con L,
• (θa, β

a) es la equivalencia pseudo-natural asociada al isomorfis-
mo de objetos biGalois ha : (L�HLa)h(a) → L′f(a)�HL.

Como T (Ua,b)⊗kθab = L�Hkg(a,b)⊗kkh(ab) ' kφ(L,g(a,b))⊗kkh(ab) '
kφ(L,g(a,b))h(ab) y

θa⊗kf(a)′(θb)⊗kU ′f(a),f(b) = kh(a)⊗kL′f(a)�Hkh(b)⊗kkg′(f(a),f(b))

' kh(a)⊗kkφ(L′
f(a)

,h(b))⊗kkg′(f(a),f(b))

' kh(a)φ(L′
f(a)

,h(b))g′(f(a),f(b)),

y consideramos τa,b ∈ k× , entonces

φ(L, g(a, b))h(ab) = h(a)φ(L′f(a), h(b))g′(f(a), f(b)).

Esta colección satisface las condiciones del Teorema 1.5: la Ecuación
(53) es equivalente a (60). Luego existe una equivalencia monoidal
Comod(H)(Υ) ' Comod(H)(Υ′). �

3. C2-extensiones de Comod(H)

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita. Describiremos datos
que dan lugar a C2-extensiones de Comod(H) en el caso particular en el
cual los elementos tipo-grupo del álgebra de Hopf H es el grupo ćıclico
de orden 2 generado por u. Los resultados de estas secciones provienen
de los trabajos [FMM], [MM].

En las siguientes secciones se calcula la dimensión de Frobenius-
Perron de estas extensiones y se demuestra que provienen de represen-
taciones de álgebras cuasi-Hopf.
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Asumir que (L, g, f, γ) es una colección donde

• L es un objeto (H,H)-biGalois;
• g ∈ G(H) es un elemento tipo-grupo tal que $ : L�Hkg ' kg

como H-comódulos a izquierda;
• f : (L�HL)g → H es un isomorfismo de bicomódulos álgebras,
• γ ∈ k×, γ2 = 1.

De acuerdo al Lema 2.1, del dato (L, g, f, γ) obtenemos un sistema
cruzado de C2 sobre Comod(H):

Tomar Lu = L, L1 = H, g(u, u) = g, 1 = g(1, u) = g(u, 1) = g(1, 1),
fu,u = f , f 1,u = fu,1 = f 1,1 = id y γa,b,c = 1 ∈ k si a, b, c ∈ C2 excepto
γu,u,u := γ. Denotar este sistema cruzado por Υ.

La categoŕıa Comod(H)(Υ) como categoŕıa Abeliana es

Comod(H)⊕ Comod(H).

La estructura monoidal de la categoŕıa Comod(H)(Υ), dada por el
Teorema 1.4 se describe expĺıcitamente aśı: Si V,W,Z ∈ Comod(H) y
b ∈ C2:

[V, 1]⊗[W, b] = [V⊗kW, b],
[V, u]⊗[W, 1] = [V⊗k(L�HW ), u],

[V, u]⊗[W,u] = [V⊗k(L�HW )⊗kkg, 1],

El objeto unidad es [k, 1] y los objetos duales están dados por

([V, 1])∗ = [V ∗, 1], ([k, 1])∗ = [k, 1] y ([k, u])∗ = [kg−1 , u].

Finalmente la asociatividad está dada por

α[V,u][W,u][Z,u]

= γ(idV⊗kL�HW⊗kf�H idZ⊗kidkg)(idV⊗kL�HW⊗kL�HL�HZ⊗k$)◦
(idV⊗kL�HW⊗kξL�HZ,kg)(idV⊗kξW,L�HZ⊗kkg),

y las otras son triviales. Acá ξ = (ξL)−1 es el morfismo definido en la
Ecuación (19).

3.1. C2-extensiones de Comod(A(V, u, C2)). Daremos ejem-
plos expĺıcitos de categoŕıas tensoriales que son C2-extensiones de la
categoŕıa tensorial Comod(A(V, u, C2)) con V un espacio vectorial de
dimensión dos.

Sea H = A(V, u, C2) un álgebra super-grupo con V un espacio
vectorial de dimensión dos. Usando los resultados de la anterior sec-
ción, describiremos familias de sistemas cruzados de C2 sobre la cate-
goŕıa Comod(A(V, u, C2)). Estos sistemas provienen de una colección
(L, g, f, γ) como la presentada en la Sección 3.
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Presentamos dos familias que dependen del objeto biGalois L. Para
la primera familia el objeto biGalois L es el presentado en el Ejemplo
2.14 del Caṕıtulo 3 y para la segunda familia el objeto biGalois L es
trivial.

Lema 3.1. [MM, Teorema 6.1] Sean ξ, γ ∈ k, g ∈ C2, y f ∈
Hom(Hg, H) un isomorfismo de comódulos álgebras. Asumir γ2 = 1.

1. La colección (ξ, g, f, γ) tiene asociada una C2-acción coherente
externa sobre

Comod(A(V, u, C2)) y se denota por Cξ(g, f, γ) la correspon-
diente categoŕıa tensorial producto C2-cruzado.

2. La colección (g, f, γ) tiene asociada una C2-acción coherente
externa sobre

Comod(A(V, u, C2)) y se denota por D(g, f, γ)la correspon-
diente categoŕıa tensorial producto C2-cruzado.

Demostración. (1). Sea L = Uξ el objeto (H,H)-biGalois defi-
nido en el Ejemplo 2.14. Se sigue del Lema 2.16 que Uξ�Hkg ' kg.

(2). Siguiendo la misma idea, tomar L = H. Entonces H�Hkg '
kg. �

Queremos ser más expĺıcitos en la determinación del isomorfismo
de comódulos álgebras f : Hg → H que aparece en el Lema 3.1. Sea
(ξ, g, f, γ) una colección como en el Lema 3.1. Existen dos opciones:

• Si g = 1, entonces f : H → H. Sea

δ : H → L(diag(V ), 0, diag(C2), 1)

el isomorfismo canónico h 7→ (h, h) y definir f := δ ◦ f ◦ δ−1.
Por la Proposición 2.12

f : L(diag(V ), 0, diag(C2), 1)→ L(diag(V ), 0, diag(C2), 1),

satisface que f(x, y) = (x, y) si (x, y) ∈ diag(V ) lo cual
implica que f(x) = x si x ∈ V . Más aún f(e1,1) = χ1e1,1 = e1,1

y f(eu,u) = χueu,u = eu,u. Luego f = idH .
• Si g = u, entonces f : Hu → H. Por (la demostración de la)

Proposición 2.12 (1)

f : L(diag(V )u, 0, diag(C2), 1)→ L(diag(V ), 0, diag(C2), 1),

satisface que f(x, y) = (x,−y) si

(x, y) ∈ diag(V )u = {(u · v, v)|v ∈ V }
lo cual implica que f(x) = u · x = −x si x ∈ V . Más aún
f(e1,1) = e1,1 y f(eu,u) = χueu,u = −eu,u, luego f(u) = −u.
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Denotar por ι : Hu → H este único isomorfismo de bicomódulos
algebras.

Con esta determinación de f , obtenemos cuatro familias de produc-
tos C2-cruzados

(61) Cξ(1, id, γ), Cξ(u, ι, γ),D(1, id, γ),D(u, ι, γ),

parametrizadas por ξ, γ ∈ k tal que γ2 = 1. Algunas de estas categoŕıas
tensoriales son equivalentes. Usaremos el Lema 2.3 para distinguirlas
entre ellas.

Teorema 3.2. [MM, Teorema 6.2] Sean ξ, ξ′, γ, γ′ ∈ k con γ2 =
1 = (γ′)2. como categoŕıas tensoriales

Cξ(1, id, γ) � Cξ′(u, ι, γ′), Cξ(1, id, γ) ∼= C0(1, id, γ′), Cξ(u, ι, γ) ∼= C0(u, ι, γ′),

D(1, id, γ) � D(u, ι, γ′), D(1, id, γ) � C0(1, id, γ′), D(u, ι, γ) � C0(u, ι, γ′).

Demostración. �) Usando el Lema 2.3, existe una equivalencia
tensorial Cξ(g, f, γ) ' Cξ′(g′, f ′, γ′) si existen

• L = L(T, 0, α, 1) un objeto biGalois sobre H,
• h := h(u) ∈ C2 y hu : L(ThTTξ, 0, id, 1) → L(Tξ′T, 0, id, 1) un

isomorfismo de objetos biGalois,
• τ := τu,u ∈ k×,

que satisfacen

(62) α(g) = g′, Φ(idL⊗kf) = (f ′⊗kidL)(idUξ′
⊗khu)(hu⊗kidUξ

),

donde Φ : L�HH → H�HL es el isomorfismo dado por l⊗h 7→
l−1⊗l0ε(h).

La segunda condición de (62) viene de la Ecuación (60), y la primera
condición de la Ecuación (59) proviene de:

Si a, b ∈ C2, L�hkg(a,b) ' kαg(a,b) y L′a�Hkh(b) ' kh(b), entonces
la Ecuación (59) implica que α(g(a, b))h(ab) = h(a)h(b)g′(a, b). Para
a = 1 ó b = 1 esta ecuación es válida. Para a = u = b, obtenemos
α(g) = h2g′ = g′.

Como α = id, entonces Cξ(1, id, γ) � Cξ′(u, ι, γ′).

Por el Lema 2.12(1), hu es un isomorfismo si y sólo śı ThTTξ = Tξ′T
or TuThTTξ = Tξ′T .

Para probar que Cξ(1, id, γ) ' C0(1, id, γ′) elegir h = 1 y hu = id ,
entonces TTξ = T0T si T está dada por la matriz(

1 ξ/2
0 1

)
.
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Solo falta ver que

Φ(idL⊗kϕ2) = (ϕ3⊗kidL)(idU0⊗kϕ1)(ϕ1⊗kidUξ
),

donde

• ϕ1 : L�HUξ → U0�HL, viene de hu = id : L(TTξ, 0, id, 1) →
L(T0T, 0, id, 1) componiendo con los isomorfismos L�HUξ '
L(TTξ, 0, id, 1),L(T0T, 0, id, 1) ' U0�HL,
• ϕ2 : Uξ�HUξ → H, viene de

id : L(TξTξ, 0, id, 1)→ L(id, 0, id, 1),

y satisface (ϕ2)−1(v) = (TξTξ(v), Tξ(v))⊗k1 + eu,u⊗(Tξ(v), v) y
(ϕ2)−1(eg,g) = eg,g⊗eg,g si v ∈ V , g ∈ C2,
• ϕ3 : U0�HU0 → H viene de id : L(T0T0, 0, id, 1)→ L(id, 0, id, 1)

(componiendo con ciertos isomorfismos).

Sea v ∈ V . Si a = (TTξ(v), Tξ(v))⊗1 + eu,u⊗(Tξ(v), v) ∈ L�HUξ ,
entonces ϕ1(a) = (T0T (v), T (v))⊗1 + eu,u⊗(T (v), v):

Sea ζ1 : L(TTξ, 0, id, 1)→ L�HUξ y ζ2 : L(T0T, 0, id, 1)→ U0�HL
el isomorfismo dado en el Lema 2.12(3), el cual satisface

ζ1(TTξ(v), v) = TTξ(v), Tξ(v))⊗1 + eu,u⊗(Tξ(v), v),

ζ2(T0T (v), v) = (T0T (v), T (v))⊗1 + eu,u⊗(T (v), v).

Por definición de ϕ1, tenemos que ϕ1 ◦ ζ1 = ζ2 ◦ idL(TTξ,0,id,1), y esto
implica la afirmación.

Por un argumento similar, si

b = (T0T0(v), T0(v))⊗1 + eu,u⊗(T0(v), v) ∈ U0�HU0

entonces ϕ3(b) = v.

Más aún Φ = α1 ◦ α2 donde α1 : L → H�HL, α2 : L�HL → L y
(α1)−1(h⊗l) = ε(h)l y (α2)−1(l) = l0⊗l1.

Sea x = (T (w), w) ∈ L, luego

(α1)−1(ϕ3⊗kidL)(idU0⊗kϕ1)(ϕ1⊗kidUξ
)(idL⊗k(ϕ2)−1)(α2)−1(x) = x,
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ya que

x 7→ eu,u⊗w + (T (w), w)⊗1

7→ eu,u⊗eu,u⊗(Tξ(w), w) + eu,u⊗(TξTξ(w), Tk(w))⊗1 + (T (w), w)⊗1⊗1

7→ eu,u⊗eu,u⊗(Tξ(w), w) + (T0TTξ(w), TTξ(w))⊗1⊗1

+ eu,u⊗(TTξ(w), Tξ(w))⊗1

7→ (T0TTξ(w), TTξ(w))⊗1⊗1 + eu,u⊗(T0T (w), T (w))⊗1

+ eu,u⊗eu,u⊗(T (w), w)

7→ u⊗(T (w), w) + T (w)⊗1

7→ x.

Del mismo modo, (g, g) 7→ (g, g) si g ∈ C2; lo cual implica que
Cξ(1, id, γ) ' C0(1, id, γ′).

Para probar que Cξ(u, ι, γ) ' C0(u, ι, γ′), es suficiente tomar h = u
y si x, y ∈ V entonces definir el morfismo

hu : L(TuTTk, 0, id, 1)→ L(T0T, 0id, 1)

hu(x, y) = (x,−y),

hu(eu,u) = −eu,u.

�) Por el Lema 2.3, D(1, id, γ) ' D(u, ι, γ′) como categoŕıas tenso-
riales si y sólo śı existe M = L(R, 0, α, 1) un objeto biGalois sobre H,
h ∈ C2, hu : L(ThR, 0, id, 1)→ L(R, 0, id, 1) un isomorfismo de objetos
biGalois y τ ∈ k×. Como antes, debe satisfacer que α(1) = u, pero
α = id. Esto prueba que D(1, id, γ) � D(u, ι, γ′).

�) Por el Lema 2.3, D(1, id, γ) ' C0(1, id, γ′) como categoŕıas ten-
soriales si y sólo śı existe M = L(R, 0, α, 1) un objeto biGalois sobre
H, h ∈ C2, hu : L(ThR, 0, id, 1) → L(T0R, 0, id, 1) un isomorfismo de
objetos biGalois y τ ∈ k×.

Por el Lema 2.12(3), hu es un isomorfismo si y sólo śı ThR = T0R
ó TuThR = T0R, pero estas dos ecuaciones no tienen solución para T
invertible. Luego D(1, id, γ) � C0(1, id, γ′) y D(u, ι, γ) � C0(u, ι, γ′).

�

En conclusión, obtenemos ocho categoŕıas tensoriales dos a dos no-
equivalentes

C0(1, id, 1), C0(1, id,−1), C0(u, ι, 1), C0(u, ι,−1),

D(1, id, 1),D(1, id,−1),D(u, ι, 1),D(u, ι,−1).
(63)
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3.1.1. Descripción expĺıcita de la estructura monoidal. Usando el
Teorema 1.4, podemos describir expĺıcitamente el producto tensorial y
la asociatividad para las ocho anteriores categoŕıas tensoriales. Recor-
dar que estas categoŕıas tienen la misma categoŕıa Abeliana subyacente
Comod(A(V, u, C2))⊕Comod(A(V, u, C2)) donde V es el k-espacio vec-
torial de dimensión dos. Las asociatividades que describiremos son las
no-triviales.

Sea V,W,Z ∈ Comod(A(V, u, C2)) y g ∈ C2.
• El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-

goŕıa C0(1, id,±1) están dados por

[V, 1][W, g] = [V⊗kW, g], [V, u][W, g] = [V⊗kU0�HW,ug],

[V, 1]∗ = [V ∗, 1], [1, u]∗ = [k, u],

α[V,u],[W,u],[Z,u] = [±(idV⊗kU0�W⊗kεϕ2⊗kidZ)(idV⊗kξW,U0�Z), u].

Acá ξ = (ξU0)−1 es el morfismo definido in la Ecuación (19).
• El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-

goŕıa C0(u, ι,±1) están dados por

[V, 1][W, 1] = [V⊗kW, 1], [V, u][W,u] = [V⊗kU0�HW⊗kku, 1],

[V, 1][W,u] = [V⊗kW,u], [V, u][W, 1] = [V⊗kU0�HW,u],

[V, 1]∗ = [V ∗, 1], [1, u]∗ = [ku, u],

α[V,u],[W,u],[Z,u] = [±(idV⊗kU0�W⊗k(ειϕ2⊗kidZ⊗kU0�ku)(ξU0�Z,ku))

(idV⊗kξW,U0�Z⊗kku), u].

• El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-
goŕıa D(1, id,±1) están dados por

[V, 1][W, g] = [V⊗kW, g], [V, u][W, g] = [V⊗kW,ug],

[V, 1]∗ = [V ∗, 1], [1, u]∗ = [k, u],

α[V,u],[W,u],[Z,u] = [±(idV⊗kW⊗kZ , u].

• El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-
goŕıa D(u, ι,±1) están dados por

[V, 1][W, 1] = [V⊗kW, 1], [V, u][W,u] = [V⊗kW⊗kku, 1],

[V, 1][W,u] = [V⊗kW,u], [V, u][W, 1] = [V⊗kW,u],

[V, 1]∗ = [V ∗, 1], [1, u]∗ = [ku, u],

α[V,u],[W,u],[Z,u] = [±(idV⊗kW⊗kει⊗kidZ⊗kku , u].
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3.1.2. Dimensiones de Frobenius-Perron de las categoŕıas produc-
to C2-cruzado. Finalmente calculamos las dimensiones de Frobenius-
Perron de las categoŕıas anteriormente listadas, esto con el fin de saber
si son ó no la categoŕıa de Representaciones de una quasi-álgebra de
Hopf.

Sean k1,ku los A(V, u, C2)-comódulos simples definidos en el Ejem-
plo 2.2(3) y P1, Pu sus respectivas cubiertas proyectivas. Para las cate-
goŕıas del anterior apartado 3.1.1, las clases de isomorfismos de objetos
simples son

〈[k1, 1]〉, 〈[k1, u]〉, 〈[ku, 1]〉, 〈[ku, u]〉,

y sus respectivas cubiertas proyectivas son

〈[P1, 1]〉, 〈[P1, u]〉, 〈[Pu, 1]〉, 〈[Pu, u]〉,

donde 〈k1〉 denota la clase de k1 en el grupo de Grothendieck de la
respectiva categoŕıa.

Más aún si g, h ∈ C2, 〈[kg, h]〉 = [〈kg〉, h] y 〈[Pg, h]〉 = [〈Pg〉, h] =
[2〈k1〉+ 2〈ku〉, h], usando el Corolario 1.2.

Teorema 3.3. [MM, Teorema 6.3] FPdim(C0(1, id,±1)) = 42 =
FPdim(D(1, id,±1)) = FPdim(C0(u, ι,±1)) = FPdim(D(u, ι,±1)).

Demostración. Para g, h ∈ C2, FPdim[〈kg〉, h] = 1 y además
FPdim[〈Pg〉, h] = 4, lo cual se obtiene de la siguiente tabla:

Sea A la matriz de multiplicación a izquierda del correspondiente
simple en el grupo de Grothendieck y λ su respectiva dimensión de
Frobenius-Perron.

Sea B la matriz de multiplicación a izquierda en el grupo de Grot-
hendieck del respectivo cubrimiento proyectivo y µ su respectiva di-
mensión de Frobenius-Perron.

C0(1, id,±1) 〈[k1, 1]〉 〈[k1, u]〉 〈[ku, 1]〉 〈[ku, u]〉

A id


0 1 0 0

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0
1 0 0 0


λ 1 1 1 1

Cub. proy. 〈[P1, 1]〉 〈[P1, u]〉 〈[Pu, 1]〉 〈[Pu, u]〉

B


2 0 2 0
0 2 0 2

2 0 2 0
0 2 0 2




0 2 0 2

2 0 2 0
0 2 0 2
2 0 2 0




2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0
0 2 0 2




0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2
2 0 2 0


µ 4 4 4 4

Entonces FPdim(C0(1, id,±1)) = 42.
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De igual modo FPdim(D(1, id,±1)) = 42. Además,

C0(u, ι,±1) 〈[k1, 1]〉 〈[k1, u]〉 〈[ku, 1]〉 〈[ku, u]〉

A id


0 0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0




0 0 1 0

0 0 0 1
1 0 0 0

0 1 0 0




0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0 0


λ 1 1 1 1
Cub. proy. 〈[P1, 1]〉 〈[P1, u]〉 〈[Pu, 1]〉 〈[Pu, u]〉

B


2 0 2 0

0 2 0 2
2 0 2 0

0 2 0 2




0 2 0 2

2 0 2 0
0 2 0 2

2 0 2 0




2 0 2 0
0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2




0 2 0 2
2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0


µ 4 4 4 4

Entonces FPdim(C0(u, ι,±1)) = 42.
De igual modo FPdim(D(u, ι,±1)) = 42.

�

Se sigue de [EGNO, Proposición 1.48.2] que cada una de las cate-
goŕıas tensoriales enlistadas en (63) son isomorfas a una categoŕıa de
representaciones de una álgebra quasi-Hopf.
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