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Resumen:

En este trabajo expondremos el método de equivalencia de Cartan, el cual es un
procedimiento para distinguir cuando dos estructuras geométricas son localmente equiv-
alentes. Aplicaremos el método a distintos ejemplos enfocandonos en las variedades sub-
riemannianas de tipo (2,3).
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Introduccion

El Método de Equivalencia es un procedimiento para determinar cuando dos estruc-
turas geométricas son equivalentes bajo difeomorfismos de la variedad subyacente. Este
fue introducido por E. Cartan en 1909, y luego desarrollado y aplicado por matematicos
como Chern, Sternberg, Guillemin, Kodaira, Spencer, Griffiths, Bryant, Gardner y otros.

Regresaremos al significado de estructuras geométricas mas tarde pero tengamos en
cuenta que estas incluyen a las variedades riemannianas, distribuciones, fibrados, subclases
de estas y mas generalmente sistemas diferenciales exteriores. De hecho Gardner describe
al método como “un procedimiento para encontrar los invariantes de objetos geométricos
bajo pseudogrupos definidos por EDP de primer orden”.

Por difeomorfismos, queremos decir difeomorfismos locales: mé&s precisamente, la
equivalencia es considerada entre gérmenes de estructuras geométricas.

El problema de equivalencia de sistemas de EDP fue la preocupacion principal de Lie,
por la cual desarroll6 su teoria de grupos de Lie, la cual es la herramienta fundamental en el
Método de Cartan. Especificamente, para la geometria diferencial, el método se convierte
en una continuacion de las ideas de Klein sobre geometria como el estudio de propiedades
invariantes por ciertos grupos. Como dice Dieudonne:

“Finalmente, es apropiado mencionar la mas inesperada extension de las ideas de Klein
en geometria diferencial. El ha visto a los grupos de isometrias de espacios Riemannianos
como posibles campos de estudio de su programa, pero en general un espacio Riemanniano
no admite ninguna isometria excepto por la identidad. A través de una extremadamente
original generalizacién, E. Cartan fue capaz de mostrar que también aqui la idea de
‘operaccion’ juega un rol fundamental; pero es necesario reemplazar el grupo por un objeto
mas complejo, llamado ‘fibrado principal‘; uno puede brevemente representarlo como una
familia de grupos isomoérficos, parametrizados por los diferentes puntos en consideracion;
la accion de cada uno de estos grupos le asocia objetos de una naturaleza infinitesimal’
(vectores tangentes, tensores, formas diferenciales) a un mismo punto; y es en subir a la
fibra‘ que E. Cartan fue capaz de inagurar una nueva era en el estudio (local y global) de
los espacios Riemannianos y sus generalizaciones”.

El propésito de este trabajo es explicar el método, ilustrandolo con varios ejemplos,
uno de ellos relativamente reciente [Hughens 1995], en el cual daremos los invariantes de
esta estructura geométrica. En el proceso completamos y a veces corregimos enunciados
de la literatura.

Brevemente el método comienza encodificando la estructura geométrica en término de
”comarcos adaptados” los cuales forman una G-estructura B(E) — M. Luego aplicamos
los procesos de reduccion y prolongacion, los cuales producen nuevos fibrados que preservan
la equivalencia. Al final, se espera llegar a una e-estructura, es decir, una variedad con un
comarco distinguido salvo por la acciéon de un grupo discreto. Finalmente de este comarco
se extraen los invariantes de la estructura geométrica original y condiciones necesarias y
suficientes para que un modelo sea maximalmente simétrico.



Capitulo I: El problema de equivalencias de Elie Cartan

Tal como dijimos en la introduccién, el problema de equivalencia que estudia Cartan
es local, es decir, sobre gérmenes de estructuras geométricas (riemannianas, distribuciones,
etc.). Mas especificamente, dadas dos tales estructuras Fy, Es del mismo tipo, definidas
en entornos de puntos pi, po se trata de determinar cuando existe un difeomorfismo de
un entorno de p; a un entorno de ps que intercambie F; y Es. Su método comienza por
expresar el problema en término de formas diferenciales y grupos de Lie.

Por ejemplo, en el caso de estructuras riemannianas g, h una equivalencia es una
isometria entre g sobre un abierto U, y h sobre un abierto V. Escribiendo localmente
g = >.¢?, h = > 92 en comarcos adecuados ¢ y 9, un difeomorfismo f entre (U,g) y
(V,h) es una isometria si existe una funcién suave v : U — O(n) tal que f*¢ = y¢.

M34s generalmente, sea G un subgrupo de Lie conexo de GL(n, R) y sean wy y 2y dos
vectores columnas de 1-formas independientes (wfr..w?) y (,..0%) en U y V respecti-
vamente, para ciertos abiertos U C M y V C N. El problema de equivalencia consiste en
encontrar condiciones necesarias y suficientes para que exista un difeomorfismo ¢ : U — V'
tal que

" Qv =yu - wu

donde yyy : U — Gy “” denota multiplicacién matricial.

El primer paso es levantar el problema a U x Gy V x GG, donde tenemos definida una
accion a derecha natural:

(u, S) - C = (u,SC)

Para esto consideraremos las proyecciones naturales 7y : U x G - U y y : V X G —
V', con ellas podemos asociarles a los comarcos wy y {2y nuevas 1-formas valuadas en R™:

Q |(u,T): T_17T\*/QV w ’(u,S): S_lﬂ("}wU

1.1 Proposicién: FExiste un difeomorfismo ® : U — V' que satisface

"y = yyywu

para alguna funcién suave Yy : U — G si y solo si existe un difeomorfismo ®' : U x G —
V x G tal que ®*Q = w Ademds, el siguiente diagrama es conmutativo:

@1
UxG—VxG
v d v |

u — V

d



Mids ain, ®' es unica y satisface ®'(u, SC) = ®(u, S) - C

Demostracion:
<) ®L:U x G — V x G esta dada por

(1, ) = (8(u, 5), T(u, 5))
con ®(u,S) € Vy T(u,S) € G. La condicién ®*Q = w dice que:
q)l*T_lﬂ'ik/Qv = S_lm*}wU

o0 sea
(my 0 ®)*Qy = (T 0 &)1 8wy

0 sea .
*Qy = T(u, S)S ' nfwy (1)

Como )y contiene una base para las 1-formas en V se tiene que Qy(z) =0 —
z=0
para todo z € T'(V).

Por otra parte, nj;wy(y) = wy o dry(y) = wy(0) = 0 para todo y € T(G). Todo
esto junto con (1) implican que d®(y) = 0 para todo y € T(G). Lo que significa que las
derivadas de ®(u,.S) con respecto a las variables en S son cero. Como G es conexo, se
tiene que ®(u, S) = ®(u). Luego tomando:

wu =T (u,S)S™!
se tiene la equivalencia buscada.
=) Dada ® : U — V definimos:
Ot (u, S) = (®(u), yvu(u)S)
se tiene que:
Q) |(® () yvo S)= S_lfy;lljé*QV = S_lfy;(l]'yVUwU =S lwy = w.
Finalmente se ve, usando la expresién explicita para ®!, que:
my o ®l = domy ®'(u, SC) = d'(u,S) - C

QED



Capitulo IT: G-estructuras:

2.1 Fibrados:

2.1.1 Definiciéon: Sean B,M y E tres variedades diferenciables, y sea 7 : B — M un
mapa C' suryectivo. Decimos que (B, M, 7, E) es un fibrado si para cada z € M existe
un abierto U € M y un difeomorfismo ¢ : 771(U) — U x E que satisface ™ = proj; o ¢,
donde proj; : U x E— U es la proyeccién usual.

En tal caso, B se denomina el espacio total, M la base y E la fibra. Se dice que el par

(U, ¢) es una trivializacion local de nuestro fibrado.

2.1.2 Definicién: Se dice que (B’, M, n’, F) es un subfibrado de (B, M,w, F) si es un
fibrado y existe ¢ : B — B tal que:

i) (B, ¢) es una subvariedad de B

it) ™' = mo ¢.

2.1.3 Definiciéon: Un fibrado vectorial es un fibrado cuyas fibras son espacios vec-
toriales y la aplicacién ¢ : 7 !(z) — E, inducida por una trivializacién local, es un
isomorfismo. Si E = RF entonces se dice que (B, M, 7, E) es un fibrado real de rango k.

2.1.4 Definicién: Sea B una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una funcién
¢ : B xG— B C* es una accion a derecha si:

i)p(p(m, a),b) = p(m,ab)

ii)p(m,e) =m VabeGyVme M.

Escribiremos ¢(m,a) como ma o a - m segin convenga.

2.1.5 Definiciéon: Sean B y M variedades diferenciables, 7 : B — M (C'* y sobre. Sea
G un grupo de Lie actuando a derecha sobre B. Entonces (B, M,7,G) es un G- fibrado
principal (también se dice que B es un fibrado principal sobre M con grupo estructural G)
si (B, M,n,G) es un fibrado y para cada trivializacién local ¢ : #=1(U) — U x G tomando
ben Y (U), a € Gy escribiendo ¥(b) = (n(b),n(b)) se satisface:

P(a-b) = (m(b);a-n(b))
con a - 1(b) = n(b)a donde el dltimo producto es el del grupo.



2.1.6 Definicién: Sean B; un G;-fibrado principal y By un Gs-fibrado principal,
ambos sobre M. Decimos que una f : By — By C'™ es un p-homomorfismo si f(a-p1) =
p(a) - f(p1). Donde p: G; — G4 es un homomorfismo de grupos de Lie.

2.1.7 Definicién: Un isomorfismo de fibrados es un difeomorfismo que es un homo-
morfismo.

2.1.8 Definicién: Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Un comarco en
el punto x € M es un isomorfismo lineal 0, : T, M — R".

Esto es equivalente a la eleccién de una base del espacio cotangente, por lo que pensaremos
a los comarcos como vectores columnas de funcionales lineales en T, M.

A lo largo de este trabajo, dado g € GL(n, R), denotaremos por 8, - g a g~ 16, donde
en el ultimo término estamos considerando la multiplicacién usual de matrices.

2.1.9 Proposicion: El conjunto F* M de todos los comarcos en M tiene una estructura de
fibrado principal, tomando la proyeccion natural @ : F*M — M y como grupo estructural
a GL(n, R), actuando a derecha de la siguiente forma: 0, -g = g~ '0,.

Demostracion:

Sea T'M — M el fibrado tangente sobre M. El espacio de todos los comarcos en =,
denotado por E,, tiene una accién natural a derecha del grupo GL(k):

g top:T,M — R”
con g € GL(k) y p € E,. Claramente esta accién es libre y transitiva en E,.

El fibrado de comarcos en T'M denotado por F*(T'M) es la unién disjunta

Il =

reM

cada punto en este nuevo fibrado es un par (z,p) con z € M y p un comarco en z, lo que
define una proyeccién 7 : F*(T'M) — M la cual manda (z,p) a x.

F*(TM) puede ser dotado de una topologia y una estructura de fibrado a partir de la
de TM. Sea (U;, ¢;) una trivializacién local de TM. Entonces para cada x € U; tenemos
un isomorfismo lineal ¢; 5 : T, M — R*. Esto nos da una biyeccion:

Vi N (U;) = U x GL(k)

dada por ¢;(x, p) = (x,¢i .0 (p)~1). Con esta biyeccién = (U;) hereda la topologia de
U; x GL(k). La topologia y la estructura C*° en F*(TM) son las finales inducidas por
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los mapas de inclusién 71 (U;) — F*(T'M). Por simplicidad, denotaremos a F*(T M) por

Notacién: La accién a derecha por un elemento g es muchas veces denotada por R40,
en vez de 6, - g.

2.1.10 Definicién: Sea G un subgrupo de Lie de GL(n, R) y M una variedad diferen-
ciable. Una

G-estructura en M es un subfribado B C F*M con grupo estructural G. Un campo
comarco adaptado o geométricamente admisible es una seccién local de B.

2.1.11 Ejemplo: Métricas Riemannianas

Sea M una variedad diferenciable de dimension n con una métrica Riemanniana <
-,- >. Esta métrica induce una transformacion lineal:

w:TyM — Th M

T — Uy

donde p;(y) :=< z,y >. Como la métrica es no-degenerada entonces p resulta inyectiva
y por dimensiones un isomorfismo de espacios vectoriales. De esta forma podemos inducir
una métrica B(-,-) en T*M

B(pg, fty) =<,y >

Denotaremos por B, al conjunto de todos los comarcos 6 = (01, ...,6™) en ¢ que son
ortonormales con respecto a este producto interno. Estos son precisamente los comarcos
tales que < -,- >= > (0%)2. Esto es equivalente a decir que los 0 € B, son isometrias
entre (Ty,M,< -,- >) y (R",< -,- >¢an). Ahora tomando B = |JB,, B resulta una
O(n)-estructura sobre M.

Reciprocamente, toda O(n)-estructura sobre M, define una tnica métrica en m que
hace ortonormales a los comarcos en B, como veremos a continuacion.

Dado m € M, sea (,U) un campo comarco tal que m € U. Definimos una métrica
en U por
< -, >pi= 30(6;)2. Veamos que esta definicién no depende del comarco elegido. Sea (6, V)
un campo comarco con m € V. Podemos suponer U = V restringiendo ambos comarcos a
UNV. Ambas secciones estan relacionadas por una funcién C*°, A : U — O(n) de manera
que: 6 =A-0.

Definimos < -, - >/U:: $°(6;)?. Entonces,

< >u=) (0:) =
< (917 ey en)a 617 ey en) >ecan=< A- (017 ceey Hn)v A- (917 ooy en) >can=
< (éla ) én)v (517 SEE) én) >ecan= Z(éz)Q
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Hemos visto que dos secciones de B definen una misma métrica en un entorno de
comun definicién. Y por lo tanto en todo M tomando un cubrimiento por estos entornos.

Observemos que una orientacién en M reduciria O(n) a SO(n).

2.1.12 Ejemplo: Distribuciones

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n con una distribucién D de dimension
k. Sabemos que D, C T,M y D, C T;M siendo Dy = {w € T;M : w |p= 0} con
dim(Dj) = n—k. La dualidad entre D, y D]f nos motiva a definir los siguientes comarcos:

B, ={(n",..n% 0" ...0m ") 0" 0" Fp=0 y (n',.0" 0% ..,0"%) es base de

El grupo estructural G esta formado por las matrices 8 i) cona € GL(k) c € GL(n—k)

y b€ M(k x (n—k)). Finalmente, nuestra G-estructura es B = {J, ¢, By

2.1.13 Ejemplo: Distribuciones con Métricas y Estructuras Sub-riemannianas

Este ejemplo es una combinacién de los dos ejemplos anteriores. A las hipotesis del
ejemplo anterior debemos agregar una métrica < -,- > en D. Las 7n; forman una base de
Dy por lo que podemos restringirnos a aquellas tales que

<= Y

Esto modifica el grupo del ejemplo anterior por el subgrupo (a

0 g) con a € O(k) c €
GL(n—k)ybe M(kx (n—k))

;M

Si la distribucién es de Carnot-Caratheodory, se obtiene una estructura sub-riemanniana.j

2.2 La 1-forma tautolégica

En una G-estructura B(M), una trivializacién local induce un campo comarco wy (u)
en U por
(u,wy (u)) := T u,e).

Reciprocamente, si tenemos un campo comarco wy en U entonces esto nos induce
una trivializacién local de B(M). Tomemos una trivializacién U x G que mande b =
(m, f) a T(b) = (m,§). Sea &y (u) el comarco inducido por T'~!(u, e), notemos que b =
[1(m, §) = T ((m, ) - §) = =\ (m, ) - § = (m, g~ ur) es decir que f = 5~ (b)ow (m).
Como ambos @y y wy son comarcos adaptados existe una funcién C* ¢ : U — G
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tal que @y (u) = ¢'(u)wy. Definimos ahora una I' : B(U) — U x G dada por I'(b) =
L(m, f) =T(m,g7 - wy(m)) = m x g. Para ver que es C™ basta ver que g : B(U) — G.
Recordemos que f = (§(b)) '@y (m), y por otra parte f = (g(b))~! - wy(m). Como
f=1(g®) " @y (m) = ((b))~*(g'(m)) " wr = (¢'(m)§(b))~'wu tenemos g(b) = g'(m)g(b),

es decir que g es composiciéon de funciones C°.

Dado que estamos estudiando equivalencias locales podemos tomar una trivializacion
local de B(M). Por los comentarios anteriores pensaremos a esta trivializacién como un
par (U,wy). Como ya notamos al comienzo de este trabajo el campo comarco induce una
I-forma en U x G haciendo w(,,s) = S~lnfwy. En apariencia esta forma depende del
comarco, pero en realidad es una forma definida canénicamente en el fibrado que ha sido
expresada en términos de una trivializacién en particular.

2.2.1 Definicién: Sea B una subvariedad de F* M definimos la 1-forma tautoldogica O:

@b(V) = b(dﬂ'b(V)) Vbe B Y Vely,B

2.2.2 Definicién: Sean B y M dos variedades diferenciables, y # : B — M una
submersién. Consideremos la fibra B,, := 7~*(m). El teorema de la funcién implicita
nos asegura que la fibra es un variedad. Su espacio tangente V;, es lo que se conoce como
espacio vertical en q.

Es claro que V, := T,(B,,) = ker(dmy)

2.2.3 Definicién: Una forma « en un fibrado B — M se dice semi-bdsica si ixoa = 0
siempre que X sea vertical.

2.2.4 Proposiciéon: La I-forma tautoldgica satisface las siguientes propiedades:

1)(R,)*© = g~ 0 © (Equivariancia)
2)O(X) = 0 para todo X vertical (Semi-bésica)
3) [*© = f, para cualquier seccion local f:U C M — B (Propiedad de Reproduccion).

Demostracion:

1) (R30)5(V) = Or,b((dRg)sV) = g~ b(dmy 0 (dRg)sV) = g~ b(d(ms © Rg)pV)
— g b(dmV) = gL 0 ©4(V)

2) (V) = b(dn(V)) = b(0) =0
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Las formas semibasicas en B forman un mdédulo tomando como anillo a C*°(B). La
propiedad 2) de la proposicién anterior implica que toda k-forma semi-bésica se escribe

o = Zai1~~~ik®i1 VAP ®Zk

Sean M y N dos variedades diferenciables, y sea ¢ : M — N un difeomorfismo.
¢ induce un isomormismo de fibrados ¢ : F*(M) — F*(N) de la siguiente forma, si
b= (m, f) con f un comarco en m, entonces:

¢ (b) = f o (dgm) !

2.2.5 Definicién: Sean M y N variedades diferenciables, y sean B(M) y B(N) G-
estructuras sobre M y N respectivamente. Entonces decimos que B(M) y B(N) son
equivalentes si 3 un difeomorfismo ¢ : M — N tal que el isomorfismo de fibrados inducido
qﬁl satisface:

2.2.6 Dos definiciones:

Hasta ahora tenemos dos nociones de equivalencia, por un lado la equivalencia de G-
estructuras y por otro la equivalencia planteada por Cartan para pares entorno-comarco de
la forma (U, wy ). En una G-estructura ambas definiciones cobran sentido si para la iltima
consideramos una trivializacién local. Es natural preguntarse entonces si las definiciones
coinciden y como veremos a continuacion en efecto asi sucede.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que B(U) ~U x Gy B(V)~V x G

Observemos el mapa ®' dado por:

Pl :=Ty0¢ oT]':UxG - BU)—=B(YV)—=VxG
(u,9) = (u, 9™ wu (w) = (o), (97 wr(u))o(du) ") = (6(u), (¢") "' Qv (6(w))) = (d(u), g" )

Calculamos:

OO = w
B (gm 0) = g

12



(my 0 ®1)*Qy = (¢') gwu
o* Qv = (¢') tgwu

Por lo tanto, si tenemos una equivalencia local de fibrados, vemos que definiendo:
ywu = (g')"1g se tiene que el mapa ¢ es una equivalencia en el sentido de Cartan.

Por otra parte, si tenemos una equivalencia en el sentido de Cartan, vemos que:
9 = 9w
con lo que el mapa ®! definido anteriormente coincide con el de la demostracién de teo-
rema 1.2 (levantamiento). Por lo tanto, ®! : U x G — V x G es un difeomorfismo y
consecuentemente también lo es ¢/ =Ty o ®' oy : B(U) — B(V) por lo que se satisface
la definicién para fibrados ¢'(B(U)) = B(V).

Una equivalencia ¢ : B(M) — B(N) necesariamente preserva las 1-formas tau-
tolégicas correspondientes: (¢ )*(On) = ©p Un resultado esencial para el método de
equivalencias es una versién (semi) global de 1.2, la cual enunciamos a continuacién.

2.2.7 Proposicién: Sean B(M) — M y B(N) — N dos G-estructuras con G conexo,

Yy sea

® : B(M) — B(N) una funcion C*®. Entonces ® preserva la 1-forma tautoldgica (®*(©n) =Jj
O ) si y solo si existen difeomorfismos locales ¢ de M en N tal que ® = ¢ .

M4s precisamente, esto significa que para todo b € B(M) existen entornos U de m(b)
y V de n(®(b)) y un difeomorfismo ¢ : U — V tal que ¢ = D1y

Esto se puede tomar como definiciéon de ”equivalencia local de G-estructuras” aplicable
a gérmenes de las mismas: los gérmenes de las G -estructuras en 7w(b) y w(®(b)) son
equivalentes. Esto codifica la nocién de ”equivalencia local de estructuras geométricas” de
la que hablamos anteriormente en término de G-estructuras.

Demostracion: Basta tomar una trivializacion local y aplicar Prop. 1.2.

2.3 La Ecuacién Estructural:

2.3.1 Definicién: Sea G un grupo de Lie con Lie(G) = g. Definimos la siguiente g-
valuada 1-forma w haciendo: w(v) := d(L,-1)v donde g € Gy v € T4G. w es llamada la
forma de Maurer-Cartan.

Observemos que la accién de G permite identificar el espacio vertical con el dlgebra de Lie
de G. Esta identificacién manda £ € g a

Ep(b) = d/dt|i—ob - exp(t)
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con b € B. Si pensamos al comarco b como una matriz, la ecuacién anterior es de la forma
—& ob. Diremos que una g-valuada 1-forma A coincide con la forma de Maurer-Cartan al
restringirla a la fibra si A({p) = €.

2.3.2 Definicién: Sea B una G-estructura sobre alguna variedad, sea g = Lie(G),
dim(G) = r. Una 1-forma con valores en g es una pseudo-coneccion si su restriccion a la
fibra B, = G coincide con la forma de Maurer-Cartan.

2.3.3 Lema: Sea O la I-forma tautoldgica en B — M y sea A una pseudo-coneccion
para B — M. Entonces:
dO=—-ANO+T

donde T es una 2-forma semi-bdsica.
Demostracion:

Sea g = exp(tf). Derivando la propiedad de equivariancia R;0 = g~
Le,©® = —£00. Como O(£p) = 0 entonces:

16 ® obtenemos

dO(Ep,w) = (doigy© +igy 0dO)(w) = L, O(w) = =§(O(w)) = —(AAO)(EB,w)
Como cualquier vector vertical se puede expresar de la forma &g, vemos que d©® = —A A

©+T.

2.3.4 Definicion: La 2-forma semi-basica del lema anterior T', se denomina la torsion
asociada a la pseudo-coneccion A.

Ahora estudiaremos como cambia la torsion al variar la pseudo-coneccién. En lo
que sigue denotaremos a R™ por V solo para simplificar la notacién. Dadas dos pseudo-
conecciones diferentes A y Al, como ambas coinciden con la forma de Maurer-Cartan al
ser restringidas a la fibra, tenemos que o = A" — A es semibésica. Es decir, o = > @;0;
donde las «a; son funciones valuadas en g, y en consecuencia ay € g ® V*, con ¢ € B.
Supongamos que tenemos

T=dOo+ANO

T =do+ A NO

Luego, )
T —-T=aANO

Lo que significa que el cambio A — A" induce un cambio T — T =T +a A O := T+ §(a)
Para simplificar la notacién, en lo que sigue denotaremos por V a R™. Como en toda

G-estructura, G es un subgrupo de Lie de GL(V'). Luego, g C gl(V) = V® V*

2.3.5 Lema La forma a A\ © es la imagen de o € g ® V* bajo la siguiente composicion

§:2V*CVRV @V - VAV
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donde el ultimo mapa es la proyeccion al cociente.
Demostracién: § es composcién de mapas naturales que conmutan con las acciones nat-
urales en cada factor.

2.3.6 Definicién: Elmapa d:g®V* — V®A2V* es llamado mapa torsion. El espacio
de torsion se define como el cociente:

H(g) = (V®A?*V*)/im §(g @ V*)

Notacién: Denotamos por [T], a la imagen de T bajo la proyeccién V @ A2V* — H(g).
Si T'(b) = dO(b) — A(b) A O(b) es la torsién asociada a A en un punto b € B, entonces
[T'(b)] es independiente de la eleccién de la pseudo-coneccion.

2.3.7 Definicién: Denominamos a la proyeccion [T'(b)], torsion intrinseca en b € B.

G actua en g por la representacién adjunta. También actua en V pues G C GL(V), en
consequencia, actuaen g®@ V* yen V ® /\2 V.

2.3.8 Lema: La torsion es equivariante: [T'(b-g)] = [T'(b)] - g
Demostracién: Basta ver que V @ V* — Hom(V,V) es equivariante. Este mapa esta

definido por v ® ¢ — T, 4 donde T, 4(u) = ¢(u)v. Se ve entonces que: Ty, gv.p =
9Tv.09~" = Ad(9)T0,6

QED

Sea GG grupo de Lie actuando en variedad F' simple y transivamente, digamos a derecha.
Para cada b € F' hay un isomorfismo lineal g — T}, (F) que manda X € g := Lie(G) al
vector Xp,

%f = (%)  Jbexp(ex)).

La inversa de ese isomorfismo es una 1-forma sobre F' con valores en g, la forma de MC
sobre F.

Sea Gy F, I’ como arriba 'y ¢ : ' — F’ un difeo que conmuta con las acciones de G.
Veamos que ¢*(MC") = MC. Evaluamos el miembro izquierdo en un vector X € T, (F):

(%) ¢*(MC")(Xp) = MC'(¢:+(X0))-

Para f € C(¢(b)),

Qb*(Xb)f = Xb(f0¢) = (%)t:o(f o ¢)(bexp(tX)) = (%)tzo(f(ﬁb(b)eXp(tX))) _
(4) 1—o (f (6(b) exp(tX))
= XS
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0 sea que ¢, (Xp) = X:;s(b)' Sustituyendo en (*),
¢*(MO)(Xy) = MC'(Xy)) = X
Esto muestra que ¢*(MC") es la inversa de X — X, que es MC.

2.3.9 Lema: La torsion intrinseca es preservada por equivalencias.

Demostracién: Sea ® : B — B’ una equivalencia. Escribiendo las ecuaciones
estructurales en By B’,

dO =—ANO+T
de' = —A'NO + T’

y usando que ®*O’ = O, se tiene:
0=—(A-P*A)YNO + (T —*T")

Como ® preserva la forma tautolégica y la de Maurer-Cartan, ®*A’ resulta una
pseudo-coneccion. De esta manera, escribimos la ecuacién anterior como:

ST =T+ 6(®*A' — A)

lo que concluye la demostracin del lema.

QED
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Capitulo ITI: Reduccion

A lo largo de este capitulo denotaremos por 7y a la composicién:

UxG— B— H(g)

donde el primer mapa es una trivializacion local y el 1iltimo es la torsién intrinseca.

3.1 Definicion: Un problema de equivalencia se dice de tipo constante de primer orden
si 77 (U x G) es una tnica orbita de G en II,.

A partir de ahora solo consideraremos problemas de tipo constante de primer orden.

Bajo esta hipétesis 7 (U x G) se identifica con el espacio homogéneo G, \G, donde
To = T (up, Sp). Como la torsién es equivariante el mapa:

v :UXxG— G, \G

es O™ y de rango constante. El teorema de la funcién implicita nos dice que ;' (7o) es una
subvariedad de U x G. La hipétesis de rango constante nos dice que si fijamos 79 € H(g),
entonces 7y (u, e) esta en la érbita de G y para cada u € U existe un C'(u) € G tal que

Tv(u,e) - C(u) = 79

Luego
75 (10) = {(u, C(w)Gr,)|u € U}

y es una submersién en U.
Un 7g-comarco modificado es una seccién de 7, Y(19). El teorema de la funcién
implicita también nos asegura la existencia de una seccién local I'(u) = (u, Sy (u)) con

BU:U—>G

Recordemos que nuestra trivializacién U x G provenia de elegir un campo comarco
wy como identidad en G. De esta forma, la seccién (u, Sy(u)) de U x G se corresponde
con la seccién local B;;'wy de B(M).

Notemos que dada una equivalencia ®! con ®(ug, Sy) = (vg, Tp) entonces por lema 2.3.9:

70 = v (10, So) = Ty 0 ®* (ug, So) = v (vo, To)

Este hecho sera 1til en la demostracion de uno de los teoremas claves para el funcionamiento
del método, el cual enunciaremos a continuacién.

3.2 Teorema de Reducciéon: Un mapa ¢ : U — V induce una G-equivalencia si y solo
st induce una G, -equivalencia entre To-comarcos modificados dados por:

Buwu By Qv
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Demostracién: Sea ® una equivalencia del problema original, tenemos que:

* (B, 'Qv) = (By 0 @) yvywe = (By 0 @) My Bu By wr

Definimos ayy := (B o @) "1y By, debemos ver que ayy € G, .

Sea ®! la equivalencia “levantada”’ de ®, se tiene que:

70 = v (u, fu(u)) = 7v 0 @' (u, B (u)) = v (2(u), wu(u)Br) =

v (@ (w), (Bv 0 @(u))(Bv o ®(w) 'y (w)Bu) = 7o - (Bv © 2(uw)) ™ vu(uw)bu)
Luego (By o ®(u)) "ty v (u)By pertenece a G, .

Reciprocamente dada una equivalencia: ®*(8;,' Q) = avy 8y wr) con ayy € Gy, .
Vemos que, ®*Qy = (By o (I))aVUﬂgle
Con Byo®y By en G,y ayy € G, que es un subgrupo de G. Luego (ﬁvoq))aVUﬂ(jl € G.

QED

Sea B — M una G-estructura. Sea by € B un comarco adaptado y sea [Iy] = [dO(bg)] €
H(g) la torsién intrinseca de la G-estructura en by. Sea G; C G el subgrupo de isotropia
de [Tp], es decir:

Gi1={9€G:[Tp] g=[Tol}

Sea
By ={be B:[dO(b)] tiene subgrupo de isotropia G}

Es claro que bajo la hipdtesis de tipo constante de primer orden, B; resulta una G-
estructura.

3.4 Definicion: La Gi-estructura del lema anterior se denomina reduccion de B por el
subgrupo G1 C G

Podemos ahora reenunciar el teorema de reduccién en términos de fibrados.

3.5 Teorema de Reduccién: Sean B y B’ G-estructuras, y sean By y By reducciones
de B y B’ respectivamente, con grupo estructural Gi. Entonces B y B’ son localmente
equivalentes si y solo si By y B} son localmente equivalentes.

3.6 Comentarios sobre la accién de G

Cartan observo que es mas eficiente considerar acciones de algebras de Lie en vez de
grupos. Estas ultimas pueden calcularse utilizando las llamadas identidades de Bianchi,
que escensialmente son identidades que provienen de aplicar d?.

Si miramos expresiones de la forma

do; mod(base)

18



y si es necesario combinaciones de las mismas, obtendremos relaciones lineales para los
. <, k .
coeficientes de torsién {7 j} y expresiones para los

dTi';- mod(base)

Estas tltimas nos dicen como evolucionan los coeficientes de torsion a lo largo de la
fibra. Con todo esto en consideracion podemos ahora calcular la acciéon de g en el espacio
de torsion. En el caso de las variedades subriemannianas de contacto de dimension 3
daremos la accién de G en II; de manera explicita.
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Capitulo IV: Prolongacién

Sea Ty € V ® A° V* un representante de la clase de equivalencia [Ty] = [dO(by)]. La
ecuacion estructural toma la forma dO© = —A A © 4+ Ty para alguna pseudoconeccién A.
Si A" es otra pseudoconeccién que satisface la ecuacion anterior, entonces a = A" — A es
semibdsica y satisface (A’ — A) A © = 0, es decir a € ker(d). La pseudoconeccién A tiene
Ay, Ag, ... A, entradas independientes, con r = dim(g). Los pares (0, A1, As, ... A,) forman
un comarco en B, es decir pertenecen a F*(B). Para construirnos un fibrado lo haremos
diciendo cuales son sus fibras:

B'(b) ={(©,A;,Ay,..A,) :dO = —-ANO+T, en b}

De esta forma definimos B! = |J,. 5 B'(b)

Tenemos que A=A+ a, luego A; = A; + > a;;67 para ciertos coeficientes a;;.
Matricialmente:
S} S}
Ayl (T 0\ [ A
N (a I ) :
A, A,

El grupo estructural G(!) serd el grupo aditivo ker(d) pensado como matrices de la forma
anterior (ver ecuacién de arriba) que forman un subgrupo de GL(n + r, R).

Sean By B G-estructuras, ysean 1"y T representantes de la torsién en B y B respec-
tivamente. Tomando dos pseudo-conecciones A y A, con torsiones T'y T, estamos fijando
dos comarcos en B y B, y por ende, dos trivializaciones locales de sus prolongaciones.
Lo que haremos a continucion es buscar condiciones necesarias y suficientes para que el
problema de equivalencia entre B y B sea equivalente al problema de equivalencia en sus
prolongaciones, (es decir, buscamos un “teorema de prolongacién” que sea un analogo al
teorema de reduccién).

En términos de esta trivializacion, una equivalencia local entre B )y BW es un mapa
®:U C B—V C B tal que:

d*O O

A | (T 0\ | A
: ~\a I) :

P*A, A,

Dada una equivalencia entre BW y B(l), se tiene en particular que P*0 = O y por
la proposicién (2.2.7) B y B resultan localmente equivalentes.

Reciprocamente, dada una equivalencia entre By B, es decir un mapa
® : B — B tal que ®*0© = O, podemos obtener condiciones necesarias y suficientes para

que
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®*A = A+ ker(d) a partir de las ecuaciones estructurales:

dO=—-ANO+T y dO=—-ANO+T

simplemente restamos a la primera la traida para atras de la segunda,

0=dO —®*dO = —(A—D*A)NO + (T — &*T)
Asf obtenemos, ®*A = A+ ker(6) & T — ®*T =0

Hemos probado lo siguiente.

Teorema de Prolongacién Sean B y B G-estructuras, y sean ngl) Y Bg) las pro-

longaciones asociadas a Ty T. Entonces, sus prolongaciones son equivalentes si y solo si
B y B lo son, bajo alguna equivalencia ® tal que ®*T =T.
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Capitulo V: e-estructuras

5.1 Definiciéon: Una e-estructura es un G-fibrado principal con G un grupo discreto.

Luego de aplicar sucecivas reducciones y prolongaciones es probable que hayamos
arribado a una e-estructura. Como el problema de equivalencia es local, trabajaremos
sobre entornos U y V' donde tendremos definido comarcos w y {2 respectivamente.

Si tenemos una equivalencia:

PO =w

entonces, dado que ¢ = 0, la ecuacién estructural es:

do' = yhw! AWk =®*dOT = T, & A 2O

de lo que se deduce que v, = ®*T%,.

Sea w un campo comarco en U y sea f : U — R una funcién de clase C*°, definimos las
siguientes “derivadas covariantes” de f:

df =) fjw'

Andlogamente, si tenemos g : V' — R definimos:
dg =7 g

Asi tenemos:

Y’ = dvgy = d(L 0 @) = @*dlYy = &* (31, Q) = 3o(I,,02) Q" = 35(I, ;0

D)w'
Por lo tanto,

i i
Vikli = ij:\i o®

claramente el argumento anterior es valido para derivadas covariantes de orden mayor.

5.2 Definicién: Sean (A,<4) y (B,<p) dos conjuntos parcialmente ordenados por
las relaciones <4 y <p, respectivamente, entonces un orden lezicogrdfico es una relacién
de orden parcial <4 p definida como sigue: V(a,b), (a/,0') € Ax B: (a,b) <ap (a',V) <
a<aV(a=a ANb<¥)Si<yy <psonordenes totales, <4 p también es un orden total.
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Consideremos el siguiente conjunto:

FS(OJ) = {7;k77;k|21’ "'77_;'k?|i1,..|7;571; ]_ S i,j, k,'i]_, ...,is S n}

al cual pensaremos como conjunto con un orden lexicografico en el conjunto de indices.
Dos invariantes de este conjunto pueden ser definidos de manera natural.
Sea

ks = dim{dFs(w)(p)}

donde el término de la derecha se entiende como la dimension del espacio generado por los
diferenciales de las funciones listadas en Fy(w) en el punto p, ks es una funcién sobre U
con valores enteros.

5.3 Definicion: Se define el orden de una e-estructura en p, como el menor entero j
con la propiedad:

J <s=kj(p)=ks(p)

5.4 Definicién: El rango de una e-estructura en p que denotaremos por p(p) se define
como p(p) := k;(p) donde j es el orden de la e-estructura en p.

5.5 Definicién: Una e-estructura de dice regular de rango p en p si existe un entorno
de p donde p es constante.

Si este es el caso, entonces existen fi,..., f, € Fs(w) tales que dfi A ... Adf, # 0y
dg ANdfi A ... Ndf, =0 para toda g € Fs(w).

Notemos que es posible extender fi,..., f, a un sistema de coordenadas en p. Deno-
taremos a esta extension por hy.
5.6 Teorema: La Técnica del Grafico:

Sean N y M dos variedades diferenciables con dim(N) = ¢ y dim(M) = d, sean m y o
las proyecciones de N x M sobre N y M respectivamente. Supongamos que existe una base
{w; :i=1,...,d} de 1-formas en M.

(a) Si f: N — M es C*® entonces el grifico de f es una variedad integral del ideal
de formas en N x M generado por

(75 f* (wi) — mh(w;) s i = 1, ..., d}.

(b) Si{cy; :i=1,...,d} son 1-formas en N, y si el ideal de formas generado por

{mi(a;) —m5(w;) :i=1,....,d}

es un ideal diferencial, entonces dado ng € N y mg € M entonces existe un entorno U de
ng y un funcion C*° f:U — M tal que f(ng) = mo y tal que
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[fwi) =aslyi=1,...,d

Mas aun, st U es conexo entonces f es unica.

Demostracién:

(a) Definamos p; := 7§ f*(w;) — 75 (w;), vy sea J el ideal en E*(N x M) generado por las
formas p;. El gréfico de f es una subvariedad (N, g) de N x M donde g(n) := (n, f(n)).
Para ver que en efecto es una subvariedad integral debemos ver que ¢g*(u;) = 0. Notemos
que T 0 g =1id y que mp 0 g = f, luego se tiene que:

9" (i) = (m1og)" f*(wi) = (w20 9)"(wi) = f*(wi) = f*(wi) =0

(b) En este caso definimos p; := 7f(a;) —m5(w;). Dado que el ideal J generado por las y; es
diferencial, el teorema de Frobenius asegura la existencia de una subvariedad I maximal,
conexa e integral por (ng,mg) de dimensién c. Sea ¢ € I veamos que dmy[7, es 1 — 1.
Supongamos que tenemos v € Tyl tal que dmi(v) = 0. Como p;(v) = 0 se tiene que
wi(dm2(v)) = y dado que las w; son una base se tiene que dma(v) = 0. Pero dmi(v) =0
junto con dmy(v) = 0 implican que v = 0, y dmy|;, resulta 1 — 1. Por lo tanto 7y : I — N
es un difeomorfismo local. Es decir, existen entornos V' de (ng,mg) en I y U de ng en U,
tales que 71V :— U es un difeomorfismo, lo que permite definir:

f=mao(mp)!

Luego f(ng) = my, el grafico de f es una subvariedad de I, més aun f*(w;) = a;|u pues
si tomamos T, U se tiene:

0 = pi(d(m|V) " v)

= a;(v) — w;(dmg 0 d(m]V)_lv)
= a;(v) — [ (wi)(v)

Veamos que si U es conexo [ es tnica. Sea f otro mapa cumpliendo las hipétesis de (b),y
sean (U, g) v (U, g) los gréficos de f y f respectivamente. Ambos graficos son variedades
integrales de J por (ng, mg). El subconjunto de U donde g y g coinciden es no vacio pues
contiene a (ng, mg), ademas por continuidad es cerrado, y como veremos a continuacién
también es abierto. Por el teorema de unicidad de variedades integrales existen entornos
de n, W y W tales que

g(W) =g(W)

de lo que se deduce que W = W, g|W = g|W. Es decir que el subconjunto de U donde
g = g es cerrado y abierto en un conexo. Por lo tanto ¢ = g en U lo cual implica que

f=1r

QED
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5.7 Teorema de Equivalencias para e-Estructuras: Sean (U,w) y (V,Q) dos e-
estructuras regulares del mismo orden j y el mismo rango p. Sean

hy :U — R™ Y hy :V — R™

extensiones de subconjuntos de elementos independientes en Fy(w) y Fs(£2) respectivamente
(pensados con un mismo orden lexicogrdfico) a sistemas coordenados.
Definimos

c=hy ohy U=V

Entonces son equivalentes:

i) existe un difeomorfismo

.UV
tal que ®*Q = w

i1) Fj4+1(2) oo = Fj11(w) como conjuntos lexicogrdficos.

Demostracion:
=) Se demostré al comienzo de esta seccién.

<) Sea
hU(p) = (3/1; ceey Z/p,yp+17 ) y”)

Notacién: utilizaremos el siguiente rango de indices,
1<a,By<p  prl<abe<n; 1<ijk<n
La hipotesis de regularidad implica,
dy® = yliy', .y’

lo que define una matriz p x n (yg) de rango p. Cambiando el orden de los indices podemos
lograr que el primer bloque p X p sea no singular. (Observemos que al hacer esto estamos
cambiando nuestro orden lexicogréfico tanto en Fj(wy) como en F;(Qy) )

Sea ans = (y3)~' entonces,

n
Z aapdys = w® + Z boaw®

a=p+1

w® = Z aapdys — z’”: baaw®

a=p+1
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Andlogamente,

Q0% =" AgpdYs — zn: BaoQ2”

a=p+1
y tenemos que,
Aaﬁoazaaﬁ Bog 00 = bag
Como,
dy® =y v+ sy )W
vemos que
dy* AwPTEA LAWY = Zy%(yl, e PP WP AWPTL A LA WD
y

dyt A o AdyP AWPTEA AW = det(yS)wt A AwP AwPTEA LAWY £ 0
|8
Por lo tanto tenemos nuevos comarcos,

(dy', ..., dy", WPt . w™) en U

(dY'',...,dYPr QP Qn) en V

No podemos utilizar la técnica del grafico de manera usual, porque aun cuando el
sistema diferencial definido en U x V esté en involucién el teorema produciria un mapa
®: U — V tal que ®*dY* = dy’. Con lo que tendriamos Y o ® = y* + constante y
necesitamos Y o ® = 3.

Para garantizar esto debemos restringirnos a X, _,, la subvariedad de U x V' definida
por:

yromy=Y'omy,..,y oy =Y?omy

y consideramos el sistema diferencial en Yo, _,

Trw® — w0
EnU xV,

d(rjw® — Q) = E Vi © TUTHW! A THw® — 5 [y o mumg A QP
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La hipétesis Fj;11(Q2) o 0 = Fj;+1(w) nos dice que
F;‘koa:’y;k 0 F;-‘koh‘_/lohU :’y;k 0 F?koh‘_/l :’y;kohgl

SipeUyqeV tenemos,

4(q) =T, 0 hy' o hv(q) = I'% o hy (Y., Y™)

V(D) =5 o hiyt o hu(p) = 5 o hiy (y', - y™)

Por lo tanto en Y,,_, tenemos,

a a
’ijOWU:ijOWV

Un argumento similar mustra que

Aa,BOT‘—V:aaﬁOT(U Baaoﬂ-V:baaoﬂ—U

Veamos que el sistema diferencial 7j;w® — m1,Q2% en Yo, _, es integrable,

d(rjw® — Q) = E Vi © TUTHW! A THw® — g [y omymy Q7 A QP

=S 8 omp{mhwd A (mhwt — mpQF) — mpQF A (mhw! — )}

= E fy;aowa;}wj/\(W}k]wa—ﬂ{‘}Qo‘)+E W;COWUW[*]wj/\(W;}wC—WT/QC)

= yiomumy QA (nhw® —mp Q%) = Y A% omymy QF A (nfw® — i Q)

= Z(fy;‘aowUW}'}wj—ygkowa{‘/Qk)/\(W;}wa—ﬁ/Qo‘) mod(mjw®—m, Q%)
Por otra parte,

Trw® — Q% = g AapB O 7rU7rz}dy’8 — g boa © TUTHW!

— Z Aqpo mﬂT{'}dYﬁ — Z Byg o mymy Q2°
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= aagomy(nidy’ —midYP) =Y " bagomy (mhw® — Q%)

Ademds en Y, _, tenemos que Wz}dyﬁ = W{k,dYB, con lo que
rw® — QY =0 mod(mjw® — m, Q%)
Este hecho, junto con el cédlculo anterior, muestra que:

d(rjw® — Q%) =0 mod(mjw® — Q%)
con lo que la integrabilidad del sistema queda demostrada.

Una tnica hoja de nj;w® — 73,Q2% a través del punto

1

(y A yp7 yp+17 ) y”’ Y17 M Yp7 Yp+17 R Yn)

en Yoy, nos da una subvariedad L de dimensién 2n — p — (n — p) = n. Esta hoja es una
variedad integral del sistema diferencial

{nfdy' —nfdY?, .. nhdy? — ndY P, mhw™ — Qe o™ — Q)
la técnica del grafico nos da un mapa ® : U — V tal que:
Yaoézya @*Qa:wa

Repitiendo los argumentos dados anteriormente obtenemos:

Aaﬁo@:aaﬁ Baaoq):baa
Como resultado,
'O = Aap o P AYP — Byg 0 27 Q1

= Z a/aﬁdyﬂ - baawa

= wa
Por lo tanto, ®*Q = w.

QED

5.8 Definicion: Sea M una variedad diferenciable. Una coleccién de difeomorfismos
locales I' se dice un pseudo-grupo si satisface los siguientes axiomas:
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1)Sigp ey €T, y el dominio de ¢ es igual al rango de 1, entonces ¢po ¢ € T'.
2) Si ¢ €T, entonces ¢~ ! €T
3) Si ¢ € 'y U es un abierto contenido en el dominio de ¢, entonces ¢|y € T
4) Si ¢ es un difeomorfismo local de M y cada punto en su dominio admite un entorno
U tal que ¢|y € T', entonces ¢ € I.
5) El difeomorfismo identidad esta en I'.

S
S

5.9 Corolario: Sea (B,w) una e-estructura de rango p en p, entonces el pseudogrupo de
automorfismos de (B,w) define localmente una foliacién de dimension n—p en un entorno
de p.

Demostracién: La foliacién esta definida por el sistema diferenciable {dyi,...,dy,} y
la prueba del teorema de e-estructuras muestra que cada rebanada y; = ¢y, ...y, = ¢, con
ci, ..., ¢, constantes, es una érbita del pseudogrupo de equivalencia locales.

Es necesario notar que el método no solo consta de pasos a seguir, reduccién, pro-
longacion, etc... Sino también de un orden en que deben realizarse. Primero construimos
el espacio de torsién y estudiamos la accién de G. Si esta resulta no trivial entonces hay
dos posibilidades una es que nuestro problema de equivalencia sea de tipo constante de
orden finito, en cuyo caso procedemos a reducir el grupo estructural. La otra es que el
problema sea tipo infinito, en cuyo caso debemos remitirnos a la teoria de Cartan-Khaler
la cual no sera discutida en este trabajo. Por otra parte, si la acciéon de G es trivial, puede
que hayamos arribado a una e-estructura. Si este no es el caso, debemos ver si el sistema
estd en involucion o no. Si no lo esté, prolongamos y todo el proceso comienza de nuevo.
Si el sistema estd en involucion el método se bifurca nuevamente: torsion constante o no
constante...

Suponiendo que al final del proceso obtenemos un comarco, entonces estamos en condi-
ciones de estudiar los difeomorfismos locales de la estructura geométrica en cuestion y sus
invariantes locales. Pero para ello necesitamos el siguiente resultado, que se deduce del
teorema de equivalencia de e-estructuras y sus corolarios.

5.10 Lema del Campo Comarco (Framing lemma):

Sea B una variedad diferenciable
de dimensién N con un campo comarco asociado 0 = (6*,...,0N). Entonces, el pseudogrupo
de difeomorfismos G, que preserva este campo comarco, es un grupo de Lie de dimension
a lo sumo N, el cual actia libremente en B. La cota N se alcanza si y solamente si

do’ = i 67 A O*

con todas las Cy, constantes. Si este es el caso las Cip, son las constantes estructurales de
G, G actua transitivamente en B y el campo comarco puede identificarse con una base para
las 1-formas invariantes a izquierda en G.
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De la teoria para e-estructuras sabemos que las funciones cé. 1., cuando son constantes,
forman un conjunto completo de invariantes.

Demostracién: Sea Y = {Y1,Ys,...,Yn} un marco dual a #. Un difeomorfismo ¢
preserva 6 siy solo si preserva Y. En tal caso también preserva los grupos monoparamétricosfi
exp(t;Y;). Usando estos, podemos definir un sistema de coordenadas de primer tipo
®:U x BC RN x B— B dado por:

D(t1,....,tN;p) = exp(t1Y1) o ... o exp(tnYn)(p)

Para un p € B fijo, la ecuacién anterior define un sistema de coordenadas centrado en
p.

Dado que cualquier difeomorfismo que preserve el marco también preserva los exp(t;Y;) ]
se tiene:

g(®(t1, ..., tn3p)) = exp(t1Y1) o ... o exp(tnYn)(g(p))

Esta ecuacion muestra que si conocemos el valor de g en un punto py entonces también
lo conocemos en un entorno de g(pp). Tomando un cubrimiento de B por estos sistemas de
coordenadas y aplicando la ecuacién anterior, podemos extender cualquier difeomorfismo
local a un difeomorfismo global. De esta forma, G resulta un grupo de Lie.

Ademas, G actia libremente, pues si g(py) = po entonces g coincide con la identidad
en todo ®(U;p), y por ende en todo B, ya que esté cubierto por entornos de este tipo. El
corolario 5.8 muestra que las 6rbitas de G tienen dimensién N — p, siendo p el rango de B.
Como G actia libremente, su dimension coincide con la de sus orbitas, de lo que se deduce
que dim(G) < N. Este corolario también muestra que la dimensiéon maxima es alcanzada
cuando p = 0, es decir, cuando los coeficientes de torsién son constantes.

Si este es el caso, notemos que por definiciéon, G preserva el comarco 0. Asi, 0 se
identifica con una base para las formas invariantes a izquierda de G y los cé- . Tesultan ser
las contantes de estructura de G asociadas a este comarco.
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Capitulo VI: Ejemplos

6.1 Superficies Riemanianas Orientadas:

Sea M una superficie riemanniana orientada. Su SO(2)-estructura asociada es el
fibrado By de comarcos (6, 6?) tales que < -, >= (61)? + (6?)? y 6! A 62 nos da la forma
de area definida por la métrica y la orientacion.

La ecuacién estructural es:

@1 _ 0 « @1 T112@1 /\@2
d<@2>_ (—a O)A(@2)+(T122@1/\@2

Cambiando « por a + T,01 + T4 0, la ecuacién se convierte en:

(g )=-(2 5)~(8)

Tomemos o’ tal que la ecuacién de arriba se cumpla si reemplazamos « por . Entonces

se tiene que:
0 oa—ao A 0,
—a+a 0 ©5

Como ya se observé anteriormente a—a’ debe ser semibésica, es decir, a—a’ = ¢101+c205.
Pero entonces, la ecuaciéon anterior nos dice que ¢; = ¢3 = 0. Es decir que existe una tnica
pseudoconecciéon con torsiéon cero. Lo que implica que al prolongar obtendremos una e-
estructura con comarco

{01,602, a}
Usando identidades de Bianchi tenemos que:
0=d’01 =—-daNOs+aANdOs=—-daANOs+aAaAO; =—dah Oy
y por otra parte,
0=d’05 =daNO; —aNdO; =daNO;+aAahBOy=daAO

por lo tanto, da = KO A Oy
Ademss, 0 = d?a = dK A ©; A O3 lo que nos dice que K es constante en la fibra y
por lo tanto una funcién en M.

Tomemos una seccion local f : U — By, la cual pensaremos como un par de co-
marcos adaptados (01,62). Usando f podemos traer para atrés la ecuacién estructural,
obteniendo:
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d 91 _ 0 w 01
92 o —w 0 92
donde w = f*a.

Sidfy; = 101 NOy y dfs = co01 N Oy entonces w = —c101 — caby. Sea (e1, e2) un marco
dual a (61,602). Veremos que la matriz definida por w es la coneccién de Levi-Civita, en
términos del marco (ey, ez). Es decir:

vele) 0 w(X) el
X\ey ) ™ —w(X) 0 es
Recordemos que la coneccién de Levi-Civita satisface:

2<VVxY;Z>=X(<Y;Z>)+Y(<Z; X >) - Z(< XY >)
+ <[ XY, Z>-<[Y,Z; X >+ < [Z,X];)Y >

Escribimos Vxe; =< Vxej;e;r > e1+ < Vxer;es > ex y calculamos:
< Vxej;er >=0 por (1)

Por otra parte, observemos que por la férmula de Cartan:

c; = db;(e1,e2) = e1(0i(e2)) — ea(Bi(e1)) — Oi([er, e2]) = —bi([e1, e2])
Usando esta observacién junto con (1) y el hecho de que < -,- >= 67 + 63, calculamos:

2 < VX61;62 >= X(< €1; €2 >) + 61(< 62;X >) — €2<< X;Gl >)
+ < [X,el];€2 > — < [61,62];X >4+ < [62,X];€1 >
= e1(02(X))—e2(01(X))+02([X, e1])—01([e1, e2]) 01 (X)—02([e1, e2])02(X )+

01([e2, XT)
= €1(02(X)) — e2(01(X)) + 02([X, e1]) + b1 ([e2, X]) — w(X)
= —d@l(eg,X) — d92(X,61) — w(X)
= 0191(X) + CQHQ(X) — w(X)
= —2w(X)
Por lo tanto Vxe; = —w(X)es. Andlogamente se ve que Vxes = w(X)ey

Al escribir la ecuacion estructural aparecen dos objetos distinguidos: una tnica pseudo-Ji
coneccion con torsién cero y una funcion K. Ya hemos interpretado geométricamente al
primero (coneccién de L-C) ahora haremos lo mismo con el segundo, mostrando que es la
curvatura Gaussiana.

Sea

R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vxy1Z (tensor de curvatura)

Tenemos que:
— < R(e1,ez)er,e2 >= — < V¢, Ve,er,e0 >+ < Ve, Veer,e0 >+ < Vi, ¢ 11,2 >
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= er(w(ez)) —er(w(ez)) — w(ler, e2])

= —w([e1, e2])
= dw(eq, e2)
=K

En conclusion, el dnico invariante local es la curvatura Gaussiana. Los modelos max-
imalmente simétricos son aquellos de curvatura constante y en este caso el pseudogrupo
de equivalencias locales tiene dimension 3.

6.2 Estructuras Riemannianas en General

En esta seccion generalizaremos algunos de los resultados de la seccién anterior al
caso de variedades riemannianas. Recordemos que la G-estructura asociada a una variedad
riemanniana ya fue definida en 2.1.11. Observemos que el tener una métrica en un espacio
vectorial V' permite identificarlo canénicamente con V*, y recordemos que la sucecién de
torsion esta definida por:

§:0n)@V* 2 VeV V* -V eAV*
Se tiene entonces el siguiente resultado:

Lema 6.2.1: El mapa de torsion 6 es un isomorfismo. FEs decir que el espacio de
torsion H(o(n)) es trivial.

Demostracion: .
Un elemento £ € o(n) ® V* tiene una estructura de indices f;k 'tal que f;k = —¢& . Un
elemento 2 € V ® A2V* tiene una estructura de indices Q% = =, El mapa de torsién

esta dado por Q% = 1/2(¢};, — &) Basta entonces verificar que:

5_1(9)3‘1@ = ;k = Q) + Qgﬂ - ij

J

QED

Este lema dice que existe una tnica pseudo-coneccién con torsiéon cero. Esta pseudo-
coneccion resulta ser la coneccién de Levi-Civita. Como el espacio de torsion es trivial, al
prolongar arribamos a una e-estructura. Y por la dimension de la e-estructura en cuestion
se deduce que el pseudo-grupo de simetrias locales tiene a lo sumo dimensién n(n + 1)/2.
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6.3 Estructuras Subriemannianas en Dimensién 3. (Hughen 1995)

6.3.1 Definicién: Dada una coleccién de campos vectoriales { X, } definimos su Lie hull

como el conjunto { X, [Xp, X¢], [Xa, [Xp, X¢]], ...} de campos vectoriales generados por los
corchetes de Lie de los campos {X,}. Decimos que una coleccién {X,} es generadora por
corchetes si su Lie hull genera todo el fibrado tangente.

6.3.2 Definicién: Una distribucién H se dice generadora por corchetes si cualquier
marco {X,} de la distribucién es generador por corchetes sobre su dominio.

Sea H =T'(H) el haz de seciones de H: H(U) = campos vectoriales sobre U que yacen en
H. Hay una sucesion de sub-haces

HcH*c..cH C..cI(TM)

con
H™t! =H" + [H,H"]

donde
[H,H*] = span{[X,Y]: X € H,Y € H*}.

6.3.3 Definicién: Sean;(q) = dim(H}). Lalista de enteros (n1(q), ..., n-(¢)) es llamada
el vector crecimiento de H en q. Una distribucién es de tipo (n1, ...,n,) si este es su vector
crecimiento en todo punto. El menor entero r = r(q) tal que H” = I'(T'M) es llamado el
paso o grado de no-holonomia de la distribucion en gq.

6.3.4 Definicién: Una variedad de contacto (M,I) es una variedad diferenciable de
dimensién 2n + 1 (con n € N), con un subfibrado de linea distinguido I C T*M que es
no-degenerado en el sentido de que para cualquier seccion local 6 de I se tiene que

O A (d9)" #0

La no-degeneracién de I no depende de la forma 6. Si tomamos § = f0 con f # 0
vemos que

0 A (dO)" = frHO A (dO)™

6.3.5 Definicion: Sea M una variedad diferenciable con una distribucién generadora
por corchetes y una métrica <, > definida sobre la distribuciéon. Se dice entonces que
(M, D, <,>) es una variedad subriemanniana.
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Consideremos una variedad subriemanniana orientada (M, D) con dim(M) = 3y
dim(D) = 2. Un campo comarco adaptado (0',62,63) debe satisfacer §2(D) = 0 y <

- >= (012 + (6%)? | p 1a condicién de contacto se traduce a
do® = NP A 0% mod(0°) A H#0
El grupo estructural esta formado por matrices de la forma
A b
=5 <)

con A€ SO(2),be Ry c+#0.

El que una distribucién sea de tipo (2, 3) (generadora por corchetes) es equivalente a

que (M, D) es de contacto. Pues:
NP AOP)(X,Y)=dPP(X,Y)=—-0*([X,Y]) V X,YeD X#0
(por la férmula de Cartan y el hecho de que 62 se anula en D)
Luego A # 0 < [X, Y] no pertenece a D.

A continuacién procederemos a aplicar el Método de Equivalencia.

Primera Reduccién

La ecuacién estructural en este caso es de la forma:

o! 0 a B 0! Ty, T4 Th CENCE
d{e? | =—(-a 0 vy |A|©% |+ | T Th Ti CEUNCE
o3 0 0 6 o3 5, T3 T3, CRVNCE

Comencemos con el proceso de absorcién de torsiéon. Realicemos las siguientes substi-

tuciones en la ecuacién anterior:
a—a =a+ L0+ TE62
B—p'=p~T50" +T3,6”
v =+ 1507 - T30}

§ =68 =6+T5,0° T3 06!

La ecuacién estructural es ahora de la forma:

o' 0 o p o' 00 0 CENCE
d{e?|=—--a 0 v |al©2|+[0 0 O CEFNCE
o3 0o 0 ¢ o3 0 0 T3 CEUNCE
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Notemos que la tultima pseudo-coneccién no es tnica pues podemos agregar multiplos
arbitrarios de ©2 a 3, v y .

Consideremos una seccién local f = (61, 62,03) de B. De la propiedad de reproduccién

f*© = f (f*6! = 6%) vemos que:

d93 — d(f*@g) — f*(d@S) — f*é' /\f*@ZS 4+ f*T132f*@1 /\f*@2

= f*§' NO° + FT7,00 A 62

Por lo tanto,
do® |p= f*T7,0" A 6?

y la hipétesis de contacto nos dice que T5, # 0

La propiedad de equivariancia nos dice que R;© = g~ 'O, en particular R;@?’ =
¢~ 163, Tomando derivada exterior a ambos miembros:

NG+ cTITHO NO? = ¢ RO A O + RITT, (det(A™)ON A O + & A OF)
donde ® es una combinacién lineal de ©! y ©2. De aqui se deduce que:

Esto implica que podemos elegir g € G de modo que R[T 3, = 1. Obtenemos asi
nuestra primer reduccion,
Bi={0e€ B : T} =1}

A b

Con grupo estructural G = {( 0 1

):AGSO(Q),I)ERQ}CG

Segunda Reduccion

En la Gi-estructura Bj la ecuacién estructural es:

o! 0 o B o! TL TL TL\ /6276
d{e?*|=—-|-a 0 vy |A|[O* |+ | T4 T3 Ti CRUNCE
o? 0 0 0 o? 75 15 1) \e're?

Al igual que en la primera reducciéon, podemos variar la pseudo-coneccién para ab-
sorber tantos coeficientes como podamos. Pero en este caso, al haber reducido el grupo
estructural, la pseudo-conecciéon toma valores en un algebra de dimensién menor lo cual nos
impedird absorber ciertos coeficientes de torsion. Concretamente, la ecuacion estructural

o' 0 a f o' 0 0 0 CENCE
d|e?|=—-(-a 0 v A2+ 0 0 O CEFNCE
o3 0 0 0 o3 TS, T3 1 CEVNCE
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El espacio de torsién estd parametrizado por los coeficientes (g5, T%; ). Para estudiar
la accion del grupo en este espacio daremos una expresion explicita de la misma.

N T233 o 1 T233
R, (T??l ) =a (det(a™") 75 ) T b)
Demostracién:

. A b -1 _ AT [N) ~_ -1 T
g_(O c) g _(0 c_l) b=—c"A"b

Afirmacién:

A Ao b:l o! A0 + A45,0% + b:1®3
= A12 A22 bg @2 = A12@1 + A22@2 + b2@3
0 0 ¢! 3 cles

Usando la propiedad de equivariancia calculamos las siguientes 3 ecuaciones:
R;@3 A R;@l =c 141103 N0 — 145,02 N 63
R2@2 A\ R;@g = —C_1A12@3 A O 4+ C_1A22@2 A O3
R*@l A R*@2 = A11A22@1 A ©?% + A11b~2@1 A O3 — A12A21@1 A ©?% + A21b~2@2 A O3 —
A12b1®1 A @3 Agab1©2 N O3 = (A1 Agg — A1aAg)OY A O2 + (A1gby — A1102)03 A O +
(A21b2 — A22b1)92 A\ @3

Se tiene entonces que:

R*T3 R"‘@1 A R*@2 + R*Tg’lR*G)g' A R*@l + Ry T: 3R*®2 A R*@3

= det( )@1/\@2 (R* 1A22—R; A21—|—A21b2—A22b1)62/\@3—|—(RZTg’lc_lAH—
R* A12 + A12b1 A11b~2)@3 VAN @1
Es decir:

()= (45, ) (5) - ()
T3, —A12 An RTS, by
- (4 Aﬂ)‘lw (rir) - ()
Aa Agg R*TBI bz
_ All A12 R*T23 . b~1

(i D) -®)
A21 AQQ R*Tgl b2
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Luego:
T3 b; R*T3
o () o) - (53)
Ts b RT3
—14-1 23} _ 4-1 1) = 923
» et () - (i) - (i)
Ts b RT3
-1 -1 23 ) _ 1 _ g123
= ana () - (o0 ) = (Rl
QED

Lo que deducimos de esta expresion explicita para la accién es que GG; actia transiti-
vamente. Tomamos los siguientes comarcos adaptados:

By = {0 € By : Tyy(0) = T5,(0) = 0}

En este caso el grupo estructural es:
Gy = {(61 (1)) . A € SO(2)}

En Bs la ecuacién estructural es:

o! 0 a 0 o! Ty, T3, O RNk
dle?|=—-[-a 0 0]JA|O*|+|TE T2 0 CEUNCE
o3 0 0 0 o3 0 0 1 CEWNICE

= dO* = ' A 6?2
0 =d?0® =dO' A% — 0! A dO?
=THOIANO2NO3 -~ TZO'A02 A 63
Por lo tanto T4, = T'%;. Por otra parte, si realizamos el siguiente cambio en la pseudo-

coneccion:
o — o+ (1/2)(T2 + Ty5)0?

podemos asumir que Ty; = —T3%. Entonces, podemos escribir la ecuacién estructural en
una forma maés simple ignorando ©3:

o' 0 « o! ai  as 02 A3
d(@2) = (—a 0) " (@2> + (a2 —a; ) \ @2 rO!
donde a1 =Ty = —T3 vy az =T = Tay.
Tomemos un o’ tal que:

o\ 0 o ot ay al 0203
d(®2>__<—o/ O>A<@2)+<a’2 —a’1><@3/\@1
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Definiendo 5 :=a — o' y 7; : a; — a}, se tiene:

0 6 A @1 o 1 T2 @2/\@3
—ﬂ 0 @2 o T2 —T1 @3/\@1

Si B =c10! + 02 + 303, la primer ecuacién dice que: ¢; =0 y c3 = —7y.

La segunda ecuacion, muestra que co =0 y c¢3 = 7. Porlo tanto, ¢c; = ¢co = ¢c3 =0,
conloque =0y =17=0

Esto muestra que existe una tinica « tal que Toy = —T4 v T3y = Tias.

En conclusién, el fibrado B> tiene asociado un comarco distinguido:

{6',6% 6% o}

Sean By B dos G-estructuras, ysea ®: B — B una equivalencia local. Notemos que @
aq a9
s —aip
le dan a esta matriz su forma particular son tnicos se tiene: ®*a; = a;

En este punto uno se ve tentado a prolongar, y por ende, automaticamente arribar a
una e-estructura. Pero como ya indicamos antes, primero es necesario calcular la accién
en el espacio de torsion. Esta vez el calculo serd un poco mas complicado que en los pasos
anteriores y requerird identidades de Bianchi.

siempre preserva la forma en bloque de la matriz ( ) Como los coeficientes que

0=d?0!' =a AdO? 4+ a1dO? A O3 + das A O3 A O — 4,03 A dO! mod(@z)
= —a1a NO>ANO + a0 AO AN B +das A O3 A O! mod(©?)
= —2a1a A O3 A O + day A O3 A B! mod(©?)
& dag = 2a 10 mod (0,02, 63)

Andlogamente, tenemos que:

day, = —2as00 mod(0', 02, 03)
De esto de deduce que existen funciones A; y B; tales que:
da1 = 26!@2 + Z AZ@z
dCLQ = —204&1 + Z BZC“)Z
Calculando explicitamente da a partir de la ecuacién estructural se ve que:

da = (Az — B1)©* A©3 + (A + B2)©? A O + KO! A ©2 para alguna funcién K.

La funcién definida en la afirmacién anterior serd uno de los invariantes de nuestra
estructura geométrica y jugara un papel similar al de la curvatura Gaussiana.
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Volviendo a las ecuaciones para los da;. Como ya mencionamos antes es posible
estudiar la accion en el espacio de torsiéon con ecuaciones de este tipo. Tenemos médulo

base:
dai \ 0 2c a1
das )]  \ —2a 0 as

Esto nos dice que G2 actia por rotaciones en el espacio de torsién. Aqui es cuando el
método se bifurca en dos casos:

1) (a1,a2) # 0
2) (al,ag) =0

En el primer caso la accién de G5 es no trivial, lo que permite realizar otra reduccion.
Pero en el segundo caso la accién es trivial. Dado que que ker(d) = 0 podemos prolongar
y de esa manera arribar a una e-estructura donde el comarco es (0!, 0% 03, a).

Recordemos que el lema del comarco nos dice que una condicién necesaria para que
un modelo sea maximalmente simétrico es que a1, as y K sean constantes. El vector
(a1(p), az(p)) rota al mover p a lo largo de la fibra. Es decir que a; y as son constantes
si y solo si a; = as = 0. En tal caso, las derivadas covariantes A; y B; también son cero,
lo que nos deja da = KO! A ©2. En conclusién, el caso (ai,az) = 0 es relevante pues los
modelos maximalmente simétricos son de esta forma y para estos tltimos la constante K
es el tunico invariante.

Espacios Homogéneos:

Los espacios homegéneos sub-riemannianos son aquellos donde el grupo de automorfis-
mos de By (M) actia transitivamente. Este grupo se identifica con el grupo de difeomorfis-
mos de By (M) que preserban el comarco (01,02, 03, ). Como observamos anteriormente
su dimension es menor o igual a cuatro, y la igualdad se da si y solamente si actia transi-
tivamente en Bo(M). A continuacién calcularemos los modelos maximalmente simétricos
explicitamente.

Sea M un modelo maximalmente simétrico y sea Bo(M) como arriba. Trataremos de
obtener informacién sobre M estudiando las secciones locales de By(M). Recordemos que
en By(M) tenemos un tnico comarco (01,02, 03, «), satisfaciendo:

dO! = a A 62

dO? = —anO!
de3 = 0! A 62
do = KO A ©2

Sea f : U — Bs(M) una seccién local. Si escribimos a f como una terna de uno formas
(n',n?,m3), podemos traer para atras las ecuaciones anteriores y aplicar la propiedad de
reproduccién de manera que tomen la forma:

d771 :f*a/\n2
an — _f*a/\nl
d773 :,,,]1/\,)72

d(f*a) = Kn* An?

40



Calculemos «, escribiéndola como
oa=u+o

para un unico o € T*(U), donde u es la forma de MC para Bsy. Explicitamente,

0
MC=| —p
0

[N
o O O

donde pu es la 1-forma ordinaria sobre F' = G2 = SO(2) definida como elemento de so(2)*

por
0 ¢
“(—t 0) =t

Notemos que al escribir a = p + ¢ estamos usando un isomorfismo
T*(Bz) = g; ® T*(U),
aqui es el inducido por la trivializacién By = G x U dada por el comarco (n!,n?,13).

La eleccién o := KO3 satisface las ecuaciones de arriba, porque do = do = KdO? =
KO1 A ©2. Por unicidad,

a=p+ KO3
Esto resulta en
dnt = Kn* A
di® = Kn’ An'
di® =0t A2

Sea (X1, X2, X3) un marco dual a (n',n? n3). Entonces este marco satisface:

[X1; Xo] = = X5 [X2; X3] = —K X, [X3; X1] = —K X,

Pues,

dn(Y,Z) =Y (n(Z)) — Z(n(Y)) — n([Y; Z]) = —n([Y; Z]), luego:

(X5 X5] = 0" ([Xa; X5) X0 + 02 ([Xs; X5]) Xa + 03 ([Xi; X)) X3

[Xi; Xj] = —Kn? A (Xi, X5) X1 — Kn® An' (X, X5)Xo — ' An?(Xy, X)X

De lo que se deducen las relaciones de conmutacion anteriores.

Las &lgebras de Lie lx generadas por los X; pueden clasificarse en tres clases de
isomorfismos, dependiendo si K =0, K > 00 K < 0:

l1 = so(3), porque definiendo Y3 = —Xj3 se obtiene la base usual: [Y;;Y;11] =
Yiio 1€ 23
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lp es el algebra de Heisenberg de dimension 3 generada por X; y X5 con centro
generado por Xj.

-1 = 5l(2), pues la aplicacién que manda X; — ((1) (1)> Xy = ((1) —01> X3 =

0 -1 .
{ o )esun isomorfismo.

Sean Ly y L4 los grupos de Lie correspondientes a estas algebras de Lie. Luego X3
y X5 generan una distribucién de contacto Ay invariante a izquierda en L g, con métrica
subriemanniana (n')? + (n?)2.

El grupo de difeomorfismos de L = Lg que preserva la estructura subriemanniana,
el cual tiene dimensién cuatro, es un producto semi-directo. Para construirlo, definiremos
una accién de SO(2) en L. Primero, haremos actuar a SO(2) en [, por rotaciones en el
span(X1, X2) y trivialmente en Xj:

p- (a1 X1+ asXo+a3X3) =a1p- X1+ azp- Xo +a3X3

p- X1 = cos(t) X1 + sen(t) Xz

p - Xo = —sen(t) Xy + cos(t) Xs

Esta accién puede integrarse a una accién de SO(2) en SO(3), SL(2, R) y en el grupo
de Heisenberg.

Definimos entonces el producto semidirecto SO(2) < L, donde la operacién de multi-
plicacién en SO(2) x L esta dada por :

(p,9) < (p',9") = (pp',90(g"))

Luego SO(2) < L acttia en L de la siguiente forma: (p,g) - ¢’ = gp(g’) esta accién es
transitiva y la isotropia en la identidad es SO(2), por lo que como espacio homogéneo

L =(SO(2)<L)/SO(2)

en los tres casos.
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