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La mecanica cldsica como aproximacion de la mec4nica cudntica
Leonardo Vanni*y Roberto Laura’

Propiedades cuinticas
En la teoria de la mecdnica cudntica, se asocia un espacio de Hilbert H con cada sistema fisico.
Ademas, cada subespacio H, del espacio H representa una propiedad p del sistema, y cada

vector | ) del espacio de Hilbert H representa un estado del sistema.

La teoria debe permitir descripciones y razonamientos sobre propiedades del sistema, por
lo que deben encontrar su lugar en ella expresiones tales como “si ..., entonces.....”,
“ M E4

wYeens b ’, ¥y “no....". Todas estas expresmnes se corresponden con relacwnes y
operacmnes del conjunto de subespacms del espacio de Hilbert. La relacién “si p, , entonces

p é p|” .y “IlO
p” se corresponden con la interseccion Hp N Hp,, la suma directa Ff, & H,, ¥ ¢l complemento

|” 3

p,” se corresponde con la inclusién H, C H, . Las operaciones “p y p

ortogonal H respectivamente.

Cada propiedad p del sistema fisico tiene definida una probabilidad en el estado
representado por | p), dada por la regla de Bomn Pr(p)= (|11, | ¢}, donde I1, es el operador
de proyeccidn sobre el subespacio H, que caracteriza a la propiedad p (H, = f[P H).

Surgen dificultades si se trata de involucrar en la descripcién o el razonamiento a todas Ias
posibles propiedades. En primer lugar, el conjunto de todas las propiedades forma un reticulado
no distributivo, que es uma estructura muy diferente a la de la i6gica convencional usada en el
lenguaje ordinario. Ademas, si la regla de Bom es aplicada al cédlculo de probabilidades sobre
esta estructura no distributiva, se obtiene que si H,nH,={}, 0 resulta en ggnera’l
Pr(p 6 p') = Pr{p) +Pr(p") . Entonces la probabilidad de la disyuncién de dos propicdades
mutuamente excluyentes no verifica la aditividad, lo que resulta un inconveniente insalvable s1
estas probabilidades deben representar frecuencias obtenidas experimentalmente.

Comenzando con los trabajos de Birkhoff y Von Neumann [1}, se han venido
desarrollando investigaciones para dar un significado a esta logica no convencional. Pere hay
otra forma de abordar este tema, y es eliminando el problema antes de que aparezca. Parece
haber consenso entre los fisicos en que la teorfa cudntica no predica acerca de la conjuncién de
propiedades que corresponden a operadores que no conmutan entre si [2]. Esta hipdtesis
aparece (explicita o implicitamente) en las aplicaciones practicas de la teorfa, y también los
libros de texto de mecénica cudntica {3].
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Se trata entonces de obtener del conjunto de todas las propiedades posibles, ciertos
subconjuntos que formen reticulados distributivos. En el inferior de cada uno de estos
subconjuntos, las. descripciones y razonamientos siguen las reglas de Ia légica convencional, y
ademas la regla de Born asigna probabilidades bien definidas. Cada uno de estos subconjuntos
de propiedades forma un posible universo del discurso acerca del sistema, que en mecénica
cuantica se denomina contexto.

El modo de generar un contexto es a partir de un conjunte de propiedades p;» cuyos

correspondientes proyectores [, son ortogonales y completos, es decir que verifican
P P ; fid ¥ P qt

ILIT, = 6,01 zj:njﬂ-

(aby D
Todas las propiedades que se obtienen por disyuncién de las p, forman un contexto.

En general no sera posible involucrar dos propiedades que pertenecen a distiritos contextos.
en una misma descripcidén o razonamiento. Por ejemplo, para un electrdn, los operadores de
posicién y de impulso lineal no conmutan entre sf, y no existe un contexto en el que sea posible
hablar simultineamente de valores definidos de estos dos observables.

Pero en el mundo macroscépico, en el de nuestra experiencia cotidiana, las nociones de
posicion y de velocidad se usan con €xito en forma simultinea. Durante muche tiempo esto fue
considerado como una evidencia de que la teoria de la mecmica cuéntica era. aplicable
solamente al domimo de los fendmenos microscopicos, mientras que la teoria de la miecénica
clésica era la que debia usarse en los fendmenos macroscépicos. En particular, los aparatos de
medicién utilizados para acceder al mundo microscépico pertenecerian al dominio de la
mecanica clisica [4].

Esta posicién dejaba sin respuesta a la pregunta acerca de donde debia ponerse el limite
entre lo microscopico y lo macroscopico. Por otra parte, como los objetos del mundo
macroscopico parecen estar hechos de la misma clase de Atomos que constituyen el mundo
microscopico, €s deseable que sea la teoria cuéntica la que pueda dar cuenta de los fendmenos
microscépicos y también de los macroscopicos.

Describiremos y analizaremos a continuacion cuales son los aportes de la teoria de la
decoherencia [5] [6] y del andlisis microlocal [7] [8] [9] a solucionar los problemas de:
compatibilidad entre la mecénica clisicd y 1a mecanica cudntica.

Propiedades clisicas en Ia mecdnica cudntica
La representacion clisica de una propiedad es medianté una regién del espacio de las fases. Por
simplicidad supondremos que el espacio de las fases es bidimensional, con una coordenada g de
posicidén y otra p de impulso lineal.

Consideremos un dominio simplemente conexe C de este espacio, con borde regular, y
cuya 4rea es mucho mayor que la constante de Planck. Con este dominio se puede asociar una
funcién £, (q, p), definida sobre el espacio de las fases, que vale uno en el interior de la regién

C, cero en el exterior, y que varia con continuidad entre estos dos valores en una franja
suficientemente delgada que cubre el contorno del dominio,
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En la correspondiente teoria cudntica, los posibles estados del sistema fisico se representan
con funciones de onda, que pertenecen al espacio de Hilbert 7*(R) de las funciones de

cuadrado integrable de variable real.

A partir de {a funcién £,.(g, p) se puede construir un operador autoadjunto ﬁc- que actia
en el espacio I?(R) y que verifica

GIAPSE I Aas ,p)exp(——p (x"-x)),

fola.p)= Idy(q+§ch |q—5>exp<-;p »).
Existen proyectores. suficientemente proximos a £, entre los cuales puede elegirse uno que
denominaremos. JT,.. Este proyector es la representacién en la teoria cuntica de la propiedad
que en la teoria clasica se representa con el dominio C. ce
Para ello consideremos un estado cudntico representado por un vector jg) que es un
autoestado del proyector 1T .. con autovalor uno (11 | 9= @) Es posible demost:ai‘ que. esfe_

vector representa un estado para el cual hay casi la certeza de que posicién ¢ impulso estén
dentro del dominio C. Esto se expresa en lenguaje matemdtico de la siguiente forma

®, = jdw‘(x)xqo(x)=q, (B, = [ ()32 )=,

Ag= (¥, — (D)5, Ap=y(§"), —(PY. [q—Ag.q+AqIx[p—Ap,p+Ap]cC.
Vemos entonces que en la teoria cudntica hay ciertos estados que se pueden describir también
clasicamente, no como un punto, sino como una regién del espacio de las fases. Esta regién
debe necesariamente ser mucho mayor que la constante de Planck, perd esto no suele ser un
inconveniente para la descripcién de sistemas a escala macroscopica. En este sentido podemos
decir que las descnpcmnes cudntica y cldsica de ciertos estados resultan posibles: hay ¢iertos
‘ estados cudnticos” (no todos), que son también "estados clasicos".

Estadistica clisica y estadistica cudntica
Para que la descripeidn cldsica sea compatible con la descripeién cuéntica, deben también ser
compatibles las correspondientes estadisticas, Debiera entonces anularse de alguna manera la
interferencia entre estados cudnticos que admitan una descripcion cldsica.

Consideremos dos regiones disjuntas del espacio de las fases C, y C,,y sean f] o Y 11 .

los correspondientes proyectores. Consideremos ademas dos vectores |g) ¥ |g¢,) que

pertenecen respectivamente a cada uno de los dos espacios generados por los proyectores. Estos
vectores verifican entonces

g led=e), I le) e,
La regla de Born permite deducir que las probabilidades de ambas propiedades tienen ¢l valor

uno, ya que (¢1|ﬁc, ](01)=<@21ﬁ53 lg)=1.
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Podemos decir entonces que el vector [¢) representa un estado del sistema fisico que
tiene la propiedad representada por el proyector flq , ¥ el vector | @) representa un estado que
tiene la propiedad representada por el proyector 31, .

Los vectores [@) Y |@,) representan estados cuanticos que en una descripcién clasica

tienen la propiedad de tener su posicién y su momento lineal en las regiones C, y C, del

espacio de las fases. Pero si la teorla cudntica debe incluir como caso especial a la teoria
cldsica, las probabilidades que se calculen con la primera teorfa, debieran también coincidir con
las que se obtienen de la estadistica cldsica.

Consideremos el estado representado por el vector |g)y=p |¢)+u, | @,), que €5 una

combinacién lineal de estados que también admiten la descripeién clésica. Consideremos
también un observable representado por el operador O, que es una. funcién regular de los
operadores posicién y momento lineal (O =0O(£, §)). En la teoria cuéntica, el valor medio de
este observable en el estado representado por el vector | @) resulta
| (Odasiico = (0101 9} =
Sl @101 (e 1010+ i | Ol e+ i 10y (D

Si los estados |¢) y |@,) comesponden a "regiones cldsicas” C, y C, que son
suficientemente pequefias (aunque con un drea mucho mayor que /), podemos escribir

@ 101py=0(p0).  (P9)eC,

@ 1019)20(p0ty), (0 0:)€Cy

Claramente, los dos primeros sumandos de la ecuacién (1) se corresponden con los resultados
estadisticos clasicos para un estado que tenga la propiedad representada por la celda C, con

probabilidad |z | y la propiedad representada por la celda ¢, con probabilidad | 4, . Un

estado con estas caracteristicas se represemta en la teorfa cldsica con una densidad de
probabilidad en el espacio de las fases dada por

pla,p)< i | i—iﬁ (g.00 1, I* ALZz (2. p) @)
1 2

x{q.py=1s5i(g,p)eC,,  x{q.p)=0si(g,p)eC;,, A4,= qudp, Jj=12.
Cy
El valor medio clésico del observable puede entonces identificarse con los dos primeros
sumandos del valor medio cudntico dado en la ecuacion (1):

(D) atsco = [dadop(a, YOG D) = 1, P (@ 1 019D+ 11, P (g O] ).
Los dos Gltimos sumandos de la ecuacién (1) hacen incompatibles las estadisticas cudntica y
cldsica, pero veremos que el fenémeno conocido con el nombre de decohereéncia es el que
resuelve este problema.

AOTY




Decoherencia

Casi siempre, cuando se recurre a una descripcion clésica, se trata de sistemas macroscopicos,
formados por un nimero muy grande de particulas. En estos ¢asos no se pretende la descripcion
clasica de todas las propiedades del sistema, sino solamente de un ndimero reducido de variables
que son relevantes para la descripcién macroscopica. Asi, por ejemplo, la descripeion cldsica de
la evolucién de un proyectil arrojado por un cafién consiste en representar la posicion y la
velocidad como las coordenadas de un punto que se mueve en el espacio de las fases,
gobermado por las leyes de Newton, descartandose la descripcion del estado de las moléculas
que componen ¢l proyectil. También, 1a descripcion clésica del movimiento de un liquido en las
tuberias de una instalacién industrial consiste en representarlo con campos clasicos de densidad,
presion y velocidad gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes. No interesa en este caso
la descripcién detallada (cldsica ni cuéntica) de la evolucién que experimentan todas las
moléculas que componen ¢l liquido.

Supongamos que en la descripcion cuéntica de un sistema macroscopico se puede separar
las variables del problema en las relevantes ¢ macroscdpicas y las irrelevantes o microscipicas.
Una funcién de onda para el sistema completo de variables (relevantes e irrelevantes) serd un
vector del espacio de Hilbert #=H, ,®H, ,, donde H . €5 ¢l espacio de Hilbert para las

irrel ?

variables relevantes, y , , el espacio para las variables irrelevantes.

Consideremos los dos vectores [@) ¥ |g,) del espacio H_, que se corresponden con las
regiones regulares macroscopicamente distintas C, y C, (por lo demés arbitrarias) de una
descripcién clésica, y un vector | & del espacio H,,-El fenémeno de decoherencia es una
nteraccién entre los dos tipos de variables, que se representa con una transformacion unitaria
que verifica

teo g =len| &, @} &) @160, (@l @)=0,
donde los tiempos necesarios para que se produzcan estas fransformaciones son
extraordinariamente pequefios. '
‘ Un observable macroscdpicamente relevante se representa con un operador en el espacio
de Hilbert F=H _®H__, que es de la forma

rel irrel
0=0,01,

irrel ®
donde @, es un operador en el espacio de Hilbert H_,y [,
espacio de Hilbert &7, .

Consideremos ahora un estado del sistema completo, de la forma

[¥y=lg) ey = | @)+ it | @20) [ €0)
En este estado, el valor medio de un observable macroscépicamente relevante resulta
(P01 1) =0l (00 ®1,0) )| &) ={9| 0. | @)

Este valor medio, obtenido con la teoria cudntica, tendrd términos de interferencia andlogos a
los que ya obtuvimos en la ecuacién (1), y por lo tanto no admite ser reinterpretado con una

. es el operador identidad en el
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teoria clasica. Pero el fendmeno de decoherencia hace que un estado representado por el vector
| ¥y evolucione muy rapidamente en el estado representado por

Y =p @0 &)+, @060
La ortogonalidad entre los vectores |g) y |&,) permite demostrar ficilmente que el valor

medio- de un observable relevante, en este nuevo estado, no tiene términos de interferencia
PHo1¥Y) = (ﬂ;(q’: {{& [+,u;(¢’2 &, MOy @I, Y l@d e+, | @0 | £,))=
A @0 | @)+ 1, 0, 10, | 0

Entonces, el valor medio del observable relevante se puede reescribir en la forma

(FIO1¥Y=Tr(D,y 0), Pt llaXe |+ FloXe |
donde 3 es un operador estadistico en el espacio H , que representa un estado cudntico del

sisterna..
Para los observables relevantes, se puede entonces caracterizar el estado del sistema con
un operador estadistico del espacio H_, que en ¢l proceso de decoherencia experimenta la

transformacién no unitaria
PudoXel = Pu=lulleXel+im HeXe: |
El estado que en la teorfa cudntica se representa con €l operador estadistico ﬁ'm,_ se puede

también representar en la teoria cldsica con la densidad de probabilidad en &l espacio de las
fases dada en la ecuacién (2). Llegamos entonces a la importante conclusion de que el proceso
de decoherencia hace posible la compatibilidad entre las descripciones clasica y cudntica,
climinando las interferencias entre estados microscépicamente diferentes.

Conclusiones

Existen propiedades de a mecdnica cudntica que pueden representarse como propiedades de la

mecinica clésica, aunque selo de una manera aproximada. Esto sucede cuando las propiedades

clasicas se corresponden con regiones del espacio de las fases suficientemente pequefias para

una razonable descripcidn cldsica, pero con un volumen mucho mayor que la constante de

Planck. .‘

Pero la combinacién lineal de dos estados cudnticos que se corresponden con dos estados
cldsicos no puede interpretarse en términos de la estadistica de la mecdnica cldsica. Esto es
debido a la aparicién de términos de interferencia en las probabilidades cua.ntlcas Estos
términos de mnterferencia son eliminados por la decoherencia.

Hemos visto en este trabajo cuales son las condiciones que hacen posible compatibilizar
las descripciones clésicas y cudnticas.

Por un lado es necesario que sea razonable aproximar un estado clisico, que se representa
con un punto en el espacio de las fases, con uma region de ese espacio, pequefia por
comparacién con los valores invelucrados de posicién y momento lineal, pero grande por
comparacidn con la constante de Planck.

Por otra parte, también es necesario que en la descripcién cuéntica haya un nimero muy
grande de variables. Unas pocas de ellas son las que se corresponden con la descripeion clasica,
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pero las demas, irrelevantes para la descripcion clasica, son las que se encargan de eliminar la
interferencia en las variables macroscépicas, y de que sea posible interpretar la estadistica
cuantica como una estadistica clasica.

Estrictamente, la mecéanica cuéntica no puede reducirse a la clasica, ni al revés, porgue son
teorfas diferentes, No obstante, hemos visto en este trabajo cuales son las condiciones para
establecer correspondencias aproximadas entre una y otra teoria.

Nota
! Para que sea posible considerar simultineamente las propicdades cuénticas representadas por los proyectores f1, ¥

i, » estas propiedades deben formar parte de tn contexto, Los proyectores deben entonces conmutar entre si, lo que se

consigue s1 las regiones cldsicas cye, estin suficientemente separadas,
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