
UNIVERSIDAD NACIONAL DE CÓRDOBA
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Resumen

Este trabajo trata sobre perturbaciones alrededor de Reissner-Nordström. La
perturbación genérica de este sistema, admite un desacoplamiento en armónicos
esféricos, y a su vez, en dos modos: escalar y vectorial. El modo vectorial ha sido
ya estudiado en forma covariante, pero no aśı el escalar. En este trabajo se realiza
la formulación covariante del modo escalar, llegando a obtener un conjunto de dos
ecuaciones a partir de las cuales se pueden reconstruir las componentes de la métrica
y del campo electromagnético perturbado.
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Prefacio

Es bien conocida la solución de las ecuaciones de Einstein de agujero negro car-
gado esféricamente simétrico, comúnmente llamada solución de Reissner Nordström
(RN). Dicha solución presenta una singularidad y (de acuerdo a la relación carga
masa) uno o dos horizontes, uno interno y otro externo. Esto permite la separación
del espacio-tiempo en tres sectores, el interno (I), el intermedio (II) y el externo (III),
siendo las regiones internas y externas estacionarias. Una caracteŕıstica peculiar de
esta solución es que posee una estructura que produce la pérdida del determinismo,
lo que entra en contradicción con nuestras creencias sobre los resultados f́ısicos.

La solución de RN se basa en la suposición de que el espacio tiempo es esférica-
mente simétrico. Este es un planteamiento demasiado extremo y muy dif́ıcil de lograr
en la naturaleza. Se cree que bajo suposiciones más realistas la estructura que surge
de la solución no posee esta pérdida del determinismo, solucionando aśı el problema.
Sin embargo una solución sin esa simetŕıa presenta un problema matemático muy
dif́ıcil de resolver, por lo que el problema debe ser encarado de otro modo. Una
posibilidad es ver el comportamiento de la solución de RN bajo una perturbación
que haga perder esa simetŕıa, permitiendo esto saber si esta solución es un punto
aislado en el espacio de soluciones (es decir una solución inestable y no f́ısica), o no.

Al perturbar linealmente las ecuaciones de Einstein alrededor de RN se observa
que las perturbaciones se desacoplan en dos modos, uno escalar y otro vectorial. La
formulación covariante de las perturbaciones vectoriales ha sido obtenida por Gerlach
y Sengupta [16] en 1979. Tratamientos sobre el modo escalar han sido realizados
[19] [3], pero en todos ellos el análisis se ha limitado a un sistema de coordenadas
particular.

El objetivo de este trabajo ha sido la formulación covariante del modo escalar
alrededor de RN. Dicha formulación ha dado como resultado un conjunto de ecua-
ciones en términos de variables maestras a través de las cuales es posible reconstruir
la métrica perturbada.

Para llevar a cabo este proyecto se han utilizado esencialmente dos referencias, la
primera perteneciente a Kodama-Ishibashi [12], y la segunda a la tesis de doctorado
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de Olivier Sarbach [14]. De la primera se ha tomado la formulación del problema
perturbativo para el caso de RN, pudiendo por intermedio de ésta escribir las pertur-
baciones del tensor enerǵıa-momento de forma conveniente. Por otro lado el segundo
trabajo, trata sobre el sistema Einstein-Yang-Mills con grupo de gauge SU(2), ha
sido de mucha utilidad, pues a través de este se ha podido inferir el proceso de
“diagonalización”de las ecuaciones perturbativas del modo escalar de la solución de
RN, a partir del estudio del caso SU(2) Yang Mills.



Caṕıtulo 1

Solución de Reissner-Nordström

1.1. Métrica esféricamente simétrica

Se parte de la suposición de un espacio-tiempo con estructura M = N 2 ×r2 S2,
donde S2 corresponde a la esfera unitaria. Localmente la métrica es dada por:

(1.1) ds2 = gabdx
adxb + r2(x)dσ2

donde r es una función de las coordenadas x sobre N 2, mientras que dσ2 corresponde
a la métrica de la esfera unitaria.

Aqúı caben algunos comentarios respecto a la notación en todo este trabajo. Se
va a utilizar el śımbolo g para referirse a la métrica en N 2, el śımbolo g̃ para la
métrica total, y el śımbolo ĝ para la métrica de la esfera unitaria (la cual no posee
el factor r2). A su vez, se utilizarán las letras a, b, c...h para denotar componentes
de tensores correspondientes a la métrica g, las letras i, j, k, l....z para componentes
correspondientes a la métrica ĝ, e ı́ndices griegos cuando sean componentes de la
métrica total.

En función de esta métrica los śımbolos de Christoffel se calculan por intermedio
de la expresión

(1.2) Γ̃ναβ =
1

2
g̃νγ (g̃αγ,β + g̃βγ,α − g̃αβ,γ)

de donde se obtiene:

(1.3) Γ̃cab = Γcab, Γ̃cib = 0, Γ̃cij = −r∇crĝij

(1.4) Γ̃iab = 0, Γ̃ijb = δij
∇br

r
, Γ̃ijk = Γ̂ijk

1



2 CAPÍTULO 1. SOLUCIÓN DE REISSNER-NORDSTRÖM

Nótese que aqúı Γ̃, Γ y Γ̂ corresponden a los śımbolos de Christoffel asociados con
las métricas g̃, g y ĝ respectivamente.

Las componentes del tensor de Riemann se calculan por la expresión

R̃ δ
αβγ = −Γ̃δβγ,α + Γ̃δαγ,β − Γ̃δασΓ̃σβγ + Γ̃δβσΓ̃σαγ

de donde se obtiene:

R̃ d
abc = R d

acb(1.5)

R̃ a
ibj = −∇b∇ar

r
r2ĝij(1.6)

R̃ i
jkl = R̂ i

jkl −∇a∇ar
(
δikĝjl − δij ĝkl

)
(1.7)

donde ∇a es la derivada covariante en N 2. De aqúı se obtienen el tensor de Ricci y
el escalar de curvatura

R̃ab =
1

2
Rgab −

2

r
∇a∇br,(1.8)

R̃aj = 0,(1.9)

R̃ij =

(
−�r
r

+
1− (∇ar)(∇ar)

r2

)
ĝij,(1.10)

R̃ = R +
2

r2
(1−N − 2r�r),(1.11)

donde R y � son el escalar de curvatura y el D’Alambertiano para la métrica g,
mientras que N = g(dr, dr).

Finalmente el tensor de Einstein es

Gab = −2

r
∇a∇br +

1

r2
(2r�r +N − 1) gab,(1.12)

Gij =

(
r�r − Rr2

2

)
ĝij,(1.13)

Gai = 0.(1.14)

Es importante notar que estos son los tensores asociados a una métrica esférica-
mente simétrica, y aún no se ha particularizado al caso de RN. A su vez, nótese que
se ha utilizado la notación Gαβ para el tensor de Einstein asociado a la métrica en
M, y no a la métrica en N 2.

1.2. Solución de Reissner-Nordström

En esta sección se van a resolver las ecuaciones de Einstein Gαβ = κ2Tαβ en el
caso en que no hay materia, y Tαβ es generado por un campo electromagnético Fαβ
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que satisface las ecuaciones de Maxwell (d̃F = 0 y ∗d̃F = 0 1 ) y que posee simetŕıa
esférica (£KFαβ = 0 donde K es un campo vectorial de Killing sobre S2).

El campo Fαβ en el caso de RN está dado por

(1.15) Fab =
q

r2
εab

donde εab es la forma de volumen compatible con la métrica sobre N 2, q es una
constante de integración, y las demás componentes de F son nulas. El tensor enerǵıa
momento es

Tµν = FµγF γ
ν −

1

4
g̃µνFαβFαβ

(1.16) Tab = −Pgab; Tij = Pr2ĝij; P =
1

2
E2

0 =
q2

2r4

Este Fαβ da lugar a un tensor de Einstein dado por

(1.17) Gab = −κ2Pgab, Gij =
κ2q2

2r2
ĝij, Gia = 0.

La solución de estas ecuaciones produce la siguiente 4-métrica2

(1.18) ds̃2 = −
(

1− 2m

r
+
q2

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2m

r
+ q2

r2

) + r2dσ2

donde m es una constante de integración. Lo relevante es la 2-métrica sobre N 2

(1.19) ds2 = −
(

1− 2m

r
+
q2

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2m

r
+ q2

r2

) .
Un análisis del comportamiento asintótico de una part́ıcula sin carga revela que

la trayectoria descripta por ésta, corresponde a la de una part́ıcula en un campo
gravitatorio Newtoniano generado por una masa m en el punto “r = 0”, motivo por

1aqúı d̃ y ∗d̃ son la derivada exterior y el operador dualizador en M respectivamente. La
definición adoptada para ∗d̃ es la misma que la utilizada en [1]

2ver por ejemplo [2]
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el cual a m se le da el significado de “masa del agujero negro”, y motiva la elección
m > 0.

Al reescribir la métrica definiendo 4 = r2− 2mr+ q2 = (r− r+)(r− r−), donde
r± = m±

√
m2 − q2 (cantidades posiblemente complejas), se obtiene

(1.20) ds2 = −4
r2
dt2 +

r2

4dr
2

Esta es una generalización de la solución de Schwarzschild, donde la singularidad en
r = 0 es geométrica. El rango de las coordenadas es 0 < r <∞ y −∞ < t <∞, sin
embargo esta solución es extendible, como se verá mas adelante.

Debido al factor4 dividiendo pueden aparecer hasta dos singularidades dependi-
endo de los valores de r± = m±

√
m2 − q2. Estas singularidades no son geométricas,

sino asociadas al sistema de coordenadas, y permiten la clasificación de las soluciones
en tres clases, de acuerdo al número de ceros de 4:

Caso I: 0 < m < |q|
En este caso 4 no posee ceros y la métrica es regular en todo el dominio r > 0.

El punto r = 0 corresponde a una singularidad de curvatura.

Este no es el caso de interés de este trabajo.

Caso II: m > |q|
Es este caso4 posee dos ceros r− y r+, por lo que aparecen dos singularidades, las

cuales no son geométricas, como se ve haciendo el siguiente cambio de coordenadas:

Se define la coordenada “tortuga”r∗ por medio de la ecuación dr∗ = r2

4dr, cuya
solución es

(1.21) r∗ = r +
1

2κ+
ln

( |r − r+|
r+

)
+

1

2κ−
ln

( |r − r−|
r−

)
,

donde κ± = r±−r∓
2r2±

.

Se definen las coordenadas radiales nulas u, v

(1.22) v = t+ r∗, u = t− r∗,

y las coordenadas avanzadas de Eddington-Finklstein (v, r), las cuales expresan la
métrica en forma expĺıcitamente no singular en r±

(1.23) ds2 = −4
r2
dv2 + 2dvdr
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Es importante hacer un breve análisis de la estructura del espacio-tiempo, para
lo cual es más apropiado utilizar coordenadas U± y V ± definidas por

(1.24) U± = −e−κ±u, V ± = eκ±v.

Para el signo + la métrica queda escrita

(1.25) ds2 = −r+r−
κ2+

e−2κ+r

r2

(
r−

r − r−

)(
κ+
κ−
−1

)
dU+dV +

donde r(U+, V +) esta determinada impĺıcitamente por la ecuación

(1.26) U+V + = −e2κ+r
(
r − r+
r+

)(
r − r−
r−

)κ+
κ−

Debido a que el dominio de u y v es −∞ < u, v < ∞, el dominio de U+ y
V + es −∞ < U+ < 0 y 0 < V + < ∞. Sin embargo nada impide extender este
dominio a −∞ < U+, V + < ∞, pues las expresiones (1.25 - 1.26) siguen siendo
compatibles. Al comparar con las coordenadas (r, t) se observa que la región r < r−
no es cubierta por las coordenadas U+ V +, pues en ese rango la ecuación (1.25) se
vuelve compleja. Por otro lado se observa que esta extensión da lugar a dos pares
de regiones isométricas entre śı, como muestra la figura (1.1).

Si utilizamos las coordinadas U− V − entonces la métrica toma la forma

(1.27) ds2 = −r+r−
κ2−

e−2κ−r

r2

(
r+

r+ − r

)(
κ−
κ+
−1

)
dU−dV −.

Nuevamente la función r se define impĺıcitamente, pero esta vez por la ecuación

(1.28) U−V − = −e2κ−r
(
r− − r
r−

)(
r+ − r
r+

)κ−
κ+

En este caso las coordenadas U− V − cubren el espacio 0 < r < r+, pues para r > r+
la expresión para r se vuelve compleja. También se observa que una extensión al
rango−∞ < U−, V − <∞ es posible, dando lugar a dos pares de regiones isométricas
entre śı. La figura 1.2 muestra un diagrama de la porción del espacio-tiempo cubierto
por estas coordenadas

Estos dos pares de coordenadas no cubren todo el espacio-tiempo, pues la métrica
admite una extensión anaĺıtica. Nótese que las regiones II de ambos parches son
isométricas entre śı, sugiriendo esto la unión de los mismos a través de esta región.
Se puede demostrar que dicha unión es anaĺıtica, y que el proceso de unir alternada-
mente los dos tipos de parches infinitas veces produce la máxima extensión anaĺıtica
del espacio-tiempo (figura 1.3).
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U+ V +

II

III

II

III

r = r+

r = const.

r− < r < r+

r− < r < r+

r+ < r < ∞r+ < r < ∞

Figura 1.1: Las regiones I son isométricas entre si, lo mismo que las regiones II. La
función r está definida en todo punto, siendo r > r+ en I y r− < r < r+ en II. La
frontera r = r− en II se encuentra en U+, V + →∞

U− V −

II

I

II

I

r = r−

r = const.

singularidad singularidad

r− < r < r+

r− < r < r+

en r = 0 en r = 0

0 < r < r−0 < r < r−

Figura 1.2: Las regiones II son isométricas entre śı, e isométricas a las regiones II
de las coordenadas (U+, V +), mientras que las regiones III son isométricas entre śı y
corresponden a 0 < r < r−. En r = 0 se observa la singularidad temporal.
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I I

II

II

II

II

III

III

III

III

r = r−

r = r+

r = r+

singularidad

en r = 0

Figura 1.3: Diagrama de la extensión anaĺıtica maximal del espacio-tiempo de RN.
Nótese la repetición periódica de las regiones isométricas I, II y III. Las coordenadas
(U+, V +) cubren los pares de regiones adjuntas del tipo II y III, mientras que las
coordenadas (U−, V −) cubren los pares de regiones adjuntas del tipo I y II.
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Lo extraño de esta solución es que si se plantea el problema de valores iniciales
partiendo de una superficie espacial completa, junto con la métrica inducida en ella
y su curvatura extŕınseca, la máxima extensión de Cauchy que se obtiene no abarca
todo el espacio-tiempo, sino solo una porción de este, lo que refleja una pérdida del
determinismo.

Caso III: |q| = m:

En este caso 4 se anula en un solo punto r0, produciendo esto una singularidad
de coordenadas. La expresión de la métrica es

(1.29) ds2 = −
(

1− m

r

)2
dt2 +

dr2(
1− m

r

)2
y en términos de las coordenadas Eddington-Finklstein toma la forma

(1.30) ds2 = −
(

1− m

r

)2
dv2 + 2dvdr

Se ve aqúı que r = m no es un punto singular.



Caṕıtulo 2

Perturbación Lineal Alrededor de
Reissner-Nordström

2.1. Perturbación General de la Métrica

En el caṕıtulo 1 se ha visto la solución de RN, junto con su máxima exten-
sión anaĺıtica, y se han analizado algunas caracteŕısticas de su estructura. En este
caṕıtulo y en el siguiente se pretende formular el problema de perturbar linealmente
la solución de RN, simplificar las ecuaciones y finalmente reescribirlas en términos
de dos funciones escalares, por medio de las cuales es posible obtener la métrica
perturbada.

En las secciones 2.1 y 2.2.1 se estudiarán las perturbaciones de una métrica
genérica con simetŕıa esférica

ds2 = gabdx
adxb + r2(x)dσ2,(2.1)

y sus tensores asociados. Estos resultados son aplicables a cualquier métrica de la
forma (2.1), no solo al caso de RN. Luego, en la sección 2.2.2 se particularizará al
caso de RN, y se analizará la perturbación del tensor enerǵıa-momento debido a una
perturbación del campo electromagnético

Fab =
q

r2
εab(2.2)

Los resultados de la sección 2.2.2 son entonces solo aplicables a la solución de RN.

La perturbación más general de la métrica puede ser escrita como una expansión

9
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en armónicos esféricos sobre S2:

δg̃ab =H
(`m)
ab Y (`m),(2.3)

δg̃ib =Q`m
b ∇̂iY

(`m) + hbS
(`m)
i ,(2.4)

δg̃ij =K(`m)r2ĝijY
(`m) +G(lm)r2

(
∇̂i∇̂jY

(`m) +
`(`+ 1)

2
ĝijY

(`m)

)
(2.5)

+ 2k(`m)∇̂(iS
(`m)

j) ,

aqúı una suma sobre (`,m) es asumida, mientras que Y (`m) son los armónicos esféri-
cos escalares sobre S2 que satisfacen la ecuación ∇̂i∇̂iY (`m) = −`(`+1)Y (`m), mien-

tras que Si se define por S
(`m)
i = (∗̂d̂Y (`m))i

1. Las cantidades restantes son escalares
y tensores sobre N 2.

Los modos correspondientes a distintos armónicos desacoplan a primer órden,
permitiendo esto el tratamiento de cada componente por separado. Por lo tanto de
ahora en más se omitirán los indices (`m).

Es posible desacoplar aun más las perturbaciones, debido a que una métrica
esféricamente simétrica es invariante ante el mapa antipodal sobre S2. Para poder
sacar provecho de esta propiedad, primero se debe analizar el comportamiento
de algunos tensores ante estas transformaciones. Se definen el campo covectori-
al armónico Y

(`m)
i := ∇̂iY

(`m) y el campo tensorial sin traza armónico Y
(`m)
ij :=

∇̂i∇̂jY
(`m) + `(`+1)

2
ĝijY

(`m), los cuales satisfacen las ecuaciones armónicas

∇̂j∇̂jY
(`m)
i = [1− `(`+ 1)]Y

(`m)
i(2.6)

∇̂k∇̂kY
(`m)
ij = [4− `(`+ 1)]Y

(`m)
ij .(2.7)

Estos dos tensores, junto con el armónico esférico Y (`m), transforman con paridad
(−1)` ante el mapa antipodal, y se los llama pares. Por otro lado hay otro conjunto
de tensores armónicos que transforman con paridad (−1)`+1, y son llamados impares.
Estos son

S
(`m)
i := (∗̂d̂Y (`m))i = ε̂ij ĝ

jk∇̂kY
(`m),(2.8)

S
(`m)
ij := ∇̂(iS

(`m)
j)(2.9)

y satisfacen las ecuaciones

∇̂j∇̂jS
(`m)
i = [1− `(`+ 1)]S

(`m)
i(2.10)

∇̂k∇̂kS
(`m)
ij = [4− `(`+ 1)]S

(`m)
ij(2.11)

ĝijS
(`m)
ij = 0(2.12)

1aqúı ∗̂ y d̂ son la derivada exterior y el operador dualizador sobre la esfera unitaria S2
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De aqúı se deduce que la perturbación de la métrica posee términos que trans-
forman como (−1)` y otros como (−1)`+1. Es posible ver que estos términos se
desacoplan a primer orden, lo que permite tratarlos por separado.

El objeto de este trabajo es estudiar el sector par (también llamado escalar),
para el cual las perturbaciones tienen la forma:

δg̃ab = H
(`m)
ab Y (`m),(2.13)

δg̃ib = Q
(`m)
b ∇̂iY

(`m),(2.14)

δg̃ij = K(`m)r2ĝijY
(`m) +G(`m)r2

(
∇̂i∇̂jY

(`m) +
`(`+ 1)

2
ĝijY

(`m)

)
(2.15)

A menudo se denotará a δg̃ab por δgab. Hasta ahora solo se ha escrito la pertur-
bación de la métrica del modo par, pero nada se ha dicho sobre las ecuaciones que
deben satisfacer las diferentes componentes de la perturbación. Estas ecuaciones son
obtenidas por medio de las ecuaciones de Einstein perturbadas:

(2.16) Gαβ + δGαβ = κ2 (Tαβ + δTαβ)⇒ δGαβ = κ2δTαβ

La estructura de δGαβ se construye a partir de g̃αβ, mientras que la de Tαβ se debe
obtener a partir de la perturbación de su fuente, la cual depende del problema
particular del que se trate.

2.2. Perturbaciones Escalares

2.2.1. Linealización de los Tensores Asociados a la Métrica:

En esta sección se obtendrán las componentes linealizadas de los śımbolos de
Christoffel y los tensores de Riemann, Ricci y Einstein2. Estas componentes serán
calculadas en forma genérica para una métrica esféricamente simétrica.

Libertad de Gauge

Es bien sabido que para un campo vectorial arbitrario X, g + δg y g + δg +
£Xg son perturbaciones equivalentes de la métrica, pues están relacionados por un
simple cambio infinitesimal de coordenadas. Esto produce que ambas soluciones sean
f́ısicamente equivalentes, dando lugar a una libertad de gauge. Esta libertad se la
puede utilizar para simplificar las ecuaciones de Einstein linealizadas.

2Esta sección está basada en el caṕıtulo 5 y en el apéndice A de [14]
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Dado que se quiere conservar el carácter escalar (par) de la perturbación, los
campos vectoriales X admitidos deben poseer la estructura

(2.17) Xa = ξaY, X i = fĝij∇̂jY,

donde ξa y f son un campo vectorial y una función sobre N 2.

La derivada de Lie de g a lo largo de este X es

(£X g̃)ab = (∇aξb +∇bξa)Y,(2.18)

(£X g̃)ib =
(
ξb + r2∇bf

)
∇̂iY,(2.19)

(£X g̃)ij = 2r2f

(
∇̂i∇̂jY +

1

2
`(`+ 1)ĝijY

)
(2.20)

− r2f`(`+ 1)ĝijY + r2vaξa∇̂ijY,

Esto produce una transformación en las perturbaciones (2.13 - 2.15) dada por

Hab 7−→ Hab + ξa|b + ξb|a,(2.21)

Qb 7−→ Qb + ξb + r2f|b,(2.22)

K 7−→ K + 2vaξa − `(`+ 1)f,(2.23)

G 7−→ G+ 2f,(2.24)

De las 7 componentes de estos campos (Hab tiene 3 componentes, Qb 2 com-
ponentes, K una componente y G una componente), sólo 4 son independientes del
gauge, pues f y ξa tienen tres grados de libertad. En base a esto se construyen los
siguientes tensores independientes del gauge para ` > 1 (los casos ` = 0 y ` = 1 son
particulares y deben ser tratados independientemente3):

H
(inv)
ab = Hab − (pa|b + pb|a),(2.25)

K(inv) = K − 2vapa +
1

2
`(`+ 1)G,(2.26)

donde pa = Qa− 1
2
r2G|a, y se denota por |a a la derivada covariante asociada con la

métrica del espacio orbital gab, es decir Had|b = ∇bHad, mientras que va :=
r|a
r

.

Si bien se puede proseguir con la formulación en términos de estos invariantes,
nada se pierde al particularizar a un gauge que permita simplificar las cuentas. Por
tal motivo a lo largo de todo el trabajo se elige un gauge en el cual f = −G

2
y

ξb = −Qb−r2∇bf , lo que produce G = 0 y Qb = 0. En este gauge las perturbaciones
de la métrica son:

(2.27) δgab = HabY, δg̃ib = 0, δg̃ij = Kr2ĝijY.

3ver por ejemplo [14] [12]
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Śımbolos de Christoffel Linealizados

Partiendo de las expresiones

Γ̃µαβ =
1

2
(g̃ + δg̃)µγ ((g̃ + δg̃)αγ,β + (g̃ + δg̃)βγ,α − (g̃ + δg̃)αβ,γ)(2.28)

δg̃αβ = −δg̃µν g̃µαg̃νβ(2.29)

se obtiene a primer orden

(2.30) δΓ̃µαβ =
1

2
g̃µν
(
∇̃βδg̃αν + ∇̃αδg̃βν − ∇̃νδg̃αβ

)
.

Se debe recordar que las cantidades con tilde son las asociadas a la 4-métrica
g̃αβ.Usando esta última expresión se obtienen las perturbaciones de los śımbolos
de Christoffel:

δΓ̃cab =
1

2
gcd
[
Had|b +Hbd|a −Hab|d

]
Y,(2.31)

δΓ̃cib =
1

2
Hc

b∇̂iY,(2.32)

δΓ̃cij = r2
[
(Hcd − g̃cdK)vd −

1

2
K |c
]
ĝijY,(2.33)

δΓ̃jab = − 1

2r2
Habĝ

ji∇̂iY,(2.34)

δΓ̃jib =
1

2
δjiK|bY,(2.35)

δΓ̃kij =
1

2

[
δki δ

l
j + δkj δ

l
i − ĝklĝij

]
K∇̂lY,(2.36)

Tensores de Riemann y Ricci Linealizados

Partiendo de la identidad

(R̃ + δR̃) δ
αβγ =− (Γ̃ + δΓ̃)δβγ,α + (Γ̃ + δΓ̃)δαγ,α

− (Γ̃ + δΓ̃)δαν(Γ̃ + δΓ̃)νβγ + (Γ̃ + δΓ̃)δβν(Γ̃ + δΓ̃)ναγ

eventualmente se arriba a las siguientes perturbaciones del tensor de Riemann:
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δR̃ d
abc = ∇b(δΓ̃

d
ac)−∇a(δΓ̃

d
bc),(2.37)

δR̃ j
aic = ∇̂i(δΓ̃

j
ac)−∇a(δΓ̃

j
ic) + Γ̃jibδΓ̃

b
ac − Γ̃kicδΓ̃

j
ak − Γ̃jakδΓ̃

k
ic,(2.38)

δR̃ l
ijk = ∇̂j(δΓ̃

l
ik)− ∇̂i(δΓ̃

l
jk) + Γ̃ljbδΓ̃

b
ik − Γ̃bjkδΓ̃

l
ib + Γ̃bikδΓ̃

l
jb − Γ̃libδΓ̃

b
jk,(2.39)

δR̃ d
ibk = ∇b(δΓ̃

d
ik)− ∇̂i(δΓ̃

d
bk)− Γ̃jbkδΓ̃

d
ij − Γ̃dijδΓ̃

j
bk + Γ̃eikδΓ̃

d
be,(2.40)

δR̃ d
ibc = ∇b(δΓ̃

d
ic)− ∇̂i(δΓ̃

d
bc)− Γ̃dijδΓ̃

j
bc + Γ̃jicδΓ̃

d
bj,(2.41)

δR̃ k
ija = ∇̂j(δΓ̃

k
ia)− ∇̂i(δΓ̃

k
ja) + Γ̃kjbδΓ̃

b
ia − Γ̃ljaδΓ̃

k
il − Γ̃kibδΓ̃

b
ja + Γ̃liaδΓ̃

k
jl.(2.42)

Reemplazando las ecuaciones (2.31-2.36) en estas últimas se obtiene:

δR̃ d
abc =

1

2
gde
[
Hae|c|b +Hce|a|b −Hac|e|b −Hbe|c|a −Hce|b|a +Hbc|e|a

]
Y,(2.43)

δR̃ j
ibc =

1

2r2
Hbc∇̂i∇̂jY +

1

2
δji
{
K|c|b + vcK|b(2.44)

+ vbK|c −Hbd|cv
d −Hcd|bv

d +Hbc|dv
d
}
Y,

δR̃ l
ijk =

1

2
K
{
δli∇̂j∇̂kY − ĝik∇̂j∇̂lY − δlj∇̂i∇̂kY + ĝjk∇̂i∇̂lY

}
(2.45)

+ ĝikδ
l
jr

2vb
[
Hbava −Kvb −K |b

]
Y

− ĝikδlir2vb
[
Hbava −Kvb −K |b

]
Y,

δR̃ d
ibk = −1

2
Hd

b∇̂i∇̂kY + r2ĝik

{
vavbH

da +
1

2
Hda

|bva +Hdava|b −
va

2
H d
b |a(2.46)

+
va

2
H

|d
ba − vbvdK −Kvd|b −

1

2
vbK

|d − 1

2
K|bv

d − 1

2
K
|d
|b

}
Y,

δR̃ d
iba =

1

2

[
2H

|d
bc −H d

b |c −H d
c |b − vdHbc + vcH

d
b

]
∇̂iY,(2.47)

δR̃ l
ija =

1

2

(
K|a − vbHb

a

) (
δli∇̂jY − δlj∇̂iY

)
.(2.48)

Las componentes linealizadas del tensor de Ricci se obtienen por medio de la
identidad δR̃αβ = δR̃ γ

αγβ , y utilizando que para un espacio tiempo de dos dimen-

siones Rab = 1
2
Rgab. El resultado final es:
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δR̃ab =

(
1

2

[
R

{
Hab −

1

2
gabH

}
+
`(`+ 1)

r2
Hab + gab

{
H

|c|d
cd −�H

}]
(2.49)

+ vd
[
Had|b +Hbd|a −Hab|d

]
−
[
vaK|b + vbK|a +K|a|b

])
Y,

δR̃ib =
1

2

[
Ha

b|a −H|b + vbH −K|b
]
∇̂iY,(2.50)

δR̃ij =− 1

2
H∇̂i∇̂jY +

1

2
ĝij

[
2
(
r2vdH

cd
)
|c − r

2vdH|d(2.51)

+ `(`+ 1)K −�(r2)K − r2�K − 4r2vdK|d
]
Y,

donde H = Ha
a .

Tensor de Einstein Linealizado

Los términos perturbativos del tensor de Einstein se obtienen por medio de
(2.16). Sin embargo, siguiendo [14], es conveniente realizar una separación de todos
los tensores sobre S2 y N 2 en sus partes con y sin traza, es decir:

Hab =H̆ab +
1

2
gabH, δGab = δĞab +

1

2
gab
(
gcdδGcd

)
,(2.52)

δGij =δĞij +
1

2
ĝij
(
ĝklδGkl

)
, etc...

con el acento Ă denotando la parte sin traza del tensor A.

Por medio de esta separación, y en conjunto con la ecuación (2.16), se obtiene

δĞab = δR̃ab −
1

2
gab

(
gcdδR̃cd

)
+
R̃

4
gabg

cdδgcd −
R̃

2
δgab,(2.53)

δĞij = δR̃ij −
1

2
g̃ij

(
g̃klδR̃kl

)
+
R̃

4
g̃ij g̃

klδg̃kl −
R̃

2
δg̃ij,(2.54)

gabδGab = −g̃ijδR̃ij +Gabδgab + R̃ijδg̃ij,(2.55)

g̃ijδGij = −gabδR̃ab +Gijδg̃ij + R̃abδgab,(2.56)

δGib = δR̃ib,(2.57)

debe recordarse que g̃ij = r2ĝij.
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Reemplazando las ecuaciones ((2.49)-(2.51)) en las últimas se arriba a

δĞij =− 1

2
H

(
∇̂i∇̂jY +

1

2
`(`+ 1)ĝijY

)
,(2.58)

δGib =
1

2

[
H̆c

b|c −
1

2
H|b + vbH −K|b

]
∇̂iY,(2.59)

1

Y
δĞab =

1

2

[
`(`+ 1)

r2
− R̃ +R

]
H̆ab + vd

[
H̆ad|b + H̆bd|a − H̆ab|d − gabH̆c

c|d

]
(2.60)

+
1

2

[
vaH|b + vbH|a − gabvdH|d

]
−
[
vaK|b + vbK|a − gabvdK|d

]
−
[
K|a|b −

1

2
gab�K

]
,

1

Y
gabδGab = �K + 4vaK|a −

Λ

r2
K +GabH̆ab −

2

r2

(
r2vaH̆

ab
)
|b

(2.61)

− `(`+ 1) + 2

2r2
H,

1

Y r2
ĝijδGij = �K + 2vaK|a +

1

2
R̃K − H̆ |a|b

ab − 2

r
r|a|bH̆

ab(2.62)

+
1

2

[
�− `(`+ 1)

r2
−Gi

i

]
H − 2vaH̆b

a|b,

donde Λ = (`− 1)(`+ 2).

Para poder simplificar las expresiones más adelante, es útil introducir el covector

(2.63) Cb = H̆abr
|a,

expresión que puede ser invertida:

(2.64) H̆ab =
1

N

[
r|aCb + r|bCa − gabr|dCd

]
.

Finalmente se definen los escalares S y T y los covectores Ua y Va por medio de
las componentes linealizadas del tensor de Einstein:

δĞij =S

(
∇̂i∇̂jY +

1

2
`(`+ 1)ĝijY

)
,(2.65)

gabδGab =
(
T +GabH̆ab

)
Y,(2.66)

δGib =
(
Ub + U

(aux)
b

) 1

2
∇̂iY,(2.67)

δĞabr
|a =

(
Vb −

1

2
GacH̆ac∇br +Gab(C

a − r

2
K |a)

)
Y,(2.68)



2.2. PERTURBACIONES ESCALARES 17

donde
U

(aux)
b =

r

2N

(
Gac∇br + (εdaGc

d(∗dr)b)
)
H̆ac.

Comparando estas ecuaciones con las (2.58 - 2.62) y con las expresiones para una
métrica base esféricamente simétrica, se obtienen las siguientes expresiones para las
cantidades S, T , Ua y Va:

S =− 1

2
H,(2.69)

T =
2

r
d†C − 2

r2
g(C, dr) + �K +

4

r
g(dK, dr)− Λ

r2
K(2.70)

− `(`+ 1) + 2

2r2
H,

U =− 1

N

[
(d†C)dr + (∗dC) ∗ dr

]
− d

(
K +

1

2
H

)
+H

dr

r
,(2.71)

V =(d†C)
dr

r
+

1

r
dg(C, dr) +

`(`+ 1)

2r2
C(2.72)

+
1

2
�Kdr − dg(dK, dr) +

(
�r − N + 1

2r

)
dK +

N

2r
dH,(2.73)

donde d es la derivada exterior y d† = ∗d∗, ambos operadores actuando sobre el
espacio orbital N 2.

Recordar que estas expresiones son generales, donde se ha tomado una métrica
base esféricamente simétrica, y por lo tanto son válidas no solo para RN.

2.2.2. Linealización del Tensor Enerǵıa-Momento

4Hasta el momento sólo se ha realizado la linealización de las cantidades asoci-
adas directamente a la métrica, pero aún falta linealizar el tensor enerǵıa momento
Tαβ. Dicha linealización está asociada no sólo a la perturbación de la métrica, sino
también a la perturbación de la fuente, la cual en el caso de electrovaćıo está da-
da por la perturbación del campo electromagnético Fαβ. Este campo, junto con
su perturbación, debe satisfacer las ecuaciones de Maxwell d̃(F + δFαβ) = 0 y
∇̃(g̃ + δg̃)ν(F + δF)µν = (J + δJ)µ. Para el caso de RN, con Jα = 0 y pidien-
do que δJα = 0, el conjunto total de ecuaciones que se deben satisfacer es

δGαβ = κ2δTαβ,(2.74)

0 = d̃δFαβ,(2.75)

0 = ∇̃(g̃ + δg̃)ν(F + δF)µν ,(2.76)

4esta sección esta basada en [12], particularizando para un espacio orbital de dimensión 2



18CAPÍTULO 2. PERTURBACIÓN LINEAL ALREDEDOR DE REISSNER-NORDSTRÖM

donde ∇̃(g̃ + δg̃) es la derivada covariante calculada con la métrica perturbada.

La primera de estas ecuaciones simplemente indica que δF se puede expresar
en términos de un covector potencial δA: δF = dδA. La segunda da lugar a las
siguientes dos ecuaciones:

1

r2
∇b(r

2δFab) + ∇̂iδFai + E0ε
ab

(
1

2
∇b(δg̃

j
j − δg̃cc)− ∇̂iδg̃

i
b

)
= 0,(2.77)

∇a

[
δFai + E0ε

abδg̃ib
]

+ ∇̂jδF ji = 0,(2.78)

donde E0 = q
r2

.

La condición δFαβ = (dδA)αβ implica que δF ij = ∇̂iδAj − ∇̂jδAi. En el caso
de perturbaciones escalares δAi es el gradiente de la perturbación escalar, lo que
produce δF ij = 0. Usando esto y expandiendo a primer orden la identidad

(T + δT )αβ = (F + δF)αµ(F + δF)βν(g̃ + δg̃)µν(2.79)

− 1

4
(g̃ + δg̃)αβ(F + δF)µν(F + δF)µν ,

se arriba a la linealización del tensor enerǵıa-momento:

δTab =
E0

4

(
εcdδF cd + E0δgcdg

cd
)
gab −

1

2
E2

0δgab,(2.80)

δT ai =E0ε
abδF ib,(2.81)

δTij =− E0

2
r2ĝij

(
εcdδF cd + E0δgabg

ab
)

+
1

2
δg̃ijE

2
0 .(2.82)

Nótese que (2.82) corrige un error en la ecuación (2.33c) de [12], error que más
adelante se propaga a la expresión final (5.22c).

La perturbación del tensor enerǵıa momento también admite una descomposición
en modos par e impar, junto con una expansión en armónicos esféricos. Los términos
linealizados en el modo par se pueden escribir genéricamente como sigue

δTab =τabY,(2.83)

δTia =− r

k
τa∇̂iY,(2.84)

δTij =δP ĝijY + τT
1

k2
Yij.(2.85)

donde k2 = `(` + 1) e Yij se definió en (2.7). Aqúı se están omitiendo los ı́ndices
(`,m) correspondientes a los armónicos esféricos.
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Elección del Gauge

Anteriormente ya se ha realizado la elección del gauge con el que se va a traba-
jar (2.27), y en esta sección se pretende ver sus implicaciones sobre las cantidades
asociadas a δF . El campo electromagnético transforma ante transformaciones in-
finitesimales de acuerdo a Fαβ 7−→ Fαβ + £XFαβ. Tomando X como en (2.17), se
obtiene

δFab 7−→ δFab −∇c(E0ξ
c)Y εab,(2.86)

δFai 7−→ δFai − E0εabξ
b∇̂iY,(2.87)

δF ij 7−→ δF ij.(2.88)

Nótese que estas cantidades transforman independientemente de f .

Para definir cantidades invariantes de gauge es necesario utilizar las ecuaciones
(2.18-2.20). En función de éstas se pueden definir el escalar E y el tensor Ea, ambos
invariantes:

δFab +∇c(E0X
c)εabY = EεabY,(2.89)

δFai + E0εabX
b∇̂iY = − r

k
εabEb∇̂iY,(2.90)

donde Xa = −Qa + r2

2
∇aG. Retomando la elección de gauge que se hizo en (2.27),

estas expresiones se simplifican a la forma

δFab =EεabY,(2.91)

δFai =− r

k
εabEb∇̂iY.(2.92)

Linealización del Tensor Enerǵıa-Momento

Para poder calcular las componentes linealizadas de Tαβ se debe partir de las
ecuaciones de Maxwell (2.75,2.77 y 2.78). La condición (2.75) implica que

(2.93) E = −1

k
∇c(rEc),

mientras que (2.77) y (2.78) implican
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1

r2
∇a(r

2E) +
k

r
Ea −

E0

2
∇a(H − 2K) = 0,(2.94)

εab∇a(rEb) = 0.(2.95)

A partir de (2.93 - 2.95) puede obtenerse una ecuación maestra que depende de una
sola variable, tal como se muestra a continuación:

La integración de la ecuación (2.95) produce

(2.96) Eb =
k

r
∇aA,

de modo que Ea puede ser expresado en términos de la nueva función A, la cual
está definida sobre el espacio orbital. Insertando esta expresión en (2.94) se arriba a

(2.97) k2∇aA = −∇a(r
2E) +

q

2
∇a(H − 2K)

cuya integración (eligiendo apropiadamente la constante de integración) produce

(2.98) ∇a∇aA− k2

r2
A = − q

2r2
(H − 2K).

A continuación se toman las ecuaciones de linealización genéricas de Tαβ, ecua-
ciones (2.80 - 2.82), y se las escribe en términos de E y Ea, particularizando para el
modo par y en la expansión en armónicos esféricos, de donde se obtiene:

τab =E0

(
−E +

1

2
E0H

)
gab −

1

2
E2

0Hab,(2.99)

τa =− E0Ea,(2.100)

δP =E0

(
E − 1

2
E0H

)
+

1

2
KE2

0 ,(2.101)

τT =0.(2.102)

Finalmente al reemplazar las expresiones de E y Ea en función de A se obtienen
las expresiones finales del tensor enerǵıa momento linealizado:

δTab =

(
qk2

r4
A+

q2

r4
K

)
gabY −

q2

2r4
HabY,(2.103)

δTia =
q

r2
∇aA∇̂iY,(2.104)

δTij =−
(
qk2

r2
A+

q2

2r2
K

)
ĝijY.(2.105)
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Hasta ahora lo que se tienen son las componentes de los tensores enerǵıa momento
(2.103 - 2.105) y Einstein (2.65 - 2.68) linealizadas escritas en forma covariante para
una perturbación escalar. Lo que queda por resolver son las ecuaciones de Einstein
linealizadas, problema a ser abordado en el siguiente caṕıtulo.



22CAPÍTULO 2. PERTURBACIÓN LINEAL ALREDEDOR DE REISSNER-NORDSTRÖM



Caṕıtulo 3

Reducción de las Ecuaciones
Perturbativas

3.1. Ecuaciones para RN:

Habiendo obtenido ya las componentes linealizadas del tensor enerǵıa momento
y Einstein, solo queda por resolver el conjunto de ecuaciones

δGαβ =κ2δTαβ,(3.1)

∇a∇aA− k2

r2
A =− q

2r2
(H − 2K).(3.2)

donde la segunda ecuación es consecuencia de las ecuaciones de Maxwell. El paso
siguiente en la reducción es escribir en la forma (2.65 - 2.68) las componentes linea-
lizadas del tensor enerǵıa momento, para lo cual es necesario separar δTab y δTij en
sus partes con y sin traza

δTab = δT̆ab +
1

2
gab(g

cdδTcd)⇒ δT̆ab =
q2

4r4
(Hgab − 2Hab)Y,(3.3)

δTij = δT̆ij +
1

2
g̃ij(g̃

klδTkl)⇒ δT̆ij = 0.(3.4)

La ecuación (2.65) produce

(3.5) δĞij = κ2δT̆ij = 0⇒ −2S = H = 0,

23
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Del mismo modo las ecuaciones (2.66 - 2.68) llevan a

T =
αk2

r4
A+

qα

r4
K,(3.6)

Ub =
α

r2
∇bA,(3.7)

Vb =− qα

8r3
∇bK,(3.8)

donde α = 2qκ2, y se ha particularizado para el caso de RN, en donde se cumple
(1.17).

Comparando (3.6 - 3.8) con (2.69 - 2.73 y 2.98) se obtiene

T =
αk2

r4
A+

qα

r4
K =

2

r
d†C − 2

r2
g(C, dr) + �K +

4

r
g(dK, dr)(3.9)

− (`− 1)(`+ 2)

r2
K,

U =
α

r2
dA = − 1

N

[
(d†C)dr + (∗dC) ∗ dr

]
− dK,(3.10)

V = − qα

8r3
dK = (d†C)

dr

r
+

1

r
dg(C, dr) +

`(`+ 1)

2r2
C(3.11)

+
1

2
�Kdr − dg(dK, dr) +

(
�r − N + 1

2r

)
dK,

�A =
k2

r2
A+

q

r2
K.(3.12)

Partiendo de las ecuaciones de Einstein para el sistema RN (1.17), se ha plantea-
do la perturbación lineal del mismo. Dicha perturbación ha sido descompuesta en
dos modos, uno par (o escalar) y uno impar (o vectorial) para cada armónico (`,m).
Por otro lado, la modificación del tensor enerǵıa-momento ha sido originada estric-
tamente a través de una variación del campo electromagnético, codificada en A por
medio de (2.91 - 2.96). Como resultado de las ecuaciones de Einstein linealizadas
para el modo escalar, se ha arribado al conjunto de ecuaciones (3.9 - 3.12). Nótese
que dicho sistema es sobre N 2, y tiene impĺıcito los ı́ndices (`,m). Al resolver este
sistema las condiciones iniciales deben ser elegidas en base a motivaciones f́ısicas y
de modo que la aproximación lineal siga siendo válida. Una vez resuelto el mismo,
se puede proceder a reconstruir la métrica perturbada a partir de estas funciones,
simplemente invirtiendo el proceso a partir del cual se definieron estas cantidades.

El método de resolución de (3.9 - 3.12) es el objeto de la próxima sección. Para
llevar a cabo esta tarea ha sido de utilidad el proceso de diagonalización de las
ecuaciones perturbativas del sistema Einstein-Yang-Mills planteado en [14], puesto
que dicho sistema y el aqúı tratado poseen algunas similitudes.
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3.2. Reducción

A partir de (3.10) se puede calcular g(U, ∗dr) resultando

α

r2
∇bA∇arε

ab = (∗dC)−∇bK∇arε
ab(3.13)

⇒∗ d
[
Cb − r∇bK +

α

r2
A∇br

]
= 0.(3.14)

Esto da lugar a un potencial escalar ξ, definido como

(3.15) Zb := Cb − r∇bK +
α

r2
A∇br =: ∇bξ.

Por otro lado, usando (3.9 y 3.11) para calcular 2Vb − T∇br se obtiene

(3.16) d
[
2rg

(
Z − α

r2
Adr, dr

)]
+ k2Z + r(a+ Λ)dK +

(
Λ +

qα

r2

)
Kdr = 0,

donde a = 2r�r −N + 1 + qα
4r2

= 6m
r
− 4q2

r2
.

Notando que

(3.17) d [r(a+ Λ)] =
(

Λ +
qα

r2

)
dr

(3.16) puede ser reescrita como

d
[
2rg

(
Z − α

r2
Adr, dr

)]
+ k2dξ + d [r(a+ Λ)K] = 0.(3.18)

Al integrar (3.18) finalmente se obtiene una ecuación que involucra las cantidades
ξ, A y K:

(3.19) 2rg (dξ, dr) + k2ξ − 2αN

r
A+ r(a+ Λ)K = 0.

Esta ecuación todav́ıa está escrita en función de K, por lo que seŕıa conveniente
poder expresarla en función de A y ξ. Esto es posible utilizando (3.10) para calcular
g(U, dr):

d†C + g(dK, dr) = − α
r2
∇bA∇br(3.20)

⇒ d†Z +
2α

r2
∇bA∇br +

α

r2
A�r − 2Nα

r3
A − r�K = 0.(3.21)
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Al reemplazar esto en la ecuación (3.9) se arriba a la expresión deseada:

(3.22) d†Z − 2

r
g(Z, dr)− α

r3

(
k2 − 2M

r
+
qα

2r2

)
A =

(
Λ

r
+
qα

r3

)
K

A partir de esta última, K puede ser reescrito como función únicamente de ξ y
A. Reemplazando (3.12) en (3.12) y (3.19) se obtienen las ecuaciones covariantes
que contienen toda la información de la perturbación. El resultado es:

�A =
k2

r2
A− 2q

r2
g(dξ, dr)

a+ Λ
+

2qαN

r4
A

a+ Λ
− qk2

r3(a+ Λ)
ξ,(3.23)

�ξ =− 2

r
g(dξ, dr)− α

r3

(
k2 − 2m

r
+
qα

2r2

)
A+

k2

r(a+ Λ)

(
Λ

r
+
qα

r3

)
ξ(3.24)

+
2

(a+ Λ)

(
Λ

r
+
qα

r3

)
g(dξ, dr)− 2αN

r2(a+ Λ)

(
Λ

r
+
qα

r3

)
A

Definiendo las variables maestras φ y ϕ por medio de

ϕ =

√
Λ

(a+ Λ)
ξ, φ = −2

(
A− q

r(a+ Λ)
ξ

)
(3.25)

es posible reescribir (3.23) y (3.24) como sigue:

(3.26)

(
−� + U(r)− 3mW (r) 2q

√
ΛW (r)

2q
√

ΛW (r) −� + U(r) + 3mW (r)

)(
ϕ
φ

)
= 0,

donde los potenciales U(r) y W (r) están definidos por

U(r) =
1

r2(a+ Λ)2

{
Λ3 +

(
2 +

9m

r
− 4q2

r2

)
Λ2(3.27)

+

(
3m

r
+

9m2 + 2q2

r2
− 16q2m

r3
+

6q4

r4

)
4Λ

+ 4

(
9m2

r2
+

9m3

r3
− 39q2m2

r4
+

32q4m

r5
− 8q6

r6

)}
W (r) =

1

r3(a+ Λ)2

{
Λ2 + 4Λ +

4m

r

(
3− 3m

r
+
q2

r2

)}
(3.28)

Para establecer la equivalencia con la formulación usual de Zerilli y Moncrief,
llamemos O al operador en (3.26) y

(3.29) βα = 3m+ (−1)α
√

9m2 + 4q2Λ, α = 1, 2.
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La matriz

(3.30) P =

( −β1 β2
2q
√

Λ −2q
√

Λ

)
satisface

(3.31) P−1MP =

(
−� + U1 0

0 −� + U2

)
donde Uα = U + (−1)α+1(β2−β1)/2. Los potenciales de Zerilli del modo escalar son
V +
α = N Uα. Si llamamos V −α a los potenciales de las variables maestras del modo

vectorial, tendremos

(3.32) V ±α = ±βα
dfα
dx

+ βα
2fα

2 + γfα

siendo γ = (` − 1)`(` + 1)(` + 2), y fα = N/(rβα + (` − 1)(` + 2)r2) Se deduce
inmediatamente de (3.26) y (3.31) que los campos

(3.33)

(
Φ+

1

Φ+
2

)
:= P−1

(
ϕ
φ

)
satisfacen las ecuaciones de Zerilli para el modo escalar:

(3.34) [−N� + V +
α ]Φ+

α = 0

(notar que, en coordenadas usuales (t, r, θ, φ), −N� = ∂2/∂t2 − ∂2/∂r∗2.) Cierta-
mente es posible intuir de (3.34) que las ecuaciones del modo escalar, obtenidas
originariamente por Zerilli trabajando en coordenadas (t, r, θ, φ), resultarán de la
forma (3.34) (con � apropiadamente re-escrito) en cualquier otro sistema de co-
ordenadas alternativo, pero es claro que no es posible intuir del trabajo de Zerilli
las relaciones entre los campos Φ+

α y las perturbaciones métricas en un sistema de
coordenadas alternativo. La formulación covariante que aqúı desarrollada permite
reconstruir la perturbación métrica a partir de las variables maestras en cualquier
sistema de coordenadas.

Como fuera notado por Moncrief [3] (ver también Chandrasekhar [5]), V ±α son
definidos positivos para r > r+, por lo que la ecuación de Zerilli no admite solu-
ciones exponencialmente crecientes en t. Esto provee un criterio de estabilidad para
la región estática externa (región III). La región estática interna, no obstante, es
inestable, según se probó recientemente [4].

Para solucionar estas ecuaciones debeŕıan darse condiciones iniciales sobre las
funciones φ y ϕ, las cuales deberán estar motivadas f́ısicamente, y de modo que la
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aproximación a primer órden siga siendo válida. Resuelto el sistema, el paso siguiente
es obtener las correcciones de la métrica, para lo cual se deben invertir los pasos a
través de los cuales se obtuvieron las funciones. La inversión debe llevarse a cabo
despejando los escalares A y ξ de (3.25), luego obteniendo K a partir de (3.22), y
finalmente Cb a partir de (3.15), a partir del cual se puede obtener Hab. Debe notarse
que la definición de las funciones escalares φ y ϕ (3.25) tienen dividiendo al factor
a + Λ, el cual se anula en un punto dependiente de `, por lo que esta definición no
es regular. Esta singularidad solo puede aparecer en las regiones I o II, pero no en
la III, lo que trae complicaciones al resolver las ecuaciones en las primeras dos, tal
como se ha hecho recientemente en [4].



Conclusiones y Objetivos a Futuro

En el presente trabajo se trató la perturbación lineal de las ecuaciones de Einstein
alrededor de Reissner-Nordström. Las diferentes componentes de la perturbación
desacoplan en dos modos, uno escalar (par) y otro vectorial (impar). El tratamiento
general del modo vectorial era ya conocido [16], sin embargo el análisis del modo
escalar solo se conoćıa en sistemas de coordenadas particulares.

El estudio de la formulación covariante del modo par fue el objetivo de este
trabajo. Como resultado se ha logrado reducir el sistema de ecuaciones que involucra
a las diferentes componentes de la métrica y del campo de Maxwell, a un sistema de
dos variables maestras φ y ϕ. A partir de éstas, la métrica puede ser reconstruida en
forma directa simplemente invirtiendo las expresiones algebraicas que las definen.

Las ecuaciones obtenidas se reducen a las obtenidas por Zerilli [19] para el caso
de coordenadas usuales (t, r), lo cual apoya la correctitud de las mismas.

Como objetivo inicial de este proyecto se planteo realizar un análisis general
del modo par, a través del cual fuera posible reducir las ecuaciones perturbativas
covariantes a dos ecuaciones maestras, para luego ser resueltas. Parte de este objetivo
se ha logrado, sin embargo queda aún bastante trabajo por hacer, pues la resolución
del sistema al cual se ha arribado no es fácil (aún en un sistema de coordenadas
particular), y a su vez trae consigo problemas de singularidades en las definiciones
de φ y ϕ para el problema interior (r < r−).

29
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