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O problemaitico sentido finitario das proposicoes da aritmética

Wagner de Campos Sanz"

No artigo de 1936!, "A consisténcia da teoria clementar de nimeros”, Gentzen
oferece uma prova da consisténcia dessa teoria usando técnicas que sc_gundo_ ele
enquadrar-se-iam como técnicas finitirias. Também afirma, no artigo citado, que
tais técnicas ul'trapassam as téenicas admissiveis na teoria elementar de mimeros.
Central 2 sua prova ¢ a definigdo de regra de redu;:do para um sequente. A
formahzar;ao da teoria elementar dos mimeros no referido texto tem como
expressoes formais da teoria sequentes da forma I'>> @ onde /¢ uma sequéncia
finita de férmulas (pressuposigbes) € ¢ € uma formula que depende
(dedutivamente) das formulas em I Neste sistema formalizado as regras sfo
aquelas de dedugdo natural classica (incluem uma regra para eliminagfio da dupla
negacio) para os sequentes da forima acima.

Em termos muito gerais, apds formalizar as formas de expressdo e de
inferéncia usuais na teoria elementar de niimeros com sequertes e regras de
deducio natira), a prova de consistéricia vem a ser uma prova de que,nenhuma
derivagio (contrapattida formal de uma prova matematica) pode demonstrar uma
contradicio Mais precisamente, ndo hi nenhuma derivagio da seguinte expressao
{ou sequente):’

2 [=2 ;

O coracHo da prova estd na demonstragio de que para qualquér expressio
derivavel no sistema formal € possivel estabelecer uma regra de redugdo, € como,
dada a definigio de uma regra de redugfo, € impossivel estabelecé-la para o
sequente = /=2, entdo ndo poderiamos provar uma contradigio na teoria
elementar dos niimeros. -

Podemos definir uma tegra de redugdo para um sequente = @, onde I"é
um conjunto finito de formulas (chamadas de pressupostos) € @ ¢ uma formula
gualquer, segnindo as linhas gerais de Gentzen, do seguinte modo:
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1) dizemos que o sequente estd em forma reduzida se ¢¢ uma formula
minima (nfio tem conectivos légicos nem varidveis) verdadeira, ou se @ é
uma formula minima falsa e /I contém pelo menos uma férmula minima
falsa (uma formula minima é constituida de um simbolo de predicado com
numerais ocupando as posigdes dos argumentos, por exemplo: 4=12);

2) se um sequente ndo estd em forma reduzida entdo temos os seguintes
casos, que sdo as diferentes possibilidades de reduzir o sequente, apds
termos feito uma substituicio homogénea de varidveis livres € o calculo dos
termos minimos (aqueles que contém simbolos funciopais ¢ numerais
unicammente);

2.1) se g€ da forma Viyrx) reduzumos o sequente a I'=> y(n) (aqui ¢
possivel a escotha de um niimero qualquer);

2.2) se ¢é da forma. waereduzimos o sequente a 75> yrou a 175 p(aqui €
possivel a escolha de uma das formulas); ' '

2.3) se ¢ da forma —y reduzimos o sequente a w5 =2,

24) se @ € uma formula minima falsa e /= 4@ 2 , onde 4, 530
sequéncias de formulas eventualmente vazias ¢ @ ¢ uma formula, tal que I°
nio contém nenhuma formuld minima falsa:

2.4.1) se w é da forma Vi) reduzimos o sequente a 4, pn). 2= poua
Ay, Viy(x) ,2=> @ se desejamos reter a formula (aqui sio possiveis duas
eseolhas, em principio, wma para o niimero € outra acerca da reten¢do ou nio
da formula);

2.42) se @ & da forma wap reduzimos o sequente a 4,y 2= @ ou a
Ap. X p, podendo ainda reter a formula como no case anterior (aqui sdo
possiveis duas escolhas, da formula e da reteng0o ou nfio, em principio);

24.3) se w ¢ da forma —y reduzimos o sequente a A X2 v, podendo
ainda reter a formula como no caso anterior (aqui € possivel uma escolha, da
retengdo, em principio). .

Como ¢ possivel notar, ndio foram mencionados os conectivos. 1dgicos T, v;
—» (existencial, disjungdio e implicagfic) e que no entanto fazem parte do sistema
formal -apresentado pelo autor. Ocorre que em wm passo prévio-a defini¢io da regra
de redugfo, o autor faz uma tradugio das derivaces no sistema completo para um
sistema que nfo contenha aqueles simbolos l6gicos acima. Gentzen transforma as
derivagbes da teoria elementar de mimeros formalizada substituindo todas as
expressdes que contenham os simbolos I, v, — por expressGes que contenham
unicamente os simbolos V, A, —=

Fxo(x) por =Vi—p(x)
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Qvp  POr —(—pA—1p)
@=>p  Por ~{(pr-p)

Como sabemos, esta tradugdo s é possivel quando consideramos o
significado classico dos conectivos logicos. Naturalmente, as regras de introdugio
¢ eliminacfo destes conectivos (3, v, —) devem ser substitnidas na derivagio por
outros trechos de derivagio que ndo facam uso destas regras. Lembramos que a
derivagdo obtida aimda € uma derivagio classica pois nelas ainda fazemos uso
(possivelmente) da regra de eliminagio da dupla negacio. Acerca da regra de
redugfo diz o autor; '

13.6 Uma regra de redugfio para wn sequente no qual os conectivos. 3, v g —néo ocorrém é
uma regra gue torna possivel em cada caso a 'redugfo’ de um sequente em um nimero finito
de passos de redugio individuais [acima definida por nds de 1 2 2.4.3] a uma das formias
corrétamente reduzidas [acima como 1] independente de come nds podemos escollier o
nuimeral 1, ou qual das duas formulas [¢] on [p] [acima em 2.2] nbs podemos escollier
quando levamos avanfe um passo de redugfio no qual existe vwma 'opelo’, i.e., tm dos passos
descritos em [acima como 2.1 2 2.3

Além de definir o que € uma regra de redugéio para um sequente, ‘para os fins
da prova de consisténcia, ¢ preciso também definir comb estabelecer as regras de
redugio para os sequentes que ocorrem cm uma derivagdo arbitrdria dada.
Comegamos por um tratamento das denvagoes com apenas wm sequente, aquelas
em que temos um sequente basico, sgja ele 1dgico on matematico. Depois, no caso
de uma derivagio mais complexa, teremos procechmentos de redugio
correspondentes a cada uma das regras (na prova de galé: regras estruturais no
antecedente do sequente, introdugio ¢ eliminagio do universal ¢ da conjuricio,
reductio, eliminacio da dupla negagio, indiigdo completa) dependendo de quai foi
a 1ltima regra.aplicada, para obter o sequente final.

A derivagdo abaixo:

= Ve vy f=y—-y=x)’
por exemplo, € reduzida da seguinte forma:

1) & Ve by —(x=ya—y=x) {traducdo dos conectivos)

2) 2 ¥y —fl=yr—y=1) p/2.1
3) 2 —ofl=2A=1=2) p/2.3
4 (1=2A=1=2) = =2 p/242
2CN pag. 175
CN pag. 157
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5Yi=2 2 =2 p/1 em forma reduzida
(escolhida a subformula falsa)

Vejamos a seguintes passagem do artigo:
0 conceito de ‘afirmabilidade [statability] de uma regra de redugfe’ para um sequente, ..,
servird como o substituto formal do conceito informal de verdade; ele nos fomece um
interpretacio finitista especial das proposicSes e toma ¢ lugar da sva interpretagao
atualista 4
Esta passagem, que antecede a definicio da regra de redugfio para wm sequente,
patece querer mdicar que a regra de redugéio confere um sentido finitista 4 todas as
proposi¢des da teoria formalizada. Consequentemente que as proposicdes
correspondentes da teoria elémentar intnitiva dos mumeros também poderiam
receber um significado finifista.

Gentzen define como formulas transfinitas aquelas que contém um conectivo
Fouum ¥. Ou seja aguelas que correspondem a proposi¢cdes que fazem referéncia
a fotalidade dos nimeros naturais®, Dizemos que vina proposicio transfinita tem
sentido atualista” quando estd predeterminado se wma proposigdo. transfinita €
verdadeira ou falsa. Em resumo, a partir das passagens acima, podemos dizer que
a regra de redugiio da uma ancoragem as proposigdes transfinitas em uma parté
nuclear da matemética. '

Em boa medida, a prova de consisténcia estd motivada pelas.criticas de nfo-
construtividade das proposigbes da matematica clissica, em particular aquela
formulada pelos intuicionistas, que rejeitam a aplicacfo de certas formas de
inferéncia, basicamente a aplicagiio de terceiro excluido & proposigdes que se
referem a totalidades infinitas. Contudo, mesmo apds a prova de consisténcia da
matemética classica (neste caso da teoria elementar de niimeros), Gentzen examina
uma objecdo adicional da parte dos infuicionistas, que ele apresenta assim.

17.3 Da parte dos intuicionistas, a seguinte objecfio é levantada contra o significado das
provas de consisténcia. mesme que tesha sido demonstrado que as formas de inferéneia
disputaveis ndo conduzern a resntados mutuamente contraditories, estes resultados seriam no
entanto proposigdes sem sentido ...5

Quanto a esta objegio o autor assume a seguinte posicio.

.. [Estas proposicBes] Elas podem servir como fonte para a derivagfo de proposicies mais
simples, possivelmente representdveis por formmulas minimas (3.24), as quais sfo elas mesmas

4CN pag, 173, § 13.

5CN pag 142,3.24.

SCN pag, 161, 9.1.

TON pag. 162,92

SCN pag. 200, 17.3 (16.3 na prova de galé)
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finitisticamente e intuicionisticamente significantes e que devem ser verdadeiras em virtude
da prova de consisténcia? . .

Assim proposigBes da materpitica atualista parecem ter uma. certa wtilidade, mas vienhum
sentido. A maior parte da minha prova de consisténcia, no entanto, consiste precisamente em
imputar um sentido finitista para proposigSes atualistas, isto € para toda proposigio
arbitréria, tanto quanto ela seja demonstrivel, uma regra de reduglo de acordo com (13.6)
pode ser afirmada (stated), e este fato representa o sentido finitista da proposiciio concerniida
¢ este senfide é obtido precisamente afravés da prova de consisténcia [sublinhado meu] 1

Porém acredrtamos que a objeclio intnicionista nfo pode ser amnda
infeiramente removida pela prova oferecida por Gentzen. Se de fato a definigio da
regra de redugfio, além de estar dando uma prova finitista de consisténcia, esta
dando um significado finitista. as proposigGes da teoria elementar dos nimeros,
devemos lembrar que antes de definir a regra de redugfo alteramos as provas
ehmmando delas os conectivos J, v, —. Contudo, essa tradugiio entre derivagdes &,
por assim dizer, correta do ponto de vista da logica classica {ou da interpretagio
aalistal!), pois aquelas proposicBes que contenbam uma implicagdo,
particularmente, parecem poder receber um sentido finitista s6 através da referida
tradugfo. Repare gue para efetuar a tradugiio a regra de introdugio deve ser
substituida por um trecho de prova que € valido infuicionisticamente, 0 mesmo nfo
ocorrendo para a regra de eliminagdo. Para substituir esta dltima sempre €
necessario a utilizagdo da regra de eliminagio da dupla negacio (nfo accita
mtmciomsticamente)

Em um artigo publicado postumamente!?, o autor mostra como sena possivel
transformar uma prova da aritmética classica em uma prova intuicionista. A regra
de eliminagio da dupla negagio pode ser suprlnnda da derivagio caso seja.m
substituidas na derivagio aquelas proposigBes elementares que compdem qualquer
formula desta mesma derivagio por sua dupla negagao Porém, do ponto de vista
intuicionista nio ha porque aceitar que as proposigdes elementares substituidas por
sua dupla negagio tenham o mesmo significado que aquela que elas substituem,

2N pags. 200 €201, 17.3:(16.3.na provade gals)

10eN pig. 201, 173 (16.3 ns prova de galé)

U pag. 171,122 .

Ron the relation between intuitionist and classzca[ arithmenc, em The Collected Papers of Gerhard Gentzen,
North-Holland, 1969, pig. 53
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