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Como demostrar en mateméticas

Horacio Faas*

En su libro sobre la teoria de conjuntos y Ia hipétesis del continuo, Paul J. Cohen
(COHEN 1966, p2) se refiere a Brouwer en las siguientes palabras : “... la escuela
de Brouwer (Intuicionismo) s6lo admitiria conjuntos finitos como objetos legitimos
de estudio, y atin un ndmero entero solo no se consideraria definido a menos que se
diese una regla absolutamente determinada para computarlo (Por ejemplo, el
conjunto cuyo elemento es 5 si el ltimo Teorema de Fermat es verdadero y 7 i es
falso, no esta bien definido de acuerdo con Brouwer)”. No habria estado bien
definido porque no s¢ podia afirmar que ¢l teorema de Fermat fuese verdadero ni
que fuese falso. Lo de Brouwer tiene muchos afios, aungue, como se sabe, ¢s de
nuestro siglo, pero Io de Cohen es de 1966, Veintinueve afios mas tarde, el
enunciado de Brouwer ha cambiado de sentido.

Ese problema renuente se habia constituido en un paradigma de lo gue
apareci‘a como no demostrado pero que podia eventualmente serlo. Maternaticos de
los mas eminentes aportaron a veces pequefias contribuciones, se eguivocaron
otras, y en otros casos, como se dice de Hilbert, no se mostraron interesados porque
quizs “lo més probable es que se fracase. en. el interito”(SINGH, 1997, p.227).
Precisamente Hilbert, al decir de Chaitin!, culminé dos mil afios de tradicion
matematica que se remontan al tratamiento axiomatico de la ggometria por
Euclides y pasan por el suefio de Leibniz de una logica simbélica y por los
monumentales Principia Mathematica de Russell y Whitehead. El programa de
Hilbert pretendia formular un sistema axiomético formal que comprendiera toda Ia
matematica. Tal sistema debia sér consistenté y completo; es decir, completo en el
sentido de que cualquier formula construida de acuerdo con las reglas sintcticas de
formacion de formulas, o su opuesta por la negacion, debia ser demostrable en el
sistema. De lograrselo, todo problema mateméatico tendria respuesta, afirmativa o
negativa; todo enunciade matemiatico verdadero seria demostrablé y todo falso,
refutable. A esta situacion para un sistema se le asigné el nombre de decidible, y su
tratamiento constituy®d el problema de la decision. Habria sido el paraiso
algoritmico, si uno asocia la nocidn de algoritmo a la de producible en un sistema
formal, y ésta a la de computable mecénicamente. Si un sistema es consistente y
completo. (en el sentido apuntado), entonces es decidible, ya que dado un
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enunciado A, sélo pueden pertenecer al sistema €l o su negacién, pero no ambos,
por la condicién de consistencia; pero ya que es completo, debe pertenecer al
menos uno de ellos, y lo que pertenece al sistema formal ha sido generado a partir
de los axiomas mediante una demostracion, de mivdo que para cualquier enunciado
A, es demostrable A, o es demostrable no A. En zonas elementales, como la de la
légica proposicional o la de la logica cuantificactonal uniforme, se da esa situacién
para una adecuada axiomatizacién. Hilbert sofié que algo parecido podria darse
para toda la matematica.

Tal paraiso era pura farrtasm, el duro golpe realistico del teorema de
incompletitud de Gédel lo puso en jaque: si la artmética era consistente, entonces
era incompleta, y habia enunciados verdaderos de la aritmética que no eran
demostrables. Pocos afios después, fos trabajos de Turing y Church mostraron que
desde la l6gica elemental en adelante, los sistemas no eran decidibles,

Hay, entonces, enunciados mateméticos para los cuales no existe
demostracion formal, y que sin embargo son verdaderos, y una de las genialidades
de Godel consisti6 en haber construido uno de ellos y haber proporcionado la
manera de encontrar nuevos. Pero esos enunciados, del tipo del que dice de sf
mismo que e€s indemostrable, parecen pertenecer a un métalenguaje, y los
matematicos no se preocuparon mucho cuando Gédel los descubri6. Total, en el
quehacer cotidiano de la matemética, no aparecian,

La famosa conferencia de Hilbert de 1900 habia indicado veintitrés
problemas no resueltos atn en tods Ta historia de 1a matemdtica, de los cuales uno
era el Ultimo Teorema de Fermat. FEsos problemas eran genuinamente
matematicos, y el hallazgo de Gédel seguramente no los afectaria.

La hipétesis del continuo era otro de los veintitrés, y aqui también Godel
aport6 su contribucién: demostrd que dicha hipdtesis era consistente con la teoria
restringida de conjuntos (Ja teorfa de conjuntos sin el axioma de eleccion). Podia,
entonces, llegar a demostrarse Para gran sorpresa de muchos; en 1963 Paul J.
Cohen demostrd que la negacién de la hipétesis era también consmtente con la
teoria restringida de conjuntos. No s¢ podia demostrar ni ella ni su negacién. Para
la teoria restringida de conjunmtos, era un enunciado indecidible. Ya que el
enunciado original de Godel puede considerarse como perieneciente a la
matemdtica informal, como luego sefialé Lakatos, ahora habia aparecido, por-asi
decirlo, el primer enunciado indecidible realmente importante ;Seria ¢l teorema de
Fermat otro indecidible? Los matematicos han estado intrigados u ocupados con €l
por mas de trescientos afios, pero hasta hace poco muchos de ellos le atribuian la
inmortalidad; no confiaban en que fuera alguna vez demostrado ¢ refutado. Era
bastante curioso que un problema de planteo tan simple mostrase tan grandes
complicaciones a la hora de intentar su demostracion. De hecho, la demostracion
de Wiles de 1995 agrupa éarcas de la matematica muy recientes y dificiles y que
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parecian absolutamente dispares. Se comenta que no hay mas de una docena de
personas en el mundo capaces de entender y controlar el desarrollo completo.

El origen del teorema de Fermat se remonta a la matematica de la Grecia
antigua, dos mil afios antes de que Fermat lo planteara tal como lo conocemos hoy,
y encadena a los pitagricos con las més sofisticadas ideas de Ia matemdatica actual.
Cuando el exponente es dos, se trata de las ternas pitagéricas, expresiones. del
ultrafamoso Teorema de Pitdgoras, y las soluciones son infinitas. Parece que
alrededor de 1637 Fermat planted la cuestion para exponente mayor que dos, y alli
propuso su tesis de que no habia soluciones para ningin caso. Recién en 1670
aparecié a la Inz piblica, con la edicion de la traduccién de Bachet de la Aritmética
de Diofamto (con observaciones de P. de Fermat). Como se sabe, Fermat habia
trabajado sobre ese libro y habia ido haciendo anotaciones en los mérgenes,
muchas de las cuales eran numevos teoremas cuya demostracion omitia
reiteradamente Matematicos posteriores fueron encontrando esas demostraciones,
salvo la de uno de ellos -por eso la denominacion de Ultimo- y de.la cual Fermat
anotd. que no la incluia porque no cabia en el margen. Pero esbozd una
demostracion para el caso en que el exponente es cuatro: si habia soluciones,
debian existir otras soluciones menores, y asi sucesivamente; de modo tal que
como la serie de los enteros positivos en su ordenamiento natural tiene un
comienzo, se produce un absurdo que hace imposible dicha cxistencia. Esta
estrategia se conoce como método de descenso infinito y fue ntilizado un siglo mas
tarde por Euler para demostrar el teorerna con exponente tres, aunque debit apelar
al concepto de nimero imaginario, todavia un poco raro para la época. Pero no
tuvo éxito para los infinitos casos restantes, Courant y Robbins, en su conocido
(Qué es la matemdfica?, cuya primera edicién es de 1941, dicen que hasta
entonces se habian logrado demostraciones para muchos exponentes, en partichlar
para todos los menores que 619. Con el auxilio de computadoras, en los *80 se lo
demostrd para exponentes proximos a 25000, y mas recieniemente se habia llegado
ya a cerca de los 4.000.000. Pero claro, si los casos son infinitos, cualquier mimero
finito es insignificante.

En esta demostracién final, han jugado un papel importante las curvas
elipticas (cuya expresion algebraica es V=x"+ax’+bx+c), objeto matematico de
muy dificil tratamiento al cual se les ha acercado con aritméticas de dominio
ciclico bautizadas series-E. En 4reas matematicas totalmente alejadas, se habian
estudiado objetos que ofrecian alguna forma de simetria modular -del tipo de los
espacios planos que se cubren totalmente con figuras (piénsese en los ejemplos de
Penrose o las representaciones pictoricas de Escher), y que habian podido
clasificarse segin los tipos de elementos intervinientes y su cantidad, lo cual
generaba lo llamadas series-M. Enl955, Taniyama, quien habia advertido
equivalencias entre elementos de las series-E con otros de las series-M, propuso
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que podria haber correspondencia entre cada uno de los de una con cada uno de los
de la otra, es decir, a cada forma modular le corresponderia una ecuacion eliptica y
viceversa. Esta propuesta pasé a llamarse posteriormente Conjetura de Taniyama-
Shiimiira, con ¢l agregado del nombre de quien también la asumié. Nuevamente
aqui, pese a que se encontraban mas y mas correspondencias, la conjetura
permanecidé renuente a cualquier demostracién. En 1984, Frey elaboré una
ecuacidn eliptica que efa una transformacion de la ecnacion de Fermat, y que pudo
vincular a la conjetura de Taniyama con el tcorema de Fermat, de tal modo que si
la conjetura era verdadera, también lo era el teorema de Fermat,

Lo que Wiles logrd es la demostracion de la conjetura de Taniyama-
Shimura, por induccién matematica, apoyandose en una forma de ordenar inspirada
en Galoiscon adaptacion del método de Kolyvagin y Flach. Se hiabia recorrido un
largo camino, con reiterada aplicacién de lo que en légica s¢ llama el método. de
demostracion condicional.

Otra famosa conjetura, la de que cuatro colores por lo menos son suficiéntes
para colorear un mapa de cualquier compléjidad, fire solucionada por fin en 1976
mediante el uso de computadoras, ya que se habia logrado reducir el problema a
1482 casos particulares El tiempo de computadora necesarié fiie de 1200 horas.
Sin duda, hoy se harfa en mucho menos tiempo.

La demostracién de la clasificacién de grupos simples finitos consta de 500
articulos escritos por mas de cien matematicos. Se dice que un solo matematico,
Daniel Gorenstein, entendia la demostracién entera de 15000 paginas. Gorenstein
mirié en 1992,

De todos modos, tanto en este teorema de las 15000 paginas, como en Ia
demostracién de Wiles del de Fermat, se mantiene la tradicion del control paso a
paso de la demostracién. En ¢l de los cuatro colores, en cambio, ese control no se
hizo para la gran mayoria de 10s casos, ni se hard mmea.

¢Ha cambiado la nocién de demostracion en matematicas? No podria darse
una respuesta categorica, Con respecto a la teoria, continiia habiendo consenso en
no aceptar una conjetura hasta que haya una demostracién aceptable, Péro aqui
radica actualmente el problema. La acéptabilidad de una demostracién depende en
este momento, cada vez mas, de que seamos capaces de confiar en el trabajo de Ias
computadoras

También Ia practica cotidiana de los mateméticos ha cambiado en esta parte
del siglo. Antes se recurria a lapiz y papel para establecer conjeturas y

confirmarlas, o para refutarlas. Por ejemplo cuando Fermat propuso que todos los
nlimeros obtenidos elevando 2 a la #-€sima potenc:1a de 2 y agregandole 1, eran
primos, habfa obtenido confirmaciones para # = 1, 2, 3, 4, péro Euler calculo et
resultado para # = 6 y encontr6 que la conjetura era fals_a, y alli termind el asunto,
Esa suerte de “matemitica experimental” se deja ahora en manos de las
computadoras.
88




Lo que ocurmre actualmente es que los matematicos acuden cada vez més a
esta manera de trabajar, al recurso a la observacion de resultados que proveen las
computadoras, y de tal forma se acercan al estilo de cientificos empiricos como los
fisicos. Al destacar esta situaciéon, Chaitin? no deja de sorprenderse de que esta
actitud se haya tomado por razones ajenas a los hallazgos tedricos. Parece que se
hubieran ignorado los resultados logrados por Godel, Turing, Church sobre
limitaciones de los sistemas formales, y los mas recientes del propio Chaitin, y se
hubiera seguido encajonado en el ideal hilbertiano. Digo encajonado para no
desmerecer a Hilbert, o a su entusiasta seguidor von Neumann, quienes advirtieron
la importancia del Teorema de Godel de 1931, Me refiero a la forma de trabajo de
la gran mayoria de los matematicos. Chaitin se considera un continnador de Turing
por haber descubierto un niimero cuya incomputabilidad es mucho mayor que la de
los incomputables de Turing: el mimero Omega, que define asi;

0 < Omega = Sum, ; geens2 ™ < 1
y que es igual a la probabilidad de detencién. Esta mocién corresponde a la
probabilidad de que uno genere al azar ~por ¢jemplo mediante el resuttado de tirar
reiteradamente una moneda- un programa de computacion (como una cadena de
bits) que se detenga (Sum es sumatoria, y los términos de la sumatoria son las
probabilidades de que cada uno de los programas que se detiene s¢ haya obtenido
de la manera aleatoria indicada, de modo que cada programa que se detiene aporta
a la suma la inversa de 2% | siendo |p| la longitud de ese programa en bits). Segfin
muestra Chaiti, no hay algontmo posible que compute ese mimero, ya que se trata
de un niimero real normal en el sentido de Borel, y cuya normalidad se da para
cualquier base, no tan solo para base diez como ocurre con algin mimero normal
conocido. Mediante una adecuada ecuacion diofantina, esta sitwacién azarosa
puede llevarse a la teoria de niimeros (aunque hace falta aceptar variables en los
exponerites).

Chaitin dice que asi como existe el azar en fisica, a pesar de la oposicion
inicial de eminentes fisicos como Einstein, su propio trabajo muestra que también
se¢ da ese fendmeno en matematicas, ain en zonas tan iniciales como teorfa
elemental de niimeros. Turing habia demostrado que hay nimeros incomputables,
pues el problema de la detencion es insoluble; lo que Chaitin propene con su teoria
algontmlca de la informacion es que hay algo asi como grados de compatibzhdad
su numero Omega es mucho menos computable que otros ya que es un mimero
absolutamente incompresible. No hay manera de expresarlo como no sea con las
cifras (bits en la presentacién binaria} que uno usaria pata mostrarlo. Es un niimero
absolutamente azaroso gue puede, sin embargo, incluirse en teoria de nfimeros
mediante la ecuacién diofantina con variables en exponentes que antes citamos.

? hidem, p. 16.
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En otra linea, la propuesta de Barwise y Etchemendy revisa la posicidn mas
aceptada sobre la demostracién en lo referente al uso de diagramas. Citan 2
Tennant como expositor actual de esa posicion: . ..[El diagrama] es solo una
técnica heuristica para poner en marcha ciertas formas de inferencia. . . es
dispensable como instramento de demostracién, en verdad. . . no tiene un lugar
propic como tal en la demostracién. Pues la demostracion es un objeto sintactico
que consiste solamente de oraciones dispuestas en una Secuencia finita ¢
inspeccionable”(BARWISE, 1996, p.3). Y siguen, en la pagina signiente: “Es a
este dogma que queremos desafiar”, Pero ese dogma es Ia nocién clasica de
demostracién desde Euclides, y sobre todo desde Frege y Hilbert.

El desafio puede producirse por la utilizacion efectiva de diagramas en una
demostracién, como pretende Barwise (tarea que efectivamente se cumple en su
programa Hyperproof3, o por €l no cumplimiento de alguna de las caracteristicas
exigidas por Tennant. En el caso de los cuatro colores, se cuestiona lo de
inspeccionable; si bien lo es en principio, no lo es en la practica, y no s¢ han
inspeccionado todos los casos para aceptar la demostracion. Lo de Wiles sigue
stenido clasico.

No ha sido todo esto lo que ha cambiado el estilo de los matematicos, sino
algo mucho mas pedestre: la existencia de las computadoras,

¢Podria la situacién descrita abonar los argumientos ‘en pro del holismo en el
sentido de Resnik4 ? Al final del capit’ulo 7 de Resnik1997, se sostiene que los
separatistas deben de afirmar algo méds que una simple cuestion de conveniéncia
metodolégica, ya que de otra manera no se distinguirian de los holistas, y que,
ademads, no hay hasta el momenio una fundamentacion absolutamente
incontrovertida de 1a divisién entre ciencias formales y empiricas.

Resnik afirma ademas que las mateméticas buscan también, como las demdis
ciencias, evidencias empiricas en las que apoyarse, y que las antignas disciplinas
matematicas son mas facilmente aceptadas que algunas de las nuevas porque han
sido corroboradas por siglos de utilizacidn exitosa. Sin embargo, con tespecto a la
aceptacion de una demostracién pasticular, dice:

“Lo que es especial en mateméticas es que hasta que no sea posible demostrar (o refutar) una
conjetura, los matemdticos la consideran como un problema abierto, aiin cuando, para Tag
paiitas de’las ciencias naturales, la evidericia rio deditctiva qiie decide €] Tesultado en unou
otiv sentido sea superabundande Si, por ejemplo, décadas de funcienamierdo. de
computadoras hubleran producide nuevos pares de primos gemelos, ¢s improbable los
mateméticos consideraran. como establecida a la conjetuta de los primos gemelos. Por el
contrario, los cientificos naturales tomarian experimentos similares como decisivos”.

3 Cf. BARWISE v ETCHEMENDY, 1994.

4 Cf. RESNIK, 1997, passim, pero particularmente Cap. 8.
5 Ibidem, p. 118.

90




En conclusion, aunque el programa de Hilbert es irrealizable, la nocién
clasica de demostracién que €l ha enfatizado se sigue manteniendo y, aunque sea
como ideal, la firmeza de una secuencia finita controlable en cada uno de sus pasos
no ha cedido.
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