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Légicas multivaluadas y la axiomatizacién de la légica computacional
cuintica
G. Domenech’ v H. Freytes?

‘Caracteristicas de la ljgica asociada a la computacién cudntica

El significado de una sentencia elemental en la 16gica asociada a la computacién cuéntica esta
representado por 1a cantidad de informacion cuantica codificada en ura coleceién de gbits, el
equivalente cudntico de los bits clasicos (0, 1 o F, V), o de gmixes. La conjuncién y la
disyuncion de la informacién contenida en los g-registros fienen caracteristicas diferentes de
sus homoénimas no sélo en la logica clasica sino también en la l6gica cuantica estdndar. Por
otra parte, la articulacién de esas sentencias admite otros comectivos que reflejan un
comportamiento cuéntico genuino asociado al procesamientode la informacién en una
computadora cuantica ~en particular la aparicion de estados tipo gato de Schridinger de los
gbits- que no admiten un paralelo ni en {a logica clasica ni en la cudntica.

Nuestro planteo para la axiomatizacion de esta 16gica estd basado en el razoramiento
aproximado en el sentido de la 16gica difusa. Establecemos una axiomatizacion que permite
obtener un teorema de completitud tipo Pavelka [Ha 1998, Pav 1979] en un caleule infinito-
valuado de Lukasiewicz enriquecido. Dicho célculo-refleja-el conjunto minimo-de propiedades
bésicas asociadas a los esquemas computacionales cudntices. Mds concretamente, los modelos
naturales resultan ser las PMV-estructuras desarrolladas en [MONT 2000, MR 2004] .

I.a semdntica natural para el cilculo de la ldgica asociada a la computacién cuantica estd
basada en una asignacién de probabilidad sobre el intervalo real [0, 1] con las operacionés de.
suma truncada, negacion de Lukasiewicz y el producto habitual. La idea de consecuencia
logica § kg estd dada a partir de una desigualdad de probabilidades p(§) < p(o), siendo p la
probabilidad asignada a una proposicion acerca del sistema vid la regla dé Bom de la mecanica
cuantica. Desde el punto de vista sintactico, dicha consecuencia és tomada como que la
formula $—¢ €s una tautelogia en [0, 1], donde la — es la implicacion de Lukasiewicz de
dicho intervalo [CMD 2000].

Como hemos mencionado anteriormente, se agregan aqui dos nuevos conectivos. Ellos son

+/=1, un conectivo unario cuya interpretacidn natural esta relacionada con la aparicién de
estados gato de Schrodinger de los gbits, y un conectivo constante ¥, que representa un estado
privilegiado del sistema.

La raiz del problema de la axiomatizacién es que +/— no resulta ser un conectivo
funcional a nivel de las férmulas atomicas. Mas precisamente, dada una valuacion v, la

igualdad v{ w/: Q)= \/: v(@) no se satisface en general.
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El cdlculo proposicional asociado a la computacién cuantica

El lenguaje proposicional £ asociado a la computacion cudntica- vale decir, la nocién de
formula- se construye de manera usual a partir del siguiente aifabeto:

(Pa ®5 ®1.:——>:V:A:—75 \[:185_(!)>
donde P es el conjunto de letras proposicionales, @, ®, , —, v, A, — son {os conectivos del

célculo infinito valuado de Lukasiewicz ennquecido con el producto, \/: es el conectivo ya
mencionado ¥ S es un conjunto de conectivos constantes dado por el dlgebra densa generada
por % en el intervalo real [0, 1]. Esta algebra densa dara los axiomas de contabilidad en las
extensgiones de Pavelka. '
Se considera ademds un conectivo de equivalencia “=", dado como abreviacién, de la
siguiente manera:

Q= ¢siysdlosi (p— O)O{(D—>w)
El sistema que axiomatiza la logica de la computaci6n cusntica que hemos desarrollado [DF
2005] estd dado por el siguiente conjunto de axiomas:
Axiomas de Fukasiewicz
Wl a—= B -
W2 (@B (P-»71->@=>7)
W3 (a>-f)l>B-oo
Wi (@B —=>P)->{(Bow—>a)
Axiomas de equivalencia
El 0= <ad—-B)

E2 a—»f=~(a@-B)
E3 —a =a->1 (L representael 0 enS)
E4 anP=c@(@—=>p)

E5 avp={z-sB—p

E6 — L =T (T representael I en §)
Axiomas de producto

Pl gwefofea

P2 Teo=«a

P3 (cep)—=pB

P4 (aef)ey=ce(Bey)

P5 ae(BO-y) =(aef)O(aey)
Axiomas para S (de contabilidad)

paracada v, § €8

Sl roOS=res
52 ;—>sEr—>s
83 res=preog
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Axiomas de -\/:

Q1 \/: \/:: o=ada

Q@ Veo=-v-a

Q3 si* es un conectivo binario, \[—_n (c*B) =%

Q4 -\/:55‘/: _
Q5 {((%e ) D% ':\/:a)).-—)SZ(I'l"\/E)/‘I"\/E}

La tinica regla de deduccidn es el modus ponens MP.
La nocién de sistema deductivo y teoria se define de la manera usual.

Dada T una teoria y o una formula, 7 | o indica que a es deducible a partu' de T o,
equivalentemente, que o s un teorema de la feoria.

Semantica para la [égica computacional cudntica

Como hemos mencionado, el modelo natural del calculo asociado a L esta dado a partir de
valuaciones en el intervalo [0, 1]. Por razones itherentes a la teoria cuéntica no es posﬂale
considerar el conjunto completo. de todas las posibles valuaciones de L al [0, 1]. Las
valnaciones admisibles se construyen de la siguiente forma; sea el circulp unitario
C={(r,12): TP+ 1, <1}
se define una nocién de modelo como una fancién e : £ —» ( tal:.que a cada formiila & le
asignaunpar-e(c) ={( i, 13 ) € € ylavaluacion-al {0, 1] se define como
| ) =(1 -1)/2
Va0 =(1~1)/2

Vale la pena notar que, en este tipo de valuaciones, +/— resulta ser no funcional. Esta no
funcionalidad se traduce en que la informacién presente en o no es recuperable luego de la
aplicacion de v—

Una férmula o es una tautologia si y s6lo si para todo modelo e, e;(c) = 1. Esto se notara como
E o . Por otro lado, decimos que o. es consecuencia de la teoria T (y lo indicamos como 7'k

a) si y sélo si para todo modelo € y para toda férmula B € 7i resulta que si () = 1 entonces
gla)=1.

Completitud en el sentido de Pavelka

En el estudio de las logicas tipo Pavelka, se infroducen constantes de verdad en el lenguaje con
¢l objeto de definir un grado de prueba o demostrabilidad de una formula ¢ respecto de una
teoria T en el sentido de la logica difusa. En nuestro caso, dicho grado de prueba viene dado a
partir del siguiente supremo:
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ldr=V{res$: T} r>a }

Por otro lado, también se define un grado semdntico de una teorfa 7 respecto de wna formula
o, lo que representa la relevancia de la teorfa respecto de la formula. Esto es ¢l infimo de las
valuaciones que ¢ puede tomar cuando esas valuaciones asignan el valor 1 a las formulas de T

I =/ {e,(0):e,(B)=1 paratodo e Ti }

Un teorema de completitud de Pavelka se da cuando los grados de prueba y semantico

coinciden. En el caso de la logica asociada a la computacion cudntica hemos establecido dicho

resultado, es decir ’
o= o -

Conclusiones

El soporte 10gico asociado con el tratamiento cudntico de la informacién resulta ser un caso
particular de la l6gica difusa, t4s precisamente, un tipo de l6gica infinito valuada.

Este marco logico permite usar el razonamiento aproximado como herramienta para la
caracterizacion de la informacién cuantica y su flujo.
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