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Resumen

En este trabajo estudiamos una clase particular de variedades casi hermitianas, las
variedades aproximadamente Kähler. Estas variedades fueron introducidas por Alfred
Gray en la década de los 70 y es a partir de sus publicaciones que desarrollamos nuestro
estudio. Una variedad casi hermitiana M se dice aproximadamente Kähler si su estructura
casi compleja J satisface: (∇XJ)X = 0 para todo X ∈ X(M), y una variedad hermitiana
se dice de Kähler si su estructura casi compleja J satisface: (∇XJ)Y = 0 para todo
X,Y ∈ X(M), donde ∇ es la conexión riemanniana en M . El objetivo es dar un teorema
de descomposición para variedades NK y resaltar la importancia de las variedades NK
en dimensión 6. Luego, terminamos dando algunos ejemplos.
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Introducción

A lo largo de este trabajo vamos a centrar nuestro estudio en una clase particular
de variedades casi hermitianas, las variedades aproximadamente Kähler. Estas variedades
fueron introducidas por Alfred Gray en la década de los 70 y es a partir de sus publicaciones
que desarrollaremos nuestro estudio.

Una variedad casi hermitiana M se dice aproximadamente Kähler si su estructura casi
compleja J satisface: (∇XJ)X = 0 para todo X ∈ X(M), y una variedad hermitiana
se dice de Kähler si su estructura casi compleja J satisface: (∇XJ)Y = 0 para todo
X,Y ∈ X(M), donde ∇ es la conexión riemanniana en M . Es fácil ver que toda variedad
aproximadamente Kähler de dimensión ≤ 4 es de Kähler. Además, es sabido que toda
variedad casi hermitiana tiene dimensión par. Por lo tanto, interesa estudiar las variedades
aproximadamente Kähler de dimensión ≥ 6.

El objetivo de este trabajo es estudiar propiedades de estas variedades que nos lleven a
descubrir la importancia de las variedades aproximadamente Kähler de dimensión 6. Para
ello, vamos a comenzar exponiendo algunos resultados obtenidos por Gray en [9],[10] y
[11], que involucran el tensor J y el tensor curvatura asociada a la conexión de Levi
Civita. Además, vamos a definir una nueva conexión ∇1 sobre variedades casi hermitianas
que cumple dos propiedades importantes: que tanto la métrica como el tensor J resul-
tan paralelos respecto esta nueva conexión. Una conexión con estas propiedades se dice
conexión hermitiana. Las variedades aproximadamente Kähler son un ejemplo natural de
variedades casi hermitianas que admiten una conexión hermitiana con torsión totalmente
antisimétrica. A partir de esta nueva definición, estudiaremos propiedades del tensor
curvatura asociado a ∇1, al que llamaremos según Gray tensor curvatura caracteŕıstico.

Una variedad aproximadamente Kähler M se dice estricta, si se cumple que para todo
p ∈ M y para todo v ∈ TpM con v 6= 0, (∇vJ) 6= 0. Es decir, una variedad aproximada-
mente Kähler estricta es de algún modo, lo contrario de una variedad de Kähler. A partir
de esta definición y de los resultados obtenidos en los caṕıtulos 1 y 2, demostraremos en
el último caṕıtulo de este trabajo el siguiente teorema de descomposición para variedades
aproximadamente Kähler dado por Gray en [11]:

Teorema 0.1. Sea M una variedad aproximadamente Kähler completa, simplemente
conexa tal que R−R∗ es paralelo. Entonces M = MK ×MS donde MK es una variedad
de Kähler y MS es una variedad aproximadamente Kähler estricta. La descomposición
de de Rham de MK consiste en el producto de variedades de Kähler irreducibles, y la
descomposición de de Rham de MS consiste en el producto de variedades aproximadamente
Kähler irreducibles de Einstein.

Finalmente, daremos algunos ejemplos de variedades aproximadamente Kähler, poniendo
especial énfasis en las de dimensión 6. El motivo de concentrarnos en esta dimensión es
un resultado de Nagy, que prueba en [19] que una variedad aproximadamente Kähler
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6 INTRODUCCIÓN

estricta se puede descomponer como producto riemanniano de cierta clase conocida de
variedades, y una aproximadamente Kähler de dimensión 6. Aunque permanece abierta la
clasificación de las variedades aproximadamente Kähler de dimensión 6, tenemos una clasi-
ficación para aquellas que son homogéneas. Un resultado reciente de Butruille prueba que
las únicas variedades aproximadamente Kähler estrictas simplemente conexas homogéneas
de dimensión 6 son isomorfas a alguna de las siguientes variedades:

• S3 × S3

• La esfera de dimensión seis,

• el espacio proyectivo complejo CP (3),

• el espacio de banderas F (1, 2).

Por este motivo, en la última sección del trabajo nos dedicaremos a estudiar la estructura
de variedad aproximadamente Kähler de cada uno de estos espacios.



CAPÍTULO 1

Preliminares

En este caṕıtulo enunciamos varios conceptos que serán utilizados a lo largo del trabajo.
En la primera sección definimos la derivada covariante de un tensor, que luego será aplicada
al tensor J en una variedad aproximadamente Kähler y a la 2-forma F asociada. Además
exponemos las nociones de tensor curvatura, curvatura de Ricci y curvatura * de Ricci, con
algunos resultados conocidos. Luego, en la sección 3, repasamos el enunciado del teorema
de descomposición de Rham, que se aplicará en el caṕıtulo 3 para dar un nuevo teorema
de descomposición para variedades aproximadamente Kähler. Las últimas dos secciones
introducen el concepto de variedades casi hermitianas.

1. Campos tensoriales

Sean V un K-módulo, K un anillo, y V ∗ el espacio dual de V . Sean r, s enteros no
negativos.

Definición 1.1. Un tensor de tipo (r, s) en V es una función K-multilineal A : (V ∗)r×
V s → K.

Definición 1.2. Sea M una variedad diferenciable. Un campo tensorial A en M de
tipo (r, s), es un tensor sobre X(M) considerado como un C∞(M)-módulo. Es decir, es
una aplicación C∞(M)-multilineal

A : (E1(M))r × (X(M))s → C∞(M),

donde E1(M) es el conjunto de 1-formas en M .

Observación. Si A : (X(M))s → X(M) es C∞(M) −multilineal, se puede consid-
erar a A como un tensor de tipo (1, s) de la siguiente manera: Definimos A : E1(M) ×
(X(M))s → C∞(M) tal que A(θ,X1, . . . , Xs) = θ(A(X1, . . . , Xs))

Ejemplo 1.3. Una métrica riemanianna es un tensor de tipo (2, 0).

Ejemplo 1.4. Para X ∈ X(M) fijo y ∇ una conexión af́ın en M , la aplicación

Y → ∇YX,

es un tensor de tipo (1, 1).

Ejemplo 1.5. Sea ∇ una conexión af́ın en M , entonces la torsión:

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

es un tensor de tipo (1, 2).

Definición 1.6. Sea ∇ una conexión af́ın en M . Dado A un tensor de tipo (r, s), su
derivada covariante es un tensor ∇A de tipo (r, s+ 1) definido como sigue:

(i) si A = f ∈ C∞(M), entonces ∇f = df
(ii) si A = X ∈ X(M), entonces (∇X)V = ∇VX
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8 1. PRELIMINARES

(iii) si A = η ∈ E1(M), entonces (∇V η)(X) = ∇η(V,X) = V (η(X))− η(∇VX), para
V,X ∈ X(M).

En general para A un tensor de tipo (r, s)

(∇VA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) = (∇A)(θ1, . . . , θr, V,X1, . . . , Xs)

= V (A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs))−
r∑

i=1

A(θ1, . . . ,∇V θi, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

−
s∑

i=1

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . ,∇VXi, . . . , Xs).

Consideremos dos casos particulares que serán de utilidad en los próximos caṕıtulos:
Sea F una 2-forma y sea A un tensor de tipo (1, 2). Entonces sus derivadas covariantes
resultan:

∇F (X,Y, Z) = ∇XF (Y, Z) = XF (Y,Z)− F (∇XY, Z)− F (Y,∇XZ)

∇2F (W,X, Y, Z) = ∇2
W,XF (Y, Z)

= W∇F (X,Y, Z)−∇F (∇WX,Y, Z)−∇F (X,∇WY, Z)−∇F (X,Y,∇WZ)

(∇A)(W,X, Y ) = (∇WA)(X,Y ) = WA(X,Y )−A(∇WX,Y )−A(X,∇WY )

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión n. La diferencia entre la conexión
de Levi Civita ∇ y cualquier otra conexión ∇ es un campo tensorial A de tipo (1, 2),

∇XY = ∇XY +A(X,Y ) X,Y ∈ X(M).

La conexión ∇ tiene torsión cero si y sólo si A es simétrica. La conexión ∇ tiene las
mismas geodésicas que la conexión de Levi Civita si y sólo si A es antisimétrica.

2. Tensor curvatura

Sea M una variedad diferenciable con conexión af́ın ∇.

Definición 2.1. La curvatura de ∇ es la aplicación R : (X(M))3 → X(M), dada por:

R(X,Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z

Notemos que R es un tensor de tipo (1, 3).

Proposición 2.2 (Primera Identidad de Bianchi). Si ∇ es la conexión de Levi Civita
en M , entonces

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0

para todo X,Y, Z ∈ X(M).

Denotamos por RWXY Z el valor del tensor curvatura en los campos W,X, Y, Z ∈
X(M), es decir:

RWXY Z = 〈∇[W,X]Y, Z〉 − 〈[∇W ,∇X ]Y, Z〉

Sigue de la definición de R el siguiente lema.
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Lema 2.3. Para todo W,X, Y, Z ∈ X(M) se cumple:

(i) RWXY Z = −RXWY Z

(ii) RWXY Z = −RWXZY

(iii) RWXY Z = RY ZWX

Dado p ∈ M , U entorno abierto de p en M y {E1, . . . , E2n} campos vectoriales tales
que {E1q, . . . , E2nq} es base ortonormal de TqM para todo q ∈ U , definimos la curvatura
de Ricci como la transformación lineal R dada por:

〈RX,Y 〉 =
2n∑
i=1

RXEiY Ei

para todo X,Y ∈ X(M).

Definición 2.4. Una variedad riemannianaM se dice de Einstein si existe λ ∈ C∞(M)
tal que 〈RX,Y 〉 = λ〈X,Y 〉 para todo X,Y ∈ X(M).

3. Teorema de descomposición de de Rham

Este teorema fue probado en 1931 por Georges de Rham. Una demostración completa
y más moderna aparece en [16], aunque en [3] se afirma que todav́ıa nos está faltando
una prueba buena y rápida. Para una extensión del teorema de de Rham a variedades
riemaniannas más generales, ver [17], nota 12.

Teorema 3.1. Una variedad riemanniana simplemente conexa y completa se descom-
pone como producto riemanniano M0×M1×· · ·×Ml donde M0 es algún espacio eucĺıdeo
(posiblemente el espacio 0 dimensional) y M1, . . . ,Ml son variedades riemannianas sim-
plemente conexas, completas e irreducibles. Esta descomposición es única salvo orden.

4. Estructuras casi complejas sobre espacios vectoriales

Los resultados de álgebra lineal sobre espacios vectoriales obtenidos en esta sección
serán aplicados a espacios tangentes a una variedad en la siguiente sección. En lo que
sigue nos basamos en el libro [17].

Sea V un espacio vectorial real. Una estructura compleja J sobre V es un endomorfismo
J : V → V tal que J2 = − Id.

Observación. Si V es un espacio vectorial real con una estructura compleja J , en-
tonces V tiene dimensión par.

Lema 4.1. Sean V un espacio vectorial real de dimV = 2n y J una estructura compleja
sobre V . Entonces existen x1, . . . , xn ∈ V tales que {x1, . . . , xn, Jx1, . . . , Jxn} es una base
de V .

Demostración. Definimos la siguiente operación sobre V :

(a+ ib)v = av + bJv,

para todo a, b ∈ R. Es fácil ver que con esta operación V resulta un C-espacio vectorial. Sea
x1, . . . , xn una base de V como espacio vectorial complejo. Entonces {x1, . . . , xn, Jx1, . . . , Jxn}
es una base de V como R-espacio vectorial. En efecto supongamos que

n∑
k=1

akxk +
n∑

k=1

bkJxk = 0,
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con ak, bk ∈ R. Por la definición de la multiplicación en V resulta que bkJxk = ibkxk.
Luego queda

n∑
k=1

akxk +

n∑
k=1

ibkxk =

n∑
k=1

(ak + ibk)xk = 0.

Como x1, . . . , xn es base de V como espacio vectorial complejo, tenemos que ak + ibk = 0
para k = 1, . . . , n. Por lo tanto ak = bk = 0 para k = 1, . . . , n. �

Definición 4.2. Un producto interno hermitiano sobre un espacio vectorial real V
con una estructura compleja J es un producto interno 〈· , · 〉 que satisface,

〈Jv, Jw〉 = 〈v, w〉,
para todo v, w ∈ V .

Observación. Si V es un espacio vectorial real con una estructura compleja J y un
producto interno hermitiano 〈· , · 〉, entonces

〈Jv, v〉 = 0

para todo v ∈ V , pues:

〈Jv, v〉 = 〈J2v, Jv〉 = −〈v, Jv〉 = −〈Jv, v〉

Lema 4.3. Sea 〈· , · 〉 un producto interno hermitiano sobre un espacio vectorial real V
de dimensión 2n con una estructura compleja J . Entonces existen x1, . . . , xn ∈ V tales
que {x1, . . . , xn, Jx1, . . . , Jxn} es una base ortonormal de V .

Demostración. Haremos inducción en n. Si dimV = 2, tomamos un vector unitario
x ∈ V . Por la observación anterior, {x, Jx} son ortogonales. Además Jx es unitario, pues

〈Jx, Jx〉 = 〈x, x〉 = 1

Ahora supongamos que dimV = 2n y que x1 es un vector unitario en V . Sea W el
subespacio generado por {x1, Jx1}, y W⊥ el complemento ortogonal de W en V . Notemos
que W⊥ es invariante por J . En efecto: si v ∈W⊥

〈Jv, x1〉 = −〈v, Jx1〉 = 0

y
〈Jv, Jx1〉 = 〈v, x1〉 = 0

Entonces Jv ∈ W⊥. Luego, por hipótesis inductiva, existe una base ortonormal de W⊥

de la forma {x2, . . . , xn, Jx2, . . . , Jxn}. �

5. Estructuras casi complejas sobre variedades diferenciales

Definición 5.1. Una estructura casi compleja J sobre una variedad diferenciable real
M , es un tensor de tipo (1, 1) J : TM → TM tal que en cada punto p ∈ M,Jp : TpM →
TpM es una estructura compleja. El par (M,J) se dice variedad casi compleja.

Notemos que toda variedad casi compleja tiene dimensión par.

Definición 5.2. Una métrica hermitiana sobre una variedad casi compleja (M,J) es
una métrica riemanniana 〈· , · 〉 tal que

〈JX, JY 〉 = 〈X,Y 〉
para todo par de campos X,Y ∈ X(M). Una variedad casi compleja con una métrica
hermitiana se dice variedad casi hermitiana.
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Observación. Una métrica hermitiana define un producto interno hermitiano en cada
espacio tangente TpM con respecto a la estructura compleja Jp.

Definición 5.3. Sea J una estructura casi compleja en M . Para todo par de campos
X,Y ∈ X(M) se define la torsión de J por

NJ(X,Y ) = [JX, JY ]− [X,Y ]− J([JX, Y ] + [X, JY ]).

J se dice integrable si NJ(X,Y ) = 0 para todo par de campos X,Y ∈ X(M).

A continuación, veremos que S6 admite una estructura de variedad casi hermitiana,
basados en el trabajo [14]. En el caṕıtulo 3 continuaremos estudiando este ejemplo.

Ejemplo 5.4. Vamos a comenzar dando algunas nociones de números de Cayley, para
llegar a definir un producto cruz en R7 con las siguientes propiedades (ver [8]):

(1) A×B = −B ×A,

(2) 〈A×B,C〉 = 〈A,B × C〉,

(3) (A×B)× C +A× (B × C) = 2〈A,C〉B − 〈B,C〉A− 〈A,B〉C,

(4) ∇A(B × C) = ∇A(B)× C +B ×∇A(C),

para todo A,B,C ∈ X(R7), donde ∇ es la conexión riemaniana de R7.

Sea H = spanR{1, i, j, k} el conjunto de cuaterniones con su base canónica 1, i, j, k
que satisface:

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, ki = −ik = j, jk = −kj = i.

Un cuaternión q = a + bi + cj + dk se dice real si b = c = d = 0 y se dice puramente
imaginario si a = 0 y alguno de b,c o d es 6= 0. El conjugado de q es q = a− bi− cj − dk.

Un número de Cayley u octonión es un par ordenado de cuaterniones x = (q1; q2). Sea
Ca el conjunto de los números de Cayley. El conjugado de un número de Cayley se define
por x = (q1,−q2). Un número de Cayley x = (q1, q2) es real si q1 es real y q2 = 0, y es
puramente imaginario si q1 es un cuaternion imaginario puro. El conjunto Ca forma un
álgebra no asociativa con la suma y la multiplicación dadas por:

(q1, q2) + (q′1, q
′
2) = (q1 + q′1, q2 + q′2)

(q1, q2)(q′1, q
′
2) = (q1q

′
1 − q′2q2, q

′
2q1 + q2q

′
1),

Sea U = {x ∈ Ca|x es puramente imaginario} u R7. Se define un producto cruz × en
U por:

x× x′ = la parte puramente imaginaria de xx′, x, x′ ∈ U.

Sea M = S6 = {x ∈ U : |x| = 1} y sea N el campo vectorial unitario normal a
S6 dado por: Np = p para todo p ∈ M . Definimos J : X(M) → X(M) por J(A) =
N ×A, para todo A ∈ X(M). Veamos que J2 = −Id y que J es ortogonal con respecto
a la métrica inducida de R7:

J2(A) = N × (N ×A) = 2〈N,A〉N − 〈N,A〉N − 〈N,N〉A− (N ×N)×A = −A.
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〈JA, JB〉 = 〈N ×A,N ×B〉
= −〈A,N × (N ×B)〉
= 〈A, (N ×N)×B〉 − 2〈N,B〉〈A,N〉+ 〈N,B〉〈A,N〉+ 〈N,N〉〈A,B〉
= 〈A,B〉

Por lo tanto (S6, J, 〈, 〉) resulta una variedad casi hermitiana. Además, se puede ver que
la estructura compleja J no es integrable.

Sea M una variedad casi hermitiana. Dado p ∈ M , U entorno abierto de p en M
y {E1, . . . , E2n} campos vectoriales tales que {E1q, . . . , E2nq} es base de TqM para todo
q ∈ U , definimos la curvatura de Ricci* como la transformación lineal R∗ dada por:

〈R∗X,Y 〉 =
1

2

2n∑
i=1

RXJY EiJEi

para todo X,Y ∈ X(M).

Observación. Si J una estructura casi compleja en M , para todo par de campos
X,Y ∈ X(M) se cumplen:

(5) NJ(X, JX) = 0,

pues por la antisimetŕıa del corchete de Lie se tiene

NJ(X, JX) = [JX,−X]− [X,JX]− J([JX, JX] + [X,−X]) = 0.

(6) NJ(JX, Y ) = −JNJ(X,Y ),

pues:

NJ(JX, Y ) = [−X, JY ]− [JX, Y ]− J([−X,Y ] + [JX, JY ])

= −J([JX, JY ]− [X,Y ]− J([JX, Y ] + [X, JY ]))

= −JNJ(X,Y )

(7) NJ(X,Y ) = −NJ(Y,X).

Lema 5.5. Si M es una variedad casi compleja con conexión ∇ sin torsión, entonces
NJ se escribe en términos de la conexión como:

NJ(X,Y ) = (∇JXJ)Y − (∇JY J)X + (∇XJ)JY − (∇Y J)JX

Demostración.

NJ(X,Y ) = [JX, JY ]− [X,Y ]− J([JX, Y ] + [X, JY ])

= ∇JXJY −∇JY JX −∇XY +∇YX − J(∇JXY ) + J(∇Y JX)− J(∇XJY ) + J(∇JYX)

= (∇JXJ)Y − (∇JY J)X + (∇XJ)JY − (∇Y J)JX

�
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Lema 5.6. Sean (M,J) una variedad casi compleja, p ∈M , U entorno abierto de p en
M , y {X1, . . . , Xn, JX1, . . . , JXn} campos vectoriales tales que {X1q, . . . , Xnq, JqX1q, . . . , JqXnq}
es base de TqM para todo q ∈ U . Entonces NJ |U = 0 si y sólo si NJ(Xi, Xj) = 0 para
todo i, j = 1, . . . , n.

Demostración. Si NJ |U = 0 es inmediato que NJ(Xi, Xj) = 0 para todo i, j =
1, . . . , n. Supongamos que NJ(Xi, Xj) = 0 para todo i, j = 1, . . . , n. Entonces, por la
observación anterior:

NJ(JXi, Xj) = −JNJ(Xi, Xj) = 0 y

NJ(JXi, JXj) = −JNJ(Xi, JXj) = JNJ(JXi, Xj) = 0.

�

Definición 5.7. Sea M una variedad diferenciable real con una estructura casi com-
pleja J y una métrica hermitiana 〈· , · 〉. Si J es integrable, M se dice variedad hermitiana.

Observación. Toda estructura casi compleja J sobre una variedad diferenciable real
M de dimensión 2 es integrable. En efecto, sean p ∈ M , U entorno abierto de p y
X ∈ X(M) tal que {Xq, JqXq} forman una base de TqM para cada q ∈ U . Luego por (5)
NJ(X, JX) = 0.





CAPÍTULO 2

Introducción

Las variedades casi hermitianas fueron clasificadas en 16 clases por Gray y Hervella
en [13]. En este trabajo, centramos nuestro estudio en una clase especial de variedades
casi hermitianas, las variedades aproximadamente Kähler, exponiendo principalmente al-
gunos resultados obtenidos por Gray en [9],[10] y [11]. En la primera sección de este
caṕıtulo, damos algunas definiciones importantes y estudiamos propiedades del tensor J
y su derivada covariante. Luego, probamos algunos resultados que relacionan el tensor
curvatura, la curvatura de Ricci y la curvatura * de Ricci con el tensor J en variedades
aproximadamente Kähler. Finalmente en la sección 3 definimos el tensor curvatura carac-
teŕıstico R1. Muchas propiedades importantes de las variedades aproximadamente Kähler
dependen del tensor R1, en particular, la identidad de Watanabe y Takamatsu (Teorema
4.5).

1. Variedades aproximadamente Kähler

Dada una estructura casi compleja J en una variedad riemannianaM con∇ la conexión
riemanniana, se define la derivada covariante del tensor J por:

∇J(X,Y ) = (∇XJ)Y = ∇XJY − J∇XY

para todo X,Y ∈ X(M).

Notemos que ∇J es un tensor de tipo (1, 2). Entonces su derivada covariante resulta:

∇2J(W,X, Y ) = (∇2
W,XJ)Y = W∇J(X,Y )−∇J(∇WX,Y )−∇J(X,∇WY )

Definición 1.1. Una variedad casi hermitiana M se dice aproximadamente Kähler si
su estructura casi compleja J satisface:

(∇XJ)X = 0,

para todo X ∈ X(M).

Definición 1.2. Una variedad hermitiana M se dice de Kähler si su estructura casi
compleja J satisface:

(∇XJ)Y = 0,

para todo X,Y ∈ X(M).

15
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Lema 1.3. Sea (M,J, 〈· , · 〉) una variedad hermitiana. Entonces M es aproximada-
mente Kähler si y sólo si

(8) (∇XJ)Y = −(∇Y J)X

para todo X,Y ∈ X(M).

Demostración. Supongamos que M es aproximadamente Kähler. Entonces,

0 = (∇X+Y J)X + Y

= (∇XJ)X + (∇XJ)Y + (∇Y J)X + (∇Y J)Y

= (∇XJ)Y + (∇Y J)X

Ahora, si suponemos que vale (8) para todo X,Y ∈ X(M), en particular vale para X = Y
y M resulta aproximadamente Kähler. �

Proposición 1.4. Sea (M,J, 〈· , · 〉) una variedad casi hermitiana. Entonces para todo
X,Y, Z ∈ X(M) se cumple:

(i) 〈(∇XJ)Y,Z〉 = −〈Y, (∇XJ)Z〉

(ii) (∇XJ)JY = −J(∇XJ)Y

Demostración.

(i) 〈(∇XJ)Y, Z〉 = 〈∇XJY − J(∇XY ), Z〉
= 〈∇XJY, Z〉+ 〈∇XY, JZ〉
= X〈JY, Z〉 − 〈JY,∇XZ〉+X〈Y, JZ〉 − 〈Y,∇XJZ〉
= 〈Y, J(∇XZ)〉 − 〈Y,∇XJZ〉
= −〈Y, (∇XJ)Z〉.

(ii) − J(∇XJ)Y = −J(∇XJY )−∇XY = −J(∇XJY ) +∇XJ
2Y = (∇XJ)JY

�

Lema 1.5. Sea (M,J, 〈· , · 〉) una variedad aproximadamente Kähler. Entonces para
todo X,Y ∈ X(M) se cumple:

(∇XJ)Y + (∇JXJ)JY = 0

Demostración. Por (8) y la proposición 1.4 resulta:

〈(∇XJ)Y + (∇JXJ)JY, Z〉 = −〈Y, (∇XJ)Z〉 − 〈JY, (∇JXJ)Z〉
= −〈Y, (∇XJ)Z〉+ 〈JY, (∇ZJ)JX〉
= −〈Y, (∇XJ)Z〉 − 〈JY, J(∇ZJ)X〉
= −〈Y, (∇XJ)Z〉 − 〈Y, (∇ZJ)X〉
= −〈Y, (∇XJ)Z〉+ 〈Y, (∇XJ)Z〉
= 0

para todo Z ∈ X(M). Por lo tanto, 〈(∇XJ)Y + (∇JXJ)JY = 0. �
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Proposición 1.6. Si M es una variedad aproximadamente Kähler con estructura casi
compleja J , entonces para todo V,W ∈ X(M) se tiene

NJ(V,W ) = −4(∇WJ)JV.

En particular, si J es integrable, entonces M es de Kähler.

Demostración. Como ∇ es la conexión de Levi Civita en M , por el lema 5.5 del
caṕıtulo 1, la torsión de J queda:

NJ(X,Y ) = (∇JXJ)Y − (∇JY J)X + (∇XJ)JY − (∇Y J)JX

Luego, como M es aproximadamente Kähler, resulta:

NJ(X,Y ) = 2{(∇JXJ)Y − (∇Y J)JX}
= −2{(∇Y J)JX + (∇Y J)JX}
= −4(∇Y J)JX

para todo X,Y ∈ X(M). En particular, si J es integrable,

0 = NJ(X,Y ) = −4(∇Y J)JX = 4J(∇Y J)X

Entonces: (∇Y J)X = 0 para todo X,Y ∈ X(M) y M resulta de Kähler. �

Teorema 1.7. Si M es una variedad aproximadamente Kähler de dimensión 4, en-
tonces M es de Kähler.

Demostración. Sea p ∈ M y U un entorno abierto de p en M . Como M tiene
dimensión 4, existen campos X,Y ∈ X(M) tales que {Xq, Yq, JqXq, JqYq} es una base de
TqM para todo q ∈ U . Por el lema 5.6 del caṕıtulo 1, basta ver que N(X,Y ) = 0. En
efecto:

〈NJ(X,Y ), Y 〉 = −4〈(∇Y J)JX, Y 〉 = 4g〈JX, (∇Y J)Y 〉 = 0

〈NJ(X,Y ), JY 〉 = −4〈(∇Y J)JX, JY 〉 = −4〈(∇JY J)X, JY 〉 = 4〈X, (∇JY J)JY 〉 = 0

〈NJ(X,Y ), X〉 = −4〈(∇Y J)JX,X〉 = 4〈(∇XJ)JY,X〉 = −〈JY, (∇XJ)X〉 = 0

〈NJ(X,Y ), JX〉 = −4〈(∇Y J)JX, JX〉 = 4〈(∇JXJ)Y, JX〉 = −4〈Y, (∇JXJ)JX〉 = 0

�

2. Subvariedades casi complejas

El objetivo de esta sección es demostrar que toda subvariedad casi compleja de una
variedad aproximadamente Kähler es aproximadamente Kähler. Vamos a comenzar intro-
duciendo preliminares para su prueba, basados en el trabajo de Gray [8].

Sean M y M dos variedades riemannianas con M inmersa en M . Denotamos por
X(M) el álgebra de las restricciones a M de campos vectoriales en M . Entonces X(M) se
puede escribir como:

X(M) = X(M)⊕ X(M)⊥,

donde X(M)⊥ consiste de todos los campos vectoriales perpendiculares a M . Sea P la
proyección ortogonal P : X(M)→ X(M). Denotamos por ∇ la conexión Riemanniana de
M determinada por la métrica inducida, y ∇ la conexión Riemanniana de M restringida
a X(M).
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En [8] se define el tensor configuración T : X(M)× X(M)→ X(M) por:

TXY = ∇XY −∇XY si X,Y ∈ X(M) y

TXZ = P (∇XZ) si X ∈ X(M), Z ∈ X(M)⊥.

Lema 2.1. Sean A ∈ X(M), X,Y ∈ X(M). Entonces:

(i) T es C∞(M)− bilineal,
(ii) 〈TA(X), Y 〉 = −〈TA(Y ), X〉,

(iii) TA(X(M)) ⊆ X(M)⊥, y TA(X(M)⊥) ⊆ X(M).

Demostración. (i) sigue de la definición del tensor configuración.
(ii) resulta del hecho de que:

〈∇AX,Y 〉+ 〈X,∇AY 〉 = A〈X,Y 〉 = 〈∇AX,Y 〉+ 〈X,∇AY 〉
(iii) La primer afirmación es consecuencia de que ∇AB se define como la componente

tangencial de ∇AB para todo A,B ∈ X(M). Luego, la diferencia ∇AB−∇AB es
normal a M . Además, para todo X,Y ∈ X(M)⊥, se tiene:

〈TAX,Y 〉 = 〈P (∇AX), Y 〉 = 0.

Por lo tanto TA(X(M)⊥) ⊂ X(M).
�

Teorema 2.2. Sean M una variedad aproximadamente Kähler con estructura com-
pleja J y M una subvariedad casi compleja de M (o sea, para todo X ∈ X(M) JX ∈
X(M)). Entonces M es aproximadamente Kähler.

Demostración. Notemos que:

0 = (∇XJ)X = (∇XJ)X + TXJX − JTXX
El primer término del lado derecho de esta ecuación es tangente a M (porque es

subvariedad casi compleja) y el resto es normal a M , entonces: (∇XJ)X = 0 y
TXJX − JTXX = 0 �

3. El tensor curvatura en una variedad aproximadamente Kähler

En esta sección vamos a demostrar algunas propiedades inportantes del tensor cur-
vatura que van a ser necesarias para las pruebas del teorema 3.5 y del teorema de Watanabe
y Takamatsu (4.5) en la siguiente sección. También vamos a exponer algunas identidades
que involucran a las curvaturas de Ricci y Ricci * en una variedad aproximadamente
Kähler. En lo que resta de la sección, vamos a suponer que (M,J, 〈, 〉) es una variedad
aproximadamente Kähler.

Observación. Sea F la 2-forma definida por:

F (X,Y ) = 〈JX, Y 〉
para todo X,Y ∈ X(M). Entonces las derivadas covariantes de F resultan:

∇F (X,Y, Z) = 〈(∇XJ)Y, Z〉, y

∇2F (W,X, Y, Z) = W 〈(∇XJ)Y,Z〉−〈(∇∇WXJ)Y, Z〉−〈(∇XJ)∇WY, Z〉−〈(∇XJ)Y,∇WZ〉
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Definimos RWX(F ) por:

RWX(F )(Y, Z) = −F (RWXY,Z)− F (Y,RWXZ)

La demostración del siguiente lema está basada en el trabajo de Gray [12]. Los
resultados de las dos proposiciones que siguen se fundamentan en [9] y [10].

Lema 3.1. Para todo X,Y ∈ X(M)

RXYXY −RXY JXJY =‖ (∇XJ)Y ‖2

Demostración. Notemos que

RWX(F )(Y, Z) = −∇2F (W,X, Y, Z) +∇2F (X,W, Y, Z)

Por otro lado:

∇2F (X,X, Y, JY )

= X〈(∇XJ)Y, JY 〉 − 〈(∇∇XXJ)Y, JY 〉 − 〈(∇XJ)∇XY, JY 〉 − 〈(∇XJ)Y,∇XJY 〉
= X〈X, (∇Y J)JY 〉 − 〈∇XX, (∇Y J)JY 〉+ 〈∇XY, (∇XJ)JY 〉 − 〈(∇XJ)Y,∇XJY 〉

Como M es aproximadamente Kähler, los dos primeros términos se anulan y queda:

∇2F (X,X, Y, JY ) = 〈J∇XY, (∇XJ)Y 〉 − 〈∇XJY, (∇XJ)Y 〉
= − ‖ (∇XJ)Y ‖2

Usando las propiedades de J de la proposición (1.4), se prueba que

∇2F (W,X, Y, Z) = −∇2F (W,Y,X,Z) y que ∇2F (Y,X,X, JY ) = 0

para todo W,X, Y, Z ∈ X(M). Finalmente resulta que

‖ (∇XJ)Y ‖2 = −∇2F (X,X, Y, JY )

= ∇2F (X,Y,X, JY )

= −RXY (F )(X, JY )

= 〈RXYX,Y 〉 − 〈RXY JX, JY 〉

�

Más generalmente, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.2. Para todo W,X, Y, Z ∈ X(M) se cumple:

(i) RWXY Z −RWXJY JZ = 〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉
(ii) RWXWZ +RWJXWJZ −RWJWXJZ = 2〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉

(iii) RWXY Z = RJWJXJY JZ = RJWJXY Z +RJWXJY Z +RJWXY JZ

Demostración. (i) A partir del resultado del lema anterior, usando la lineali-
dad de R y la primera identidad de Bianchi, resulta:

(9) 3RWXY Z −RWY JXJZ +RWZJXJY − 2RWXJY JZ

= 〈(∇WJ)Y, (∇XJ)Z〉 − 〈(∇WJ)Z, (∇XJ)Y 〉+ 2〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉
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Reemplazando Y y Z por JY y JZ en (9) y usando la identidad de Bianchi otra vez,
queda:

(10) 3RWXJY JZ +RWJY JXZ −RWJZJXY − 2RWXY Z

= 〈(∇WJ)Y, (∇XJ)Z〉 − 〈(∇WJ)Z, (∇XJ)Y 〉 − 2〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉
Ahora a (9) le restamos (10) y tenemos que:

(11) 5RWXY Z − 5RWXJY JZ −RWJXJY Z −RWJXY JZ = 4〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉
pues:

−RWY JXJZ +RWZJXJY −RWJY JXZ +RWJZJXY

= −RWY JXJZ −RY JXWJZ +RWZJXJY +RZJXWJY

= RJXWY JZ −RJXWZJY

Finalmente, en (11) reemplazamos X e Y por JX y JY, y sumando 1
5 del resultado a

(11) obtenemos:

24

5
(RWXY Z −RWXJY JZ) =

24

5
〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉

(iii) Usando (i) resulta:

RWXY Z = 〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉+RWXJY JZ

= 〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉+RJY JZJ(JW )J(JX)

= 〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉 − 〈(∇JY J)JZ, (∇JWJ)JX〉+RJY JZJWJX

= RJWJXJY JZ

Además:

RJWJXY Z +RJWXJY Z +RJWXY JZ = RY ZJWJX +RJWXJY Z −RJWXJ(JY )JZ

= −〈(∇Y J)Z, (∇WJ)X〉+RY ZWX + 〈(∇JWJ)X, (∇JY J)Z〉
= RWXY Z

(ii) Usando la identidad de Bianchi resulta:

RWXWZ +RWJXWJZ −RWJWXJZ

= RWXWZ +RWJXWJZ −RWJWXJZ − (RWXJWJZ +RJWWXJZ +RXJWWJZ)

Luego por (i) y (iii) tenemos que:

RWXWZ +RWJXWJZ −RWJWXJZ

= 〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉+RJWXJWZ −RXJWWJZ +RJWWXJZ −RJWWXJZ

= 〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉+RJWXWJZ −RJWXJWJ(JZ)

Usando el resultado obtenido en (i) otra vez queda:

RWXWZ +RWJXWJZ −RWJWXJZ = 〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉+ 〈(∇JWJ)X, (∇WJ)JZ〉
= 〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉+ 〈J(∇WJ)X, J(∇WJ)Z〉
= 2〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉

�
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Proposición 3.3. Para todo W,X, Y, Z ∈ X(M) se cumple:

(i) 〈2∇2F (W,X, Y, Z)〉 = −〈(∇WJ)X, (∇Y J)JZ〉−〈(∇WJ)Z, (∇XJ)JY 〉−〈(∇WJ)Y, (∇ZJ)JX〉

(ii) 〈∇2F (W,W, Y, JZ)〉 = 〈∇2F (Y,Z,W, JW )〉 = −〈(∇WJ)Y, (∇WJ)Z〉

Demostración. (i) Por la demostración del lema 3.1 tenemos que:

〈∇2F (W,X, Y, Z)〉 − 〈∇2F (X,W, Y, Z)〉 = −RWX(F )(Y, Z)

= F (RWXY,Z) + F (Y,RWXZ)

= 〈JRWXY,Z〉 − 〈JY,RWXZ〉
= −RWXY JZ −RWXJY Z

Además sabemos que:

−〈∇2F (W,Y,W,Z)〉+ 〈∇2F (Y,W,W,Z)〉 = 〈∇2F (W,W,W,Z)〉+ 〈∇2F (Y,W,W,Z)〉

Pero 〈∇2F (Y,W,W,Z)〉 = 0 pues M es aproximadamente Kähler, entonces:

〈∇2F (W,W,W,Z)〉 = −〈∇2F (W,Y,W,Z)〉+ 〈∇2F (Y,W,W,Z)〉
= −RYWWJZ −RYWJWZ

= −〈(∇Y J)W, (∇WJ)JZ〉

Por lo tanto, hemos probado que:

(12) 〈∇2F (W,W,W,Z)〉 = −〈(∇WJ)Y, J(∇WJ)Z〉.

Por la linealidad de los tensores en (12) tenemos:
(13)
〈∇2F (W,X, Y, Z)〉−〈∇2F (X,W, Y, Z)〉 = −〈(∇WJ)Y, J(∇XJ)Z〉−〈(∇WJ)Z, J(∇XJ)Y 〉.

Finalmente, de (12) y (13) obtenemos el resultado deseado.

(ii) Usando (i) resulta que:

〈∇2F (W,W, Y, JZ)〉

= −1

2
{−〈(∇WJ)W, (∇Y J)Z〉+ 〈(∇WJ)JZ, (∇WJ)JY 〉+ 〈(∇WJ)Y, (∇JZJ)JW 〉}

= −1

2
{〈(∇WJ)Z, (∇WJ)Y 〉 − 〈(∇WJ)Y, (∇ZJ)W 〉}

= −〈(∇WJ)Y, (∇WJ)Z〉
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Y por otro lado:

〈∇2F (Y,Z,W, JW )〉

= −1

2
{−〈(∇Y J)Z, (∇WJ)W 〉+ 〈(∇Y J)JW, (∇ZJ)JW 〉+ 〈(∇Y J)W, (∇JWJ)JZ〉}

= −1

2
{〈(∇WJ)Y, (∇WJ)Z〉 − 〈(∇Y J)W, (∇WJ)Z〉}

= −〈(∇WJ)Y, (∇WJ)Z〉

�

Las siguientes fórmulas que involucran a los tensores R y R∗ son debidas a Koto [18].

Sean p ∈ M , U entorno abierto de p y {E1, . . . , E2n} campos vectoriales tales que
{E1q, . . . , E2nq} es base de TqM para todo q ∈ U , entonces

Lema 3.4. R y R∗ cumplen que:

(i) RJ = JR

(ii) R∗J = JR∗

(iii) Para todo X.Y ∈ X(M) se cumple:

(14) 〈(R−R∗)X,Y 〉 =

2n∑
i=1

〈(∇XJ)Ei, (∇Y J)Ei〉

(iv) Para todo Y ∈ X(M) se tiene:

(15) −(R−R∗)JY =
2n∑
i=1

(∇2
EiEi

J)Y

Demostración. Observemos que {JqE1q, . . . , JqE2nq} también es base de TqM para

todo q ∈ U . Luego, para todo X,Y ∈ X(M),

(i) 〈RJX, Y 〉 =

2n∑
i=1

RJXEiY Ei

= −
2n∑
i=1

RXJEiJY JEi

= −〈RX, JY 〉
= 〈JRX, Y 〉
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(ii) 〈R∗JX, Y 〉 =
1

2

2n∑
i=1

RJXJY EiJEi

= −1

2

2n∑
i=1

RXY JEiEi

= −1

2

2n∑
i=1

RXJ(JY )JEiJ(JEi)

= −〈R∗X, JY 〉
= 〈JR∗X,Y 〉

(iii) Usando la proposición 3.2 tenemos que:

〈RX,Y 〉 =

2n∑
i=1

RXEiY Ei

=

2n∑
i=1

REiXEiY

=
2n∑
i=1

2〈(∇EiJ)X, (∇EiJ)Y 〉 −REiJXEiJY +REiJEiXJY

=
2n∑
i=1

2〈(∇EiJ)X, (∇EiJ)Y 〉 −
2n∑
i=1

RXJEiY JEi +
2n∑
i=1

RXJY EiJEi

=
2n∑
i=1

2〈(∇EiJ)X, (∇EiJ)Y 〉 − 〈RX,Y 〉+ 2〈R∗X,Y 〉

(iv) Veamos que
∑2n

i=1〈(∇2
EiEi

J)Y,Z〉 = −〈(R − R∗)JY, Z〉 para todo Y,Z ∈ X(M). En
efecto:

2n∑
i=1

〈(∇2
EiEi

J)Y, Z〉 =

2n∑
i=1

−〈(∇2
EiEi

J)Y, J(JZ)〉

=

2n∑
i=1

〈(∇EiJ)Y, (∇EiJ)JZ〉

= 〈(R−R∗)Y, JZ〉
= 〈−J(R−R∗)Y, Z〉
= 〈−(R−R∗)JY, JZ〉

�
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El siguiente teorema expresa un resultado muy útil que involucra al tensor R − R∗
y a su derivada covariante. Estas fórmulas aparecen en [18] de una manera ligeramente
diferente.

Teorema 3.5. Para todo U,X, Y ∈ X(M) se tiene:

〈∇U (R−R∗)X,Y 〉 =
1

2
{〈(R−R∗)(∇UJ)X, JY 〉+ 〈(R−R∗)JX, (∇UJ)Y 〉}

Demostración. Derivando la ecuación (14) tenemos:

〈∇U (R−R∗)X,Y 〉 =

2n∑
i=1

{〈∇U (∇EiJ)X, (∇EiJ)Y 〉+

〈(∇EiJ)X,∇U (∇EiJ)Y 〉 − 〈(∇EiJ)X, (∇EiJ)∇UY 〉 − 〈(∇EiJ)∇UX, (∇EiJ)Y 〉}.
Entonces, si X = Y queda:

〈∇U (R−R∗)X,X〉 = 2

2n∑
i=1

{〈∇U (∇EiJ)X, (∇EiJ)X〉 − 〈(∇EiJ)∇UX, (∇EiJ)X〉}

= 2

2n∑
i=1

∇2F (U,Ei, X, (∇EiJ)X).

Usando la proposición 3.3 resulta:

〈∇U (R−R∗)X,X〉 =

2n∑
i=1

{−〈(∇UJ)Ei, (∇XJ)J(∇EiJ)X〉

−〈(∇UJ)(∇EiJ)X, (∇EiJ)JX〉+ 〈(∇UJ)X, (∇JEiJ)(∇EiJ)X〉}.
Pero los dos primeros términos de la suma se cancelan y nos queda:

(16) 〈∇U (R−R∗)X,X〉 =

2n∑
i=1

〈(∇UJ)X, (∇JEiJ)(∇EiJ)X〉.

Polarizando (16) obtenemos el resultado buscado.
�

4. El tensor curvatura caracteŕıstico

Una nueva conexión de importancia especial se define en una variedad casi hermitiana
M por:

∇1
XY = ∇XY +

1

2
(∇XJ)JY

=
1

2
(∇XY − J∇XJY )

para X,Y ∈ X(M), donde ∇ es la conexión de Levi Civita en M . Sea T 1 la torsión de la
conexión ∇1.
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Esta nueva conexión es una conexión hermitiana, es decir, satiface que tanto la métrica
como el tensor J resultan paralelos. En efecto, (∇1

XJ)Y = 0, pues:

(∇1
XJ)Y = ∇1

XJY − J∇1
XY

=
1

2
{∇XJY + J∇XY − J∇XY −∇XJY } = 0.

Y además, X〈Y, Z〉 = 〈∇1
XY,Z〉+ 〈Y,∇1

XZ〉, pues:

〈∇1
XY, Z〉+ 〈Y,∇1

XZ〉 = 〈∇XY,Z〉+
1

2
〈(∇XJ)JY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉+

1

2
〈Y, (∇XJ)JZ〉

= X〈Y,Z〉+
1

2
{〈Y, (∇XJ)JZ〉 − 〈Y, (∇XJ)JZ〉}

= X〈Y,Z〉.

Sea r el tensor de tipo (0, 2) dado por:

r(X,Y ) = 〈(R−R∗)X,Y 〉, para todo X,Y ∈ X(M).

Una consecuencia importante de lo observado anteriormente es el resultado de la sigu-
iente proposición. Para la demostración nos basamos en el trabajo de Nagy [20].

Proposición 4.1. Sea M una variedad aproximadamente Kähler. Entonces el tensor
r es paralelo con respecto a ∇1, es decir, ∇1r = 0.

Demostración. Como el tensor r es de tipo (0, 2), su derivada covarinte es el tensor
de tipo (0, 3) dado por:

(∇1
V r)(X,Y ) = V r(X,Y )− r(∇1

VX,Y )− r(X,∇1
V Y )

= V 〈(R−R∗)X,Y 〉 − 〈(R−R∗)∇1
VX,Y 〉 − 〈(R−R∗)X,∇1

V Y 〉

Usando la definición de ∇1 y el teorema 3.5 resulta:

(∇1
V r)(X,Y ) = 〈∇V (R−R∗)X,Y 〉 − 1

2
{〈(R−R∗)(∇V J)X, JY 〉+ 〈(R−R∗)JX, (∇V J)Y 〉}

= 0

�
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Proposición 4.2. Si M es una variedad aproximadamente Kähler, la torsión T 1 es
totalmente antisimétrica.

Demostración. Usando que ∇ es sin torsión y que M es aproximadamente Kähler
resulta que:

T 1(X,Y ) = ∇1
XY −∇1

YX − [X,Y ]

=
1

2
{∇XY − J∇XJY −∇YX + J∇Y JX − 2[X,Y ]}

=
1

2
{−∇XY +∇YX − J∇XJY + J∇Y JX}

=
1

2
{(∇XJ)JY − (∇Y J)JX}

= (∇XJ)JY

Luego, es inmediato que T 1(X,Y ) = −T 1(Y,X). Además:

〈T 1(X,Y ), Z〉 = 〈(∇XJ)JY, Z〉 = −〈Y, (∇XJ)JZ〉 = −〈T 1(X,Z), Y 〉
�

Más aún, se puede probar que ∇1 es la única conexión hermitiana sobre M con torsión
totalmente antisimétrica (ver [7]). Un resultado no trivial probado por Kirichenko es que
T 1 es paralela respecto ∇1(ver [15]).

Consideremos ahora el tensor curvatura asociado a ∇1: R1
WX = ∇1

[W,X] − [∇1
W ,∇1

X ].

Llamamos a R1
WXY Z = 〈R1

WXY, Z〉 el tensor curvatura caracteŕıstico de M .

Lema 4.3. Sea M una variedad aproximadamente Kähler. Para todo W,X, Y, Z ∈
X(M) se cumple que:

(i) R1
WXY Z = RWXY Z−1

2〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉+1
4{〈(∇WJ)Y, (∇XJ)Z〉−〈(∇WJ)Z, (∇XJ)Y 〉}

(ii) R1
WXY Z = 1

4{3RWXY Z + 2RWXJY JZ +RWY JZJX +RWZJXJY }

(iii) R1
WXY Z = −R1

XWY Z = −R1
WXZY = R1

Y ZWX = R1
WXJY JZ = R1

JWJXJY JZ

Demosración. (i) Usando la definición de R1 y de ∇1 resulta que:

R1
WXY Z = 〈∇1

[W,X]Y, Z〉 − 〈∇
1
W∇1

XY, Z〉+ 〈∇1
X∇1

WY, Z〉

=
1

4
{〈∇X∇WY −∇W∇XY + 2∇[W,X]Y − 2J∇[W,X]JY − J∇XJ∇WY + J∇WJ∇XY

−∇XJ∇WJY +∇WJ∇XJY − J∇X∇WJY + J∇W∇XJY, Z〉}.
Luego, por la definición del tensor R tenemos:

R1
WXY Z =

1

4
{RWXY Z+〈∇[W,X]Y, Z〉+2〈∇[W,X]JY, JZ〉+〈∇XJ∇WY, JZ〉−〈∇WJ∇XY, JZ〉

−〈∇XJ∇WJY, Z〉+ 〈∇WJ∇XJY, Z〉+ 〈∇X∇WJY, JZ〉 − 〈∇W∇XJY, JZ〉}.
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=
1

4
{RWXY Z +RWXJY JZ + 〈∇[W,X]Y, Z〉+ 〈∇[W,X]JY, JZ〉+ 〈(∇XJ)∇WY, JZ〉

+〈J∇X∇WY, JZ〉 − 〈(∇WJ)∇XY, JZ〉 − 〈J∇W∇XY, JZ〉 − 〈(∇XJ)∇WJY, Z〉

+〈∇X∇WJY, JZ〉+ 〈(∇WJ)∇WJ)∇XJY, Z〉 − 〈∇W∇XJY, JZ〉}.

=
1

4
{2RWXY Z + 2RWXJY JZ − 〈(∇XJ)(∇WJ)Y,Z〉+ 〈(∇WJ)(∇XJ)Y,Z〉}.

Finalmente, usando la proposición (3.2) resulta:

R1
WXY Z =

1

4
{4RWXY Z−2〈(∇WJ)X, (∇WJ)Z〉+〈(∇WJ)Y, (∇XJ)Z〉+〈(∇XJ)Y, (∇WJ)Z〉}.

(ii) Usando (i) tenemos que:

R1
WXY Z =

1

4
{4RWXY Z−2〈(∇WJ)X, (∇Y J)Z〉+〈(∇WJ)Y, (∇XJ)Z〉+〈(∇XJ)Y, (∇WJ)Z〉}

Luego, por la proposición (3.2) resulta:

R1
WXY Z =

1

4
{2RWXY Z + 2RWXJY JZ +RWYXZ −RWY JXJZ −RWZXY +RWZJXJY }.

=
1

4
{2RWXY Z + 2RWXJWJZ −RYWXZ −RWY JXJZ −RXYWZ +RWZJXJY }.

Finalmente, usando la identidad de Bianchi, queda:

R1
WXY Z =

1

4
{3RWXY Z + 2RWXJY JZ −RWY JXJZ +RWZJXJY }.

(iii) es un caso particular de (ii).

(iv) Es consecuencia de (i) y de las propiedades del tensor R que ya probamos.
�

Proposición 4.4. Sea M una variedad aproximadamente Kähler. Para todo W,X, Y, Z ∈
X(M) se tiene:

(∇VR
1)WXY Z + (∇XR

1)VWY Z + (∇WR
1)XV Y Z

= −1

4
〈(∇Y J)Z, (∇V J)(∇WJ)X + (∇XJ)(∇V J)W + (∇WJ)(∇XJ)V 〉

La prueba de esta proposición se encuentra en [11]. El siguiente resultado fue probado
por Watanabe y Takamatsu en [24]. Aqúı damos una demostración más simple, dada por
Gray en [11].

Teorema 4.5. Sea M una variedad aproximadamente Kähler. Para todo W,X ∈
X(M) se cumple:

2n∑
i,j=1

〈(R−R∗)Ei, Ej〉(RWEiXEj − 5RWEiJXJEj ) = 0
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Demostración. Usando las propiedades de R1 del lema (4.3) resulta:

(17)
2n∑
i=1

R1
WXEi(∇V J)Ei

=
1

2

2n∑
i=1

{R1
WXEi(∇V J)Ei

−R1
WXJEi(∇V J)JEi

} = 0.

Por otro lado tenemos que:

2n∑
i=1

(∇UR
1)WXEi(∇V J)Ei

=

2n∑
i=1

{UR1
WXEi(∇V J)Ei

−R1
∇UWXEi(∇V J)Ei

−R1
W∇UXEi(∇V J)Ei

−R1
WX∇UEi(∇V J)Ei

−R1
WXEi(∇UV J)Ei

}.
Luego por (17) esta ecuación queda:

(18)

2n∑
i=1

(∇UR
1)WXEi(∇V J)Ei

= −
2n∑
i=1

R1
WXEi(∇2

UV J)Ei
.

Ahora tomemos U = V = Ej y sumemos. Usando (15) obtenemos:

2n∑
i,j=1

R1
WXEi(∇2

EjEj
J)Ei

= −
2n∑
i=1

R1
WXEi(R−R∗)JEi

=

2n∑
i,j=1

R1
WXEiJEj 〈(R−R∗)Ei, Ej〉

Tomando X = JW y usando el lema (4.3) resulta:

(19)
2n∑

i,j=1

R1
WJWEi(∇2

EjEj
J)Ei

=
1

4

2n∑
i,j=1

(RWEiWEj − 5RWEiJWjEj )〈(R−R∗)Ei, Ej〉.

Por otro lado tenemos que:

2n∑
i,j=1

(∇EjR
1)WJWEi(∇Ej

J)Ei
=

2n∑
i,j,k=1

〈(∇EiJ)Ej , Ek〉(∇EiR
1)EjEkWJW

=
1

3

2n∑
i,j,k=1

{〈(∇EiJ)Ej , Ek〉(∇EiR
1)EjEkWJW + 〈(∇Ek

J)Ei, Ej〉

(∇Ek
R1)EiEjWJW + 〈(∇EjJ)Ek, Ei〉(∇EjR

1)EkEiWJW }.
Usando que 〈(∇EiJ)Ej , Ek〉 es antisimétrica con respecto a i, j, k y la proposición 4.4

resulta:

(20)

2n∑
i,j=1

(∇EjR
1)WJWEi(∇Ej

J)Ei
= 0.

Luego, por (18), (19) y (20) llegamos al resultado deseado.
�



CAPÍTULO 3

La Estructura de variedades aproximadamente Kähler

En la primera sección de este caṕıtulo seguiremos fundamentalmente el trabajo de Gray
[11], para llegar a demostrar el teorema de descomposición de variedades aproximadamente
Kähler. En la segunda sección daremos algunos ejemplos bien conocidos.

1. Descomposición de variedades aproximadamente Kähler

Definición 1.1. Sea M una variedad aproximadamente Kähler. Decimos que M es
estricta si para todo p ∈M y para todo v ∈ TpM con v 6= 0 se cumple que (∇vJ) 6= 0.

Aśı, una variedad aproximadamente Kähler estricta es, por aśı decir, lo contrario de
una variedad de Kähler. El objetivo de esta sección es dar condiciones bajo las cuales
una variedad aproximadamente Kähler tiene una descomposición, ya sea localmente o
globalmente, de la forma: M = MK ×MS , donde MK es una variedad de Kähler y MS

es una variedad aproximadamente Kähler estricta. Para ello, precisaremos los siguientes
lemas.

Lema 1.2. Sea M una variedad aproximadamente Kähler y sea p ∈ M . Denotamos
por S1(p), . . . , Ss(p) a los autoespacios de R−R∗ asociados a los autovalores no nulos de
R −R∗, y sea H(p) = {v ∈ TpM |(R −R∗)v = 0}. Entonces H(p) = {v ∈ TpM |∇vJ = 0}
y la distribución p → H(p) es integrable sobre cualquier subvariedad abierta de M en el
que la dimH(p) es constante. Además, se puede descomponer el espacio tangente como
una suma directa de la siguiente forma: TpM = H(p)⊕ S1(p)⊕ · · · ⊕ Ss(p).

Demostración. Si (∇vJ)Y = 0 para todo Y ∈ X(M), por (14), (R − R∗)v = 0.

Rećıprocamente, si v ∈ H(p), por (14),
∑2n

i=1〈(∇vJ)Ei, (∇Y J)Ei〉 = 0 para todo Y ∈
X(M). En particular,

∑2n
i=1 ‖ (∇vJ)Ei ‖2= 0. Entonces (∇vJ)Ei = 0 para todo i. Por lo

tanto, (∇vJ) = 0.

Sea N una subvariedad abierta de M en el que la dimH(p) es constante para todo
p ∈ N . Veamos que la distribución p → H(p) es integrable sobre N . Por el teorema de
Frobenius basta ver que la distribución es involutiva.

Sean W,X ∈ X(M) tales que Wp, Xp ∈ H(p) para todo p ∈ N , y sean Y,Z ∈ X(M).
Queremos ver que [W,X] ∈ H(p). En efecto:

〈(∇[W,X]J)Y, Z〉 = 〈∇[W,X]JY, Z〉+ 〈(∇[W,X]Y, JZ〉
= RWXJY Z + 〈[∇W ,∇X ]JY, Z〉+RWXY JZ + 〈[∇W ,∇X ]Y, JZ〉
= 〈(∇WJ)X, (∇JY J)Z〉
= 0

�
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A partir de ahora, asumamos que M es una variedad aproximadamente Kähler simple-
mente conexa. Sea M = M0×M1× · · · ×M l la descomposición de de Rham de M . Aqúı
M0 denota algún espacio eucĺıdeo, y M1, . . . ,M l son variedades riemannianas irreducibles.

Consideremos una nueva descomposición a partir de la descomposición de deRham:
M = MK × MS donde, MK denota el producto de todos los factores M i tales que
(∇XJ) = 0 para todo X ∈ X(M i), y MS es el producto de los factores restantes.

En los siguientes lemas asumimos también que R − R∗ es paralelo en M , o sea, que
∇(R−R∗) = 0. En [11] está probado que en cualquier variedad aproximadamente Kähler
de dim ≤ 8 ∇(R−R∗) = 0. Además en el mismo trabajo se dan condiciones de para que
se satisfaga que R−R∗ es paralelo.

Lema 1.3. Para cada factor M i de la descomposición de de Rham de M existe una
constante λi tal que (R−R∗)X = λiX para todo X ∈ X(M i).

Demostración. Por el teorema de de Rham el grupo de holonomı́a de M actúa
irreduciblemente sobre cada espacio tangente TpM

i. Además R − R∗ conmuta con el
grupo de holonomı́a de M en p pues es paralelo. Luego, por el lema de Schur, R − R∗ =
λi(p)I : TpM

i → TpM
i. Como R−R∗ es paralelo, λi(p) es una función constante. �

Lema 1.4. M i ⊂MK si y sólo si λi = 0

Demostración. Sabemos que M i ⊂ MK si y sólo si (∇XJ) = 0 para todo X ∈
X(M i). Luego, por el lema (1.2) (∇XJ) = 0 si y sólo si Xp ∈ H(p), es decir, si (R−R∗)X =
0. Por el lema (1.3), resulta:

M i ⊂MKsi y sólo si (R−R∗)X = λiX = 0 para todo X ∈ X(M i)si y sólo si λi = 0.

�

Lema 1.5. Sea p ∈M . Entonces TpM
K = H(p).

Demostración. Dado x ∈ TpM
K , podemos escribir: x =

∑
M i⊂MK xi con cada

xi ∈ TpM i. Luego:

(∇xJ) =
∑

M i⊂MK

(∇xiJ) = 0,

entonces x ∈ H(p).

Si x ∈ H(p),

0 = (R−R∗)x =
∑

M i⊂MK

λixi.

Como los {xi} son linealmente independientes, λixi = 0 para todo i tal que M i ⊂ MK .
Entonces x ∈ TpMK . �

Lema 1.6. MK es una subvariedad de Kähler de M y MS es una subvariedad aprox-
imadamente Kähler de M .

Demostración. Notemos que (MK , J, 〈, 〉) y (MS , J, 〈, 〉) son variedades casi hermi-
tianas, pues:

Si x ∈ TpMK , (R−R∗)Jpx = J(R−R∗)x = 0 y entonces Jpx ∈ TpMK .
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Luego, para todo X ∈ X(MK) ∇XJ = 0, entonces MK es de Kähler. Además
MS es aproximadamente Kähler porque es subvariedad casi compleja de una variedad
aproximadamente Kähler, por el teorema 2.2 del caṕıtulo anterior. �

Notemos que la restricción de la curvatura de Ricci R a cualquier factor M i en la
descomposición de deRham es la curvatura de Ricci de M i. Lo mismo ocurrre con la
curvatura * de Ricci. Por lo tanto, denotamos R,R∗, y R−R∗ en ambos casos.

Lema 1.7. En MS se cumple que R = 5R∗. Además R y R∗ son paralelos en MS.

Demostración. Para λj 6= 0, consideremos M(λj) el producto de todos los M i tales
que R − R∗ = λjI en M i. Entonces M(λj) es una subvariedad casi compleja de M y por
lo tanto, es aproximadamente Kähler. Luego, por el teorema 4.5, tenemos:

0 =
∑
k,l

〈(R−R∗)Ek, El〉(RY EkZEl
− 5RY EkJZJEl)

para todo Z, Y ∈ X(M(λj)).

Como R−R∗ = λjI en M i y λj 6= 0, entonces

0 =
2n∑
k=1

λj(RY EkZEk
− 5RY EkJZJEk

)

2n∑
k=1

RY EkZEk
=

2n∑
k=1

5RY EkJZJEk

〈RY,Z〉 = 5〈R∗Y, Z〉
Por lo tanto, R = 5R∗ en MS .

Además como R − R∗ es paralelo y R = 5R∗ en MS , entonces R y R∗ son paralelos
en MS . �

Para demostrar el lema 1.9, vamos a necesitar el siguiente resultado, que está probado
en [17].

Teorema 1.8. Sea M una variedad de Kähler simplemente conexa y completa y sea
M0×M1× · · · ×Ml su descomposición de de Rham. Entonces M0, . . . ,Ml son variedades
de Kähler.

Lema 1.9. MK y cualquier M i ⊂ MK son subvariedades de Kähler de M; MS y
cualquier M i ⊂MS son subvariedades aproximadamente Kähler estrictas de M .

Proof. Por el lema 1.5 sabemos que MK es una variedad de Kähler. Luego, por el
teorema anterior, cualquier M i ⊂ MK es subvariedades de Kähler de M. Veamos ahora
que cualquier M i ⊂ MS es subvariedad aproximadamente Kähler de M. Para esto, basta
ver que M i ⊂MS es una subvariedad casi compleja.

En efecto, supongamos que J(TpM
i) 6= TpM

i para algún M i ⊂ MS , y algún p ∈ M i.
Entonces existe v ∈ TpM i tal que v 6= 0 y 〈Jv, y〉 = 0 para todo y ∈ TpM i. Luego:

〈R∗v, v〉 =
1

2

2n∑
j=1

RvJvejJej = 0.
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Por el lema 1.7, resulta que 0 = 〈(R − R∗)v, v〉 = λi ‖ v ‖2. Pero esto contradice al lema
1.4. Por lo tanto, M i es una subvariedad casi compleja de MS , y en consecuencia, es
aproximadamente Kähler. Además es estricta pues MS es el producto de los factores M i

tales que (∇XJ) 6= 0. �

Lema 1.10. Todo M i ⊂MS es una variedad de Einstein.

Demostración. Sea M i ⊂ MS . Entonces R − 5R∗ = 0 y R − R∗ = λiI en M i. Por
lo tanto, R = 5

4λiI. �

Lema 1.11. MS y M i ⊂MS tienen la curvatura de Ricci R y la curvatura * de Ricci
R∗ positivas.

Demostración. Sea x 6= 0 ∈ TpM i. Entonces

0 < λi ‖ x ‖2= 〈(R−R∗)x, x〉 =
4

5
〈Rx, x〉 = 4〈R∗x, x〉

�

Ahora resumimos los resultados de los lemas anteriores en el siguiente teorema dado
por Gray en [11].

Teorema 1.12. Sea M una variedad aproximadamente Kähler completa, simplemente
conexa tal que R−R∗ es paralelo. Entonces M = MK ×MS donde MK es una variedad
de Kähler y MS es una variedad aproximadamente Kähler estricta. La descomposición
de de Rham de MK consiste en el producto de variedades de Kähler irreducibles, y la
descomposición de de Rham de MS consiste en el producto de variedades aproximadamente
Kähler irreducibles de Einstein.

A continuación daremos algunas condiciones suficientes para que R−R∗ sea paralelo.

Teorema 1.13. R−R∗ es paralelo si se cumple alguna de las siguiente situaciones:

(i) R−R∗ tiene sólo un autovalor.

(ii) R−R∗ tiene exactamente dos autovalores y uno de ellos es cero.

Demostración. Supongamos que R − R∗ tiene sólo un autovalor λ 6= 0. Sea p ∈
X(M), entonces por el lema 1.2 podemos escribir:

TpM = H(p)⊕ S(p),

donde S(p) es el autoespacio asociado al autovalor λ y H(p) = {0}. Es decir, para todo
x ∈ TpM , (R−R∗)x = λx. Luego por el teorema 3.5 tenemos que para todo x, y ∈ TpM :

〈∇U (R−R∗)x, y〉 =
1

2
{〈(R−R∗)(∇UJ)x, Jy〉+ 〈(R−R∗)Jx, (∇UJ)y〉}

=
1

2
λ{〈(∇UJ)x, Jy〉+ 〈Jx, (∇UJ)y〉}

= 0

Por lo tanto, R−R∗ es paralelo.
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(ii) se prueba análogamente.
�

Observación. Nagy prueba en [20] el teorema 1.12 sin la hipótesis de que R − R∗
sea paralelo.

En el caṕıtulo anterior caracterizamos las variedades aproximadamente Kähler de
dim ≤ 4. Ahora vamos a poner mayor énfasis en las variedades aproximadamente Kähler
de dimensión 6, donde los tensores ∇J y R−R∗ también son bastantes simples.

Teorema 1.14. Sea M una variedad aproximadamente Kähler con dimM = 6. Supong-
amos que M no es de Kähler. Entonces se cumple que:

(i) Para todo X,U ∈ X(M),

(21) ‖ (∇XJ)U ‖2= α{‖ X ‖2 −〈X,U〉2 − 〈JX,U〉2}
donde α es una constante positiva;

(ii) R−R∗ = 4α Id,

(iii) M es una variedad aproximadamente Kähler estricta;

(iv) M es una variedad de Einstein.

Demostración. Sea p ∈ M y sean {e1, e2, Je1, Je2} vectores ortonormales en TpM .
Es fácil ver que (∇e1J)e2 es perpendicular a cualquiera de esos cuatro vectores. Podemos
escribir (∇e1J)e2 = αe3, donde α =‖ e3 ‖2 y resulta que {e1, e2, e3, Je1, Je2, Je3} es una
base ortonormal de TpM . Luego tenemos que: (∇e2J)e3 = αe1 pues:

〈(∇e2J)e3, e1〉 = −〈e3, (∇e2J)e1〉 = 〈e3, (∇e1J)e2〉 = α

〈(∇e2J)e3, Je1〉 = −〈Je3, (∇e2J)e1〉 = 〈Je3, e3〉 = 0

〈(∇e2J)e3, e2〉 = −〈e3, (∇e2J)e2〉 = 0

〈(∇e2J)e3, Je2〉 = −〈Je3, (∇e2J)e2〉 = 0

〈(∇e2J)e3, e3〉 = −〈(∇e3J)e2, e3〉 = 〈e2, (∇e3J)e3〉 = 0

〈(∇e2J)e3, Je3〉 = −〈(∇e3J)e2, Je3〉 = 〈Je2, (∇e3J)e3〉 = 0

Análogamente se prueba que (∇eiJ)ej = αek donde (ijk) es cualquier permutación
par de (123). Luego, resulta inmedito que se cumple la ecuación (21). Sólo falta ver que
α es una función constante.

Usando (14) y (21) tenemos que, para todo X ∈ X(M)

〈(R−R∗)X,X〉 =

2n∑
i=1

‖ (∇XJ)Ei ‖2

=α

2n∑
i=1

{‖ X ‖2 −〈X,Ei〉2 − 〈JX,Ei〉2}

=4α ‖ X ‖2

Por lo tanto R − R∗ = 4αI, donde α > 0. Luego MK = {0}, o sea, M es estricta, y
por el lema 1.10, es de Einstein. Entonces, α es constante.

�
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Un resultado de Nagy publicado en [19] generaliza el teorema de descomposición de
Gray, en el sentido que especifica la parte estricta y además resalta la importancia de las
variedades aproximadamente Kähler de dimensión 6. Dice que una variedad aproximada-
mente Kähler estricta y completa es localmente un producto riemanniano de variedades
aproximadamente Kähler homogéneas, espacios twistor sobre variedades de Kähler cu-
aterniónicas y variedades aproximadamente Kähler de dimensión 6.

Por lo antes visto, la geometŕıa aproximadamente Kähler estricta está concentrada
en la dimensión 6. Butruille clasifica en [4] las variedades aproximadamente Kähler ho-
mogéneas de dimensión 6. El resultado es el siguiente.

Teorema 1.15. Las únicas variedades aproximadamente Kähler estrictas homogéneas
simplemente conexos de dimensión 6 son isomorfas a G/H donde G y H están dados en
la siguiente lista:

(1) G = S3 × S3 y H = 1.

(2) G = G2 y H es SU(3) (en este caso G/H es una esfera de dimensin seis) o sus
subgrupos finitos.

(3) G = Sp(2) y H = S1 × SU(2) (de este modo G/H es el espacio proyectivo
complejo CP (3)) o uno de sus subgrupos finitos.

(4) G = SU(3), H = S1 × S1 y G/H es el espacio de banderas F (1, 2).

Más aún, sobre cada uno de estos espacios homogéneos existe una única estructura casi
compleja aproximadamente Kähler invariante por isomorfismos.

Permanece abierta la clasificación de la variedades aproximadamente Kähler de di-
mensión 6 en general.

2. Ejemplos de variedades aproximadamente Kähler

En esta sección vamos a dar algunos ejemplos de variedades aproximadamente Kähler.
En el primer ejemplo vemos que, si G es un grupo de Lie compacto con una métrica bi-
invariante, entonces G×G admite una estructura de variedad aproximadamente Kähler.
De esta forma resulta que el primer grupo del teorema de Butruille, S3 × S3, es aprox-
imadamente Kähler. En el siguiente ejemplo nos ocuparemos del segundo espacio dado
en el teorema de clasificación de variedades homogéneas, la esfera S6. Finalmente, en
los últimos ejemplos construimos dos familias de variedades aproximadamente Kähler,
la primera a partir de submersiones riemannianas con fibras totalmente geodésicas, y la
segunda, a partir de una clase especial de variedades homogéneas reductivas.

Ejemplo 2.1. El siguiente ejemplo fue propuesto por K. Sekigawa, según [1].

Sea G un grupo de Lie compacto con g su álgebra de Lie y una métrica bi-invariante
g. Consideremos los siguientes campos en el grupo de Lie producto G×G:

Xv = (0, X), Xh = (
2√
3
X,

1√
3

), X ∈ g.

Notemos que g × g = V ⊕ H donde V = {Xv|X ∈ g} y H = {Xh|X ∈ g}. Definimos
la estructura casi compleja J y la métrica 〈, 〉 invariante a izquierda en G×G por:

J(Xv) = Xh, J(Xh) = −Xv, para todo X ∈ g,

〈Xv, Y v〉 = g(X,Y ), 〈Xv, Y h〉 = 0, 〈Xh, Y h〉 = g(X,Y ) para todo X,Y ∈ g.
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Notemos las siguientes relaciones que cumplen los corchetes de Lie:

(22) [Xv, Y v] = [X,Y ]v,

(23) [Xv, Y h] = [Xh, Y v] =
1√
3

[X,Y ]v,

(24) [Xh, Y h] = −1

3
[X,Y ]v +

2√
3

[X,Y ]h.

Proposición 2.2. (G×G, 〈, 〉, J) es una variedad aproximadamente Kähler.

Demostración. Basta ver que 〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 0 para todo U, V,W ∈
g× g.

En primer lugar, supongamos que U, V ∈ V, o sea, U = Xv, V = Y v, con X,Y ∈ g. Si
W = Zv, Z ∈ g, resulta:

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 〈∇XvY h, Zv〉+ 〈∇XvY v, Zh〉+ 〈∇Y vXh, Zv〉+ 〈∇Y vXv, Zh〉,

por la definición de J . Como ∇ es la conexión de Levi Civita, queda:

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 =

= 〈[Xv, Y h], Zv〉−〈[Zv, Xv], Y h〉+〈[Y h, Zv], Xv〉+〈[Xv, Y v], Zh〉−〈[Zh, Xv], Y v〉+〈[Y v, Zh], Xv〉

+〈[Y v, Xh], Zv〉−〈[Zv, Y v], Xh〉+〈[Xh, Zv], Y v〉+〈[Y v, Xv], Zh〉−〈[Zh, Y v], Xv〉+〈[Xv, Zh], Y v〉

Luego, usando las relaciones (22) (23) y (24) y que g es bi-invariante tenemos que:

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 =
3√
3

(〈[Y,Z]v, Xv〉+ 〈[X,Z]v, Y v〉)

=
3√
3

(g([Y,Z], X) + g([X,Z], Y )) = 0

Análogamente se prueban todos los casos:

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 0 si U, V ∈ V y W ∈ H

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 0 si U, V ∈ H y W ∈ V

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 0 si U, V ∈ H y W ∈ H

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 0 si U,W ∈ V y V ∈ H

〈(∇UJ)V + (∇V J)U,W 〉 = 0 si U ∈ V y V,W ∈ H
�

Ejemplo 2.3. Un caso particular del ejemplo anterior es tomar G = S3 la esfera
de dimensión 3. Entonces S3 × S3 admite una estructura de variedad aproximadamente
Kähler.
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Ejemplo 2.4. Otro ejemplo muy conocido de una variedad aproximadamente Kähler
es la esfera S6 de dimensión 6. Un resultado de Borel y Serre de 1951 establece que S2 y
S6 son las únicas esferas que admiten una estructura de variedad casi compleja.

Hemos definido en el primer caṕıtulo, una estructura casi compleja J sobre S6 tal que
es (S6, J, 〈· , · 〉) resulta casi hermitiana, con 〈· , · 〉 la métrica inducida por R7. En lo que
sigue nos basamos en el trabajo [8].

Para ver que S6 con esa estructura casi hermitiana es una variedad aproximadamente
Kähler, basta ver que∇AF (A,B) = 0 para todo A,B ∈ X(M). Para ello vamos a necesitar
el siguiente resultado.

Lema 2.5. Sea T : X(M) × X(M) → X(M) el tensor configuración y ∇ la conexión
riemanniana de M . Entonces, para todo A,B,C ∈ X(M) se cumple:

∇AF (B,C) = 〈TA(N), B × C〉

Demostración. Veamos primero que TAN = ∇AN . En efecto, como∇ es compatible
con la métrica y 〈N,N〉 ≡ 1, resulta:

〈∇AN,N〉 =
1

2
A〈N,N〉 = 0

Por lo tanto ∇AN es tangente a M , y entonces TAN = P (∇AN) = ∇AN . Luego, usando
(4) y (2):

∇AF (B,C) = 〈∇AJB − J∇AB,C〉
= 〈∇A(N ×B)−N ×∇AB,C〉
= 〈∇A(N)×B,C〉
= 〈TA(N), B × C〉

�

Sea (x1, . . . , x7) sistema coordenado de R7. Denotamos Xi = ∂
∂xi

. Entonces ∇XiXj =

0 para todo i, j. Si A ∈ X(M) y N es el campo normal a S6 definido antes, entonces

A =
7∑

j=1

ajXj , donde
7∑

j=1

a2
j = 1.

N =

7∑
j=1

bjXj , donde bj(p) = pj .

Luego,

TAN = ∇AN =

7∑
i,j=1

aiXi(bj)Xj

Pero Xi(bj) = δij . Por lo tanto TAN = A.

Con este resultado y el lema 2.5 tenemos que:

∇AF (A,B) = 〈TA(N), A×B〉 = 〈A,A×B〉 = 〈A×A,B〉 = 0.
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Ejemplo 2.6. Consideremos ahora una nueva familia de variedades aproximadamente
Kähler construidas a partir de variedades de Kähler y submersiones. Sean (M, g) y (B, g)
dos variedadades riemannianas y π : M → B una submersión diferenciable. Sea x ∈ M ,
con b = π(x). Denotamos:

Fb = π−1(b) = Fx, la fibra en b,

Vx = ker(π∗), el espacio vertical,

Hx = Vx⊥, el espacio horizontal.

H = la distribución horizontal.

V = la distribución vertical.

Definición 2.7. π : M → B es una submersión riemanniana si π∗ induce una
isometŕıa de (Hx, gx|Hx) en (TbB, gb) para todo x ∈M , con b = π(x).

Sean ∇ la conexón de Levi Civita asociada a g. Denotamos por T el tensor de tipo
(2, 1) sobre M dado por:

TXY = H∇VXVY + V∇VXHY, X, Y ∈ X(M)

Recordemos que una subvariedad riemanniana M de una variedad riemanniana N se
dice totalmente geodésica si toda geodésica en M es también geodésica en N . Está probado
en [3] que una submersión riemanniana es totalmente geodésica si y sólo si T ≡ 0.

Definición 2.8. Definimos el tensor de O’Neill A, como el tensor de tipo (2, 1) sobre
M dado por:

AXY = H∇HXVY + V∇HXHY, X, Y ∈ X(M)

Diremos que un campo X ∈ X(M) es básico si es horizontal y está π-relacioneado con
un campo X∗ ∈ X(B). Recordemos que cualquier campo horizontal en M es localmente
una combinación lineal de campos básicos.

Sean X,Y, Z campos horizontales, y U, V,W verticales. Supongamos que X,Y, Z son
básicos. Entonces tenemos las siguientes propiedades (ver [5]):

(1) [V,W ] es un campo vertical,

(2) [X,W ] es un campo vertical,

(3) A es antisimétrica,

(4) AXY = 1/2V[X,Y ],

(5) AXV = H∇VX.

Sea π : M → B una submersión Riemanniana con fibras totalmente geodésicas. En-
tonces se puede descomponer cada espacio tangente como suma directa del espacio vertical
y el horizontal, es decir: TxM = Vx ⊕Hx para todo x ∈M .
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Supongamos que (M, g) admite una estructura casi compleja J compatible con la
métrica tal que (M, g, J) es variedad de Kähler y Jx preserva los espacios Vx y Hx para
todo x ∈M .

Definimos la variación canónica gt de la métrica riemanniana g de M por:

gt|V = tg|V , gt|H = g|H, gt(V,H) = 0.

Existe una estructura casi compleja Ĵ compatible con gt dada por:

Ĵ |V = −J, y Ĵ |H = J.

Esta estructura casi compleja fue introducida en [6] para el caso de espacios de twistor
sobre variedades de dimensión 4. Consideremos en particular la métrica ĝ = g 1

2
.

Proposición 2.9. La variedad (M, ĝ, Ĵ) es aproximadamente Kähler.

Demostración. Sea A : X(M) × X(M) → X(M) el tensor de O’Neill. Como (M, g)
es de Kähler, se cumple que AJ = JA.

Sean X,Y, Z campos horizontales, y U, V,W verticales. Usando las propiedades (1)-(5)
y la definición de ĝ, resulta que

(25) ĝ(∇̂VW,U) = ĝ(∇VW,U)

(26) ĝ(∇̂VW,X) = ĝ(∇VW,X)

(27) ĝ(∇̂XW,U) = ĝ(∇XW,U)

(28) ĝ(∇̂XY,Z) = ĝ(∇XY,Z)

(29) ĝ(∇̂XY,U) = ĝ(AXY,U)

(30) ĝ(∇̂VX,Y ) = ĝ(∇VX −
1

2
AXV, Y )

Luego se cumple que:

ĝ((∇̂X Ĵ)X,Y ) = ĝ((∇XJ)X,Y ) = 0,

ĝ((∇̂X Ĵ)X,U) = ĝ(AXJX,U)− ĝ(JAXX,U) = 0.

Por lo tanto, (∇̂X Ĵ)X = 0. De manera similar se prueba que:

(∇̂U Ĵ)U = 0, y (∇̂U Ĵ)X = −(∇̂X Ĵ)U

Entonces (M, ĝ, Ĵ) resulta aproximadamente Kähler.
�

Observación. Notemos que CP 2n+1 admite una estructura de variedad de Kähler
(ver [17]). Además la proyección a HPn es una submersión riemanniana con fibras total-
mente geodésicas [3, p. 415]. Entonces CP 2n+1 resulta una variedad aproximadamente
Kähler.
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Ejemplo 2.10. Veamos que la variedad bandera U(3)/U(1)× U(1)× U(1) es aproxi-
madamente Kähler. La demostración que presentamos corresponde a Ilka Agricola.

Sea M una variedad homogénea reductiva, M = G/H. Denotamos por g al álgebra
de Lie de G y suponemos que g admite un producto escalar β Ad(G)-invariante. Sea
g = m⊕ h una descomposición reductuva de g dada. Además escribimos a m como suma
directa de espacios ortogonales respecto a β: m = m1⊕m2, tal que se cumplan las siguientes
relaciones:

(31) [h,m1] = m1, [m1,m2] ⊂ h⊕m2, [h,m2] ⊂ m2, [m2,m2] ⊂ h, [m1,m2] ⊂ m1.

Para cada t > 0, βt := β|m1×m1 + 2tβ|m2×m2 define un producto escalar sobre m. Aśı
queda determiada una métrica sobre M gt invariante a izquierda para cada t > 0. Luego,
la conexión de Levi Civita asociada a gt está uńıvocamente determinada por la transfor-
mación Λt : m→ so(m) tal que, para X,Y ∈ m1 y A,B ∈ m2,

Λt(X)Y =
1

2
[X,Y ]m2 , Λt(X)B = t[X,B], Λt(A)Y = (1− t)[A, Y ], Λt(A)B = 0.

Es fácil ver que Λt es una conexión compatible con la métrica βt y sin torsión.

Observación. La construcción anterior esta relacionada con la variación canónica de
la métrica que consideramos en el ejemplo anterior, en una submersión riemanniana entre
espacios homogéneos.

Ahora tomemos G = U(3) y H = U(1) × U(1) × U(1) ⊂ G. Entonces M = G/H es
una variedad homogénea reductiva de dimensión 6 con:

g = u(3) = {A ∈M3(C)|A+A
t

= 0}, h = {A ∈ u(3)|A es diagonal}.

Además u(3) admite un producto escalar Ad(G)-invariante dado por:

β(A,B) =
−Re(trAB)

2
, para A,B ∈ u(3).

Sean h = m⊥, y

m1 := {

 0 a b
−a 0 0

−b 0 0

 |a, b ∈ C}, m2 := {

0 0 0
0 0 c
0 −c 0

 |c ∈ C}.

Entonces m1 y m2 resulta ortogonales respecto β y cumplen las relaciones (31). Luego, la
métrica gt está bien definida, y la conexión Λt es la Levi Civita asociada a gt.

Ahora tomemos una base de m. Para i, j = 1, 2, 3, sea Dij la matriz 3× 3 que tiene un
1 en el lugar (i, j) y el resto de las entradas 0; y sean Eij = Dij−Dji, y Sij = i(Dij +Dji).
Los elementos:

e1 := E12, e2 := S12, e3 := E13, e4 := S13, e5 :=
1√
2t
E23, e6 :=

1√
2t
S23

forman una base ortogonal de m respecto βt, de la cual, los primeros cuatro elementos
forman una base de m1 y los dos restantes de m2. Como una base para h, tomemos los

elementos: Hj =
Sjj

2 , para j = 1, 2, 3.
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Identifiquemos m con R6 y tomemos como base de so(R6) a las matrices {Eij |i >
j, i, j = 1, . . . , 6}. Luego, la conexión de Levi Civita está uńıvocamente determinada por
Λt : R6 → so(R6). Calculando el corchete entre los elementos de la base, se puede probar
que:

Λt(e1) =

√
t

2
(E35 + E46), Λt(e2) =

√
t

2
(E45 − E36), Λt(e3) =

√
t

2
(E26 − E15),

Λt(e4) = −
√
t

2
(E16 + E25), Λt(e5) =

1− t√
2t

(E13 + E24), Λt(e6) =
1− t√

2t
(E14 − E23).

Denotamos por eij a la dos forma ei ∧ ej . Sea Ω la dos forma definida por: Ω =
e12 − e34 + e56. Queremos ver que Ω cumple la condición ∇XΩ(X,Y ) = 0 para todo
X,Y ∈ X(M), es decir, que (M, g1/2,Ω) es una variedad aproximadamente Kähler.

Para ello, calculemos primero la derivada covariante de las dos formas e12, e34, e56.
Resulta:

∇e1e12 = 0, ∇e1e34 =

√
t

2
(e45 − e36), ∇e1e56 =

√
t

2
(e36 − e45),

∇e2e12 = 0, ∇e2e34 = −
√
t

2
(e35 + e46), ∇e2e56 =

√
t

2
(e35 + e46),

∇e3e12 = −
√
t

2
(e25 + e16), ∇e3e34 = 0, ∇e3e56 = −

√
t

2
(e25 + e16),

∇e4e12 =

√
t

2
(e15 − e26), ∇e4e34 = 0, ∇e4e56 =

√
t

2
(e15 − e26),

∇e5e12 =
1− t√

2t
(e23 − e14), ∇e5e34 =

1− t√
2t

(e14 − e23), ∇e5e56 = 0,

∇e6e12 =
1− t√

2t
(e13 + e24), ∇e6e34 =

1− t√
2t

(e13 + e24), ∇e6e56 = 0.

A partir de estos resultados es fácil ver que ∇ejΩ(ej , ei) = 0 para todo i, j.

En el trabajo [23] de Wolf y Gray, se plantea la siguiente conjetura: ”Sea U/K una
variedad homogénea, donde U es un grupo de Lie compacto que no es simétrico hermitiano
y tal que la isotroṕıa K tiene rango máximo en U . Entonces existe una estructura de
variedad casi hermitiana invariante en U/K que es aproximadamente Kähler pero no
de Kähler si y sólo si la subálgebra de isotroṕıa es el conjunto de puntos fijos de algún
automorfismo de orden 3”.

En el trabajo [21] se estudian las variedades banderas aproximadamente Kähler y se
confirma esta conjetura para la clase de variedades homogéneas formada por las variedades
banderas. El resultado es el sigiente:

Teorema 2.11. Sea F = U/K una variedad bandera y sea k el álgebra de Lie de K.
Entonces F admite una estructura de variedad aproximadamente Kähler que no es Kähler
si y sólo si

(1) la subálgebra de isitroṕıa k es el conjunto de puntos fijos de un automorfismo de
orden 3 y

(2) F no es simétrica Hermitiana.
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