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NILPOTENTES

MARINA NICOLINI

RESUMEN. Una forma natural de evolucionar una estructura Gs en una
variedad diferenciable de dimensién 7, con el objeto de estudiar la exis-
tencia de métricas con holonomia G2, es el flujo laplaciano, introducido
por Bryant. En este trabajo, se investiga la existencia de estructuras G2
cerradas que son solitones para dicho flujo en grupos de Lie nilpotentes.
Se obtiene que las primeras siete de las doce algebras de Lie nilpo-
tentes que admiten una estructura Ga cerrada (clasificadas por Conti
y Ferndndez), admiten un solitén de Laplace. Mds atin, una de ellas
admite una cantidad infinita salvo equivalencia y multiplo, lo cual se
contrapone al caso del flujo de Ricci. Por otro lado, se analiza cudles
de los solitones de Laplace encontrados satisfacen que la correspondien-
te métrica es también un solitén de Ricci, corroborando resultados de
Fernandez, Fino y Manero.

ABSTRACT. A natural way to evolve a (Ga-structure on a differen-
tiable manifold of dimension 7, with the aim to study the existence of
metrics with holonomy G5, is the Laplacian flow, introduced by Bryant.
We investigate the existence of closed Ga-structures which are solitons
for such flow on nilpotent Lie groups. We obtain that seven of the twel-
ve Lie algebras admitting a closed Ga-structure (classified by Conti and
Ferndndez) have a Laplacian soliton. Moreover, one of them admits a
continuous family of Laplacian solitons which is pairwise non homot-
hetic, which is in clear contrast with the Ricci flow case. On the other
hand, we analyze which of these Laplacian solitons satisfies that the co-
rresponding metric is a Ricci soliton, which confirms certain results by
Fernandez, Fino and Manero.
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1. INTRODUCCION

En 1955, Berger dio en [Be| una clasificaciéon completa de los posibles
grupos de holonomia para una variedad Riemanniana simplemente conexa
e irreducible. En dicha clasificacion, el inico grupo de Lie simple excepcio-
nal que aparecié como posible fue G5, aunque Berger no logré encontrar un
ejemplo ni descartarlo. Recién en 1987, Bryant dio los primeros ejemplos
locales de variedades Riemannianas con holonomia Gy (ver [B1]). Dos anos
después, Bryant y Salamon lograron construir en [BS] ejemplos completos y
no compactos. La existencia de ejemplos compactos con holonomia Go fue
probada en 1996 por Joyce (ver [J]), a los cuales se agregaron otros encon-
trados por Kovalev (ver [K]), siempre de manera existencial, no explicita.

Una Gy-estructura en una variedad diferenciable M de dimensién 7 es una
3-forma diferencial @ en M que puede ser escrita en cada espacio tangente

como

_ 6123 + 6145 + 6167 + 6246 . 6257 347 356

' € —€ )

con respecto a alguna base {ey,...,e7} de R” = T,M . Este concepto aporta
una herramienta para la busqueda de holonomia G, ya que si ¢ resulta ser
paralela, o armonica si M es compacta, respecto de la métrica Riemannia-
na g, que define, entonces dicha métrica tiene holonomia contenida en Gs.
Con esta motivacion es que el siguiente flujo geométrico para Go-estructuras
sobre una variedad M fija 7-dimensional, llamado flujo Laplaciano, fue in-
troducido por Bryant en [B2]:

) 2 o(t) = Agpld),

donde A ;) es el operador Laplaciano de Hodge en 3-formas asociado a la
métrica Riemanniana g, ;) y la orientacién determinadas por ¢(t), i.e.

Apty = =ty d ) + () d*pr) d,
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donde *,(;) es el operador estrella de Hodge definido por la métrica g,
y la orientacién. Referimos al lector al reciente articulo [LoW] para més
informacién sobre este flujo. La idea es entonces que la solucién ¢(t) podria
converger o acercarse a un punto fijo de la ecuacion, i.e. una Ga-estructura
armonica, en caso de que exista.

A la hora de entender cudles son los posibles comportamientos de las
soluciones a un flujo geométrico, el primer caso a considerar es el de las
soluciones auto-similares, es decir las soluciones ¢(t) de la forma

p(t) =c(t)f(t)"¢, paraalgin c¢(t) € R* y f(t) € Diff(M).

Por un argumento estdndar que sirve para todo flujo geométrico, se obtiene
que una Ga-estructura ¢ en una variedad diferenciable M fluird de manera
auto-similar respecto del flujo Laplaciano (1) si y sélo si

(2) App=cp+Lxyp, para algin c€ R, X € X(M) (completo),

donde Ly denota la derivada de Lie respecto del campo X. En tal caso, se

calcula que
9 3/2
c(t) = <30t + 1> .

Anilogo a la terminologia que se utiliza en el famoso flujo de Ricci, i.e. la
evolucién para métricas dada por % g(t) = —2Rc(g(t)), lamaremos soliton
de Laplace a una Ga-estructura ¢ que satisface (2), y diremos que es de
expansion, estable o de contraccion, si ¢ > 0, c = 0 o ¢ < 0, respectivamente.
Muy recientemente, en [L2], se encontré el primer solitén de Laplace que no
es una auto-forma, es decir que Lx¢ es distinto de cero. Dicho solitén es
invariante a izquierda en un grupo de Lie nilpotente.

Conti y Fernandez [CF] obtuvieron la clasificacién de dlgebras de Lie nil-
potentes de dimensién 7 que admiten una estructura G cerrada. La lista
consta de doce algebras y se encuentra en Cuadro 1. En base a este trabajo,
Ferndndez, Fino y Manero [FFM] estudiaron en dichas dlgebras la existen-
cia de una estructura Go cerrada tal que la correspondiente métrica fuese
un solitén de Ricci, i.e. una métrica que evoluciona de forma auto-similar
respecto del flujo de Ricci. Lo que se obtuvo en [FFM] es que sélo cuatro
de las doce dlgebras admite tal estructura Ga especial. Es natural entonces
preguntarse si no serd que lo que admiten los grupos de Lie como estructuras
G2 cerradas distinguidas son solitones de Laplace.

Nuestro principal objetivo en este trabajo es estudiar la existencia de
solitones de Laplace cerrados en las doce dlgebras obtenidas en [CF]. Nuestro
método se basa en considerar la ecuacién para solitones (2) en el siguiente
contexto: M es un grupo de Lie simplemente conexo G con algebra de Lie g,
© es una 3-forma invariante a izquierda en G y X = Xp es el campo en GG
definido por el grupo monoparamétrico de automorfismos asociado a D €
Der(g), una derivacién de g. Dicho contexto nos permite, como es usual,
trabajar a nivel del algebra de Lie y con 3-formas en un espacio vectorial
fijo.
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Luego de algunos preliminares en Seccién 2, desarrollamos el tema de Go-
estructuras en un algebra de Lie g en Seccion 3, probando entre otras cosas
la equivariancia de todos los conceptos involucrados respecto de la accién
natural de los grupos Aut(g) C GL(g), incluyendo el producto interno (-, -),,
la forma de volumen vol,, el operador estrella de Hodge *,, la diferencial d,
el Laplaciano de Hodge Ay ¢ y la derivada de Lie Lx .

Los principales resultados se obtienen en Seccién 4:

= Encontramos un solitén de Laplace en cada una de las siete primeras
algebras ny, ..., ny.

= Todos los solitones encontrados son de expansién y ninguno es una
auto-forma (i.e. Ayp # cp).

= n3 admite una familia continua de solitones de Laplace salvo equi-
valencia y multiplo por escalar. Esto estd en clara discrepancia con
el caso de solitones de Ricci en dlgebras de Lie nilpotentes, donde la
unicidad se cumple (ver [L1]).

= En los casos ny,...,n7 la derivacion D involucrada no es diagonal,
ademds de que su transpuesta D! no es derivacién. Esto implica que
la correspondiente solucién al flujo Laplaciano no seréd diagonal (com-
parar con [LW] en el caso del flujo de Ricci) y tiene consecuencias en
el comportamiento de la solucién al llamado flujo de corchetes (com-
parar con [LL]). Este tipo de solitones son llamados semi-algebraicos
(ver [L2, Remark 4.14]).

Finalmente, en Seccién 5, se analiza cudles de los solitones de Laplace
encontrados satisfacen que la correspondiente métrica es también un solitén
de Ricci. Para esto, se encuentra el soliton de Ricci entre todas las estructuras
(G5 cerradas que consideramos en cada algebra. Obtenemos que en los casos
ny y ng el solitén de Laplace es también solitéon de Ricci. Por el contrario,
1y v ng admiten ambos tipos de solitones, pero no a la vez. Notar que estas
cuatro dlgebras son las encontradas en [FFM].

2. PRELIMINARES

En esta seccién vamos a introducir definiciones, ejemplos y propiedades
bésicas sobre algebras de Lie, variedades Riemannianas y estructuras Go,
las cuales son imprescindibles para el desarrollo del trabajo.

2.1. Formas en un algebra de Lie.

Definicién 2.1. Dada g un dlgebra de Lie con corchete [-, -], se define:
(i) [g,9] := span{[X,Y] : X,Y € g}, i.e. el subespacio generado por el
conjunto {[X,Y]: X|Y € g}.
(ii) 3(g) ={X €g:[X,Y] =0, VY €g},el centro de g.
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(i) C%g) := g, C'(g) := [g,0], C*""'(g) := [0,C*(g)], k €N, la
llamada serie central descendente de g.

(iv) g se dice nilpotente si existe k € N tal que C*(g) = 0. Ademds, si
C*(g) = 0, pero C*~1(g) # 0, decimos que g es k-pasos nilpotente.

Ejemplo 2.2. Sea g = R7 con base {e1,...,er} y corchete de Lie dado por
le1,ea] = es, [e1,e3] = eg (el resto de los corchetes son iguales a cero). Se
tiene que

[9,9] =span{es,es} y 3(g) =span{es,es, €6, €7}

La serie central descendente resulta facil de calcular pues como Cl(g) =
9, 8] = span{es, e} C 5(g), entonces tenemos que C2(g) = [g, g, g]] = 0. En
este caso g es 2-pasos nilpotente.

Definicion 2.3. Sea g un espacio vectorial y g* el dual de g. Una k-forma
en g es una funcién multilineal alternante ¢ : g x - - - x g — R. Denotaremos
por A*g* al espacio vectorial de todas las k-formas de g. Dadas ¢ € A¥g* y
W € Alg*, el producto exterior entre ¢ y 1, denotado por ¢ A € AFtlg*,
estd definido de la siguiente manera,

(e AP X1yeen, Xi) =

1
= m Z Sgn(ﬂ-)@(Xw(l)a s 7X7r(k;))¢(Xﬂ—(k+1), - 7X7r(k+l))7

donde la sumatoria es sobre todas las posibles permutaciones 7 del conjunto
{1,...,(E+1)}.

En R", con base {ey,...,e,}, podemos definir para cada j € {1,...,n} la
n

1-forma dual e/. Es decir, si X € R” es de la forma X = > agey, entonces
k=1

(X)) =¢ (Z akek> = Zakej(ek) = Zakéﬁk = aj;.
k=1 k=1 k=1

Definicion 2.4. Sea g un &algebra de Lie de dimension n y £ < n. La
derivada exterior es la funcién lineal

dy, : AFg* — AF g
dada por
(dre) (X1, ..\ Xgr1) ==

= Z(—l)i+j(p([Xi, Xj],Xl, N 7Xi7 ey Xj, e ,Xk+1),
1<j
para toda ¢ € AFg* y para todos X1,..., X1 € g. Muchas veces vamos a

utilizar d en lugar de dj para simplificar la notacion.
Ademas, la derivada exterior es una antiderivacion:

(3) dpri(le AY) =dpp A+ (—DF( Adi), Yo e AFg*, Vo e Alg*.
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Ejemplo 2.5. Si g es el algebra de Lie del Ejemplo 2.2, consideramos la

3-forma

Q= 6147 + 6267 _|_€357 + 6123 + e156 + 6245 _ 6346,

donde € := €' Aed AeF, con A el producto exterior definido anteriormente.
Usando la propiedad anterior tenemos que,

dyp :d3(€147 1267 4 o357 4 123 4 156 | 245 ¢346)

—dae™ 4 dye®T 4 dse¥T + dge!® + dse'® 4 dage?®® — dae30

=die' A et — et Adoe*™ + - —died A e 4 €3 A dye®

=die' Net Ne” —el A (d164 ANel —diet A d167) + .4
—die2 net A 4P A (d164 Aeb — et A d166)

=diet Ne* Ne" — e Adie* Ae” + el Aet Adye”
+d1€2/\66/\67—62/\d1€6/\€7+62/\€6/\d1€7
+d163/\e5/\e7—63/\d165/\e7+e3/\e5/\d167
+d1€1/\62/\63—61/\d1€2/\63+61/\62/\d1€3
+d1€1/\65/\66—61/\d1€5/\66+61/\65/\d1€6
+d1€2/\64/\65—62/\d1€4/\65+€2/\e4/\d1€5

—d1€3/\64/\€6+63/\d1€4/\66—63/\64/\d166.

Notemos que si r,s € {1,...,7}, con r < s, por definicién tenemos que,
dief(eres) = Y (=)t ([es ),
i<jeq{r,s}

=(—1)""%e" ([er, es)),

—ek([er,ea]), r=1,5=2.
=¢ —ef([e1,e3]), r=1,5=3.
0, c.c.
—ek(es), r=1,5=2.
={ —eF(eg), r=1,5=3.
0, c.c.
Luego resulta die® = —e'?, dief = —e'? y por dltimo die* = 0 si k # 5,6.
Reemplazando en la férmula para dsp dada arriba nos queda:
dsp=—e*AN(—eP)ne” =3 A (—eP)Ane” —el A(—e!?) A el
+el AN (—eB) F e Aet A (—e'?) =B Aet A (—e!?)
2137 4 3127 | 1126 1513 _ 2412 | 3413

Q1237 | 1237

=0.

Este ejemplo motiva la siguiente definicion.
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Definicion 2.6. Una k-forma ¢ en un &dlgebra de Lie g se dice cerrada si
dy = 0, donde dp = dpp es la derivada exterior de .

Definicion 2.7. Si g es un espacio vectorial de dimensién n, entonces dada
una base ordenada {ey, ..., e, }, queda definido un producto interno que hace
de la base un conjunto ortonormal, y una orientacion. Definimos entonces el
operador estrella de Hodge como la transformacion lineal

x: Ag"t — Ag",
tal que para todo €% := et A - A€ con {iy,...,ip} C {1,...,n},

el ip . gglvtinin,

con {i1,...,ip} U{ipt1,...,in} ={1,...,n} y e € {—1,1} tal que:
pitip A geilip — glom

Equivalentemente, si 8 € A¥g*, se puede definir /3, como la tnica (n—k)-
forma tal que,

aA*f = (o, BT, Yo e AFg*

donde (-, -) es el producto interno en A¥g* que hace del conjunto {e A--- A
ek iy < ...<ip € {l,...,n}} una base ortonormal de A*g* (ver [W]).

Ejemplo 2.8. Si g es como en el Ejemplo 2.2, algunos valores del operador
estrella de Hodge son:
(i) *e!2 = e31567 pues e!2 A xel2 = 12 A\ 31567 = 1234567,
236 _ _ 1457 236 \ _ o457 _ _ 2361457 _ 1234567

(i) *e=® =
(i) #3957 = —¢! 45T N o126 _ _ ;3457126 _ 1234567

, pues e
26 pues e

Definicion 2.9. Una k-forma ¢ en un algebra de Lie g se dice cocerrada si
d* ¢ = 0, donde dp = dpp es la derivada exterior de ¢ y * es el operador
estrella de Hodge.

Definicion 2.10. Dada un algebra de Lie g de dimensién 7, definimos el
operador de Laplace (a veces llamado Laplaciano) asociado a g de la siguiente
manera:

A Akg* — Akg*, con A = (—l)k(dk,l k dp_jpx — kdp_j_1 *dy).

Para simplificar notacién escribiremos A := (—1)*(d * d * — * d * d), donde
d es la derivada exterior y * es el operador estrella de Hodge.

Notemos que cuando una k-forma ¢ es cerrada se tiene que
Ap = (—1)F(dxdxp—sdxdp) = (—1)*(dxdxp—*dx0) = (1) d* d* o,
y que si @ es cocerrada entonces

Ap = (—1)f(dxdxp—xdxdp) = (—1)F(d* 0 — xdx dp) = (—1)F ! x dx dep.
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Ejemplo 2.11. Si gy ¢ son como en el Ejemplo 2.5, calculemos el Laplaciano
de ¢:

xp = xeMT L xe0T | 43T | xel23 | 4el56 § 40245 4346
2356 _ 1345 _ 1246 | 4567 | (2347 _ (1367 4 (1257
dx @ = de¥5 _ el345 _ gel246 | ed56T 4 2347 _ 01367 4 101257

= eBAded Neb — 235 A deb + el3 A ded + el A de

—et ANde® NeST + e AdeS A eT —eB Adeb A e + e Ade® AeT
= BNl A e 4 o235 p 13 _ 134 p 12 _ 124 ) (13
+et Nel2NefT —ePPhelBne’ +elB3neP Ae” —e2Ael?2 AT
41267 _ 45137
12467 _ 13457

wd * 0 = *(612467 _ 613457) — —635 4 626,

dxd*xgp = d(—e3 +e?0) = —de?® + de?® = e3 A de’® — €2 A de
= BN (—el2) D2 A (—elB) = B2 4 o213 = 9128

Luego, Ap = (—1)3d * d x ¢ = 2¢'?3.

Definicion 2.12. Sea g un algebra de Lie y G el grupo de Lie simplemente
conexo con algebra de Lie g. Si D : g — g es una derivacién de g, entonces
para todo t € R denotamos por f; € Aut(G) al automorfismo de G con
dfil. = et? € Aut(g). Queda definido asi el campo Xp en G cuyo flujo es f;
como:

d
Xp(a) = %‘Oft(a), Va € G.

Recordemos que la derivada de Lie de una k-forma ) en una variedad
diferenciable M respecto de un campo X € X(M) se define por,

) Lxtp = lim 1220 = 2] gy,
donde f; es el flujo del campo X. No es dificil ver que se cumple la siguiente
propiedad para cualquier k-forma :

k

(Lx$) (X1, Xp) = X(@O(X1, .0, X)) = D> (X, [X X, Xg).
=1

Lema 2.13. Sean g un dlgebra de Lie, D una derivacion de g y Xp el
campo en G asociado a D. La derivada de Lie de una k-forma i invariante
a izquierda en G respecto de Xp estda dada por:

(Lx, ) (X1, ., Xk) :=Y(DX1, X, ..., Xg) + - + (X1, Xo,...,DXy),

para todo X1,..., X € g.
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Demostracion. Sean X1, ..., X, € gy ¥ una k-forma invariante a izquierda
en G, aplicando (4) tenemos,

d
(Lxp V)X, Xe) = | Fb(Xa,. ., X)
d
= 2| wldrxa, . drx)

d
za‘olb(etDXl, o etP X

_ g tD d tD
¢(dt‘oe Xl,...,Xk>+ +¢<X1,...,dt(0 X,

:’(ﬁ(DXl, e ,Xk) + -+ ’(ﬁ(Xl, .. ,DXk),
que es lo que queriamos probar. O

Notemos que
n ) n
Lx,e (e]) = (Dej) = (Z Dk]ek> = Z Dyje'(er) = Z Dy;dir = Dij.
k=1 k=1

De esto se deduce que Ly, e’ = Z Dijej = D'¢’, pensando a D escrita en
j=1
la base {e!,...,e"}. Dado que Lx, es derivacion, se tiene

EXDeij = EXDei Ael + et A £XDej = Dle' Ned + €' A Dlel,
y generalizando obtenemos el siguiente lema.

Lema 2.14. Sean g un dlgebra de Lie con base {e1,..., ey}, D una deriva-
cion de g y Xp el campo en G asociado a D, entonces

EXDeil...ik — Dteil A e’ig...ik +ei1 /\Dteig A ei3...ik 4. +ei1...ik_1 A Dte’ik’
para todo subconjunto {iy, ..., i} C{1,...,n}.

Demostracion. Dado {i1,12,...,ix} C {1,2,...,n}, consideramos la k-forma
e'*2-% luego

EXDe’Ll’LQ...Zk — ‘CXD (61,1 /\ elg...lk) — £XD€“ /\ elz...lk + 611 /\EXDEQ'”“Q,
pues Lx,, es derivacién. Luego, repitiendo este paso obtenemos
EXDEZL--% — £XD€“ A el2 -tk + -+ et tk—1 A EXDeZk
— Dtell A elz...’Lk Lot e’Ll...’Lk,1 A Dtelk,
lo cual concluye la prueba. ([

Ejemplo 2.15. Sean g el algebra de Lie y ¢ la 3-forma del Ejemplo 2.5, y sea
D := Diag(dy,...,d7) € Der(g) la matriz diagonal 7 x 7 tal que D;; = d;.
Calculamos la derivada de Lie de la 3-forma ¢ respecto de Xp como sigue,

»CXDSD — ['XD (6147 + 6267 + 6357 + 6123 + 6156 + 6245 _ 6346).
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Teniendo en cuenta que la derivada de Lie es lineal, podemos hacerlo término
por término y luego sumarlos. Ademads, gracias al Lema 2.14 tenemos que,

ﬁXDeijk = Dl Ned* + et A D'l A eF 4 ¢ A Db = (di +dj + dk)eijk,
y asi obtenemos,

L@ =(di + dy + d7)e™T + (do + dg + d7)e®® + (dy + dy + d7)e>7
+ (dy 4 dy + d3)e® + (dy + ds + dg)e'® + (da + dy + d5)e*P®
- (d3 + dy + d6)6346.

2.2. Solitones de Ricci. Dada g un algebra de Lie nilpotente, conside-
ramos el grupo de Lie simplemente conexo G con algebra de Lie g. Sea (-, -)
un producto interno en g, el operador de Ricci (denotado por Ric) de la
métrica invariante a izquierda en G definida por (-, ) estd dado por

[Riclp = (Ricey, er)
= —5 2 {len il es)(ler el e5)

£ (en el ex){lenr 5] )
ij

donde {ey,...,e,} es base ortonormal de g.

Ejemplo 2.16. Sea g el élgebra de Lie definida en el Ejemplo 2.2 y (-,-) el
producto interno tal que el conjunto {ej,...,er} es ortonormal, podemos
calcular el operador de Ricci en la base {eq,...,er} de la siguiente manera.
Dado que los tnicos corchetes que dan distintos de cero son [e1, es3] = e5 y
[e1, e3] = eg, se tiene lo siguiente:

[RiC]kl :<RiC €k,€l>
— - ;quk, el e3) (ev, el ) + 3 S leis il en){les 5], )

=- ;Z([% eil, ej)(ler, €], €5) + %((6& er){(es, er) + (e, ex){eq, er))

ij

_{ —% <[€k7€i]76j>2+%(<€576k>2+<66,6k>2), k=1,
o kAL
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En particular,
: 1 2 1 2 2
[Richi = —5 Y ([er,ei], )* = —5 ({1, e2], e5)” + ([ex, 3], €6)") = —1,

2~
ij

Ricler = 3 " (lensei) )" = — (len. 1], e5)” =

r 2 2
Riclss = =3 " (les, e e)? = —5({less e ea)? = —,
Riclus = —5 3 (leaseil e5)? + G ((essea)? + (ea,e0)?) =0,
;
[Rickss = —5 (s e ) + 5 ((es, e + {eares)?) = 5,
;
Riclss = —5 3 (lew, ], e5)? + 5 (es, 6 + {eo, e6)?) = 5,

ij

[Ric]77 = —% Z<[67, ei], ej>2 + %(<65, e7>2 + <€6, 67)2) = 0.

Es decir,
Ric = Diag (—1,-1/2,-1/2,0,1/2,1/2,0).

Lema 2.17. Sig es un dlgebra de Lie nilpotente, (-,-) es un producto interno
en gy h € Aut(g), entonces

Ric(h - (-,-)) = hRic({-,-))h".

Demostracién. Vamos a llamar (-,-) := h - (-,-), donde la accién estd dada
por

ho{,-):=(h "t hL).

Definimos R; := Ric((-,-)’) y Ry := Ric({-,-)), queremos ver que h 'Ry =
Roh™! que es equivalente a ver que si {e1,...,e,} es base ortonormal de g
respecto de (-, ), ysii,j € {1,...,n} entonces (h"'Rye;, e;) = (Roh™Le;, e;).
Notemos que {hey, ..., he,} es base ortonormal de (-, ')/, pues

hei,he-/: h=the;, h = he;) = (ej, e;) = 6.
J J J J
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Luego,
(W"'Rie;, e;) =(h "Rye;, h " "he;) = (Rie;, he;)
leza€]> —< 164, €j> = < 164, €j>

- %Z([ei, hem), her) ([hej, hem], her)’
ml
+ lz [heu, heil, ¢i) ([hem, hel, hey)
- ! Z e, hem], h™ther) (h™ 4 [he;, heg), b= he)
+ = Z Y[hem, her], b~ ey (h ™ hem, hey), b~ he;)
:—72 Yei,eml er) (e, em], €1)

-1
+7 Equem, el h e {[ems el e5)
:<R2h_1€2‘, €j>.
Por lo tanto queda probado el lema. O

Definicién 2.18. Dada un dlgebra de Lie g y (-, -) un producto interno en g,
decimos que (g, (-,-)) es un solitén de Ricci (algebraico) si existen A € Ry
D € Der(g) tales que:

(6) Ric = A+ D,
donde Ric es el operador de Ricci definido previamente.
Notemos que (6) implica que el tensor de Ricci cumple la siguiente ecua-
cién:
() Re={Rics,) = AC,) +{D) = A, + 3 Lxp )
es decir, (G, (-,-)) es un solitén de Ricci de la manera usual.

Corolario 2.19. Sea g dlgebra de Lie, (-,-) un producto interno en g y
h € Aut(g), entonces (g, (-,-)) es soliton de Ricci si y solo si (g,h- (-,-))
lo es.

Demostracion. Supongamos que (g, (-,-)) es solitén de Ricci, entonces exis-
ten A € Ry D € Der(g) tales que Ric({:,-)) = M + D. Por el lema anterior
se tiene que

Ric(h - (-,-)) = hRic((-,-))h™t = h(A\I + D)h™' = AT + hDh L.



14 MARINA NICOLINI

Como h es automorfismo, hDh™! es derivacién dado que:
hDh™1[X,Y] =hD[h ' X, Y]
=h[Dh ' X, h"'Y] + h[h ' X, Dh™'Y]
=[hDh™ X, hh'Y] + [hh~ ' X, hDh Y]
=[hDh™'X, Y]+ [X,hDh™1Y].

Por lo tanto resulta que (g, h- (-, -)) es solitén de Ricci. La vuelta sale usando
lo ya probado, pues (-,-) = h=t- (h-(-,-)) y h~! es automorfismo. O

2.3. Flujo laplaciano y sus solitones. Una Gs-estructura en una varie-
dad diferenciable M de dimensién 7 es una 3-forma diferenciable p € Q3M
tal que ¢, es positiva para cada p € M, es decir ¢, respecto de alguna base
{e1,...,e7} de T,M se escribe como

127 | 34T | 567 | 135 _ 146 _ 236 _ 245

(8) ¥p =¢€

Se sabe que toda G2-estructura ¢ define una métrica Riemanniana g, en M
y una orientacién (ver Seccién 3). Denotamos entonces por *, : QM — QM
al operador estrella de Hodge definido por .

En general, si (M, g) es una variedad Riemaniana orientada 7-dimensional,
quedan determinados el operador estrella de Hodge % : QFM — Q7 F M
(ver Definicién 2.7) y también el operador Laplaciano de Hodge (ver Defi-
nicién 2.10) como sigue,

A:QFM — QF M, A = d*d + dd*,

donde d* : QMM — QFM, d* = (—1)*! x dx, es la adjunta de d
(ver [P, 7.2]). Dada una Ga-estructura ¢ en M, denotaremos por A, al
operador Laplaciano de Hodge determinado por la métrica Riemanniana g,
y la orientacién definida por ¢. En particular, A, : Q3M — Q3M estd dado
por Ay, = x,d xp, d — d xy dxg.
Algunas clases especiales de Ga-estructuras son:

» cerrada (o calibrada) si de = 0;

= cocerrada (o cocalibrada) si d *, ¢ = 0;

= paralela si Vo = 0, donde V, es la conexién de Levi-Civita de gy;

= armdnica si Ay = 0, donde A, = *,d *, d — d *, d*, es el operador

Laplaciano de Hodge en 3-formas.

En [FG] fue probado que las siguientes condiciones sobre una Gs-estructura
(0 son equivalentes:

= ¢ es cerrada y cocerrada;
= (0 es paralela;

y bajo cualquiera de estas condiciones, el grupo de holonomia de (M, g,)
esta contenido en G y g, es Ricci flat. En tal caso, (M, ¢) es llamada una
Go-variedad. En el caso compacto, se puede agregar la condicion ¢ armdnica
a la lista anterior.
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R. Bryant introdujo en [B2] el siguiente flujo geométrico natural para
Gs-estructuras, el cual es llamado flujo laplaciano:

Q 2 6(t) = Apld),

donde ¢(t) es una familia monoparamétrica de Ga-estructuras en una varie-
dad diferenciable 7-dimensional M.

Es sabido que una Ga-estructura ¢ en una variedad diferenciable M fluye
de manera autosimilar a lo largo del flujo laplaciano dado por (9), en el
sentido de que las soluciones ¢(t) tienen la forma

o(t) =c(t)f(t)*p, paraalgin c(t) € R*y f(t) € Diff (M),
si y sélo si
App =cp+ Lx, para algin c€ R, X € (M) (completo),
donde Lx denota la derivada de Lie respecto del campo X (ver (4)). En tal

caso, c(t) = (%ct + 1)3/ 2, Anélogo a la terminologia que se utiliza en la teoria
del flujo de Ricci, llamaremos a ¢ solitén de Laplace y diremos que es de
expansion, estable o de contraccion, si ¢ > 0, ¢ = 0 o ¢ < 0, respectivamente.

3. (2-ESTRUCTURAS EN ALGEBRAS DE LIE

Recordemos el dlgebra de divisién real de dimension 8 de los octoniones O,
la cual admite un producto interno que la hace normada. El producto de los
octoniones define un mapa bilineal antisimétrico X : ImO x ImQ — Im O
dado por u x v := Imuw, el cual resulta ser un producto cruz en el siguiente
sentido:

uxv Ll u,v, y lu x v]? = |ul?v]? = (u,v)?, Vu,v € ImQO.
Si definimos la 3-forma ¢ por
o (u, v, w) = (u X v,w), Yu,v,w € Im O,

entonces podemos recuperar toda la informacién que teniamos sobre Q. En
efecto, el producto interno puede ser recuperado de ¢y mediante la siguiente
igualdad:

1
(10) (u,v) vol = gLu(goo) A ty(po) A o,
donde ¢y, (o) es la 2-forma dada por ¢y, (o) (v, w) = @o(u,v,w) y vol es

una 7-forma no nula. En particular, ¢g también determina una orientacion.
Claramente, el producto cruz queda determinado por ¢q y el producto en O
esta dado por

(11) w = —(u,v)1 +u X v.

Se sabe ademds que respecto de una cierta base orientada y ortonormal
{e1,...,e7r} de Im O, la 3-forma g se escribe como

(12) Qo = 6127 + 6347 + 6567 + 6135 _ 6146 _ 6236 _ 6245,
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que es la 3-forma en (8) usada para definir Gy-estructuras en variedades.
El estabilizador de g en GL7(R) es precisamente el grupo de Lie simple
excepcional G, el cual coincide con el grupo de automorfismos del algebra O
(ver (11)). En particular, G2 = {h € GL7(R) : h - @9 = ¢0}.

De ahora en adelante podemos identificar R? = Im© usando la base
{e1,...,er}. Notemos ademés que la érbita GL7(IR)-pq es abierta en A3(R7)*,
pues

dim GL7(R) - 99 = dim GL7(R) — dim G»
=49 - 14=35= (;) = dim A3(R")*.

Esto implica que toda 3-forma suficientemente cercana a g es de la forma
h - o para algin h € GL7(R), de lo cual uno construye un élgebra isomorfa
a O via h.

En esta secciéon vamos a adaptar las definiciones de la Seccién 2.3 para
algebras de Lie y daremos algunos resultados ttiles para solitones de Laplace.

Definicion 3.1. Dado un espacio vectorial g de dimensién 7, una 3-forma
1 €< A3g* se llama positiva si existe una base {ej,...,er} de g tal que ¥
en dicha base coincide con ¢y dada por la ecuacién (12).

Notar que la positividad de ¥ es equivalente a que ¥ esté en la érbita
GL(g) - ¢o, donde la accién estd definida por

(h-9)(XY,Z) = ¢(h'X,h"'Y,h7'Z), VXY, Zeg, ¢cAg"
Sabemos que g define un producto interno como sigue:
(X,Y ) volo := Fx00 A ty o A o,

donde voly := e'7 y 1x es la 2-forma definida por (1x¢)(W, Z) := (X, W, Z).
Se puede chequear facilmente, aunque con cuentas un tanto engorrosas, que
la base {e1,...,er} es ortonormal respecto de (-, )y, -

Lema 3.2. Si X € g entonces h- (txv¢) = tpx(h - 1)
Demostracion. Sean W, Z € g,
(h - ex)(W, Z) =(exy) (W' W1 Z) = (X, b W, h ™1 Z)
=(h A X, W TW, A7 2Z) = (h- ) (hX, W, Z)
=unx (h- ) (W, Z),

por lo que queda probado el lema. (Il

Luego, si h € GL(g) y ¢ := h - ¢g, podemos definir un producto interno
(-,-)y en g y una forma de volumen voly, de la siguiente manera

<’>¢y = <h’_1'7h_1'><p07 VOlw = h’VOlO.
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En principio notemos que,

7 7
LT 1A Lol — “1.5 A ... —led
h-e =h-e A /\he—Zhlje/\ /\Zh7je
Jj=1 j=1

= Z hlg(1 )szgn( o)etT = (det h~1)e!

De esto se ve facﬂmente que la definicién de voly para v positiva es buena,
pues si h,h' € GL(g) son tales que 1) = h - ¢y = k' - ¢y, entonces h™'h' €
Ga C SO(7) (ver Corolario 3.6). Por consiguiente det h™' = deth'~! y en
particular

voly, = h - volg = (det h ™) volg = (det h' ') voly = A" - voly .

Lema 3.3. Si ¢ € A3g es positiva y h € GL(g), entonces

(i) (X,Y)pvoly = 2ixh Ay Ay, VXY €g.
(ii) VOlh.w =h- V01¢ .

Demostracion. Por ser 1) positiva existe h € GL(g) tal que 1 = h - @o.
(i) Sean X,Y € g, se tiene
(X,Y)pvoly = (1 X, A 1Y) h - voly,
=h-((h"1X, 1Y)y, voly,)
(§Fth-1xP0 A th-1y00 A ©0)
§h - (h=1x00) A B~ (th-1yp0) A b o
= gLx¥ Ay A1,

usando Lema 3.2. Por lo que queda probado (i).
(ii) Dada h € GL(g), entonces

h-voly = h- (h-voly) = (hh) - voly = VOl(hy.pp = VOlp.(pg) = VOlny

\»—A D‘I

Con esto queda probado el lema. O

Dado que tenemos una métrica (-,-), y una orientacion dada por voly,
vamos a llamar *,, al operador estrella de Hodge, dado por la Definicién 2.7,
asociado a (-, )y v voly.

Observacion 3.4. Si ¢ € A3g* es positiva y {e1,...,er} es base ortonormal
de g respecto del producto interno (-, -),;, naturalmente se define un producto
interno en AFg*, denotado también por (-, -}y, de manera tal que el conjunto
{elttr 4y < ... < i €{1,...,7}} es ortonormal.

Lema 3.5. Sean g un espacio vectorial 7-dimensional, ¢ € A3g* positiva y
h € GL(g), entonces:
(1) (X Y>h¢, = < 1X h~ 1Y>w, VX,Y c g, (@6 <', '>h-¢ =h- <~, )w)
(ii) (a,Bypy = (h71-a,h™L-B)y, Va,pB € Akg.
(iii) *p. ¢h p=h- (*¢¢)7 Vo € A*g*



18 MARINA NICOLINI

(iv) *cypp = ¢ *y ¢, Ve eR*, ¢ € A°g*.
(V) ()ep = c3(, by, Ve R
Demostracion.
(i) Si {e1,...,er} base ortonormal de g respecto de (-, )y, entonces el
conjunto {hei, ..., her} es ortonormal respecto de (-,:)p., Pues

<hei, h6j>h.¢ VOl}Hb :%Lhei(h . ¢) VAN Lhe; (h . ¢) Ah-

:%h ’ (Leﬂm Nh- (Leﬂ/)) Ah-

=h - (Fle,0 A te;1h A1)

=h - ({ei, j)p voly)

=(ej, ej)ph - voly,

:5ij VOlh.w .
Es decir, (he;, hej)p.y = 0ij. Ademas, {hei, ..., her} es también orto-
normal respecto de k- (-, )y, pues (h~the;, h=the;)y = (e ej)y = i
Luego h - (-,-)y = (-, *)h-p» que es lo que querfamos probar.

(ii) Por el apartado (i) tenemos que si {ey,...,e7} es base ortonormal de
(9,(-,-)w), entonces {hei, ..., her} es base ortonormal de (g, (-, )n-y)-
Su base dual estd dada por {h-e!,... h-e’}, pues para todo i,j €
{1,...,7} sucede que

(h- ) (he;) = (A hey)) = €(eg) = B

Ademas, por lo observado anteriormente, (g, (-, )n.) induce natural-
mente un producto interno en A*¥g* que hace del conjunto {h - e :

i1 < ...<i, € {l,...,7}} una base ortonormal. Luego, bastaria ver
para probar (ii), que es ademds ortonormal respecto de (h=1-, h™1),,.
En efecto,

(™' (b e ) W™t (B eIk )y = (ef s ek = 6 5 By

es decir (h~1-,h71),, hace del conjunto {h - e : iy < ... < iy €
{1,...,7}}, un conjunto ortonormal, por ende (A= -, A7)y, = (-, )py
en AFg*.
(iii) Sea ¢ € Ag*, X,Y € gy a € A°g*, usando parte (ii) y Lema 3.3
parte (ii) se tiene
aAsxpph - ¢ =(a, b @)pap VOlp.y
=(h" - a, k™t (R @))yh - voly
=h-((h"1 -, )y voly)
=h-(h™" - aA*p)
=a A h- (xyp0).

Es decir, vale (iii).
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(iv) Sea c € R*, ¢ € AFg*, XY, Z € g sucede que

(T I) (X, Xp) = o((¢ TR D)7 X0, (¢RI TG
= gp(c%Xl, . .,C%Xk) =cp(X1,..., Xk),
es decir
(13) (c_%l)-c,o:ccp7 Ve € R*, p € AFg*.

Luego, si ¢ € A®g*, por parte (iii) se tiene que

(5)5D)-¢p=% _, (¢51)-¢

¢ Hep @ = HeyC3P = >k( (c™31)-4p

cf%l)-'z/;
1 T—s
= (Cig‘[) *¢¢:CT *w(p?
es decir *.y = e %y, que es lo que querfamos probar.
(v) Sea c € R*, tenemos por parte (i) y por (13) que

(dew = ) o dpyy = (@D T (@SN Ty = (5,05 )y = 3 (, )y
Por lo que queda demostrado (v) y asf el lema. O
Corolario 3.6. Gy C SO(7).

Demostracion. Sea h € Go = {h € GL7(R) : h - p9 = ¢o}, tenemos que
(Yoo = (3 dntge = (e Be) oo = ((B°h)-, ),

por lo que h € O(7), donde O(7) son las matrices ortogonales respecto del
producto interno (-, -),,. Por otro lado, también sabemos que

voly, = vol,-1.,0 = h™" - vol,, = (det h) voly, .
Luego det h = 1 y de esto resulta que h € SO(T7). O

Veamos ahora que la derivada exterior y el Laplaciano de Hodge son
Aut(g)-equivariantes.

Lema 3.7. Sean g un dlgebra de Lie T-dimensional, ¢ € A*g* y h € Aut(g),
entonces:

() d(h- ) = h-dy.
(ii) Si k=3 y ¢ es positiva, entonces
(a) Ah.wh : 1/) :1 h- AUﬂﬁ
(b) Acpetp = cs Ay, Ve e R*.

Demostracion.
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(i) Si X1, Xo,...,Xk+1 € g, entonces usando Definicién 2.4

d(h-)(Xa,..., Xgy1) =

=3 (-0 () (X, XG), X Xy X X

1<J

=S )R X XL T X B X T X R X )
1<J

—Z 1+J¢ 1Xi’h*1Xj]7h*1X1’”"h/—l}i’.”’hfl\)(ﬁ”"h*le_H)

1<J
:dUJ(h_le, SUR) h_le+1)
=(h-d)(X1,..., Xki1)-
Por lo tanto, vale (i) .

(ii) (a) Usando Definicién 2.10, Lema 3.5 y parte (i) obtenemos lo siguien-
te,

(=13 Any(h - ) =d sy d*py (h- ) = sppd *py d(h- )
=d xp.p d(h - (2p10)) = spgpd #py (B~ (di)))
=d spy (b (dxy 1p)) = *pypd(h - (xpdi)))
=d(h - (xpd xy 1)) = 5.y (h - (d sy di)))
=(=1)%h - Ay

Luego, vale Ap.y(h-19) = h- Ayt
(b) Usando Lema 3.5 parte (iv), tenemos lo siguiente
Acpet) = —d ke d ¥y Y + *eypd ¥y d C1P
= C(—d *eqh d *erh 1/} + *de *coh dl/})
7-10 7-6 7-8 7-8
=c(—dc 3 xpdc 3 #xph+c 3 xypde 3 %y dyY)
=c 07%(—d Ko d Ky P+ xyd Ky di))
= C%Aq/}’(ﬁ.
Por lo que vale (ii), y asi queda probado el lema. O

De igual manera, existe una relacion entre las derivadas de Lie de dos
formas equivalentes, dicha relacién estd dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 3.8. Sivy € AFg*, h € Aut(g) y D € Der(g), entonces

Lx,,, i (h-v)=h-Lx,.
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Demostracion. Sean X1,..., X € g, entonces de acuerdo a Lema 2.13,
Lx, o (h-9)(X1,..., Xp) =(h-¢)(hDh™' X1,..., Xp) + ...
+ (h-9)(X1,...,hDh™1X})
=(Dh ™ Xy, ... ,h1X) + ...
+(h™1X1,...,Dh71Xy)
=Lx,W(h ' X1,...,h ' X})
=(h-Lx,¥)(X1,..., Xk),
lo cual concluye la prueba. ([

Si G es un grupo de Lie simplemente conexo con dlgebra de Lie g, una
Go-estructura para G o g serd una 3-forma ¢ € A3g* positiva. La siguiente
definicion sera esencial a lo largo del trabajo.

Definicion 3.9. Dadas g un édlgebra de Lie 7-dimensional y 1 una 3-forma
positiva en g, decimos que (g,1) es solitdn de Laplace (semi-algebraico, ver
[L2]) si existen D € Der(g) y A € R tales que:

(14) Ayth = Lt + M.
Notar que esto implica que (G, 1)) es solitén de Laplace con la definicién

anterior (ver Seccién 2.3).

Ejemplo 3.10. Sea gy ¢ como en el Ejemplo 2.5, veamos que (g, ) es solitén
de Laplace. Sean di, ds, ds, ds, d7 € R, definimos:

dd 0 0 0 0 0 0
0 d 0 0 0 0 0
0 0 ds 0 0 0 0

D=0 0 0 d 0 0 0] €Der(g).
0 0 0 0 di+dp 0 0
00 0 0 0 di+ds 0
00 0 0 0 0 dy

Usando el Lema_2.14 y el Ejemplo 2.15 obtenemos,
Lxpp =(di +dy +d7)e + (dy + da + d3 + d7)e®™ + (dy + da + d3
+d7)e® + (dy + da + d3)e' + (3dy + da + d3)e'® + (dy
+ 2dy + dy)e**S — (dy + 2d3 + dy)e3*.

Sea A € R, veamos qué condiciones tienen que cumplir di,ds, ds, ds,d7 v A
para que (14) se satisfaga:

Lxpp+ Ao =(di +dy + dr + N)e'*" + (di + do + dg + d7 + \)e*”
+ (d1 + da + d3 + dy + N)e*™ + (dy + da + d3 + N)e'?
+ (3dy + da + d3 4+ N)e'™ + (dy + 2dg + dy + \)e?*
— (d1 + 2d3 + dg + \)e*°.
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Mientras que Ay = 2¢'?3, por Ejemplo 2.11. Luego para que se cumpla
(14), los coeficientes que acompanan a e”* en cada lado de la igualdad
deben coincidir. Es decir, deben cumplirse las siguientes ecuaciones:

di+dis+dr+X =
di +de +d3+d7r+ X =
di+dy+d3s+ X =
3dy +do+ds+ X =
di +2dy+ds + X =
di+2ds+ds+ X =

cooMmOo O

Resolviendo obtenemos,

d1:_17 d2:]~7 d3:17
di=2 dr=-2 X=1.

Por lo tanto, (g, ¢) es solitén de Laplace, y como A > 0 es de expansién.

Definicién 3.11. Si g; es un &lgebra de Lie y 1; € A3g} positiva, pa-
ra i = 1,2, decimos que (g1,%1) es equivalente a (g2,12) (denotado por
(g1,v1) ~ (g2,12)) si existe h : g1 — g2 isomorfismo de algebras de Lie tal

que ¢ = h - 9.

Proposicién 3.12. Sean g un dlgebra de Lie 7-dimensional, 11,19 € A3g*
positivas tales que (g,11) ~ (g,%2), entonces (g,11) es solitén de Laplace si
y solo si (g,12) lo es.

Demostracion. (g,1) es solitén de Laplace si y sélo si existen D € Der(g)
y A € R tales que Ay = Lx,% + M\p. Luego, por Lema 3.5, Lema 3.7 y
Proposicion 3.8 tenemos que

Apy(h-)=h-Aypp=h-(Lx,p+ ) =Lx, . (h-Y)+Ah-9).

Dado que hDh~! € Der(g), se sigue que (g, h - 1) es solitén de Laplace.
Reciprocamente, si (g, h - 1) es solitén de Laplace, por lo probado ante-
riormente (g, h~! - (h - %)) lo es. Luego, queda probada la proposicién. [

Observacion 3.13. Notemos que por el Lema 3.7 y la linealidad de la derivada
de Lie, tenemos que los multiplos de solitones son también solitones. En
efecto, si (g,1) es solitén de Laplace, entonces existen D € Der(g) y A € R
tales que Ay = Lx, 1 + Ap. Luego, si ¢ € R*, tenemos lo siguiente

Aepet) = c3 Ayap = ¢3 Lx 1) + 3 \p = L3 (ew)+ (c3\)(cy)
= Lx_yy, (€8) + (¢TI (cv),

_2 ., "
y como ¢ 3D es derivacién de g, tenemos que ¢ es soliton de Laplace.
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g Corchete de Lie
n []=0
) [e1, e2] = —es, [e1,e3] = —e6
ng [e1, ea] = —eu, [e1, e3] = —es5, [ea, €3] = —eg
ny le1, e2] = —es, [e1, e3] = —es, [e2, €4] = —eg, [e1, 5] = —e7
ns [e1, e2] = —es, [e1,e3] = —es, [e1,€4] = —e7, [e2,65] = —e7
g [e1, e2] = —eq, [e1,e3] = —es, [e1, e4] = —es, [e1,€5] = —ex
nz [61,62] = —€y4, [61763] = —és5, [61,64] = —€g, [62763} = —€g, [61765] = —e7
ng [e1, e2] = —e3, [e1, €3] = —eu, [ea, €3] = —es, [e1, e5] = —e,
[62,64] = —€g, [61736] = —ery, [63764] = —e€r
no [e1, ea] = —es, [e1, e3] = —ey, [e2, €3] = —es, [e1,e5] = —eg,
le2, 4] = —eq, [e1, 6] = —e7, [e3, ea] = —e7, [e2, €5] = —e7
o [e1, 2] = —e3, [e1, e3] = —e5, [e2, e4] = —e5, [e1, e4] = —e,
e, e6] = —e7, [es, ea] = —ez, [e1, e5] = —er, [e2, €3] = —e7
. le1, e2] = —es, [e1, €3] = —es, [e2, e4] = —ep, [e2, €3] = —es,
2, 5] = —e7, [e3, ea] = —e7, [e1,e5] = —e7, [e1, e6] = —e7, [e2, e6] = 3er
s le1, e2] = —ey, [e2, €3] = —es, [e1, €3] = €6, [€2, €6] = —2e7,
les, eq] = 2e7, [e1,e6] = 2e7, [ea, e5] = —2e7

CuaDrO 1. Algebras de Lie nilpotentes que admiten una
Ga-estructura cerrada (ver [CF]).

4. SOLITONES DE LAPLACE CERRADOS

En el articulo [CF], Conti y Ferndndez estudiaron la existencia de Ga- es-
tructuras cerradas en un algebra de Lie g de dimension siete. En dicho
trabajo obtuvieron que hay, salvo isomorfismo, exactamente doce algebras
de Lie nilpotentes con esa propiedad, las cuales se encuentran listadas en el
Cuadro 1. En este trabajo, estuvimos interesados en conocer cuéles de estas
doce algebras admiten solitones de Laplace.

Lo que hicimos en esta seccién es mostrar que las primeras siete dlgebras
de Lie del Cuadro 1 admiten solitones de Laplace cerrados. De acuerdo con
la ecuacién (14), debemos encontrar para cada élgebra de Lie g, una 3- forma
positiva y cerrada ¢, una derivacién D de g y una constante real A, tales
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que
App = Lx, 0+ Ap.

Lo primero que hacemos es dar condiciones para que ¢ sea cerrada, y luego
de suponer que dichas condiciones se satisfacen calculamos el Laplaciano de
. En los primeros casos obtenemos que los términos que aparecen en el
Laplaciano también ocurren en ¢ salvo un multiplo, luego basta con pro-
poner D una matriz diagonal que sea derivacién, plantear las ecuaciones y
despejar. En el caso g = ny las cosas se complican dado que al calcular el
Laplaciano de ¢ = (4 surgen términos que no aparecen en . En principio
propusimos una matriz D arbitraria, pero esto se hizo muy tedioso dado que
habia demasiadas ecuaciones. Optamos entonces por sélo agregar aquellos
lugares que nos agregaran los términos que estaban en A,p pero no en ¢.
Es decir, supongamos que uno de los sumandos del Laplaciano es e“* y este
no aparece en ¢, pero si aparece el término e*/!, para algin . La idea es que
en Lx, e aparezca €%, Por lo visto en Lema 2.14, tenemos que

[,XDeijl = Dl Nl + et A DYl A el + € A Db
De acé podemos ver facilmente que para que aparezca e”* basta con consi-
derar D!, = Dy, # 0. Repitiendo esto en todos los términos que tienen dos
elementos del conjunto {j,k,l} en ¢ obtenemos una D con muchos coefi-
cientes nulos y las cuentas se facilitan.

A continuacién exhibimos con bastante detalle las cuentas mencionadas
anteriormente para las primeras siete algebras de Lie del Cuadro 1.

4.1. Caso ng. Sea ny = ng(a,b) el dlgebra de Lie nilpotente de dimen-
sién 7, con base {eq,...,er} y corchete de Lie definido por

le1,e2] = —aes, e, e3] = —beg.
O equivalentemente
(15) de® = ae'?,  deb = be'?,

con a,b numeros reales distintos de cero, donde d = d; es el operador deri-
vada exterior (ver Definicién 2.4). Notemos que todas estas dlgebras de Lie
son isomorfas a ng(1,1), con isomorfismo dado por

fing(1,1) — na(a,d),

que en la base {eq,...,er} vale:
flei):=e;, 1=1,2,3,4,T;
f(es) := aes,
f(es) := beg.

Se ve facilmente que f es biyectiva si y s6lo si a y b son distintos de cero;
y f es morfismo pues

[f(e1), f(e2)] = [e1, e2] = —aes = —f(e5) = f(—e5) = f([e1, e21),
[f(e1), f(e3)] = [e1, e3] = —beg = —f(es) = f(—es) = f([e1,e3]1),
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donde [+, -]1 denota el corchete de n(1,1). Notar que si [e;, ej]1 = 0, resulta
que [e;,ej] = 0. Ademds, como f(e;) = aze;, a; € R¥, entonces [e;, ej]1 =0
implica que

[fei, fej] = [aiei, ajej] = aiajles, e5] = 0 = f([ei, ej]1).

Dado que ya vimos que son todas isomorfas, podemos fijar ny = ny(a,b) y
trabajar con ella. Consideramos la 3-forma

09 = 6147 + 6267 + 6357 + 6123 + 6156 + 6245 _ 6346 c A3n§.

Notar que @y es positiva (ver Definicién 3.1) pues si definimos hy €
GL7(R) como

-1 0 0 0 0 0 O
0O 00 -1 0 00O
0O 01 0 0 O00O0
ho:=[0 0 0 O 1 0 0},
0O 1.0 0 00O
0O 00 O 010
i 0O 00 O 0O 1_
entonces
hQ'6147:h2-€1/\h2-€4/\h2'€7:—61/\—62/\67:(3127.

Y repitiendo esta idea podemos ver facilmente que hs - 2 = ¢, donde g
es la dada por (12):

hg - P2 :hz . 8147 + h2 . 6267 + h2 . 6357 + hg . 6123

+hy- e 4 hy - €2 — hy - 30
—  (—e2T) 4 IOT L BT 153 M6 524y (326

26127 567 347 135 _ 146 245 236

+e ' +e te e —e™ —e

Es decir, @9 es positiva.
Podemos calcular la derivada exterior de g, usando que d = d3 (ver
Definicién 2.4) es lineal y satistace (3). Por ejemplo:

de®5T =de? NeS N e” — 2 Nde® AeT 4 e? Aeb Ade”
=0AeS N = AbeB A" +e2 AP AD
— pel237
Haciendo esto término a término, obtenemos que dps = (b — a)e!?37.
Luego 2 es cerrada (i.e. dpa = 0) siy sélo si a = b.
Por otro lado, tenemos el operador Laplaciano asociado a ny (ver Defini-
cién 2.10), A := A,, = —d * d x + x d * d, el cual procedemos a calcular en
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(p2 como sigue:

*(pg = 62356 o 61345 o 61246 + e4567 o 62347 o 61367 + 61257

d*@z:

)

_qe! 2467 | 13457

sd % oy = ae>® — be?",

d*d*py = —(a® + b%)e!®,

Observemos que @2 no puede ser cocerrada, pues d * po = 0 implica que
a = b =0,y esto es una contradicciéon pues a y b son no nulos. Por otro
lado, si o es cerrada (i.e. a = b), se tiene que Aps = 2a%e!?3.

Nos interesa saber cudndo (ng, ¢2) es solitén de Laplace y de acuerdo a
(14), necesitamos mostrar que Aps = A2 + Lx, 2, para algin A € R,
y algin D € Der(ng). Proponiendo una D diagonal las cuentas resultan
accesibles y es facil ver que las condiciones que deben cumplirse nos llevan
a tomar D de la siguiente manera,

-1 0 0 0 0 0 0]
0 -1 0 0 0 0 0
0O 0 -1 0 0 0 0
D=a¢|0 0 0 -2 0 0 0],
0 0 0 0 -2 0 0
0O 0 0 0 0 -2 0
0o 0 0 0 0 0 -2

y A := 5a%. Para corroborar que con D y ) se satisface (14) vamos a calcular
Lx,, 2. Por ejemplo, se calcula £x, e'*” de la siguiente manera,

£XD6147(€Z', ej,er) = 6147(D€Z’, ej,ex) + 6147(62‘, Dej, er) + 6147(67;, ej, Dey,)
= eT(Dyei, e, er) + e (e, Djjej, e) + e (es, 5, Dyger)
= Djie' " (ei, ej,ex) + Djje'* (ei, €5, ex) + Dire* (e, €5, ex)
= (D“ + Djj + Dkk)€147(€i, ej, €k)
= —5a%e'(e;, €j,ex).
Es decir EXD6147 = —5a%e!?". Se ve en el ejemplo, que como la D pro-

puesta es diagonal, es facil calcular Lx, ¢k Repitiendo esta cuenta en los

siete términos de ¢ obtenemos lo que sigue,

Ly, o = 5a2eM4T 526267 _ 520357 _g,2,123 52 156 52,245 | 52 346
En consecuencia, Lx, @2+ Ap2 = 2a%e1? = Ay, que es lo que querfamos

ver. Ha quedado entonces demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 4.1. Sean a,b € R* (donde R* := R\ {0}) y na(a,b) como
arriba. Entonces,

(i) w2 es cerrada si y sdlo si a =b.
(i) (n2(a,a),ps2) es soliton de Laplace.
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Observacion 4.2. Para todo a € R*, el solitén de Laplace (n2(a,a),ps2) es
de expansién dado que A > 0, y no es una auto-forma pues Ays # cpo para
todo ¢ € R.

4.2. Caso ng. Si consideramos ahora ng = ng(a,b,c), el dlgebra de Lie
nilpotente de dimensién 7 con base {e1,...,er} y corchete de Lie definido
por

le1,e2] = —aeyq, [e1,e3] = —bes, [e2,e3] = —ceg,
con a, b, c € R*. De manera analoga al caso anterior se tiene un isomorfismo

f : n3(]-a ]-a 1) — ‘[13(&, ba C)7

tal que en la base {ei,...,er} estd dado por,
flei):=ei, 1=1,2,3,T.
flea) = aeq,
f(es) = bes,
fles) :==

Se ve facilmente que f es blyectlva siy sélo si a,b,c € R*, y f resulta
morfismo pues,

[f(e1), f(e2)] = le1, e2] = —aes = f(—ea) = f([e1, e2]1),

[f(e1), fles)] = le1, es] = —bes = f(—e5) = f([e1, es]1),

[f(e2), fles)] = le2, €3] = —ces = f(—e6) = [f([e2, es]1),
donde [, ]; es el corchete de n3(1,1, 1). El resto de los corchetes se mantienen
iguales a 0, debido a que f(e;) = a;e;, con o; € R*, para todoi =1,...,7.
Trabajemos entonces con ng = nz(a, b, ¢). Consideremos la 3-forma

g = €123 4 o145 | 167 4 26 (25T _ 347 _ 356 o Al

Notemos que 3 es positiva (ver Definicién 3.1) pues si definimos hg € GL7(R)
como sigue,

[1 0 0 0 0 0 0]
0 00O0OO0OT1TOQO
0001 0O0O0
hg:=10 0 1 0 0O 0 Of,
0 00O0O1O00O0
01 00 O0O0OTO
000 O0O0O0OT1
h3'€123:hg'el/\h3'€2/\h3-€3:€1/\66/\€4:—6146.

Repitiendo esta idea se puede ver ficilmente que hs - 3 = g, donde g
es la dada por (12). Es decir, @3 es positiva.

Tal como lo hicimos en el caso anterior, podemos calcular la derivada
exterior de 3 (ver Definicién 2.4), y obtendremos dp3 = (a — b — ¢)e'?*.
Recordemos que cuando dps = 0, ¢3 se dice cerrada. Luego tenemos que 3

es cerrada si y sélo si a = b+ c.
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Queremos calcular Aps := A, 3 para @3 cerrada (ver Definicién 2.10).
Las cuentas se simplifican un poco dado que
Apz = (—1)3dsd* o3+ (—D) s dxdps = —dxd* @3 +*d*0 = —d x d * 3.

Haciendo las cuentas paso a paso obtenemos lo que sigue,

by — 12T _ (1256 _ 1346 | 1857 | (2345 2367 | 4567
d* g3 =
16

swd * 3 = ce'® — be?® 4+ ae3t,

9

a€12567 o b€13467 + 6623457,

dxdx o3 =—(a®+b* + 2)e'®.

Al igual que en el caso de @9, se puede observar que @3 no es cocerrada
pues d* p3 =0siysolosia=b=c=0.

Recordemos que 3 es cerrada si y sélo si a = b+ ¢, por ende si reemplaza-
mos obtenemos que Aps = 2(b? + c? + be)e'?3. Nuevamente, como queremos
ver cuando (ng, ¢3) es solitén de Laplace, debemos encontrar D € Der(ng)
y A € R tales que Aps = A\ps + Lx, 3. Proponemos

(-1 0 0 0 0 0 O

0 -1 0 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0 0
D:=®*+c4+b)l0 0 0 -2 0 0 0],

0 0 0 0 -2 0 O

0 0 0 0 0 -2 0

0 0 0 0 0 0 =2

v A := 5(c? 4+ b% + bc), entonces la derivada de Lie de (3 respecto del campo
Xp resulta,
Lx, 03 =—3(? + b+ bc)e' — 5(c? + b% + be)e' — 5(c? + b% + be)el®”
— 5(c? 4+ b 4 be)e? 0 + 5(c% 4+ b + be)e®T + 5(c? + b2 + be)e®T
+ 5(c? + b + be)e>™S.
Por lo tanto Lx, @3 + Ap3 = 2(c? + b% + be)el? = Aps, que era lo que
queriamos ver.
Proposicién 4.3. Sean a,b,c € R* y n3(a,b,c) como antes, entonces
(i) @3 es cerrada si y solo si a ="b+ c.

(ii) (n3(b+c,b,¢),¢3) es soliton de Laplace.

Observacion 4.4. Para todo b, ¢ € R*, el solitén de Laplace (n3(b+c, b, ¢), ¢3)
es de expansién, dado que A > 0, y no es una auto-forma pues Aps # cp3
para todo c € R.

Veamos ahora que existe una familia continua de solitones de Laplace
en ng con la siguiente propiedad: ningiin par de elementos de la familia es
equivalente salvo multiplo. Esto se contrapone a la unicidad conocida para
solitones de Ricci en élgebras de Lie nilpotentes (ver [L1]).
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Consideremos b :=1—1t¢, ¢c:=t, con t € (0, %) Supongamos que existen

t1,t2 € (0, %) tales que (ng(b1 + c1,b1,¢1),93) v (ng(ba + c2,b2,¢2), ¢3) son
equivalentes salvo un multiplo no nulo k& € R. Entonces, por Definicion 3.11
existe

f : (ng(b1 + ¢1, by, Cl), gpg) — (ng(kbg + kcg, kbg, kng), 903),

isomorfismo de &lgebras de Lie tal que f - ¢35 = 3. Luego, f € Go C SO(7)
(respecto de (-, ), la métrica inducida por ¢3). En particular,

f(ng(br +c1,01,¢1), (-5 )p3) — (ng(kba + ke, kba, kea), (-, ) s )

define una isometria. Luego, por Lema 2.17, debe cumplirse que Ricy, ., =
f Rickpy keo f~L. Como se tiene que

[ 2P 2be 0 0 0 0 0 0]

0 A 0 0 0 0

0 0 o 0 0 0 0

Ricy,. = 0 0 0 (PEet®e g g o],
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 £ 0

Lo 0 0 0 0 0 o

se ve facilmente que Ricy . tiene 3 autovalores positivos, uno nulo y 3 nega-
tivos para cada b, c € R*. Por otro lado tenemos para todo ¢ € (0, %) que los
autovalores positivos estan ordenados de la siguiente manera;:
t2 _ 1—2t+12 1
2 2 2
En particular sucede para tq,ts, entonces
12l 1—2t1+t%:k21—2t2+t§ t? t3

122
2 2 2 2 T2 2’

lo que implica que k> =1y t; = to.
Hemos entonces demostrado la siguiente proposicién.

Proposicion 4.5. Enng, existe una familia continua de solitones de Laplace
tal que ningun par de elementos de la familia es equivalente salvo mailtiplo.

4.3. Caso ny. Sea ng = ny(a,b,c,d) el dlgebra de Lie nilpotente de di-
mension 7 con base {e1,...,e7} y corchete de Lie dado por

le1,e2] = —aez, [e1,e3] = —beg, [e2,eq] = —ces, [e1,e5] = —der,

con a, b, c,d € R*. Notemos que todas estas algebras de Lie son isomorfas a
ny(1,1,1,1) con isomorfismo dado por

fing(1,1,1,1) — ny(a, b, c,d),
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definido en la base {ej,...,e7} como sigue,

flei)) =e;, i=1,2,5.

S~

e3) = aes,

(

(

(e4) = @64’
(

(

S~

f
fler) = dey.

Es claro que f es biyectiva, dado que a, b, ¢, d son distintos de 0 y resulta
morfismo pues

66) = abeg,

[f(er), f(e2)] = [e1, e2] = —aes = —f(e3) = f(—e3) = f([e1, e2]1),

[f(e1), f(es)] = [e1, aes] = aley, es] = —abes = f(—es) = f([e1, e3]1),

(e F(en)] = lea, sl = Clensea] = ~Deeg = f(~eq) = Fllea,eals),
); f(es)

e5)] = [e1,e5] = —der = f(—e7) = f([e1, e5]1),

donde [+, -]1 es el corchete de Lie de ny(1,1, 1, 1). Por otro lado si [e;, €] = 0,
entonces [e;,e;] = 0 y esto implica que [fe;, fe;] = aajle,e;] = 0 =
f([ei,ej]1). Por lo tanto, vamos a trabajar con ny = n4(a,b,c,d). Consi-
deramos la 3-forma
o1 = —el24 16 | 3T | 135 4 167 | 25T 286 ¢ £3p
Notemos que @4 es positiva (ver Definicién 3.1) pues si definimos hy €
GL7(R) como

1 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 O0 10
0 0 1 .0 0 0 O
hgy: =0 0 0 1 0 0 0,
0O 0 0 0 1 0O
0 -1 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 01
hy - (*6124) = —hy-e' ANhy-eANhy-e* = —e' A—eP net = —el40,

Repitiendo esta idea se puede ver ficilmente que h4 - w4 = g, donde g
es la dada por (12). Es decir, ¢4 es positiva.
Usando la Definicién 2.4 y la propiedad (3), es facil ver que

dps = (a — )7 + (d — b)e'3P,

tal como lo hicimos para ny y n3. Por lo tanto ¢4 es cerrada si y sélo si a = ¢
y b=d.
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Por otro lado, tenemos el operador Laplaciano asociado a n4 dado por la
Definicién 2.10, A := A,,, el cual procedemos a calcular en ¢4 como sigue,

*py = 63567 + 61237 + 61256 _ 62467 + 62345 + 61346 + 61457,

d % Q4= a612567 _ 0623457 + b612347 + d6124567

sd % o4 = ae3* — ce'® + be®® — de®,
dxd*pq = (a2 + el — (b2 + d2)el® — pee?® — qdel?.

Observemos que ¢4 no puede ser cocerrada, pues si sucediera que d @4 = 0,
entonces resultaria a = b = ¢ = d = 0, y esto es una contradicciéon pues
a,b,c,d son no nulos. Por otro lado, si ¢4 es cerrada (dpy = 0,a = ¢y
b= d), se tiene que Apy = —2a%e!?* 4 202135 4 abe®®® + abe'?".

Para ver que (n4,4) es un solitén de Laplace, de acuerdo a (14) ne-
cesitamos mostrar que Aps = Aps + Lx, ¢4, para algin A € R, y algin
D € Der(nyg). Si definimos

[—p2 0 0 0 0 0 0
0 -2 0 0 0 0 0
0 0 =3 0 0 0 0
D:=1|0 0 0 =2 0 0 0 |,
—ab 0 0 0 =3 0 0
0 0 0 0 0 -4 0
0 0 0 —ab 0 0 —4v?

vy A = 9b%, y si ademds se cumple que a? = 2b%, entonces tenemos
L, 4 =5b2el? 1 9b2ed50 _ qheld6 _ gp2eB4T _ 7326135 _ gp2,167
+ abe'® — 9p2e25T + abe!?” + abe?*® + 9b%e?%6.
Luego, Lx, ¢4+ 90%py = —4b%e'? + 2b%e135 + abel?” + abe?®® = Apy, que
era lo que querfamos ver.
Proposicién 4.6. Sean a,b,c,d € R* y ny(a,b,c,d) como antes, entonces
(i) @4 es cerrada si y solo sia=c yb=d.

(ii) i a® = 2b%, entonces (n4(a,b,a,b),p3) es solitén de Laplace.

Observacion 4.7. Paratodo a, b € R* tales que a® = 2b%, el solitén de Laplace
(ng(a,b,a,b),p4) es de expansién, dado que A > 0, y no es una auto-forma
pues Ay # cpy para todo ¢ € R.

4.4. Caso n5. Sea ny = ns(a,b,c,d) el dlgebra de Lie nilpotente de di-
mension 7, con base {e1,...,er} y con corchete de Lie dado por

le1,e2] = —aes, [e1,e3] = —bes, [e1,eq] = —cer, ez, e5] = —dery,

con a,b,c,d € R*. Todas estas algebras de Lie son isomorfas a nz(1,1,1,1)
con isomorfismo

fins(1,1,1,1) — n5(a, b, ¢, d),
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definido en la base {e1,...,e7} por
f(ei):e“ Z:17274
f(es) = aes,
fles) = Zes,
f(eg) = abeg,
f(er) = ces.

[f(e1), fe2)] = [e1, e2] = —aes = f(—e3) = f([e1, e2]1),
[f(e1), f(e3)] = aleq, e3] = —abes = f(—es) = f([e1,e3]1),
[f(e1), fea)] = [e1, e4] = —cer = f(—e7) = f([e1,ea]n),
[f(e2), f(es)] = <[ea, e5] = ——der = f(—er) = f([ea, es]1),

donde [+, |1 es el corchete de n5(1,1,1,1). Notemos que si [e;, ej]1 = 0, enton-
ces [e;,e;] = 0y esto implica que [fe;, fe;] = aiajles, e5) = 0 = f([es, ej]1).
Ahora que sabemos que son isomorfas, vamos a hacer las cuentas para
n; = ns(a, b, ¢, d). Consideramos la 3-forma

e

o5 = 13 | 15T 26 (125 (356 4 167 3T o pBpr

Notemos que @5 es positiva (ver Definicién 3.1) pues si definimos hy €
GL7(R) como

h5 =

DO OO OO
SO OO OO
SO OO+ OO
SO OO OO
O OO O OO
SO OO OO
oo oo oo

h5'€134:h5'€1/\h5'63/\h5‘64:h5€1/\h563/\h5€4:€1/\63A6526135.

Repitiendo esta idea se puede ver facilmente que hs - w5 = g, donde g
es la dada por (12). Es decir, @5 es positiva.

No es dificil calcular la derivada exterior de @5 (ver Definicién 2.4), y
resulta dps = (b — c)e!?3* + (d — a)e!?%5. Es decir, 5 es cerrada si y sélo si
a=dyb=c.
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Sea A := A, el operador de Laplace asociado a n5 dado por Definicién
2.10, el cual calculamos en @5 cerrada como sigue,

*(5 = 62567 + 61236 _ 61357 _ 63467 _ 61247 + e2345 _ 61456

d*g05:

)

_pel 2357 | 12456 _ 12467 | 123456

xd * (5 = bet® — ce3” + ae?® — de”,
dxdxps = —(b2+ el — ace'® — dee®® + (a® + d*)e'®.

Notemos que @5 no puede ser cocerrada, ya que si lo fuera resultarian
a =b=c=d =0, lo cual es contradictorio. Por otro lado, si ¢5 es
cerrada, tenemos que dps = 0, a = d y b = ¢, por lo que resulta Aps =
20%e34 4 abel?” 4 abe?3® — 2a%e1?0.

Nos interesa saber bajo qué condiciones en a,b, ¢, d resulta (ns,[-,-]) un
solitén de Laplace. Es decir, que existan D € Der(ns) y A € R tales que
satisfagan (14). Para ello hemos propuesto una matriz D dada por

—p2 0 0 0 0 0

0
0 -2 0 0 0 0 0
ab 0 =3 0 0 0 0
D:=1]0 0 0 -3 0 0 0 | € Der(ns),
0 0 0 0 -2 0 0
0 0 0 0 0 -4 0
0 0 0 0 —ab 0 —4b?

y un nimero real A := 9b2, tales que si se cumple que a? = 2b%, entonces se
obtiene:

L5 = — Th2e134 _ 0126457 1 02246 | 52,125 | 2,356 _ 1, 156
— 9p2e'67 — abel® 4 9526237 + abe'?” 4 abe?®.
Luego Lx, @5 + 9?05 = 26213t — 4b2e'25 + abel?" + abe?35 = Ays, que
era lo que queriamos ver.
Proposicién 4.8. Sean a,b,c,d € R* y ns(a,b,c,d) como antes, entonces
(i) w5 es cerrada si y solo sia=d yb=c.

(ii) Sia® = 2b%, entonces (ns(a,b,b,a),ps) es soliton de Laplace.

Observacion 4.9. Para todo a, b € R* tales que a® = 2b%, el solitén de Laplace
(ns(a,b,b,a),ps) es de expansion, dado que A > 0, y no es una auto-forma,
pues Ags # cps para todo ¢ € R.

4.5. Caso ng. Sea ng = ng(a,b,c,d) el dlgebra de Lie nilpotente de di-
mensién 7, con base {ej,...,er} y corchete de Lie dado por
[e1, e2] = —aey, [e1, e3] = —bes, [e1, e4] = —ceg, [e1, e5] = —de,

con a,b,c,d € R*. Al igual que en los casos anteriores tenemos un isomor-
fismo
fing(1,1,1,1) — ng(a, b, c,d),
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que estd definido en la base {eq,...,er} como sigue,
fle) =e;, i=1,2,3.
flea) = aey,
f(es) = bes,
f(es) = aces,
f(e7) = bdey

Se ve claro que f es biyectiva, ya que a,b, ¢, d son distintos de 0, y f es
morfismo pues,

[f(e1), f(e2)] = le1, 2] = —aeq = f(—eq) = f([e1, e2]1),

[f(e1), f(es)] = [e1, e3] = —bes = f(—e5) = f([e1, e3]),

[f(e1), f(ea)] = le1, aea] = —aceg = f(—es) = f([e1, ealr),

[f(e1), f(es)] = [e1,bes] = —bder = f(—e7) = f([e1, e3]1),
donde [+, ]; es el corchete de Lie de ng(1,1,1,1). Al igual que en los caso an-
teriores, se tiene que como f(e;) = ajej, con a; € R* paratodo j =1,...,7,
entonces si [e;, ex] = 0 se tiene [f(e;), f(ex)] = [aiei, aner] = aioules, ex] =

0 = f([ei,ex]1). Ahora que ya sabemos que son isomorfas vamos a seguir
trabajando con ng = ng(a, b, c,d), y vamos a considerar la 3-forma

g = 6123 + 6347 + 6356 + 6145 _ 6246 + 6167 + 6257 c A3ng‘

Notemos que g es positiva (ver Definicién 3.1) pues si definimos hg €
GL7(R) como

(-1 0 0 0 0 0 O]
0 00 O0O0 —-10
0 0100 0 O

hg:=]0 0 0 1 0 0 O0f,
0 1000 0 O
0 0001 0 O
0 00 O0O0 0 1

he-€'23 = hg-e' ANhg-€2 Ahg-e> = hge! Ahge? Ahge® = —e' Ae® Aed = !5,

Repitiendo esta idea se puede ver ficilmente que hg - g = o, donde g
es la dada por (12). Es decir, g es positiva.

Sea dpg la derivada exterior de ¢g (ver Definicién 2.4), es facil ver que
dpe = (b — a)e'?®" 4 (d — c)e'3*. Luego se tiene que g es cerrada si y sélo
sia=byc=d.

Podemos calcular A := A, en g, donde si @g es cerrada estd definido
como Apg = —d*d*pg (ver Definicién 2.10). Haciendo las cuentas se obtiene
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lo que sigue,

*(pg = 64567 + 61256 + 61247 + 62367 _ 61357 + e2345 + 61346

d*@ﬁ:

)

ael2567 _ b613467 + 0612347 _ d612356,

xd * (pg = ae3t — be?® + e — de47,
dx*dx*pg = —(a2 + b2)6123 + bee'30 — ade'” — (02 + d2)6145.

De lo anterior se ve claro que ¢g no puede ser cocerrada, porque esto
implicaria que a = b = ¢ = d = 0. Por otro lado si g es cerrada, sabiamos
que a = by ¢ = d, entonces Apg = 2a%e'?3 4+ 2c2e — ace30 + ace'®”. Si
definimos

[—(1/2)a®> 0 0 0 0 0 0 |
0 —a®> 0 0 0 0 0
0 0 —a? 0 0 0 0
D= 0 0 0 —(3/2)a 0 0 0 | € Der(ng),
0 0 0 0 —(3/2)a®> 0 0
0 ac 0 0 0 —2a®> 0
0 0 ac 0 0 0 —2a?
v A= (9/2)a?, y si ademés se cumple que a? = 2¢2, entonces

Lxpe =— (5/2)a’e™ — (9/2)a*e®'T — (9/2)a’e*™ + ace®
— (7/2)a%e™ + (9/2)a%e?6 — (9/2)a2e'67 + ace?”
—ace’® — (9/2)a?e®" — ace®.
Luego se tiene que
Lx, 06+ (9/2)a*p = 2a%e' + a?e' + ace'®” — ace'® = Apg,
que era lo que queriamos ver.

Proposicién 4.10. Sean a,b,c,d € R* y ng(a,b,c,d) como antes, entonces

(i) ¢ es cerrada si y solo sia="byc=d.
(ii) Si a® = 2¢%, entonces (ng(a,a,c,c),pg) es solitén de Laplace.

Observacion 4.11. Para todo a,c € R* tales que a®> = 2¢2, el solitén de
Laplace encontrado (ng(a,a,c,c), pg) es de expansién, dado que A > 0 y no
es una auto-forma pues para todo ¢ € R sucede que Avpg # cpsg.

4.6. Caso n7. Sea ny; = ny(a,b,c,d,e) el dlgebra de Lie nilpotente de
dimensién 7, con base {ey,...,er} y con corchete de Lie definido por

le1, e2] = —aey, [e1, e3] = —bes, [e1, e4] = —ces, [e2, €3] = —des, [e1, e5] = —eer,

con a,b,c,d,e € R*. Para nuestra conveniencia, vamos a hacer un cambio
de base de la siguiente manera

{z1 :=ex+ e7,x9 := €3+ €6,T3 1= e7,T4 = €5,T5 := €5, T := €4,T7 := €] }.



36 MARINA NICOLINI

Luego, el corchete resultante es

[x1,22] = [e2 + er,e3 + es] = —deg = —duy,
[x1,27] = [e2 + €7, e1] = aeq = axg,
[5U2,907] [es + eq, e1] = bes = bxs,

[x5, 7] = [e5, e1] = eer = exs,

[6, x7] = [ea, €1] = ceg = cuy.

Renombrando a a, b, ¢, d, e podemos poner
[$1,5E2] = —ax4, [$15$7] - _beG, [552,.1?7] = —CZs,

(x5, 27] = —dx3, [v6,27] = —exy.
Y para simplificar notacién vamos a llamar g7(a, b, ¢, d, e) a esta nueva dlge-
bra de Lie con base {z1,...,x7}. Andlogamente a como lo hicimos en los ca-
sos anteriores, tenemos un isomorfismo entre gr(a,b,c,d,e) y g7(1,1,1,1,1)
dado por
f : 97(17 17 1a 17 1) — g7(a7 b7 ¢, d7 6),

tal que en la base {x1,...,27} estd definido como sigue,
flz)) =z, i=1,T.
be
flaz) = —a,
bede
flzs) = T3,
f(zq) = bexy,
bee
flzs) = 5
f(zg) = bxg.
Se ve claro que f es biyectiva si a,b,¢,d,e € R*, y f es morfismo pues
be be

[f(21), f(z2)] = ;[5517962] =-_ary = f(=z4) = f([21,22]1),
[f(21), f(z7)] = [x1,27] = —bxs = f(—26) = f([21,27]1),

[F(2). for)) = “lonzr] = s = f(-23) = f(2, 1),
bee bede

[f(zs), flan)] = —lws, 27] = ———w3 = f(=23) = f([25, 27]1),
[f(w6), f(x7)] = blze, 27] = —bexy = f(—x4) = f([26,27]1).

Por otro lado si [e;,e;]1 = 0, entonces [e;,e;] = 0 y esto implica que
[fei, fej] = [aues, ajej] = aalei, e] = 0= f([es, e5]1), donde oy, o € R*.

o7 = $127 + :L’135 _ x146 _ :L’236 _ x245 + 1,347 + x567 c A3g;

Notemos que @7 es positiva (ver Definicién 3.1) pues @7 = ¢g, donde ¢q
es la dada por (12).
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Facilmente podemos calcular dp; = (—a — b — ¢)e'?37 4 (—d + €)e?®%7,

y asi obtener que @7 es cerrada si y sélo si a = —b—cy d = e. Por
otro lado, tenemos el operador Laplaciano asociado a [, -], dado por 2.10,
A= —dxd*+ *xd=xd, el cual procedemos a calcular en 7 como sigue,
sy = 1234 | 1256 | 1867 | (1457 | 2357 26T | 3456
d% o7 = —az!2350 _ pp12367 | g 12057 4 13457 23467
sd % o7 = cx'® — bx?® + da3® — ex®® — az??,
dxdx oy = —aex'® — (a® + 0% + )z + bdz37 — cex® — (d? + %)z,

Observemos que @7 no puede ser cocerrada, pues si sucediera que d* @7 =
0, entonces resultaria que a = b =c=d = e = 0, y esto es una contradiccién
pues a, b, c,d,e € R*. Por otro lado, si 7 es cerrada (dp7 = 0,a =b+cy
d = e), se tiene que

Apr = —(b+ c)ex'® + (20% + 2¢ + 2b¢) 22" — bex'3T 4 cea®tT 4 262257,

Para ver que (g7,¢7) es un solitén de Laplace, de acuerdo a (14) ne-
cesitamos mostrar que Ag7 = Ap7 + Lx, 7, para algin A € R, y algin

D € Der(g7). Si definimos « := W? A:=9ay

[—200 0 0 0 0 0 0
0 —2a 0 0 0 0 0
0 —be —4o 0 0 0 0
D := | —ce 0 0 —4a 0 0 0
0 0 0 0 —3a 0 —eb+o)
0 0 0 0 0 —3a« 0
0 0 0 0 0 0 —a

Y si ademés pedimos que se cumpla e = «. Entonces resulta
Lx,p7 =—bar?’ — 9ax'® — bex'® — (b+ c)eax'® + 9ax®
+ 902?30 + 902 — cex'® + (b + ¢)ex® — 9o’
— bex®'" + cex™®" — 7o
Y por lo tanto
Lx o7+ Yoy = dax'® — (b+ c)ex®® + (b + c)ex®'T — bea®”
— beaB3T 4 202557
=2(b% + ¢ + be)z'?T — (b + c)ex® + cex®”
— beea3T 4 222557
= Ayr.
Es decir, (g7, 7) es solitén de Laplace.

Proposicién 4.12. Sean a,b,c,d,e € R* y g7(a,b,c,d,e) como antes, en-
tonces

(i) @7 es cerrada siy sdlo sia=—b—cyd=e.
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(ii) Sie? = 1)2‘*'0722‘””, entonces (g7(b+c, b, c, e, e), p7) es soliton de Laplace.

Observacion 4.13. Para todos b, ¢,e € R* tales que e? = %, el solitén

de Laplace encontrado (g7(b + ¢, b,c,e,e),¢7) es de expansién, dado que
A > 0, y no es una auto-forma pues A7 # cp7 para todo ¢ € R.

5. SOLITONES DE RICCI EN LAS n}s

Dadas las dlgebras de Lie n; y las 3-formas ¢; de la seccién anterior, en esta
seccion estudiaremos cudndo dicha algebra con el producto interno (-, ),
inducido por ¢; es solitén de Ricci. Una vez obtenidas las condiciones para
que (n;, (-, -)4,) sea solitén de Ricci vamos a compararlas con las condiciones
para que (n;, ;) sea solitén de Laplace.

Cabe aclarar que las algebras de Lie nilpotentes que admiten solitones de
Ricci ya han sido clasificadas en dimensién 6 en [W1], [W2], y en dimensién 7
en [FC1] y [FC2].

En [FFM], Ferndndez, Fino y Manero estudian la existencia de Ga-estruc-
turas cerradas invariantes a izquierda que definen una métrica que es solitén
de Ricci en grupos simplemente conexos, no abelianos y nilpotentes. Segun
estos resultados sabemos lo siguiente, dadas las algebras del Cuadro 1:

(i) Cada algebra de Lie n;, i« = 3,5,7,8,11, tiene un producto interno
que es soliton de Ricci, pero ninguna Go-estructura que determine el
producto interno es cerrada.

(i) ng,ng,ng,ny2 son las tnicas &élgebras de Lie s-pasos nilpotente, s =
2,3, con un producto interno que es solitén de Ricci, determinado por
una Go-estructura cerrada.

(iii) El caso nyg esta abierto.

Nuestros resultados concuerdan con éstos de [FFM].

5.1. Caso ny. Sean ngy = ny(a,b) y w2 como en Seccién 4.1, y sea (-, )9 el
producto interno inducido por s, nos interesa saber bajo qué condiciones
para a y b, (ng, (-,-)2) es solitén de Ricci. Para eso necesitamos encontrar
una derivacién D € Der(ny) y un nimero A € R tales que Ric = A\ + D
(ver (6)), donde I es la matriz identidad de dimensién 7. Por un lado, usando
(5), tenemos que

[—2(a®>+b%) 0 0 0 0 0 0

0 —%¢*> 0 0 0 0 0

0 0 -3 0 0 0 0

Ric = 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3a> 0 0

0 0 0 0 0 ¥ 0

.0 0 0 0 0 0 O

Para que se entienda mejor como calculamos Ric, vamos a hacer un ejem-
plo. En principio recordemos por la ecuacién (5) que [Ricl;; = (Ricey, e;).
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En particular tenemos que,
[Ric]11 = <RiC €1, €1>,

= =3 S e eqllersedses) + 1 3 ewseslsen)fes el en),

v

= =3 S eeid esf +  Slles esh e,
1

- _§(<[€17 62], 65>2 + ([61, 63]7 €6>2)7

= _%(CLQ + b2>7

a? +v?
-

Anélogamente se puede calcular [Ric|;; y se ve facilmente que [Ricl;; =0
para todo i # j. Ahora que tenemos Ric debemos encontrar A € R tal que
D := Ric —\I sea derivacion. Es decir que para todoi,j = 1,...,7 se cumpla

D[ei, ej] = [Dei, 6]‘] + [ei, Dej},
(Ric —=AI)[es, e5] = [(Ric—AI)e;, €] + [ei, (Ric —AT)e;],

Ricle;, e;] — Mei,ej] = [Rice;, ej] + [e;, Rice;] — Aes, e] — Aes, €],
Aei,ej] = [Rice;,ej] + [e;, Rice;] — Ricle;, €.
En este caso, como Ric es diagonal, la condiciéon anterior es equivalente a
que para todo 7,7 = 1,...,7 se cumpla lo siguiente,
(16) )\[ei, ej] = (Ricii + Riij)[ei, ej] — Ric[ei, ej].
Luego, como todos los corchetes son nulos salvo [e1, ea] = —aes [e1, e3] = —beg,
entonces sélo necesitariamos que
1 1 1 3 1
N (a2 402 — a2 — 22 = _ 242 _ 2p?
g+ —ga —ga” = —5a" = 5%
1 1 1 1 3
A= —=(a® +b%) — =b* — 2b* = ——a® - 217
e+ =5 =5 2% T2
Es decir, necesitamos que a? = b2, y bajo esta condicién resulta A = —2a2.
Si ahora reemplazamos en D := Ric —AI tenemos
[¢> 0 0 0 0 0 0]
0 2,2 0 0 0 0 0
0 0 22 0 0 0 0
D=|0 0 0 2 0 0 0| €Der(ny).
0 0 0 0 3> 0 0
0 0 0 0 0 3a 0
00 0 0 0 0 <24

Proposicién 5.1. Sean a,b € R*, ny(a,b) y p2 definidas como Seccion
4.1,entonces (na(a,b), (-, -)y,) es solitén de Ricci si y sélo si a® = b*. Donde
(s ) €s el producto interno inducido por s.
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Observacion 5.2. Para todo a € R*, na(a,a) es tal que (n2(a,a),ps) es
solitén de Laplace y (n2(a,a), (-, -)p,) es solitén de Ricci

5.2.

Caso nz. Sean ng = nz(a,b,c) y p3 como en Seccién 4.2, queremos

saber cuando nz admite un solitéon de Ricci con la estructura dada por el
producto interno inducido por 3. Para ello necesitamos determinar cuando
existen D € Der(n3) y A € R tales que Ric = A\ + D.

Usando la férmula dada por (5) podemos calcular Ric y resulta

Ric =

0

_ a?+c?
2

0
0
0
0

0

0 0
0,
5
0 5
0 0
0 0
0 0

cConFIOo O o o

onPo ©O O o O
coO oo o oo

Para que D := Ric—A\I sea derivacién, al igual que como lo hicimos en
(16) vamos a necesitar lo siguiente,

A= (RiCH +RiC22) — RiC44 = (—

A= (RiC11 +RiC33) — Ricss = (—

A= (RiCQQ + Rngg) — Ricge = (_

a2 +bv*  a?+A2

2

2

a?+bv> 42

2

a2+ v+

2

)

)
)

aj_ 3a? + b? + 2

2 2 ’
b2_ a® + 3b% + 2
PR
@ a4+ 43
2 2

Es decir, D serd derivacién si y sélo si a? = b = ¢2, por lo que resulta

A= —%aQ. Reemplazando en D = Ric —AI nos queda
(3¢ 0 0 0 0 0 0]

0 2¢> 0 0 0 0 0

0 0 322 0 0 0 0

D=1|0 0 0 3a®> 0 0 0

0 0 0 0 3a®2 0 0

0 0 0 0 0 3a®2 0
0 0 0 0 0 0 3a%

tal que Ric = AT + D. Por lo tanto (ng, (-

€ Der(n3),

,*)ys) €s solitén de Ricci.

Proposicién 5.3. Sia,b,c € R*, n3(a,b,c) y p3 son como en Seccion 4.2,

entonces ng(a, b, c) es soliton de Ricci si y solo si a

2 _ 2 2

Observacion 5.4. No existen a, b, c € R* tales que (n3z(a, b, c), p3) sea solitén
de Laplace (con @3 cerrada) y (n3(a,b,c), (:,-)ps) sea solitén de Ricci, pues
las condiciones para que ambas cosas sucedan son incompatibles.
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5.3. Caso ny4. Sean ngy = ny(a,b,c,d) y ¢4 como en Seccién 4.3, y sea
(-, )4 la métrica inducida por 4. Queremos ver si (ny, (-, -)y,) es solitén de
Ricci, andlogo a como lo hicimos en los casos no y n3. Tenemos que

. . A+ +d2 a2+ - 2 &+ 3P
Rie=Diag | ————— %5 "5 "5 "3 3 )

Luego, D := Ric—AI € Der(ny) siysélosia? =b*=c2=d?> y A = —%aQ.
Y resulta

(¢ 0 0 0 0 0 O
0 22 0 0 0 0 O
0 0 22 0 0 0 O
D=0 0 0 2 0 0 0| €Der(n).
0 0 0 0 2 0 0
0o 0 0 0 0 Za® 0
0o 0 0 0 0 0 3a®

Es decir, (n4, (-, -),,) es solitén de Ricci.

Proposicién 5.5. Sean a,b,c,d € R*, entonces (n4(a,b,c,d), (-, )e,) €s
soliton de Ricci si y sdlo si a®? = b = ¢ = d>.

Observacion 5.6. Sean a,b € R* tales que (n4(a,b,a,b), ps) es el solitén de
Laplace dado por Proposicién 4.6, , entonces (n4(a,b,a,b), (-, )yp,) DO es
solitén de Ricci.

5.4. Caso ns. Sitenemos (ns,s5) como en Seccién 4.4 y si (-, )5 denota
el producto interno inducido por ¢5 que hace del conjunto {ey,...,e7} una
base ortonormal para R”. Se puede calcular ficilmente

—a? — b — 2 0 0 0o 0 0 0
0 —a? — d? 0 0 0 O 0
1 0 0 a2—=bv¥ 0 0 0 0
Ric = = 0 0 0 - 0 0 0
2 0 0 0 0 -d& 0 0
0 0 0 0 0 v 0
i 0 0 0 0 0 0 2+ d2_
y entonces para que D := Ric —AI sea derivacién con A € R necesitamos
que,
A= —§a2, I é(12, 2= 1az, d? = a?
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Y en ese caso resulta que

%> 0 0 0 0 0 0]
0 2> 0 0 0 0 0
0 0 22 0 0 0 0
D=0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0
0O 0 0 0 0 fa®2 o0

L0 0 0 0 0 0 a2

es derivacién y junto con \ = —%3@2 cumplen que Ric = Al + D. Luego

(n5, (-, )5 es solitén de Ricci.

Proposicién 5.7. Sean a,b,c,d € R*, ns(a,b,c,d) y (-,-)ps como arriba,
entonces (n5(a,b,c,d), (-,-)ps) es solitén de Ricci si y sélo si a> = 3b? =

3c2 = d2.

Observacion 5.8. Sean a,b € R*, tales que (ns(a,b,b,a),¢s) es el solitén
de Laplace dado por Proposicién 4.8, entonces (ns(a,b,b,a),(-,)es;) no es
solitén de Ricci.

5.5. Caso ng. Sean ng = ng(a,b,c,d) y pg como en Seccién 4.5, queremos
saber cuando ng admite un solitén de Ricci con la estructura dada por el
producto interno inducido por @g. Para ello necesitamos determinar cuando
existen D € Der(ng) y A € R tales que Ric = A + D. Por Definicién 5
tenemos que

[a?+02+2+d>2 0 0 0 0 0 0
0 a® 0 0 0 0 0
1 0 0 b 0 0 0 0
Ric := -5 0 0 0 —a?+¢ 0 0 0
0 0 0 0 - +d®> 0 0
0 0 0 0 0 -2 0
I 0 0 0 0 0 0 —d?

Para que D := Ric —\I sea derivacién, necesitamos que a’ = b? = ¢? = d?,
y a partir de ello podemos definir:

(2> 0 0 0 0 0 0]
0 222 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0

D=0 0 0 22 0 0 0],

0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 3a 0

|0 0 0 0 0 0 3d?]

v A := —5a?, que satisfacen la ecuacién Ric = D + AI. Luego nos queda que

(n6, (-, )6 €s soliton de Ricci, donde (-, ), es el producto interno que hace
de {e1,...,e7} una base ortonormal.
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Proposicién 5.9. Sean a,b,c,d € R*, ng(a,b,c,d) y (-,-)ps como arriba,
entonces (ng(a, b, c,d), (-,-)pg) es solitén de Ricci si y solo si a® = b? = c? =

d?.

Observacion 5.10. Dados a,c € R*, tal que (ng(a,a,c,c),ps) es el solitén
de Laplace dado por Proposicién 4.10, entonces (ng(a,a,c,c), (-, -)es) DO €s
solitén de Ricci.

5.6. Caso ny. Sitomamos g7 ~ n7 y 7 como en Seccién 4.6, y sea (-, )
el producto interno que hace de {1, ..., 27} una base ortonormal para R7.
Entonces podemos calcular

1
Ric = —3 Diag(a2+b2, Al —d?, —a?—e, > -2, et — 12, b2+02+d2+62).

Si se cumple a? = b? = ¢? = d? = €2, podemos definir,

22 0 0 0 0O 0 ©
0 22 0 0 0 0 0
(10 0 g2 0 0 0 0
D =5 0 0 0 42 0 0 0] €Der(gy),
0O 0 0 0 3% 0 0
0O 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 €

y A\ := —3e2. Haciendo la cuenta obtenemos que Ric := A\ + D, por lo que
resulta (g7, (-, ),,) solitén de Ricci.

Proposicién 5.11. Sean a,b,c,d,e € R*, y sean g7(a,b,c,d,e) y (-,")y,
como arriba, entonces (gr(a,b,c,d,e), (-, )e,) es soliton de Ricci si y sélo si
a?=b=c?=d*=¢

Observacion 5.12. Dados b, ¢, e € R* tales que (g7(b+c¢,b,c, e, e), p7) es el so-
litén de Laplace dado por Proposicién 4.12, resulta que (g7(b+c, b, ¢, e, €), p7)
no es solitén de Ricci.

6. APENDICE

La siguiente tabla contiene informacién estructural sobre cada una de las
algebras de Lie n;, parai=2,...,12.
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| g [dim(C'(g)) [ dim(C*(g)) | dim(C*(g)) | dim(C"(g)) | dim(Z,) | dim(Der(g)) |

Ny 2 0 0 0 4 27
ns 3 0 0 0 4 25
ny 3 1 0 0 2 19
ns 3 1 0 0 2 18
ng 4 2 0 0 2 19
ny 4 2 0 0 2 17
ng 5 4 2 1 1 12
ng 5 4 2 1 1 11
1L5T0) 4 3 1 0 1 13
niy 4 3 1 0 1 12
N9 4 1 0 0 1 15
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