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Resumen

En el trabajo Semantical conditions for the definability of functions and re-
lations [1], se presentan condiciones seménticas que caracterizan cuando una
funciéon o una relaciéon es definible por férmulas de distintos formatos en un
lenguaje de primer orden. En este trabajo se generalizan las ideas de [I] para
el caso de lenguajes de primer orden sin igualdad y se daran caracterizacio-
nes para la definibilidad de relaciones para los formatos disyuncion de férmulas
atomicas relacionales y atomica relacional, no estudiados en [I]. Para el entendi-
miento de los resultados, es necesaria la comprension y el estudio de conceptos
fundamentales de teoria de modelos que son presentados en este trabajo y se
desarrollan nuevos conceptos relacionados con los lenguajes de primer orden sin
igualdad necesarios para las nuevas caracterizaciones semanticas. Ademas, se es-
tudian algunas aplicaciones de los resultados para la definibilidad de funciones
por términos de primer orden.

Abstract

In the paper Semantical conditions for the definability of functions and rela-
tions [1], semantic conditions are presented that characterize when a function or
a relation is definable by formulas of different formats in a first-order language.
In this work, the ideas of [I] are generalized for the case of first-order languages
without equality and characterizations will be given for the definability of re-
lations for the new formats, disjunction of atomic equality free formulas and
atomic equality free formulas, not studied in [I]. For the understanding of the
results, it is necessary to understand and study the fundamental concepts of
model theory that are presented in this work and new concepts related to the
first-order languages without equality necessary for the new semantic charac-
terizations are developed. In addition, some applications of the results for the
definability of functions by first-order terms are studied.
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1. Introduccién

Definicién 1. Sea £ un lenguaje de primer orden. Sea A una L-estructura,
R C A™ una relacion y ¢(z1,. .., x,) una L-formula, diremos que ¢ define R en
A si

(@1,...,an) E RS AFE@lal, ..., a,)

cualesquiera sean aq,...,a, € A .

Veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Sea £ = {<?} y sea A un poset con universo A = {a,b,c,d, e, f, g}
y <A definida por el siguiente diagrama de hasse

el conjunto R = {b, f,g} es una relacion l-aria sobre A. Noétese que los
elementos de R son los elementos maximales del poset y por lo tanto la siguiente
L-formula define a R en A

p(x1) = ~Jxa. (21 < x2) A (21 = 22)

Ejemplo 2. Sea £ = {+?} y sea A la estructura con universo A = R y cuya
interpretacion del simbolo + es la suma tradicional de los niimeros reales. Sea
R={(z,y) e RxR:y=3xxz}. La siguiente L-formula define a R en A

p(r1,72) = (22 = ((T1 + 1) + 71)

Una primera pregunta que uno podria hacerse es si dada una L-estructura
A y una relacion R C A™ siempre existe una L-formula o(z1,...,z,) la cual
define R. La respuesta a esta pregunta es negativa y una manera de verlo es
usando que las relaciones definibles con L-férmulas poseen una propiedad de
preservacion muy particular. Mas concretamente si R es definida en A por una
L-férmula, entonces R cumple la siguiente propiedad:



- Para todo isomorfismo ¢ : A — A se tiene que si (a1,...,a,) € R,
entonces (o(ay),...,0(a,)) € R

Sea A la estructura del ejemplo 2. ;Sera definible la relacion R = {(z,y) €
RxR:y=2%}7?
Es facil ver que la funcion

c:R — R

olz) = z+=x

es un isomorfismo de A en A. Ademas (3,9) € R, pero claramente (c(3),0(9)) =
(6,18) ¢ R. Por lo que la relacién R no cumple la propiedad que acabamos de
enunciar y por ende no hay una £-formula de primer orden que defina R en A.

Un hecho interesante es que para el caso en que A es finita la anterior
propiedad es equivalente a que haya una L-férmula que define R en A. Es decir,
tenemos el siguiente teorema

Teorema 2. Sea A una L-estructura finita, sea una relacion R C A™. Son
equivalentes

(1) Hay una L-férmula que define R en A.

(2) Para todo isomorfismo 0 : A — A y a1,...,a, € A, si (a1,...,a,) € R
entonces (o(a1),...,0(ay)) € R.

Es importante notar que la condicién (2) no habla de férmulas, es una con-
dicién completamente semantica que es necesaria y suficiente para asegurar la
existencia de una férmula que es un objeto puramente sintéctico.

Una pregunta interesante es si existen caracterizaciones semanticas analogas,
para el caso en que la formula ¢ sea de un formato determinado. Los conjuntos

VOp(L) = {¢ : ¢ = Vaf donde 8 € Op(L)}
son ejemplos de distintos formatos.

En el trabajo Semantical conditions for the definability of functions and
relations[1], se dan caracterizaciones analogas a la dada para varios formatos
de formulas, entre ellos férmulas sin cuantificadores, conjuncién de atémicas,
Horn-formulas, etc. Una de las mas importantes en su version finitaria es la
siguiente



Lema 3. Sea A una L-estructura finita, sea una relacion R C A™. Son equiva-
lentes

(1) Hay una férmula en Op(L) que define R en A.

(2) Sean Ay < A, By < A y sea 0 : Ay — Bg un isomorfismo. Dados
ai,...,an € Ay, si (a1,...,a,) € R entonces (o(a1),...,0(an)) € R.

En este trabajo daremos caracterizaciones semanticas de definibilidad para
varios nuevos formatos. A continuaciéon daremos algunas definiciones necesarias
para poder describir dichos formatos.

Sea £ un lenguaje de primer orden. Recordemos que las formulas atémicas
del lenguaje £ son las palabras de alguna de las siguientes dos formas

(1)
(s=1)

donde s,t son L-términos

(2)

T(tl,...,tn)

donde t4, ..., t, son L-términos y r es una relaciéon n-aria de L.

Una palabra serd una féormula atémica relacional del lenguaje L, si es de
la forma (2). Llamaremos At,.(£) al conjunto de formulas atémicas relacionales
del lenguaje L.

En este trabajo nos enfocaremos principalmente en formatos relacionales, es
decir, formatos de formulas construidas unicamente con atomicas relacionales y
que no contienen igualdades de términos.

En la Seccién 2, estudiaremos en detalle el Lema 3, debido a que la idea
central de su demostracién es clave, ya que con ligeros cambios permite la ca-
racterizacion de muchos formatos.

En la Seccion 3, veremos dichas caracterizaciones para los formatos de for-
mulas : abierta relacional , conjuncién de atémicas, disyuncién de atémicas y
una unica atémica para estructuras finitas.

En la Seccién 4, veremos las generalizaciones de los resultados de la Seccion
2 para estructuras infinitas y clases de estructuras.

En la Secciéon 5, veremos que los resultados de definibilidad de relaciones
para determinados formatos permiten caracterizar cuando una funcién es repre-
sentable por un término y también caracterizar la existencia de términos que
satisfacen determinadas condiciones.

En la Seccién 6, veremos una caracterizacién para un formato con cuantifi-
cadores universales para una estructura finita.



2. Definibilidad de una relacién por una abierta
en una estructura finita

En esta seccién estudiaremos la caracterizacion seméntica de cuando una re-
lacién R es definible en una L-estructura finita A, por una férmula del siguiente
conjunto

Op(L) = {¢: ¢ es una L-formula sin ocurrencias de cuantificadores}

Llamaremos a los elementos de Op(L) férmulas abiertas del lenguaje L.

Los siguiente lemas son clésicos resultados de preservacion, sus pruebas son
rutina y son dejadas al lector.

Lema 4. Sean A, B dos L-estructuras tales que A < B. Sea p(x1,...,z,) una
L-formula abierta. Dados aq, ...,a, € A, se tiene que

AF play,...,a,) sii BE @lal,...,ap]

Lema 5. Sean A, B dos L-estructuras, o : A — B un isomorfismo y p(x1,...,2y)
una L-formula. Dados aq,...,a, € A, se tiene que

AFEplay,...,a,] sit BE plo(a),...,0(ay)]

El siguiente lema es una evidente consecuencia de que una relaciéon sea defi-
nible por una férmula abierta en una estructura finita.

Lema 6. Sea A una L-estructura finita, sea una relacion R C A™. Se tiene que
(1) implica (2).

(1) Hay una formula en Op(L) que define R en A.

(2) Sean Ag,Bg < A y sea o : Ay — By un isomorfismo. Dados ay,...,a, €
Ay, si(ay,...,an) € R entonces (o(a1),...,0(an)) € R.

Demostracion. Sea ¢(z1,...,2,) € Op(L) una formula que define R en A.
Sean Ayg,Bg < A, o : Ay — By un isomorfismo y aq,...,a, € Ay tal que
(a1,...,a,) € R. Tenemos entonces que A F ¢lay,...,a,] y como ¢ es una
formula abierta Ag F ¢[ay, ..., a,). Luego por[6] Bo F ¢[o(a1),...,0(as)] y por
lo tanto A F ¢lo(ay),...,0(an)] lo que nos dice que (o(aq),...,0(ay)) € R. O

Lo sorprendente es que en realidad (1) y (2) son equivalentes, es decir, (2)
es condicion suficiente para que exista una férmula abierta que define R en A.

Antes de probarlo introduciremos algunas definiciones y resultados necesa-
rios para la prueba.



Definicién 7. Sea A una L-estructura y @ € A", definimos
ATA = {a(xy,...,2,) s @ € £AL(L) tal que A F ofd]}
Llamaremos a A% el diagrama atémico de @ en A.

Dicho informalmente el diagrama atomico de @ en A es el conjunto de formu-
las atomicas y negaciones de atémicas que son verdaderas para @ en A. Como
veremos, el diagrama atémico de @ en A posee cierta informaciéon del rol que
juegan los elementos a1, ..., a,, dentro de la estructura A. Por ejemplo si en
£ hay un simbolo de funcién f de aridad 2, y tenemos que f*(as,a1) = ag,
entonces la formula (f(x3,71) = x6) € A% codifica esta informacién en forma
sintactica. analogamente si as # as, entonces la formula —(z3 = z5) € A%A

codifica dicha desigualdad. El lector puede notar entonces que si by,...,b, € A
son elementos tales que A F afby,...,b,], para cada a € A% entonces, en al-
gun sentido, los elementos by, ..., b, son una copia"de los elementos a,...,a,

en lo que se refiere al rol descripto por A%“, En lo que sigue probaremos un
resultado que pone en forma precisa la idea intuitiva recién descripta. Primero
una definicioén basica

Definicién 8. Sea A una L-estructura 'y B C A definimos

<B>A = {t*b1,...,b,] = t(x1,...,x,) es un L-término y by,...,b, € B, n > 0}

Notar que (B}A es un subuniverso de A, por lo cual, es el universo de una
subestructura de A. Llamaremos a dicha subestructura la subestructura de A
generada por B.

Notese que para cada conjunto finito B = {by,...,bx} se tiene que
({1, .. b )™ = {t*[b1, ... b : t(z1, ..., x)) es un L-término}

Es decir que si b € ({by,...,bx})™ entonces b = tA[by, ..., by para algin L-
término t(zq,...,x)-

Lema 9. Sea A una L-estructura. Sean d, be A™. Sean

Ay
By = subestructura de A generada por {by,...,b,}

subestructura de A generada por {a,...,an}

SiAF Oé[bl7 .

., bn] para cada o € ADA entonces hay un isomorfismo o : Ag —
By tal que o(ay) =

b17...,0'(0;n) = bn.



Demostracion. Definiremos o : Ag — By de la siguiente manera

o(t™ay, ..., a,]) =t2[by, ..., b,] para cada término t(x1, ..., x,)

Veamos primero que la definicion de o determina efectivamente una funcion.

Sean s(z1,...,2n),t(21,...,2,) dos términos tales que s“[ai,...,a,] =
tAlay,. .., a,] tenemos que A F (s = t)[aj,...,a,] entonces por hipétesis se
tiene que B F (s = t)[by, ..., b,] lo que nos dice sB[by, ..., b,] = tB[by, ..., b,] por
lo tanto o(s[ay,...,a,]) = o(t*ay, ..., an)).

Veamos que o es biyectiva.

Claramente es sobreyectiva ya que si b € By entonces b = tB[by, ..., b,] para
algtn t(x1,...,7,) vy b=c(tAay,...,an)).

Sean tay, ..., a,] # th[al,. .., a,] tenemos que A F —(t; = ty)[ay,. .., an]
por lo que B F —(t; = t9)[by,...,b,] v entonces t2[by, ..., b,] # t2[by,...,by,]
conlo que o(t]ay, . .., a,)) # o(ts[as, . .., a,]). Esto nos dice que o es inyectiva.

Veamos que f es un isomorfismo.
Es obvio que para cada c € L, f(cA0) = ¢Bo.

Sea f € £ un simbolo de funciéon n-aria y uq,...,u, € Ag. Queremos ver que
a(fAo(uy,...,up)) = fBo(o(uy),...,0(ug)). Primero, note que hay ti,...,t,
tal que u; = t2[ay,...,a;] paracadai=1,...,n. Por lo tanto

Ao, un) = A un)
= fAMay,. .. ar], ..t ar, . ag)

= fA(tl,...,tn)[al,...,an]

Luego
O'(fAO(’ul, N ,uk)) = O'(f(t1, . ,tn)A[al, e ,ak])

= f(t,...,tn)B[b1,. .., bk]
= fBUBby, ... bk, B by, b))
= fBo(tPai,...,a]),. .., o(tDa1,. .. ax)))
= fBo(a(tPMay,...,ar]),...,0(t2ay,. .. ax]))
= fPo(w),...,o(ux))

Sea R € £ un simbolo de relaciéon n-aria. Sean u; = t4*[ay, ..., ax), ..., up =

tAay,...,ax] € Ag tenemos que



O

Un detalle importante es que aunque el lenguaje £ sea finito y la estructura
A sea finita, el diagrama atémico de @ puede ser un conjunto infinito. Dejamos
al lector la busqueda de un ejemplo. Sin embargo, ain para el caso de que £ sea
infinito, cuando la estructura A es finita, hay un subconjunto finito del diagrama
atomico de @ el cual concentra toda la informacion del diagrama atémico de @. A
continuacién explicaremos como obtener dicho subconjunto finito del diagrama
atomico.

Diremos que dos férmulas a;(x1,...,x,),as(z1, ..., z,) son equivalentes en
A si
AF aifar,...,a,] & A FE aslay,...,a,], para cada (a,...,a,) € A"
Sea A una L-estructura, tenemos que para cada a(z1,...,z,) € £At(L) pode-

mos definir la siguiente funcion

fa A"—){O,l}
. 1SiA':Ot[CL1,...,an]
fa(a17"'?an) - { OSiA%a[al,..~,an]

Notese que dos formulas aq, s € £At(L) son equivalentes en A si y solo si
for = fa,- Sila estructura A es finita entonces hay una cantidad finita de
funciones f : A™ — {0,1}. Esto nos dice que todo conjunto de férmulas no
equivalentes entre si es finito. Mas concretamente tenemos el siguiente resultado
clave:

Lema 10. Sea A una L-estructura finita.



1. Existen aq(x1,...,%n), ..., 0q(x1,...,2n) € £AL(L) tales que para cada
a(zy,...,xn) € £AL(L), hay j € {1,...,1} tal que o es equivalente a o en
A.

2. Side A" y definimos Ag’A = A%A N {a,..., o}, entonces el conjunto

AS’A tiene la siguiente propiedad:

a) Para cada b € A™ se tiene que A E AZ™[b] si y solo si A E ATA[D.

Observacion: Notese que 2.a) del lema anterior nos dice que el Lema@ sigue valiendo si
; a,A a,A
reemplazamos en el enunciado A% por Ay ™.

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado

Teorema 11. Sea A una L-estructura finita, sea una relacion R C A™. Son
equivalentes

(1) Hay una férmula en Op(L) que define R en A.

(2) Sean Ao,Bo < A y sea o : Ay — By un isomorfismo. Dados ay,...,a, €
Ay, si(ay,...,a,) € R entonces (o(a1),...,0(an)) € R.

Demostracion. (1)=(2). Ya ha sido probado.

(2)=(1). Definimos
o=V (A3

adeR
Mostraremos que ¢ define R en A, es decir, sean by,...,b, € A

AEQby,... by < (br,....by) €R

Supongamos primero que (b1, ...,b,) € R. Luego trivialmente

A E NAYAD b

I
A E pb,...,by)

Supongamos ahora que A F ¢[by, ..., b,]

A F plb,...,by)
U
A E /\ A%A[by, ..., by,] para algin @ € R

Esto nos dice que A F afby,...,b,] para cada o € ATA, Sean Ay, B, las

subestructuras generadas por {a1,...,a,} y {b1,...,b,} respectivamente, por el
Lema anterior hay un isomorfismo o : Ay — By tal que o(a;) = by,...,0(ax) =
bi. Luego por (2) como (ai,...,a,) € R tenemos que (o(ai),...,o(ar)) =
(by,...,by) € R. O



3. Definibilidad en estructuras finitas

En esta seccion estudiaremos teoremas que caracterizan seménticamente(en
términos de morfismos, subestructras, productos directos, etc...) la definibilidad
de una relacién por una férmula en una estructura finita, donde la férmula en
cuestion es de algin formato determinado.

Es muy importante tener en cuenta que en esta seccién, con el fin de obtener
resultados mas generales y por algunas ventajas técnicas, las formulas de las
cuales hablaremos estaran construidas unicamente con férmulas atdmicas rela-
cionales, es decir, formulas atomicas de la forma r(t1,...,t,) donde t1,...,¢,
son términos y 7 es un simbolo de relacién del lenguaje con el que estemos traba-
jando. Por lo tanto, las formulas referidas no contendran igualdad de términos.

Definicién 12. Sea £ un lenguaje de primer orden. Definimos
At (L) ={r(t1,...,tn) i t1,...,tn, € Tr y r € L n-aria}

Llamaremos a At,(L£) el conjunto de férmulas atdmicas relacionales del len-
guaje L.

Llamaremos férmulas relacionales a las férmulas cuyas subférmulas atémicas
sean todas atomicas relaciones. Todos los formatos estudiados en esta seccion y
en la proxima seran de formulas relacionales.

El hecho de que las formulas solo estén conformadas por atémicas relaciona-
les parece un problema si se desean resultados donde las féormulas en cuestion
puedan contener igualdades de términos.

Pero este problema se soluciona de manera sencilla agregando al lenguaje £
de la estructura un nuevo simbolo de relacién binario cuya interpretacion en la
estructura sea la relacion igualdad. De esta forma "la igualdad"pasa a ser una
relacion en el lenguaje, y las formulas podrian entonces contener igualdad de
términos.

Por lo tanto los resultados son mas generales si se enuncian en términos de
formulas relacionales, ademas de que permiten un mayor control de la estructura
de las formulas.

Para simplificar las pruebas, la definibilidad de una relacion en una estructu-
ra serd presentada de forma un poco distinta a la seccién anterior. Necesitaremos
las siguientes definiciones

Definicién 13. Sea £’ un lenguaje de primer orden, £ serd un sublenguaje de
L'siLcr.

Definicién 14. Sea £ un sublenguaje de £'. Sea A una L’-estructura. Definimos
la L-estructura A, a la cual llamaremos el reducto de A al lenguaje L, cuyas
interpretaciones de los simbolos de relacion, constantes y funciones seran las
mismas que las de A.

Definicién 15. Sean £ C £’ lenguajes de primer orden. Sea R € £’ — £ un sim-
bolo de relacién n-aria. Dada una L’-estructura A. Diremos que R es definible



por una L-formula en A, si hay una L£-féormula ¢ tal que

(a1,...,an) € R & AE@lay, ..., am)

Seran tutiles los siguientes operadores para definir los formatos con los que
trabajaremos

VS] = {1 A Agn:p1,...,0n €S, neN}
[\/S] = {p1V--Vn:pr,...,pn €9,n €N}

NVAST = IVAIASHIVIATY sl

3.1. Relaciones homomorficas

En las caracterizaciones para formatos relacionales que estudiaremos, el mor-
fismo asociado no serd el homomorfismo ni el isomorfismo clésico. Definiremos
a continuacién dicho morfismo y probaremos algunas propiedades importantes
del mismo, cuya propiedad mas relevante es quizas que preserva formulas de

[V AAt(L)] .

Definicion 16. Sean A,B L-estructuras. Una relaciéon ¢ C A x B serd una
relacién homomorfica de A en B si se cumplen:

- Si (ay,b1),. .., (an,bn) €0y (a1,...,a,) € r™, entonces (by,...,b,) € rB
para cada simbolo de relacién n-aria r € L.

- Si (a1,b1),- .-, (an,by) € o, entonces (fA(ay,...,an), fB(b1,...,by)) € 0
para cada simbolo de funcién n-aria f € L.

- (cA, cB) € o para cada constante ¢ € L.

Escribiremos ¢ : A — B para denotar que o es una relacion homomdrfica
de A en B.

Lema 17. Sea 0 : A — B una relacion homomdrfica y t(xq,...,2,) un L-
término. Si (a1, b1),...,(an,b,) € o entonces (tA[a], tB[b]) € o.

Demostracion. Lo probaremos por induccién.

Sea t(z1,...,x,) = x;. Sean (a1,b1),...,(an,b,) € o, claramente como
(zPMal, 2P [b]) = (i, bi) , (x[a), zP[b]) € 0. -
Seat(zy,...,2,) = c.Sean (a1, by), ..., (an,b,) € o, claramente como (c*[a], cB[b]) =

(c®,cB) y o es una relacion homomérfica, (c®,cB) € o.
Sea t(z1,...,xn) = f(t1,...,tn). Sean (a1,b1),...,(an,b,) € o tal que
(tA[@), tB[b]) € o para cadai € {1,...,n} veamos que

(f(t1,. . t)2 @, ftr, .. 1) B[D) € 0

10



Ya que (t2[d], tB[b]) € o para cada i € {1,...,n} y o es una relacion homomor-

fica se tiene que

(FAERMEL - tla)), SRRl R [E) € o

y €omo
(FAER@, - 121, FPEPBL - R [ = (f(ta, - t)Ra], F (s 1) BB))
tenemos que (f(t1,...,tn)2[a), f(t1,- ... tn)B[b]) € 0. O
Lema 18. Sean A,B L-estructuras. Sea o : A — B una relacion homomdrfica
y a(x1,...,Ty) una formula atomica relacional (o(xq,...,z,) € At,.(L)). Si
(a1,b1),...,(an,by) € 0 y A E a[d], entonces B E a[b]. (las relaciones homo-
mdrficas preservan las formulas atémicas relacionales)
Demostracion. Sea a(x1,...,xn) =7(t1,...,tk). Supongamos (a1,b1),. .., (an,by) €
oy AFEr(ty,..., tx)[d. Entonces (t£]d],. .., t&[a]) € r® y como o es una rela-
cién homomoérfica (tA[a), tB[b)), . . ., (t&a), tB [b]) € 0. Por lo tanto
(P[0, .. 7)) e o®
)
B E r(t,...,t)[Y]

O

Lema 19. Sean A,B dos L-estructuras tal que A < B. Sea o(x1,...,2,) en
[V A At (£)]. Dados aq,...,a, € A, se tiene que

AF plal,...,a,] sii BE @lay,. .., ay]

Corolario 20. Sean A,B L-estructuras. Sea o : A — B una relacién homo-
morfica y p(z1,...,2,) en [V N At (L£)]. Si(a1,b1),...,(an,bn) € 0 y A F pldl,
entonces B E o[b].

Definicion 21. Sea £ un lenguaje de primer orden. Sea A una L-estructura y
a € A", definimos

ADA = {o(F) : a € At (L) tal que A F afd]}

Llamaremos a A%4 el diagrama atémico relacional de @ en A. Cuando sea
obvio por el contexto que estamos trabajando con diagramas atémicos relacio-
nales (como es el caso en esta seccién), escribiremos directamente A4,

Lema 22. Sea A una L-estructura. Sean d, be A", Definimos

Ay = subestructura de A generada por ai,...,a,

By = subestructura de B generada por by, ..., b,
SiBE oz[ﬁ} para cada o € A% entonces
o = {(tA[a), tA[0)) : t(ay, ..., x,) es un L-término}

es una relacion homomdrfica de Ay en By.
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Demostracion. Veamos que o es una relacion homomorfica de Ay en By.
Es obvio que (cA°,cBo) € o para cada c € L.

Sean (u1,w1), ..., (Un,w,) € o, y r un simbolo de relacién n-aria en L, vere-
mos que si (uq, ..., u,) € A0 entonces (w1, ..., w,) € rB . Como (ul, W),y (U, wy) €
o entonces tienen que existir ¢1, ... ,t, tal que u; = t2[@] y w; = t& [b] para cada

i €{1,...,n}. Luego

Ag

(U1,...,up) € 7
I
(ui,...,u,) € 18
4
(tta],... t%a) € A
I
A E r(ty,... t,)|d]
J
Pty .. tn) € ATA
I
A E oty t)b)
4
tBol,....tB0) € B
I
(wy,...,w,) € B
J
(wi,...,w,) € rBo
Sean (ug,wi),. .., (up,wy,) € o,y f un simbolo de funcién n-aria en £, veremos
que (fA%(up,...,up), fB(wy,...,wy,)) € o. Como (uy,w),..., (gn,wn) €o
entonces tienen que existir ty,...,t, tal que u; = t2[@] y w; = t2[b] para cada
i € {1,...,n}. Note que f(t1,...,t,)(¥) es un L-término, luego por como esta

definida o, ( f(t1,...,t,)"[d], (tl,...,

)
(f(tla-“’tn)A[(_i]vf(tlv-'-at )A[[;’]) = (
(
(

[b ]) € o, pero notese que

ARG, ... tala)), FAERD). . D))
A (U1, ... Up), fA(wl,...7wn))
f

Ao (u17"'7u7l)5 fBO(wlv"'7wn))

Por lo tanto (fA40(uy,...,u,), fBo(wy,...,w,)) € 0. O

3.2. Abierta positiva relacional

Teorema 23. Sean L C L' lenguajes de primer orden y R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Sea A una L'-estructura finita. Son equivalentes:

(1) Hay una formula en [\/ \ At,(L)] que define R en A.
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(2) Sean Ay, Bo < A y sea 0 : Ag — By una relacion homomdrfica tal que
(a1,b1),...,(an,by) € 0. Si(ay,...,a,) € R entonces (by,...,b,) € R™.

Demostracion. (1)=(2). Sea ¢(x1,...,2,) € [V \ At,-(£)] una férmula que de-
fine R en A. Sean Ay, Bg < A/, sea 0 : Ag — By una relaciéon homomor-
fica con (a1,b1),...,(an,by) € o tal que (ay,...,a,) € R®. Tenemos enton-
ces que A F ¢laj,...,a,] y por ende Ay E ¢lay,...,a,]. Por el Corolario
200 By F @[b1,...,bs] y por lo tanto A E ¢[by,...,b,] lo que nos dice que
(1,...,by) € RA.

(2)=(1). Sea @ € R™ y sea A%Az su diagrama atémico relacional en
A/, como A es finita podemos considerar que A%< es finito y por lo tanto

podemos definir
o= V(Ao

GERA

Mostraremos que ¢ define R en A, es decir, dados by,...,b, € A
AE@by,...,by] < (by,...,b,) € RA

Supongamos primero que (by,...,b,) € R*. Como A F A AbAL [b1,...,bn] v a
su vez \ APAz esta en ¢, tenemos que A F @[by, ..., by,].
Supongamos ahora que dados by, ...,b, € A™ tal que A E [by,...,by]

A E by, ..., by
4
A F /\ A%Ac[by, ... b,] para algin @ € R

Por lo tanto A E a[b] para cada o € A%Az. Sean Ay, B, las subestructuras ge-
neradas por {ay,...,a,}y {b1,...,b,} respectivamente, por el Lematenemos
que hay una relaciéon homomorfica o : Ay — By tal que (a1,b1),. .., (ay,b,) € 0.
Luego por (2) como (ay,...,a,) € R® tenemos que (b1,...,b,) € RA. O

3.3. Abierta relacional

Daremos una caracterizaciéon para un formato que puede contener negacio-
nes. Definimos el siguiente conjunto de féormulas

LA, (L) = At (L) U {=¢ : ¢ € At (L)}

Lema 24. Sea o : A — B una relacion homomdrfica tal que 0" es una relacion
homomorfica de B en A. Sea o(x1, ..., xy) € £At.(L) . Si(a1,b1),..., (an,by) €

=

o y A E «[d], entonces B E alb].

Corolario 25. Sea 0 : A — B una relacion homomorfica de A en B tal que o™
es una relacion homomdrfica de B en A. Sea ¢(z1,...,2,) en [V \ £At,(L)].
Si (a1,b01),- .., (an,bpn) € 0 y A E p|d], entonces B E p[b].
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Teorema 26. Sean L C L' lenguajes de primer orden y R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Sea A una L'-estructura finita. Son equivalentes:

(1) Hay una formula en [\/ \ £At,.(L)] que define R en A.

(2) Sean Ay,By < A,. Sea 0 : Ay — By una relacion homomdrfica tal que
o" es una relacion homomdrfica de By en Ay y (a1,b1),...,(an,b,) € 0.
Si (ai,...,a,) € R® entonces (by,...,b,) € RA.

Demostracion. Para cada d € R, definimos

ALY = {a(@) : a1, ..., 2,) € £AL(L) tal que A F a[d]}

(Nétese que el diagrama atomico relacional A%A C AT4)

(1)=(2). Sea ¢(x1,...,x,) € [V A LAt (L£)] una formula que define R en
A. Sean Ay,Bg < A, sea o : Ay — By una relacion homomorfica tal que o es
una relacién homomorfica de By en Ag, (a1,b1),...,(an,bn) €0y (a1,...,a,) €
RA. Luego A F ¢lay,...,a,] y por ende Ay F ¢lai,...,a,]. Por el Corolario
By F ¢b1,...,b,] v por lo tanto A F @[b,...,b,], lo que nos dice que
(bi,...,b,) € RA.

(2)=(1). Para cada @ € R, definimos

ALRE = {a(Z) : alzy, ..., z,) € £AL,(L) tal que A E afd]}

(Note que A%Az C Ai’Aﬁ)
Como A/ es finita, para cada (ai,...,a,) € R® podemos considerar que
Aai’AL es finito, por lo tanto definimos

a,A
Y= \/ (/\ Ay L)
aeRA
Mostraremos que ¢ define R en A, es decir, sean by,...,b, € A

AE by, ...,by] < (b1,...,b,) € RA

Supongamos primero que (by,...,b,) € RA, como A £ AAY by, ... by]
y a su vez /\AiA‘ esta en @ tenemos que A F ¢[by,...,b,]. Supongamos que
A F plby,...,by,] entonces

A E ob,..., by

I
A F /\AiAﬁ[bl,...,bn] para algin @ € R

Como A%Ac C ATA2 se tiene que A E alb] para cada o € ATAZ, Sean Ag, By,
las subestructuras generadas por {ai,...,an} y {b1,...,b,} respectivamente,
por el teorema tenemos que o = {(tA[a], tA[b]) : t(x1, . .., xn) es un L-término}
es una relacion homomorfica de Ay a By. Pero es facil ver que también A F «/[ad)
para cada a € APA2 luego o es una relacion homomérfica de By a Ag. Por
(2) como (ay,...,a,) € R® tenemos que (b, ...,b,) € RA. O
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3.4. Conjuncién de atémicas relacionales

Sea I un conjunto y A; una L-estructura para cada i € I. Definimos el
producto directo [] A; de la siguiente manera

- universo de [[A; = [] 4.

- cMAi(§) = ¢ para cada constante c en L.

- fMAi(aq, ... a,)(0) = fA(a1(i),...,a,(i)) para cada simbolo de funcién
n-aria f en L.

- R" = {(ay,...,ay) : (a1(),...,an(i)) € R® para todo i € I } para
cada simbolo de relaciéon n-aria R en L.

En el caso de que I = {1,...,k} escribiremos A; X -+ X Ay en vez de [[ A;.
YsiA=A; =A,=--= A, escribiremos directamente A*.

Lema 27. Sean A; coni € I L-estructuras, seat(xy,...,xx) € T yay,...,ax €
[T A: entonces

tMilay, .. ar](G) = tA[a1(5), . . ., ax(5)] para cada j € T

Lema 28. Sean A; con i € I L-estructuras, sea o(z1,...,x,) € At (L) y
ai,...,an € [[A; se tiene que
HAi E alay,...,an)
)

A, F afa1(d),...,a,(9)] para todo i € T

Demostracion. Sean aq,...,a, € [[ 4; y sea a = R(ty,...,t)
[1a: = efd
i
[TAa: = Rt,....tn)d
i
(A al,... o0 a) e R™A
I
@), ..., tp* @) € R paratodoi € I
i
t2ilaq (i ooy an(i ,...,tAi a1(i),...,an(Q € RA paratodoie I
1 k
(;
A, E R(t1,...,tg)[a1(4),...,a,(i)] para todo i € I
(i
A, F aa1(d),...,a,(i)] para todoi e I
]
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Corolario 29. Sean A; coni € I L-estructuras, sea ¢(x1,...,2y) € [\ At (L)]
Y ai,...,an € [[A; se tiene que

HAi E glal,...,an]
0

A, E ylai(i),...,a,(i)] para todo i € 1

Lema 30. Sean £ C L' lenguajes de primer orden, R € L' — L un simbolo de
relacion n-aria. Si o € [\ At,.(L)] define R en A, entonces o define R en A"
para cada k € N.

Demostracion. Sea o un férmula conjuncion de atomicas relacionales que define

Rken A, veremos que « define a R en A¥. Sean (al,...,at),...,(a},...,a}) €
A
((al- o ah),. o (af, o af) € R
)
(af,...,a?) € R™ 1<i<k
i)
A E alal,...,d] 1<i<k
{  (por Corolario
A E o(al,...,ab),...,(at, ... a})]

O

Teorema 31. Sean L C L' lenguajes de primer orden, R € L' — L un sim-
bolo de relacion n-aria. Dada A una L'-estructura finita donde |R*| = k. Son
equivalentes:

(1) Hay una formula en [\ At,.(L)] que define R en A.
(2) Hay una formula en [\/ \ At.(L)] que define R en A*.

(3) Sean Ay < A% By < Ak yseao : Ay — By una relacion homomdrfica tal
que (a1,b1),...,(an,by) € 0, si(a1,...,a,) € RA" entonces (bi,...,bp) €
RA".
Demostracion. (1)=-(2). Es directo del Lema
(2)=(1). Sea p(z1,...,z,) € [V A At,.(L)] que representa a R en A*, pode-

mos asumir que ¢ es de la forma a; V --- V a; donde cada «; es conjuncién de
atémicas relacionales. Sea RA = {(al,...,a}),...,(at,...,a})}, tenemos que
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((a},....ab),..., (a7, ...,a?)) € RA" y por lo tanto

A oglal,...,ab), ... (at, .. ad)]
\
A¥ B oy Vv---vallal,...a)),. (@) al)]
J
A* B qjl(al,...,a}), ..., (@], ... a})] para algin j € {1,...,1}
l  (por Lema 3)
A F ojfal,...,al] 1<i<k
Esto nos dice que «; se satisface en A para cada (ai,...,a,) € RA. Ahora
veamos que si ai,...,a, € Ay AF ajlay,...,a,] entonces (a1,...,a,) € RA
A E qjlal,. .., a)
I (por Lema 3)
AF E ajl(ar,...;a1),. ., (an, ... an)]
3
A* B ollar,...,a1),...,(an,. .. an)]
\
((a1,...,a1), . (an,... an)) € RA
\
(a1,...,a,) € R*
Por lo tanto «; define R en A.
(2)<(3). Es directo del Teorema [23] O

3.5. Disyuncién de atémicas relacionales

Sean A; con i € I, L-estructuras. Definimos [[* A; de la siguiente manera

- universo de [][" A; = [] 4.

- Ai () = ¢ para cada simbolo de constante ¢ en L.

- A (ay, o an) (@) = fA(a1(i), . .., an(i)) para todo simbolo de funcion
n-aria f en L.

- R"A = {(ay,...,a,) : hay un i € I tal que (ay(i),...,a,(i)) € R}
para cada simbolo de relacién n-aria R en L.

En el caso de que I = {1,...,k} escribiremos Aq X, -+ X4 Aj en vez de
[TA;. YsiA=A; =Ay=---= A} escribiremos directamente A% .

Lema 32. Sean A; coni € I L-estructuras, sea t(x1,...,x5) € Tr yaq,...,a €
[T A: entonces

A [a1,...,ak](j) = A [a1(§), ..., ar(j)] para cada j € T
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Lema 33. Sean A; con i € I L-estructuras, sea a(x1,...,o,) € At (L) y
ai,...,an € [[A; se tiene que
H A, EF alay,...,a,]
i)

A, F ala1(i),...,a,(2)] para algin i € T

Demostracion. Sean aq,...,a, € [[ A; y sea a = R(t1,...,t;) tenemos que
[1"A = R.....t0)d
T
@A a), .. 0 A @) e RITA
i
EAYE@) (0, .. 7A@ (7)) € R™ paraalgin i € T
i
(2 [ar (), ... an(i)], ... teila1(i),...,an(i)]) € R™ paraalgin i€ I
T
A; F R(ti,...,tx)[a1(i),...,a,(i)] para algin i € T
(i
A, E afa1(i),...,a,(i)] para algan i € T
O

Corolario 34. Sean A; coni € I L-estructuras, sea p(x1,...,Ty) € [\ At (L)]
ya,...,an € [[A; se tiene que
H A F QO a1y..., 0@ ]
)

A, E ylai(i),...,a,(i)] para algini € I

Lema 35. Dada A una L-estructura y R un simbolo de relacion n-aria. Si
a € [V At,.(L)] define R en A, entonces a define R en A¥ para cada k € N.

Demostracion. Sea §(x1,...,x,) un formula disyunciéon de atomicas relacionales
que define R en A, veremos que § define a Ren A¥ . Sean (ai,...,al),...,(a},...,a}) €
Ak
((ai,...,a}),...,(a},...,a})) € RAw
)
(a},...,a") € R paraalginjc {1,...,k}
(i
A E lal,...,a¥] paraalgin j € {1,... k}
{$ (por Corolario
AF E Sl(al,...,ab), ..., (at, ... a})]
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O

Teorema 36. Sean L C L' lenguajes de primer orden, R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Dada A una L'-estructura finita donde k = A™ — |R?| (el
cardinal del complemento de R®). Son equivalentes:

(1) Hay una formula en [\/ At,.(L)] que define R en A.
(2) Hay una formula en [\/ \ At,.(L)] que define R en A .

(3) Sean Ay < (Ak),, By < (AX), y sea o : Ay — By una relacion homo-

mdorfica tal que (a1,b1),...,(an,by) € o, si (a1,...,a,) € RAL entonces
(bi,...,by) € RA.

Demostracion. (1)=(2). Es directo del Lema
(2)=(1). Sea ¢(z1,-..,7,) € [V AAt.(L)] que representa a R en A¥  sin
perdida de generalidad, podemos suponer que @ esta en forma normal conjuntiva
(CNF). Es decir
=01 NN

donde cada §; es disyuncién de atémicas relacionales. Sea

A" — RA ={(a},...,ad}),...,(a},...,a})}

(todos los vectores que no estan en R), tenemos que ((al,...,at),..., (a},...,a}
RAG y por lo tanto

Aﬁj ¥ @[(a%,...,a,lc),...,(a?,...,a;;)]

U
AR E S A NG (al, . a)), () al)]
3
AR ¥ 5(at,. .. at), ..., (at, ... a})] para algan § € {1,...,k}
U
A ¥ §jlaj,...,a?] 1<i<k
Esto nos dice que d; no se satisface en A para cada (a1, ...,a,) ¢ R*. Ahora,
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sean aiy,...,a, € A tal que (ay,...,a,) € RA se tiene

(a1,...,a,) € RA
I
(@1, eya1)seees (@ny.. . an)) € RA%
!
A E ollar, .. a1), . (G, an)]
| (por Lema 3)
AFE S A AG[(ar, . a1), . ()]
U
AE B S(ar, . an), s (e an))]
I
A F jlar,...,an]
Por lo tanto §; define R en A.
(2)<(3) Es directo del Teorema O

3.6. Atodmica relacional

Para la caracterizaciéon seméntica para una tinica atémica relacional nos hara
falta definir una nueva estructura.

Sea A una L-estructura y R un simbolo de relacién n-aria en £. Sea |RA| = F,
nétese que entonces para la estructura A¥ se tiene que |RA"| = k¥ y por lo
tanto el complemento de R en A¥ tiene cardinal (] A|*)" —k*. Definimos entonces

(lA*)™ k"

Er(A) = A¥ x, -+ x, AP

llamaremos a Er(A) la expansién de A con respecto a R.

En el préoximo teorema veremos que si R es definible por una férmula ¢ €
[V A At (L)] en ER(A) entonces R es definible por una atémica relacional en
A.

Teorema 37. Sean L C L' lenguajes de primer orden, R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Sea A una L'-estructura finita. Son equivalentes:

(1) Hay una formula en At,.(L) que define R en A
(2) Hay una formula en [\/ \ At,(L)] que define R en Er(A)

(8) Sean Ag,By < (Eg(A))z y sea o : Ay — Bg una relacion homomdr-

fica tal que (ay,b1), ..., (an,by) € o, si (a1,...,a,) € RERA) entonces
(b1,...,b,) € REr(A)

20



Demostracion. (1)=(2). Sea a(z1,...,%,) € At,.(L) que define R en A tenemos

que « esta en [ At,.(L£)] por el Lema tenemos que a define R en A*. Notese

que « también esta en [\/ At,.(L)] por lo tanto por el Lema a define R en
(1AJK)" —k*

AR, oox, AR
(2)=>(1). Sea ¢ € [\/ A At,(£)] que define R en Eg(A). El Teorema [36] nos
dice que hay una formula § = oy V- -+ V oy € [\/ At,.(£)] que define R en A¥,

Sea RA = {(al,...,a}),...,(a},...,a})}, nétese que
((af,--ah), .o (af, .. af)) € RA
Luego
Ak F 6[(6&5 7a11c)7' ’(a17 ’GZ)]
)
Ak F oV \/al[(ah aallz)a'”a(a?lla aak)}
\
Ak E aj[(ai ua’k:)7 7(a17 ak)} para algﬁn .7 € {17~ .. 7l}
A
A F qjla),...,a}] 1<i<k
Esto nos dice que «; se satisface en A para cada (a1,...,a,) € R®*. Ahora
veamos que si ay,...,a, € Ay AF ajlay,...,a,] entonces (ay,...,a,) € R*
A E ajai,...,an]
I
Ak F aj[(ala"'aal)a"'a(ana"'va’n)}
\
A d(ay, ... a1), .. (A, .. an)]
I
k
(a1, ya1)y ey (@ny .o ap)) € RA
I
(ay,...,a,) € RA

Por lo tanto a; € At,(L) define a R en A.
(2)<(3) Es directo del Teorema O
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4. Definibilidad para estructuras infinitas

En esta seccién veremos algunos de los resultados de la secciéon anterior en
su versién mas general e infinitaria. Estudiaremos caracterizaciones seméanticas
de cuando un relacién es definible por una férmula de determinados formatos
en una clase de estructuras, donde las estructuras podrian ser infinitas.

Notese que todas las caracterizaciones vistas hasta ahora tienen una for-
ma similar. Veamos por ejemplo, la caracterizacion de la definibilidad de una
relacion por una formula de [A At,.(£)] en una estructura finita

Teorema 38. Sean L C L' lenguajes de primer orden, R € L' — L un sim-
bolo de relacion n-aria. Dada A una L'-estructura finita donde |R*| = k. Son
equivalentes:

(1) Hay una formula en [\ At (L)] que define R en A.

(2) Sean Ag < Aﬁ, By < Aﬁ y sea o : Ag — Bg una relacion homomdrfica tal
que (a1,b1),...,(an,by) € 0, si(a1,...,an) € RA" entonces (b1,...,bn) €
RA®.

Cada caracterizaciéon esta dada en términos de una condicién de preservacion.
Se fija una conjunto de estructuras construidas a partir de la estructura original
(en este caso son las subestructuras de A%), un morfismo (en este caso es la
relacién homomorfica), y la condicién es que la relacion a definir se preserve de
una estructura a la otra cuando existe entre ellas un morfismo del tipo fijado.

Veremos que en las caracterizaciones de este estilo cuando las estructuras
en cuestién pueden ser infinitas, el conjunto de estructuras construidas a partir
de las estructuras originales no son tan simples. Necesitaremos el uso de una
construccion llamada wltraproducto. Haremos una pequena presentacion de estas
construcciones antes de abordar los nuevos resultados.

4.1. Ultraproductos

Sea I un conjunto. Por un wultrafiltro sobre I entenderemos un filtro primo
del algebra de Boole (P(I),uU,N, 0, 1).

Dado un ultrafiltro U sobre I y dadas A; i € I L-estructuras definimos la
relacion binaria =y sobre [[ A; de la siguiente manera

a=ybsi{iel:ali)=0b0G)} el

Sean A; i € I L-estructuras y I/ un ultrafiltro sobre I, =;; es una congruencia
sobre las operaciones fundamentales de [] A,;.

Ya estamos en condiciones de dar la definicién de ultraproducto.
Sea U un ultrafiltro sobre I y sean A; con ¢ € I L-estructuras, el ultrapro-
ducto [],, A serd la L-estructura definida de la siguiente manera
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- Universo [],, A; = [ 4i/=u.
- clluAi = (ITAi /= para cada constante ¢ en L.

- fluAi(ay /=y, ... an/=y) = fI1A(ayq, ..., an) /=y para cada simbolo de
funcién n-aria f en L.

-rlludi = L(ay /=y, . an/=u) s {i € T2 (a1(i), ... an(i) € 72} € U}
para cada simbolo de relacién n-aria r en L.

Teorema 39. (Los). Sea U un ultrafiltro sobre I, y A; una L-estructura para
cada i € I. Para cada L-formula o(x1,...,x,) y para cada ay,...,a, € [ A; se
tiene que

Hu A= vlai/=u, . an/=u] sii {i € 1: Ay = plai(i),. .., an())]} €U

Corolario 40. Para cada L-sentencia ¢ tenemos que

HuAi):gosii{ieI:Ai):go}EU

Definicién 41. Diremos que una clase K de L-estructuras es compacta si se
cumple el siguiente enunciado:

Sea ¢(x1,...,2,) una L-formula y ¥ un conjunto de £-formulas de la forma
a(xzy,...,z,) tales que para cada A € Ky ay,...,a, € A se cumple que si
A F afay,...,a,] para cada a € ¥, entonces A F ¢[aq, ..., a,]. Existe entonces
Y9 C ¥ finito tal que para cada A € Ky a1,...,a, € A, si A F alay,...,a,]
para cada o € X entonces A F play,...,ay,).

Definiciéon 42. Diremos que una clase K de L-estructuras es cerrada por ul-
traproductos si para todo [],, A; donde A; € K para cada i € I, [[,, A; € K.

Teorema 43. Si una clase K de L-estructuras es cerrada por ultraproductos
entonces es compacta.

Demostracion. Lo probaremos por el absurdo.

Sea una clase K de L-estructuras cerrada por ultraproductos. Supongamos
que hay ¢(z1,...,2,) y ¥ un conjunto de L-férmulas de la forma a(z1,...,z,)
tales que para cada A € K y ay,..,a, € A, si A F afay,...,a,] para cada
a € ¥ entonces A E ¢lay,...,a,]. Pero no existe ¥y C X finito tal que para
cada A € Ky ay,...,a, € A, si AFE afay,...,a,] para cada a € ¥y entonces
AFplal,... a4

Por lo tanto para cada conjunto finito I' C ¥, existe Ar € Ky af,...,al €
Ar tales que Ar F afal, ..., al] para cada o € T pero Ar ¥ ¢[a’, ... dl].

Utilizaremos estas L-estructuras para construir un ultraproducto, donde I =
{T' CX:T es finito}.

Sean fi,...,fn € []A4; tal que f1(i) =a! ,..., fn(i) = a}, para cadai € I.
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(notese que ¢ representa un subconjunto finito de formulas de ), definimos
S={{iel:AEa[fi(i),...,[n(@)]}:aeX}

Sea [S) ={s1N---Nsp:81,...,5, €S}, es facil ver que @ ¢ [S) luego existe
un ultrafiltro U tal que [S) C U .
Pero notese entonces que para cada o € ¥ tenemos que

{Z S IAZ':a[fl(’L)7,fn(Z)]}€u
I (Los)
HuAi Eoalfi,.. s fal

Por lo tanto para cada a € ¥ tenemos que [[,, A; F a[f1,..., f,]. Pero ademas
note que A; ¥ ¢[f1(i),..., fn(?)] para cada i € I. Luego

(i
I, A

Lo cual es absurdo, ya que como K es cerrada por ultraproductos [[,, A; €
K. O

fn
S

I

€ L:AiFo[fi(D), ... fu(D)]} ¢ U
I

[

@[fl,---;fn]

4.2. Caracterizaciones para clases de estructuras

Como trabajaremos con clases de estructuras usaremos la siguiente definicion
de definibilidad:

Definicién 44. Sean £ C £'. Sea R € £’ — £ un simbolo de relaciéon n-aria.
Dada K una clase de £’-estructuras . Diremos que R es definible por una £-
férmula en /C, si hay una L£-formula ¢ tal que

(al,...,an)ERA<:)AI=<p[a1,...,an]
paracada A € Ky a,...,a, € A.

Seréan utiles los siguientes operadores

I(K) = {A: A esisomorfa a alguna estructura B € £}
P.(K) = ]I({Hu A;: A; € K paracadaicI})
Pin(K) = {A1x---xAp: A;j €K paracadaie{l,.. k}}
Gin(K) = {A1 Xy Xy Ap: A; € K para cada i € {1,...,k}}
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Los siguientes Lemas son clave para las demostraciones de los resultados
siguientes

Lema 45. P, (K) es cerrada por ultraproductos.
Corolario 46. P,(K) es compacta.

Lema 47. Sean A,B L-estructuras. Sean a € A™ y be B". Definimos

Ay = subestructura de A generada por aq,...,a,
By = subestructura de B generada por by, ..., b,

-

Si B F a[b| para cada o € AZA | entonces
o = {(tA[a), tBb]) : t(z1, ..., xn) es un L-término}
es una relacion antropomorfica de Ag a By.
Demostracion. La prueba es muy similar a la prueba de es dejada al lector.
O

4.2.1. Positiva relacional para una clase de estructuras

Lema 48. Sean L C L'lenguajes de primer orden y sea R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Dada una clase K de L'-estructuras. Si una L-férmula ¢
define a R en KC entonces ¢ define R en P, (IC).

Demostracion. Sea p(z1,...,xy,) una L-formula que define R en K. Sea [],, A;
un ultraproducto donde cada A; € K para cada i € I.
Sean f1,..., fn € [[ 4; tenemos que

(f17"'7fn) RHqu

{i I:(fi(),..., fa(d)) € RAY el

11, A

Por lo tanto ¢ define R en [[,, A;. Con lo cual hemos probado que ¢ define R
en P, (K). O

T < M S MmM<S M

(p[flv"wfn}

Teorema 49. Sean L C L' lenguajes de primer orden. Sea R € L' — L un
simbolo de relacion n-aria. Para una clase K de L' -estructuras, son equivalentes

(1) Hay una formula en [\/ \ At,(L)] que define R en K.
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(2) Sean A,B € P,(K), Ag <Az, Bo<B,y seao:Ay— By una relacion
homomdrfica tal que (a1,b1), ..., (an,bn) € 0, si (ay,...,a,) € R® entonces
(bl, ...,bn) € RB .

Demostracion. (1)=(2). Sea ¢ € [\/ A\ At,-(£)] una foérmula que define R en K,
notese que ¢ define R en P,(K). Sean A,;B € P, (K), Ag < Az, Bg < B,y

sea 0 : Ag — By una relacion homomorfica con (aq,b1),...,(an,b,) € oy tal
que (ay,...,a,) € R*. Tenemos que A; F ¢[a,...,a,] con lo que también
Ao E play,...,a,]. Como las relaciones homomorficas preservan las férmulas en

[V A At,.(£)] tenemos que By F @[b,...,b,] y luego B F ¢[b,...,b,], por lo
tanto (by,...,b,) € RB.

(2)=(1). Sea A € P, (K) y @ € R®. Supongamos que para alguna estructura
B e P,(K)y be B" se tiene que B F a[b] para cada o € A%A% . Definimos

Ay = subestructura de A, generada por ay,...,a,

By = subestructura de B, generada por by,...,b,

Por el lema tenemos que o = {(tA[a@],tB[b]) : t(z1, ..., z,) es un L-término}
es una relacion homomorfica de A en By, por lo tanto b e RB | y por ende
BE R(z1,...,z,)[b].

Hemos mostrado que si para una estructura B € P, (K

—

que B F afb] para cada a € A%z donde A € P,(K) y

—

) € B" tenemos
BE R(x1,...,2z,)[b]. Por lo tanto para cada A € P,(K) y @

v b
d € R™, entonces
€ RA tenemos que

P.(K) E N @) | = R@)
aEATAL
Por compacidad, hay un conjunto finito Ag’A‘ C A%AL ta] que

P, (K) E N @) | = R@)

aeAg’Aﬁ

Notese que esto implica que
P.(K) E A = N\ a@ | -R@)
A€P,(K), aeRA aeATAL
aplicando compacidad nuevamente

k
IP’u(IC)):/\ - A\ a@ |« -RE@E

@A
acl £
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para algunas estructuras Aq,..., A, € Ky vectores a@; € A7,...,d, € A}. Por
lo tanto la férmula

k
o= \]1 N\ @

@A,
acl £

esta en [\/ A\ At,.(£)] y define R en K. O

4.2.2. Conjunciéon de atémicas relacionales para una clase de estruc-
turas

Lema 50. Sean £ C L'lenguajes de primer orden y sea R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Dada una clase K de L'-estructuras. Si R es definible por
una formula ¢ € [\ At(L)] en K entonces R es definible en Py;,, (KC) por ¢.

Corolario 51. Sean £ C L'lenguajes de primer orden y sea R € L — L un
simbolo de relacion n-aria. Dada una clase K de L'-estructuras. Si R es definible
por una formula ¢ € [\ At(L)] en K entonces R es definible en PPy, (KC) por

@Y.

Teorema 52. Sean L C L' lenguajes de primer orden. Sea R € L' — L un
stmbolo de relacion n-aria. Para una clase K de L'-estructuras, son equivalentes

(1) Hay una formula en [\ At.(L)] que define R en K.

(2) Sean A,B € P P (K), Ag < Az, B < B y seao: Ay — By una
relacion homomdrfica tal que (a1,b1),...,(an,by) € o, si (a1,...,a,) €
RA entonces (by,...,b,) € RB.

Demostracion. (1)=(2). Sea ¢ € [\ At,-(£)] un formula que define R en K, por
el corolario anterior tenemos que ¢ define R en P,Py;,(K). Supongamos que
A,B € P,Psin(K), Ag < Az, By < B, que 0 : Ag — By es una relacién
homomorfica tal que (ay,by),...,(an,b,) € 0y (ai,...,a,) € R®*. Tenemos
entonces que A F ¢lay,...,a,] y por lo tanto Ag E ¢[aq,...,a,]. Como las
relaciones homomorficas preservas férmulas abiertas positivas relaciones By F
©[b1,...,by] con lo que B E @[by,...,b,] y por lo tanto (b, ...,b,) € RB.
(2)=(1). Aplicando el Teorema {49 a la clase Py;, (IC) tenemos que hay una
L-formula ¢ € [\/ A\ At (£)] que define R en P, (KC). Sin perdida de generalidad
podemos suponer que ¢ esta en forma normal disyuntiva (DNF). Es decir

p=Y1V--- Vi

donde cada ; es conjunciéon de atémicas relacionales.

Veremos que hay 1; que define R en K. Lo haremos por el absurdo, supon-
dremos que no la hay y llegaremos a una contradiccion. Como ¢ también define
a Ren K, paracada A € Ky (ay,...,a,) ¢ R® tenemos que A ¥ ¢lay, ..., a,]
por lo tanto A ¥ 9;[aq,...,a,] para cada i € {1,...,l}. Por lo tanto para que
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ninguna ¢; defina R en K deben existir Aq,..., A,y (at,...,al) € RA tal que

r'n

A ¥ pilat, ... al] para cada i € {1,...,l}. Pero esto nos dice que

r'n

A x--xA B V- vllal,.. . ), (k... d))]

\
Ay x--x A E llal,....d),... (a},... d)]

lo cual es absurdo porque

((a’%?"'aall),...,(al ,ail)) c RAlX"'XAL

n

y ¢ define R en Py;,,(K). Por lo tanto hay j € {1,...,1} tal que v, define R en
K. O

4.2.3. Disyuncioén de atémicas relacionales para una clase de estruc-
turas

Lema 53. Sean L C L'lenguajes de primer orden y sea R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Dada una clase K de L'-estructuras. Si R es definible por
una formula € [\/ At,.(L)] en K entonces R es definible en P, (K) por .

Corolario 54. Sean L C L'lenguajes de primer orden y sea R € L — L un
stmbolo de relacion n-aria. Dada una clase K de L' -estructuras. Si R es definible
por una formula ¢ € [\/ At,.(L)] en K entonces R es definible en PP, (K) por

@Y.

Teorema 55. Sean L C L'lenguajes de primer orden y sea R € L — L un
stmbolo de relacion n-aria. Dada una clase K de L' -estructuras. Son equivalentes

(1) Hay una formula en [\/ At,.(L)] que define R en K.

(2) Sean A B € PUP}"W(IC), Ay < A;, By <B; yseao: Ay —» By una
relacion homomdrfica tal que (ay,b1),...,(an,bn) € o, si (a1,...,a,) €
RA entonces (by,...,b,) € RB.

Demostracion. (1)=(2). Sea ¢ € [\ At,(£)] un férmula que define R en K, por
el corolario anterior tenemos que ¢ define R en PuIP’}“m(lC). Supongamos que
A B e P,P,(K), Ag < Az, Bg < Bz, que 0 : Ag — By es una relacion
homomorfica tal que (ay,by),...,(an,by) € 0y (a1,...,a,) € R*. Tenemos
entonces que A F ylay,...,a,] y por lo tanto Ay F ¢[as,...,a,]. Como las
relaciones homomorficas preservas férmulas abiertas positivas relaciones By F
@[b1,...,b,] con lo que B E @by, ..., b,] y por lo tanto (by,...,b,) € RB.

(2)=(1). Por la condicién (2) tenemos que R es definible en P¥; (K) por una
formula ¢ € [\/ A\ At,-(£)]. Sin perdida de generalidad podemos suponer que ¢
esta en forma normal conjuntiva (CNF). Es decir

wzélA"'Aél

donde cada §; es disyuncién de atémicas relacionales.
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Mostraremos que hay J; que define R en K. Supongamos que no la hay.
Como ¢ también define R en K, para toda A € Ky (a1,...,a,) € R* se
tiene que A F ¢[as,...,a,] y por lo tanto A F §;[as,...,a,] para todo j.
Entonces para que ninguna §; defina R en K, tienen que existir A;,..., A € K
y (at,...,al) ¢ RA tal que A F &;lal,...,a%] para cada i € {1,...,l}. Pero

esto nos dice que

Ay Xy X A E o 8[(al, . dl), . (ah, . al)] 1< <
I
Al Xy XA B G A AG[(al, .. db), . (), al)]
Con lo que Ay Xy -+ Xy Ay E 9l(al,...,a)]),...,(a},...,a])], lo cual es ab-
surdo porque ((al,...,a}),...,(ak,... al)) ¢ RA 1w >whi y > define a R en
P, (K). Por lo tanto hay d; que define R en K. O

4.2.4. Atomica Relacional para una clase de estructuras

Lema 56. Sean £ C L'lenguajes de primer orden y sea R € L' — L un simbolo
de relacion n-aria. Dada una clase K de L'-estructuras. Si R es definible por
una formula o € At,.(£) en K entonces R es definible en P, P (K) por ¢.

Corolario 57. Sean L C L'lenguajes de primer orden y sea R € L — L un
simbolo de relacion n-aria. Si R es definible por una formula ¢ € At,.(L) en K
entonces R es definible en PMP?’ME’}W(}C) por p.

Teorema 58. Sean L C L'lenguajes de primer orden y sea R € L — L un
simbolo de relacion n-aria. Dada una clase K de L' -estructuras. Son equivalentes

(1) Hay una formula en At,.(L) que define R en K.

(2) Sean A, B € IP’MIP)?’MIP’fm(/C), Ay<A;,By<B,y seaoc:Ay— By una
relacion homomorfica tal que (ay,b1),...,(an,bn) € o, si (a1,...,a,) €
RA entonces (b, ...,b,) € RB.

Demostracion. (1)=(2). Sea ¢ € At,(£) un féormula que define R en K, por el
corolario anterior tenemos que ¢ define R en Py Py, P, (K). Supongamos que
A Be ]Pu]P’ﬁn]P’fm(IC), Ay <A, By<B/,queo:Ay— By esuna relacién
homomorfica tal que (ay,by),...,(an,by) € 0y (a1,...,a,) € R®. Tenemos
entonces que A F ylay,...,a,] y por lo tanto Ay F ¢[as,...,a,]. Como las
relaciones homomorficas preservas formulas abiertas positivas relaciones By F
@[b1,-..,b,] con lo que B E @by, ..., b,] y por lo tanto (by,...,b,) € RB.
(2)=(1). Por el teorema tenemos que R es definible en Py;,,(K) por
una formula ¢ = aq V-V oy € [\ At,(£)]. Mostraremos que hay «; que
define R en K. Supongamos que no la hay. Como ¢ también define R en
K, para toda A € Ky (a,...,a,) ¢ R® se tiene que A ¥ ¢lai,...,a,]

y por lo tanto A ¥ «jlai,...,a,) para todo j. Entonces para que ninguna
a; defina R en K, tienen que existir Ay,...,A; € Ky (ai,...,a!) € RA
tal que A; ¥ w;fa},...,a}] para cada i € {1,...,l}. Pero esto nos dice que

29



Ay x - x Ay ¥ l(al,....d),... (a},...,a")] lo cual es absurdo porque

((al,... ,a{), oo (ar, . ai)) € RAv<XAx v ) define R en Ptin(KC). Por lo
tanto hay o; que define R en K. O
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5. Aplicaciones de las caracterizaciones semanti-
cas para términos

La existencia de algunos tipos especiales de términos en un algebra, puede
ser caracterizada con definibilidad de relaciones. Dicho de una manera mas pre-
cisa, dada una L-algebra A, el hecho de que ciertas relaciones sean definibles
por férmulas de determinados formatos en una nueva estructura B construida
a partir de A, es equivalente a que A posea términos que cumplan algunas pro-
piedades concretas. En esta seccién veremos algunos casos particulares de estas
caracterizaciones.

Como la definibilidad de relaciones involucradas en esta seccion, fue estudia-
da en este trabajo y en [I]. Sabemos que el hecho de que se de la definibilidad de
una relacion en una estructura A es equivalente a que se de alguna preservacion
de la relacion para algin morfismo en algin conjunto de estructuras relaciona-
das con A, es decir se puede caracterizar de forma semdntica. Tenemos entonces
que la existencia de los términos estudiados en esta seccién es equivalente a un
preservacion de esta forma, es decir tiene una caracterizacién semantica. Dar
las caracterizaciones de este modo excede al alcance de este trabajo.

5.1. Términos caracterizados con formulas relacionales

Teorema 59. Sea A un L-dlgebra y sean D1, Dy C A, son equivalentes
(1) Existe un L-término t1(x1) tal que
a € Dy sii t*[a] € Dy
para cada a € A.

(2) Sea A’ = (A, rA = Dy, R = Dy). R es definible por una formula en
At (LU{r}).

Demostracion. (1)=(2). Sea t(x1) un L-término tal que
a € Dy sii t*[a] € Dy
Veamos que r(t) define R en A’

a Dl sii tA[CL] € Dl

S
I
a € RAsii th[a) er?
4
S

RA sii A E r(t)[a]

a

(2)=(1). Sea a € At,.(L U {r}) una formula que define R en A’. Como r es el
unico nombre de relacion en LU {r}, a debe ser de la forma r(¢)(z1) donde ¢ es
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un L-término. Luego

ofa] sii a € RA
r(t)[a] sii a € Dy

E
)
E
7
tAla) € A siiae Dy
)
S
i)
S

Do sii a € Dy

D2 siia€D1

y por lo tanto ¢ es el término buscado. O

Teorema 60. Sea A un L-dlgebra y sean D1, Do C A, son equivalentes
(1) Existen L-términos t1(z1), ..., tx(x,) tal que
a € Dy sii tP[a] € Dy para algin i € {1, ..., k}

para cada a € A.

(2) Sea A’ = (A, rA" = Dy, R» = Dy). R es definible por una férmula en
[V At (LU {r})].

Demostracion. (1)=(2). Sean t1(x1), ..., tx(z1) L-términos t1(z1), ..., tx(z1) tal

que
a € Dy sii tP[a] € Dy para algin i € {1, ..., k}

Veamos que r(t1) V... V r(tx) define Ren A’. Sea a € A

a € D;siit?a] € Dy paraalginic {1,...,k}
4

a € RAsiith[a] €r® paraalginie {1,..,k}
4

a € R™ sii AEr(t;)|a) para algun i € {1,...,k}
4

a € RAsii A'Er(t)V..Vr(t))d]

(2)=(1). Sea o € [V At,.(L U {r})] una formula que define R en A’. Como r es
el tnico nombre de relacion en LU {r}, a debe ser de la forma r(t1) V ... Vr(ty,)
donde tq,...,t; son L-términos. Sea a € A se tiene que luego tq,...,tx son los
términos buscados. O
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Sea A un L-algebra, Sean D1, Dy C A, queremos saber si existe un £-término
t(x1) tal que
a€ D) = ta) € Dy
Nuevamente caracterizaremos el problema en términos de definibilidad de una

relaciéon por una atémica.

Para eso definiremos una nueva estructura a partir de A.

Sea fy un simbolo de funcién unaria que no esta en L, y sean r, R dos
simbolos de relacion unaria, tomamos £’ = £ U { fo, r, R}.

Definimos la £'-estructura A, construida partir de A, de la siguiente manera

-Universo A, = AU {z} (donde z ¢ A)

A .
-fA»(by, ..., by) = { ! (bl""z’b”> St blé'g’b” €4 } para cada f simbolo

de funcién n-aria en £
A b sibe D
Ao ={ L}

z C.C
rAp = Dy
A,
-RA» = Dy

Lema 61. Sea A un L-dlgebra. Sean D1, Dy C A son equivalentes
(1) Existe un L-término t(x1) tal que
a€ D= tA[CL] € Dy
(2) Sea Lo = LU {fo,r}. Ezxiste una formula atémica en Loy que define R en
A, .

Demostracion. (1)=(2). Sea t(z1) un L-término tal que a € Dy = t*[a] € Ds.
Sea t' = t(fo(x1)), notese que r(t') define R en A,.

(2)=(1). Sea « una férmula atomica que define a R en A,, o es de la forma
r(t). Sea a € A, tenemos que

A, E r(t)]d siia € RA
T
A, F r(t))dsiiae D
(i
thela] € rfrsiiac Dy
i
tAr[a) € Dysiia€ Dy

nétese que este término lleva los elementos de Dy a D5y tal como se desea, pe-
ro podria tener ocurrencias de fp. Si no hay ocurrencias de fy en el término,
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entonces es justo el término que buscamos. Supongamos entonces que hay ocu-
rrencias de fy. Como tenemos para cada a € D; se tiene que t27(a) € Do, esto
nos dice que las ocurrencias de fy actdan como la identidad cuando se le aplica
el término ¢t a los elementos a € D1, por que si no, quiere decir que en algin
momento se genera un z y esto llevaria a que el z se propagara (por como estan
definidas las funciones en A,) y finalmente ocurriria que tA»(a) = z y 2 ¢ Do,
lo cual seria absurdo.

Por lo tanto sea t’ el término resultante de limpiar a t de todas las ocurrencias
de foy es el término buscado. O

Aunque los teoremas anteriores enuncian resultados sobre términos declara-
dos en una sola variable, las mismas ideas de las pruebas pueden utilizarse para
generalizar estos teoremas para términos declarados en n variables.

5.2. Caracterizacion de una funcién biyectiva en una Al-
gebra finita

Definicién 62. Sea A un L-algebra. Sea f : A™ — Aunafuncion y ¢(x1,...,z,)
un L-término. Diremos que ¢ define a f en A si se cumple que

tAay, ..., an) = fla,. .., an)

para cada aq,...,a, € A.

Veremos que la existencia de un término que defina a una funcién en un
algebra finita, cuando dicha funcion es unaria y biyectiva, es caracterizable en
términos de definibilidad de relaciones.

Para probarlo necesitaremos los siguientes resultados

Lema 63. Sea A una L-dlgebra finita con A = {1,...,k}. Sean s(z1),t(z1)
L-términos. Se da que
(s =t)[a] para cada a € A

Demostracion. Supongamos A F (s = t)[a] para cada a € A, es decir, s4]

tA[a] para cada a € A. Luego

al =

sAN )] = (51, SR TR])
= (M), EATR])
= A"[(1,.... k)]
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y entonces A £ (s = t)[(1, ..., k)]. Supongamos ahora que A* E (s = t)[(1, ..., k)].
Luego

tA%(1, ..., k)]

Vol
>
kol
—
\.P—‘
o
=
Il

(sB8[1), .y ALK = (A1, -, tA[R])

Esto nos dice que s®[a] = t*[a] para cada a € A, y por lo tanto A F (s = t)[a]
para cada a € A. O

Corolario 64. Sea A una L-dlgebra finita con A = {1,....k}. Sean s(z1),t(z1)
L-términos. Se da que

AP B (s=0)[1,..., k)]
I
A* £ (s=1t)[(ay,...,ar)] para cada (ai,...,a;) € A

Demostracion. Supongamos A* (s = t)[(1, ..., k)]. Por el Lema anterior tene-
mos que s%[a] = tA[a] para cada a € A. Sea (ay, ..., a;) € A¥ tenemos que

ala"'aak)] = S

5 [(ay, ..., ax)]
= (s*ar], .., s™an])
= (tA[al]’ 7tA[ak])
=t [(ah 7ak>]
Por lo tanto A* F (s = t)[(a1, ..., ax)]. O

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema:

Teorema 65. Sea A una L-dlgebra finita con A = {1,...,k}. Sea f : A —
A una funcion biyectiva. Sea Ay = (A¥ rfo = [(f(1),...,f(k))}, RA =
{(1,...,k)}. Son equivalentes

(1) Eziste un L-término t(x1) que define f en A

(2) Eziste una formula en [\ \ At(LU{r})] que define R en Ag
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Demostracion. (1)=(2). Sea t(z1) un L-término que define f en A. Noétese que
r(t) define R en A ya que

Ay E r@®[(a1,...,ax)]
)
tl(ay,...,ax)] € 1o
0
(tAar],.. tAan]) = (fQL),...., f(k))
)
(Flar)s- s flar) = (F(Dsene, (R
$ (como f es biyectiva)

(a1, ...,ax) (1,...,k)

(1)=(2). Sea ¢(z1) en [\ AAt(L U {r})] que define R en Ay. Sin perdida
de generalidad podemos suponer que ¢ es de la forma ¢, V- - -V ¢, donde cada
1; es conjuncién de atémicas. Luego como (1,...,k) € RA° tenemos que

Ay E o1,... k)]
4
Ay E  i](1,...,k)] para algtn i € {1,...,m}

¥; es de la forma aq A ... A o, donde cada «; es atémica. Luego

Ay F [(1,.. . k)]
I
AO E al/\~~/\an[(1,...,k)]

I
Ay E «4[(1,...,k)] paracada j € {1,...,n}

Si alguna de estas atomicas es de la forma r(t), es inmediato que ¢ define f
en A. Supongamos que ninguna atémica «; es de esta forma, por lo tanto son
todas igualdades de términos y ¢; = (s1 =t1) A--- A (s, = t,). Entonces

Ao E (si=t) A A(sn=t)[(1,.... k)]

I
Ay E (sj=t)[1,...,k)] paracadaje{1,...,n}
Pero entonces por el Corolario anterior puede verse que Ag F (s; = t;)[(a1, ..., ax)]
para cada (ai,...,a;) € A¥ para cada j € {1,...,n}. Entonces en particular
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para (1,...,1) € A* tenemos que

Ay F (sj=t)[(1,...,1)] paracada j e {l,...,n}
\
Ay F (si=t) A A(sp=t)[(1,...,1)]
4
Ay Fof(1,...,1)]
\
Ay Foo[(1,...,1)]
Lo cual es absurdo porque (1,...,1) ¢ RA°. Por lo tanto debe haber alguna
atomica en v; de la forma r(t) y luego t define f en A. O
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6. Una caracterizacién para un formato universal

En esta seccion estudiaremos una caracterizacion de definibilidad de relacio-
nes en una estructura finita para un formato cuyas férmulas contienen cuantifi-
cadores universales.

Sea n € N definimos
[V2,Op(L)] = {Va,p : p € Op(L)}

El formato que estudiaremos sera

[\/ Vx,Op(L)]

el conjunto de disyunciones de férmulas del formato [Vz,Op(L)].

Definicion 66. Sean R, R, dos relaciones diremos que R, extiende a Ry si
R1 C Rs.

Teorema 67. Sea A una L-estructura finita y R C A™. Son equivalentes:
(1) Existe una formula en [\/ Vz,+10p(L)] que define R en A.

(2) Sean Ag,Bo < A yo: Ay — By un isomorfismo tal que para cada z € A
se puede extender o a un isomorfismo o, : A1 — By donde A1,B; <
A ya € Im(o,). Sean ay,...,a, € Ao, si (a1,...,a,) € R? entonces
(0(ar),...,0(a,)) € RA.

Demostracion. (1)=(2). Sea p(z1,...,2,) € [V V2,+10p(L)] una formula que
define Ren A. Sea o : Ay — By un isomorfismo donde Ay, By < A, tal que para
cada z € A se puede extender ¢ a un isomorfismo o, tal que z € Im(o,) y sea
(a1,...,a,) € R® con ay,...,a, € Ag. Veamos que (c(a1),...,0(a,)) € RA.
Tenemos que ¢ es de la forma 6, V... V§; donde cada 6; € [Vz,410p(L)]. Luego

(ay,...,a,) € RA
(;
A E 51\/~-~\/5j[a17...,an]
I
A F §ar,...,an] paraalgini € {1,...,5}
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Sin perdida de generalidad podemos suponer que §; es de la forma V.., (81V
.-+ V fBi) donde cada B; € [\ £At(L)]. Luego

A EF Vo (B1V---VB)a,. .. a]
T

A E B V-V Blay,...,an, 2] para todo z € A
\

A E BiV---VBia,...,an, 0, (2)] para todo z € A
Il (como los o, son isomorfismos)

A E BiV---VBio(ar),...,0.(an),0.(0;(2))] para todo z € A
T

A F [ V-V Bloz(ar),...,0.(an), 2] para todo z € A
$ Comoay,...,a, € Ay y 0, extiende a o

A E BV VBlo(ar),...,0(an), 2] para todo z € A
T

A F Vo . B1V--VBo(ar),. .. o(a)]
)

A E plo(ar),...,0(an)]
T

(o(ar),...,0(ay)) € RA

(2)=(1). Sea (ay,...,a,) € A™ definimos

@15 an) — Vi ia (\/ A(al,-<~7an72)7A>

z€EA
donde los A son los diagramas atémicos de los vectores. Luego definimos la
féormula
e=\ o
aeRA

Veremos que ¢ define R en A. Es facil ver que @ € R* = A F ¢[a]. Ahora

-

supongamos para algin (by,...,b,) € A™ tenemos que A F p[b] luego

-

A E ofb] para algin @ € R*
4

A F Yy, (\/ A(a’z)’A> [b] para algin @ € R®
z€A

Esto no dice que para cada z € A tenemos que

A(E7d)7A[bla R bn’ Z] para algl’m d < A
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por lo tanto sean

Ay = subestructura generada por {ai,...,an,d}
By. = subestructura generada por {b1,...,by, 2}
por el Lema@, hay un isomorfismo o, : Ag 4 — By, tal que 0,(a1) = b1,...,0.(a,) =

by, 0.(d) = z. Luego sean

Ay = subestructura generada por {a,...,a,}

By = subestructura generada por {b1,...,b,}
es facil ver que cada uno de los isomorfismos o, extienden al isomorfismoo :

Ay — Bg en el cual o(ay) = by,...,0(a,) = b,. Por lo tanto (by,...,b,) €
RA, O
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