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Resumen

Palabras claves: Magnetohidrodindmica - Volumenes Finitos- Condiciones de Con-

torno - Corona Solar .

Continuando con la linea de estudio de trabajos anteriores, empleamos un esque-
ma de alta resolucion de volimenes finitos para modelar numéricamente la dindmica
de los arcos de la baja corona solar. El modelo numérico empleado consistié de un
esquema 1D tipo Godunov de Harten Yee, tanto gasdindmico como magnetohidrodi-
namico. Evaluamos los flujos convectivos numéricos mediante un solver de Riemann
aproximado del tipo de Roe. Para el caso del modelo MHD 1D usamos un solver
de Riemann de Roe especifico, desarrollado por Cargd y Gallice, y normalizamos
las variables y vectores propios del sistema, para evitar la superposicion no fisica de
distintas ondas caracteristicas.

A su vez hemos incluido términos de conduccién no lineal de calor, pérdidas por
radiacion térmica especificas a los arcos coronales y efectos de deposicion de energia
para modelar correctamente la termodinamica del sistema, de acuerdo a la literatura
especifica.

Ademaés implementamos al esquema anterior una formulaciéon para las condicio-
nes de borde con un método basado en caracteristicas, que permitié un tratamiento
fisicamente mas consistente de los contornos y la correcta resolucion de ondas entran-
tes y salientes al dominio. Utilizamos un integrador temporal implicito TVD para
lograr mayor estabilidad en el calculo de los términos difusivos y de fuente.

Luego de calibrar y probar el esquema desarrollado, partimos de soluciones hidros-
taticas encontradas en la literatura, e introdujimos perturbaciones en las variables
del problema, para luego estudiar la evolucién del sistema. Se estudio, por otro lado,
la interaccion entre los flujos convectivos, los difusivos y los efectos de los términos
fuente, obteniendo patrones de ondas con velocidades y periodos similares a los de

las observaciones.
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Abstract

Keywords: Magnetohydrodynamics - Finite Volume Method- Boundary Conditions-

Solar Corona.

Continuing with the previous work of our research group, we used a high reso-
lution TVD scheme to numerically model the dynamics of solar coronal loops. We
used the one dimensional Godunov type flux developed by Harten and Yee, for both
gasdynamics and magnetohydrodynamics. We also used an approximate Roe type
Riemann solver to solve interphase fluxes. For the MHD system we used an exact Roe
solver developed by Cargo and Gallice. We also normalised all variables, eigenvalues
and eigenvectors of the system to avoid nonphysical results due to overlappings or
indeterminations in characteristic waves.

We also included source and diffusive terms that account for nonlinear heat trans-
fer, radiation emission of energy phenomena specifical to coronal loops and energy
deposition functions in order to correctly model the thermodynamics of the system,
according to the available literature.

Furthermore, we coupled the mentioned scheme with a characteristic-based boun-
dary condition model, which allowed to deal with incoming and outgoig waves at
boundaries in a more physically consistent manner, solving the time evolution of
the system at the boundaries. We also used a TVD backward Euler implicit scheme
robust enough to solve for the complex and demanding source and diffusive terms
present maintaining second order accuracy in both time and space.

After testing and validating the algorithm, we employed hydrostatic solutions
for coronal loops as initial conditions. We then introduced perturbations in different
variables to study the time evolution of the system. We then studied the interaction
between convective and diffusive processes, and the influence of source terms on
them, obtaining different wave patterns. Those patterns had velocities and periods

that somewhat resemble those found in observations.

XIII






Zussamenfassung

Schlusselworter: Magnetohydrodynamik - Finite- Volumen-Verfahren - Grenzbedin-

gungen -Sonnen Corona.

Um an die fritheren Arbeiten unserer Forschungsgruppe anzuschliefen, haben wir
ein hochauflgsendes Total-Variation-Diminishing (TVD) Verfahren benutzt, um die
Dynamik der koronalen Bogen zu modellieren. Wir haben dafiir die 1D Godunov-
Typ Flussfunktion von Harten und Yee verwendet, sowohl fiir die Gasdynamik als
auch fiir die Magnetohydrodynamik.

Um das Riemann Problem in der Interphase von verschiedene Gitterzellen zu 16-
sen, haben wir einen Roe Loser benutzt. Fiir das MHD-System verwendeten wir einen
exakten Roe Loser, der von Cargo und Gallice entwickelt wurde. Des Weiteren haben
wir alle Variablen, Eigenwerte und Eigenvektoren des Systems normalisiert, um die
physikalisch unmégliche Uberlagerung von charakteristischen Wellen zu verhindern.

Gleichzeitig haben wir auch Quellen und diffusive Effekte, nichtlineare Wérmeii-
bertragung und spezifische Strahlungsemission fiir die koronalen Bogen und Energie-
zuwachs Funktionen eingeschlossen, um die Thermodynamik des Systems,entsprechend
der verfiigharen Fachliteratur, vollstandig zu modellieren.

Dariiber hinaus haben wir fiir das beschriebene Schema ein Verfahren zur Her-
leitung der Grenzbedingungen entwickelt, das sich auf die charakteristischen Wellen
stiitzt, und eine physikalisch konsistentere Beschreibung der Umgebung ermdglicht.
Zusétzlich wird eine korrekte Auflésung der ein- und auslaufenden Wellen im Ar-
beitsbereich gewéhrleistet. Um eine héhere Stabilitdt in der Kalkulation der Quellen
und Diffusionseffekte zu erreichen, haben wir einen TVD Backward-Euler-implizite
Zeitintegrationsschema genutzt.

Nachdem wir unser Modell kalibriert und getestet hatten, haben wir hydrostatis-
che Losungen aus der Literatur verwendet, um unter dem Einfluss von Stérungen die

Dynamik des Systems zu studieren. Wir haben eine starke Interaktion zwischen den
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Konvektionsfliissen und den Diffusionseffekten sowie den Warmequellen gefunden.
Diese Interaktion produziert nichtlineare Wellen mit dhnlichen Geschwindigkeiten

wie man sie in der Literatur finden kann.



Simbolos y Abreviaturas

Simbolos

Escalares
Griegos

«; : Coeficientes de expansion espectral del sistema hiperbolico
ay, oy : Coeficientes de normalizacion de Roe y Balsara (1996)
B : Parametro del plasma

By, B> : Campos magnéticos transversales normalizados

v : Exponente isoentropico

¢o : Permeabilidad eléctrica en el vacio

n : Resistividad eléctrica

k : Conductividad térmica

ksp  Constante de conductividad térmica de |Spitzer| (1962)

A : Funciéon parametrizada de pérdidas por radiacion

Ao : Escala de altura hidrostatica

Ap : Longitud de Debye
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)‘élj)ul PR valor propio asociado al autovector [—ésimo en la interfaz de las celdas j y

J+1
1 : Condicién limitadora del tamatnio de paso de tiempo “CFL Like”
1o : Permeabilidad magnética en el vacio
p : Densidad de masa
o : Funcién para mejorar la integracion temporal del esquema de Harten — Yee
¢ : Potencial eléctrico
¥ : Funcion de viscosidad numérica escalar

2 : Dominio del sistema hiperbolico

Latinos

A : Area de la seccion transversal

a : Velocidad del sonido

b, : Velocidad de Alfvén en la direccion del flujo
by, b, : Velocidades de Alfvén transversales

C, : Calor especifico a presion constante

C, : Calor especifico a volumen constante

Ci

12 Coeficientes de expansion del flujo numérico para una ley de conservacion

escalar en la interfaz de las celdas jy j + 1
D : Difusividad térmica
FEy : Funcién de calentamiento
Eo : Coeficiente de la funcién de calentamiento

e; : Energfa interna térmica (por unidad de volumen)
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e; : Energfa total (por unidad de volumen)
f(u) : Funcién de flujo hiperboélico para una ley de conservacion escalar
FO : Numero de Fourier

g; : Funcion limitadora para una ley de conservacion escalar discreta evaluada en la

celda j
kg : Constante de Boltzmann
H : Entalpia (por unidad de volumen)
H; : Entalpia total (por unidad de volumen)
Hx : Entalpia total magnetohidrodinamica (por unidad de volumen)
L : Longitud caracteristica
LY : Operador asociado a la onda [—ésima en los contornos.
L,.q : Balance de calor por unidad de volumen cedido al exterior por radiaciéon
m; : Masa de la particula i-ésima
n : Densidad de particulas
p : Presion
Pe : Nimero adimensional de Péclet
() : Balance de calor por unidad de volumen transportado por conduccion
¢sat : Valor de saturacion para el vector de flujo de calor por conduccion
q; : Carga eléctrica de la particula ¢-ésima
T : Temperatura

TV : Variacion total de la solucion del sistema de leyes conservativas



XX

u : Componente normal de la velocidad, variable conservada por una ley de conser-

vacion escalar

v, w : Componentes transversales de la velocidad

Vectores y Matrices

Griegos

A mariz de valores propios

® Funcion de viscosidad numeérica para una ley de conservaciéon vectorial

¥ : Funcién de viscosidad numeérica vectorial

Latinos

A : Matriz jacobiana del vector de flujo hiperbolico respecto a las variables conser-

vativas
AS : Matriz jacobiana de los términos fuente respecto a las variables conservativas
B : Vector de campo magnético
E : Vector de campo eléctrico

E; : Matrices de coeficientes del miembro izquierdo del esquema implicito de [Yee
et al.| (1985))

F : Vector de flujo hiperbélicos

g : Aceleracion de la gravedad

g; : Funcion limitadora para el sistema de leyes de conservacion evaluada en la celda
J

J : Densidad de corriente

J . Matriz jacobiana de los operadores de los contornos respecto a las variables

conservadas
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: Matriz de vectores propios izquierdos del sistema en variables conservativas.
: Vector de operadores asociados a ondas en los contornos.
: Matriz de vectores propios izquierdos del sistema en variables primitivas.
: Versor normal
: Matriz de transformacion de variables conservativas a primitivas.
: Vector de transporte de calor por conduccion
: Matriz de vectores propios derechos del sistema en variables conservativas.
: Matriz de vectores propios derechos del sistema en variables primitivas.
: Vector de términos fuente del sistema hiperbélico
: Vector de variables conservativas
: Vector de variables primitivas

: Vector velocidad

W : Vector de variables caracteristicas

w

: Vector de velocidades con distribucién probabilistica

Abreviaturas y acrénimos

BC : Boundary Conditions, condiciones de contornos

FVM : Finite Volume Method, método de volimenes finitos

IVP : Initial Value Problem, problema de valor inicial

MHD : Magneto Hydro Dynamics: modelo magnetohidrodinamico

TVD : Total Variation Diminishing: método de variaciéon total decreciente
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Plasma en la corona solar

Sobre la superficie del Sol (o de cualquier otra estrella de caracteristicas similares)
ocurre la emision de la mayoria de la radiacion dptica que podemos observar a simple
vista. Esta region se conoce como Fotosfera. Existe otra region por encima de la
superficie solar, donde la densidad del medio es mucho menor, la temperatura mucho
més elevada y donde ocurren una gran variedad de fenémenos dinamicos. Dicha
region se conoce como Corona solar, y estd compuesta principalmente por hidrogeno
completamente ionizado, mas algunos oligoelementos responsables de la mayoria de la
radiacion elelctromagnética emitida. Entre estas regiones encontramos la Cromosfera,
en la que la temperatura y densidad no varian demasiado, seguida de una pequena
region de transicion, donde se produce un incremento abrupto de la temperatura. En
la Fig. tomada de la pagina web de la NASA, se esquematizan dichas regiones

La mayoria de la informacion disponible de la corona solar fue obtenida mediante
telescopios espaciales en distintas longitudes de onda. Sobre todo en longitudes de
onda extremo ultravioletas (EUV), rayos X blandos (SXR) y rayos X duros (HXR).
La investigacion y el entendimiento de los fenémenos de la fisica coronal dieron un
salto importante cuando se pusieron en oOrbita los primeros telescopios espaciales,
como el observatorio solar en la estacion SKYLAB en la década del 70. En la década
de los 90 varias misiones espaciales (entre ellas las Yohkoh de Japon (Ogawara et al.)
1991)), la SoHo y la TRACE (Handy et al., [1999)) permitieron obtener gran cantidad
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Figura 1.1: Esquema de las distintas regiones presentes en la atmosfera solar (tomado
del sitio oficial de NASA: http://history.nasa.gov/SP-402/p2.htm)

de datos en las logitudes EUV y SXR. En la corona solar también existen fendémenos
magnéticos de diversa topologia, que producen flujos complejos del plasma de la
corona solar. Generalmente suele distinguirse entre la llamada Region activa, donde

la actividad magnética es mucho mas intensa y existen puntos de concentracion del
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campo magnético de diferente polaridad. Por esta razon suelen formarse estructuras
compuestas por lineas cerradas llamadas arcos magnéticos, o amplias regiones de
protuberancias con forma similar a un casco, llamadas Helmet Streamers. Ademéas
suelen existir regiones donde las lineas de campo son abiertas, produciéndose flujo
de plasma caliente y radiacion electromagnética hacia el espacio exterior, conocidos
como soft X-Ray jets. Los fenémenos anteriormente mencionados ocurren de manera
lenta y no producen grandes desequilibrios energéticos locales. Sin embargo, existen
otros fendmenos que involucran procesos abruptos y liberacion de gran cantidad de
energia magnética, tales como las fulguraciones (o flares) o las eyecciones de masa
coronal (o Coronal Mass Ejections, CMEs)

Para cuantificar la influencia relativa de la energia asociada al campo magnético

respecto a la energia térmica del plasma se emplea el parametro § del plasma

=2 (1.1)
2p0

Cuando f < 1 el campo magnético ejerce fuerzas que encapsulan y direccionan
el flujo del plasma en la direccion de sus lineas, haciendo que éstas actien como
“tubos de flujo”. En general se acepta que la densidad de particulas en la cromosfera
suele ser del orden de 9 - 10% part/m? (lo que equivale a una densidad de masa
de 1,5-107%g/m?), y puede disminuir hasta seis 6rdenes de magnitud bajo ciertas
condiciones, por ejemplo dentro de un arco coronal de gran longitud. Esto suele traer
complicaciones desde el punto de vista numérico, ya que en la zona cercana al apice
del arco se tienen regiones con densidades mucho menores, lo que puede inducir que
se obtengan presiones negativas si no se usa el esquema de flujo y el paso de tiempo

adecuados.

1.1.1. Arcos magnéticos

Gran parte de la energia magnética de la corona esté contenida en arcos magné-
ticos. Ellos se originan en regiones donde el campo magnético posee gran intensidad,
formando estructuras tubulares que empiezan y finalizan en regiones de diferente po-
laridad. Inicialmente se pensaba que poseian grandes diametros, pero observaciones

més recientes confirman que son més bien haces de multiples estructuras de pequenos
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didametros, a veces agrupadas. Dentro de ellos se produce flujo de plasma, actuan-
do el campo magnético como barrera. De esta manera, cada arco tiene sus propias
condiciones de densidad y temperatura, constituyendo cada uno de ellos una peque-
na atmosfera aislada del resto. La dindmica del plasma en los arcos coronales estéa
gobernada por el campo magnético, comportandose como un medio inhomogéneo
donde el transporte de masa, cantidad de movimiento y energia ocurre principal-
mente a lo largo de las lineas de campo y, en cambio, es fuertemente inhibido en la
direccion transversal a las mismas. En la corona solar el parametro (3 suele tomar
valores de alrededor de 0,01 (Aschwanden, 2004)), lo que justifica el uso de un modelo
unidimensional orientado en la direccion de las lineas de campo para el estudio de la

dindmica de los arcos coronales.

La temperatura en la cromosfera suele ser del orden de los 7000 K, pero una vez
que el plasma fluye en el interior de un arco ésta crece hasta valores de 10°K en el
apice del mismo (Aschwanden|, 2004). Este fenomeno es atin discutido en la comuni-
dad cientifica. Si bien los modelos que pretenden explicar el calentamiento son muy
diversos (hay modelos de disipacion de la turbulencia de la fotosfera, modelos de
microreconexion magnética y de disipacion de ondas (Coen), 2008)) hay sin embargo
consenso en que el calentamiento es en ultima instancia debido a la transformacion
en energia cinética y calor de la energia magnética contenida en las estructuras mag-
néticas que emergen a la corona. Por otro lado, la radiacién electromagnética juega
un papel importante en el transporte de calor hacia el exterior del arco, debiéndose
sobre todo a los oligoelementos presentes en el plasma coronal y teniendo mayor
importancia en las zonas cercanas a las bases (Aschwanden, [2004). Por otro lado, la
transferencia de calor por conducciéon tiene gran importancia en la dindmica de los
arcos debido a que la conductividad térmica es no lineal y muy elevada, haciendo que
en algunos casos este proceso sea mas efectivo que la convecciéon para el transporte

de energia

Para modelar de forma correcta a los arcos coronales es necesario tener en cuenta
los fendémenos termodindmicos anteriormente mencionados. Inicialmente se obtuvie-
ron soluciones analiticas hidrostaticas con funciones para evaluar la transmision de
calor basadas en observaciones empiricas, como el de Rosner et al|(1978) y la gene-

ralizacion hecha por [Serio et al.| (1981)). Estos trabajos seminales permitieron obtener
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relaciones caracteristicas entre diversos parametros, como escalas de altura y rela-
ciones entre cantidad de energia aportada y radiada en el exterior. También existen
diversas soluciones numeéricas, los autores |Aschwanden y Schrijver| (2002) propu-
sieron una parametrizacion para aproximar soluciones en base a correlaciones con
soluciones numeéricas.

Por otro lado, autores propusieron soluciones hidrodinamicas simplificadas donde
se asumia que el flujo es estacionario y adiabético o isotérmico, como el trabajo de
Cargill y Priest| (1980). Distintos autores encontraron inestabilidades de distintos
tipos, como de Rayleigh-Taylor, debidas a desbalances en la ecuacién de la energia
debido a procesos radiativos o a la funcion de calentamiento, etc. (Priest), 1982).

Otros autores realizaron simulaciones numéricas, tanto hidrodinamicas (Miiller
et al.l 2003) como magnetohidrodinamicas (Fernandez et al., [2009) para modelar

arcos coronales formados en post fulguraciones.

1.1.2. Modelizacion numérica de los arcos coronales

La modelizaciéon numeérica de los arcos de la corona solar presenta varios desafios:
como primera medida, existen condiciones de presion y densidad muy pequenas.
Si no se adimensionalizan las variables y el esquema de flujo numérico no esta bien
condicionado para esta situacion, el sistema puede converger a soluciones fisicamente
imposibles (como presiones negativas) (Einfeldt et al., 1991). Ademas, en general los
grandes gradientes espaciales y temporales que ocurren en los arcos coronales suelen
ser dificiles de tratar numéricamente.

Por otro lado, los fenémenos energéticos no lineales que ocurren agregan com-
plejidad. Uno de ellos es la emision de energia por radiacién. Esta se produce por
distintos fenémenos de recombinacion y bremstrahlung que ocurren con los oligoele-
mentos mas pesados. Para modelar estos fendmenos es necesario emplear un modelo
multiespecies con una base de datos con las tasas de reaccion. Esto vuelve al sistema
de ecuaciones rigido o “stiff", haciendo necesario el empleo de integradores tempora-
les robustos y pasos de tiempo mas pequefios. Miiller et al. (2003) emplean las rutinas
HAO-DIAPER para obtener las tasas de emision de radiacién de cada una de las
especies existentes en la corona solar, junto con un integrador temporal implicito no

lineal basado en el método de Newton-Raphson.
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Por otro lado, en general las simulaciones de problemas astrofisicos involucran
dominios de grandes dimensiones y son necesarias discretizaciones muy finas del mis-
mo. Ademas, si se emplea el modelo magnetohidrodinamico es necesario resolver ocho
ecuaciones por celda, lo cual insume un gran costo computacional. En los trabajos
de Coen (2008)) y [Petralia et al.| (2014) se emplean codigos paralelizados en lenguajes

de alta performance.

En la presente tesis realizamos simulaciones de arcos mediante un modelo MHD
unidimensional con términos fuente para tener en cuenta términos de conduccion
térmica, radiacion electromagnética y fuentes de calentamiento definidas ad hoc.
Los términos de radiacion fueron tratados de una forma simplificada, pero de gran
aceptacion en la literatura. Esto permite usar un modelo sencillo y computacional-
mente econémico, pero suficientemente preciso para estudiar el comportamiento del
fendémeno astrofisico. Para obtener mayor precision en el calculo de los términos con-
vectivos usamos un esquema TVD de alta resoluciéon, que permite resolver disconti-
nuidades con buena precision, manteniendo segundo orden de resolucion en regiones
donde la solucién es continua. Para tratar adecuadamente los términos fuente fue
necesario implementar un integrador temporal implicito tipo Backward Euler, sobre
todo porque en ciertos casos el transporte de energia es tan intenso que ésta pude
tomar valores negativos localmente. Ademas, este integrador temporal permitiria en

un futuro utilizar un modelo multifluidos con modelos de radiacion.

Finalmente, empleamos como condiciones iniciales distribuciones de densidad y
temperatura basadas en soluciones hidrostaticas o hidrodinamicas, para luego anadir-
les perturbaciones y poder hacer anélisis de sensibilidad. De esta manera empleamos
condiciones iniciales més sofisticadas que las empleadas en trabajos anteriores del

grupo, como el de Fernandez et al.| (2009).

Debido a que las primeras simulaciones produjeron oscilaciones en el contorno y
soluciones espurias, y debido a que generalmente el flujo de plasma en la cromosfe-
ra suele ser subsonico, fue necesario utilizar un modelo de condiciones de contorno
maés sofisticado para tener en cuenta fenémenos transitorios y modelar la fisica del
problema de forma mas consistente. Para ello empleamos un esquema de condicio-
nes de contorno (BCs, Boundary conditions) basado en caracteristicas. Mediante

los operadores desarrollados por Thompson| (1987), varios autores han adaptado y
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probado distintos modelos de condiciones de contorno basados en caracteristicas,
como por ejemplo los trabajos de [Poinsot y Lele| (1992)), [Sutherland y Kennedy
(2003), |T.Colonius| (2004), etc. Estos modelos han sido utilizados en problemas de
gran complejidad, como simulacion directa de flujos turbulentos, combustién y flujos
reactivos. Tienen la capacidad de adaptarse a cambios bruscos en el sistema y de re-
flejar o transmitir correctamente distintos tipos de ondas que llegan a los contornos.
Sin embargo, no se ha avanzado demasiado en este tipo de modelos para el sistema
MHD. En el trabajo de Dedner et al. (2001) los autores desarrollan un método de
condiciones de no reflexiéon de ondas para MHD con términos fuente basado en ex-
pansiones asintéticas, y en el trabajo de Hayashi (2005) emplean un modelo basado
en caracteristicas para resolver un problema similar al del viento solar, pero para
flujo estacionario con condiciones de entrada impuestas. La propuesta de la presente
tesis fue la de desarrollar y probar un esquema basado en caracteristicas que sea
capaz de resolver transitorios y tratar de forma efectiva y consistente las diferentes

ondas que pudieran ocurrir en arcos coronales.

1.2. Organizacion de esta tesis

Para llevar a cabo los estudios de los arcos coronales fue necesario implemen-
tar las herramientas anteriormente descritas, para un correcto tratamiento de las
condiciones de contorno y para lograr que el integrador temporal pudiera resolver
correctamente la dinamica de los términos parabélicos y fuente. Por eso, buena parte
de la tesis se dedica a la descripcién y validacion de dichas herramientas.

En el Capitulo [2| describimos las propiedades de los sistemas hiperbolicos de
ecuaciones. Los modelos gasdindmicos y magnetohidrodindmicos generalmente son
expresados como leyes de conservacion (Leveque, 2005), donde la evolucion tempo-
ral y espacial del sistema se debe a familas de ondas no lineales que se propagan a
partir de perturbaciones. Por esta razén una buena comprensiéon de las propiedades
matematicas de los sistemas hiperbolicos permite disenar y entender los métodos nu-
méricos utilizados en las simulaciones. Ademas, el modelo de condiciones de contorno

utilizado aprovecha ciertas propiedades de los sistemas hiperbélicos.

En el Capitulo [3] describimos los modelos fisicos con los que usualmente se es-
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tudian los arcos coronales: los términos fuente existentes, el modelo gasdinamico de
las ecuaciones de Euler, y el modelo Magnetohidrodindmico. Describimos también
la forma de adimensionalizar las ecuaciones en ambos modelos para un buen condi-
cionamiento del sistema de ecuaciones del integrador implicito, y la normalizacion
de los valores y vectores propios del sistema MHD para salvar casos en los que el
sistema se vuelve indeterminado

En el Capitulo [4] discutimos los detalles de la implementacién numérica de los
modelos fisicos: Describimos el esquema TVD de Harten Yee utilizado para las simu-
laciones, el integrador temporal y la discretizacion numérica de los términos fuente.

En el Capitulo o] describimos el modelo de condiciones de contorno que utiliza-
mos, sus ventajas y propiedades. Describimos su extension al esquema MHD y su
implementacion con el integrador temporal implicito.

En el Capitulo [6] discutimos primero los casos que usamos para validar las herra-
mientas desarrolladas: primero modelos analiticos estacionarios para flujos gasdina-
micos con distintos tipos de términos fuente, luego soluciones hidrostaticas para arcos
coronales para validar el calculo de los términso fuente. A continuacién probamos
el modelo de condiciones de contorno para casos inestacionarios tanto gasdinamicos
como MHD y evaluamos el comportamiento del modelo de condiciones de contorno,
y finalmente analizamos casos de soluciones hidrostaticas perturbadas para arcos
coronales.

En el Capitulo 7 evaluamos las fortalezas y debilidades de la metodologia imple-

mentada, y proponemos trabajos para seguir desarrollando la investigacion.



Capitulo 2

Sistemas Hiperbdlicos y sus

Propiedades

2.1. Leyes de conservacion

Muchos de los modelos mateméticos de flujos gasdinamicos y de plasmas tienen
la propiedad de que pueden expresarse como leyes de conservacion. Por esta razon, se
han desarrollado gran cantidad de esquemas numéricos para resolver problemas rela-
cionados a leyes de conservacion, que a su vez tienen propiedades ventajosas respecto
a la fisica del problema y al anélisis de estimacion de errores numeéricos y estabilidad.
Por esta razon, resulta pertinente hacer un breve resumen de las propiedades de las
leyes de conservacion

A continuacion, se define lo que es una ley de conservacion

Definiciéon 2.1 Considerando una variable escalar u, que representa la densidad de
una propiedad fisica por unidad de volumen en un dominio €1 de n dimensiones,
delimitado por una superficie de frontera A. Se dice que u cumple una ley de conser-
vacion st la variacion temporal de u en el dominio considerado es igual y opuesta a

los flujos F(u) de dicha variable a través de la superficie A.

9 udQ = — 7{ F(u) - idA (2.1)
ot Jq A

La funcion de flujos es una funciéon vectorial, que para el caso cartesiano tridimen-

9
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sional puede expresarse mediante tres funciones escalaresf(u), g(u), h(u) asociadas

a las direcciones x,y y z respectivamente.
F(u) = [f(u), g(u), h(u)] (2.2)

Si la funcion u y su flujo F(u) son continuos en el dominio considerado, puede
aplicarse el teorema de la divergencia y expresarse la ley de conservacion en forma
diferencial:

ou

5 TV F(u)=0 (2.3)

Para una variable vectorial, el concepto de ley de conservacion puede generali-
zarse expresando las m componentes escalares que componen la variable vectorial
considerada. De la misma manera, pueden escribirse de forma compacta un conjunto
de leyes de conservacion en forma vectorial, donde U es un vector de m variables

conservativas y F (U) el tensor de flujos de dichas variables.

ou
—+V-FU)=0 (2.4)
ot
donde
U1 filur,ug, ... um)  gr(ur, v, ..o um)  hi(ur,ug, ... Uy)
U9 folur,ug, ... um)  ga(ur, v, ... um)  ho(up,ug, ..., upy)
U: us ﬂF(U> = f3(u17u2)"'7um> 93(U17U27~-aum) hg(UjL,UQ,...,Um)
i Um, ] L fm(u17u27"'7um) gm(u17u27"‘7um) hm(U1,U2,...,Um)

(2.5)
En el caso de que existan términos fuentes, el sistema dejaré de ser conservativo.

Dichos términos fuentes se anaden como un vector S(U) en el miembro derecho de

la ecuacion.

ou

—, tV-F(U)=8(U) (2.6)

Si el vector de términos fuente a su vez es funcion del gradiente del vector de
variables de estado, el sistema deja de ser hiperbdlico. Sin embargo, como en la
mayoria de los problemas de mecéanica de fluidos y plasmas el flujo esta dominado por

la conveccion, pueden utilizarse todas las herramientas matematicas desarrolladas
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para el célculo de los flujos hiperbolicos (Leveque, [2005).

2.2. Matriz jacobiana del flujo hiperboélico

Aplicando la regla de la cadena de la derivacion a la componente en z de la

divergencia del tensor de flujos

OF (U)  JF 90U _ oU
9 —ovar AU

(2.7)

se obtiene la formulacion cuasi-lineal del sistema conservativo, donde A (U) es la
matriz jacobiana del sistema para la direccién z. De la misma manera, para las
demas componentes de la divergencia se obtienen las jacobianas A,(U) y A,(U)

oU oU oU U

T AU G AU+ ALU) S =0 (2:8)

En el caso de que el sistema sea unidimensional, las derivadas %—ij y %—g son nulas,
por lo tanto sélo es necesario calcular la jacobiana A (U)
A continuacién se presenta el problema de Riemann para analizar las distintas

soluciones posibles para un sistema de leyes de conservacion:

2.3. Problema de Riemann

El problema de Riemann para el sistema de m leyes de conservacion hiperboélico
unidimensional es el problema de valores iniciales (IVP) mas sencillo que existe.
Consiste de dos estados iniciales constantes separados por una discontinuidad en

=20

ou oF
¥+8_x:0 {—o0 <z <o00,t>0} (2.9a)

UY siz <0
Ut=02)=3 " (2.9b)
Ug) siz >0
La solucion general del problema de Riemann es un sistema de m ondas caracte-

risticas, cuyas velocidades de propagacion son los valores propios \; del sistema.
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Si todos los valores propios del sistema son reales y cada uno posee un vector
propio linealmente independiente asociado, se dice que el sistema de ecuaciones es
hiperbolico. Si los valores propios son reales y distintos, el sistema es estrictamente
hiperbolico. Los valores propios del sistema representan velocidades de propagaciéon
de ondas, y los vectores propios el cambio en las variables de estado a través de una

onda caracteristica. Todo sistema hiperbolico posee dos tipos de vectores propios:

» Los vectores propios derechos R
Que cumplen la relacion
A(U)RY = \,RY (2.10)

» Los vectores propios izquierdos L

Que cumplen la relacién

LOA(U) = \LO (2.11)

Si se define la matriz R, cuyas columnas son los vectores propios derechos; y la
matriz L, cuyas filas son los vectores propios izquierdos, dichas matrices cumplen la

relacion:

R=L" (2.12)

2.3.1. Campos caracteristicos

Cada velocidad caracteristica ); y su vector propio asociado R(*) define un campo

caracteristico. Dichos campos caracteristicos se clasifican en

= Genuinamente no lineal
Un campo caracteristico es genuinamente no lineal si, para alguna normaliza-

cion de R, se cumple que el gradiente del valor propio asociado es monétono
Vudi-RY #£0 (2.13)

Esto implica que la velocidad caracteristica varia a través de la onda, permi-

tiendo que éstas convergan o diverjan (Matatsukal 2013).

= Linealmente degenerado



2.8. Problema de Riemann 15

Un campo caracteristico es linealmente degenerado si, por el contrario,
Vol -RP =0 (2.14)

En ambos casos el gradiente Vy representa el gradiente respecto de las variables

conservativas.

= No convexo
Si el campo caracteristico considerado para algunos valores de U es genuina-
mente no lineal, y en otros es linealmente degenerado, se dice que el campo

caracteristico es no convexo

Si una familia de ondas del sistema es genuinamente no lineal, admite soluciones
discontinuas (como ondas de choque) o continuas (como ondas de expansion). Si es
linealmente degenerada admitird sélo soluciones de la forma de discontinuidades de
contacto. Pero si el campo caracteristico es no convero podran existir estados donde
a la izquierda y derecha existan ondas diferentes (choques y expansiones), o que dos
ondas de la misma familia viajen en la misma direccion, sin alcanzarse nunca. Este
fendbmeno ocurre en el sistema de ecuaciones de la magnetohidrodinamica, como se

discutird mas adelante.

Cuando los vectores propios del sistema son linealmente independientes, pueden

expresarse los estados izquierdo y derecho como combinacién lineal de los mismos:
i=1 =1

La soluciéon a la izquierda de la onda asociada a A; es igual al estado inicial
Up.. De la misma manera, la soluciéon a la derecha de la onda A, es igual a Ug.
El problema de Riemann es autosimilar, es decir dada una solucion U(t, x) del IVP
dado por la Ec. (2.9), para cualquier constante x > 0 la funcion U, (¢, z) = U(xst, kx)

es también una solucién de dicha Ecuacion.
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2.3.2. Variables caracteristicas

Definiendo la matriz R como la matriz cuyas columnas son los vectores propios del

sistema, puede obtenerse un nuevo conjunto de variables mediante la transformacion

W=R'U

(2.16)

Dichas variables se conocen como Variables Caracteristicas.

Al tener la matriz jacobiana A un conjunto completo de vectores propios lineal-

mente independientes, puede diagonalizarse mediante:

A =R 'AR

donde

De esta manera, se obtiene un sistema de m ecuaciones desacopladas que repre-

sentan m problemas de Riemann escalares

awi + )\.%
ot " Ox
;
wi(t=0,z) =
Bi

Cuya solucion es:

w;(z,t) = w;(x — A, 0)

=0 (2.18a)
siz <0
e (2.18D)
six >0
(2.19)

Luego, puede expresarse la solucion en funcion de las variables conservativas como:

m

Uz, t)= Y

i=1+1

2.4.

I
R+ BRO
=1

(2.20)

Formulacién en variables primitivas

Si uno define un nuevo vector de variables V mediante una relacién definida a

través de una matriz de transformaciéon P

ou _
ot

ov
ot

donde

oU;

Pi':_
o,

(2.21)
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este nuevo vector de variables V se conoce como vector de variables primitivas. Si se

aplica esta transformacion a un sistema conservativo unidimensional

X

ouU OF OV
p-19Y  p10¥ OV _

o "t oV ox

se obtiene un nuevo sistema cuasi lineal

oV ov
— +A,(V)— =0 2.22
y definiendo la matriz Q como
_ ¥ (2.23)
Y% '
La matriz jacobiana A, de dicho sistema estd dada por:
A, (V)=P'Q (2.24)

En general la definicion de un sistema primitivo para un sistema conservativo
dado no es tnica. Ademas, el sistema primitivo no necesariamente puede expresarse
como ley de conservacion; y en el caso de que se pueda, en general no estara en
concordancia con las leyes de conservacion fisicas del problema. Esto puede verse
claramente en las diferencias entre el sistema de Euler conservativo y el sistema
primitivo en el libro de Toro (2009).

Sin embargo, se demuestra que los valores propios del sistema primitivo coinciden
con los del sistema conservativo, y los vectores propios derechos pueden transformarse
de un sistema a otro mediante una ley de la forma de la FEc. , es decir:

RO = pr® (2.25)

donde R son los vectores propios derechos del sistema en variables conservativo, y
rW son los del sistema en variables primitivas. De la misma manera, la transformacion

de los vectores propios izquierdos se realiza mediante:

LY = 10p-! (2.26)



16 Capitulo 2. Sistemas Hiperbdlicos y sus Propiedades

Donde L® son los vectores propios izquierdos del sistema en variables conservativo,

v 10 son los del sistema en variables primitivas.



Capitulo 3
Modelos Fisicos

En la literatura relacionada al estudio de los arcos coronales se emplean princi-

palmente dos modelos para su anélisis:

El modelo Hidrodinamico, o Gasdinamico
Basado en las ecuaciones de Euler para un fluido compresible, que incluyen la

conservacion de la masa, de la cantidad de movimiento y de la energia.

El modelo Magnetohidrodinidmico
Surge de una combinacién de las ecuaciones de Euler con las ecuaciones de
Maxwell del Electromagnetismo, vinculando la Fuerza de Lorenz con las velo-

cidades de movimiento del plasma y la ley de Ampere.

Se justifica el uso de la formulacion hidrodinamica en virtud de que en la mayoria
de los arcos coronales se cumple la condicion de que el parametro 5 es mucho menor
que 1 (Aschwanden| 2004). De esta manera, las lineas de campo magnético son lo
suficientemente intensas para encapsular el flujo, favoreciendo los procesos de trans-
porte en la direccién tangente a las mismas, e inhibiendolos en la direccién normal.
Entonces, puede tratarse al sistema como un sistema hidrodinamico equivalente que
fluye a lo largo de las lineas de campo. Por otro lado, en la presente tesis se tuvieron
en cuenta otro tipo de fenémenos no asociados con el transporte convectivo. Dichos

fendémenos se trataron, en una primera aproximacién, como términos fuente.

17
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3.1. Términos fuente

Se ha comprobado a través de observaciones y modelos teéricos que los arcos co-
ronales intercambian masa y energia con la corona y la cromosfera. Este intercambio
se realiza a través de difusion térmica por conduccion de calor a través de sus bases,
y por radiacién hacia el exterior a lo largo del arco. Ademaés, existe un incremento
de energia dentro de la corona cuyas causas atin no estan del todo claras (Coen,
2008), pero que también cumple un rol crucial en la dindmica energética. Dichos
efectos tienen gran importancia en la distribuciéon de presiones y temperaturas y en
los fenémenos de transporte. A pesar de la complejidad del sistema, se obtuvieron
soluciones analiticas para casos simplificados, que proporcionan leyes de escala y es-
tabilidad para distintos parametros del problema (Serio et al., [1981). En el presente
trabajo se tuvieron en cuenta dichos efectos como términos fuentes. Se aplican sobre
la ecuacion de la energia, mediante funciones simples basadas en observaciones o

propuestas en la literatura.

3.1.1. Pérdidas de calor por radiaciéon

En la presente tesis utilizamos un modelo semiempirico de gran aceptacion en la
literatura (Aschwanden|, 2004). Este expresa a las pérdidas radiativas como funcion
de la densidad de particulas n y una funcién A(7T) obtenida de correlaciones de
observaciones mediante radiotelescopios en espectro ultravioleta y de rayos X (Handy
et al., [1999) . Mediante el uso de ciertos filtros en los radiotelescopios es posible
obtener imagenes en las que la intensidad de rayos mostrada es proporcional a la
densidad de energia en el arco. Dicha correlacion es indirecta, ya que la mayor parte
de la radiacion es emitida por oligoelementos, que representan cerca del 1% del
total de las particulas. En base a consideraciones de equilibrio de energia es posible
expresar las pérdidas por radiaciéon como funciéon de la densidad de particulas n =
[part /cm?3] y una funcién empirica A(T') basada en regresiones de la intensidad de
emisiones observada . Dicha funcion fue obtenida por [Rosner et al. (1978) como una
correlacion de las observaciones de varios autores por funciones potenciales definidas

a trozos.
Lyaqg = n*A(T)[erg.cm™?s 7] (3.1)
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En la Fig. se reprodujo el grafico de dicha funcién. Las correlaciones empleadas

P(T) (ergsec'cm®)

;24 o 1oa sl gl L1l s gl T
10° 10
T (K)

Figura 3.1: Funcion A(T) de pérdidas radiativas en funcion de la temperatura.

normalmente en la literatura son validas para temperaturas mayores a los 1,5-10* K,
pero como en ciertos casos la temperatura en la cromosfera es menor a este valor,
ajustamos una relacion potencial para 104° < T < 10*2. Las funciones de correlacion

para A(T) se presentan a continuacion:

( 1075870881, 1040 T ~ 1042
102168, 1042 < T < 1043
102185, 1043 < T < 10%9
10-3172; 10% < T < 10%°

A(T) = (3.2)

10-212, 104 < T < 1054
10~ 10472, 1054 < T < 1057
102194 10> < T < 1063
10—17,73T_2/3; 106’3 < T < 107

\
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3.1.2. Conducciéon de calor

La conduccion de calor sigue la Ley de Fourier, que define al vector flujo de calor

comao:

q=—-rVT (3.3)

donde el coeficiente x puede ser una funcion no lineal de la temperatura u otras

variables termodinamicas.

Para modelar este coeficiente para un plasma completamente ionizado se emple6
el modelo de Spitzer, basado en el modelo desarrollado por el mismo autor para ob-
tener la conductividad eléctrica (Spitzer, 1962). Dicho modelo propone una relacion
no lineal para calcular el flujo de calor en la direccién paralela a las lineas del campo
magnético B. Se basa en considerar que el plasma estd completamente ionizado, por
lo que permite asumir que ocurren muchas colisiones de particulas y que el flujo de
calor debido a la conduccion se debe a las colisiones entre electrones y iones. Luego,
la transferencia de calor sera funcion de la energia cinética de los electrones. Tenien-
do en cuenta el teorema de la equiparticion de la energia puede expresarse la misma
en funciéon de la temperatura de los electrones, pudiendo expresar de esta forma al

coeficiente de transferencia de calor como:

1,84-107°707

A (3.4)

K

donde InA es el logaritmo de Coulomb, T, es la temperatura de los electrones. Para

temperaturas superiores 4,2 - 10° K es:

T
InA = 29,7+ In (n‘lmﬁ) (3.5)

En el presente trabajo asumimos que T, = T, y definimos

184107

Ksp T~ constante (3.6)

Luego, la ley de Fourier puede expresarse como:

q= —ry,T°?VT (3.7)
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De manera que el término de difusion térmica puede expresarse como:

: d dT 2 d*T7?
cond — -V - 5 s T5/2_ — Shsp™ 7 5 3.8
@eona 4 dx(ﬁp 7,1') dx? (38)
El plasma coronal es en realidad de tipo no colisional, por lo tanto no cumpliria
con la hipdtesis necesaria. Sin embargo, existe evidencia de que la ley de Spitzer
puede emplearse también en caso de que el plasma sea no colisional (Goedbloed y

Poedts, 2004).

Saturaciéon del flujo de calor

Sin embargo, el modelo de Spitzer no da resultados correctos en casos donde
el camino libre medio de los electrones se torna suficientemente grande comparado
a la longitud caracteristica de la conduccion. En este caso se dice que el flujo de
calor por conduccion estd saturado. Los autores |Cowie y McKee (1977) describen el
modelo para la saturacion del flujo de calor. El valor maximo del flujo de calor por

conduccién para un plasma puede expresarse como

3
Amaz = §nekBTevc (39)

Donde kg es la cosntante de Boltzmann y v, es una velocidad caracteristica, del orden
de magnitud de la velocidad de los electrones. Esta velocidad caracteristica debe
obtenerse de la funcion de distribucion de los electrones, que ademas debe satisfacer
que sea estable frente a perturbaciones en el campo eléctrico y que no transporte
corriente neta. Los autores demostraron que si la fuente de calor posee una funcién
de distribucion Maxwelliana y existe un gradiente infinito de temperatura puede

obtenerse un valor limite para el flujo de calor, dado por

25T, \ "/
sat = 0,4( & ) nekpT, (3.10)
T

Este valor maximo teorico es ademés poco sensible al valor de la funcién de
distribucién usada, lo que lo vuelve una estimacién util. Definiendo a la velocidad

del sonido isotérmica como c;q, = (nekBTe)l/2 e introduciendo un factor ¢ para tener



22 Capitulo 3. Modelos Fisicos

en cuenta las incertidumbres, puede expresarse el flujo de calor por conduccién como:
Qsat = DPpCS,, (3.11)

En el trabajo de [Petralia et al.| (2014)) se propuso estimar el flujo de calor por

conduccion de la forma

Gsat
qcond lim — —qcond 312
Gsat + ”qcondH ( )

donde qeong €s €l flujo de calor dado por la teoria clésica de Spitzer.

Normalizando los flujo de calor por conduccién respecto al flujo saturado segtin

_ Qcond li — Acond
Aeond lim = e ) Qeond = —r 5 (3 13)
Gsat Gsat

obtenemos la expresion
1

1 + Hqcond“

En la Fig. 3.2] comparamos ambos flujos de calor normalizados

qcond lim — qcmzd (3 14)

Figura 3.2: Comparacion entre los flujos de calor por conducciéon limitado y conven-
cional
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3.1.3. Funcioén de calentamiento

Se conoce que en la cromosfera existen grandes cantidades de energia almacenada
en el campo electromagnético, en cambio en la corona tiene mayor importancia la
energia térmica. De acuerdo a observaciones mediante telescopios de Raxos X y
UV, la temperatura aumenta drasticamente desde la zona de la fotosfera (donde
T < 10*K) hacia la Corona (donde T =~ 10° K) a través de una pequefia zona
de transicion. La causa de este incremento de temperatura es la transformacion de
energia almacenada en el campo magnético en energia térmica, pero el mecanismo
por el cual esta transformacién se lleva a cabo no se conoce con certeza todavia.
Existen diversas teorias, algunas lo atribuyen a fenémenos de difusién turbulenta en
ondas de Alfvén y magnetosonicas de alta frecuencia, otras a deposiciones de energia
debidas a nanoflares y otras a fenémenos de reconexion magnética. En la practica,
varios autores modelan dicho efecto de calentamiento mediante funciones simples con
un solo maximo en toda la longitud del arco. En el presente trabajo se emple6 una

funcion de calentamiento simétrica, definida para la mitad del arco como

Ey(x,t) = Eygexp (I _ x0> exp (M> paral < z < L/2 (3.15)
Heql c2az
Donde Epqo representa la cantidad de calor depositada en la base, v Hewi V Tew
son escalas de altura y tiempo respectivamente, ajustadas con las observaciones.
Esta funcion tiene la ventaja de permitir representar una funcion de calentamiento
uniforme en el espacio cuando H.,; — oo y en el tiempo cuando 7., — oo, y de
permitir concentrar el efecto de calentamiento hacia las bases o el apice. Este tipo
de funciones de calentamiento se han empleado para obtener soluciones analiticas
en varios trabajos, como (Aschwanden y Tsiklauri, |2009; Rosner et al., [1978; Serio

et al., [1981)); asi como en soluciones numeéricas (Miiller et al., 2003)).

3.2. Ecuaciones de Euler

El sistema de ecuaciones de Euler describe la dindmica de un fluido compresible
en ausencia de viscosidad a través de tres leyes de conservacion. Estas son la ley de

conservacion de la masa, la ley de conservacion de cantidad de movimiento lineal y
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la ley de conservacién de la energia.

3.2.1. Conservacion de la Masa

En un sistema de coordenadas euleriano {(¢,x) : t > 0,x € @ C R3}, dado el vec-

tor velocidad para las tres componentes espaciales en x = [z, y, 2], respectivamente
v(t,x) := [u, v, w]

y siendo p(t,x) la densidad de masa del fluido. Luego la ley de conservacion de la
masa expresa que la masa de una particula material arrastrada por el flujo no cambia

en el tiempo. Para un sistema Euleriano se expresa de forma diferencial como:

dp

. = 1
8t+v pv =0 (3.16)

3.2.2. Conservacion de la Cantidad de Movimiento

La ley de conservacion de cantidad de movimiento expresa que la variacion de
la cantidad de movimiento asociada a una particula diferencial que se mueve con el
flujo es igual a la sumatoria de fuerzas externas que actian sobre dicha particula

material.
opv?

ot

donde p(t,x) es la presion del fluido. Y donde S,,,,(U) son términos fuente asociados

+ [V (W @v+1p)]" =S (U) (3.17)

a la cantidad de movimiento. En la presente tesis se incorporaron efectos del peso
propio del fluido como términos fuente, que se expresan en funcion de la aceleracion

de la gravedad local g como
Sem(U) = g (3.18)

3.2.3. Conservacion de la Energia

Finalmente la ley de conservacion de la energia total del fluido se escribe en forma

diferencial como:

Op (e;+ 3v-v)
ot

+V- HpemL%,ov-v—Fp}v} =V-q+S.(U) (3.19)
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donde ¢;(t,x) es la energia interna por unidad de masa. La conservacion de energia
también puede ser expresada en funcion de otras variables termodindmicas, como la

entalpia:
H=e;+2 (3.20)
p

y la entalpia total
1
m:H+§wF (3.21)
Se demuestra que para un flujo adiabatico la entalpia total se conserva a lo largo de

una linea de corriente.

El término V - q representa la transferencia de calor por conduccion, donde q es

el vector flujo de calor .
q=—-rV(T) (3.22)

Donde x es un tensor de conductividad térmica. Para el caso de un medio de con-

ductividad isotrépica y homogénea se reduce a un escalar.

En este caso los términos fuente representan aportes y sustracciones de energia
debidas a la funcion de calentamiento, Ec.(3.15), y a la transferencia de energia
hacia el exterior por emision de radiacion, Ec.(3.1)). Ademas debe incluirse el efecto

de transporte de energia potencial gravitatoria, dado por pg - v .

Sc(U)=pg v+ Lywa+ Eny (3.23)

3.2.4. Sistema de Ecuaciones Conservativas

Las tres Leyes de conservacion (3.16)), (3.17) y (3.19) forman el sistema de ecua-

ciones de Euler. Introduciendo la definicion de energia total e;(t,x) como la suma de

la energia interna y energia cinética por unidad de masa:

1,
et =¢€; +=v

5 (3.24)
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el problema de valores iniciales para el sistema de ecuaciones de Euler puede ser

escrito en la forma compacta de la siguiente manera:

9y .F)=8S(U Q,t
o=+ (V-F) =8S(U) en  x€Nt>0 (3.250)
Ut = 0.%) = 6(x)
donde
p pv
U= | pvT |, F=| pvlov+Ip (3.25b)
pe (per +p) v

Una ecuacion de estado (EOS) dada por relaciones termodinamicas provee la ecua-
cion adicional necesaria para la clausura del sistema. Si se considera en todos los
casos que el fluido es una mezcla de gases térmicamente perfectos, puede emplearse

la Ecuacion de estado caléricas:

p

—P(’Y ) (3.26)

€; =

Cp ) L. )
donde v = — es el exponente isoentropico para el gas o mezcla de gases considerados
C 2
v
y C, y C, son los calores especificos a presion y volumen constante, respectivamente.

La temperatura del sistema se define como:

€;
T=— 3.27
& (3.27)
y el calor especifico a volumen constante C,, esta dado por:
R
C,=—— (3.28)
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3.2.5. Formulacidén cuasi-lineal del sistema
La matriz jacobiana para el sistema de Euler estd dada por:
0 1 0 0 0
—u? + 5y B=7u (l-vv (Q-mw (y-1)
A = —uv v u 0 0 (3.29)
—uw w 0 U 0
—yEt+ (v = 1) uv? e — V2 +2?] (v-Dw (y-Duw  qu
Cuyos vectores propios derechos son:
[ 1 ] 1] [ 0 | [ 0 ] [ 1 |
U—a u 0 0 u+a
Ri: v ’Rg: v 7]_:{:2: 1 ,R4: 0 ,Rg): v
w 1“’ 0 1 w
H; —ua -V ) w H; + ua
(3.30)

donde a es la velocidad del sonido y H; la entalpia total del flujo, Ec. (3.21)).

La matriz de transformacion entre el sistema conservativo y el sistema primitivo, dada
por la Relacion (2.21)), se expresa como:

u2

uv

uw
1

QUV

%(u2 +v2 4+ w?) pu

2

(S

P
2pu
pv
pw

o o O

0
0
P
0

1
P pw =g

T O O O

0
0
0
0

pu
0 pu

$pv2 + pu® + %p puv  puw

(3.31)

(3.32)
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3.2.6. Ecuaciones de Euler con seccion variable

En el caso de que sea necesario estudiar el flujo compresible en un conducto cuya
seccion varia, pueden extenderse las ecuaciones de Euler para tener en cuenta dichos efectos.
Asumiendo que el area de la seccion es sblo funcién de x, la ecuacién de conservacion
de la masa para un volumen de control, despreciando términos de orden superior, puede

expresarse comao:

OpA i OpAu
ot 0x

Se observa que en este caso la magnitud transportada por el fluido es un producto entre

=0 (3.33)

la densidad y el area pA. De la misma manera, puede expresarse la conservaciéon de la

cantidad de movimiento como:

OpAu 0 2 0A
A A) — p— = .34
5 T gy (AU +pA) —po- =0 (3.34)
Y la conservacion de la energia
opetA 0 B
5 + %[u(petA +pA) =0 (3.35)

De esta manera, la expresiéon de este sistema en forma conservativa es andloga a la de
las ecuaciones de Euler ordinarias, con la adicién de un término fuente en la cantidad de

movimiento para incorporar los efectos de cambio de drea:

pA pAu 0
9 pAu | + 9 pAu? + pA = | p24d (3.36)
ot Ox Oz
perA (petA + pA)u 0

Se observa que las variables conservativas y los flujos son los de las ecuaciones de Euler
ordinarias multiplicadas por A. La matriz jacobiana del sistema conservativo es idéntica a
la del sistema de Euler con area constante, por ende es independiente del area. Lo mismo
ocurre con los vectores propios derechos asociados a dicha matriz.

El sistema puede expresarse en funcion de las variables primitivas pA, u y pA de la

siguiente manera:

o | " N PR ’
_ P o4

pA 0 A u pA (7—1)]7”%
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Las matrices de transformacién entre el sistema conservativo y el sistema primitivo para

este sistema son:

1 0 0 U pA 0
P= u pA 0 ;o Q= u? 2pAu 1 (3.38)
e pau L b S+ pA S

3.2.7. Adimensionalizacion de las ecuaciones de Euler

Como en la presente tesis se trataron efectos de flujos difusivos y términos fuente, resul-
ta practico expresar el sistema de ecuaciones en variables adimensionales. Ademas, debido
a que las ecuaciones que componen el sistema de leyes de conservacién poseen diferentes
unidades fisicas, ocurre que las diferentes componentes de los vectores propios pueden te-
ner 6rdenes de magntud muy distintos. Esto resulta problematico desde el punto de vista
numeérico, sobre todo en el caso de la implementacién de un integrador implicito. Ademés,
desde el punto de vista fisico, al adimensionalizar el sistema de ecuaciones, los términos
fuente y difusivos quedan afectados por nimeros adimensionales que dan informacion extra

sobre la fisica del problema

Para adimensionalizar estas ecuaciones deben expresarse los operadores en funcién de
los parametros adimensionales y combinaciones de éstos. Dichas combinaciones forman los
nimeros adimensionales que describen la fisica del problema. Empleamos la notacién de
sobrelineado en esta seccién para identificar a las variables adimensionales, y el subfijo ref

para identificar los valores de referencia.

A
Aref

=A

A continuacion, se obtienen los valores por los que tienen que reemplazarse las variables

dimensionales para adimensionalizar las ecuaciones:

3.2.8. Parametros para adimensionalizacién

Longitudes

Las longitudes se adimensionalizan mediante una longitud de referencia L, que en ge-

neral suele ser igual a la longitud o semilongitud del dominio considerado. Para cada una
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de las dimensiones espaciales x;

T = % oz = LT (3.39)

Luego, los operadores asociados a derivadas respecto de variables espaciales pueden

expresarse comao:

0

ﬁ: =
Oz;

LY -V =

1__
7V (3.40)

Densidad

Las densidades se adimensionalizan mediante una densidad de referencia, que suele
estar relacionada a alguna condicion fisica, como el valor en el contorno o un valor minimo

esperable.
P

Pref

p= " p=Dpres (3.41)
Debe tenerse en cuenta que, como los datos experimentales y valores de referencia estan
dados en funcién de la densidad de iones n;, éstos deben multiplicarse por la masa promedio

de todas las especies presentes para transformar a la variable p.

Velocidades

Optamos por adimensionalizar las componentes del vector velocidad v; mediante una

velocidad de sonido a,
2 _ P
P

ésta es la velocidad a la que se propaga la informacién fisica en el presente modelo. Como

a (3.42)

valor de referencia se adoptd un valor representativo del problema, generalmente el valor

en el contorno
(%

T; = — Vi = Qe fT; (3.43)
Qref
donde
a2, = Lores (3.44)

Pref
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Tiempo

El tiempo se adimensionaliza mediante un cociente entre la longitud de referencia y la

velocidad de referencia, es decir:

— aref —
t=t———=1t=1 3.45
L Qref ( )
v el operador de derivada temporal, empleando el resultado anterior:
L
o 0 0 o a,,efg (3.46)

—_—,Y—=—— = — — — — = =
ot Lelot  apepot Ot L Ot
Luego, la unidad de tiempo de referencia sera:

L

Qref

tref =

Presién y energia

Para adimensionalizar la presion de la energia utilizamos la Ec. (3.21)) que define la
entalpia total. Analizando las dimensiones de esta ecuacién observamos que la presion y
el producto densidad energia interna son dimensionalmente equivalentes al producto de la

densidad por la velocidad al cuadrado:
[pei] = [p] = [pv?]

Luego, se define al valor de referencia para la presién como:

Pref = Preflies (3.47)
y al de la energfa como:
Ciref = a%ef (3.48)
entonces:
p= preﬁt?ef =P = PrefaresD (3.49)
G = o e = aE (3.50)

aref
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Temperatura

La temperatura se adimensionaliza también mediante la conservacién de la entalpia

total, reconociendo que ésta es dimensionalmente igual a

-4

12

Luego, se emplea la velocidad del sonido para adimensionalizar la temperatura

_ 1 _
T=T—— —T=Ta;, (3.51)
aref
El vector flujo de calor, definido como q = —k - VT, se adimensionaliza empleando un

valor de referencia para la conductividad térmica k:

2
K a. .
q= _LfL’efk-VT (3.52)

Aceleracion de la gravedad

La aceleracion de la gravedad se adimensionaliza mediante una escala de altura relevante
para la fisica del problema, que de acuerdo a la literatura (Aschwanden y Schrijver, |2002;
Cargill y Priest) 1980) es:

_ L
g= Ao (3.53)
donde la constante Ag esta asociada a la escala de longitud de la solucién analitica para

una columna hidrostatica isotérmica

Poz
P = po €xp (-)
pog

Luego, la escala de altura asociada es:

Ag= 20
pog
donde pg y po corresponden a los valores de dichas variables para una altura de referencia,
que suele cosniderarse en el contorno del dominio. Luego
___ poL

g=9g
DPo
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En el presente trabajo se opté por agregar la constante v a la adimensionalizacién, para asf
poder adimensionalizar con la velocidad del sonido. Esto trae como ventaja una ecuacién
mas simple en variables adimensionales, que a su vez sigue respetando las magnitudes fisicas

usadas para la adimensionalizacion.

L
aref

3.2.9. Ecuaciones adimensionales

Reemplazando las expresiones de las variables dimensionales en funcién de las adimen-
sionales, Ecs. (3.39), (3.40), (3.41), (3.51), (3.49), (3.45)), y sacando factor comun en cada

caso, se obtienen las expresiones adimensionales de cada una de las ecuaciones de conser-

vacion.
Para simplificar las expresiones se expresan dichas ecuaciones en notacion indicial (por
ejemplo, a = a;, Panton| (2013)), con la convencién de los subindices repetidos para el

producto escalar a-b = a;b; y para el producto externo a® b = a;b;.

Continuidad

., a ., ., .
Sacando factor comin =L p,..ren la Ecuacion (3.16) de conservacion de masa, permite

expresarla de manera adimensional como:

Aref @ Y- (o0:)]| =
L Pref [81& +V (pvl):| =0 (355)

Luego, la expresién adimensional de la ecuaciéon de continuidad es idéntica a su expresion

dimensional

SIS

LY (T) =0 (3.56)

Conservacion de cantidad de movimiento

2
Pref@ 3 . . . ., .
% en el miembro izquierdo de la ecuacién de cantidad de

Sacando factor comin
moviemento y resolviendo se obtiene la expresion adimensional de esta ley de conservacion.
Para el caso ideal, al ser un sistema homogéneo la ecuacién adimensional tiene la misma

forma que la dimensional. Sin embargo, en el sistema no ideal (no homogéneo) los términos
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del miembro derecho quedan afectados por ntimeros adimensionales
2

2 _
pr@faref 8PU’£ - [—— — — —aref
L{ P4 [p + 0y <p>]}=ppmfgiL (3.57)

Donde 6;; es la delta de Kronecker. Operando y simplificando obtenemos

opv;, = . _ _
P - [pow; — 655 (D)) = i (3.58)

ot

Conservaciéon de energia

Para la ecuacién de la energia se obtiene:

3 S
PrefQ. ope — .
f{ P t+v-[<pet+p>vz-]}
2

L ot

K — a
= Z;f a%efv Qi + EH + Lrad + prefaref%j@ U5

Teniendo en cuenta la definicion del nimero de Péclet:

ul (3.59)

Pe —
°=D

donde D = Cip es la difusividad térmica.
P

ope;  — 1 — L
{ pt+V-[(pet+p)w]}=V-qi+ +—En + 5 Lraa +pgi -7 (3.60)
ot Pe Pref aref Pref aref

Sistema de ecuaciones conservativas
Reemplazando los resultados anteriores (Ecs. (3.56)), (3.58) y (3.60])) en las Ecuaciones

de conservacion ([3.25)):

P v
I w | +19. | wov+1p) | =
5 | 7V i3 pveav+I(p) | =
pet (per+p)V
0 0
\Y 0 + PGi (3.61)
2V (RVT) Bt o Lrad + 99 - i
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De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, dejamos de lado el sobrelineado

para designar variables adimensionales.

3.3. Modelo Magnetohidrodinamico

3.3.1. Concepto de plasma

Se estima que el 90 % de la materia visible del universo se encuentra en estado de
plasma. Podemos identificar como plasmas a la corona solar, el medio interestelar, el medio
interplanetario, el interior de muchas estrellas, el medio con el que se confina las reacciones
nucleares en un reactor.

Un plasma consiste en un conjunto de particulas cargadas y libres que tienen comporta-
mientos colectivos, gracias a la gran interacciéon que ocurre entre ellas debida a las fuerzas
eléctricas y magnéticas autoinducidas por los movimientos de estas particulas y también
debido a campos magnéticos externos. Las particulas son libres en tanto la energia cinética
es mayor que la energia de interaccién entre ellas, aunque las fuerzas que las

vinculan son de largo alcance. Como estan cargadas, apartamientos de carga apreciables
hacen que el plasma reaccione neutralizando el exceso de carga mediante la creaciéon de
campos eléctricos. El hecho de que estos campos intrinsecos o autoconsistentes impidan
que haya grandes apartamientos de cargas se traduce, en general, en que los plasmas son
globalmente (o estadisticamente) neutros. Es decir, el nimero de cargas positivas y negativas
es aproximadamente el mismo para longitudes mayores que una longitud caracteristica del
plasma llamada longitud de Debye.

Podemos esbozar la siguiente definicién para un plasma:

Definicién 3.1 Un plasma es un fluido total o parcialmente ionizado, globalmente neutro,
donde el comportamiento colectivo debido a fuerzas electromagnéticas define el estado del

sistema.

La complejidad de los plasmas es tanto de tipo temporal como espacial, y se caracteriza
por la excitacién de gran cantidad de modos dindmicos y colectivos.

Si se entrega energfa a un gas mediante una descarga eléctrica o una elevada temperatura
éste se ioniza produciendo a su vez cargas que son capaces de ionizar. La cantidad relativa de
particulas ionizadas en funcién de la temperatura T para un gas en equilibrio termodindmico

puede ser obtenida mediante la ecuaciéon de Saha (Goedbloed y Poedts, 2004), asumiendo
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una ionizacién de un sélo electrén

n; 2rmekp 3/2 3/2 U;
e ( % > - exp <— k‘BT> (3.62)

donde n; y ne son la densidad de particulas de iones y electrones respectivamente, kp es
la constante de Boltzmann h es la constante de Planck y U; es el potencial de ionizacién
del gas considerado. Teniendo en cuenta que la energia de ionizacién del hidrégeno es de
13,6 eV, el exponente de la expresion es —15,8 - 1074/T. Esto significa que para que un
gas se encuentre en estado de plasma se requieren temperaturas elevadas, que son poco
comunes en las situaciones de la vida cotidiana. Por esta razon, el estudio de los plasmas
en laboratorios requiere entrega de energia para generar las condiciones de densidad y
temperatura necesarias para sostenerlos.

En general en los plasmas suelen ocurrir procesos de intercambio de energia que invo-
lucran radiacién, recombinacién e intercambio de calor entre especies. Los electrones libres
emiten radiacion electromagnética al ser acelerados y los iones, 4tomos y moléculas emiten
v absorben radiacion al excitarse y desexcitarse a diferentes niveles, radiaciéon que a su
vez produce ionizacion. Eventualmente se llega a un equilibrio entre los diferentes proce-
sos dadas ciertas condiciones de interaccién con las condiciones externas. Los procesos de
ionizacion mas importantes (que involucran atomos neutros A, iones i y electrones e) son,

entre otros, procesos asociados a:
» impacto electrénico (e + A — i + 2e)
= ionizacion radiativa (hv + A — i(+) 4+ ¢)
con sus procesos inversos asociados
= recombinacion a tres cuerpos (i) + 2e — e 4+ A)
» recombinacion radiativa (i(H) + e — hv + A)

donde v es la frecuencia de onda asociada a la radiacién emitida. En equilibrio termodiné-
mico estos procesos se equilibran, cada proceso y su inverso producen la misma cantidad
de reacciones por unidad de tiempo, lo que produce una poblacién relativa de especies es-
tacionaria que es funcién de la temperatura de cada especie. Sin embargo, puede asociarse
una dnica temperatura a todos los procesos. Muy rara vez el plasma es lo suficientemente
extenso y denso como para retener la radiacion y establecer un equilibrio con ella (es el

caso de los interiores estelares). Sin embargo, en la mayoria de los plasmas es posible tener
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equilibrio termodindmico entre los procesos que no involucran radiacién: la ecuaciéon de
Saha (Ec. ) permite obtener la poblacion relativa de especies. Sin embargo, en las
condiciones de la corona solar (y también en las condiciones habituales del plasma de labo-
ratorio) la recombinacién de tres cuerpos es mucho menos probable que la recombinacion
radiativa, se establece entonces un equilibrio no termodindmico, en el que la ionizacién por

impacto es balanceada por recombinacién radiativa.

3.3.2. Hipédtesis del continuo. Parametros basicos de un plas-

ma: longitud de Debye y frecuencia de plasma.

En el caso de particulas no cargadas, para que un conjunto de éstas pueda pensarse
como un continuo debe cumplirse la condicién de que el camino libre medio entre colisio-
nes resulte muy pequeno frente a las dimensiones lineales caracteristicas. Muchos de los
plasmas de interés son tales que las colisiones binarias (de a dos particulas) ocurren poco
frecuentemente; se dice que dichos plasmas son no colisionales (Inan y Golkowski, |2011)). Sin
embargo, aun asi puede utilizarse la hipotesis del continuo, ya que existen otros mecanismos
fisicos distintos a las colisiones binarias que hacen que los plasmas posean comportamiento
colectivo (Costay, [2015)).

Los campos eléctrico E y megnético B son los que se encargan de uniformizar las
propiedades del plasma para longitudes mayores que una cierta longitud caracteristica,
permitiendo tratar al plasma como medio continuo. En ese caso se introduce una magnitud
més apropiada que el camino libre medio que permite distinguir entre el comportamiento
colectivo que genera dicha cuasi neutralidad y el comportamiento en el que dicha neutralidad
no es posible: la longitud de Debye.

Para obtener la longitud de Debye de un plasma compuesto de hidrégeno monoatémico
podemos asumir que el mismo esta compuesto por iones de Hidrégeno y electrones, y que la

densidad de particulas de cada especie sigue una distribucién de Maxwell-Boltzmann para

ni(z) = ngs exp (-‘ﬁ?) (3.63)

el potecial eléctrico ¢

es posible determinar la distribucién espacial de la densidad de carga py; = gn(z) y del

campo eléctrico E(x) mediante la Ley de Gauss de la electrostatica:

_PP¢(x) _ gimi(x)
8$2 N €0

(3.64)
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donde ¢q es la permeabilidad eléctrica en el vacio. Asumiendo una perturbacién en la distri-
bucién de cargas (por ejemplo que en una pequenia region existen solo electrones) es posible
encontrar una soluciéon linealizada para el campo eléctrico, empleando las Ecs. (3.63) y
(13.64]).

¢(z) = K exp <H;UD”) (3.65)

Donde Ap es la longitud de Debye y K una constante. Dicha longitud cuantifica el alcance

de una perturbacién en el campo eléctrico local debida a un cambio local en la distribucién

Ap = | OFBT (3.66)
an;

Por lo tanto, si la longitud caracteristica del plasma en estudio es mucho mayor que la

de cargas de una especie dada.

longitud de Debye Ap pueden ignorarse los efectos de dichas perturbaciones. En este caso,
el plasma puede considerarse como cuasi neutro, y por ende, como un medio continuo y

homogéneo.

Ello se debe a que las interacciones dominantes son de largo alcance y que pequeiios
apartamientos de la neutralidad de carga son inmediatamente restituidos por la aparicién de
campos eléctricos locales, generando una dinamica que afecta colectivamente a gran nimero
de ellas. Es decir, para problemas en los que interesa describir fenémenos con longitudes
caracteristicas mayores a la longitud de Debye de un plasma, éste puede ser descrito como
un medio continuo en el que prevalece la cuasi neutralidad y para fenémenos cuya longitudes
son menores a la longitud de Debye del plasma, este debe ser descrito como un conjunto

de particulas discreto en los que el apartamiento de la cuasi neutralidad es importante.

La contraparte temporal de la longitud de Debye es la frecuencia de plasma. Dicha
frecuencia da cuenta de la respuesta temporal del plasma para restituir el equilibrio de
cargas, es equivalente a la frecuencia restitutiva de un resorte o frecuencia restitutiva ante
oscilaciones de cargas. Existe una frecuencia asociada a cada especie que lo componen . En

caso de un plasma de hidrégeno existir4 una asociada a los iones y otra a los electrones:

2
Neiq>;
Wpei = et ) (3.67)
’ €0Me,;

La frecuencia asociada a los electrones es la mas importante y es usualmente denominada
“frecuencia de plasma”, a secas. Esta frecuencia es la escala temporal mas fundamental de

los plasmas.
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Dado que el plasma es estadisticamente neutro, pequenos apartamientos de la cuasineu-
tralidad generarédn pequenos campos eléctricos debidos al desbalance de cargas. Es decir, es
esperable que en la pequena escala encontremos apartamientos locales de la neutralidad. A
la vez, un apartamiento de la neutralidad generara inmediatamente una fuerza restitutiva.
La fuerza restitutiva lleva a oscilaciones espontédneas del plasma. que ocurren a la frecuencia
de plasma. Dado que los electrones se mueven mucho mas rapidamente que los iones, éstos
son los responsables fundamentales de la oscilacién. En tal caso se puede considerar el mo-
delo sencillo en que los iones estan quietos y los electrones no tienen movimiento térmico.
Es facil demostrar que w, corresponde a la oscilacién electrostatica tipica en respuesta a
una pequena separacion de cargas (M.Bellan, [2006)).

Otra escala de longitud relevante de un plasma es el llamado radio de ciclotrén, o radio
de Larmor. Considerando un campo magnético homogéneo y constante en el tiempo, una
particula con carga ¢ poseerd un movimiento circular alrededor de las lineas de campo con

una frecuencia de rotaciéon
qB

m

Q (3.68)

Y el radio de giro asociado a dicho movimiento, para un valor dado de velocidad perpendi-

cular v
AR
Te = —
C QC
Las Ecs. (3.68) y (3.69) imponen restricciones sobre las escalas temporales y espaciales

del problema a estudiar: si la escala espacial del problema es mucho mayor al radio de

(3.69)

Larmor o si la escala temporal es mucho mayor que la inversa de frecuencia del ciclotrén,

pueden ignorarse estos efectos.

3.3.3. Obtencioén de la descripcién continua a partir de la des-

cripciéon estadistica del plasma.

Para entender al plasma como sistema dindmico hace falta notar que las particulas
cargadas son aceleradas por fuerzas de Lorenz y gradientes de presién, pero a su vez el
movimiento de dichas particulas produce cambios en la configuraciéon espacial y temporal
de los campos eléctrico E y magnético B. De esta manera, para modelizar un plasma
es necesario expresar de forma consistente la realimentacion entre los campos eléctrico y
magnético con las ecuaciones de movimiento para un conjunto estadisticamente grande de
particulas cargadas. Existen distintos niveles de aproximacién para modelizar las ecuaciones

de movimiento de las particulas.
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El primero de ellos caracteriza al plasma a través de las funciones de distribucién de
probabilidad f;(x,w,t), que representa la densidad de probabilidad para que existan par-
ticulas con una velocidad w determinada en una posicién x y un instante de tiempo dados.
Planteando la conservacién de la derivada total de dicha funcién para cada especie, se

plantea un sistema de ecuaciones para cada una de las i especies consideradas

dfi Ofi
ot 8wi

+Wi-Vfi+qi<E+%xB) —0 (3.70)

conocidas como ecuaciones de Vlasov, que combinadas con las ecuaciones de Maxwell per-

miten determinar el comportamiento del plasma.

El segundo paso implica la integracion en el espacio de velocidades a las funciones f; y
sus productos con las velocidades estadisticas w, asumiendo algin tipo de distribucién para
as{ obtener ecuaciones de conservacién de masa, de cantidad de movimiento y de energia.
Teniendo en cuenta que la densidad de particulas, la densidad de cantidad de movimiento

y la densidad de energfa de las mismas puede obtenerse como

ni:/ fidw; nivi:/ w fidw; (3.71)
0 0

donde v; es la velocidad local promedio para la especie considerada. Por otro lado, expre-
sando la velocidad probabilistica w como una suma de una componente media v més una

componente aleatoria w’ con media igual a 0.

w = v;(z,t) + w'(z,1) (3.72)

Luego, integrando el producto
o oo
mi/ w-wfl-dW:mi/ (Vi-Vi+W/'W/+2V'W/)fidW
0 0
[e.9]
= ml/ (vi-vi+w - w) fidw
0 oo
= m;n;V; - V; + mi/ (W/ . w/) fidw (3.73)
0

El término m;n;v; - v; representa la energfa cinética del centro de masa del elemento con-
. fe'e) . . . L,
siderado, y P; = m; fo (w'-w') fidw da origen a un tensor de presiones. Se obtienen asi

expresiones para la conservacion de la masa y cantidad de movimiento para cada una de
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las ¢ especies.

on;
671 F Vo nv =0 (3.74)
ov;
min; |:8‘; + (Vi . V)Vl:| =-V.-P;+ niqi(E +v; X B) + })ij (375)

Donde P; es el tensor de tensiones, y P;; la cantidad de movimiento intercambiadas por
colisiones entre las especies ¢ y 5. Nuevamente, combinadas con las ecuaciones de Maxwell,
y considerando los iones y los electrones como dos especies independientes, se obtiene un
set de ecuaciones que se conoce como teoria de dos fluidos. Dichas ecuaciones representan
la conservacion como medio continuo de la masa y cantidad de movimiento, definidas de
forma relativa a la velocidad media de la especie considerada. Para darle clausura al sistema
es necesario definir una ecuaciéon de energia y una ecuacién de estado, o simplemente alguna

suposicion sobre la termodinamica del modelo (procesos adiabaticos, isotérmicos, etc).

Un tercer paso de aproximacién implica plantear las leyes de conservacién considerando
al plasma como un solo fluido, haciendo un promedio ponderado de todas las especies segin

su masa molecular m;, y definiendo:

pV = Z m;n;vy, (377)
J= ZniQin’v (3.78)

donde p es la densidad en masa, v es la velocidad del centro de masa del elemento conside-
rado y j es la densidad de corriente. Esta tltima aproximacion permite obtener la familia

de modelos conocidos como magnetohidrodinamicos (MHD).

El modelo magnetohidrodindmico es un modelo relativamente sencillo para analizar la
dindmica de plasmas empleando la mecanica del continuo. Posee la ventaja de considerar al
plasma como un conjunto homogéneo de particulas en estado de cuasi neutralidad, lo que
permite reducir el nimero de ecuaciones a resolver e ignorar los efectos de las oscilaciones de
alta frecuencia. En el caso de un plasma, en general pueden existir particulas con diferente
carga eléctrica neta y la interaccién entre particulas de distinta carga. Dicho modelo surge
de una combinacién de el sistema de ecuaciones de Euler acopladas a las ecuaciones del
electromagnetismo de Maxwell, que luego de una serie de hipdtesis simplificativas y de
trabajo algebraico, permite obtener un nuevo sistema de ocho ecuaciones escalares. Como

primera medida, se introducen las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial.
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3.3.4. Ecuaciones de Maxwell

Consisten de un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales vectoriales que describen
las relaciones entre el campo eléctrico y el campo magnético para un medio o sistema de
particulas conocido. Es decir, conociendo la carga ¢, la velocidad v y la posicién x de cada
particula que compone el sistema, permiten determinar el campo eléctrico E(x,t), el campo
magnético B(x, t) y las fuerzas electromagnéticas que actian en cada particula (M.Bellan|
2006).

Ley de Gauss

vV.E=" (3.79)
€0

Ausencia de monopolos magnéticos

V-B=0 (3.80)
Ley de induccién de Faraday
0B
VxE="" (3.81)

Ley de Ampere

OE
V x B = upj + poco— (3.82)

ot
Teniendo en cuenta la relacién

1
€ —
Ho€o 2

donde c es la velocidad de la luz, es posible afirmar que si las velocidades caracteristicas
de los fenémenos estudiados son mucho menores a ¢ puede despreciarse el término de la
variacion temporal del campo eléctrico E en la Ec. (3.82]).

3.3.5. Conservacion de la masa

En el caso de un plasma, en general pueden existir distintas especies con diferentes
cargas( por ejemplo: iones de diversos tipos, electrones libres, etc). Por esta razén, debe
expresarse una ecuaciéon de conservaciéon de masa para cada uno de los conjuntos de parti-

culas existentes. Para el caso mas simple de un plasma compuesto sélo por iones con carga
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positiva unitaria y electrones libres, se tienen dos ecuaciones de conservacion. Definiendo

la densidad de particulas de una especie a como:

AN

= lim — .
RIS (.53

N

donde N es el numero de particulas contenidas en un elemento de volumen AV

Luego, la ley de conservacién de la cantidad de particulas puede derivarse de la Ecuacion
de Vlasov (3.70) para los iones:

87%
ot

De la misma manera, para los electrones:

One
ot

LV (neve) =0 (3.85)

Como la cantidad de particulas es igual a la suma de la cantidad total de electrones mas
la cantidad total de iones, puede definirse una densidad de particulas total de la siguente
manera

n=ne+mn; (3.86)

Cuando se considera un plasma globalmente neutro, en virtud de que las escalas del pro-
blema considerado son mucho mayores que la longitud de Debye (Ec. (3.66])), se cumple
para un volumen dado:

Ne N —> N 2N,

La densidad de masa para una especie se obtiene multiplicando su densidad de particulas

por su masa molecular promedio. Por otro lado, se define la densidad del plasma como
p=mn (3.87)

Donde m es una masa molecular promedio de todas las especies. Para el caso de un plasma

compuesto s6lo por iones y electrones:
P = NeMe + nym; = nym; (3.88)

Ya que la masa de los electrones resulta despreciable respecto de la de los iones. Luego,

multiplicando la ecuacién de conservaciéon de los iones por una masa promedio de las parti-
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culas, se obtiene una ecuacion de continuidad analoga a la del caso hidrodinamico (Euler),

Ec. (3-10).

3.3.6. Conservacion de la cantidad de movimiento

La ecuacién de cantidad de movimiento es andloga a dicha ecuacién en el modelo de
Euler, con la diferencia que en el miembro derecho aparece una fuerza electromagnética de

Lorenz sobre el volumen de particulas considerado

opvT
ot

+[V-(va®v+Ip)}T:j><B—i—pg (3.89)

donde j es la densidad de corriente, dada por la Ec. (3.78). Para un plasma de Hidrégeno

completamente ionizado puede expresarse como:

j = Qe(nivi - neve) (390)

Multiplicando vectorialmente a ambos miembros de la Ec. (3.82)) por B, permite expre-

sar el término j x B como funcién de B:
poj x B=(VxB)xB
Usando la identidad
(VxB)x B=V-(B ®B)—%V(B-B)

se obtiene
ixB=—|V.(BoB)-+V(B-B)
Ho 2
Reemplazando este resultado en la ecuacion de cantidad de movimiento (Ec. (3.89)),
puede agruparse el término del producto tensorial de B con el de v | y el término del
producto escalar de B con la presién:

0 1 1
a(pv)—l—V-(pv®v—%B®B)+V(p+2—MOB-B)—pg (3.91)
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3.3.7. Induccién magnética

Para expresar la ley de Induccién Magnética (Ec. (3.81))) en funcién sélo del campo
magnético B, es necesario relacionar el campo eléctrico E con el campo B a través de la ley
de Ohm. La ley de Ohm se obtiene planteando la suma de las ecuaciones de conservaciéon de
cantidad de movimiento de los electrones y la de los iones , previamente multiplicadas
por ge/me y qi/m; respectivamente. Teniendo en cuenta las Ecs. , y teniendo en cuenta
que m. < m; puede obtenerse:

9j

2 2
O _ g p @ m Bt x B "L
Me

€ €

-J 3.92
5 RN (3.92)
Si ademés se desprecian variaciones en la densidad de corriente por oscilaciones en el
plasma %, los efectos del tensor de presion electrénica V - Pe v la contribucion del efecto

Hall j x B, la ley de Ohm se expresa como:
E+vxB=n-j (3.93)

donde 7 representa un tensor de resistividad general, que representa los efectos anisotrépicos
en la conductividad eléctrica.
Tomando el rotor a ambos miembros, puede despejarse V x E, que luego se reemplaza

en la ecuacion de la induccién magnética (3.81)) y mediante la identidad vectorial

V x (Al X Ag) =V. (A2 QA —AI® AQ) (394)
permite obtener:
B 1
aat+V~(V®B—B®v):—Vx[MU(VXB)] (3.95)
0

3.3.8. Conservacion de la energia

De manera anéloga al caso del sistema de Fuler, esta relacion representa el primer prin-
cipio de la termodinamica para un plasma cuasi neutro. Se parte de la derivada sustancial
de la energfa del sistema, representada como la suma de la energfa interna e; y la energia
cinética.

1 1
% <2pv2 +pe¢> +V. [v <2pv2 +pei>] +V-(pv)=V-(k-VI)+E-j (3.96)
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donde la energia interna se relaciona con la presiéon y la densidad de acuerdo a la ecuacién

de estado, Ec. (3.26).

Para expresar la conservaciéon de la energia en el sitema MHD resulta conveniente

. 7z . 2 z
agregar la energia asociada al campo magnético 23%. a la energia total e; transportada por

el fluido. Luego, la energia total e; se define para dicho sistema como:

B '+V2+ B2
T T

(3.97)

Luego, para introducir los términos magnéticos se suma a ambos miembros la ecuacién
de la induccién multiplicada escalarmente por B. Por otro lado se reemplaza el valor de E
dado por la ley de Ohm (3.93)), lo que permite obtener:

p@et .B2 B
. — — . B — pr—
BN +V [v <p€t+p+2uo> (v )HO

v. <kVT _ :0 17 (V % B)] x B) +ove (3.98)

3.3.9. Sistema MHD real en variables conservativas

Combinando las ecuaciones (3.16)), (3.91)) y (3.98)), puede escribirse el sistema MHD en

forma de ley de conservacién con términos fuente.

p v
1 B?
ot | B veB-B®v
pet I (pet+p+2%20>v—i(B-v)B_
0 0
0
v- + R (3.99)
0 —men(VxB)
k-VT LRes + Eg + pvg

A su vez deben agregarse dos ecuaciones més para la clausura del sistema;:

Una ecuacion de estado

Para un gas monoatémico completamente ionizado sigue siendo vélida la ley de gases
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perfectos, por lo tanto se emplea una ecuacién de estado de la forma (3.26)).

Conservacion de la divergencia nula de B

No es necesario incluir a la conservacién de la divergencia del campo magnético B
como ecuacién explicita en el sistema de leyes de conservaciéon, ya que tomando la
divergencia de la ecuacién de la induccion (3.114) y manipulado algebraicamente el

sistema, vemos que estd implicita la condicién

0

5 (V-B)=0 (3.100)

De esta manera, si es V - B = 0 inicialmente, esta condicién deberia mantenerse en

el tiempo.

Sin embargo, debido a la inexactitud de los métodos numéricos, suelen generarse
monopolos magnéticos espurios, que luego se van acumulando si el modelo numérico
no los elimina explicitamente. Para salvar esta condicién existen diferentes enfoques

posibles, entre ellos:

= Resolver la divergencia de B de manera aproximada en una malla colocalizada

(“staggered”)

= Expresar el campo magnético en funcién de su potencial vector, con la desven-

taja de aumentar el orden de las ecuaciones diferenciales

= Cambiar la formulaciéon del sistema de leyes de conservaciéon para que la condi-

cion de divergencia nula se transporte como un escalar (Powell, 1995])

= Usar un esquema andlogo al modelo de compresibilidad artificial para flujos

incompresibles (Yaliml|, 2008))

Cuando se trata de un sistema MHD unidimensional, la condicién de divergencia nula
se simplifica, ya que al sélo existir derivadas no nulas en una direccién , en este caso

la direcciéon x:

+
aSL‘ 8y 82 (3.101)
=0 — B, =cte
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3.4. Adimensionalizacidén de las ecuaciones

Es necesario adimensionalizar el sistema MHD por las mismas razones que se adimen-
sionaliza el sistema de Euler, y ademéas porque las expresiones de las matrices jacobianas
v los vectores propios son mas sencillas en variables adimensionales, ya que desaparece el
factor po de las ecuaciones. Nuevamente, por simplicidad usamos la notacion indicial en el

proceso.

3.4.1. ParAmetros para adimensionalizacién
Longitudes

Las longitudes y los opreadores de derivadas espaciales se adimensionalizan de la misma
manera que para el sistema de Euler, de acuerdo a las Ecs. (3.39), (3.40).

Densidad

Las densidades se adimensionalizan mediante una densidad de referencia, al igual que
para el sistema de Euler, de acuerdo a la Ec. .

Debe tenerse en cuenta que en muchos problemas astrofisicos y de dindmica de plasmas
los datos y valores de referencia estan dados en funcion de la densidad de particulas n, éstos
deben multiplicarse por la masa promedio de las especies consideradas para transformar a

la variable p.

Velocidades

Debido a que en el modelo MHD la energfa asociada al campo magnético B es la mas
importante (en virtud de que el parametro 5 < 1); y a que las velocidades caracteristicas
del sistema dependen fuertemente del mismo, las velocidades se adimensionalizan mediante
una velocidad de Alfvén. En el caso de un flujo unidimensional, se adopta la velocidad de

Alfvén en la direccion z by, ;-

Vg

V; = — V; = bzrefQTi (3.102)

Lref
la velocidad de Alfvén es la velocidad de propagacion de las ondas homénimas, y se calcula

como:

Bref

bey = —d (3.103)
\/ HO0Pref



3.4. Adimensionalizacion de las ecuaciones 49

En el Sistema Internacional de Unidades (SI) el valor de la permitividad magnética en
el vacio es de pg = 47 - 1077, Sin embargo, en el sistema CGS (muy utilizado en articulos
de astrofisica) la definicion de la corriente es distinta, por lo tanto el valor de la constante
1o posee otro valor. Existen tres tipos de sistemas CGS: electrostatico, electromagnético, y
gaussiano. La fisica deja claro que existen sélo dos constantes independientes de entre e,
o v ¢, dependiendo de cémo se defina el sistema de unidades empleado. Las ecuaciones de
Maxwell pueden expresarse independientemente del sistema de referencia usado de acuerdo

al trabajo de Leung| (2004)), como:

V- E = 4rkep, (3.104)
V-B=0 (3.105)
0B

VXE=—q— 3.106
B =o' (3.106)

. Qp OE
B=14 — 3.107
V x To) + k. ot ( )

En la tabla[3.1]se expresan los distintos factores de conversion para pasar de un sistema

a otro. donde el factor de conversion b = 107 A? /N = 4 /g = 4repc?

’ sistema \ c | M \ €0 ‘ Ho ‘ ka = ]2_2 o = af;i?
cgs electrostatico(ESU) L|c?| 1 |c?| 2 1
cgs electromagnético(EMU) | ¢ | 1 | ¢ 2 | 1 1 1
CGS Gaussiano 1 |ct] 1 1 c? -1
CGS de Lorenz Heavyside | = | = | 1 1 e -1
S R R T e 1 1
b b 4mc? b b

Tabla 3.1: Conversion de sistemas de unidades para las ecuaciones del electromag-
netismo

Campos magnéticos

Los campos magnéticos se adimensionalizan empleando un valor de campo de referencia.
Para flujos unidimensionales, se cumple que B, = cte, por lo que el valor de B, resulta una

eleccién natural.

B - D

: — B; = B;Byes (3.108)
Bref
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Tiempo
El tiempo se adimensionaliza mediante la longitud de referencia y la velocidad de Alfvén

b _ L
tref s t=1

t=t
L b

Tref
v el operador de derivada temporal, empleando el resultado anterior:

) ) L 0 & bu,d

= - — = _
8t bzzef 8t be'ef at at L 8t

Luego, la unidad de tiempo de referencia sera:

tref =

Tref

Presion

La presién mecanica se adimensionaliza con la presién magnética de referencia, ya que

ésta dltima estd asociada a la densidad de energia electromagnética :

B2
P= g 2P=—2p
ref o
Ho

Temperatura

La temperatura se adimensionaliza mediante la velocidad de Alfvén al cuadrado.

_ 1 _
T=TyH—>T= Tv? (3.109)

Tref
Tref

Energia

Por ultimo, la energia total (compuesta por la suma de las energias interna, cinética
) )
magnética) se adimensionaliza con la velocidad de Alfvén al cuadrado , que representaria

ademads una densidad de energia (energia por unidad de masa) asociada al campo magnético.

_ €t 2
e = —e =0
t Bfef t T

PHO

refet
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3.4.2. Ecuaciones adimensionales

Continuidad

ba . .
Sacando factor comin ff prefen la ecuacion de conservacién de masa expresada en

notacion indicial (Ec. (3.16)) permite expresarla de manera adimensional

b

ref ‘7 . - —
L Pl {at + (pvl)} 0

Luego, la expresién adimensional de la ecuacion de continuidad es idéntica a su expresion

dimensional

Conservacion de cantidad de movimiento

De la misma manera que para el sistema de Euler, para el caso ideal la ecuacién adi-
mensional tiene la misma forma que la dimensional. Pero el miembro derecho del sistema

no homogéneo queda afectado por nimeros adimensionales:

presz:ref { 8@

- S _ B;B; bk
7 5tV {pvz’vj — BiBj + ;5 ((p+ g ])ﬂ} = PpresGi— > (3.110)

2 L

prefbi

Dividiendo a ambos miembros por Tref, y multiplicando y dividiendo el segundo miem-

bro por u, se obtiene que los términos no homogéneos quedan multiplicados por:

Ipui
ot

o L BB
+ V- [pvivj—BiBj—i—éij ((p+ j2 j))] = pg;

Induccién electromagnética

En el miembro derecho de la ecuacion de la induccién aparece el llamado niimero de

Reynolds Magnético:

L
Reyy = Mot

(3.111)

que representa una medida de la intensidad del acoplamiento entre el flujo y el campo

magnético (Goedbloed y Poedts, |2004)) y el nimero de Alfvén

b

Al = 2d (3.112)

U
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Sacando como factor comin los parametros de referencia

Brefbxm 8§’L BT@fbfre — D o — Bre Mref = —
T N - (0B - Bi o) = —#v x [71(V x B)] (3.113)
obtenemos o
0B, N e —
57 + V- (0B — By _RMAZV x [ (V x B;)] (3.114)

Conservacion de energia

. . by, B? . . .
Para la ecuacién de la energia se saca factor comin %f;—;’fdel miembro izquierdo,

obteniéndose:
boy BLp (08 < [(_ _ BB\ o
2o G (e B - B ] ) -
k 3
v - "'ETE — —_
Eszirsfv -qi + EH +Lrad +prefopgi *U; (3115)

Los términos fuente resultan idénticos a los de la ecuaciéon de energia del modelo de Eu-
ler, con la diferencia de que estan afectados por un factor de adimensionalizaciéon distinto

Teniendo en cuenta las Definiciones del nimero de Péclet (3.59) y el de Alfvén (3.112)
obtenemos:

e  — _ _ B;B;\_ — _
{é)tt—i-V-Ket#—p—i- JQJ Ui—(Bj-Uj)Bi:|}

1 = L
=V Gt —— B+ ——
Pe Al ’ prefb%ref prefb?)

Tref

Lyad +7gi - Ui (3.116)
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Sistema de ecuaciones conservativas

Reemplazando los resultados anteriores en las Ecuaciones de conservacion (3.99): Se

observa que el sistema de ecuaciones es independiente del valor de g que se adopte.

P o -
2w g e BeB (e B) |
ot | B (VeB-BoV)
@ (@+p+8)v-(B-¥)B
0 [ 0 ]
V- 0 + = 1pgf = (3.117)
0 —VXEH(VXB)
2oV -q _WEH+WLTW+P/§'V_

A continuacién, se presentan las formulaciones en variables conservativas y primitivas para
los sistemas MHD adimensionales de siete y ocho ondas respectivamente. Para simplificar la

notacion, se le retirara el sobrelineado a las variables adimensionales, y de ahora en adelante,

a menos que se diga expresamente lo contrario, se trabajard con el sistema adimensional.

3.4.3.

sional

Formulacién conservativa para el sistema multidimen-

Expresando la Ecuacién (3.117)) en forma de un sistema de ecuaciones escalares adi-

mensionales y sin incluir los términos fuentes, se obtiene el siguiente sistema:

_ - pu pv
p B?
ou pu? — B2 +p+ > puv — BBy
B2
pv puv — B, B, pvv — ByBy +p+ -
o | pw
%l B +V- puw — B, B, pvw — ByB,
0 B, — B,
B, vB, YU
B ubBy — Byv 0
uB, — Byw vB, — Byw
€t
- - L Clu — CQBw Clv — OQBy

pw
puw — B, B,
pvw — B, B,

B2
pww — B.B, +p+ 7

wB, — B,u
wBy, — B,v
0
Ciw — (9B,

(3.118)
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donde:

BZ
Cir=et+p+—; (s = Byu + Byv + B.w; B* =B, + B, +B;

2

La naturaleza de la ecuacion de la induccion (Ec. ) implica que el vector de flujo tenga
componente nula para la direccién x Esta condicién es un problema para la implementacién
de la solucién numérica de este sistema hiperbélico si se usa un esquema de flujos numeéricos
proyectados en la direccién normal a la cara de la celda (como en el caso de |Powell (1995))),
porque aparece un valor propio nulo en el sistema de vectores y valores propios. Los autores
Peyrard y Villedieu (1999) y Sokolov et al. (2008) proponen posibles soluciones para este
inconveniente.

De manera analoga al sistema de Euler, la matriz jacobiana para el flujo en la direccién
X se expresa como:

[ 0 1 0 0 0 0 0 0 |
—20+59v? 3-9)u (1-vv 1-yw 0 2-9)B, 2-7)B. (-1
—uv v U 0 0 —B, 0 0
A — —uw w 0 U 0 0 —B, 0
c 0 0 0 0 0 0 0 0
uBy | vB, By _Bs
b b £ R L
*Tz + Tz 72 0 *71 0 0 u 0
L AC&1 AC&Q ACS’3 A6874 0 A08,5 AC&G Yu |
(3.119)
donde

et 2 — B> B
Acg1 = —'yt— +(v— l)uv2 — fyu— + == (B-v)
p p o p
o BQ B2
A6872_<’yet—’y[v2+2 2]+'Y>_z
P p p
B.B
Acgsz = (1 —y)uy — —
P
B.B,;

Acg g = (1 —v)wu —
Acgs = (2 — ) Byu — Byv
Acg7 = (2—7)Bu—wB,

La matriz jacobiana para el caso de dos dimensiones o més tendrd ocho autovalores en

general distintos, que corresponden a diferentes ondas caracteristicas:

= 4 Ondas magnetoacusticas FExisten dos tipos de ondas magnetosénicas: rapidas y
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lentas. Dichas ondas se propagan con velocidades:

Ars=utcy (3.120)
donde
1 B2 B2\ ? B2
- <w+>i\/<w+> — 4Pk (3.121)
o2 p p p p p

= 2 Ondas de Alfvén que viajan a velocidad:

Ao = UL b,
donde B
by = —
VP
= Una onda entrépica
As = U

= Una onda asociada a la divergencia nula del campo magnético

Ap =0

El sistema conservativo, asi como estd planteado, no posee solucién para un problema de
Riemann con cualquier tipo de condicién inicial, ya que para la matriz jacobiana uno de
los autovalores es 0 y uno de los vectores propios queda indeterminado. Por esta razén es

necesario modificar el sistema de leyes de conservaciéon para salvar esta dificultad.

3.4.4. Jacobiano en variables primitivas

Otra manera de expresar el sistema MHD es en variables primitivas. De manera similar
al sistema de Euler, puede expresarse las ecuaciones de cantidad de movimiento y energia

en funcién de las variables u, v, w, p en forma cuasi-lineal para la direcciéon x a través de la
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matriz jacobiana del flujo en dicha direccién.

ol [uw p 0 0 0 0 0 0] [ o ]
Ba By B. 1
u 0 u 0 0 7 v Bl u
v 00 u O “u B0 0 v
B, By
Q w n 0 0 0 U e 0 ; 0 ﬁ w —0
ot | B, 0 0 0 0 0 0 0 09| B,
B, 0 B, -B. 0 —v u 0 0 B,
B. 0 B. 0 —B, —w 0 u 0 B,
L » | LO 9 0 (y=-1)v-B 0 0 wu | | p |
(3.122)

donde el vector de variables primitivas V y la matriz jacobiana del sistema primitivo Ap

son, respectivamente

p u p 0 0 0 0 0 O
B, By, B, 1
' S S
B " B
vo| @ |, A= 0 0 0 u Ex 0 B0 (3.123)
B, 0 0 0 0 0 0 0 0
B, 0 B —B. 0 —v u 0 0
B, 0 B, —B; —w 0 u 0
[ P L0 9p 0 (v-LHv-B 0 0 wu ]

Los valores propios del sistema primitivo son idénticos a los del sistema conservativo, y las

matrices de transformacion entre ambos sistemas, dada por la relacion (2.21) son:

[ 1 0 0 0 0 0 0 ]
U p 0 0O 0 O 0
v 0O p 0 0 O 0
P = w 0 0 p 0 0 0 (3.124)
0 0O 0 O 1 0 0
0 0O 0 O 0 1 0
I s +v*+w?) pu pv pw By B, Til |
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[ P 0 0 0 0 |
u?  2pu 0 B, B, 1
uv pv pu O _BJ: 0 0
Q=] ww pw 0 pu 0 —-B, 0
0 B, ~B, 0 u 0 0
0 0 —B, B, w —v 0
| Q71 Q72 puv—ByBy puw—ByB. 2uBy —vB; 2uB;—wB, ju |
(3.125)

donde

1 1
Qri = gu(@’ + v’ + %) Qry = 5p(w’ + 0" +w*) + pu’ + — _p+ B2+ B

3.5. Sistema unidimensional

v—1

Sin embargo, como para el sistema unidimensional la ecuacion de la induccion
magnética en la direccion x es trivialmente nula, la ecuaciéon de conservacion asociada
a la componente B, del campo magnético también lo es. Luego, si s6lo interesa
resolver las ecuaciones del sistema en la direccion = se elimina dicha ecuacion del
sistema, y se obtiene un sistema de siete ondas, eliminando asi el autovalor igual a

0.

p

€t

+V-

pu

B
pu? — B2 +p+ —

puv — B, By
puw — B, B,
uBy — Byv
wBy, — B,v
Ciu— Cy B,

2

2

=0 (3.126)

Se demuestra que la matriz jacobiana conservativa para el caso unidimensional es

igual a la del sistema multidimensional, con la 5° columna y fila eliminadas.
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i 0 1 0 0 0 0 0 ]
2+ 35V 3-7u (1-9)v (I-yw 2-9B, 2-7)B. (y-1)
—uv v U 0 —B, 0 0
A, = —uw w 0 u —B, 0
U’B’U Vhg B’y x
R A A A
ot 7 0 - 0 u
L AC&l AC&Q AC&g ACg 4 AC&5 AC&ﬁ Yu |
(3.127)
La matriz jacobiana primitiva es
(v p O 0 0 0 0]
0O w 0 0 & B 1
p p P
0 0 u 0 2 0 0
Ay=10 0 0 wu 0 Zog (3.128)
0 B, -B, O v 0 O
0O B, 0 —-B, 0 u O
| 0 »p O 0 0 0 wu |
Teniendo en cuenta las siguientes definiciones:
B, B B,
Nz VP Nz
que no son otra cosa que velocidades de Alfvén, y definiendo ademaés:
212 12, 12
b* = b, + b, +b; (3.130)
bT = b2+ (3.131)

Pueden expresarse los vectores propios izquierdos y derechos de la jacobiana

primitiva:
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= Para las ondas magnetosonicas rapidas:

2 2

—Cr G by g b1
., = |0, +cs, £———=b,b,, + b.b., — —
N PG - <c§—b§> RN RN

(3.132)
p
:|:Cf
i = i@—cizbb (3.133)
2 62 y\/_
2 b2 b \/_
L e
= Para las ondas magnetosonicas lentas:

—c —c A b b, 1
ly, = |0, £c,, £———b,b,, & * —b,b., £ - = -
* @)@ =) T (@ =R) Ve (@ =1 Vh o

i} i (3.134)
p
+c,
(62 bg)b by
ys = (02 b2 b b (3135)

02 b2 y\/_
02 b2 @l \/_

pa’

» Para las ondas de Alfvén:

D:J
Sy

li, = |0,0,—B., B, +—= =L 0 (3.136)

Y

S|
S
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0
0
—B,
i, = B, (3.137)
+,/pB.
FVrB,
i 0
= Para la onda entroépica:
Ae = U (3.138)
l. = [1,0,0,0,0,0, ;—21} (3.139)
R
0
0
re=1,0 (3.140)
0
0
L 0 .

3.5.1. Normalizacion del sistema de ecuaciones

El sistema MHD tiene la particularidad de que, bajo ciertas circunstancias, valo-

res propios asociados a ondas diferentes se aproximan entre si, y sus vectores propios

asociados (en el caso de que dichos valores propios coincidan) se vuelven singulares,

o indeterminados, cuando estdn expresados en la forma tradicional. De esta forma, el

sistema de vectores y valores propios se degenera, lo que produce dificultades en su

implementacion numérica. Para salvar esta dificultad, se normalizaron los vectores

propios de acuerdo a la metodologia propuesta por |Roe y Balsara, (1996).
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Analizando el sistema MHD 1D en variables primitivas adimensionales

p u p 0 0 0 0 O P
B B, 1
U 0 wu 0 0 7y o U
5| 0 0 0 w 0 37 0 0 5| v
— Bx — =0 3.141
ot w [+ 0 O 0 U 0 p 0 oz w ( )
B, 0 B, —B, 0 v 0 0 B,
B, 0 B, -B, 0 wuwu O B,
s i 0 ~p 0 0 0 wu | 2

Teniendo en cuenta las Ecs. (3.129)), (3.130), y (3.131)) puede obtenerse una nueva

matriz jacobiana cuyos vectores y valores propios ponen en evidencia casos de inde-

terminacién. Los valores propios del sistema son, usando la nomenclatura propuesta

por los autores:

AM=u—cp M=u—b, Mg=u—c; \=u

(3.142)
A=u+cs N=u+b, Ay=u+cy

Las velocidades magnetosonicas se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:
ct—(a® + )P +a’b: =0 (3.143)

Donde a es la velocidad del sonido gasdindmica, dada por la Ec. (3.42). Luego,

resolviendo esta ecuacion de cuarto grado pueden expresarse las velocidades magne-

1 1 2
ciz—(ﬁ+62>+—\/<@+b2) —4ﬁbg

2\ p 2 p p

1 1 2
cgz_(ﬁm?) ——\/<@+b2) 4Py

2\ p 2 p p

Ademas, dichas soluciones cumplen las siguientes identidades:

tos6nicas como:

G- = (G-); d-a=c(d-c) (3.144a)
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(2 —=a®) (P =b3) =cby; cpes=alby|; G+ =a®+ 1 (3.144b)

Se observa que las curvas de ¢y y ¢, constantes son elipses e hipérbolas cofocales res-
pectivamente. Despejando de las expresiones de dichas velocidades pueden obtenerse

ecuaciones de elipses e hipérbolas respectivamente en el plano cartesiano cuyos ejes

2
i (2 4) = (2 ) g
P p P
a2 (b, \? a’ b \?
2\a) Te—ay\a) 7!
f f

De la misma manera para la onda magnetosonica lenta, se obtiene la expresion para

son b,/ay by /a.

una familia de hipérbolas

a (%)2_0‘_2 (b_i>2 _
c} a (c?c—aQ) a )

Por otro lado, en el caso de que

b,=b. =0
ocurre: 1 1
G =5(@®+ )+ 5@ - 122 = a®
2 2
2 1 2 2 1 2
Cs = —(CL + bm) - 5 (CL2 b:%)Q - b:r

Luego, cuando b, = a ambas velocidades magnetosonicas seran iguales, lo que produ-
ce que el sistema de vectores propios se vuelva indeterminado. L.os vectores propios
asociados a las ondas magnetosonicas son los que resultan entonces indeterminados,

por esta razéon han sido estudiados mas en detalle.

En la Figura|3.3|se presenta un grafico de dichas familias de curvas para distintos
valores de c; y c¢; adimensionales. Se observa que para el caso en que b, = a 'y
bi ~ 0 ocurre que c; = b, =~ ¢y ~ 1. Luego, el sistema dejaria de ser estrictamente

hiperbolico.
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25

bn/a

cf=2.405

cf=2.005

cf=1.805

25

Figura 3.3: Curvas de velocidades magnetosonicas constantes

Cuando se hace el producto interior de los vectores izquierdo y derecho asociados
a una misma onda caracteristica, dados por las Ecs. (3.132)), (3.133]),(3.134)) y (3.135))

, se obtiene:

2¢2(c% — ¢

(¢ —2) (3.145)
2¢2(c2 — %) .
L, -R,=—> 7
(cZ = 02)

Estas expresiones pueden ser singulares o indeterminadas en algunos casos. Por
esta razon, y para garantizar que los vectores propios sean ortonormales, es necesario

multiplicar a dichos vectores por sendos factores k; y k., cuyo producto sea igual a

(¢ = b;)

ki k, = ———
: 2¢2(ct — c2)

donde ¢ representa la velocidad asociada al vector propio que se desea normalizar

(rdpida o lenta). Definiendo los factores oy y a5 como:

a2—02 62—(12
2 S 2 f

YT 22 BT a2
f s f s

(3.146)
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Que a su vez poseen la ventaja de cumplir las siguientes identidades:
oz?c + oz? =1

afccfe +a2c? = a?

abl
2 2
Cf Cy

arlly =

Los autores normalizan los vectores izquierdos por 1/a? para que tengan las

mismas dimensiones que los vectores derechos.

De esta manera, los vectores propios izquierdos y derechos normalizados a las

ondas magnetosdnicas se expresan como:

1 arfya —apf.a o
1, = ﬁ {O, tascs, :l:afcfﬁySBxa io‘fcfﬂzSBza - \//—i/ ) \/ﬁ ) ? (3.147&)
1 aBya arf.a of
Iy =— 07 taygc 7:Fascsﬁ SBxy :FascsﬁzSBxy —ya y T 3.147b
f 2@2 |: fef Yy \/ﬁ \/ﬁ p ( )
_ onp - _ arp -
j:ozscs ﬂ:&fo
:tafoﬁySB:E :FascsﬁySB:v
rs = :l:afcfﬁzSBm ry= :FascsﬁzSBx (3148)
a0 /P8y
—af\/ﬁﬁza as\/ﬁﬂza
i aspa’ ] | agpa® |
donde ) ;
B, =2, B.=-—", Sp,=signo(B,) (3.149)
by by

Sin embargo, estas expresiones son indeterminadas cuando b; = 0, es decir cuando

b, = b, = 0. Para salvar esta indeterminacion, los autores proponen en este caso
establecer 3, = B, = 1/v/2

Los vectores propios asociados a las ondas de Alfvén y a la onda de entropia
permanecen sin cambios. A pesar de ello, a los vectores de las ondas de Alfvén

para simlificar el calculo numérico se los expresa en funcion de los parametros 3
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anteriormente definidos:

B.Spx BySpa

Vi b

_ 0 -

0

+8,

r, = +8, (3.151)

—B.5Be\/P

BySBzr/P
0

1, = (3.150)

07 07 j:/Bzu :Fﬁyv -

N —

Casos de indeterminaciéon

Existen seis casos posibles, en funcion de los valores que puedan tomar las varia-

bles a, b,, v b,.
1. Sib, =~ 0 pero b, # 0, los coeficientes ay y o, quedan:

212
2 Cbe

a4t

Gra+bl; (3.152)

2 2
2 a 2 b1

~

N =X ———; A, X —F— 5]
T7a2+0r" T a4 b

2. Sib, =~ 0y b, = 0 se obtiene el limite gasdindmico. Para este caso la onda

rapida se convierte en una onda soénica, y la onda lenta desaparece.

Gra’ 0 (3.153)

Gra’ SR (3.154)
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De la misma forma que para el caso anterior, las ondas magnetosonicas rapidas

tienden a ondas sonicas, pero las ondas lentas tienden a ondas de Alfvén

Si by >a+e€eyb =0
Grb; Erd (3.155)

En este caso ocurre lo inverso para el caso anterior, las ondas lentas tienden a
ondas actsticas. En todos los casos anteriores no existen indeterminaciones en

los vectores propios.

Si |by] = a y by = 0 se obtiene el caso magnetosénico, donde ambas ondas

magnetosonicas se superponen:
Gra’ drad (3.156)

El mayor inconveniente en este caso es que los factores a se vuelven indeter-

minados

Sin embargo, como cumplen con la condicion o + afc = 1, los vectores pro-
pios no se vuelven singulares. Los autores demostraron que , mediante una

expansion asintética en el entorno:

b, = (a + €l)signo(b,); bl =€

atan(%—) atan(2—)

b | +dp agrcos | ————— | + 0s;

ay ~ Sln 9

donde ademas demostraron que |d7,| < %'

Si [by| > a 'y by > a se obtiene el limite de vacio. En este caso el sistema queda
mal condicionado, de la misma manera que ocurre con el sistema de Euler, y

no hay normalizaciéon que pueda salvar esta condicion.
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Esquema Numérico

4.1. Discretizacidon en volumenes finitos

En el método de volimenes finitos (FVM, Finite Volume Method), se discretiza el
dominio (2 del problema en un nimero finito N de celdas €2; = [xj_l/g, xjﬂ/g} , (1=
1,2,..,N).

Dentro de cada celda €2; se propone una interpolacion a las variables del vector
de estado por funciones constantes a trozos. Es decir, se asume que las variables
conservativas toman un valor constante dentro de cada celda, que se va actualizando
conforme se avanza en el tiempo. De esta manera la forma integral de una ley de un
sistema no conservativo, dada por la Ec. (2.6) puede escribirse para cada celda €;

en la forma discreta como:

AUj_ 1 [_ T

= |F 1] +8(U); (4.1)

[SIE

donde Az = z;41 —x; > 0, U es el vector de variables de estado, y FjH/Q es una
funcién de flujo numérico, evaluada en la interfaz de dos celdas contiguas, que debe
aproximar de forma discreta la funcién de flujo del sistema hiperbolico continuo.
Dicha funcién, por lo tanto debe ser consistente con el flujo del sistema continuo,
y ademas debe cumplir con otras propiedades mateméticas para garantizar la es-
tabilidad y convergencia del esquema. Este sistema de ecuaciones se integra luego

en el tiempo mediante un método numérico, que puede ser implicito o explicito. A

67
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continuacion, se explica la funcion de flujo numérico de Harten-Yee, empleada en la

presente tesis.

4.2. Meétodo TVD de Harten para una ley de con-

servacion unidimensional

Partiendo de una ley de conservacion escalar de la forma

% + agi“) ~0 (4.2)
u(z,0) = ¢(z)
cuya velocidad caracteristica es a, se define la Variacion Total (TV) de la soluciéon
como:
TV - / % da (4.3)

Si la Variacion Total no aumenta en el tiempo
TV (u™) < TV (u") (4.4)

(Harten), [1983) demostré que a medida que la soluciéon avance en el tiempo no se
crearan nuevos extremos locales, los maximos existentes no aumentaran, y los mini-
mos no disminuiran. Si un esquema numeérico cumple esta relaciéon para la variacion
total, se dice que es un esquema Total Variation Diminishing (TVD). Cumplir la
propiedad TVD implica que la solucion no muestre oscilaciones espurias en zonas

cercanas a discontinuidades.

Asumiendo ademas que existe una funcion de entropia (ya sea fisica o numeérica)

n(u) con un flujo asociado W(u) tal que también cumple la ley de conservacion:

on(u) | OV(u)
ot * ox

~0 (4.5)

Puede expresarse la solucion aproximada u a la Ec. (4.2)) con un esquema conservativo
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de la forma:

—n+1 __ —n At~ T

Ui =Y T AL (Fir1e = Fim12) (4.6)
Un esquema numérico general de 2k + 1 celdas puede expresarse , mediante un

operador diferencial discreto L(u) en funcién de coeficientes OF

j+1/2°
_;rH La" = u + +1/2Aj+1/2ﬂ — C;_l/QAj—1/2ﬂ (47)
Donde la notacion Aji /s y Aj_ /o significa:
Ajpr2U = Ujyy — Uy; Aj_1)9U = Uj — Uiy

Los coeficientes C;jrl oY C _1o SOD €n general funcion de los valores de la variable

u en otras celdas, esto permite que el esquema numérico pueda ser no lineal.

Cj+1/2 C+(U]’_k+1, ceey ’LLj+k); CJ 12 = O (uj—k; ceey uj—l—k—l) (48)

(Harten|, [1983) demostro que si dichos coeficientes cumplen las condiciones:

Cr—i-

j+1/2 = > 0; 0311/2 > 0; 011/2 + O_ —1/2 = <1 (4.9)

J

entonces el esquema numérico es TVD.
También demostro que si se emplea la funcion de flujo numérico:

_ 1 Ax A
fisr2 = 5 @) + f(uy) — E@D (A;a ) AJ+1/2U:| (4.10)

donde la velocidad caracteristica numérica se estima como:
J@541)—f (@) SN —
—Aj+1/2 S1 AJJ'_I/QU # 0

" (4.11)
a(Tj41/2) si Aji120 =0

Ajy1/2 =

el esquema resultante es TVD, siempre que la funcion ¢ (z) sea una funcion escalar

que cumpla la condicién:

lel < v(@) <1 para 0 < [lef < p<1
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Donde p se define como:
At _
n = A—x.mal’(ajﬂ/g) (412)

que resulta ser una condicion de estabilidad similar a la de Courant-Friedrichs-Lewy,

por lo tanto se conoce como condicién “CFL like”.

Sin embargo, este esquema es de primer orden de precision. Para lograr una apro-
ximacion de segundo orden, Harten se vale de que se demuestra que una aproximacion
de primer orden a la ley de conservacion (4.2) es en realidad una aproximacion de

segundo orden a una ley no conservativa de la forma:

du_ f(u) _ Avdgw)
ot or At Oz

Donde el miembro derecho representa un término difusivo.

Pasando al primer miembro el término que contiene a g(u) se obtiene una ley de

conservacion con una funcion de flujo modificada:

ou 0 Az
a_‘_% {f(u) —g(u)E} =0 (4.13)
Si la funcion g(u) es de orden
9(u) = O(Az)

Entonces se cumple que:

2 gu) = O(a?)

por lo tanto el esquema es de segundo orden. Luego, aplicando el esquema de flujo
(4.10) al flujo de la ley de conservacion modificada (4.13)) se obtiene:

Frop = 5 [ @) + F(@;)+

Ax Ax At _ B
E(gj + gj+1> - Ew (Ea]‘_ﬂ/g + ”Yj...l/g) Aj+1/2u:| (414)

N | —

donde 7412 es:
9(@j+1)—9(4;) si A\ a0
Vierjz =14 T 12 7 (4.15)
0 st Aj+1/2ﬂ =0
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Si la funcién de disipacion numérica g(u) es Lipschitz continua y satisface las condi-

At _ At 2
(0 A_xaj+1/2 - A_xaj+1/2

Vit1/20 4120 = gjp1 — g5 = O(Az?)

ciones:

gj+1t+9; = Ajyr/al+ O(Az?)

Entonces el esquema conservativo (Ec. (4.6)) con el flujo dado por la Ec. (4.14))
es de segundo orden de precision. Dicho esquema numeérico se conoce como Flujo de
Harten.

Harten llam6 a la funcién g(w) funciéon limitadora, ya que cumple la funciéon
de limitar la cantidad de viscosidad numérica introducida en el flujo. La funciéon

limitadora que él propuso luego fue llamada minmod.

At
o (Majﬂ/z) AVERYST D
At

Sj+1/20’ (Eﬁj_1/2> Aj_1/2ﬂ>:| (416)

gj = Sjt1/omax [0, min (

donde
o(r) = =(x) —2° >0 (4.17)

O en su forma discreta
. At _ _
Sj+1/2 = 81gno |o Eaj_,_l/g Aj+1/2’u (418)

Por otro lado, el flujo de Harten cumple con la propiedad de preservar la po-
sitividad en regiones de densidades bajas, como es propuesta por (Einfeldt et al.
1991).

4.2.1. Generalizacion de Yee

(Yee, 1987)) introdujo una modificacion en el flujo de Harten para volverlo més
flexible en la eleccion de la funcion limitadora a emplear, y para lograr que sea menos

difusivo. Dicho flujo modificado se conoce como flujo de Harten-Yee. Sacando como
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factor comin a la funcion o (Ec. (4.18])) de la funcion limitadora, permite expresar

el flujo de Harten-Yee como:

Fivre == [F@) + (@) + 0(aj1/2) (g5 + gje1)—

At _
(G (A—I%’H/z + %’+1/2) Aj+1/2u] (4.19)

N | —

La funcién limitadora minmod para este flujo se calcula como:

. At _ _
g; = j+1/2max O,mln A_:Eaj+l/2 Aj+l/2u

,Sj+1/2 ()\Ej,l/g) Ajfl/gﬂ)] (420)

El flujo de Harten Yee también cumple con la propiedad de conservacion de la
positividad en regiones de baja densidad, lo que lo hace una opcién adecuada para

sistemas fisicos como la corona solar o los arcos coronales.

4.2.2. Extension a sistemas multidimensionales

Llamando R a la matriz cuyas columnas son los vectores propios derechos de la

matriz jacobiana A (U) puede obtenerse:
R'AR = A
Teniendo en cuenta la definicion de las variables caracteristicas (Ec. (2.16])):
W=R'U (4.21)

Pueden expresarse las ecuaciones del sistema de leyes conservativas de forma

desacoplada de la siguiente manera:
W, + AW, =0 (4.22)

Luego, puede aplicarse el esquema TVD escalar de Harten-Yee a cada una de

dichas ecuaciones desacopladas. La forma final del flujo numérico TVD de Yee que



4.2. Método TVD de Harten para una ley de conservacion unidimensional 78

se obtiene al invertir la transformacién para obtener nuevamente el esquema en las

variables originales.

1
= [Fi+1 +F; + Ri+1/2¢i+1/2} (4.23)

Fij10 = 5

donde la funciéon ® es la funciéon de viscosidad numérica, cuyas componentes se

expresan Como:

OB () FENO) 0 (0 ¢ (1) (1
012 =0 )0 + o) =0 (s e ol (@29)

Para el caso multidimensional, la funcién limitadora minmod se implementa de

la siguiente manera:

l . ! ¢ !
gz-() = Wit1/2 MaX { [0> min ((A§+)1/2)‘O%+1/2‘ (A )1/2)0457)1/2Si+1/2>)} } (4.25)

Siv1j2 = signo(al?, ) (4.26)

Y los coeficientes v para el caso multidimensional se generalizan como:

9521 9“) si a(l) 7£ 0
o j
Yoy =1q o e (4:27)

0 si a(l}rl/Z 0

La funcion o(\), para retener el segundo orden de precision en la integracion

temporal explicita con Euler (Yee, 1989), se define como:

D0 3= L At o
ol )()\i+1/2) 2 (w()\z—‘,—l/Q) E()‘i+1/2>2) (4-28)
Y la funcién 1/1( i1 /2) es la funcion encargada de introducir la disipaciéon numérica

propiamente dicha. Para respetar la condicion de entropia y lograr la convergencia
a una solucién fisicamente correcta (Harten y Hyman| 1983)), esta funcion se define

Ccomao:
A si Al

>0
l i+1/2 +1/2| 1
¢()\z('—21/2) - <()\(l

(4.29)
it12)’ 52) /201 si |)\z+1/2| <

donde 0; es un ntimero real pequeno.
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4.3. Términos fuente

Como se explicd en el capitulo anterior, el modelo considerado toma en cuenta

términos fuente asociados a:

la gravedad

la conduccion de calor con el modelo de Spitzer, dado por la Ec. (3.8)

La funcion de calentamiento Exy

La funcion de enfriamiento por radiacion L,.q, dada por la Ec. (3.1)

Asumiendo que la gravedad actia en la direccion del eje x y en sentido con-
trario, g = —gi, el vector de términos fuente se expresa para le modelo de Euler

unidimensional como:

0

S = —py (4.30)
2r77/2

—pgu + ?HSPW + EH + Lrad

El tratamiento numeérico de las fuentes asociadas a la gravedad , el calentamiento
y la radiaciéon no presentan inconvenientes respecto a su discretizacion numérica. To-
dos ellos dependen de la posicién o de las variables de estado de la celda considerada.

De esta manera, dichos términos fuente se discretizan como:

1
o /Qj S(U)dQ ~ S;(U,) (4.31)

Para evaluar el término de la conduccién de calor existen dos opciones: una

diferencia finita centrada, de acuerdo a (Aschwanden) 2004):

y 9 (T 2, T2+ T 4.32
Qcond - % /{( )% - ?K'sp A.CU2 ( 3 )

Esta formulacion posee la ventaja de ser mas sencilla de implementar y de derivar

su matriz jacobiana analitica respecto de las variables de estado.
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Por otro lado, el término de conduccion de calor puede discretizarse mediante

una formulacion de volimenes finitos, de acuerdo a (Versteeg y Malalasekeral 2007)
/ V. (kVT) dQ = / n- (KVT)dA (4.33)
Q; Aj

Expresando esta relacion para el sistema unidimensional de manera discreta, como

diferencias en las interfaces con la celda de la izquierda y de la derecha:

/ 3 (Ka_T> d§) = (/{Aa—T> — (/{Aa—T) (4.34)
Q, ox ox ox i1/ oz 12

Los valores de la conductividad térmica en las mencionadas interfaces se evalia
mediante un promedio aritmético, debido al caracter eliptico del término de conduc-

cion térmica:

5/2 5/2
Kj-1/2 = Hj_l; = KSPTjil J2FTJ
Kitl1 + K 77/ + T2
- : ; o
Kip1/2 = % — ﬁspﬂTﬁ (4.35)

Luego, los flujos numéricos difusivos en cada interfaz se evalian como:

oT T, =T,
Fej12= (F&A—) = ’fj—l/zAj—l/zu
i—1/2

ox Ax

orT T, —T:. 4
F.oivpm=|rA— = Ky oA p—t—It 4.36
j+1/2 (H 3$)j+1/2 Rjt+1/23541/2 Ar ( )

donde A; /s es el area en la interfaz entre las celdas j y j + 1. Luego, el término de

conducciéon de calor asociado a la celda j se expresa como:

Foj 12— Fejqaye

Qcond = Ax

(4.37)

En ambos casos es necesario considerar una condicién de estabilidad para el paso

de tiempo basada en el nimero de Fourier de la malla:

DAt
NE

FO (4.38)
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donde D = CLP es la difusividad térmica, que se estima con los valores de la celda
p
considerada. Para determinar el paso de tiempo, se compara el valor del mismo

obtenido mediante la condicion CFL (Ec. (4.12])) y se elige el menor de ellos.

4.4. Integracion temporal

El método de integraciéon temporal tiene gran importancia, sobre todo para lograr
que el esquema sea estable en el tiempo y para tratar de manera consistente los

términos fuente. El esquema de integracion temporal debe satisfacer:
» La conservacion de la condicién TVD en el tiempo (Hoffmann y Chiang, [2000a)

= La preservacion de los posibles estados estacionarios discretos que sean solucién
del problema (Bouchut, [2004)
0

- [F(U.x)] = S(U,x) (4.39)

Los esquemas de integracion temporal pueden ser explicitos o implicitos, depen-
diendo del instante de tiempo en el que se evaliien las funciones de flujos numéricos y

términos fuente. Los esquemas explicitos pueden asociarse a expresiones de la forma:

Un+l — Uy N aF(Un> B
At ox

S(U™) =0 (4.40)

Los esquemas implicitos a este tipo de expresiones:

Un+1 —Ur aF (Un+1 )
+

. n+1 —
N — S(U™) = 0 (4.41)

O una combinacion de ambos, en funcion de un parametro 0 < n < 1:

Ut U OF(UTY

OF(U")
At g ox

ox

—nS(U™) = (n—1) —(n—=1)8S(U") (4.42)

La desventaja de los esquemas implicitos frente a los explicitos es que es necesaria

la evaluacion de la funciéon de flujo y de términos fuentes en el instante n + 1. Como
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la mayoria de las veces esto no puede calcularse de forma exacta, es necesario hacer

una extrapolacion por serie de Taylor:

aFj+1/2(U UJTO ou;

Fril (U Uy x By (U, U, ) + LAt
j+1/2 J+1 J+1/ j+1 U, ot
OF;415(US" U 09U,
At + O(A?) (4.43
U 5t + O(At7)  (4.43)

oS U,

ST UL Ut U = St 4 LT At
as" aUu; as™ au,_
6U~+16—ZSHAt+6U~ : > LAL+ O(A?)  (4.44)
J J—

donde se define la notacién simplificada para las matrices jacobianas numéricas

asociadas a los flujos

OF"” OF"
j+1/2 c G+1/2 n
——= =A%(U;,U;); ————=A"(U;,U 4.45
oU; 5(U;, Uj); a0, i ( j+1) (4.45)
y a los términos fuentes:
oSs”
8U]j - AS5(U;-1,U;, Uj ) (4.46)
oS™
3Ujj+1 B AS](U;-1,U;, Uja) (4.47)
oS”
anj_l - AS] (UJ 1,U UJ—H) (448)

La mencionada linealizaciéon introduce errores de discretizacion en el esquema.
Pero, por otro lado, los métodos implicitos tienen condiciones de estabilidad para la
integracion temporal menos severas y son menos sensibles a errores numéricos cuando

se tienen términos fuentes que vuelven “rigido”(“stiff”) al sistema de ecuaciones.
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Reemplazando las Expresiones (4.43) y (4.44)) en la (4.41)), e introduciendo la

notacién

AU; =U - U} (4.49)

se obtiene la formulacién discreta para el esquema implicito backward Euler :

AU. A¢ AT Ac AT

Atj —+ AiAU] —+ A_],CL‘AUj+1 — A_,CJ[,‘AUj_l — A—;AU] (450)

F(U,,, — F(U", )
~ (ASJAU; + ASTAU . + AS; AU, ) At = ——— 02— 22 L S(UY)
que se expresa de manera compacta como:
At Al .
{1 + (A - (AL, - ASjAt] AU,
At At . _
+ lEAj - ASjAt:| AU]'+1 - |:EA]-1 - ASJ At AU]‘,1 ==
At

Ao Fiiu = Fluyp] +8"AL (451)

Luego, si expresamos el vector de términos fuente en funcién de las variables con-
servativas y evaluamos el término de conduccion mediante la Ec. (4.32), se obtienen

las matrices jacobianas asociadas a dicho vector:

0 0 0
AS; = 9 1 0 2.5 1 0 2,5
Age,. el u K 2k T5 w o, np; T K 2R 15"
i33 Cy,ymp? 2 C, Ax? p; Comp? > C, Az? p;
(4.52a)
age — o T T =20, (n=2)p ") K kg T u® = 2Cy iy T
333 2C, mp? p? C, Ax? p;

(4.52b)



4.4. Integracion temporal 79

0 0 0
AS;F - 2,5 20 3,5 025 ’ 2,5
Fosp Lip1 ™" wjp1” =20y kigp Tjn ™ Kp i ™ Ujn Ksp i ™
2 Cv ACL’2 Pj+1 CU AI2 Pj+1 Cv AI‘Q Pi+1 |
(4.53)
0 0 0
AS; = 2,5 20 35 025 ’ 2,5
Rsp T‘j—l ’ Uj—1" — 201) Rsp T‘j—l ’ _/ﬂsp T'j—l ’ Uj—1 Ksp 7}'—1 '
20, Ax® pj 4 Co,Az?p;1 CyAz’pjy |
(4.54)

donde se emple6 una funcion A(T) genérica, que describe en general a todas las
ecuaciones asociadas a la funcién de pérdidas por radiacion (Ec. (3.2)), para obtener

las derivadas respecto del sistema conservativo.
A(T)=KT"

Por otro lado, si empleamos una discretizacion del término de conducciéon de calor
por volimenes finitos, como la dada por la Ec. (4.37)), las expresiones analiticas de las
matrices jacobianas asociadas a los términos fuente se vuelven demasiado complejas

y extensas para lograr una implementacion eficiente.

Otra opcién posible es emplear una evaluacién numérica aproximada para dichas

matrices jacobianas, como se explicara en el capitulo siguiente.

4.4.1. Esquema implicito de Yee-Warming-Harten

Para implementar un esquema implicito que tenga segundo orden de precisiéon
en la integracion espacial sin presentar oscilaciones, debe verificarse que los términos
convectivos cumplan la propiedad TVD. (Yee et al.,|1985) demostraron que para una
ley de conservaciéon escalar unidimensional

ou N Of (u)

ot " or 0
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un esquema general de la forma

—n—+1 —n—+1

up Az (fj+1/2 - fj71/2> ~ % T Ax (1=n) (fj“/z a fj71/2>

con el flujo numérico 7j+1/2 de Harten (Ec. (4.14)) es TVD de segundo orden en el

espacio bajo la condicion de estabilidad tipo CFL

At 1
< A_xw (Njg12) < ——

At
L—mn

A_x)\jH/Z

El parametro 7 varia entre 0 y 1. Cuando n = 0 se obtiene el esquema explicito
forward Euler, cuando n = 1 se obtiene un esquema implicito backward Euler. Se
demuestra para este tltimo caso que dicho esquema es incondicionalmente estable
para una ley de conservacion escalar de coeficientes constantes. Para n = 1/2 se

obtiene un esquema implicito de segundo orden en el tiempo estable para CFL < 2.

Analizando el caso para n = 1, correspondiente al esquema Backward Fuler

n+1
AR S ——"
J Az

_.n
_uj

At —n+1 —n+1
n (fj+1/2 - fj71/2>

Expresando los flujos numéricos a través de las Relaciones (4.7):

fivie=Fi — C~ AN+ 79) 01280511725 fim12 = fj — CT (A +7) 5128051 9;

Dicho esquema implicito puede escribirse de la forma:

G = 1O AN A+ O A )y Ay = ) (455)

Para el flujo de Harten (Ec. (4.14))), los términos C~ y CT se expresan como:

1
Cji+1/2 =35 [V Njs1/2 + vjz1/2) £ Njgay2 + j+12)] (4.56)

Donde las expresiones de A, v y g; estan dadas por las Ecs. (4.11)), (4.15) y (4.16)

respectivamente.

Con la diferencia que la funcién o()), en caso de buscar un esquema de segundo
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orden en la integracion temporal, se expresa como:

o) =1 [ww b (n - %) v]

Cuando se desee un esquema para encontrar soluciones estacionarias puede em-

plearse:

debido a que el esquema es mas estable, permitiendo pasos de integracién mayores.

Debe notarse que el esquema dado por la Ec. (4.55)) es un sistema no lineal de
n+1
J

una extrapolacion de primer orden de la forma de la Relacion (4.50)), o directamente

ecuaciones, cuyas incognitas son los v " . Dicho sistema puede linealizarse mediante

resolver el sistema mediante un método de solucion de sistemas no lineales. Sin

embargo, los autores plantean directamente ausmir que:
C~(A+ 7)?;1/2 = CTA+ ) (4.57)

De esta manera se obtiene el sistema linealizado mas simple posible, pero se pierde

la propiedad de la conservatividad del esquema.

Definiendo la variable d;, que reresenta el cambio de la variable de estado entre

dos pasos sucesivos de tiempo

d;j = ut — (4.58)

J J

Puede escribirse el esquema de la forma

At
Erdjy+ Bpdj + Bydjr = == [fi1p = fit12] (4.59)
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donde
At n
Ey = _EC (A + 7)1,
At — n n
By =1+ [C™ A+ M) e+ CTA+)5 1] (4.60)
At n
E3 = AL [CHx+ 7)j+1/2}

Esta formulaciéon tiene la ventaja de cumplir con las siguientes propiedades:

= El esquema es consistente con la formulacion conservativa
= Kl esquema tiene segundo orden de aproximacion en el espacio

» El esquema es independiente del valor del paso de tiempo At para los términos

convectivos

En la presente tesis se empled el flujo de Harten Yee (Ec. (4.19)) en lugar del
flujo original de Harten (Ec. (4.14)), ya que el primero, al ser una generalizacion del
segundo, también cumple la propiedad TVD para el esquema conservativo, y ademas
tiene la ventaja de ser menos difusivo.

El esquema se generaliza para el caso multidimensional de la misma manera que
para el esquema explicito, es decir aplicando el esquema unidimensional al sistema
en variables caracterisiticas, y luego realizando la transformacién inversa. El flujo
de Harten-Yee multiminesional esta dado por la Ec. , y los coeficientes E; se

generalizan mediante:

At "
E, = _A_xJ A+ 7)1/
At " N
At "
E; = T Az [J+()\ + ’Y)j+1/2]
Donde
in—i-l/2 = ?+1/2diag(ci()\l + 71)?+1/2)(R71)?+1/2 (4.62)

Para implementar el esquema es necesario determinar entonces los vectores y valores

propios aproximados del problema de Riemann asociado al modelo considerado, asi
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como los coeficientes «; de expansion espectral. Para el caso del modelo de Euler, se
utiliz6 el solver de Roe convencional (Roel 1981)), y para el caso MHD se emple6 el

solver de Roe de (Cargo y Gallice|, [1997), que se detalla a continuacion

4.5. Solver de Riemann aproximado de Roe para
MHD

Para obtener los vectores y valores propios REZ) y /\El) y los coeficientes de inten-

sidad de onda ozgl)

es necesario resolver un problema de Riemann en cada interfaz
entre 2 celdas. Dicho esquema se basa en reemplazar la matriz jacobiana exacta A
por una matriz aproximada A(Ug,Up) lineal, que es funcion de las variables en

el estado izquierdo y derecho. Dicha matriz debe poseer las siguientes propiedades
(Roel 1981)):

Consistencia con la Jacobiana exacta:

limUR%ULA(UR, UL) = A(U)

Hiperbolicidad del sistema
La matriz de Roe debe tener valores propios reales y vectores propios lineal-

mente independientes.

Conservacion a través de Discontinuidades

Debe cumplir la condiciéon de Rankine Hugoniot para las discontinuidades:

F(Ug) — F(U;) = A(Up, U;)(Ug — Uy)

Para el caso de un sistema MHD unidimensional (de siete ondas), el estado in-

termedio de Roe, de acuerdo a (Cargo y Gallice, 1997)), esta dado por:

U(UR7 UL) = U(£7 u, v, w, H*7&7 &)
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donde los términos subrayados y sobrelineados denotan distintos tipos de promedios

de Roe:
o VPRt PG ¢ _ \/PRnt i
VPRt L VPR +\/PL

A su vez, se define un incremento linealizado del producto entre dos variables como:

¢=

A(En) = EAn +7AS
donde Af = éL — §R~

Para el caso general del problema de Riemann de ocho ondas no existe un solver
de Roe general, por lo que varios autores utilizan distintos tipos de promedios para
construir una matriz aproximada. Sin embargo, si no es la matriz de Roe exacta no

se cumple la condicion de Rankine Hugoniot en las discontinuidades.

El esquema de Roe desarrollado por Cargo y Gallice se basé en obtener primero
una matriz de Roe para el sistema MHD unidimensional isoentropico, que a su vez
para el caso de B = 0 se reduzca a la matriz de Roe para el flujo gasdinamico, y
para el caso de v = 2 se reduzca al solver de (Brio y Wu, [1988).

El sistema MHD 1D isoentropico se expresa como:

Ou | Opu _

- =0 4.63
o " o (4.632)
2(pu)—l—i(/)u2—|—19—|—192/2) =0 (4.63b)
ot Ox '
0B  0Bu
T 4.
T + pe 0 (4.63¢)
Cuya matriz jacobiana es:
0 1 0
P +a@*+X u+Y Z (4.64)
B B i
p p

La complicacion surge cuando se estima el salto en la presion magnética, propor-

cional a AB2. Si se toma un promedio aritmético entre los valores a la izquierda y
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derecha:

zM¥:2<%%;ﬁ>AB

El sistema de ecuaciones puede dar valores propios imaginarios. Por esta razon los

autores propusieron una expansion mas general de la forma:

2

Ag — XAp+YA(pu) + ZAB (4.65)

donde los coeficientes X, Y y Z deben evaluarse. Como se espera que el sistema sea
invariante en una transformacion galileana y que los valores propios sean simétricos
respecto de la velocidad u, el término Y debe ser igual a 0. Por otro lado, para obtener
el mismo resultado que Brio y Wu para v = 2, se obtiene que Z = B. Finalmente,
se obtiene que
_ (AB)*

2 (VoL + VoR)”

lo que permite expresar el promedio de Roe para el salto de la presion magnética

X

(4.66)

Ccomo:
2

Ag = XAp+ BAB (4.67)

A partir de este resultado, puede obtenerse la matriz jacobiana de Roe para el sistema
MHD conservativo de siete ondas.

0 1 0 0 0 0 0
Az B=—vu -y I-yw 2-7)By 2-7)B: v-1
—uv v u 0 —B, 0 0
A, = —uw w 0 u 0 —B, 0
Dugy Bey Do S 0 u 0 0
BB P BB P
Pz 4 Bas =21 — By m
S U+ o 0 o u 0
| An A7 A73 A7, A7s A7 A7q

7@%)
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Donde
-1
A271 = —ﬂ2 + (2 — ’V)X + B VQ
2
- By o, =
A7’1 =uHx*+ E(Ag,l + EQ) + 7(3 : V)
_ B2
A772 = Hx* 4+ E(AQ,Q — 2@) - =z
p
B,?
A7’3 - aAz’g — By
B —
B,*
Ay =UAyy — B,

Ars =UAys — B0
Aze =uAs — B,w
Az =u+1uAyy

Los valores propios de esta matriz son, respectivamente:

Alzﬂ—q )\Qzﬂ—a )\3:ﬂ—C_5 )\4:ﬂ

(4.69)
As =U+C;, Ne=U+Cq Ay=U+Cy
donde:
_9 —2
Ca~ = by (4.70)
1 —
&2 = 5 (a—*2 +\axt — 4&21%2) (4.71)
o1 —4 —97 2
G =g (@ - VaE - 4a°b, (4.72)
y

a?=Q2-7NX+(-1) (m ~v2/2 — B2> (4.73)
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Los vectores propios derechos de dicha matriz, luego de normalizarse de acuerdo a

Roe y Balsara, pueden expresarse como

pay
porg (@ — )
plagv + e, 3,5)
= % ployw + asc;3.5)
pa \/Easaﬁy
/PG

| pay |(Hx— B -

_ . -
0

—pPB-

R® — 2/611

—5./PB-

S./pB,
_Q(Uﬂz - wﬁy) i

_ o
/)O‘5<E_C_S)
B(O./SU — ascrf,5)

1
= — plasw — asceB.S)
pa _
—\/Pasapy

_\/Eafaﬁz

RS |\%

pas |(H* —

ucy | + paS(Byv + W) + /pasta |BL|)

— | — poserS(6,0 +wh. — yposa B )

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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—_

R®W = — (4.77)

Q[ =
o g < g

)

-2
w22+ 12X

P
pos(t + )
plasv + aycr 3,S)
RO = % plas® + aycs3.5) (4.78)
—/Payasy,
—/Pasap;
+cs | + payerS(B,v 4w, — VPasa ‘i‘)

(s
Q

2

po, | (¥

I |\CU

RO — _ 08, (4.79)
—S.\/pB-
S /By
L B(Uﬁz - m6@/)

poy
pay(u +cy)
B(O‘J@ — aCs3,5)
RO = — playW — a5 3.5) (4.80)

/PG,
| poy [m — %2 +u—cf] — pa G S(BU +Wh. + /past |BL|) |
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Y los coeficientes de expansion espectral estan dados por:

1
Q[af(XAp + Ap) + pacsS(B,Av + B.Aw)

—pasciAu+ | /pasa(B,AB, + B.AB,)]

1 S
gl = f:bv+ = (,AB. — 5.AB,)

1

i[as(XAp + Ap) — payerS(B,Av + B.Aw)
—pasCsAu — \/Eafa(ﬁyABy + B.AB,)]

(@ — X)Ap — Ap

1

“las(XAp + Ap) + payerS(B,Av + B.Aw)

2
+pasc;Au— | /paga(B,ABy + B.AB.)]

1 S
5[—5yAw + B.Av + % (B,AB. — 5.ABy)

1
slas(XAp+ Ap) — pasesS(B,Av + 5.Aw)
+pascrAu+ | /posa(ByABy + 5. AB.)]

(4.81a)

(4.81b)

(4.81c)

(4.81d)
(4.81e)

(4.81f)

(4.81g)






Capitulo 5

Condiciones de Contorno

5.1. Introduccion

Un modelado consistente y fisicamente correcto de las condiciones de contorno
es fundamental para lograr la estabilidad numérica del modelo, asi como para lograr

que converja a una solucién fisicamente correcta.

Dado un sistema conservativo hiperboélico de la forma:

ou OF ,

Empleando esta formulacion, los términos fuente se incluyen en el vector C’, que
es igual a C' = —8 de la Ec. (3.254).

Con una discretizacion del dominio fisico en M celdas, y en los contornos con
una formulacion general con k celdas, numeradas para el extremo izquierdo (x < zp)
(—k...—1,0), y para el extremo derecho (z > xg) (M +1,M +2...M + k). En la
Figura se esquematiza el problema considerado.

En el contorno del dominio se tendra en general una serie de ondas caracteristicas
que se propagan hacia afuera, y otras que se transmiten desde el contorno hacia el
interior del dominio. Las caracteristicas que se propagan hacia afuera dependen s6lo
de las variables en el interior del dominio (y por ello no pueden ser influenciadas
por el valor de las variables en el contorno). Por esta razon, las ondas caracteristicas

salientes imponen relaciones de compatibilidad que deben satisfacer las variables en

91
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...... _1)\n-j An.j
//;//;}\n-l . A An1 A,
dominio \v+
: . de célculo : : I \
V. /// ........................... S e S S .

celda 0 celdal celdam elda

Figura 5.1: Caracteristicas entrantes y salientes al dominio

el contorno. El valor de estas ultimas debe evolucionar en el tiempo para satisfacer
las relaciones impuestas por las ondas caracteristicas salientes en cada instante.

De la misma forma, las caracteristicas entrantes sélo dependen del valor de las
variables en el contorno, pero influyen en la evolucion de las variables en el interior del
dominio. Por ello deben ser establecidas a priori de acuerdo a la fisica del problema
que se desee estudiar, como se expresa en los libros de Hoffmann y Chiang (2000b)
y Blazek| (2005)).

De esta manera, en un contorno de un problema hiperbélico de n variables con
b caracteristicas entrantes, soélo tiene sentido fisico imponer el valor de b variables
en el contorno. Sin embargo, es necesario determinar de alguna manera el valor de
las restantes n — b variables para poder evaluar flujos, u otras operaciones necesa-
rias para cdlculos dentro del dominio. Por estas razones, algunos autores hablan de
“condiciones de contorno fisicas” cuando se le asigna el valor a una variable en el
contorno y de “condiciones de contorno numéricas” cuando se imponen las relaciones
de compatibilidad anteriormente mencionadas.

La forma maés simple de estimar las variables asociadas a las caracteristicas salien-
tes es mediante una extrapolacion de orden cero o de orden uno. Esta extrapolacion
puede hacerse en el espacio, o en el espacio-tiempo, o incluso emplear esquemas de
diferencias finitas explicitos o implicitos. Una discusion bastante completa sobre dis-
tintas formas de implementar BCs por extrapolacion se encuentra en el trabajo de

(Yee, [1981)). Para imponer BCs con extrapolacion de orden cero en el espacio para
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el esquema de Harten-Yee es necesario extrapolar tanto el valor de la variable como
el de las funciones limitadoras g; (dadas por la Ec. (4.25))) en las celdas que colindan

con los contornos.

U, =Uy; 8o =81 parax <1y (5.1)

U1 =Un! 8ni1 =8n parax > xp

Puede demostrarse que para que se cumpla la condiciéon g, 11 = g, es necesario
que
Um = Um+l

Um+2 - Um— 1

(5.2)

Sin embargo, esta forma en general no suele ser consistente con la fisica del
problema, ya que una extrapolacion implica necesariamente imponer un gradiente a
la variable extrapolada. Dicho gradiente no coincide en general con el gradiente dado
por las caracteristicas salientes.

Por esta razon, distintos autores desarrollaron modelos de condiciones de contorno
basado en caracteristicas, donde las variables asociadas a caracteristicas salientes
se calculan de acuerdo a valores estimados de dichas caracteristicas (Dutt, 1988;
Engquist y Madja), |1977; Hedstrom, [1979).

En la presente tesis implementamos las condiciones de contorno mediante una
formulacion basada en ondas caracteristicas, de acuerdo a las metodologias propues-
ta por (Thompson, (1987, |1990), y (Poinsot y Lele, 1992)), primero en el sistema

gasdinamico de Euler y luego en el sistema MHD .

5.2. Condiciones de contorno para el modelo gasdi-
namico

A continuacién se muestra como se implementan las condiciones de contorno
basadas en caracteristicas para el sistema de ecuaciones de Euler unidimensional
conservativo en su forma mas simple: asumiendo la no reflexion de las ondas entrantes
al dominio. Luego agregamos términos no conservativos, primero considerando los

efectos de la gravedad como término fuente y luego agregando efectos de difusion
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térmica en la ecuaciéon de la energfa.

Tomando el sistema de ecuaciones de Euler en variables primitivas, Ec. (3.29))
expresado en forma matricial, siendo C el vector de términos fuente expresado en

variables primitivas:

oV oV

y teniendo en cuenta la transformacion entre el sistema conservativo y primitivo,

dados por la Ec. (2.21])

=9, (5.4)
luego

A=P'Q

C=P'C

Premultiplicando la Ec. (5.3)) por los vectores propios izquierdos 1 puede expre-
sarse la evolucion del sistema en funciéon de los vectores propios izquierdos y de las

velocidades caracteristicas:

ov A@10) . oV

1. 2=
ot o

+19.c=0 (5.5)

donde los vectores propios se eligen de la siguiente manera:

p 0 —a? 0
V=1|ul|; 10" = —pa | ; 17 = 0 1" = pa
1 1 1

En el contorno izquierdo las ondas con A < 0 seran ondas salientes y las ondas
con A9 > 0 seran entrantes. En el contorno derecho es a la inversa. El criterio de
(Hedstrom), 1979) para establecer condiciones de contorno no reflejantes expresa que

las amplitudes de las ondas entrantes debe ser constante en el tiempo. Definiendo
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una nueva variable vectorial Z mediante:
dZW =19aV +19Cdt (5.6)

la Ec. (5.5 puede reescribirse como un sistema conservativo en variables caracteris-
ticas ® @
0Z" 4\ 0Z"

A =0 5.7

ot * oz (5.7)

Se observa que para este sistema la amplitud de cada onda, dada por Z es constante

a lo largo de una curva C en el plano x — t definida por % = A9, Debe tenerse en
cuenta, sin embargo, que esta parametrizaciéon con la variable Z es exacta solo si
el Sistema cumple la condicion de integrabilidad de Pfaff. Para el caso de un
vector C constante en la celda esta condicidén queda satisfecha. Y en el caso de no
ser una relacion exacta, atn asi este método provee de una buena estimaciéon para

la variacién temporal de las variables en el contorno.

Luego, si para imponer las condiciones de contorno se desea que las amplitudes de
las ondas entrantes al dominio sean iguales a cero en el contorno, basta con establecer

para cada una de ellas
HZ()

9z = 0
Lo LR 5.8
1(2).%+1(1).C = 0 (58)

Para determinar cuéles ondas son entrantes y cuales salientes, basta con evaluar
su velocidad caracteristica en el contorno considerado proyectada en la direccion a

la normal a dicho contorno.

Tomando como referencia la Figura 5.1}, el contorno ubicado en z, es una entrada
de flujo. En este caso, si la velocidad caracteristica A(*) es menor a cero, la onda seré
saliente al dominio; y si fuera mayor a cero, se trata de una onda entrante. Se observa
que las ondas AV, A A\U) son salientes y poseen velocidades menores a cero (ya

que se propagan en direccion contraria a la velocidad del flujo V).

El contorno ubicado en xy es una salida, y en este caso las ondas salientes al
dominio son A7) A1 A" que poseen una velocidad positiva (se propagan

en la misma direccion que la velocidad del flujo).
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[l(i) . %_Y + )10 . %_;’ i (O C]

[10. ¥ 4+10.C] =0 si A >0
r=xy,

=0 siA®@ <0
T=x],

(5.9)

Definiendo el operador £

) A@16) . %—Z para ondas salientes

(5.10)
0

para las deméas ondas

pueden establecerse las condiciones de contorno de manera sistematica y consistente.

Para el sistema de Euler, las ecuaciones de variacioén de las variables primitivas
a lo largo de las curvas caracteristiscas se expresan entonces como:

()p (9“ 1y _
TP + LY = (5.11a)
dp 20p 2)
2422 A1
iy +L 0 (5.11b)
op ou 3)
- - = A1
; + pa ; +L 0 (5.11¢)

Los operadores £ se expresan para el sistema de Euler mediante:

LM =\ <§p - pa?‘) . L@ =) (gp - an”) . L0 =)0 <ap pa8“>
xr X X A

Pueden estimarse los operadores £ en las celdas j—ésimas de los contornos mediante
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derivadas descentradas :

Eg.l) = (uj — a5) a7 Pjs1 = pj = pjaj(ujer — ), j <1, wj—a; <0 (5.13a)
£ = (uj = a;) & Iy —pj1 — pjoj(u —ui )], §>M, uj—a;>0 |
{552) = ujas [pj—H —DPj— af(ﬂjﬂ - Pj)] , J<L 1 <0 (5.13b)
Egz) = uj A [pj —pj1—ai(pj — ijl)] y J>M, ;>0 |
{gf’) = (uj + aj) a7 i1 = pj + pjas(uj —uj)l, J <1, wj+a; <0 (5.13¢)
£ = (uj + aj) &= [pj — pj1 + pjag(uj —wj—1)], §>M, uj+a;>0 |
E(.i) =0 en los deméas casos (5.13d)

J

Una vez determinados los valores del operador £ en cada caso, se puede evaluar la

evolucién temporal de las variables primitivas en los contornos:

Api 17,3 | »1)
A 1 3 Q)

— = (B _pC 14
At 2p;a; (EJ ﬁj ) (5.14b)
Ap; 1 (Ap; 2

— 2 (2P g 14
At a2 ( At T (5.14c)

Estas relaciones permiten, mediante el mismo integrador temporal utilizado para las
celdas del dominio, obtener la evolucién temporal de las variables primitivas en el contorno.

Para obtener la evolucién de las variables conservativas se emplean las relaciones:

Opu _ Op Ou
ot~ Yot o
ﬁet_

1 ,0p ou 1 op
ot 2

Yot TP TS T
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Obteniéndose la forma discreta para integrar en el contorno:

Apj 1.2 1/.3 (1)

AT @ [Lj -3 (ﬁj +L; ) (5.15a)
A (pu); uj | a2 1) (1) 1 (3) (1)

At a? [‘C 2 (Ej £ >] B 2a; (Ej — L ) (5.13b)

Aeyj 1] @ 1/.03 (1) Uj [ A(3) (1)

5.2.1. Implementacion para el Integrador Temporal Implicito

Para integrar dichas ecuaciones mediante un esquema explicito, simplemente se evaltan
los términos del miembro derecho con las variables de estado en el paso de tiempo n, y la
derivada temporal se calcula con una diferencia finita. Para utilizar el esquema de integra-
cion implicito es necesario evaluar el miembro de la derecha en el paso n+ 1. Llamando 1 a
la matriz cuyas filas son los vectores propios izquierdos del sistema en varaibles primitivas
y L al vector cuyos elementos son los £, puede escribirse el sistema en forma matricial

%[tj ——[Pric+c)" (5.16)

Teniendo en cuenta las leyes de transformacién para los vectores propios izquierdos y

derechos entre el sistema privitivo y el sistema conservativo, dadas por las Ecs. (2.12),
(2.25) y (2.26)), la expresion del sistema puede simplificarse a:

Pl 'L =PrL =RL (5.17)

siendo r la matriz de vectores propios del sistema primitivo y R su homoéloga en el sistema

conservativo.

Los términos del miembro derecho se evaliian mediante una expansién en serie de Taylor,
de la misma forma que para la Ec. . Debe tomarse especial cuidado en evaluar las
derivadas en los nodos del stencil que usa esta metodologia. Por un lado, los vectores propios
se evaldan s6lo en la celda considerada. Pero por otro, los operadores £ se evaltan de la
misma manera que para el esquema explicito, en funcién de que las ondas sean entrantes

o salientes. Teniendo en cuenta que las derivadas espaciales se evaltian mediante esquemas
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descentrados distintos segtin se trate del contorno derecho o izquierdo

E(Z) = [,(Z) (UJ7 U]’+1), para j <1
L(’L) — L(z)(UJ—laU])) para ] > M

(5.18)

Por estas razén se emplean dos tipos de extrapolaciones, segiin se trate del extremo izquierdo

o derecho:
U, U
[RE]”+1 [RL]" + 0. (RL)" a&tj At + 6U8-+1 (RL)" 9 8J+1At para j <1 (5.19a)
J J
U, U, _
RL]" ~ [RL]" +88U(RL)" 8615] At+aU? : (RL)" 86;1&, para j > M (5.19b)
J J—

El vector de términos fuente no presenta mayores dificultades, ya que se evalia de la

misma manera que para el interior del dominio, o sea mediante la Ec. (4.44]).

Luego, para integrar las condiciones de borde de forma implicita es necesario evaluar la

matriz jacobiana

RiiLD + RioL® 4 Ry5L®)

d )
wRL=—45 Ro1 LY 4 Ryo L2 4 Rys£B) (5.20)
5108 U,
j J Rg1 LY + Ryo L@  Rys ()

donde el operador ﬁ implica la derivada respecto a la k—ésima componente del vector
de variables conservativas evaluada en la j—ésima celda del dominio. Luego, la colum-
na k—ésima matriz jacobiana exacta del operador de derivadas espaciales en el contorno,

valuada en la celda j—ésima se obtiene haciendo:

0
—~ _R[ =
U™
J
IR oL AR oL OR 3 LB
aU(lkl)ﬁ( )+ U™ Ry + 8U(1k2)£( )+ 8U(k)R12 + oU (11:)5( ) + 6 (k) Ri3
J
8R21 1) . ac®m 8R22 (2 oc 8R23 (3) L oL £
BU »C( +8U(k)R21+8U<k)£ )+ (k)R22Jr G »C + ()R23 (5.21)
J
aRgl az:<1> 8R32 a£<2> OR33 r(3 ac<3>
aU(mﬁ( )+ v® R + <k>£( )+ <k>R32 T30 (k)ﬁ( )+ T o0 v® Rs3
J

El sistema de ecuaciones para integrar implicitamente las variables del contorno puede
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expresarse como:

[I + 50-R(U;)L(U;, Uj11) At} AU; + 550 R(UH)L(U;, Uj1) AtAU 4y =
(

R(U;)L(U;,Uj41)At para j <1 (5.22)
|:I + %R(Uj)ﬁ(Ujfl, UJ’)At} AUJ' + %HR(Uj)ﬁ(Uj,Ujfl)AtAUjfl =
—R(Uj)ﬁ(Uj,U]‘_l)At paraj > M (523)

Como los operadores £ tienen dentro un operador diferencial discreto, no puede acep-
tarse que conmuten con el operador diferencial respecto de las variables de estado, empleado

para evaluar las jacobianas. Luego, se define para el contorno izquierdo

) I

JO = TIJjRjﬁ(Uj»Uj+1); Jt= ijﬁ(Ujan+1); (5.24)
v para el contorno derecho:
Je = 0 —R,;L(U;,U;_4); J = 0 —R;L(U;,U;_y); (5.25)
6U gy Yji—1 8UJ ) 7y Yi—1)s .

Finalmente, las variables en el contorno se integran implicitamente agregando el siguiente

conjunto de ecuaciones al sistema global:

(I+ JeAt) AU; + J+AtAUj+1 = —Rj[:(Uj,
JfAtAUj_l + (I + JCAR) AU]‘ = —Rjﬁ(Uj,

j+1)At  para j <1

U
_ (5.26)

U;_1)At para j > M

Mediante el procesador simbélico wxMazima se obtuvieron las derivadas de los opera-

dores £ que se expresan de manera sencilla en el Apéndice

Matriz Jacobiana Aproximada Numeéricamente

La obtencién de esta matriz jacobiana exacta resulta relativamente sencilla para el mo-
delo anteriormente descrito. Sin embargo, para un modelo més complejo (como el modelo
MHD) las expresiones analiticas resultan demasiado extensas y complejas de derivar, in-
cluso mediante un procesador simbdlico. Ademés, deben obtenerse 49 elementos para cada
una de las tres matrices jacobianas (en j— 1,7,y 741 ) que se necesitan. Esta metodologia
resulta entonces propensa a los errores, tanto en la obtencién de las expresiones como en
su implementacién en el algoritmo. Por esta razén, se opté por emplear para los casos mas

complejos una estimaciéon numérica de la jacobiana presentada en el trabajo de (Knoll y
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Keyes| [2004]), basada en las aproximaciones a productos de matrices y vectores usadas para

los métodos de resoluciéon de sistemas no lineales tipo Newton-Krylov.

Dada una funcién vectorial F(U) y un vector v, este método permite obtener de manera
aproximada el producto de la matriz jacobiana asociada a F(U) y el vector v mediante:
_ OF(U) _FU +ev) - F(U)

J. ~ 2
v 0 Y 5 (5.27)

donde € es un parametro que representa una “pequena perturbaciéon”. Debe elegirse cuida-
dosamente, dependiendo de las propiedades del vector v y del error de truncamiento de la
computadora utilizada (¢unc). El error en la aproximacion es proporcional a e, pero si su
valor es muy pequefio, los errores de redondeo pueden llevar a resultados inexactos.

Para obtener el jacobiano aproximado se emplea una serie de vectores ey, cuyos elementos
son iguales a 0, excepto el k—ésimo, que es igual a 1. Dichos vectores representan una
perturbacién en la componente k—ésima del vector de variables conservativas evaluados
en la celda j—ésima U](k). De esta manera, la columna k-ésima de la matriz jacobiana

aproximada se obtiene haciendo

€k

J-e,~=J

(5.28)

donde el parametro ¢ se estima, de acuerdo a Knoll y Keyes (2004), para cada variable
U](k) COmo:
er = bU +b (5.29)

donde b = O\/Etrunc- Para una computadora de 64 bits y doble precision basta con hacer
b=10"%.

Sin embargo, en el caso de que U ;k) = —1 el valor de ¢ se anula, ocurriendo una
singularidad en el valor de los jacobianos aproximados. Esto ocurre por ejemplo con el
campo magnético transversal en el tubo de choque de Brio y Wu, caso que se discutird méas

adelante. Por esta razon modificamos esta formula tomando el valor absoluto de U ](k) = -1

er = b|UM | +b (5.30)

Como para el modelo gasdinamico unidimensional de Euler pudimos obtener las matri-
ces jacobianas exactas, comparamos los resultados obtenidos con ambos métodos. Como se

encontré que no existieron diferencias significativas, para el sistema MHD se implementd
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solo el modelo con los jacobianos aproximados.

Por otro lado, también se probé calcular las matrices jacobianas asociadas a los términos
fuente en el interior del dominio de calculo con esta metodologia. Como se obtuvieron muy
buenos resultados, con errores relativos méximos del orden del 2% o 3% comparados a la
expresion analitica de los casos mas simples, optamos por emplear esta metodologia para

determinar dichas matrices en el cédigo.

5.3. Generalizacion del Modelo

La formulacién de condiciones de contorno basadas en caracteristicas que imponen la
no reflexién de ondas es una herramienta muy poderosa, sin embargo no es suficientemente
flexible. Esto se debe a que no siempre la solucién fisicamente correcta a un problema de
contorno es la no reflexion de las ondas entrantes. Esto se ve claramente, por ejemplo,
en una salida subsénica donde la presién estd impuesta. Necesariamente la informacién
del cambio de presiéon en el contorno debe viajar aguas arriba hasta que se encuentre
un equilibrio. Sin embargo, especificar més condiciones de contorno que las estrictamente
definidas por la fisica del problema produce oscilaciones e inestabilidades en el método. Con
la salvedad de que la condicién impuesta sea la solucién analitica esperada en el contorno,
que so6lo puede conocerse para pocos problemas sencillos. En los trabajos de (Poinsot y
Lele, [1992) y de (Yeel 1981) se presenta una discusion muy completa sobre la fisica y el
buen condicionamiento (well-posedness) de las condiciones de contorno para las ecuaciones

de Euler y Navier Stokes.

Por estas razones, en un segundo trabajo de (Thompson, 1990) se generaliz6 esta me-
todologia para distintos tipos de condiciones y para cualquier sistema de ecuaciones hiper-
bélico. En dicho trabajo se estudio el sistema de Fuler 3D con términos fuente debidos a la
gravedad. En este caso, por la naturaleza de los estudios de esta tesis, se emplea un modelo
cuasi-unidimensional con area variable A(z) y con un vector de términos fuente genérico
C’, asumido como constante dentro de la celda. El término —pg—f se encuentra incluido

como término fuente en el término del vector €' asociado a la componente normal de la
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cantidad de movimiento.

% . 8ng Lo (5.31a)
8ng 80;? N 3;;4 Lo oy (5.31b)
ap;;A n 5895 [u(pes A + pA)] + C'®) =0 (5.31c)
Las ecuaciones en variables primitivas quedan:
agf +u agA + Ag +0oW = (5.32a)
?;ZJF %—F {48514 +C® =0 (5.32b)
65;4 + ag—A + Ag +0® = (5.32¢)

En este caso los vectores propios izquierdos y los operadores £ son andlogos a los
del sistema unidimensional, con la diferencia que estdn valuados en funciéon de las nuevas

variables primitivas, es decir:

A
£ _\® <5’8p$ , Aagz) (5.332)
OpA  ,0pA
(2) _ \@ (P4 _ 20P
L A ( o - > (5.33b)
£3) = \G) (%1;4 + pAa?;) (5.33¢)

Luego el sistema de ecuaciones en variables primitivas se expresa en funcién de los opera-

dores £; como:

opA | 1 @ . L(rp (1)

(%+a2[—£ +2(£ +LW) |+ oW (5.34a)

B) 1 :

*a? t oot (£ — W)+ c® =0 (5.34b)
1 .

95;4 v (gs) n £<1>> Lo® —g (5.34c)

Ademas resultan utiles las siguientes relaciones para la variaciéon temporal de las va-

riables conservadas dadas por la Ec. (5.15)); y otras que relacionan la variacién temporal y
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espacial de la temperatura, adaptadas del trabajo de (Poinsot y Lele, [1992):

or T —1 c®

LI e B C) BT CORY) I g

ot o2 {c + 15 (£®+ 2 )] R (5.352)
or T |£® y—1(® O

or _ .35b
ox  pa® | u + 2 u—l—a+u—a (5.35b)

Trabajando algebraicamente con estas ecuaciones pueden obtenerse diferentes tipos de con-

diciones de contorno, que se explicitardn a continuacion.

Esta nueva manera de emplear los operadores £(9) se integra implicitamente empleando
el mismo método que el empleado para el modelo de condiciones no reflejantes, explicado

en la seccién anterior.

5.3.1. Pared sélida

En este caso la condicién estd dada por w =0 Vt. Para el caso de = z, se tiene que

A = —g y £ sera una onda saliente, por lo tanto:
OpA ou
SRS N O (e sl P
£ A < or " “ax>

como u = 0, entonces £2) = 0.

Como se necesita que u en el contorno contintie siendo 0 en el tiempo, luego %—? =0 Vt.

Inspeccionando la Ec. (5.34b)) se observa que debe cumplirse:

1
2pAa

(£ = £W) 4+ ¢ =0 £ = £0) — 2p4aC®) (5.36)

La evolucién en el tiempo de las demés variables primitivas resulta:

8524 + % [5(1) _ pAaC’@)} +c = 0; 8;;4 - PACLC(Q) +0® =9

Para el caso de = 2, £ sera una onda saliente, y se calcula como:

OpA ou
(3) = \® (P2 4"
£ A <8x TP a@x)
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y la condicién para la velocidad se impone mediante

1
2pAa

(£ = £00) 4 0@ =0 £0) = £O) 4 20400

5.3.2. Salida

Que exista una salida en el contorno implica necesariamente que

u <0 paraz=zxp

u >0 parazx=zxp

Por lo tanto, los operadores £2) y £3) debera obtenerse siempre mediante la relacién para
ondas salientes dadas por la Ec. , siempre y cuando los términos fuente no incluyan
términos con derivadas de segundo orden en las variables conservadas (como por ejemplo
en el caso de conduccion térmica). Este caso se analizaré en la seccion de resultados. En
caso de que esto no ocurra, se debe determinar solo el valor del operador £(). Dicho valor

dependera de si el flujo es subsénico o supersénico.

Flujo supersénico
Esta condicién implica:

u<a<(0 parax=zxf

O0<a<wu parazxz=cxR

Para z = xp todas las velocidades caracteristicas son menores a cero. Por lo tanto, no
puede imponerse ninguna condicién de contorno y los valores de los £ deben calcularse

de acuerdo a las Ecs. (5.13). De la misma manera ocurre para x = Zp.

Flujo subsénico

Para el caso de z = z,, solo la caracteristica A\®) = u+a es mayor a cero. Por lo tanto,

es necesario definir una condicion a través de £3). Para ello, existen diferentes opciones:
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No reflexién de la onda entrante Reescribiendo la ecuacién caracteristica para la
onda 3
OpA

1) . (%V + LB 416 C} = <8t + pAa

ou

5 t) +L® 4 paaCc® — c® =0

r=x],
Como el término entre paréntesis representa la derivada temporal de la amplitud de la

onda, para que ésta sea cero, debe anularse
L3 4 pAaC® — B =05 £O) = —paaCc® + c® (5.37)

De la misma manera, para el extremo r = xg la Gnica caracteristica menor a cero sera

AD = 4 — a. Mediante el mismo razonamiento, se obtiene:

LY — pAaC® 4O =0 - LY = paac® — c®

Fuerza total nula en el contorno Analizando la ecuaciéon de la cantidad de mo-
vimiento en variables primitivas (Ec. )7 si exigimos que la sumatoria de fuerzas sea
cero en el contorno, ello implica que un elemento de fluido es transportado por adveccién
simple:

ou ou
5 Uz =0 (5.38)

La condicién necesaria para que se cumpla la condicién anterior es
1 OpA

il c® = 5.39

pA Ox * ( )

Esta condicién resulta til cuando no se conoce con certeza el comportamiento de alguna

de las variables en el contorno, como primera estimacion.

Relacionando las Ecs. (5.32b)) y (5.34b)) se obtiene la siguiente expresion:

1 ou
®B) _ £ (2) — 22
2pAa (E £ ) +c “or

. Luego, el valor de L£3) puede despejarse, obteniéndose:

£® =0 4244 <ug;‘ - 0(2)> (5.40)
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Mediante el mismo razonamiento, para el extremo x = xr se obtiene:

LM = £6) —2pAa u% - c®
Ox

El término % se evalua con una derivada descentrada, de la misma forma que para los

operadores L asociados a ondas salientes.

Presién constante Sise desea que la presién sea constante en el tiempo en el contorno,
de acuerdo a la Ec. (5.34c) debe cumplirse que:

1 (£<3> n £<1>> Lo® g
2
Luego, para el contorno izquierdo debe satisfacerse la siguiente relacion:
L3 = £ _ 906 (5.41)

Y para el derecho:
£ — _rB _oc® (5.42)

Presién impuesta en el “campo lejano” Este tipo de condicion implica que la
intensidad de la onda reflejada es proporcional a la diferencia entre la presién en el contorno
y un cierto valor de presién pso, asociado a un flujo en el “campo lejano” o “far field”. Este
tipo de condicién es parcialmente reflejante, ya que la intensidad de la onda reflejada sera
igual a cero si ambas presiones son iguales. Este esquema resulta til para modelizar flujos
inestacionarios que pasan a través de salidas o entradas donde las condiciones pueden variar
en el tiempo, y la presién puede fluctuar y reestablecerse después de un cierto lapso de

tiempo. (Poinsot y Lelel [1992) emplean la siguiente expresion LM en el contorno derecho
£ = K(p — pw) (5.43)

donde K = o(1—M?)a;/L es una constante que cuantifica la intensidad de la onda reflejada.
Ella depende de M: el nimero de Mach méximo del flujo, o: un pardmetro definido por el
usuario a;: la velocidad del sonido en el contorno, y L: una longitud caracteristica del flujo.
Velocidad constante Esta condicién implica % = 0 Vt, al igual que la condicion de
pared solida. Por esta razén se emplea la Relacion (5.36) para determinar el operador £
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saliente, con la diferencia de que se emplea un valor de u distinto de cero como condicién

a imponer.

Gradiente de temperatura impuesto Si se desea establecer un flujo de calor
constante en el tiempo en el contorno, estableciendo un valor para g—g en la relacion ((5.35b)),

puede despejarse cualquiera de los £ en funcién de otros dos

L2 y—1( £® £ pa T
=—— 44
w T u+a+(u—a) T oz’ (5.44)
Luego, para el contorno izquierdo debe cumplirse que:
2 2 2 (1)
3) _ pa” 0T _ L _
L (u—l—a){ T 92 Pl (u—i—a)u_a (5.45)
Y para el derecho:
2 2) 2 £3)
W) (g )P 0T _L C(u—
L (u—a) { T 92 e (u a)u+ - (5.46)

Temperatura constante Si se desea que la temperatura sea constante en el tiempo
en el contorno, estableciendo 2- = 0 en la Relacion (5.35a)) se obtiene:

L@y %—1( £O 4 @)y = _y®), (5.47)

pudiendo despejarse cualquiera de los £ en funcion de otros dos. Luego, para el contorno

izquierdo debe cumplirse que:

(2) 9
26— _p) {70(3) n 5} e (5.48)
U Y

v para el derecho:

@
LW = @) {70(3) n 5} %1 (5.49)
u |~
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5.3.3. Entrada

Que exista una entrada implica que

u>0 paraz =z

u <0 paraz=zp

En este caso es necesario definir al menos dos operadores £ en funcién de dos condiciones

de contorno “fisicas”:
» £LO® y £O) para zp,

» £LO y £ para zp

Flujo Supersénico:

En este caso todas las ondas caracteristicas son entrantes al dominio. Por esta razén
sera necesario ademas especificar el valor de £V para xy, y el de £) para . Si se quiere

obtener una solucién estacionaria, donde

dp _ou_op_
ot ot ot

entonces, debe elegirse:
LY = pAac® — O, £@ =2cW) B, £ = _pAac® —Cc®;  (5.50)

i Jp O Op . .
Sino, pueden establecerse valores para 57, ¢ v g y resolver el sistema de Ecuaciones (5.34)

para obtener los valores de los £,

Flujo Subsénico:

Existen dos opciones posibles para establecer los valores de los dos operadores asociados

a ondas entrantes al dominio:

» Establecer que la onda asociada a £2 no se refleja, lo que equivale a establecer que
el flujo de entrada posee entropia constante. Luego, se determina el valor de la otra
onda entrante en funcion de alguna condicion fisica que se desee imponer (presion

constante, gradiente de fuerza, no reflexion, temperatura constante, etc.)
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Establecer alguna condicion fisica asociada a la onda de mayor velocidad absoluta
(LB para z1, v L) para zR), y con el valor obtenido establecer un valor para £(2)
en funcién de otra condicién fisica que desee imponerse (caudal mésico constante,

gradiente de temperatura, temperatura constante, etc.).

Condiciones de no reflexiéon para la onda entrépica

En este caso la condicién de no reflexion establece que £32) = 0. Para determinar £

puede emplearse:

La Ec. si se desea imponer la condicién de no reflexiéon de la onda 3.
La Ec. (5.40) para la condicion de fuerza nula en el contorno.

La Ec. para la condicién de presién constante en el contorno.

La Ec. para la condicién de presién ps, impuesta en el “campo lejano”.
La Ec. para la condiciéon de velocidad constante.

La Ec. (5.47) para la condicién de temperatura constante en el contorno.

La Ec. para imponer el gradiente de temperatura en el contorno.

Establecer el caudal mésico en la entrada mediante la Relacién (5.15b]) para despejar
£3) y £

(u+a) LO) —2uL® + (u—a) LY = 2pA4a>C? + 2a*uCV) (5.51)
de donde
(u+a) LB = 2pAa2C? + 2a>uCY) — (u—a) LY para 2, (5.52)
u—a) L = 2pAa2C? +202uCV — (u+a) LO) para TR '

Las otras opciones posibles para definir £(2) necesitan de alguna condicién sobre la onda

entrante cuya velocidad es ||u + a| (£®) para z; y L) para zg).

Condicién de flujo de masa constante para el operador £  De la Relacion
(5.51) se despeja el valor de £2) para que se satisfaga la condicion %

1
£® = %0 [ZpAaQC(Q) +2a2uCY — (u—a) LY = (u+a) [,(3)} (5.53)
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Condicién de Temperatura constante para el operador £  Se despeja el
valor de £?) de la Ec. (5.354), obteniéndose:

—1
r@__7 5 (LB + £0) = Oy (y = 1) (5.54)

Gradiente de temperatura impuesto para el operador £  Se despeja el

valor de £ de la Ec. (5.35D):

2 — 3) £
@_,|pe" -1 L
L U T 5 (u+a+u—a) (5.55)

5.4. Extension al modelo MHD

La metodologia anteriormente desarrollada para las ecuaciones de Euler puede exten-

derse de manera relativamente sencilla al sistema MHD.

Partiendo de la formulacién del modelo MHD unidimensional en variables conservativas

de 7 ondas, puede aplicarse la formulacién de [Thompson| (1990) al modelo MHD real.

oU OF ,
EJFEJFC =0 parazy <z <zg

donde U, F y C’ estan dados por las Relaciones ([3.126]).

Expresando el sistema no conservativo en variables primitivas

AANAY
S TAS-+C=0

donde la matriz jacobiana A para el sistema primitivo normalizado estda dada por la Ec.

(3.141)), v sus vectores propios derechos e izquierdos, dados por las Ecs. (3.139), (3.147) y
(3.150)). La matriz de conversién P

aU oV au;
2 opl L p=
ot ot v

estdn dadas por la Relacion (3.124)). Luego, para el tratamiento de los términos fuente en

los contornos debe relizarse la operacién

c=P'C
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obteniéndose para el sistema MHD estudiado en esta tesis:

0
9z
9y
C= g: (5.56)

(v—1) (ﬁ% + Lyog + EH>

De la misma manera que para el caso de las ecuaciones de Euler, aplicando la formula-
cion de Thompson para condiciones de contorno de no reflexion, dadas por las Ecs. (5.8)) y
(5.9]), se obtienen las expresiones para los operadores £
asfB.csS 0w asfycsS Ov aper Ou Lo Op

2a% Oz 20> dx 242 dx ' 2a2pOx
a3, 0B, n O‘sﬁy aBy

2a./p Oz 2a,/p Oz

LY = (u— cr)

] (5.57a)

@ _ (y_p [PyOw  B:0v  BySIB. .5 9B, .
£r=lu I)[zax 20z 2p Or 2@8:5} (5:57b)
L3 = (u—cy) _oyBepSow apByerSov  ascsOu  as Op
N y 202  Ox 202 Ox 24?2 Or 2a%pOx
2a,/p Oxr  2a./p Ox )
dp 1 0p
(4) — A 4
L u (836 2 83:) (5.57d)
5) _ afBZCfSGLU afﬂnyS@ ascs% Qg @
£ (1t cs) { 202 Ox 202 Ox 242 Or  2a2p0x
_ 24P: 0B, oyl } (5.57¢)
2a,/p Ox Qa\/ﬁ% '
©6) — Bydw  B.0v  B,S OB, B.S 9By
£ (u+b$)< 200 20z 2p Oz  2p Ox (5.576)
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M _ eSS O0w  asfycsS Ov agepdu oy Op
L (U+Cf>[ 202 Oz 202 Ox  2a% 0xr  2a%p Oz

asB, 0B,  agBy 0By
2a,/p Ox 2a,/p Ox

(5.57g)

En este caso la formulacién es més extensa que para el caso de Euler, ya que se tienen
siete ondas y la expresién de los vectores propios resulta més compleja debido a la norma-
lizacion necesaria. Ademés, se agrega la complejidad de que en un contorno dado pueden
haber distintas combinaciones de ondas entrantes y salientes en funcién de los valores de
cf, by y cs. Sin embargo, como esta metodologia posee la gran ventaja de resolver cada

onda por separado, no se presentan problemas de interaccién entre las mismas.

5.4.1. Ecuaciones asociadas a las ondas caracteristicas

Haciendo el producto escalar entre el vector propio 1) del sistema MHD, dado por la
Ec. , con la derivada temporal del vector de variables primitivas y con el vector de
términos fuentes (de acuerdo a la Ec.), se obtiene la variacién temporal de la amplitud
de la onda 1. De la misma manera se obtienen expresiones analogas para las ondas restantes.

A continuacién se muestran las relaciones asociadas a las siete ondas caracteristicas del

sistema:
Onda 1
ov arcr (Ou asfBycsS (Ov asf.csS [ Ow
WY L, 0.2 JS5 (T FsPyso [ CF HsPzCs0 (T
gr L C = (T )T G T ) e e T
ap (op o PT _
+ 2a2) <6t + (v l)maw2 + (v =1)Lpag + Eg(y = 1)
asf; 0B; | asBy OBy Ly _
2a,/p Ot  2a/p Ot L =0 (5.58)
Onda 2
BAY B, (Ow
2. 2% @241 .c=2y (22 _
1 5 + LY+ 1. C 2((% +gz)

+ L3 (5.59)

B <av gy) . ByS9B. 5.5 0B,
2

ot 2p Ot 2p Ot
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Onda 3
ov ascs ou arBcrS [ Ow arBycrS (Ov
13). G418 .c = fP=Cf fPyCf
o LT C s S Gt s e T ) e\ T
B ayfBy 0B, B aff3, 8Bz+
2a,/p Ot 2a,/p Ot
s [0 0*T
(2 (v=Drs5+(O0—DLla+Eu(y—1) ) + L3 =0 (5.60)
ot ox
Onda 4
oV 0
4. ZY @@, o=
1 BN + LY 41 C 1
1 /o 0*T
- <£ (v =gz + (= Dlraa + En(y - 1)) +LW =0 (5.61)
Onda 5
ov arB.ceS [ Ow arByceS [ Ov agcs [ Ou
(5).9Y 1 p) 1 16). 0 = LIPS fPyef gu
: O = <at+gz>+ 242 <8t+ > 242 <8t+gx>

ot
as [ Op 9*T
op —Dh—(v—=1)L Epgy -1
2a?p <3t + (v )K8x2 (v Vorad + By )>
_agf. 0B;  azB, 0By +£0) =0 (5.62)
2a\/p Ot  2a./p Ot

Onda 6

ov B B
© .9V o p®) L6 . 0= _Py (W Pz
: p e 1 2 (6t gz> 2 (at gy)
ByS0B.  B:S0By | . _, (5.63)

NN N ]

Onda
oV asfB.csS [ Ow asBycsS [ Ov arcy (Ou
102 4 p(D) (D). = _T8P2"s it L) - ] il fef
gr HEUATTC 22 \ ot 22 \ot %) a2 (o 7Y
« 15) 0°T
! (p + (v — 1)K@(7_ 1)Lrga+ Er(y—1)

2a%p \ Ot
asf. 0B,  asfy 0B, )
= .64
Jr2a\/ﬁ ot 2a,/p Ot L 0 (5.64)
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5.4.2. Variacidn espacial de las variables primitivas en funcién

de los operadores L

Teniendo en cuenta la expresion de los operadores £ (dada por la Ec. (5.57)) es posible

expresar el sistema de forma cuasilineal como :

ov
K= = -
5 =L (5.65)

donde K es una matriz cuyas filas son los vectores propios izquierdos 1) multiplicados

por su velocidad caracteristica asociada A(?). De esta manera, premultiplicando a ambos

oV,

miembros por la inversa de K puede obtenerse las derivadas parciales %3~ en funcién de los

operadores L:

o £ pLO) @ p LG £
op _arp +ap n +04,0 +afp

Oz U+Cf U+ Cs u U — Cg u—cy (566&)
(7) (5) (3) (1)
@:Oéfoﬁ +ascs£ _Oéscsﬁ B Ozfcfﬁ (566b)
al’ U+Cf U+ Cs U — Cs U—Cf
(7) (6) (5) (3)
W asBycs L 4 BL +afﬁycf£ _ byl (5.66¢)
Ox U+ cf U+ by U+ cg U — Cq
_ 5Z‘C(2) + Qg By Cs 5(1)
u_bx U—Cf
(7) (6) (5) (3)
8711):_@86205;6 _ﬁyﬁ +afﬁsz£ _af/BZCfE (566d)
Ox u+cy u+ by U+ s U — cq
+ ﬁy £® + o B2 cs £
’U,—bm U—Cf
0By _aaspy \/55(7) B- \/55(6) aay fy \/55(5) aay By \/55(3) (5.66¢)
Oz N U+Cf u+b$ U+ Cs U — Cg oRe
B./p L L 00s By /p LY
U_ba: u—cy
0B, aaqg B./p LD N By/PLO  aapBpLO  aapB,pLe (5.60)
ox u—+cy U+ by U+ cs U — Cq .
By LY aa,B./p LY
+ +
u_bx U—Cf
2 M g2 (3) g2 3) g2 (1)
O _@ogpb | @ aspL | aospLT | aoypk (5.66¢)

ox u+cy U+ cg U — Cg u—cy
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Estas relaciones resultan tutiles si se desea imponer condiciones de contorno que impliquen

gradientes de las variables primitivas.

5.4.3. Formulaciones particulares de las BCs para MHD

Empleando las Relaciones (5.66]) y las Identidades (3.144]), es posible expresar la varia-
cion temporal de las variables primitivas V en funcién del vector de términos fuente y de

los operadores L:

0
8[; +agp (5(7) + L(l)) +asp (£(5) + £(3>> +LW 4+ cM =9 (5.67a)
ou
™ _ @ 6 _ r® (2 =
E +agcs (E L )+ascs <[, L )+C’ 0 (5.67b)
v
e (M _ 2 r£® _ G @) =
o7 —asByes (L0 = £0) 4 B, (£0 = £®) +ay 8, ¢ (LD = L&) + @ =0
(5.67¢)
ow
i M _ MY _ ©6) _ r(2 6) _ 3 4 —
o —asBaes (L0 —£0) =, (£~ £®) +ayfoe; (£0) - L&) 40 =0
(5.67d)
0B (7
aTy + u\—[cf (a s Byu— as By by cs — agpbycp) LD
ﬁ
v (acsByu + asbycs — apfybycy) £B — —— (acfByu — asbycs + apBybycy) £®)
P (aors Byt o By bis + agbyeg) £0) = Bop (£ 4 £0) =0 (5.67e)
U+ cf
0B. Vb ()
5 + wtor (aasf.u + asfibres + apbyep) L
NG
~ o (@B — abico + oy fibocy) £ — v o (aaBou+ ashzes — apBibecy) £®
+ u\/ﬁc (acsBat — atsBabacs — agbs cp) LY + B, /b (z:@) n £<6>) —0 (5.67f)
- f
dp
ot + pa® ay <£(7) + E(l)) + pa’ag (£(5) + £(3)> +0™ =90 (5.67g)

De esta manera, imponiendo condiciones sobre estas relaciones pueden modelarse los mis-
mos tipos de condiciones de contorno que para el modelo de Euler. Como primera medida,
de acuerdo al valor de la velocidad en el contorno es posible diferenciar el caso de paredes

sOlidas, entradas y salidas.
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5.4.4. Salida

Cuando se trata de una salida en uno de los extremos del dominio existiran al menos 4

ondas salientes, a saber

5)

» Las ondas asociadas a L&), £OB) £6) £(7) para el extremo derecho 2 = z

» Las ondas asociadas a £V, £2) £B3) £®) para el extremo izquierdo z = 7,

Las ondas restantes pueden ser salientes o entrantes dependiendo de su velocidad caracte-

ristica asociada, es decir, para el contorno derecho xz = xp

= La onda 3 serd saliente al dominio si u > cs: en este caso se tratard de un flujo super

magnetosonico lento.
= La onda 2 sera saliente si u > b,: en este caso se tratard de un flujo super alfvénico.

» La onda 1 serd saliente si u > c¢s: en este caso se tratard de un flujo super magneto-

sonico rapido.
De la misma manera ocurre para el contorno izquerdo = = x,

» La onda 5 sera saliente al dominio si |u| > ¢: en este caso se tratara de un flujo super

magnetosonico lento.
» La onda 6 sera saliente si |u| > by: en este caso se tratara de un flujo super alfvénico.

= La onda 7 serd saliente si |u| > cy: en este caso se tratard de un flujo super magne-

tosdnico rdpido.

De esta forma, existen 3 operadores posibles sobre los que se puede imponer condiciones
de contorno particulares y tres potenciales casos “stper” o “sub”. Para establecer condiciones
sobre las variables gasdinamicas (la presion, densidad, temperatura y velocidad) decidimos
emplear el operador £(!) por dos razones. Primero porque, como demostraron los auto-
res (Roe y Balsaral [1996), cuando el sistema degenera al caso gasdindmico puro la onda
magnetosoénica rapida se transforma en onda sénica y la onda magnetosénica lenta des-
aparece, de acuerdo a la Ec. . Ademas, si se establecen condiciones para las ondas
magnetosoénicas rapidas pueden establecerse condiciones sobre dichas variables incluso en
flujos super alfvénicos. Las ondas de Alfvén en este caso s6lo transportan informacion de las
componentes transversales de la velocidad y del campo magnético, por lo tanto no influyen

en las variables termodinamicas.
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Flujo stper magetosénico rapido

En este caso todas las ondas son salientes al dominio, y no debe imponerse ninguna

condicion. Todos los operadores £ deben establecerse de acuerdo a las Relaciones de

compatibilidad (5.57).

Flujo submagetosénico rapido

Cada una de las condiciones sobre variables gasdinamicas en el modelo de Fuler para

el caso subsoénico tienen su versién andloga en MHD para el caso “submagnetordpido”.

Condiciéon sobre la variaciéon temporal de la presién Despejando el valor
de £(7) de la Ec. (5.67g) se obtiene una expresion analoga a la del contorno de presion
constante de Euler (Ec. (5.42)) para el contorno izquierdo.

5 3 7
pm LY e l® gy CO 1 op (5.68)
ay ayf alapp  a’oyp Ot
Y en el contorno derecho, £ debe cumplir:
5 3
£ — _asL® g LB L op (5.69)
oy af a’aygp Ot

Gradiente de fuerza nulo Esta condicion es anéloga al contorno de fuerza nula
para gasdinamica (Ec. (5.40))), con la diferencia que en la suma de fuerzas aparecen fuerzas
de origen magnético. La relacién que debe satisfacer L) en el extremo izquierdo para

garantizar esta condicién es:

(5) (3)
£(7) _ ﬁ(l) _ Qg Cs[, + angL i 1 <'LL8U - C(2)> (570)
agcy agcs agfcy ox

y en el extremo derecho, £V debe cumplir:

) — o7

afcf arcf afcf

5 3
)+ascs£() asc L)1 (3“ (2>> (5.71)

Condicién sobre la variacién temporal de la velocidad  De la misma manera

que para el sistema gasdindmico, esta condicién se emplea para imponer paredes sélidas

(estableciendo % = 0y u = 0) o salidas de velocidad constante (estableciendo %7; =0y
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u =cte). Es decir, se establecen relaciones de restriccion sobre las ondas magnetosonicas
rapidas analogas a las del modelo gasdinamico (dadas por la Ec. (5.36))). Para el contorno

izquierdo debe cumplirse:

£ p) | QsCs p) _ XsCs a1 (o) Ou (5.72)
arcy arcy arcr

y para el derecho:

n O Cg r£6) _ QsCs £®) 4 1 <0(2) 4 au) (5.73)
agcy afcy Qfcy ot

Condiciéon sobre la variaciéon temporal de la temperatura Esta expresion

£ — @)

es andloga a la del modelo gasdindmico, se obtiene planteando la evolucién temporal en
funcion de los operadores £(9 mediante la Ec.(5.67g) v la Ec. de estado.

(N — Lal —Os £® + £ +
(1—7) a®>ay Ot af (y=1)arp
_ ®3) (7) (1)
—as L r® _ vC - + ¢ (5.74)
ay (v=1a*arp (y—1Dagp

Flujo subalfvénico

Si el flujo es subalfvénico, entonces al menos dos condiciones deben ser impuestas so-
bre las variables en el contorno. Una de ellas estd asociada a cualquiera de las variables

gasdindmicas mediante cualquiera de las expresiones utilizadas para salidas submagnetoso-

nicas rapidas, como las Ecs. (5.68)), (5.70)) o (5.72). Por otro lado, existen dos componentes

transversales de la velocidad (v y w) y dos componentes transversales del campo magnéti-
co (By y B.) que pueden restringirse mediante condiciones de contorno. Sin embargo, las
variables mencionadas se encuentran acopladas entre si a través de las componentes trans-
versales de la ecuacion de cantidad de movimiento y de la induccion magnética (Ecs.
y (3.95), respectivamente). El acoplamiento ocurre para componentes asociadas al mismo
eje de coordenadas: la ecuacién de cantidad de movimiento en y estd acoplada solamente
a la ecuacion de la induccion en y, y de la misma manera ocurre para las componentes
analogas en la direccién z. De esta manera, si ocurre una variacién temporal en s6lo una de
dichas variables transversales asociadas a la direccion y (por ejemplo, v), necesariamente
ocurrird una variacion temporal para la otra (en este caso By), pero las variables asociadas a

la otra direccion no seran perturbadas. Esto se observa en el tubo de choque de (Brio y Wul,
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1988), donde si como condicién inicial se establece una perturbacién sobre B, solamente,
solo aparecerd la componente en la direccién y de la velocidad. Pero si dicha perturbacién
ocurre en B, s6lo apareceran componentes de la velocidad en la direccion z. Esto puede
deberse a una particularidad del sistema MHD unidimensional, debido a que sélo aparecen

derivadas respecto a x en las ecuaciones de induccién.

Flujo submagnetosénico lento

En caso de que el flujo sea submagnetosénico lento, la relaciéon caracteristica asociada
a la onda magnetosonica lenta (Ec. (5.62))) permite imponer vinculos entre variables tanto
gasdindmicas como magnéticas. Sin embargo, sabiendo como es la degeneracion del sistema
MHD al sistema gasdindmico, creemos que no es una buena idea imponer restricciones sobre
variables gasdinamicas a traves de £, ya que podrian imponerse condiciones que, en caso
de que el flujo sea localmente gasdindmico, sean no fisicas, redundantes o contradictorias.
A pesar de que el sistema permite una cierta flexibilidad, siempre debe verificarse que
todas las condiciones impuestas a través de operadores £ satisfagan las ecuaciones de

conservacion del sistema.

5.4.5. Entrada

En el caso de tener una entrada al menos cuatro ondas son entrantes al dominio, y
las ondas salientes deben ser determinadas de acuerdo a las Ecs. . Ademas, la onda
asociada al cuarto vector propio (y al transporte de la entropia del flujo) sera entrante. De
esta manera, si la ecuaciéon de la energia no tiene términos fuente, el flujo serd isoentrépico y
el valor fisicamente correcto para £ serd cero. Sin embargo, de manera analoga al modelo
gasdinamico, si existiera conduccién de calor o cualquier otro fenémeno no isoentrépico,

puede emplearse el operador £* para imponer la temperatura:

or _
ot

@) s _ LW (3) )
—laf(y=1) LD +as(yv-1)L —7—1—@5(7—1)/3 tap(y=1) LW T (5.75)
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o también el caudal mésico pu puede establecerse a través de dicho operador mediante:

(98,0: = —asp(u+cy) LD — agp (u+ ) £LO)—

ul® —agp (u—c) L —app(u—cp) LY (5.76)

Para las tres ondas restantes pueden existir tres patrones de onda posibles, los cuales

se describen a continuacién:

Entrada stiper magnetosénica rapida

Siu—cp>0enz=uxr, 08l ut+cy <0en = xg, la entrada es submagnetosonica
rapida. Luego, todas las ondas caracteristicas serdan entrantes al dominio. Una vez que el
flujo alcanza esta condicién, ninguna informacién fisica puede viajar desde el dominio aguas
arriba de la entrada. Esto requiere que todos los operadores £ sean iguales a cero, lo que

implica que en el contorno existird una solucién estacionaria tal que %—? = 0.

Entrada stper alfvénica

Si la entrada es siper alfvénica, entonces una onda caracteristica magnetosénica rapida
sale del dominio. Si la entrada es isoentrépica, entonces puede establecerse el caudal mésico
de entrada a traves de £ o £(M usando la Ec. . Empleamos dichos operadores
porque en el modelo gasdinamico isoentrépico dicha condicién se impone a través de ondas
sonicas. Ademaés, todas las condiciones empleadas para salidas (%, %, fuerza nula, etc)
pueden ser utilizadas, siempre y cuando el problema esté bien condicionado.

En esta tesis optamos por establecer condiciones de no reflexién para todas las ondas de
Alfvén y magnetosonicas lentas entrantes. Sin embargo, este tema sigue abierto a discusion,
y cierto grado de flexibilidad es admisible. (Hayashil 2005) empleé un esquema de condicio-
nes de contorno similar para modelar problemas astrofisicos de viento solar utilizando un
esquema de voliimenes finitos 3D para MHD, imponiendo condiciones de contorno extra-
poladas para todas las variables a 300 radios solares de la superficie del sol (lo que equivale
a modelar esta region como una salida siper magnetosonica rapida). Para los contornos
adyacentes a la cromosfera empleé una formulacién de entrada submagnetosénica lenta
estacionaria mediante un esquema de BCs basado en caracteristicas. Por tratarse de una
entrada submagnetosénica lenta, deben imponerse cinco restricciones. El autor empleé tres

de las cinco restricciones para imponer que la componente normal del campo magnético B
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fuera constante en el tiempo. Para ello debe cumplirse que:

0B
r - Vx(VxB)=0
ot ( ) (5.77)
9B _
ot

para asegurar que B, es constante en el tiempo y para que el campo magnético en el
contorno satisfaga la condicién de divergencia nula V - B = 0. Hayashi implemento esta
condicién igualando a cero la derivada temporal de los términos del rotor de la Ec. (5.77).

(VxB),=0 —>Ua£Z+BZ%?—BI%—T;’:()

(VXB) =0 %u@‘f‘B@—B@_O (578)
o ot Yot Tt =

Yo Fo

Estas relaciones implican un conjunto de ecuaciones de vinculo complejas entre variables
gasdindmicas y magnéticas, que establecen condiciones como un sistema de ecuaciones cuyas
incognitas son los operadores L. Por otro lado, estas relaciones de vinculo no permiten
flexibilidad, ya que si el flujo se acelerara y fuera super magneosénico lento seria necesario
imponer més condiciones sobre los £ entrantes, modificando asi el sistema de ecuaciones
para el caso anterior. Esto puede traer inconvenientes desde el punto de vista numérico y de
la implementacién. El autor propone tres opciones diferentes para las otras dos restricciones

que deben imponerse:

1. Limitar el flujo de masa cuando éste exceda un valor méximo critico, a través de

relaciones de la forma:

0
pu=(pweri; 5 (pu) =0 (5.79)

2. Establecer la velocidad y su derivada temporal iguales a cero en el caso que el contorno

asociado a la cromosfera se transforme en una salida

3. Establecer el valor de la temperatura y de la densidad, a través de alguna relacion

politrépica para la energia, de la forma

gt <5€) (5.80)

donde k es un exponente politrépico elegido ad hoc.

Sin embargo, no queda claro cémo funciona este modelo cuando se establece la velocidad

y su derivada temporal iguales a cero. En ese caso deberia cesar todo flujo de masa hacia
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el interior, independientemente de lo que ocurra dentro. Algo similar ocurriria cuando se
establece el caudal masico critico y su derivada temporal: la condicién se tornaria en algo

similar a una entrada supersénica.

5.4.6. Implementacion en el algoritmo

De la misma manera que para el modelo gasdindmico, se expresa el valor de la derivada-
da temporal de las variables primitivas en funcion de los operadores £®) y de los términos
fuentes de acuerdo a la Ec. (5.16).

También es necesario hacer una extrapolacion por serie de Taylor para RL, mediante
las Ecs. . Como se explicé anteriormente, dada la complejidad de las expresiones de
los operadores £ y de los vectores propios, las matrices jacobianas asociadas a las Ecs.
se calculan de manera aproximada con la metodologia propuesta por (Knoll y Keyes,
2004), va que las expresiones analiticas son muy dificiles de obtener y propensas a errores

de implementacion.






Capitulo 6

Resultados

6.1. Casos gasdinamicos

6.1.1. Tobera de seccién variable

El primer caso de estudio se trata de una tobera divergente de longitud L = 10ft. Es un
Benchmark clésico definido con unidades en el sistema inglés (Hoffmann y Chiang) [2000b]).

Su ley de variacion de area estd dada por:
A(z) = 1,398 + 0,347 tanh(0,8z — 4) (6.1)

El fluido considerado posee exponente isoentropico v = 1,4 y constante de gas R =
1716 1b-ft /slug R. En todos los casos adimensionalizamos las variables y dimensiones del

problema de acuerdo a:

—_ P p _ €t _ w4
pP=—"3 D=—75; €= —%; U=—; T=—; t=—;
Pi pias; pia; a; L
donde p; v a; son la densidad y la velocidad del sonido a la entrada respectivamente, y L
la longitud de referencia, en este caso la longitud de la tobera.
Utilizamos en todos los casos como condicién inicial una interpolacién lineal entre el
valor de la solucién analitica en = 0 y * = L, y una discretizacién del dominio en 200
celdas més 2 en cada uno de los contornos, el nimero de iteraciones varié de acuerdo al tipo

de problema estudiado. Evaluamos la convergencia mediante la norma Lo de la variacién

de la densidad en dos pasos de tiempo sucesivos.

125
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Flujo supersénico en todo el dominio

Para este caso s6lo deben definirse las condiciones a la entrada para las tres variables
de estado. Las condiciones a la salida dependeran sélo de los valores en el dominio, por lo
tanto deberan obtenerse mediante una relacion de compatibilidad (Poinsot y Lele, 1992]).

Para el caso analizado se emplearon las siguientes condiciones en la entrada:

M; =15, p; =20001b/ft?; p; =2,241-1073 slug/ft®;  a; = 1118 ft /s

Para este caso sélo puede emplearse la condicion de entrada supersonica para la entrada,
y la de salida supersénica. Comparamos los resultados con los obtenidos para condiciones de
contorno extrapoladas convencionales. Este es el caso més sencillo, y como era de esperarse,
el modelo de BCs no tuvo influencia en los resultados ya que las BCs extrapoladas son

adecuadas en el caso de flujos supersonicos.
En la Figura [6.1] mostramos los resultados obtenidos.

En ambos casos con menos de 500 iteraciones la solucién convergié de manera practica
al estado estacionario, ya que el residuo de la densidad tomaba valores del orden de 1-107%.
Resulta llamativo que ambos esquemas de BCs exhiben casi exactamente la misma curva
de convergencia; sin embargo esto puede explicarse por la naturaleza de la solucién. La
solucién analitica predice gradiente nulo en la salida para todas las variables, condicién que
es satisfecha de forma exacta por ambos modelos. Ademas, como las condiciones iniciales
son de flujo supersénico en todo el dominio los cambios durante el transitorio no pueden

ser influenciados por las condiciones a la salida.

Por esta razoén, para esta condicién el modelo de condiciones de contorno no tiene

influencia en el proceso de convergencia, como era de esperarse.

Flujo supersénico en la entrada y salida subsénica

Para este caso las condiciones a la entrada son idénticas al caso anterior, con la diferencia

que se impone una presiéon a la salida mucho mayor, de manera tal que aparezca una onda
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Figura 6.1: Caso supersonico. Perfiles de densidad, presion, velocidad y convergencia
en e,

de choque en & = 5 ft

M; =1,5; p; =20001b/ft?; p; = 2,241 -10"3slug/ft?; a; = 1118 ft /s;
en la entrada
pe = 4930 1b/t?;

en la salida
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En todos los casos corrimos 2500 iteraciones con CFL = 1,8, los resultados obtenidos

se ven en la Figura|6.2

2 1.8
18 ) i 16’
‘ 1.2}
1.4 | — |
QU ‘ o 1t
1.2 \ ] \
0.8} |
1 0.6} N ‘\
0.8 | 0.4}
: — : 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
2
1.8}
1.6} 7
1.4} W
s 1.2} \
1 \
0.8}
0.6}
-8
0.4 10 : ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 06 08 1 500 1000 1500 2000 2500
X n
p=cte force free e = cte Doo no ref extrap

Figura 6.2: Caso supersonico-subsonico. Perfiles de densidad, presion, velocidad y
convergencia en e,

En este caso la eleccién de las condiciones de contorno juega un rol més importante en
la convergencia a la solucién que en el caso anterior. Como la solucién analitica depende
directamente de cuanto sea el valor de la presion a la salida, el valor inicial de las variables
de estado en el contorno determina la solucion numérica. El esquema de fuerza nula (Ec.
(5.40))) produjo, para CFL < 1,8, menores oscilaciones durante el transitorio que los demas
esquemas, sin variar el valor de la presiéon en el contorno. Sin embargo, para valores de C'F'L

mayores a 1.8 el algoritmo converge a una solucién con menor presién a la salida, con la onda
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de choque ubicada més hacia la derecha, que también es fisicamente correcta. Este tipo de
condicién resulta ventajosa si se tiene un contorno abierto en el que no se conoce a priori
qué ocurrird con la presion; sin embargo debe tenerse en cuenta que la solucién dependeré
del valor del CFL. La imposicién de la presion en el contorno (a través de la Ec. (5.42))
también produjo buenos resultados, sin embargo se ven oscilasciones en la convergencia,
probablemente debido a la reflexién de la onda numeérica 1 hacia el interior del dominio.
La condicién de no reflexion (Ec. (5.37)) también funcioné de forma sorprendentemente
buena, aunque la solucién fue mas fuertemente dependiente del valor de CF'L. Para valores
de CFL > 2,0 el algoritmo no llega a la convergencia, y para 1,4 < CFL < 2,0 converge a
soluciones cuya presiéon a la salida es mayor a la inicial. Sin embargo, si para las primeras
300 iteraciones se emplea otro esquema que preserve la presion de salida para luego cambiar
al esquema de no reflexiéon se mantiene dicho valor de presién y pueden aprovecharse las
propiedades de convergencia de este tltimo esquema. El esquema que preserva la presion
en el “campo lejano” (Ec. ) también produjo muy buenos resultados en cuanto a su
curva de convergencia, con ademés la ventaja de preservar el valor inicial de la presiéon en el
contorno. Luego, si la fisica de problema requiere que el valor de la presién en el contorno
se mantenga en el tiempo, los esquemas mas confiables son el de presiéon constante y el de
presion impuesta en el “far field”.

Es importante notar que todos los esquemas muestran curvas de convergencia muy si-
milares para las primeras 300 iteraciones. Esto se debe a que como las condiciones iniciales
difieren mucho de la solucién final, debido a que son simples interpolaciones lineales de las
condiciones en el contorno. Por esta razon, el estado del sistema evoluciona rapidamente
dentro del dominio, forméndose una onda de choque que se mueve de posicion, hasta esta-
bilizarse en su posicion final. Este estado transitorio demora en enviar su informacion fisica
hasta los contornos, por lo que el modelo de BCs no influye en gran medida durante este

transitorio.

Flujo subsénico en todo el dominio

Para este caso la tobera se comporta como un difusor, y conociendo las condiciones a
la entrada so6lo es posible una solucién fisica, dada por las ecuaciones de flujo isoentrépico

para seccién variable.
M; =0,8; p; =20001b/ft?; p; = 2,241 1073 slug/ft®;  a; = 1118 ft /s

Este caso fue el que mas dificultades presentd para obtener una solucién que converja,
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necesitdndose mas de 2500 iteraciones con CFL = 1,8.

Existen a priori varias opciones para imponer condiciones de contorno en la entrada, sin
embargo la mayoria de ellas no funcionaron correctamente. Como se discutié en el capitulo
anterior, existen diferentes combinaciones posibles para dar valores a los operadores £(2)
y £3), Sin embargo, como el flujo que ingresa al dominio es isoentropico la tnica opcién
posible para £2) es la de no reflexion. Si se elige otra opcidn, el algoritmo produce resultados
no fisicos. Si imponemos condiciones de presion constante o fuerza nula en el contorno el
esquema no converge. Sin embargo, imponiendo la condicién de caudal masico constante en
el tiempo a través del operador £(3) (Ec. (5-52))) obtuvimos buenos resultados, con diferentes
propiedades de convergencia dependiendo del esquema de condiciones de contorno utilizado
para la salida. Los resultados obtenidos con dichas condiciones se muestran en la Figura|6.3
También probamos establecer una entrada de velocidad constante, sin embargo no logramos
que el sistema convergiera.

Nuevamente la condicién de fuerza nula resultd ser la que mejores propiedades de con-
vergencia exhibi6, ademas de poseer la ventaja de permitir obtener el valor correcto de la
presion en el contorno en caso de que se utilice una condicién inicial cuyo valor no sea
correcto.

Las condiciones de presién constante y no reflexién de ondas también se comportan
de manera satisfactoria, siendo ésta tltima mas propensa a inestabilidades para valores
de CFL > 2,0. Para lograr convergencia empleando el esquema de BCs extrapoladas es
necesario definir todas las variables a la entrada, como si se tratara de flujo supersénico. En
este caso es posible gracias a que se conoce la solucién analitica del problema. Sin embargo,
en un problema més general, donde no se conoce la solucién en el contorno, definir en exceso
las condiciones de contorno en general lleva a oscilaciones o inestabilidades en la solucién
(Yee, [1981]), a menos que se conozca la solucién exacta en el contorno (como en este caso).

Todos los esquemas probados muestran a grandes rasgos curvas de convergencia simila-
res para las primeras 800 iteraciones; a partir de ese momento algunos esquemas muestran
un proceso de aceleracion de la convergencia (sobre todo el extrapolado). Esto ocurre por-
que el sistema evoluciona rapidamente dentro del dominio debido a que las condiciones
iniciales son muy diferentes a la solucién analitica, como en el caso anterior. En el caso del
esquema de extrapolacion, como las variables en el contorno estan establecidas de antemano
v no varfan en el tiempo, en la regiéon adyacente a la entrada la solucién varia poco en el
tiempo y el proceso de convergencia es influenciado sobre todo por la evolucién temporal
dentro del dominio y por la condicién de presién impuesta a la salida. Por otro lado, para

los esquemas de BCs basados en caracteristicas la solucion varia en el tiempo en la entrada.
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Figura 6.3: Caso subsonico. Perfiles de densidad, presion, velocidad y convergencia
en e,

Esto tiene una gran influencia en el proceso de convergencia: cuando la solucién cambia
dentro del dominio, hasta que alcanza una condicién de pseudo equilibrio en la entrada.
Este estado de equilibrio no satisface la condicién impuesta a la salida, lo que produce
que una onda viaje desde la salida hacia el interior del dominio, provocando cambios en la
soluciéon. Una vez que dicha onda llega a la entrada, las variables en la misma evolucionan
para satisfacer la condicion de caudal mésico constante, y una onda se propaga hacia el
interior. Esta nueva onda produce cambios en el dominio hasta llegar a la salida, haciendo

que el proceso se repita. Esto ocurre muchas veces hasta que se logra la convergencia.
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6.1.2. Arco coronal de seccion variable

El segundo caso analizado consiste en un modelo gasdinamico analitico simplificado de
un arco de la corona solar, propuesto por ((Cargill y Priest, 1980). Dicho modelo consiste de
un arco circular con hidrégeno monoatémico, en cuyas bases la presién es igual a la presién
de la cromosfera solar. En una de las bases se impone una velocidad de entrada vg, y se
consideran los efectos de la gravedad.

Tomando una coordenada curvilinea 0 < s < 2L a lo largo de la linea media del
arco y despreciando su curvatura, el problema se idealiza con las Ecuaciones de Euler cuasi
unidimensionales de seccién variable . Enla Figura tomada de la referencia citada,

se esquematiza el modelo.

Figura 6.4: Esquema del modelo del arco de (Cargill y Priest|, [1980)

Para implementar un modelo numérico del sistema es necesario incluir un vector de

términos fuente de la forma:

™8

A pAgcos <—) ,  —pAugcos (WS)]T (6.2)

0
S — 94
0. P, oL 2L

en las Ecs. (3.36).

Los autores asumieron simplificaciones en la ecuacion de la energia (flujo isoentropico
o isotérmico) y flujo estacionario, lo que les permit6 obtener una relacion analitica a través

de una ecuacién diferencial ordinaria (ODE) para la velocidad de la forma:

a’\ Ou s a? 0A
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Imponiendo la condicién de contorno u = ug para s = 0 puede integrarse esta ecuacién para
obtener una ecuacién algebraica no lineal, de donde se despeja la distribucién de velocidades.
Y mediante las relaciones isoentrépicas y la ecuacién de continuidad se obtienen las demés

variables.

Como condicién inicial empleamos un estado constante para la densidad, velocidad y
presiéon. La discretizacién del dominio fue de 400 celdas, mas dos en cada uno de los con-
tornos. Para este modelo tanto la entrada como la salida seran subsoénicas, por lo tanto
empleamos la condicién de caudal masico constante para la entrada y probamos las condi-
ciones de presion constante, no reflexion y y fuerza nula en la salida. La solucién depende
fuertemente de la ley de variacion de la seccion con la coordenada s, asi como la longitud
del arco, ya que la gravedad solar produce un gradiente en la densidad, cuyo m{mino se
encuentra para s = L, y ademds desacelera el flujo en la rama ascendente, y lo acelera en

la descendiente.

Elegimos para simular el caso de un arco de longitud L = 140 - 10° m, cuya densidad y
temperatura en las bases son respectivamente de p = 1,18 - 1072 kg/m3 y T = 1 - 10° K.
Dichas condiciones implican un valor de aceleracién de gravedad adimensionalizado de

g = 2,8. La variacién de seccion del arco viene dada por:

s

A(z) = Ag |1+ (k—1) sin? (ﬁ

)i =140-10%m; k=5

donde k representa un factor de contraccion entre el area de la base Ag y el area a la mitad
del arco A(s = L). Teniendo en cuenta que la solucién adimensional resulta independiente
del valor del area en la base Ag, por simplicidad empleamos Ay = 1. La velocidad en la
entrada vale ug = 0,27a. Para estas condiciones, la solucién analitica predice flujo subsénico
en ambas bases (entrante a la izquierda y saliente a la derecha). Si la velocidad en la entrada
o si el efecto de la gravedad son suficientemente grandes, el flujo se vuelve sénico en s = L.
Esto se debe a que existen dos efectos que compiten: la variacién del area, que hace que
el flujo reduzca su velocidad (como en un difusor subsonico); y por otro lado la gravedad
variable, cuyo efecto decae con la altura, posibilitando que el flujo se acelere (la aceleracion
de la gravedad es méxima en s = 0,2L, pero es nula en s = 2L).Por estas razones las
soluciones posibles pueden tener varios extremos locales. De esta manera, si la contraccion
de 4rea y el cambio en la gravedad son suficientes, el flujo puede volverse supersénico en la
segunda mitad del arco L < s < 2L. Para satisfacer la condicion de presion en la cromosfera
para s = 2L necesariamente debe aparecer una onda de choque en dicho segmento del arco.

Sin embargo, de acuerdo a la solucién analitica dicha onda puede aparecer en cualquier parte
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de la semilongitud del arco. Esto presenta un problema desde el punto de vista numérico: es
imposible que el algoritmo converja a una solucién estacionaria si existen infinitas soluciones
posibles entre L < s < 2L; cualquier solucién obtenida cambiaria hacia otra solucién con
la mas pequena perturbacién en algin parametro.

El caso analizado produce como resultado M = 0,9 para s = L. Corrimos 6000 iteracio-
nes con CFL = 1,2, para poder analizar las particularidades del proceso de convergencia.
Este caso se encuentra cercano a la condicié limite de M = 1 para s = L, por lo que
pueden aparecer soluciones supersénicas durante el transitorio de convergencia. Ademaés,
se ve claramente que la distribucién de velocidades a lo largo del arco posee tres maximos
locales

Empleamos la condicién de caudal masico constante a la entrada, ya que dio buenos re-
sultados para el caso del difusor subsénico, y la solucién también implica flujo isoentrépico.
Evaluamos diferentes esquemas de condiciones de contorno para la salida: presiéon constante
en el tiempo (Ec. )7 temperatura constante en el tiempo, no reflexion (Ec. )7
presion impuesta en el campo lejano (Ec. ) y fuerza nula en el contorno (Ec. )

Los resultados obtenidos se muestran en la Figura donde se presentan los perfiles

de densidad y velocidad, comparados con los de la solucién analitica.

Densidad Velocidad
. : . 08 . |

L L L L L 0 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 1.8 2

Extrap. — p=con: T=con v=con: fza nula nonref P

Figura 6.5: Distribuciones de velocidad y densidad para 6000 iteraciones

El proceso de convergencia no resulta sencillo: durante el transitorio suelen aparecer
regiones donde el flujo es supersénico, que eventualmente pueden cambiar las condiciones

en la salida (dependiendo del tipo de esquema de BCs utilizado), haciendo que el sistema
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converja a una solucion no fisica (con una presion en la cromésfera diferente de la real).
El sistema también resulta muy sensible a las condiciones iniciales, pudiendo obtenerse
presiones negativas en el caso de que el paso de tiempo sea suficientemente grande. Esto
ocurrié incluso con distribuciones de densidad parabélicas, con distribuciones de presién y
velocidad que satisfacen las ecuaciones de conservacion. En la Figura se muestran las

curvas de convergencia obtenidas.

Residuo de la densidad
107 !
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Figura 6.6: Curvas de convergencia para distintos esquemas de BCs para el arco
coronal de (Cargill y Priest| |1980)

Otro aspecto interesante de notar es que la presencia de términos fuente en la ecuacién
de cantidad de movimiento provocé que la convergencia a la velocidad fuera mucho méas
lenta que la convergencia a la presion y a la densidad.

Para evaluar la influencia de los términos fuente relativa a la de los efectos convectivos,
calculamos la relacion entre las componentes del vector de términos fuente C! y las com-
ponentes del vector de flujos numeérico F; para las ecuaciones de cantidad de movimiento

y energia. Dichas relaciones evaluadas en los contornos:

Ch(a = 0) Ch(z = 0)

< =250 ——==1,093 6.4
FQ(l‘ZO) ’ F3(33:0) ’ ( )

y para un punto representativo del dominio, como s = L /2

Ch(x =L/J2)
Fo(z = 1)2)

Ca(z = L/2)

-1 et At Ml
9 R =Lj2)

=1,51 (6.5)
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De esta manera, los efectos gravitatorios tienen un rol importante en el modelo de BCs,
va que sus efectos son mayores a los de la conveccién, y a que los efectos de variacién de

area no estan presentes.

El modelo de condiciones de contorno que mejores resultados produjo fue el de presién
constante en el contorno, aunque vimos que la convergencia fue bastante erratica, y para
casos més severos (como para k = 20 y L = 175 - 105 m) una vez alcanzada la solucién

analitica, ésta no era estable y después de un tiempo el algoritmo convergia a otra solucién.

Nuevamente la condicién de no reflexiéon de ondas probd poseer las mejores propiedades
de convergencia, pero ocurri6 que resulté muy sensible a las condiciones iniciales, debido a
que el flujo se volvia supersénico durante el transitorio, provocando que la salida se volviera
también supersénica y cambiara el valor en la presion. Una estrategia que empleamos para
subsanar este problema fue utilizar la condicién de salida con presién constante para las
primeras 3000 iteraciones, y luego cambiar a las condiciones de no reflexién. Sin embargo,
este problema quedé resuelto con el esquema de presién impuesta en el campo lejano, que
resultdé ser una buena solucién de compromiso entre ambos esquemas. A pesar de ello,
la tasa de convergencia no es tan buena como hubiéramos esperado. Podria ser mejorada
quizas ajustando el coeficiente o en la Ec. a un valor mas apropiado para este tipo
de flujo. El esquema de temperatura constante no convergid a la soluciéon esperada porque
produjo una discontinuidad en la salida y una mayor presiéon en la admisién. A pesar de

esto, su tasa de convergencia es mayor que la de los esquemas anteriores.

La condicién de fuerza nula en el contorno no convergié a la solucién analitica propuesta
simplemente porque se demuestra que para esta solucién no se cumple que

OpA dA
e +pAg—p% =0

El algoritmo converge a una solucién con expansién supersénica, que verifica la relacién
anterior. Finalmente, debemos notar que el esquema de extrapolacién para BCs posee
una curva de convergencia de mayor velocidad y con menor cantidad de oscilaciones. Sin
embargo, como en los casos anteriores, esta solucién requirié definir todas las variables en
la entrada, porque de otra manera no se lograba la convergencia. Esto no resulta practico
cuando tienen que analizarse casos cuya soluciéon analitica no se conoce en el contorno. Si
bien en la Figura[6.5]se observa que esta solucién es la que mas se acerca a la analitica, lo que
ocurre es que se mantiene oscilando. Sin embargo, las condiciones extrapoladas probaron

ser méas robustas e insensibles a la condicién inicial.
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6.1.3. Conveccién difusién unidimensional compresible

Para validar los efectos de los términos convectivos, de conducciéon de calor y de fuentes
en la ecuacion de la energfa, se propuso un modelo simplificado basado en el sistema de

ecuaciones de Euler. Dicho modelo requiere las siguientes simplificaciones:

flujo estacionario unidimensional

Dominio de seccién constante

viscosidad nula

Gas caléricamente perfecto

El sistema de ecuaciones del modelo de Euler para el caso 1D estacionario para un dominio

de seccién constante se expresa como:

d
L(pu) =0 ot =0
%(pu2 +p) =0 —> pudx + d"RT + ,oR =0 (6.6)
% U (E +p)] - Hd + Qcal — Pucpg + ,OU2 du dzz + Qcal

Que a su vez permiten obtener las siguientes relaciones integrales:

pu = poto

) ) (6.7)
pu® + pRT = poug + poRTp

Mediante manipulacién algebraica de las Leyes de conservacién y usando las Relaciones
integrales (6.7)), puede obtenerse

RT du dT R dT  du

Reemplazando en la expresion de la energia

R dT d2T

Pucpa +pu [% —’U,] % d .92 +Qcal (69)
luego
R?T 1dT d*T
v — 5| 5 = ca 1
pu[C+RT—u2] dr = gzt Qe (6.10)



138 Capitulo 6. Resultados

Por otro lado, despejando la velocidad w de la Relacién integral de la cantidad de movi-

miento (6.7):

w? =22 + °RTy) — RT (6.11)
p p

puede resolverse esta ecuacion cuadratica para u, definiendo el término auxiliar I' = (ug + Rﬂ—?)

r 1
u= %5 VI?—4RT (6.12)

2

La solucién asociada al signo positivo corresponde a una solucién de flujo completa-
mente supersénico, y la solucidon asociada al signo negativo corresponde a flujo subsonico.
Reemplazando este resultado en la ecuacién de la energfa, y teniendo en cuenta la Relacién
integral , se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden que
describe la variacién de la temperatura en el espacio para un flujo compresible estacionario:

R?T dr  d*T

v - — 7 9 'czz ]-
pu | +2RT—%2¢%VF2—4RT de g2 T e (6.13)

Esta ecuacién tiene solucién analitica con una integral impropia. Por esta razén resulta
mas practico resolverla mediante un esquema de diferencias finitas. Debe tenerse en cuenta
ademas que debera establecerse como condicién de contorno el valor de la velocidad, la
densidad y la temperatura en la entrada. La temperatura en la salida debera imponerse
también, pero teniendo en cuenta que debe cumplirse la Relaciéon

F2
<

T<
~ 4R

Dicho problema puede resolverse mediante diferencias finitas discretizando la derivada pri-

mera y la derivada segunda con una férmula centrada.

—Ti1 + 2T — T+

PoUo R?T, Tiy1 —T;

h? C, +
K { 2RT, — T ¥ 1 r?-um} 2h

—L = Quay  (6.14)
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o con una féormula descentrada aguas arriba de la corriente:

—Ti1 + 2T, —Tip+

RT, T, — Ti :
Rl FoRnt : L = Qra (615
K oRT, — 2 ¥ LT? —4RT, h Qeat; (6:15)

Para que el esquema con derivada primera centrada sea estable es necesario agregar

difusién numérica, en funcion del namero de Péclet de la malla, definido como

Pep, — BT 1
ea e (6.16)

donde D = k/(pC)) es la difusividad térmica Luego:

puCpAx _ poupCpAx
2K 2K

Pep, =

La viscosidad numérica necesaria para establizar el problema para Pea, > 1 y que a su

vez se reduzca en caso de que Pea, < 1 puede obtenerse mediante

Rnum = PeA:v”f(PeAm)

Existen distintas opciones para elegir la funcion f(Pea,). En este caso se eligio:

1 1

_ 6.17
tanh(Pea,)  Peag ( )

f(Peaz) =
v que con ella la solucién aproximada converge con mayor precisiéon a la solucién analitica

para la ecuacion de conveccion difusion incompresible, dada por

e2 Pey, TO _ TL 62 Peg (TO _ TL)
e2P€L — 1 eQPeL _ 1

T(z) = (6.18)
donde

PeL:pouoLCp‘ _ pougrCy
K

;. Pepy=—"-—+ (6.19)
K
El sistema no lineal se resuelve mediante el método de Newton-Raphson para sistemas
de ecuaciones no lineales

kD) = g(rM) = T® — 3717, 7y . p(1P) (6.20)

)
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donde
Fyp = T +2T —Tipa+
R2T; Tip1—Ti— ) (6.21)
o {C” * 2RT;— 5L F2—4RT1} Son Qe =0
v los jacobianos asociados estan dados por:
OF; h RT,
i L _h ewe ) BT
’ 0T;—1 2 K+ Knum r r
2RT; — - F 5\/1“2 — 4RT;
JF; h U R?
Ji,i = Z:2+* Poto { 5 — ...
oT; 2 K + Knum r r
2RT;, — — F 5\/F2 — 4RT;
'R
27, 6.22
RE(ZR:F F2—4RTj (6.22)
° T 51 (Tiv1 — Ti1)
(QRTi — 5 F V- 4RTZ->
oF; h U R?T;
it = gro = 5# Cot [ A —
i+1 num 2RE—?:F§ F2—4RE

Para resolver el sistema no lineal (6.20), en lugar de invertir el jacobiano J, se emplea
un vector auxiliar Y tal que
J- Y=-F

Resolviendo este sistema de ecuaciones y reemplazando el resultado en la Ec. (6.20) se

obtiene la expresién recursiva utilizada para obtener la solucion:

Tkt+l) — pk) |y

Para definir completamente el problema es necesario imponer cuatro condiciones de
contorno, va que la ecuacién a resolver es de orden 2. En este caso se define el caudal
masico (a través de la densidad y la velocidad) y la temperatura en la entrada. La tltima

condicién que se impone es la temperatura a la salida.

A continuacion se muestran las soluciones para las siguientes condiciones de contorno,

tomando como condiciones iniciales una interpolacion lineal entre los valores en los contor-
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nos.
po = 1,225 %; up =100 %; Tp=400K; en la entrada

T, = 500K en la salida

Adoptamos una constante de conductividad térmica k = 2,6 - 104% y una longitud
unitaria para el dominio. Para este valor de la conductividad se obtiene un ntmero de
Péclet basado en la longitud del orden de Per, = 2, 36.

En la Figura[6.7]se muestran los resultados obtenidos para la velocidad y la temperatura.

Se observa que las curvas de temperatura de las soluciones por diferencias finitas coinciden

500 . . . . 130 . . . .
490+ 1
1251
480 1
470+ 1
1201
460 1
— w
X, 450} / 1 € 115}
- / =
440t / 1
4
1101
430+ / 1
J
420 1
// 1051
410} 7~ l
400O 0.2 0.4 " 0.6 0.8 1 1000 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1
Incompr. diferencia centr. diferencia upwind.

Figura 6.7: Solucién incompresible y soluciones por diferencias finitas de la Ec. (6.13])

y que existe una diferencia inferior al 2% respecto a la curva que representa la solucion
analitica de la ecuacién de la adveccion difusiéon incompresible. Esto se debe a que para las
condiciones iniciales planteadas el nimero de Mach es menor a 0,3 en casi todo el dominio, lo
cual permitirfa asumir una solucién de flujo incompresible. Por otro lado, las distribuciones
de velocidad y densidad no pueden compararse con la solucién incompresible, ya que dicha
solucién asume u = cte y p = cte. Sin embargo, las soluciones asociadas a ambos esquemas
de diferencias finitas coinciden en todo el dominio.

Como condiciones iniciales para la simulacién numérica empleamos una interpolaciéon
lineal entre las variables en los contornos. Para llegar a convergencia fueron necesarias 8000
iteraciones con C'F'L = 1,5. Empleamos el presente modelo para evaluar el comportamiento

del sistema de ecuaciones de Euler con diferentes modelos de BCs para un vector de términos
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fuente dado por:
O*T
C, = |:0, O, K}W] (623)

La derivada segunda de la temperatura fue discretizada con un esquema de diferencias

finitas centradas. Para calcular las matrices jacobianas de los términso fuente expresamos
la temperatura en funcién de las variables conservativas empleando las Ecs. (3.24) y (3.27).

(Poinsot y Lele, [1992) proponen que para modelar condiciones de contorno para las
ecuaciones de Navier-Stokes es necesario imponer q = cte a las salidas, lo que implica

T

9 _ =0 (6.24)

ox Ox?

Sin embargo, en el presente problema para obtener convergencia fue necesario imponer
como minimo, dos condiciones de contorno de tipo Dirichlet a la entrada y a la salida:
imponiendo solamente una condicién sobre alguna de las variables (presion, velocidad o
temperatura) més la condicion dada por a la salida, el algoritmo oscila sin llegar
a un estado estacionario. Creemos que esto puede deberse a la gran importancia relativa
del término de conduccién de calor: el sistema deja de comportarse como hiperbdlico, para
comportarse mas como un sistema parabdlico. Ademas, la relacién de compatibilidad im-
puesta por el operador £ para ondas salientes implica que la entropfa del sistema
se conserva, lo cual no es fisicamente correcto para la salida derecha, debido al flujo de calor

existente.

Por estas razones, obtuvimos los mejores resultados cuando impusimos los valores de
la velocidad u y la temperatura 7', o cuando impusimos velocidad y caudal mésico pu a la
salida. Otra opcién que probamos fue imponer la velocidad y el gradiente de temperatura
a la salida, pero en este caso el sistema converge a una solucién con menor temperatura.
Por otro lado, estableciendo condiciones de no reflexion a la salida el algoritmo converge a
una condicién de flujo con velocidad y temperatura constantes a lo largo del dominio. Lo
mismo ocurre con las condicion de fuerza nula en el contorno. La Figura muestra las
distribuciones de temperatura y velocidad obtenidas para los diferentes modelos de BCs
probados (dados en la Tabla, y la Figuramuestra los respectivos perfiles de presién
v densidad. Para el caso de las condiciones de contorno extrapoladas, la tnica forma de
lograr la convergencia fue estableciendo las tres variables en cada uno de los contornos, es

decir que fue necesario imponer dos condiciones adicionales a las fisicamente necesarias.

En la Tabla se especifican las condiciones de contorno que utilizamos en cada uno

de los casos, tanto para la entrada como para la salida:
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500 T T T T 130 T T T T

480 1257

120

460
E E 115f
= 440 g
= 110}
420
105f
400 100
380 : : : : 95 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
extrap 1 2 3 4 5 -—---- exact

Figura 6.8: Distribuciones de velocidad y temperatura para 8000 pasos de tiempo

1.44710
1.42} T
1.4}
138}
<
=R
& 136}
1.34f
1.32}
% 0.2 0.4 06 08 1 %% 0.2 04 06 08 1
extrap 1 2 3 4 5 -—-—--- exact

Figura 6.9: Distribuciones de presion y densidad para 8000 pasos de tiempo

Como se puede ver en la Figura[6.10|en general se llega a la convergencia de forma més
efectiva cuando se establecen las tres variables a la entrada. Cuando se establece solo la
velocidad, o el caudal mésico la solucién oscila cuando se encuentra a una solucién préxima
a la fisicamente correcta, como se muestra en las Figuras v 6.9

Para establecer las condiciones de contorno a la salida imponiendo temperatura y velo-
cidad (casos 1, 2 y 5) se calcula £3) para velocidad constante, de acuerdo a la Ec. ,
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’ Leyenda \ Entrada \ Salida ‘

1 P, T, v
2 p,v,p | T ,v
3 p,v,p |T, pv
4 p,U,p | p,v
5) v T,v

Tabla 6.1: Cédigo para leyenda de condiciones de contorno

extrap
—1
—2
—3
—4
5

107

Figura 6.10: Curvas de convergencia para los diferentes modelos de BCs dados en
6. 11

y luego se reemplaza este valor en la expresion de L3 para temperatura constante, dada

por la Ec. (5.54).

Para establecer condiciones de contorno sobre la temperatura y el caudal mésico (caso
3) es necesario resolver un sistema de dos Ecuaciones (la (5.47) y la (5.51)) cuyas incognitas

son L) y £2), De esta manera se obtiene

r@ — ab=)Le®

r — (Vv?c;(clz)ﬁ“) (6.25)

T qu—a



6.1. Casos gasdindmicos 145

Para implementar la condicién de gradiente de temperatura fijo usamos la derivada

primera de la solucién analitica valuada en x = L para estimar el valor

pougCp L
8£ _ £0 U Cp € "~ (TO 7 TL) (6 26)
0x lz=L K (e% _ 1) ’

Luego puede calcularse el valor del operador £(1) en funcion de £ y £3) mediante la
Relacion . Result6é més practico imponer la condicion de velocidad constante mediante
LM e imponer el gradiente de temeperatura a través de £2) mediante la Relacion (5.55)).
Otra opcion es imponer la condiciéon de gradiente de temperatura a traves de £ y la
condicion de caudal masico constante a travées de £2). Sin embargo, esta opcion resulta
en un sistema de ecuaciones que tiene como soluciones expresiones complejas para £(1) y
£, Por esta razon, v porque la otra versiéon de implementacién de condiciones basada en
gradiente de temperatura no convergié a la solucién correcta, decidimos no implementar

esta version.

6.1.4. Tubo de choque de Sod

El tubo de choque de Sod es un caso de prueba clasico para validar esquemas numeéricos
para flujo compresible. Counsiste en un problema de Riemann para gases perfectos con

condiciones iniciales dadas por:

[pv u, p]l = (17 07 1)
[P, u, p]r = (%7 07 10)

Empleamos un fluido modelo con R = 1. La solucién a este problema consiste en una
onda de choque que viaja hacia la derecha seguida por una discontinuidad de contacto. La
onda de choque produce un aumento de presién y temperatura en el fluido que atraviesa. Por
otro lado, un abanico de expansién viaja hacia la izquierda, que produce una disminucién
gradual de la presion y la temperatura.

En este caso decidimos probar el caso con dos tipos de condiciones de contorno:
= Pared cerrada en ambos contornos

= Pared cerrada en el contorno izquierdo y un contorno abierto a la atmosfera a la

derecha
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Pared soélida

Para el caso de la pared soélida la solucién exacta se obtiene mediante la teorfa de las
caracteristicas y no presenta mayores problemas desde el punto de vista numérico. Las ondas
genuinamente no lineales rebotan contra las paredes generando ondas del mismo tipo (la
onda de choque rebota como onda de choque, y la de expansion rebota como expansion). La
solucion analitica puede encontrarse en el trabajo final de grado de (Acosta Lusa y Tamagnol,
2004), asi como soluciones numéricas para ambos tipos de condiciones de contorno. Para
modelar una pared sélida con el esquema de BCs extrapoladas, se extrapolan todas las
variables del problema excepto la componente normal de la cantidad de movimiento, que
es reflejada:

U, = U

(6.27)
ng)ﬂ = U,(qll) para l # 2

Ambos resultados representan correctamente la solucion esperada, y tanto la onda de
choque como el abanico de expansidon son correctamente reflejados por ambos esquemas.
En la Figura[6.11] se comparan los contornos de densidad obtenidos con ambos esquemas,

y en la Figura los contornos de velocidad para 600 pasos de tiempo. Sin embargo,

Contornos de densidad para BC extrap. Contornos de densidad para BC caracteristicas

—

Figura 6.11: Comparacién de los contornos de densidad obtenidos.

existen pequenas diferencias: el esquema basado en caracteristicas garantiza que v = 0

en el contorno, mientras que el esquema extrapolado produce velocidades negativas en el



6.1. Casos gasdindmicos 147

Contornos de velocidad para BC extrap. Contornos de velocidad para BC caract.

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 6.12: Comparacion de los contornos de velocidad obtenidos

contorno (para garantizar flujo igual a cero) cuando la onda de choque se refleja (de acuerdo
a la Ec. ) Los valores negativos en la escala del grafico se dejaron para hacer énfasis
en este punto. Por otro lado, el esquema basado en caracteristicas produce variaciones en
la presién y la densidad para mantener la velocidad igual a cer(. Esto no ocurre para el

esquema extrapolado, que refleja la densidad y la presiéon a ambos lados.

El modelo de condiciones de contorno basado en caracteristicas para pared soélida se
comporté de manera muy satisfactoria, conservando la energia del sistema. Cuando la onda
de choque llega al contorno el esquema genera un incremento espurio de energia asociado a
su rebote con la pared, debido a inexactitudes en la evaluacién de las derivadas descentradas
y los jacobianos. Sin embargo, el incremento de energia es inferior al 1% de la energia total
del sistema. Ademsés, el incremento de energia es menor que el obtenido utilizando un
esquema de condiciones de contorno extrapoladas con gradiente cero. En la Figura [6.13
comparamos la evolucién de la energia total del sistema pey, integrada en la longitud del
tubo,

L
Et:/ perdx (6.28)
0

para ambos esquemas.

La interaccién del abanico de expansién con la pared también genera cambios de energia
en el sistema, en este caso disminuyéndola de manera progresiva a medida que rebotan las

ondas del abanico. La cantidad de energfa perdida en este caso es también del orden del
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279

Extrap.

278.51

278~

27751

277

276.5

276~

275.5

275 | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 6.13: Evolucion de la energia total del sistema con BC de pared cerrada para
ambos esquemas

1%. Otra diferencia que notamos entre ambos esquemas es un incremento muy pequeno
en el tamano del paso de tiempo cuando la onda de choque llega a la pared. El paso de
tiempo para el esquema extrapolado es casi imperceptiblemente mayor (menos del 0,1 %),
el efecto acumulado en el tiempo de célculo a lo largo de varios pasos da una diferencia de

2,1-10~%s, que no produce diferencias significativas en los resultados obtenidos.

Extremo abierto a la atmosfera

Para el caso del conducto abierto a la atmésfera la fisica del problema es mas compleja.
Como primera medida deben distinguirse dos casos posibles: cuando el flujo detras de la
onda de choque es supersénico, o cuando éste es subsénico. En el caso de que el flujo sea
subsonico (como en el test de Sod) cuando una onda caracteristica llega a un extremo
abierto que conecta a una region de presién constante, dicha onda debe reflejarse hacia
adentro como una onda de la familia opuesta. De esta manera se mantiene la condicion de
presiéon constante e igual a la presion de salida. Esto implica que si la onda incidente es
de expansion, ésta debe reflejarse como onda de compresion, y viceversa. Este resultado se
extiende para choques y expansiones: si una onda de choque llega a un extremo abierto,

debe reflejarse como un abanico de expansién. Una discusion completa puede encontrarse
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en el libro de (Shapiro, [1953)).

Sin embargo, de acuerdo a fotografias Schlieren, lo que ocurre en realidad es que cuando
la onda de choque llega al contorno derecho y sale al exterior se forma en la salida una
estructura de flujo tridimensional inestacionario. Esto hace que la presién aumente por un
periodo de tiempo muy pequenio en la zona adyacente a la salida. De acuerdo a (Rudinger),
1955)), si la velocidad detras del choque es tal que el flujo es subsonico, una vez que la
onda de choque se alejo lo suficiente de la salida la presion se restituye mediante un frente
de expansion, que luego se propaga hacia adentro del tubo como una serie de ondas de
expansion “discretas”, separadas a ciertos intervalos de tiempo. Este proceso se esquematiza

en la Figura [6.14]

I-———tm ey

M e e e
POINT OF OPEN END
MEASUREMENT

Figura 6.14: Reflexion de una onda de choque como ondas de expansion discretas,
tomado de (Rudinger, [1955))

El autor ademés explica que mientras mayor sea la intensidad de la onda de choque,
menor serdn los intervalos de tiempo entre las ondas de expansién reflejadas. Por esta
raz6n, para choques de mucha intensidad puede modelarse la reflexién de los mismos como
un abanico de expansién centrado.

Por otro lado, si el flujo detras de la onda de choque es supersonico, las condiciones
de contorno analiticas para un estado estacionario exigen que la velocidad en la salida sea

igual a la velocidad del sonido.
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Probamos diferentes modelos de condiciones de contorno para evaluar cuél de ellos
se comportaba mejor, v asi poder determinar cudl era suficientemente simple y preciso
para emplearse en casos mas complejos con salidas inestacionarias a extremos abiertos.
En particular para el test de Sod, el nimero de Mach detras de la onda de choque es
M = 0,9, de manera que alguna condicién debe imponerse sobre la onda que se refleja
hacia adentro. Naturalmente, una condicién de no reflexion resulta inapropiada. Una opcién
posible serfa una salida de presién constante. Sin embargo, este tipo de condiciéon tiene dos
inconvenientes: primero, las reflexiones “discretas” de ondas de expansién dependen sobre
todo de con cuanta precision resuelve el flujo numérico de Harten-Yee a la onda de choque
dentro del dominio. Si el choque es capturado en tres celdas, se reflejardn tres ondas desde
el contorno. Segundo: si el flujo se vuelve sonico en la salida, la presiéon en los nodos del
contorno evolucionara en el tiempo. Si después de un tiempo las condiciones aguas arriba
hacen que el flujo a la salida vuelva a ser subsénico, el esquema de condiciones de contorno
mantendra constante este nuevo de valor de presion en lugar de la presion fisica en la salida,
dada por las condiciones iniciales. Esto es porque el esquema numérico impone % =0, en
vez de el valor de la presion. Intentamos subsanar este problema volviendo a imponer el
valor de la presion en las celdas de la salida una vez que el flujo se volviera subsénico
nuevamente.

Otra opcién que evaluamos fue emplear el esquema de la presién impuesta en el “far
field” poo. Este esquema, para el valor de o = 0,25 utilizado por (Poinsot y Lele, [1992), se
comporta en la préctica como un esquema de no reflexion. La onda reflejada hacia adentro
del dominio practicamente no influye en la presién aguas arriba y muestra una interacciéon
muy débil con las deméas ondas.

Para obtener resultados similares a los obtenidos con una salida de presién constante
fue necesario usar un parametro o 100 veces mayor, es decir o = 25. Ademéas, emplear en la
Expresion el valor del niimero de Mach maximo del flujo produjo menores reflexiones
y algunas oscilaciones. Optamos por emplear el valor del niimero de Mach en el contorno
en su lugar, y obtuvimos mejores resultados. En las Figuras y mostramos una
comparacion de los contornos de densidad y velocidad, respectivamente, obtenidos para una
salida de presion constante y para una salida con presion impuesta en el “far field”, con tres
valores de o.

A pesar de que el abanico de expansion reflejado no se observa con tanta claridad como
para el esquema de salida de p =cte, el patréon de interaccién de ondas y la presién en las
celdas del contorno coinciden.

Como tercera opciéon probamos el esquema de fuerza nula en el contorno. Se observa
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Contornos de densidad para p=cons Contornos de densidad para 0=2.5
0.9 0.9
0.8 0.8
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0.6 0.7 06 0.7
0.6 0.6
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Contornos de densidad para 0=0.25 Contornos de densidad para 0=25
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Figura 6.15: Contornos de densidad obtenidos para distintos tipos de salidas con
presion impuesta.

que una onda se refleja hacia adentro del dominio, pero la intensidad de dicha onda es
significativamente menor que la que se observa para el caso de salida de presién constante.
En la Figura [6.17] se observan los resultados obtenidos para el esquema de fuerza nula.
Debe notarse ademds que la energia total del sistema fOL perdx no se ve significativa-
mente afectada por el esquema de condiciones de contorno utilizado. Las curvas asociadas

a los diferentes esquemas se superponen, como se muestra en la Figura[6.18

El siguiente paso fue evaluar lo que ocurre después de que el flujo se vuelve supersénico

en la regién vecina a la salida. En este caso probamos con dos condiciones posibles para la
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Contornos de velocidad para p=cons Contornos de velocidad para 0=2.5
1
0.8
0.6
0.4
N 0.2
0 05 1 0 0 0.5 1 0
X X
Contornos de velocidad para 0=0.25 Contornos de velocidad para 0=25

Figura 6.16: Contornos de velocidad obtenidos para distintos tipos de salidas con
presion impuesta.

salida:
1. uw = a en la salida (salida sonica),
2. una salida supersonica no reflejante.

La condicién de salida sénica puede implementarse de dos maneras distintas:
1. usando un esquema de velocidad constante en el tiempo u = a,

2. estableciendo una condicién de niimero de Mach constante en el tiempo a través de
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Contornos de densidad Contornos de velocidad
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Figura 6.17: Contornos de densidad y velocidad constante para el esquema de fuerza
nula en el contorno.
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Figura 6.18: Evolucion de la energia total del sistema para el caso de extremo abierto

LY que debe cumplir la relacion:

(v = Du —2a)LB) + 2uL?

n = _
£ (v—=1u+2a

(6.29)

Ademsés, si el flujo en un tiempo futuro volviera a ser subsénico debido a fenémenos

que ocurran aguas arriba, el esquema de BCs de salida de presién constante preservaria
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el valor de la presién actual. Dicho valor es distinto del valor de la presién en la salida,
determinado por las condiciones iniciales. Para salvar este inconveniente es necesario res-
tablecer la presién en las celdas del contorno, de la misma manera que para el esquema de
condiciones extrapoladas. Cuando combinamos cualquiera de los dos esquemas de salidas
sonicas (u =cte o M =cte) junto con el esquema de presion constante para salidas subsoni-
cas produjo inestabilidades, como se muestra en la Figura [6.19] que llevaron a un colapso

de la simulacién, a menos que se penalizara severamente el paso de tiempo.

Contornos de M=cte para salida sénica Contornos de M=cte para salida sénica
de M=cte y subsdnica de p=cte de M=cte y subsénica de p=cte
0.32 / 0.32
0.3 0.3
0.28 0.28
0.26 0.26
0.24 0.24
0.8 0.85 0.8

Figura 6.19: Comparaciéon de esquemas de salida sonica con p =cte para ondas
subsonicas

Esto se debe a que cuando el flujo llega a condicién sénica en la salida la presién
aumenta. Pero cuando por la propia evolucién del sistema el flujo se vuelve subsénico
nuevamente, la presién se restablece a p = 0,1, lo que produce una disminucién repentina
en la velocidad del sonido, que a su vez incrementa el niimero de Mach local. Este proceso
se repite varias veces, siendo mas acentuado cuando se emplea la condicién de velocidad
constante.

Este tipo de inestabilidad no fue tan severa cuando empleamos el esquema de presién
impuesta en el campo lejano, pero el esquema se volvia inestable si no se reducia el paso
de tiempo cuando la salida se volvia sénica. Sin embargo, observamos que aguas arriba de
la salida el flujo se vuelve siempre supersénico, sin importar el esquema utilizado. Esto nos
lleva a pensar que la solucion fisicamente correcta es una salida supersénica inestacionaria,

sin reflexién de ondas.
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Por dltimo comparamos los resultados obtenidos con el esquema extrapolado. Lo im-
plementamos de manera que si la salida se vuelve supersénica, el esquema extrapola todas
las variables conservadas, y si el flujo es subsénico, establece la presién igual a p = 0,1 a
través de la energfa total y extrapola los valores de las otras variables conservadas.

La Figura [6.20| muestra los contornos de Mach constante obtenidos para la condicion

de pso. La condicién de velocidad constante a la salida produjo mayores valores de M.

Contornos de M=cte para salida sénica Contornos de M=cte para salida sénica
de v=cte y subsdnica de p« impuesta de M=cte y subsénica de pe impuesta
0.7
1.2
0.6 1
1
0.5 0.8
0.8
0.4 0.6
- 06 "~ '
0.3
0.1 0.2 0.2
0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 6.20: Comparacién de esquemas de salida sonica con p,, impuesta para ondas
subsonicas

La solucién para la salida supersonica inestacionaria se muestra en la Figura [6.21] para
la velocidad y la densidad, y en la Figura [6.23] para la presion y el namero de Mach. Los
mismos graficos se muestran para el esquema de condiciones extrapoladas en las Figuras
[6.22) y [6.24) respectivamente.

Ambos esquemas concuerdan en los resultados y en los patrones de ondas obtenidos.
Aparecen algunas diferencias, particularmente cuando interactiian el abanico de expansion
que viaja hacia la derecha reflejado desde la pared izquierda con el abanico de expansién
que viaja a la izquierda, producto de la interaccién de la onda de choque con la salida.
Ademas, el esquema basado en caracteristicas muestra curvas de contornos méas suaves
cerca de la salida. Por otro lado, el esquema extrapolado produjo pequenas oscilaciones en
la salida, sobre todo luego de que la onda de choque llegara a la salida y cuando el abanico
de expansiéon que viaja hacia la izquierda interacttia con la discontinuidad de contacto,
probablemente porque el flujo cambié de subsénico a supersénico a la salida, y la imposiciéon

directa de la presién produjo inestabilidades.
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Figura 6.21: Contornos de densidad y velocidad constante para condiciones superso-
nicas no reflejantes y subsonicas de p,, impuesta

Contornos de densidad Contornos de velocidad

Contornos de densidad Contornos de velocidad

0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 6.22: Contornos de densidad y velocidad constante para el esquema extrapo-
lado

0 0.5 1
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6.2. Casos Hidrostaticos

Para comprobar que el cédigo calcula de forma correcta los términos fuente del proble-

ma, astrofisico a estudiar, se empled una solucién hidrostatica aproximada propuesta por

(Aschwanden y Schrijver, [2002)) para arcos de diversos tamafios y condiciones iniciales. El

modelo emplea un sistema de coordenadas anélogo al de la Figura y tiene en cuenta:

= Efectos de gravedad variables a lo largo del arco
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1
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0
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Figura 6.23: Contornos de presion y nimero de Mach constante para condiciones
supersonicas no reflejantes y subsonicas de p,, impuesta

Contornos de presidn 5 Contornos de M=cte

Contornos de presién Contornos de M=cte

Figura 6.24: Contornos de presion y ntiimero de Mach constante para el esquema
extrapolado

» Conduccion térmica de acuerdo al modelo de Spitzer, dado por la Ec. (3.7))
» Disipacién por radiaciéon de acuerdo a la Ec. (3.1])

= Una ley de calentamiento de la forma

Ey = Epgexp (_(3_80)>
SH
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Para el caso general de un arco con una distribucién de temperatura, seccién y una fun-
cion de calentamiento arbitrarias no existe una soluciéon analitica. (Aschwanden y Schrijver,
2002) obtuvieron soluciones aproximadas basadas en correlaciones estadisticas de un gran

nimero de soluciones numéricas para distintos valores de los parametros.

Empleando la variable normalizada z:

L L—s
B L—SO

La distribucién aproximada de temperatura a lo largo del arco es:

T(5) = Thaa [1 = 2" para %t (6.30)
T(s) = Tynaz [1 — 2] [1 + 0,5 - logio <$> (1-2) 25} para £
La presion se obtiene mediante una expresién similar a la de la distribucion hidrostatica:

_h(s)=hg

p(s) = poe  *»®

La escala de altura para la presién se determina mediante:

As) = 2o L) (1 . h“) o (Ly i)

0106 Raun

donde Rgyn = 6,96 - 10% m es el radio solar y h es la altura, dada por:

Y la densidad se obtiene a través de la ecuacion de estado.

Los coeficientes a, b y ¢, se interpolan a través de otro grupo de coeficientes:

as

a(L,sg) = ap+a (SLTS)
bo

b(L, SH) = by+b1 (%)
co

a(L,sg) = cota (%)

donde Ly es la semilongitud medida desde las bases.
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Estas aproximaciones son vélidas para:

4-10°m < L <400-10°m; 4-10°m < sy < 400 - 10 m;
1-10 K < Tipaw < 10-10°K

Este modelo sencillo permite validar los términos fuente para arcos de diferentes longi-
tudes, con diferentes funciones de calentamiento y diferentes leyes de variacion de seccidn.
A continuacién se presentan los resultados para un arco de secciéon constante con semilongi-
tud L = 40 - 10°m. Para este caso ademés existen graficos de resultados de una simulaciéon
con un coédigo hidrostatico en el trabajo de (Aschwanden y Schrijver, 2002)), que también
se emplearon para comparar resultados. Los datos de dicha simulacién se levantaron co-
mo puntos discretos de las figuras del trabajo citado mediante un programa para tomar
informacién de graficos, y son representados con circulos.

Una vez obtenidas las soluciones hidrostaticas aproximadas para la presion y densidad,
se emplearon éstas como condicién inicial para el codigo de FVM desarrollado. Con dichas
condiciones iniciales y condiciones de contorno extrapoladas y caracteristicas analogas a
las empleadas en la Seccién corrimos 4000 pasos de tiempo con CFL = 0,9. En ese
periodo de tiempo las oscilaciones en la velocidad se amortiguaron y el sistema convergio
a una solucion hidrostatica idéntica a la obtenida por (Aschwanden y Schrijver, [2002) con
su codigo hidrostatico, y muy cercana a la solucién aproximada parametrizada.

Por otro lado,para la condicién inicial planteada el cédigo de volumenes finitos dio como
resultado velocidades casi nulas en todo el dominio (salvo pequerias oscilaciones cerca de
las bases, posiblemente debido a que la solucién hidrostatica propuesta es aproximada), y
conservo esta configuracién de presion, densidad y velocidad a lo largo del tiempo. En la
Figura se presentan los perfiles de densidad y temperatura obtenidos, comparados con
el caso hidrostatico simulado por los autores y las soluciones parametrizadas.

En la Figura[6.26|comparamos los términos de conduccién de calor y pérdidas de energia
por radiacién para las tres soluciones mencionadas. De esta forma, comparamos los términos
fuente calculados por el codigo FVM para dichas condiciones como los calculados para
obtener la solucién hidrostatica aproximada y los de la simulacién hidrostatica. En todos los
casos se obtuvo una muy buena correlacion. Para evaluar los flujos de calor por conduccién
empleamos tanto la formulacion de diferencias finitas, Ec. como la de volimenes
finitos, Ec. . Ambos esquemas funcionaron adecuadamente, existiendo diferencias del
orden del 1% entre los resultados obtenidos con el método de voliimenes finitos y los con

el esquema de diferencias finitas en la regién cercana a las bases.
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Figura 6.25: Comparacién de los perfiles de densidad y temperatura obtenidos con la
solucion hidrostéatica numérica de (Aschwanden y Schrijver, 2002)), la parametrizada
aproximada y mediante volimenes finitos

Por otro lado, evaluamos el efecto de considerar una limitaciéon por saturacion del flujo
de calor por conduccién, de acuerdo a la Ec. . Dicha condicién no fue tenida en cuenta
en la solucion obtenida por los autores. Sin embargo, se observa que la limitacion del flujo
de calor posee escasa influencia en la cantidad de calor transportada. Creemos que esto
se debe a que en las zonas de las bases (donde existe mayor gradiente de temperatura) la

densidad es mas elevada, lo que implica un valor del flujo de saturacién ¢s,¢ mayor.

Por otro lado, derivamos el flujo de calor por conduccién de la solucién aproximada
mediante derivadas analiticas y numéricas de la expresién otenida para temperatura, dada
por la Ec.. Se observa que la solucion aproximada para el flujo de calor (obtenida
como una derivada exacta o aproximada de la solucion parameétrica para T') es ligeramente
diferente de la solucion numeérica obtenida por Aschwanden. Creemos que esto se debe a que
la solucién aproximada es menos exacta en las regiones cercanas a las bases, y estas pequenas
diferencias inciden en el gradiente de 77/2. Sin embargo, el codigo de voltmenes finitos
desarrollado muestra muy buena coincidencia con los valores obtenidos por la solucién

numérica hidrostatica. Lo mismo ocurre con la funcién de pérdidas radiativas Ly.qq.
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Figura 6.26: Comparacién de términos de conduccion de calor y pérdidas radiativas
para las tres soluciones hidrostaticas

6.3. Casos Magnetohidrodinamicos

6.3.1. Tubo de choque de Sod

Como primera medida, corrimos el test de Sod con el algoritmo MHD para comparar los
resultados con el algoritmo que resuelve las ecuaciones de Euler, con el objetivo de verificar
si la formulacion de BCs en variables caracteristicas para MHD degenera correctamente al
caso gasdindmico para condiciones iniciales gasdindmicas.

En este caso el dominio computacional fue discretizado en 200 celdas y ambos contornos
con dos celdas fantasmas. Corrimos 2000 pasos de tiempo con CFL = 0,5.

Al igual que para el test de Sod analizado con el modelo gasdindmico, resolvimos el
problema con dos tipos de condiciones de contorno: ambos extremos con paredes cerradas,

y un extremo con un contorno abierto a una regién de presién constante.

Pared cerrada

Comparamos el problema del test de Sod con condiciones de contorno de pared cerrada
en ambos extremos implementadas con el modelo basado en caracteristicas. Para el modelo
MHD usamos condiciones de no reflexion para las ondas magnetosonicas lentas y de Alfvén.

La condicién de velocidad nula en la pared se impone a través de los operadores £ asociados
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a ondas magnetosonicas rapidas. En las Figuras[6.27)y se muestran los resultados para

los contornos de densidad y velocidad, respectivamente

Contornos de densidad Euler Contornos de densidad MHD

Figura 6.27: Comparacion de contornos de densidad para BC caracteristicas en un
tubo de Sod de pared cerrada

Contornos de velocidad Euler Contornos de velocidad MHD

Figura 6.28: Comparacion de contornos de velocidad para BC caracteristicas en un
tubo de Sod de pared cerrada

Observamos que ambos resultados concuerdan, y se observan los mismos patrones de
ondas en ambos casos. Tanto la onda de choque que viaja hacia la derecha como el aba-

nico de expansion son correctamente reflejadas en ambas paredes solidas. Estos resultados
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indican que el esquema de condiciones de contorno para MHD degenera correctamente al
sistema gasdinamico cuando B = 0, y que la normalizacién porpuesta en las Ecs. (3.146)|)
y (3.149)) funciona correctamente para el esquema de condiciones de contorno basado en

caracteristicas.

Extremo abierto

Por otro lado, repetimos la comparacién entre el modelo MHD y gasdindmico para
dos variantes de condiciones de contorno para extremos abiertos: con presiéon constante
implementada a través de % = 0 y de presion impuesta en el “far field”. Hacemos esto s6lo
a fines de comparacién, méas alla de una precisa descripcion de la fisica del problema, como
vimos en la seccién anterior. En las Figuras [6.29] y [6.30] mostramos la comparacion de los

contornos de densidad y velocidad obtenidos para el caso de % = 0.

Contornos de densidad Euler Contornos de densidad MHD

Figura 6.29: Comparacion de contornos de densidad para BCs basadas en caracte-

risticas con extremo abierto y % =

En las Figuras [6.31] y [6.32] mostramos la comparacién de los contornos de densidad y
velocidad obtenidos para el caso de ps impuesta.

Se observa que en todos los casos los resultados comparados entre ambos modelos
coinciden, y se observa que las ondas poseen las mismas velocidades de propagacion. La
diferencia entre el contorno con ps, impuesta y con % = 0 se debe al fenémeno que ocurre
cuando el flujo se vuelve supersonico a la salida, que produce una evolucion temporal del

valor de la presiéon, como se discutié en la seccién anterior.
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Contornos de velocidad Euler Contornos de velocidad MHD

Figura 6.30: Comparacion de contornos de velocidad para BC caracteristicas con
extremo abierto y % =0

Contornos de densidad Euler Contornos de densidad MHD

Figura 6.31: Comparacion de contornos de densidad para BCs basadas en caracte-
risticas con extremo abierto y p., impuesta

Estos resultados demuestran que el esquema de condiciones de contornos y el algoritomo
MHD resuelven correctamente casos gasdinamicos, y que es correcto establecer condiciones
sobre variables gasdinamicas a través de los operadores asociados a ondas magnetosénicas

rapidas.
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Contornos de velocidad Euler Contornos de velocidad MHD

Figura 6.32: Comparacion de contornos de velocidad para BCs basadas en caracte-
risticas con extremo abierto y p,, impuesta

6.3.2. Tubo de choque MHD de Brio y Wu

Solucién en el dominio

Para validar el correcto funcionamiento del solver de Roe para MHD implementado,
corrimos el caso del tubo de choque MHD de (Brio y Wul, |1988). Este tubo de choque se

basa en el test de Sod, con la diferencia de que se agrega una discontinuidad en una de las

componentes transversales del campo magnético B. Las condiciones iniciales para este caso

son:
[pv u, v, w, Byv BZa p]l = (17 07 07 07 17 07 1)

[pv u, v, w, Bya B., p]r = (%7 0, 0, 0, -1, 0, %)

En este caso empleamos un exponente isoentropico v = 1,4, y campo magnético normal
B, = 0,75 para un fluido modelo con R = 1, de acuerdo a lo propuesto por (Cargo y
1997)). La solucion consiste de tres ondas que viajan hacia la derecha y dos que

viajan hacia la izquierda. Hacia la derecha se propagan, de derecha a izquierda:
= Un abanico de expansién magnetosénico rapido, de muy baja intensidad
= Un choque magnetosénico lento
= Una discontinuidad de contacto gasdinamica

Hacia la izquierda se propagan
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= Un abanico de expansién magnetosénico rapido

= Una onda compuesta magnetosonica lenta, consistente de un choque adherido a una

expansion.

La discontinuidad en la componente B, del campo magnético produce la onda com-
puesta anteriormente mencionada. Esta es una estructura de onda propia del sistema MHD;
aparece en esta condicion porque el sistema MHD es no convezo. Cuando By se hace nu-
lo la onda magnetosonica lenta cambia de caracter, como lo explican (Brio y Wul |1988;
Goedbloed y Poedts| 2004)). Para una discusiéon mas profunda de las distintas estructuras
de ondas posibles en MHD puede consultarse la tesis de (Yalim, 2008) y sobre las posibles
soluciones del problema de Riemann en MHD en el trabajo de (Takahashi y Yamadal, 2013).

Como primera medida, verificamos que el esquema resuelva correctamente las ondas
que ocurren dentro del dominio. Corrimos un primer caso empleando 400 celdas de longitud
L =2 y nimero CFL = 0,5. En la Figura se muestran los resultados obtenidos para
distintos intervalos de tiempo. Los resultados se comparan con la solucién para ¢ = 80 con
800 celdas y CFL = 0,9 extraida del trabajo de (Cargo y Gallice, [1997).

Se observa que el codigo captura las cinco ondas del sistema, por lo que se compor-
ta adecuadamente para resolver casos inestacionarios. Ademas se observa que la difusion
introducida por el integrador implicito no es excesiva, no siendo necesario el uso de com-
presibilidad artificial.

Ademsés, como el solver de Riemann empleado se basa en promedios de Roe exactos,
cumple de forma exacta la condicion de Rankine-Hugoniot de conservacion a través de
discontinuidades. Esto hace que no aparezcan resultados espurios para la velocidad w y para
el campo magnético B, (que deben mantenerse iguales a cero durante toda la simulacion).

Esto no ocurre con solvers de Riemann aproximados que usan promedios aritméticos.

Condiciones de contorno

Una vez que verificamos que el algoritmo resuelve correctamente la solucién dentro del
dominio, analizamos lo que ocurre cuando las ondas interactian con distintos tipos de con-
torno. Para ello comparamos las soluciones obtenidas con el esquema de BCs basado en
caracteristicas con las obtenidas con condiciones de extrapolacién de orden cero. Nueva-
mente, comparamos los resultados para un contorno de pared cerrada y un contorno abierto
de presion constante. Para el caso del test de Brio y Wu la conservacién de la componente
normal del campo magnético B, y de la divergencia del mismo en el contorno se satisfacen

automaticamente, ya que B, =cte también en los contornos.
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Figura 6.33: Tubo de choque MHD

Pared cerrada Comparamos las condiciones extrapoladas, implementadas de la misma
manera que para el modelo gasdinamico (mediante la Ec. (6.27))), con las del esquema
caracteristico. Implementamos la condicién de velocidad nula en el contorno mediante las
Ecs. y . Para las demas ondas implementamos condiciones de no reflexién, de
manera similar a lo realizado con las condiciones extrapoladas.

La Figura muestra los perfiles de densidad obtenidos para distintos instantes:
t=02,t=04yt=0,6.

Se observa que para el instante t = 0,15 el abanico de expansén magnetosénico rapido
que viaja hacia la derecha llega a la pared, y es reflejado de manera correcta por ambos
esquemas. Se observa que para t = 0,2 existe una onda de expansion que viaja desde la
pared hacia el interior, a pesar de que su intensidad es muy pequena.

Sin embargo, en los instantes de tiempo siguientes aparecen diferencias entre los resul-

tados asociados a cada esquema. Encontramos que las mencionadas discrepancias ocurren



168 Capitulo 6. Resultados

e o
\\'.
\ e 93
04 o
\ I
03 N, 4
-‘.""'m......‘ Y
Ex t=0.2
02— Ex t=0.4 -
Ex t=0.6
Char t=0.2
Char t=0.4 .
0.1~ Char t=0.§ s eeesecssersy

Figura 6.34: Perfiles de densidad asociados a esquemas de BCs extrapolado y carac-
teristico en distintos instantes de tiempo

cuando ondas que transportan perturbaciones en la componente transversal del campo mag-
nético By interactian con las paredes. Esto puede observarse claramente en la Figura[6.35]
v ademds este comportamiento también se observa para la componente transversal de la

velocidad v.

Creemos que las diferencias mencionadas pueden explicarse en virtud de una restriccién
implicita que impone el esquema extrapolado de BCs. Como anteriormente discutimos, la
ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién y se encuentra acoplada sélo con la
componente en y de la ecuacién de la induccién, pero ambas estan desacopladas de sus
componentes anélogas en la direccién z. Estas ecuaciones pueden expresarse en variables
primitivas como:

v v By 9By __

0B 5 5 0B (6.31)
9By ou _ p ov 9By _
ot t Bygy — Bagy tuzgg =0

Para imponer una pared soélida es necesario que Upm+1 = —Um, pero todas las demas

variables se extrapolan, o sea vy+1 = Up, B = By, . Esto implica que todas las

Ym+1
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Figura 6.35: Perfiles de campo magnético transversal B, para esquemas de BCs
extrapolado y caracteristico en distintos instantes de tiempo

variables tienen derivada espacial nula, salvo la velocidad u. La derivada de la velocidad
respecto a x en la interfaz entre la tltima celda del dominio (celda m) y la primera del

contorno derecho (celda m + 1) puede estimarse como:

ou N 2um

T g 9lm .32
0xm Az (6-32)

Luego, teniendo en cuenta las Ecs. (6.31)), la evolucién temporal de By en la mencionada
interfaz queda determinada por:

0B, U,
— ~ —B,—— 6.33
ot Y Az ( )
Esto demuestra que la extrapolacion impone condiciones sobre By, que en general son
diferentes por la evolucién temporal obtenida en funcién de los operadores £, dada por la Ec.
(5.67€). Creemos que la restriccion dada por esta ultima relacion es mas consistente porque

estd basada en satisfacer las relaciones de conservacion en el contorno. La perturbacion en
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By es a su vez transmitida a v debido al acoplamiento anteriormente explicado. Ademas, el
valor inicial de By en el test de Brio y Wu contribuye significativamente a la energia total
pet del sistema. Por esta razén, una diferencia en B, produce una diferencia significativa en
la densidad y la presion. La Figura [6.-36] muestra los distintos patrones de ondas obtenidos

para ambos esquemas.

Extrapolated scheme Characteristic scheme
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Figura 6.36: Comparacion de contornos de B, constante para el test de Brio y Wu
con pared cerrada

Extremo abierto

En este caso consideramos que el plasma sale a una regién de estancamiento, donde la
presion p y la componente normal del campo manético B, son constantes en todas partes.
Este caso presento varias dificultades desde el punto de vista numeérico, tanto para el
esquema de BCs de extrapolacién conmo para el esquema caracteristico. Para la implemen-
tacion del esquema extrapolado debe hacerse una distincién a priori: si el flujo a la salida es
super magnetosénico rapido, o sea u > cy, entonces todas las variables conservadas deben
ser extrapoladas. Pero si el flujo es sub magnetosénico rapido debe imponerse al menos una
condicion. Elegimos imponer un valor en la presion p a través de la energia total pe;.
peimi1 = 27 + 5p(ud, oy + 0k Fwi ) + (B2, + B§m+1 +B2,.1)

v—1 (634)

siu<0f

{peth = perm siu>cy (6.35)
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Todas las demas variables se extrapolan.

Comp primera medida, probamos el esquema, que impone % = 0, dado por la Ec. .
Funcioné adecuadamente hasta que el choque magnetosonico lento alcanzé la salida. Cuando
ello ocurrié, a pesar de que la presién se mantuvo constante en el contorno, la evolucién
de otras variables del sistema llevé a que el flujo se vuelva saper magnetosénico rapido
en las celdas del contorno. Una vez que el flujo se volvié stiper magnetosénico rapido la
presién comenzo6 a incrementarse en el tiempo, hasta que el flujo se volvié una vez més
submagnetosénico rapido. Cuanbdo esto ocurre, el esquema % = 0 vuelve a imponer una
condicién sobre la conservacién del valor de la presién, pero conservando el nuevo valor.
Esto produce que eventualmente la simulacién colapse.

Es decir, ocurrié un fenémeno similar al de la salida supersénica para el problema gas-
dindmico, a pesar de que en este caso se trata de un choque magnetosénico lento. Este
resultado sugiere que quizas la condicién de no reflexion para la onda magnetosénica no
sea la mas apropiada. Sin embargo, no es sencillo determinar cudl es la soluciéon fisica-
mente correcta, ya que este caso es dificil de implementar experimentalmente. Ademés, no
queda claro sobre qué variable debe imponerse qué condicion, debido a la complejidad del
problema.

Para salvar esta dificultad empleamos también el esquema que impone presién en el
“campo lejano”, dado por la Ec. . Sin embargo, este esquema debi6 ser nuevamente
modificado para representar los mismos patrones de ondas antes de que el flujo se torne
magnetosonico rapido (antes de que el choque magnetosonico lento llegue a la salida).
Para ello fue necesario establecer un valor para o = 25000. En las Figuras y
mostramos contornos de densidad y velocidad constantes respectivamente, obtenidos con
los esquemas basados en caracteristicas que conservan % = 0 ¥ poo- Se observa que la
expansién magnetosénica rapida que viaja hacia la derecha casi no se percibe por su pequena
intensidad.

Por otro lado, comparamos el equema basado en caracteristicas para po, con el esquema
de BCs extrapoladas. En las Figuras y comparamos los contornos de densidad y
velocidad obtenidos.

El esquema extrapolado también produjo inestabilidades en el contorno derecho, y em-
pleando este esquema también obtuvimos flujo magnetosénico rapido una vez que el choque
magnetosoénico llegara a la salida. Sin embargo, la simulacién no colapso, gracias a que el
esquema, extrapolado impone de facto el valor inicial de la presiéon en el contorno, una vez
que el flujo vuelve a ser submagnetosénico lento.

Nuevamente, los patrones de ondas obtenidos con ambos esquemas de BCs difieren,
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dp/dt = 0 imposed

Far-field pressure imposed
p .

Figura 6.37: Comparacion de contornos de densidad del test de Brio-Wu con extremo
abierto para esquemas de BCs basados en caracteristicas

Op/ot = 0 imposed Far field pressure imposed

-0.4

Figura 6.38: Comparacion de contornos de velocidad del test de Brio-Wu con extremo
abierto para esquemas de BCs basados en caracteristicas

especialmente en la region afectada por la reflexion del choque magnetosénico lento. Sin
embargo, esta imposicién abrupta de la presién por parte del esquema extrapolado hace
que el algoritmo interprete que existe una discontinuidad en el contorno, lo cual creemos no
es fisicamente correcto. En cambio, el esquema basado en caracteristicas produce siempre
soluciones mas suaves y estables en el tiempo, con cambios que ocurren mas gradualmente.
Podemos observar estos fenomenos en la Figura[6.41] Ademas, el esquema basado en carac-

teristicas muestra mas reflexiones de ondas desde el contorno derecho, sobre todo después
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Extrapolated scheme Characteristic scheme
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Figura 6.39: Comparaciéon de contornos de densidad entre BCs extrapoladas y basa-
das en caracteristicas para el test de Brio-Wu con extremo abierto

Extrapolated scheme Characteristic scheme

0.5

Figura 6.40: Comparaciéon de contornos de velocidad entre BCs extrapoladas y ba-
sadas en caracteristicas para el test de Brio-Wu con extremo abierto

de la interaccién entre la discontinuidad de contacto con el contorno abierto.
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Extrapolated scheme Characteristic scheme

Figura 6.41: Comparaciéon de contornos de presion para esquemas de BCs extrapo-
ladas y basadas en caracteristicas para una salida de presion constante

6.4. Arcos magnéticos con perturbaciones

Finalmente, empleamos las herramientas desarrolladas en esta tesis para analizar arcos
magnéticos de la corona solar sometidos a perturbaciones de distintos tipos. Generalmente
la informacion que se posee sobre la dindmica de los arcos coronales se obtiene mediante
telescopios que miden en el espectro EUV SXR. Ellos permiten determinar indirectamente
la densidad a través de la mediciéon de emisién diferencial de radiacion en dichas bandas
de frecuencias (Handy et al., 1999; Ogawara et al., 1991)). De acuerdo a observaciones
existen ondas que se propagan dentro del arco, conocidas como abrillantamientos, que se
manifiestan como emisiones mas intensas. Dichos abrillantamientos fueron interpretados
originalmente como flujo de plasma “congelado” al campo magnético debidos a efectos
anisotropicos en el ingreso de energia desde la cromosfera (Nakariakov y Verwichte, 2005]).
Se asociaba a las observaciones a ondas magnetoacisticas con velocidad inferior a la de
Alfvén. Estas perturbaciones se propagan desde la base hacia arriba, con periodos de entre
5 v 20 minutos, con intensidades que van decayendo a medida que la onda se acerca al apice.
Las ondas que descienden desde el apice hacia abajo son de menor intensidad, debido a los
mecanismos de difusiéon. Sin embargo, de acuerdo a (Borgazzi y Costal [2005) también se
han observados eventos en espectro EUV donde los abrillantamientos se propagan desde
arriba hacia las bases, para luego rebotar hacia arriba con una intensidad atin mayor. Los

abrillantamientos estudiados en el trabajo anteriormente citado mostraron un aumento en
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las emisiones de un 60% para el telescopio MICA y un 100 % para el TRACE. Como la
intensidad de emisién diferencial es proporcional a la densidad de particulas al cuadrado,
podria esperarse que para cambios de densidad del orden de un 40 % a través de una onda,
ésta podria ser detectada como abrillantamiento.

En el trabajo de (Fernandez et al.l |2009), investigadores del grupo de trabajo propu-
sieron que los abrillantamientos pueden explicarse como ondas de choque que se propagan
debido a deposiciones repentinas de energia. Dichas deposiciones se modelaron como in-
crementos locales de presiéon. El modelo empleado consideraba al sistema como adiabéatico,
asumiendo que las pérdidas de energia por radiacién eran compensadas por el transporte
de calor por conduccién y el efecto del calentamiento, tanto local como globalmente. Sin
embargo, no pudo lograrse que el modelo reprodujera el rebote de las ondas desde la base,
una vez que incidian sobre los contornos.

En la presente tesis extendimos y enriquecimos el modelo anterior, tomando condi-
ciones iniciales més realistas basadas en soluciones hidrostaticas con términos fuente en
equilibrio adiabético. Tomamos como modelo inicial el arco hidrostatico de L = 40 - 103 km

y calentamiento uniforme de la Seccion [6.2] y lo sometimos a distintas perturbaciones:

= Incremento en la cantidad de calor introducido, manteniendo una distribucién homo-

génea.

= Incremento en la cantidad de calor introducido, concentrando la deposicién en las

bases o en el apice.
» Perturbaciones en la distribuciéon inicial de presién.

En todos los casos se partié6 de condiciones iniciales basadas en la solucién hidrosta-
tica, y se emplearon tanto el modelo gasdinamico como el modelo MHD. Para el modelo
MHD empleamos un valor del campo mangético longitudinal de B, = 20 G y componentes
transversales nulas. Dichas componentes del campo magnético son nulas ya que los arcos
coronales son estructuras fuertemente dominadas por el campo magnético, donde las lineas
de campo son tangentes al vector velocidad.

Sin embargo, en ausencia de componentes transversales en el campo magnético y con
valor de la velocidad de Alfvén ¢, mayor a la velocidad del sonido a el sistema MHD
degenera en un sistema similar al gasdinamico, como describen (Roe y Balsara), |1996) en la
Ec. . En este caso la onda magnetosénica lenta se transforma en una onda sénica,
y la onda magnetosonica rapida en una onda de Alfvén trivialmente nula. Por esta razon,

el sistema de ondas es idéntico al gasdindmico, siendo la dnica diferencia que el campo
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magnético longitudinal B, introduce un valor constante adicional en la energia total pe;
del sistema. Y desde el punto de vista numeérico, el paso de tiempo se vera reducido debido
a que se calcula con la velocidad caracteristica mayor |u| + [cf|, que en este caso estd
asociada a una onda trivial. En las Figuras y analizamos un tubo de choque con
condiciones iniciales adimensionalizadas similares a las del trabajo de (Fernandez et al.|

2009), para distintos valores de B, y para el caso gasdinamico.

p=1u=0 Vzx
p=0,1 0<z<04 N06<z<1 (6.36)
p=1 0,4<z<06

Los valores adimensionalizados que empleamos para el campo magnético longitudinal fueron
de B; = 0,1,2. La solucién consiste en dos ondas de choque que viajan hacia los extremos
del tubo, con dos ondas de expansién que viajan hacia el centro a medida que las ondas de

choque se van desplazando. En el medio la onda de contacto es trivial.

0.6

0.4r

0.2f

-0.61

00 2 4 6 8 10 _0'80 2 4 6 8 10

Eulert=0,26 © MHDB=0t=0,26 * MHDB=11=0,26 - MHD B=2t=0,26

Figura 6.42: Perfiles de densidad y velocidad normal para el tubo de choque (6.36))
con distintos valores de B,

Dichas figuras ponen en evidencia lo explicado anteriormente, esto justifica que muchos
autores, como (Miiller et al., 2003 empleen modelos gasdindmicos para llevar a cambo
simulaciones de arcos unidimensionales. Sin embargo, para modelar problemas en més de
una dimensién ya es necesario incluir los efectos de los campos magnéticos, para contemplar

efectos locales relacionados a la relaciéon entre la energfa y el campo magnético.
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Figura 6.43: Perfiles de presion y energia para el tubo de choque (6.36)) con distintos
valores de B,

6.4.1. Incremento de calentamiento uniforme

Como primera medida propusimos perturbar la solucion hidrostatica de (Aschwanden y
Schrijver], 2002)) para calentamiento uniforme incrementando el valor de la funcién Ex por
un factor arbitrario K.q. El factor K., toma valores de 2,5,10,15 y 20. En todos los casos
empleamos condiciones de contorno basadas en caracteristicas de entrada con velocidad nula
impuesta y de temperatura impuesta a través de la onda asociada a la entropia; las mismas
utilizadas en el modelo de conveccion-difusion compresible (Seccion [6.1.3). El dominio de
calculo se discretizd en 200 celdas, con un un valor de CFL = 0,5y FO = 0,2; la cantidad
de pasos de tiempo vari6 dependiendo del caso analizado, siendo el valor maximo para

Ko = 20 de 300.000 pasos, para lograr una simulacion de unos 3500 segundos.

Kca menor o igual a 5

Para valores de K., menores o iguales a cinco el sistema aumenta riapidamente su
temperatura y presion, produciéndose luego un incremento de velocidad que se propaga
desde las bases hacia el apice. Dicho incremento de velocidad produce ondas que a su
vez generan fluctuaciones en la presién y la densidad. Eventualmente dichas ondas son
amortiguadas, y el sistema llega a una solucién de equilibrio hidrostatica. En la Figura
[6.44] mostramos los perfiles de temperatura y densidad estacionarios para K. = 1,2,5.

Graficamos s6lo la mitad del arco, 0 < x < L debido a que las soluciones estacionarias son
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simétricas. En la Figura los perfiles de velocidad para distintos instantes de tiempo en
el dominio normalizado 0 < z/L < 2 para resaltar el caracter antisimétrico de los perfiles

de velocidad.
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Figura 6.44: Perfiles de temperatura y densidad estacionarios para arcos coronales
con K.y =1,2,5y sy =0

Se observa que para estos casos el modelo de conduccién térmica (limitado o no limitado)
no tiene mucha influencia en la solucién de equilibrio estacionario. Creemos que esto se debe
a que el gradiente de temperatura més grande se encuentra en la regién de las bases y la
cantidad de calor aportada por Epy no llega a ser suficiente para generar temperaturas
mucho mas elevadas, por lo que el valor de Qcong €n la mayor parte del dominio es mucho
menor que el valor de saturacién @Qsq:.

Las perturbaciones en la velocidad originalmente poseen forma de pico, pero luego
de recorrer varias veces el arco toman una forma similar a una sinusoide. Creemos que la
difusion juega un papel fundamental para hacer que las ondas mencionadas posean esa forma
més suave. Su amplitud se incrementa durante los primeros 200 segundos hasta alcanzar un
valor maximo, para luego amortiguarse. Resulta llamativo ademds que la velocidad crece
s6lo en el sentido desde la base hacia el apice, existiendo velocidades mucho menores en la
direccion descendente para K., = 2 y siendo las velocidades ascendentes mucho mayores
que las descendentes para K., = 5. Creemos que esto puede explicarse debido al efecto de
la conduccién térmica: en la direcciéon descendente el sistema transporta energia de forma
més eficiente por conducciéon térmica que por efectos convectivos. Esta idea es apoyada por

la Figura donde se observa que las velocidades descendentes para el flujo de calor
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no limitado son mayores que aquellas para el modelo con flujo limitado (¢ = 600 s). Este
resultado ademas estaria de acuerdo con lo que discuten (Nakariakov y Verwichte, 2005

en su trabajo sobre la menor intensidad de las ondas descendientes.
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Figura 6.45: Perfiles de velocidad para arcos coronales con K., = 2,5y sy =

Si bien el proceso de evolucién del sistema es complejo, pueden verse algunas caracte-
risticas del mismo si graficamos la evolucién temporal de la velocidad y la presion en algan
punto representativo. Para ello graficamos u en = L /2, donde se produjeron los méximos
de las velocidades, y la presiéon, densidad y temperatura en el centro del arco, esto es x = L.
Dichos resultados se muestran en la Figura [6.46] En esta figura también se evidencian los
fenémenos discutidos anteriormente: el rapido incremento de la temperatura, reflejado en la
pendiente de la curva de la presion, las oscilaciones asimétricas de la velocidad (méas mar-
cadas cuanto menor sea K, ) y su eventual amortiguamiento. Suponemos que el principal
efecto causante del amortiguamiento es la fuga de calor por las bases, que disipa la energia
de las ondas mecdanicas que se propagan hacia arriba cuando éstas retornan hacia las bases.

A pesar del efecto de amortiguamiento, existe una cuasi periodicidad en el fenémeno
ondulatorio observado, y los periodos de las ondas estan dentro del margen posible regis-
trado en distintas observaciones. El periodo de las ondas no es afectado por el modelo

de conduccion térmica elegido, quizas por las mismas razones por las que que la solucién
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estacionaria no es afectada. FEstimamos la velocidad de propagacién de las ondas como el
cociente entre L/2 y el tiempo en el que ocurre el valor maximo de velocidad para x = L/2
(al que asociamos con el paso de la onda). Al periodo 7 lo estimamos determinando el
tiempo en el que la velocidad en z = L/2 hace un ciclo completo, es decir, aumenta hasta

llegar a un maximo para luego disminuir hasta alcanzar un minimo, y volver a cero.

12

tumaz

Vonda = (6.37)

En la Tabla se muestran los periodos y velocidades de ondas obtenidas.
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Figura 6.46: Evolucion temporal de p(z = L) y u(z = L/2) para K. = 2,5 sg = o0

Sin embargo, notamos que los cambios en la densidad a través de la onda para K., = 5
son del orden del 5% y en la temperatura no se ven cambios apreciables, luego no creemos
que dichas ondas puedan asociarse a abrillantamientos. Otra particularidad que notamos
es que la temperatura se ve mucho menos afectada por el proceso inestacionario, no asi
la presion y la densidad. Esta dltima presenta un incremento constante con muy baja

pendiente. Suponemos que cuando se amortiguan las ondas y la temperatura se estabiliza
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el sistema es gobernado por un balance de los términos fuente, y el exceso de energia es
liberado al exterior por la radiacién, haciendo que la densidad crezca lentamente.

En la Figura mostramos los términos fuente asociados a la conduccién térmica y
a las pérdidas por radiacién. Se observa que las pérdidas radiativas no son practicamente
afectadas por el incremento de temperatura del sistema. Esto se debe a que la funciéon
A(T) (Ec. (3.2)) es constante hasta T &~ 2 - 10% K, y a partir de ese valor decrece con la
temperatura. Ademas, como la densidad no varia en gran medida, concluimos que cualquier
exceso de calor que posea el sistema debe equilibrarse mediante conduccién térmica o a

través de ondas mecanicas.
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Figura 6.47: Conduccién de calor y pérdidas por radiacion para sy = oo

K. mayor a 5

Cuando el pardmetro K., toma valores mayores a 5 las oscilaciones en el arco presen-
tan amplitudes mucho mayores, y las velocidades en la direccién descendente toman valores
més cercanos a las velocidades en la direcciéon ascendente. Se observa que los efectos convec-
tivos tienen mayor importancia, y le toma més tiempo al sistemanteriormente explicadaa
amortiguar las oscilaciones, aunque el sistema termina convergiendo finalmente a un estado
similar a una solucion hidrostatica. Creemos que el sistema no estd en un estado estaciona-
rio porque los graficos de convergencia siguen mostrando cambios cada ciertos intervalos de
tiempo. Sin embargo, es dificil aseverar si las pequenas velocidades de las Gltimas oscilacio-

nes son amortiguadas por la viscosidad numérica del esquema de volimenes finitos o por
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algin proceso fisico. En la Figura se muestran los perfiles de temperatura y densidad

para t = 1500 s de simulacién.
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Figura 6.48: Perfiles de temperatura y densidad estacionarios para arcos coronales
con K. =10,15,20y sy = o

Se observa que el modelo de conduccién térmica influye en el valor méximo de la tem-
peratura en el centro del arco. Esto se explica debido a que para el modelo de flujo de
calor limitado la cantidad de calor transportada hacia las bases es menor. Luego, el sistema
posee mas energia en la zona central del arco, que no puede ser evacuada hacia las bases.
Ademas, en esta region el equilibrio entre calentamiento y conduccién térmica se produce
a temperaturas mayores ya que al estar limitado el flujo de calor es necesario un valor de
la conductividad térmica k = f@SpT5/ 2 mas elevado.

En la Figura se muestran las evoluciones temporales de la presién, densidad y
temperatura para x = L y de la velocidad para = = L/2.

Como en los casos anteriores, también se observan comportamientos cuasi peridédicos
en las ondas observadas. Los periodos son mas cortos y las velocidades mayores debido a
la mayor energfa involucrada. Una diferencia notable es que, para valores elevados de Ky
a partir de la segunda oscilaciéon comienza a haber un desfasaje entre las ondas asociadas
a diferentes modelos de conduccion térmica. El modelo de flujo de calor limitado produce
periodos méas cortos pero amplitudes menores. Sin embargo, resulta llamativo que la distri-
bucion de densidad a la que converge el sistema no resultara significativamente afectada por

la cantidad de calor depositada. A pesar de ello, a través de las ondas ocurren variaciones
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de entre un 20 a 30 % en la densidad, por lo que podria llegar a analizarse si dichas ondas
podrian considerarse abrillantamientos.

En estos casos observamos que las velocidades maximas se incrementan cada vez menos
si Ko toma valores mayores a 10, obteniéndose perfodos cada vez més cercanos a un
hipotético valor asintético. Esto permite conjeturar que el sistema llega a un estado de

saturacion a partir de cierta cantidad de energia introducida. Como en el caso anterior, el

’ K. \ Periodo 7 \ Vonda ‘

2 24min4s | 96,9 km/s

5 17 min 36 s | 118,6 km/s
10 | 14min 38 s | 140,3 km/s
15 | 13min0s | 157,6 km/s
20 11 min 54 s | 169,5 km/s

Tabla 6.2: Periodos y velocidades de ondas estimadas para distintos valores de K.,
con Sy = o0

modelo de conduccion de calor no tiene mayor influencia en las velocidades del sistema.

Creemos que esto ocurre porque para estos casos la energia depositada es tan elevada que

la conveccién posee un rol dominante en la dindmica del sistema.

De la misma manera que para los valores de K., menores a 5, las pérdidas por radiacién

1500
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L,qq no se vieron influenciadas por la cantidad de calor depositada. Las curvas asociadas
al flujo de calor por conduccion fueron analogas a las del caso anterior, pero con un valor

mayor en la regién superior.

Influencia del modelo de condiciones de contorno

Por otro lado, comparamos los resultados obtenidos con los que obtuvimos con el esque-
ma de condiciones extrapoladas anilogas a las empleadas para el tubo de choque con pared
solida (Ec. ), para evaluar el funcionamiento del esquema caracteristico desarrollado
para esta tesis. Los resultados fueron llamativamente diferentes, tanto en la configuracién
de estado estacionario del sistema, como en las ondas que se formaron durante el transi-
torio. En la Figura [6.50] se muestran los perfiles de temperatura y densidad para el estado
estacionario final.

2510 . . . . . . 10" . . . . . . .

logp

o E 2 .
x[cm] x10° x[cm] x 10

EHD=2 ex EH0=5 ex EH0=1 0ex EHO=2 ch . EHD:S ch EHD=10 ch

Figura 6.50: Perfiles de temperatura y densidad estacionarios para arcos coronales
con sy = oo y diferentes modelos de BCs

Nuevamente, para lograr que el sistema converja a una solucién fue necesario establecer
la presiéon y densidad en los contornos, e imponer la condicién de velocidad nula en la
interfaz de las celdas del dominio con el contorno (mediante la Ec. (5.2)). Esto, como se

explicé anteriormente, va en contra de lo que exige la teoria para imponer condiciones
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de contorno. Sin embargo, si no se impone la densidad y presién, se obtienen soluciones
asimétricas, a nuestro juicio espurias. El esquema extrapolado, al imponer la condicion de
velocidad nula en las caras, produce una discontinuidad de velocidades en los contornos.
Esto induce también discontinuidades en la presién, densidad y temperatura, como si se
tratara de una salida supersonica. Este resultado no puede ser fisicamente correcto, ya
que en todos los casos el estado del sistema en la cromésfera implica condiciones de flujo
subsonico. Ademas, los valores de densidad y presion en el interior del dominio son menores
a los obtenidos por la solucién parameétrica, contrario a lo que se esperaria debido a que se
le esta introduciendo energia al sistema y a que la masa debe conservarse. En la Figura[6.51
se muestra una comparacion para ambos esquemas de la evolucion temporal de p(z = L) y
u(x = L/2).
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. . . . . Py . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200
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E =2 6ex E =5 ex E =10 ex E=2¢ch . E,=5ch E=10ch

Figura 6.51: Evolucion temporal de p(x = L) y u(x = L/2) para sy = oo y distintos
modelos de BCs

Con el esquema extrapolado el sistema converge hacia menores valores de densidad y
presion sin mostrar el comportamiento cuasi periédico obtenido con el modelo basado en
caracteristicas. Las perturbaciones de la velocidad para el modelo extrapolado viajan en la
direccién opuesta a la del otro modelo de BCs debido a que la discontinuidad de velocidades
en el contorno invierte el signo de la velocidad. En la Figura [6.52] se muestran los perfiles
de velocidades para distintos instantes de tiempo. Para valores reducidos del parametro de

calentamiento K., la componente de velocidad ascendente tomé valores mucho mayores
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Figura 6.52: Perfiles de velocidad para BCs extrapoladas (linea continua) y caracte-
risticas (puntos) con Ko, = 2,5,10,15y sy = o0

que la descendente. Para valores mayores de K, los perfiles de velocidad resultaron mas
simétricos. Mientras mayor sea dicho parametro, mas sinusoidal es la forma de la distribu-
cion. Incluso, con este modelo de condiciones se obtuvieron velocidades mayores, a pesar de
existir gradientes de presién menores. Creemos que esto puede explicarse porque el modelo
de BCs extrapoladas no conserva en este caso la cantidad de movimiento: al estar impuesta
la densidad en las celdas del contorno y al poseer ésta una velocidad igual y opuesta a
las celdas del dominio, existird un flujo neto de cantidad de movimiento de los contornos
hacia el interior del dominio. Este inconveniente no existe con el modelo de BCs basadas
en caracteristicas, que justamente satisface las leyes de conservacion. Por estas razones,
concluimos que el esquema basado en caracteristicas produce resultados fisicamente mas

consistentes que el esquema extrapolado.

6.4.2. Incremento de calentamiento concentrado en las bases

La siguiente hipdtesis que probamos fue considerar un arco de las mismas dimensiones,

con idénticas condiciones de contorno, y con una funciéon de calentamiento que deposita
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la misma cantidad de energia, pero concentrada en las bases. Empleando el modelo de
calentamiento dado por la Ec. (3.15)), e igualando a la cantidad de calor depositada por una

funcién de calentamiento uniforme Ep.

L
EnL = / Epoexp <—S> ds (6.38)
0 SH

Para el caso de sy = 0,1L se obtiene una soluciéon hidrostatica mediante la solucién
paramétrica explicada en la Seccion [6.2] Si se emplea dicha solucién como condicién inicial
para el esquema de volimenes finitos, éste converge rapidamente a un estado estacionario
con una temperatura maxima un 20 % mayor, pero con una distribucion espacial idéntica.
Suponemos que quizas la solucién parametrizada no funcione adecuadamente para estos
casos extremos. Para este modelo utilizamos el modelo de flujo de calor limitado, ya que
produjo periodos méas cortos en los casos anteriores (lo consideramos el caso méas desfavo-
rable). Ademas, de acuerdo a la literatura seria el caso fisicamente més realista (Petralia
et al, 2014).

Analizamos distribuciones de funcién de calentamiento para K., = 1,2,5,10,15,20 y
s = 0,1L. Nuevamente empleamos condiciones de contorno basadas en caracteristicas con
T v uw impuestas, CFL = 0,5, FO = 0,2 y la cantidad de pasos de tiempo suficientes para
lograr unos 2000 segundos de tiempo de simulacién.

En todos los casos el sistema llega a una condicién de pseudo equlibrio, donde la con-
duccion térmica balancea el exceso de energia de la funcién de calentamiento. Sin embargo,
el sistema evoluciona por “escalones”, pasando por distintos estados de pseudo equilibrio y
le toma bastante més tiempo alcanzarlo. En la Figura se muestran las distribuciones
de temperatura y densidad para t = 2000 s.

El efecto de concentrar el calentamiento en las bases lleva a distribuciones de tempera-
tura casi isotérmicas en la parte central del arco, con fuertes gradientes cerca de las bases.
Como es de esperarse, las temperaturas maximas son menores que las obtenidas para el
caso uniforme a igualdad de energia depositada. Las curvas de densidades para el final de
la simulacién son similares para todos los casos, presentando algunas ondas que atn se
propagan.

Nuevamente el sistema exhibe un comportamiento cuasi periédico, pero con velocidades
de propagacién de ondas mucho mayores y periodos atn méas cortos. Aparecieron pertur-
baciones en las velocidades que parten desde las bases hacia el 4pice del arco, pero para
este caso fueron de mayor amplitud y con forma de “diente de sierra”. A medida que el

pardmetro K., fue aumentando, increment6 el valor de las velocidades locales hasta llegar
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Figura 6.53: Perfiles de temperatura y densidad estacionarios para arcos coronales
con K.y =1,2,5,10,15,20y sy = 0,1L

a un valor de saturacion en la velocidad local del flujo para K., = 15. Sin embargo, la velo-
cidad de propagacion de las ondas sigue aumentando ligeramente, aunque presumiblemente
tendiendo a un valor asintético como en los casos anteriores. En los primeros instantes de
tiempo las ondas se propagaron con la misma velocidad, pero a medida que se produjeron
rebotes aparecieron defasajes en las velocidades de propagacién. Sin embargo, los valores
maximos de las velocidades y presiones fueron inferiores a los del caso con calentamiento
uniforme. Las distribuciones de velocidades obtenidas para distintos instantes de tiempo se

muestran en la Figura [6.54]

En la Figura [6.55] se muestra la evolucién temporal para la presion, densidad y tem-
peratura en x = L y la velocidad en x = L/2. Alli pueden observarse los desfasajes ante-
riormente mencionados y los cambios abruptos en la presién y velocidad asociados al paso
de una onda. Resulta llamativo que mientras mayor sea la cantidad de calor depositada,
més lenta se vuelve la propagacion de las ondas luego de los rebotes. Se observa que en
estos casos existen cambios significativos en la densidad (del orden de hasta un 100 %) y
en la temperatura a través de las ondas, por lo que es posible considerar estas ondas como
abrillantamientos. Aunque probablemente el hecho de que la condicién inicial no conicida
con la solucién hidrostatica a la que converge para K., = 1. Los perfodos y velocidades
obtenidas estan cerca del limite inferior de lo que normalmente se acepta en la literatura,
v pueden verse en la Tabla
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‘ K.y ‘ Periodo 7 ‘ Vonda ‘

2 18 min 20s | 189,2 km/s
5 | 14 min 24s | 256,2 km/s
10 | 12min 0s | 308,2 km/s
15 | 10 min 46s | 338,3 km/s
20 | 10min 0s | 359,6 km/s

Tabla 6.3: Periodos y velocidades de ondas estimadas para distintos valores de K.y
con sy = 0,1L

6.4.3. Pulso de presioén en el centro del arco

La siguiente hipo6tesis que probamos fue asumir que el arco sufre una deposicién brusca
de energia en la zona del apice. Dicho proceso fue modelado como un incremento discon-
tinuo en la presién para la solucién hidrostatica de equilibrio, mediante la Ec. . Las
condiciones iniciales para la densidad y la velocidad son las mismas que para el problema

hidrostatico
P = Phidrs 0<z<04AN06<zx<1 (6.39)
p = Kpphiar, 04 <z <0,6

En el caso que analizamos usamos K, = 10, el mismo valor empleado en el trabajo de
(Fernandez et al., 2009). Como en los casos anteriores, modelamos ambos contornos como
entradas con velocidad (nula) impuesta y temperatura impuesta. Corrimos 6 - 105 pasos de
tiempo con CFL = 0,5 y FO = 0,2. También comparamos los dos modelos presentados
para el flujo de calor por conduccién: el modelo clasico y el modelo limitado, obteniendo
resultados muy diferentes en el transitorio. En la Figura se muestran los perfiles de
presion para distintos instantes de tiempo.

Como en los casos anteriores, se obtuvieron soluciones simétricas para la presion, tem-
peratura y densidad para amobos modelos de conduccién térmica. Sin embargo, puede verse
claramente que la estructura de las ondas obtenidas son muy diferentes en ambos casos.
Para el caso del flujo de calor no limitado, la conduccciéon térmica rapidamente redistribu-
ye la energfa originalmente depositada en el centro a toda la region. Luego, la presion se
incrementa de forma suave y homogénea en todo el dominio (respetando el gradiente de
presion impuesto por la gravedad), hasta llegar a los contornos, donde el sistema elimina
energia hacia afuera del dominio.

En la Figura se muestran los perfiles de velocidad para los mismos instantes de

tiempo. Para el caso de flujo de calor no limitado, se propagan dos ondas de compresion
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Figura 6.56: Comparacion de distribuciones de presion para los diferentes modelos
de conduccién térmica en distintos instantes de tiempo

hacia los extremos, que no llegan a ser ondas de choque por los efectos de la difusion.
El paso de tiempo se encuentra en todos los casos més limitado por la difusién que por
la conveccién, lo que pone en evidencia que la primera es el mecanismo més eficiente de
transporte de energifa. Las ondas rebotan en los contornos conservando practicamente la
intensidad, aunque a medida que se acercan al centro aumenta su intensidad, probablemente
debido al gradiente favorable de presiéon asociado a la gravedad. Por otro lado, para el
modelo de flujo de calor limitado la estructura de ondas es completamente diferente: en
el instante inicial la conduccién térmica combinada con los efectos convectivos genera una
concavidad en la distribucién de presiones. Esto hace que se propaguen cuatro ondas de
compresién simétricas: dos que se propagan hacia los extremos, y dos que se propagan
hacia el centro. En la region central existen dos efectos que compiten: la difusion térmica
que disminuye la presion, y las dos ondas de compresion que viajan hacia adentro. Como
en los casos anteriores, la difusion térmica tuvo el rol mas importante. Sin embargo, dicha
limitacién reduce significativamente la transferencia de energia en la regiéon proxima a la

discontinuidad. Esto lleva a que la conveccién tenga un rol més importante, apareciendo
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Figura 6.57: comparacion de distribuciones de velocidad entre los diferentes modelos
de conduccién térmica en distintos instantes de tiempo

velocidades con valores del doble que para el caso del flujo no limitado.

Para descartar que los resultados asociados al flujo limitado sean espurios debido a un
problema del esquema numeérico analizamos el efecto de emplear una discretizacién espacial
de 400 celdas. Los resultados obtenidos para la presién y la velocidad se muestran en la
Figura [6.58]

Se observa que para ambas mallas los resultados son casi idénticos, sobre todo la velo-
cidad de propagaciéon del frente de onda. Luego, concluimos que si existe un problema con
el método numeérico no se debe a la discretizacién.

Como en los casos anteriores, eventualmente las ondas del sistema terminan siendo

amortiguadas y el sistema converge a una solucién similar a una hidrostatica. Con las tres
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Figura 6.58: Comparacion de las distribuciones de velocidad y presion en distintos

instantes de tiempo considerando dos discretizaciones diferentes

hipoétesis planteadas no se pudo obtener abrillantamientos como los obtenidos en el trabajo

de (Fernandez et al., 2009), por lo que podemos asumir que serd necesario analizar arcos

con diferentes longitudes u otro tipo de condiciones iniciales.






Capitulo 7

Conclusiones y trabajos futuros

7.1. Conclusiones

En la presente tesis nos propusimos desarrollar un modelo numérico unidimensional
para la simulaciéon numérica de la dindmica de los arcos de la corona solar, que a su vez
incluyera términos fuentes y de difusiéon térmica. Esto se debe a que, de acuerdo a la
bibliografia estudiada, es necesario incluir efectos de variacion de area, gravedad y modelos

simplificados de los fenémenos energéticos complejos que existen en el sistema considerado.

Para poder incluir dichos efectos y lograr que el algoritmo numérico fuera estable fue
necesaria la implementaciéon de un integrador temporal implicito. Elegimos el integrador
de (Yee et all [1985), junto con el flujo numérico de (Yee, 1989). Dichas herramientas
permitieron obtener un algoritmo numérico altamente robusto y confiable, que conserva la
propiedad TVD y preserva la positividad incluso en condiciones donde la presién y densidad

son bajas.

Implementamos algoritmos con dichos esquemas numeéricos para el modelo gasdindmico
y magnetohidrodindmico, empleando el primero como “banco de pruebas” de las herramien-
tas implementadas, para luego comparar los resultados con los del modelo MHD. Para el
modelo MHD fue necesario normalizar los vectores y valores propios del sistema, para evi-
tar indeterminaciones. Ademés, utilizamos un solver de Roe exacto para MHD que no se
habia empleado anteriormente en el grupo de trabajo. Dicho solver agregd robustez y pre-
cision al algoritmo. Por otro lado, todos los algoritmos fueron implementados en variables
adimensionales. Esto se hizo para evitar problemas numeéricos por diferencias de orden de

magnitud entre las diferentes ecuaciones que componen el sistema de leyes de conservacion,

195
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y para poder comparar el efecto de los términos fuente con el de los términos convectivos.

Probamos dichos esquemas con problemas muy exigentes desde el punto de vista nu-
meérico, como el arco de (Cargill y Priestl [1980]) (Seccion o el modelo de adveccion
difusion compresible (Seccién [6.1.3). Ambos casos poseen soluciones subsonicas con una
importancia relativa de los términos fuente muy severa, que exigen al integrador tempo-
ral. Sin embargo el algoritmo convergié a la soluciéon estacionaria, incluso con valores de
CFL mayores a uno y en condiciones proximas a las que no existe una solucién dnica
del problema, para el caso del arco de Cargill. Podemos asegurar entonces que el esquema
de discretizaciéon de los términos convectivos, difusivos y fuente resulté6 sumamente confia-
ble y suficientemente preciso para extenderse y utilizarse en otras aplicaciones de mayor
complejidad.

Otro desafio que encontramos en el desarrollo de la tesis fue obtener una forma consis-
tente y numéricamente eficiente de modelizar las condiciones de contorno. En las regiones
cercanas a las bases de los arcos coronales existen fuertes gradientes de densidad y tem-
peratura. Ademads, el arco intercambia energia y masa con la cromosfera; existen flujos de
entrada en general subsonicos y flujos de calor por conduccion. El esquema tradicionalmen-
te empleado en el grupo de trabajo de extrapolacién de orden cero para las condiciones de
contorno resulté inadecuado para modelar estos fenémenos. Para ello utilizamos un esque-
ma mas sofisticado, basado en caracteristicas, que a su vez es suficientemente flexible para
posibilitar imponer diversas restricciones fisicas a los contornos, tanto para entradas como
salidas de flujo. Evaluamos diferentes condiciones posibles para benchmarks conocidos o so-
luciones analiticas especialmente seleccionadas para validar los modelos fisicos necesarios.
En todos los casos el esquema basado en caracteristicas convergié con la cantidad de condi-
ciones necesarias establecida por la teoria, y se obtuvieron resultados muy satisfactorios en
las curvas de convergencia para problemas estacionarios. Dicho esquema también probé ser
exitoso en casos donde la conduccién de calor y otros términos fuente tienen valores com-
parables a los de los flujos convectivos, empleando condiciones sobre la onda caracteristica
que transporta el flujo de entropia. Esto permitié mantener la consistencia con la fisica en
todos los casos. Ademas, dicho esquema logré acoplarse de manera relativamente sencilla
al integrador temporal implicito a través de matrices jacobianas aproximadas.

Este esquema ademaés resultd ser mas flexible y fisicamente consistente para problemas
inestacionarios, permitiendo modelar fenémenos fisicos complejos en salidas de tubos de
choque a regiones de fluido sin perturbar. Probamos diferentes condiciones posibles, ha-
ciendo ajuste fino en algunas de ellas, lo que permitié adquirir experiencia en este tipo de

fenémenos transitorios.
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El esquema de condiciones de contorno basado en caracteristicas fue extendido al modelo
magnetohidrodindmico con todas sus variantes. En las pruebas que realizamos este esquema
demostro tener ventajas claras respecto de la consistencia con la fisica comparado con el
esquema, extrapolado. Sin embargo, quedaron ciertos interrogantes sobre qué condiciones
se pueden imponer sobre cuéles de las ondas que componen el sistema. A pesar de ello,
estamos confiados en que los fundamentos fisicos de nuestra eleccién son sélidos, y como
aun es un tema de discusién en la comunidad resta todavia mucho por hacerse.

Finalmente, basdndonos en soluciones hidrostaticas conocidas de la literatura para arcos
coronales hidrostaticos, demostramos que el algoritmo desarrollado trata correctamente los
términos fuente y es capaz de converger a dichas soluciones. Introduciendo perturbaciones
en las mismas (con diferentes distribuciones de las funciones de calentamiento o picos en
la temperatura) obtuvimos patrones de ondas cuyos periodos y velocidades estan dentro
del orden de los observados. Las soluciones obtenidas nos permitieron sacar conclusiones
importantes sobre la dinamica de la energia del sistema y el balance de los términos fuente.
El modelo de condiciones de contorno desarrollado obtuvo importantes ventajas comparado
al esquema tradicional extrapolado. Sin embargo, resta atin hacer un barrido de pardmetros
del problema para verificar si alguno de los casos obtenidos coincide con observaciones de
eventos de abrillantamientos reales.

A pesar de ello, el caso que modela una deposiciéon de energia como un incremento brus-
co en la temperatura no produjo los resultados esperados: los mismos fueron fuertemente
dependientes del modelo de conduccién de calor empleado. En ambos casos dicho fenémeno
tuvo gran influencia en la dindmica del sistema, siendo el medio mas efectivo de trans-
porte de energia. El modelo de flujo de calor limitado produjo resultados inesperados que
necesitan analizarse de manera méas profunda. Ademas, un barrido de parametros permiti-
ria identificar casos donde los términos fuente y difusivos tengan menor importancia. Por
ejemplo, el pardmetro de adimensionalizaciéon de los mismos es inversamente proporcional

a la longitud del arco, luego para longitudes mayores éstos tendrian menos importancia.

7.2. Contribuciones originales

Para obtener los resultados de esta tesis fue necesario desarrollar herramientas y estudiar
problemas que terminaron siendo aportes novedosos en si mismos.
Todo el esfuerzo invertido en la implementacién del modelo de condiciones de contorno,

su acoplamiento con el integrador temporal y el cilculo de sus matrices jacobianas asociadas
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de forma aproximada permiti6 estudiar las propiedades de convergencia de cada uno de los
esquemas descritos y qué esquemas fueron mas apropiados para distintos tipos de problema.
Las conclusiones de los diferentes casos gasdindmicos que probamos (tanto estacionarios
como inestacionarios) fueron vertidas en el trabajo (Cimino et al., 2015b)), atin en revision.
Dichas herramientas constituyen una base para continuar con una linea de investigaciéon en
modelos de condiciones de contorno robustos, sofisticados y computacionalmente sencillos,
con multiples aplicaciones a problemas de ingenieria y fisica.

De la misma manera, la extension del modelo de condiciones de contorno al sistema
MHD es una innovacién en s misma, puesto que no existen muchos trabajos en esta é4rea, y
es un tema muy vigente en la comunidad cientifica. El desarrollo del esquema y las pruebas
realizadas se materializaron en el trabajo (Cimino et al., 2015a)), en revision. Ademaés, dicho
modelo tiene muchas aplicaciones a problemas astrofisicos (como los arcos coronales, las
ondas Moreton y el viento solar) y de ingenieria (como la propulsion eléctrica), ya que
muchos de ellos presentan dificultades debidas a la modelizacién de las condiciones de
contorno.

Finalmente, los resultados obtenidos para los arcos coronales con perturbaciones cons-
tituyen una extensién y una mejora del modelo utilizado por el grupo de trabajo. A su
vez permitieron plantear como posible explicacion de los fendémenos observados efectos de
acoplamiento entre transferencia de calor, ondas del tipo convectivo y deposiciones de ener-
gfa. También resulta novedoso el efecto que tiene el modelo de conduccién térmica en las
familias de ondas obtenidas. Luego de terminar de hacer un anélisis de sensibilidad méas
pormenorizado pasaremos en limpio las conclusiones, que seran vertidas en una publicacién
que se encuentra en proceso de escritura, ya que los resutados que obtuvimos con valores
elevados elevados de K4 (especialmente para una funciéon de calentamiento concentrada

en las bases) resultan prometedores.

7.3. Trabajo futuro

Como se explicé anteriormente, es necesario realizar méas corridas para hacer un barrido
de parametros (L, sy, po, etc.) con el objetivo de determinar la sensibilidad del sistema
a cada uno de ellos, y poder encontrar correlaciones posibles entre las velocidades de las
ondas y los mismos. Ademas, resta determinar si alguno de los casos obtenidos se asemeja

a alguno de los abrillantamientos observados.

A pesar del éxito obtenido, el modelo unidimensional tiene algunas limitaciones, so-
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bre todo cuando se trata del sistema MHD. En este caso sblo existen ondas transversales
asociadas a las componentes transversales del campo magnético, que no pueden estar pre-
sentes en este tipo de modelo para los arcos coronales. Ademads, el hecho de que exista
campo magnético constante en la direccién longitudinal y se considere una sola direccién
de propagacion de ondas no permite obtener todas las ondas posibles del sistema (switch
on shocks, choques intermedios, etc.) y tampoco posibilita simular fenémenos como el de
reconexion. El paso légico siguiente seria extender el esquema a dos dimensiones. Para ello
serd necesario hacer alguna transformacioén sobre el solver de Roe empleado para extenderlo
al caso bidimensional.

Ademas, la extension del modelo a dos dimensiones implica necesariamente modelizar
de diferente manera las condiciones de contorno, de manera de generar un algoritmo que
sea capaz de detectar las direcciones de propagacién de las ondas en el contorno, para
imponer restricciones en las direcciones de las mismas. Esta extensién permitiria a su vez
calibrar y verificar el modelo con otras soluciones analiticas o experimentales, que a su
vez podrian resolver los interrogantes sobre qué condiciones pueden imponerse sobre cuéles
ondas caracteristicas.

Por otro lado, como en el grupo de trabajo también se emplea el programa FLASH para
la simulacién de flujos de plasma, podrian introducirse las herramientas aqui desarrolladas
en el mismo. De esta manera se aprovecharian ademads las ventajas de paralelizacién y
mallado adaptativo que posee FLASH, permitiendo correr casos més grandes y complejos,
incluso tridimensionales. Emplear el programa FLASH ademés posibilitaria utilizar modelos
de emisiones de radiacién maés sofisticados y hacer uso de un modelo multifluidos, mejorando
de esta manera la calidad de las simulaciones.

Otra posible linea de desarrollo seria la extensién al modelo MHD del cédigo paralelo
orientado a objetos para mallas no estructuradas desarrollado por el Dr. J. P. Saldia,
integrante del grupo de trabajo. Esto también posibilitaria analizar casos mas grandes

v emplear librerias especificas para radiacién en ambientes astrofisicos.






Apéndice A

Derivadas de los operadores L; para

el modelo de Euler

A continuacién se expresan las derivadas utilizadas para calcular la matriz jacobiana

. 8 - .
del operador RL en el contorno, de acuerdo a la Ec. (5.21)). Las derivadas i implican
derivacion respecto a la k—ésima componente del vector de variables conservativas evaluada

en la j—esima celda del dominio. Para el caso del modelo de Euler unidimensional, esto es:
Urj = pj; Uz = (pu)j; Usj = Ej

Esas derivadas son las asociadas a los operadores £; cuando las ondas son salientes. Si la
onda i-ésima, es entrante,el operador asociado sera cero en caso de condicién de no reflexién,
0 estara expresado en funcion de otros £9) para otro tipo de condicion. Luego, su derivada
serd tambien 0 (si se trata de una condicién de no reflexion) o una combinacion lineal de
las otras derivadas de los £) (para otro tipo de condicion).

Debe tenerse en cuenta que, al emplearse derivadas descentradas para evaluar los ope-
radores £) en el contorno, las expresiones de estas derivadas variaran segun se trate del

contorno derecho o el contorno izquierdo.

A.1. Extremo izquierdo

Para el caso del extremo izquierdo las derivadas espaciales se evaltian con una férmula

descentrada a la derecha
0A Aj1— A

dr Az
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va que las v

elocidades de ondas salientes irdn hacia la izquierda.

A.1.1. Operador £V
oL 1 [ aj  (y—1)yu;? u]}
= —— —————— — = [pjy1 — pj —a;p; (Ujr1 — u; Ala
U — Az | 2p; da;p; 0 [Pj+1 —pj — ajpj (ujp1 — uj)] ( )
U — @ v—1 yu;? a; v —1)u;?
(jij)[ <( 4(3. ’ >(Uj+1—uj)—2j(j+1+ua‘)—( 2) ’
J
oL I [(v—=1)yu; 1 }
Uy Az [ 2a;p; 0 [Pj+1 —pj — a;p; (wjt1 — uy)] ( )
(uj — aj) [(7 — Dyuy (w1 —wy) }
+ +(v=1Du;+a,
Az 2aj J J
LM (wy—ay) [ (v =1) v (w41 — uy)
= — — 1 Al
8U3j Az |: 2aj 7+ :| ( C)

(v =D lpj+1 —pj — ajpj (w1 — uy)]

2p;ja;Ax

oL (u; — ay) <(7 —Duin® g PJ’“J‘“) (A.2a)
OU1j4+1 Az Pi+1
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A.1.2. Operador £?

oL? _ u; <_ =Dy pin—p)u® (=D u?  apin
oty Az 2p; 2 "
u; (pj+1 —pj =} (P41 = pj))
A:ij
0L i o ),
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(A.3a)

(A.3b)

(A.3c)

(A.4a)

(A.4b)

(A.4c)
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A.1.3. Operador £®)

oL 1 [(y—1) Vujz a; uj
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3j5+1 x

A.2. Extremo Derecho

Para el caso del extremo derecho las derivadas espaciales se evaltian con una férmula

descentrada a la izquierda
04 _Aj—Aja
or Azx

va que las velocidades de ondas salientes irdn hacia la derecha.
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A.2.1. Operador £V

ord 1 —Dyu?  aj  uy
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A.2.2. Operador £L?
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A.3. Derivadas de los vectores propios de las ecua-
ciones Euler

Vector propio R
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