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Resumen

Hoy tenemos certeza de que los planetas se forman dentro de estructuras con
forma de disco, denominadas discos protoplanetarios. Estos discos estdn com-
puestos principalmente por gas y una pequefa fraccién de polvo. Cuando los
protoplanetas alcanzan un tamafo suficiente como para que su gravedad pertur-
be al medio gaseoso, como una reaccién inevitable a la fuerza ejercida comenzara
a sentir los efectos de la gravedad del disco. Es en esta etapa donde comienzan
las interacciones de tipo planeta-disco.

Sabemos que estas interacciones generan estructuras asimétricas en el gas las
cuales ejercen una fuerza neta y sostenida sobre el embrién en formacién, cuyo
efecto es generarle un torque, y por ende transferirle momento angular. El torque
causa dos efectos, por un lado el planeta amortigua rdpidamente cualquier ex-
centricidad o inclinacién que pudiese haber adquirido por medios externos. Por
otro, el planeta altera su distancia a la estrella de forma dramadtica, un proce-
so conocido como migracion planetaria. Segun resultados recientes, en general el
planeta es empujado o migra hacia la estrella central. Calculando las escalas de
tiempo tipicas para esta migracion, se observa que son mucho mds pequenas (al
menos un orden de magnitud) que la vida media de los discos de gas. Ademds,
no es facil reconciliar estas escalas temporales con los tiempos en los que se cree
que ocurre la formacién planetaria.

De acuerdo a los condicionamientos impuestos por las observaciones de sis-
temas planetarios alrededor de otras estrellas, hoy creemos que debe existir una
forma robusta de detener o retardar esta migracién. Asi, diversos mecanismos
han sido propuestos en la tltima década. Sin embargo, ninguno de ellos ha podi-
do convertirse en un mecanismo lo suficientemente general como para retardar
la migracién sobre un rango de distancias suficientemente grande.

Si bien hubo avances tedricos en el problema, los mayores progresos fueron
hechos mediante la exploracién numérica utilizando cédigos hidrodindmicos. En
general estas exploraciones son muy costosas computacionalmente, en parte de-
bido al amplio rango de parametros disponibles. La necesidad de c6digos numéri-
cos eficientes surge asi de forma natural, en particular aquellos que sean capaces

de explotar recursos de computaciéon de alto rendimiento, como ser clusters de
CPU’s o de GPU’s.
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Al momento de escribir esta tesis no existia ningtin cédigo numérico publico,
adaptado al problema de interacciones planeta-disco y que fuese capaz de explo-
tar las ultimas tecnologias de saper computo, como ser un cluster de GPU’s. Por
esta razén, y dada la necesidad de contar con un cédigo de estas caracteristicas,
un primer y gran objetivo de nuestro trabajo fue abordar el desarrollo de este
cédigo. El resultado fue un nuevo c6digo magnetohidrodindmico multiplatafor-
ma paralelo y versatil, al que denominamos FARGO3D, el cual fue liberado de
forma temprana a la comunidad (http://fargo.in2p3.fr/).

Posteriormente, en una segunda etapa, utilizamos este c6digo para abordar
diferentes problemas fisicos relacionados con las interacciones planeta disco, co-
mo ser, el cdlculo del torque en discos radiativos y en discos magnetizados, en
la busqueda de mecanismos que pudiesen disminuir la tasa de migracién experi-
mentada por planetas en formacién. Ademas, con la intensién de desarrollar una
nueva metodologia de trabajo para el estudio de estas interacciones en sistemas
dindmicos més complejos, abordamos el estudio de la optimizacién del tiempo
de computo en simulaciones de gran escala.


http://fargo.in2p3.fr/
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Abstract

Today we are sure that planets form inside disk-shaped structures, called pro-
toplanetary disks. These structures are mainly composed by gas and a small frac-
tion of dust. When a protoplanet reaches a large enough size to exert a significant
gravitational force onto the gas, it will feel the reaction of that force produced by
the disk, starting a process usually known as planet-disk interaction.

We know that these interactions generate asymmetric structures on gas which
exert a net and sustained force onto the forming embryo. This force ultimately
exert a net torque onto the protoplanet and hence transferring angular momen-
tum between these two components. The torque produces two main effects, first
any eccentricity and or inclination gained by the planet is quickly damped. Se-
condly, the planet dramatically changes its distance to the star, a process called
planetary migration. According recent results, in general the planet is pushed onto
the central star. By computing the typical time scales for migration, it can be pro-
ved that these time scales are shorter (at least by one order of magnitude) than
the mean life time for disks. Furthermore it is not easy to reconcile these time
scales with the typical ones for forming a planet.

According to observations of planetary systems around other stars, we belie-
ve that there must be a robust way to slow down this migration. Thus, in the last
decade, different mechanisms have been proposed to alleviate this problem. Ho-
wever, these mechanisms have not been good enough to slow down the migration
rate over large regions of the disk.

While there was theoretical progresses on this problem, the major ones we-
re done by numerical exploration using hydrodynamical codes. Generally, these
explorations are computationally very expensive but also many parameters are
involved in the problem. Thus, the needed of efficient numerical codes naturally
appears, and particularly the needed of those capable to exploit the newest high
performance computational resources, like CPU’s or GPU’s clusters.

When [ started to develop this thesis there was not any public numerical code
adapted to the planet-disk interactions problem and capable to exploit the latest
super computing technologies, like a GPU’s cluster. For this reason, our first and
big goal was to develop this code. The result was a new multiplatform, parallel
and versatile magnetohydrodynamic code, called FARGO3D. It was early relea-



VIII

sed to the community (http://fargo.in2p3.fr/).

We have successfully used this code to study different physical problems re-
lated with planet-disk interactions. In this work, aimed by the searching of diffe-
rent mechanism able to slow down or stopping planetary migration, we measure
the torque in radiative disks and in magnetized disks. Additionally, we develop
a new technique to dramatically optimize the computational cost of large-scale
hydrodynamical simulations, allowing to efficiently study long-term and large-
scale planetary migration in complex dynamical systems.


http://fargo.in2p3.fr/
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Organizacion del trabajo

Los capitulos 1 y 2 estan dedicados al contexto astrofisico del problema tra-
tado a lo largo de todo el trabajo. Se realiza una presentacién y descripciéon del
problema, en donde se explica la importancia de las interacciones planeta-disco
durante el proceso de formacién planetaria, para luego ahondar en su descrip-
cién, remarcando la necesidad de la utilizacién de cédigos numéricos para avan-
zar en su entendimiento.

Posteriormente, en el capitulo 3, presentamos todos los algoritmos y métodos
utilizados en la versién estandar del c6digo numérico desarrollado a lo largo de
esta tesis.

En el capitulo 4 mostramos resultados obtenidos de la resolucién de diver-
sos problemas sencillos con el cddigo numérico desarrollado. Estos ejemplos son
las pruebas o tests utilizados para demostrar que la implementacién de todos los
métodos descriptos en el capitulo 3 es correcta. Una vez demostrada la validez
de la implementacidn, los siguientes tres capitulos son aplicaciones y extensio-
nes del mismo a problemas astrofisicos concretos, todos relacionados con la pro-
blematica de las interacciones planeta-disco.

En el capitulo 5 se presenta el estudio de la migracién de planetas en creci-
miento sumergidos en discos de gas radiativos. En este capitulo calculamos el
impacto que tiene la emisién de calor por parte de un embrién planetario sobre
su tasa de migracion.

Posteriormente, en el capitulo 6, atacamos el problema de la migracién en dis-
cos tridimensionales magnetizados y turbulentos, presentando una técnica para
realizar mediciones suficientemente limpias de la dindmica en estos sistemas tan
cadticos. En base a un gran nimero de simulaciones numéricas calculamos el tor-
que efectivo al que estd sujeto el embrién en estas condiciones fisicas.

En el capitulo 7, motivados por la creciente necesidad de simular sistemas
dindmicos mas complejos para contrastar resultados con observaciones, aborda-
mos el desarrollo de una nueva técnica numérica para el estudio de las interac-
ciones planeta-disco.

Finalmente, en el capitulo 8 realizamos una discusién global de los logros ob-
tenidos a lo largo de este trabajo, y los interrogantes que atn subsisten. Haremos
un especial énfasis en los nuevos caminos de investigaciéon que se desprenden de
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forma natural a partir de nuestro trabajo.
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Los capitulos 3 y 4 se correponden con la publicacién - FARGO3D: A new
GPU-oriented MHD code. —

El capitulo 5 corresponde con la publicacién — Planet heating prevents in-
ward migration of planetary cores. —

Los resultados del capitulo 6 seran publicados en los préximos meses.

El capitulo 7 estéd en proceso de referato en la revista ApJ.

A todo esto, debe sumarse la existencia del proyecto FARGO3D, que contiene

los resultados de todo el esfuerzo realizado en el desarrollo del c6digo numéri-

co. Se recomienda visitar la pdgina http://fargo.in2p3.fr/ para obtener detalles
concretos sobre la forma en que se aplica el cédigo en los casos précticos. En
particular, redactamos un documento en extenso que contiene gran cantidad de
detalles importantes sobre la utilizacién y extensién del c6digo y es un buen ma-

terial complementario para la lectura de esta tesis:
http://fargo.in2p3.fr/manuals/FARGO3DUserGuide.pdf.
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Sistemas planetarios

1.1. Preliminares

Hace tan solo 20 afios se estaba descubriendo el primer planeta orbitando
alrededor de una estrella diferente al Sol.

Durante la mayor parte de la historia del hombre, habiamos sido capaces de
conocer acerca de la existencia de 5 cuerpos planetarios en nuestra boveda celes-
te, que ordenados por distancia al Sol, hoy los llamamos: Mercurio, Venus, Marte,
Jupiter y Saturno. De forma tardia, con instrumental mas avanzado, fuimos ca-
paces de descubrir la existencia de Urano y Neptuno. Todos estos cuerpos tienen
un conjunto de propiedades muy significativas, que vistas de forma aislada no
parecerian dar pistas sobre su proceso de formacién o la razén por la que se en-
cuentran en su posicién actual.

Sin embargo, las propiedades mas notables, como ser la direccién y el plano
de rotacion de estos cuerpos, llevé a grandes pensadores del siglo XVIII, como
Kant y Laplace, a desarrollar teorias sobre su formacién, como la famosa Hipotesis
Nebular sobre la formacién de los planetas del Sistema Solar. Asi, se comenzaron
a esbozar las ideas primigenias y fundamentales sobre nuestro entendimiento
moderno acerca del proceso de formacién planetaria.

Si bien nuestro Sistema Solar es un ejemplo de un sistema planetario en el
universo, explicar un posible origen para sus componentes, no necesariamente
tiene que ver con estar yendo en la direccién correcta. Esto quedé muy claro desde
el descubrimiento del primer exoplaneta alrededor de otra estrella, por Mayor
y Queloz (1995). En este trabajo, los autores reportaron el descubrimiento de
un planeta con una masa similar a la de Japiter, moviéndose alrededor de una
6rbita muy cercana a la estrella central, a una distancia de tan s6lo 8 millones de
kilémetros, lo cual es una 6rbita mas pequena que la de Mercurio.

Este cuerpo era el primero de una larga serie de otros similares que fueron
descubiertos con posterioridad. Esta serie de descubrimientos forzé a una revi-
sién y reconsideraciéon de los mecanismos de formaciéon planetaria propuestos
hasta entonces. En particular, se revalorizé la idea de migracion planetaria por in-
teracciones con el disco de gas primordial (Lin ef al., 1996), cuyo estudio es el eje
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Figura 1.1: Aspecto cualitativo de nuestro Sistema Solar que muestra la gran diversidad de ta-

manos presente. Imagen modificada. Original: IAU/Martin Kornmesser.

central de este trabajo.

1.2. El Sistema Solar

Una de las preguntas mdas importantes, aunque quizds carezca de sentido
préctico, es ;Qué es el Sistema Solar? Cualitativamente se puede decir que es
un conjunto de cuerpos (planetas) que se mueven alrededor de un cuerpo ex-
tremadamente masivo (Sol), a distancias relativamente cercanas. Este conjunto o
sistema, se representa de forma cualitativa en la Fig. 1.1, donde se muestra con
claridad la forma, la textura y la proporcién de tamano de los cuerpos que con-
forman dicho conjunto. Notese que este sistema es el iinico sistema planetario del
cual tenemos un alto nivel de detalle.

Ahora bien, desde un punto de vista mas académico, el Sistema Solar es uno de
los laboratorios por excelencia para poner a prueba las implicaciones de los mo-
delos de formacién planetaria desarrollados. Esto se debe, principalmente, a que
podemos observarlo de forma muy detallada, ya sea a través de telescopios o son-
das robotizadas, y a que disponemos de datos geoldgicos y quimicos de muchas
de sus componentes. Ademads, disponemos de informacién recolectada durante
un gran periodo de tiempo, por lo que conocemos muy bien su dindmica.

Nuestro Sistema Solar presenta una diversidad asombrosa. Por ejemplo, desde
un punto de vista de sus componentes, presenta cuerpos en un espectro de esca-
las impresionante, desde planetas gigantes gaseosos, como son Jupiter, Saturno,
Urano y Neptuno, pasando por planetas rocosos, como Mercurio, Venus, Tierra y
Marte, hasta planetas enanos, como ser Ceres y Plutén. Ademads, existen cuerpos
menores, como asteroides y cometas, localizados en estructuras muy interesantes,
como ser el cinturén de asteroides, de Kuiper y la nube de Oort.


http://www.iau.org/public/images/detail/iau0603b/
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También, dentro de nuestro Sistema Solar existen Sistemas Solares en miniatu-
ra, como son el caso de los sistemas de lunas presentes alrededor de los planetas
gigantes, que son laboratorios excelentes para poner a prueba modelos de estruc-
tura de interiores planetarios y dindmica orbital. Incluso, existe la posibilidad
de estudiar la dindmica de los sistemas de anillos de Saturno, la cual nos ensena
propiedades muy interesantes de las interacciones entre un sistema continuo de
particulas (a modo de particulas de prueba) y un perturbador masivo, como son
las Lunas de este planeta.

Estudios detallados de algunas caracteristicas del Sistema Solar, como ser la
distribucién de masa de los planetas, y en particular la baja masa de alguna de
sus componentes, la cantidad de asteroides en el cinturén principal, algunos ras-
gos presentes en la Luna, entre otros, conducen a la idea de que en realidad los
planetas de nuestro Sistema Solar no se formaron dénde realmente los vemos hoy.
Es comun aceptar que los planetas experimentaron migraciones. Estas migracio-
nes podrian deberse a dos mecanismos diferentes. Por un lado esta la conocida
migracién por dispersiéon de planetesimales, la cual consiste en la inyeccién o
expulsion de masa sélida del sistema por parte de alguna de sus componentes
y puede ocurrir en etapas tardias de la formacién, al menos en el marco del co-
nocido modelo de Niza (Levison et al., 2011). Por otro lado, estd la migracién por
interaccién con la nebulosa primordial, la cual ocurre en el proceso mismo de la
formacién de los primeros ntcleos planetarios.

Si bien el Sistema Solar sirve como ultimo laboratorio para aplicar las teorias
de formacién planetaria y tratar de discernir entre ellas a partir de observables de
alta calidad, sabemos que la variedad de condiciones astrofisicas de un sistema
a otro, en las etapas primordiales, es demasiado grande. Por lo tanto, contar con
tan s6lo un ejemplo de sistema planetario probablemente no sea la mejor opcién
para desarrollar un modelo satisfactorio y realista del proceso de formacién.

Desarrollar un modelo que explique ciertas caracteristicas de un sistema de-
masiado particular, como lo es nuestro propio Sistema Solar, no necesariamente
significa que estemos yendo en la direccién correcta. Por el contrario, entender
y explicar cudles son los mecanismos fundamentales en el modelado de muchas
de las propiedades observacionales de los exoplanetas conocidos hasta ahora, y
luego aplicar estos resultados a un sistema mucho més particular, como nues-
tro propio Sistema Solar, probablemente conduzca a modelos mas cercanos a la
realidad.

El estudio de la formacién misma del Sistema Solar, y en particular, la forma-
cién de un sistema planetario genérico, requiere de una gran cantidad de datos
observacionales. En este sentido, los ultimos 20 anos han sido una verdadera re-
volucién en el campo del descubrimiento de planetas girando alrededor de otras
estrellas. Por medio de la utilizacion de los datos recolectados, que cada dia mejo-
ran en calidad (y también en cantidad), seremos capaces en un futuro préximo de
comenzar a develar los mecanismos fundamentales de la formacién de sistemas
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Figura 1.2: Histograma que muestra la cantidad de planetas descubiertos con el correr de los
anos. La frecuencia de descubrimientos se incrementa con el correr del tiempo, y en particular,
entre el afio 2013 y 2014, un gran numero de ellos han sido descubiertos por el satélite Kepler,
mediante la técnica fotométrica de transito. Datos del Open Exoplanet Catalogue (Diciembre de
2015).

planetarios genéricos, y en particular, de nuestro propio Sistema Solar.

1.3. Exoplanetas, nuevos Sistemas Solares

En los dltimos 20 afos, la cantidad de planetas descubiertos se ha incremen-
tado considerablemente. Ademds, también lo hizo el ritmo al cual se agregan a
la lista de descubiertos. En la Fig. 1.2 se observa un histograma que muestra el
numero de planetas descubiertos en funcién del tiempo. La suma de todos los ele-
mentos del histograma arroja el asombroso nimero de 2061 planetas orbitando
alrededor de otras estrellas, descubiertos en tan s6lo dos décadas.

A pesar de conocer una gran cantidad de planetas, los parametros fisicos que
podemos obtener de la mayoria de ellos no dista mucho del conocimiento que
teniamos de los planetas de nuestro propio Sistema Solar en el siglo XIX. De
hecho, lo que conocemos con mayor precisién para la mayoria son sus periodos
orbitales. Asi, en principio, podriamos estudiar de forma precisa la dinamica or-
bital de estos sistemas, pero lamentablemente, sus masas también se encuentran
pobremente determinadas.

No obstante, la gran cantidad de informacidon que tenemos de ellos nos brinda
por primera vez en la historia la posibilidad de ver que los sistemas planetarios
no son una rareza del universo. Ademads, comenzamos a comprender que en gene-
ral son bastante diferentes al nuestro y nos permite comenzar a entender cuéles
mecanismos podrian permitir su formacién y, mas importante quizas, cuales me-
canismos no son compatibles con las observaciones. Una discusion al respecto se
hace en la seccién 1.4.


https://github.com/openexoplanetcatalogue/open_exoplanet_catalogue/
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Figura 1.3: Imagen en la banda Ks tomada por VLT del sistema GQ Lupi. La separacién entre las
componentes A y b es ~ 100 UA, y su separacién angular es 0.73 segundos de arco (Neudhuser et
al., 2005). Imagen de ESO.

Por completitud, para comprender de dénde provienen los datos que se uti-
lizan cuando se habla de un determinado pardmetro de un exoplaneta, haremos
un breve resumen de los métodos comunmente utilizados para su deteccion.

1.3.1. Imagen directa

El método de imagen directa estd basado en la técnica que sirvié para detectar
todos los planetas que componen nuestro Sistema Solar, es decir, la observacién
directa. Sin embargo, lo que pareceria ser tan simple, en la préctica es una de las
técnicas mas dificiles de implementar en sistemas exoplanetarios.

Esto se debe a dos motivos: por un lado, la gran distancia a la que se encuen-
tran las estrellas de nosotros produce que la separacién angular entre la estrella
central y el exoplaneta sea extremadamente pequefia. Por ejemplo, en la Fig. 1.3
se observa la imagen directa del sistema planetario GQ Lupi, donde la separaciéon
angular entre sus componentes es de tan solo 0.73 segundos de arco, atiin estando
separadas por 100 UA entre ellas.

Por otro lado, la gran diferencia entre el brillo de la estrella central y la luz
reflejada por el exoplaneta hacen necesario un gran contraste dindmico en la ima-
gen, o la utilizacién de técnicas que permitan enmascarar el brillo estelar.

En la Fig. 1.4 mostramos todos los exoplanetas descubiertos con esta técnica.
Vemos que el namero es bastante pequeno. Por otro lado, la mayoria de los cuer-
pos detectados son masivos y localizados a una distancia muy grande respecto de
la estrella central.

A partir de esta técnica es posible obtener elementos orbitales precisos, si la
distancia a la estrella central es conocida y se tienen imédgenes en épocas significa-


http://www.eso.org/public/images/eso0511a/
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Figura 1.4: Exoplanetas detectados por el método de imagen directa. En rojo se muestra la posi-
cién del exoplaneta GQ Lupi b, el cual se muestra a modo de ejemplo en la figura. 1.3. Datos de
exoplanets.eu.

tivamente separadas. Ya que los planetas se localizan en regiones tan exteriores,
los tiempos dindmicos son muy largos. Asi, en la préctica, ni los periodos ni las
masas se pueden determinar de forma precisa, lo cual es importante y deseable
en sistemas de planetas multiples.

Por ultimo, este método es prometedor en la detecciéon de los planetas que
puedan ser formados por el mecanismo de inestabilidad gravitacional (ver sec-
cién 1.5.2), los cuales deberian localizarse lejos de la estrella central y ser muy
masivos.

1.3.2. Meétodo de velocidad radial

El método por excelencia para la deteccién de exoplanetas, hasta la llegada
del satélite Kepler, fue el método de velocidad radial.

Este método no necesita de una visién directa del exoplaneta, sino que esta
basado en la medicién del desplazamiento de las lineas espectrales estelares a
causa del movimiento radial de la estrella inducido por el/los cuerpos planetarios
que la orbitan. Asi, los exoplanetas son detectados de forma indirecta. El efecto
fisico involucrado detras es el efecto Doppler.

Este método es muy eficiente cuando es aplicado a estrellas de baja masa, en
donde las perturbaciones radiales de los planetas generan una mayor acelera-
cién en la estrella. Naturalmente, movimientos radiales mas grandes serdn més
simples de ser detectados. Por otro lado, ya que estas estrellas suelen ser rota-
doras lentas (Lovis y Fischer, 2010), la medicién mejora sustancialmente. Esto es
asi porque una alta rotacién da como resultado un ensanchamiento de las lineas
espectrales (Shajn y Struve, 1929), y conduce a una degradacién de la medicién.

La forma general de la semi amplitud para la velocidad radial observada en el


http://exoplanets.eu
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Figura 1.5: Ejemplo de curva de velocidad radial del sistema HD108874, un sistema de dos exo-
planetas resonantes. Los puntos corresponden con mediciones, mientras que la curva negra es el
ajuste orbital que minimiza los residuos. Imagen adaptada de Hollis et al. (2012).

problema de dos cuerpos general, puede ser calculada de forma analitica (Marcy
y Butler, 1998), y viene dada por:

1/3 .
KZ(ZT;Q) (mpsmz 1 (1.1)

2/3 7
1-e¢?
M, +m,)

donde G es la constante de gravitacién universal, m, es la masa del planeta, M,
es la masa de la estrella central, e es la excentricidad de su 6rbita y P el periodo
orbital, que puede ser escrito en términos de la masa a partir de la tercer ley
de Kepler. i es la inclinaciéon de la érbita respecto del plano del cielo. Asi, la
variacion de velocidad radial serd Av, = Kg(t), con g(t) una funcién oscilatoria.
En la practica la forma de la curva es bastante mas complicada, y deben realizarse
complejas técnicas de ajuste para la obtencion de los parametros orbitales (ver
Giuppone, 2011).

Hay que notar que esta técnica sélo permite estimar una cota inferior para la
masa del planeta (1, sini). Sin embargo, esta indeterminacion desaparece cuando
la inclinacién puede determinarse a través de un método alternativo, por ejem-
plo, el método de transito.

Notese que la amplitud K es proporcional a la masa del planeta, e inversa-
mente proporcional a la raiz cubica del periodo. Por este motivo, el método de
velocidad radial tendréd un sesgo para masas grandes y periodos pequefos, limi-
tes que incrementan la relacién sefial-ruido de la medicién de esta cantidad.

Enla Fig.1.5 vemos un ejemplo de esta técnica aplicada al sistema HD108874,
el cual corresponde a un sistema de dos planetas alrededor de la estrella central.
Los puntos rojos, con sus bandas de error, corresponden con mediciones del co-
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Figura 1.6: Transito planetario por delante de una estrella. Cuando el planeta se interpone entre la
linea que une al observador con la estrella, se produce una disminucién en la luz detectada, cuya
duracién, forma y profundidad estan relacionadas con los parametros geométricos del planeta.

rrimiento de las lineas espectrales de la estrella, mientras que la curva continua
negra corresponde al ajuste de la funcién Kg(t), que en este caso, por tratarse de
un sistema de dos planetas, tendrd una forma no trivial.

1.3.3. Método de Transito

El método de transito, o transito fotométrico es aquel en el cual la deteccién
del planeta se hace de forma indirecta, a través del monitoreo del brillo de la
estrella. Con la aparicién del satélite Kepler, este método ha sido el mas fructifero
detectando planetas alrededor de otras estrellas.

Si el angulo respecto de la visual es el adecuado (tani < a/R,, con i la incli-
nacién de la orbita respecto del plano del cielo, a el semieje del planeta y R, el
radio estelar), el planeta eclipsara a la estrella cuando pase delante de ésta, y serd
ocultado en la otra mitad de su drbita.

Este comportamiento produce curvas de luz muy caracteristicas, como la re-
presentada en la Fig. 1.6. En esta figura vemos la imagen de la estrella y un plane-
ta que pasa delante de ella. Cuando el planeta no pasa por delante de la estrella,
la curva de luz permanece constante. Un decaimiento de dicha curva se observa
cuando el planeta se interpone entre la estrella y el observador. En la practica, el
poder resolvente de los telescopios no permite observar el disco estelar como se
lo muestra en la Fig. 1.6, por lo que sdlo se puede inferir la existencia del planeta
por medio de mediciones fotométricas precisas de la variacion del brillo estelar.

Ademds del periodo del planeta, esta técnica permite inferir radios planeta-
rios e inclinacién del plano orbital, lo cual junto a la técnica de la velocidad radial,
permite precisar un valor efectivo para la masa, y como consecuencia, permite de-
terminar la densidad del planeta. Asi, con la combinacién de ambos métodos, es
posible diferenciar entre planetas rocosos y gaseosos.

A primer orden (estrella de brillo uniforme y planeta no radiante), la variacién
maxima del flujo estelar estd asociada con la superficie del planeta proyectada
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sobre la superficie de la estrella. Por lo tanto la variacion de flujo es:

2
APmax — &
F R, |’

Asi, con conocer el radio estelar, se puede determinar el radio planetario.

Un aspecto interesante del método es que, si se mide el transito en diversos
filtros, se pueden obtener datos sobre la composicion de la atmédsfera de los exo-
planetas Charbonneau et al. (2002).

Naturalmente, el método esta limitado por la precisiéon fotométrica que se
pueda alcanzar. Planetas gigantes pueden ser detectados desde tierra y, reciente-
mente, planetas similares a la Tierra han sido descubiertos por medio de obser-
vaciones realizadas desde el espacio, por el satélite Kepler.

La técnica de transito sumada a la determinacién precisa de los momentos
de transito, a partir de ajustes orbitales previos y mediante observaciones pos-
teriores, permite determinar variaciones en el tiempo de transito esperado. Es-
ta técnica es conocida en inglés como Transit timing variations (TTV) (Miralda-
Escudé, 2002), y es una técnica ampliamente utilizada para la deteccién de siste-
mas multiples.

1.3.4. Meétodo de microlente

El método de microlente se basa en la utilizacién de una estrella de fondo
como fuente de luz de referencia, y la amplificacién de ésta por una estrella in-
termedia, la cual acttia como lente gravitacional.

Si la estrella que transita posee un planeta, éste contribuird al efecto de lente,
pudiendo ser detectado midiendo alteraciones en la curva de luz observada. Para
que esto ocurra, debe producirse un alineamiento casi exacto entre el observador
y ambas estrellas.

Este efecto tiene dos propiedades importantes: por un lado, es un efecto simétri-
co con respecto al maximo de la curva de luz. Por otro, es perfectamente acromati-
co, ya que se debe a efectos gravitatorios. Asi, ambas propiedades permiten dis-
cernir entre observaciones de lentes y otro tipo de variaciones.

Una caracteristica de este fendmeno es que es irrepetible, en el sentido de que
el transito jamas volverd a ocurrir. Estadisticamente, es mas probable observar
una microlente hacia el centro galdctico, donde la cantidad de estrellas de fondo
es muy grande.

En la Fig. 1.7 se muestra una curva caracteristica de esta clase de fendmenos,
en donde la existencia de un planeta genera una alteraciéon notable en la curva de
luz esperada.
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Figura 1.7: Curva de luz de una microlente. La linea a trazos roja corresponde a la curva de luz
observada cuando una estrella pasa por delante de otra, asumiendo una fuente de luz puntual.
Cuando un planeta estd presente, la sefial observada presenta un amplificacién de muy corta

duracién. Imagen adaptada de Fischer et al. (2014).

1.3.5. Cambios en la rotaciéon de un pulsar (timing)

El método que sirvi6é para la deteccién del primer planeta alrededor de un
objeto masivo (el palsar PSR 1257+12, Wolszczan, 1994) es el método de timing,
que consiste en la medicién del cambio en la frecuencia de rotacién de un pulsar

Un pulsar es un objeto residual, producto de la explosién de una estrella,
muy compacto y un rotado rdpido. Si el objeto posee un campo magnético y el eje
magnético no coincide con el momento angular del objeto, y ademds, por casuali-
dad, nos encontramos en la linea de visién de la radiacién emitida por este objeto,
observaremos pulsos regulares provenientes de él. La rotacién de estos objetos es
extremadamente regular, por lo que una perturbacién, como por ejemplo la de
un planeta alrededor de él, sera detectable muy facilmente.

Los planetas asi detectados carecen de un interés popular ya que se encuen-
tran en un ambiente muy hostil, y por lo tanto, las condiciones para albergar
vida serian desfavorables. Por otro lado, ya que esta clase de objetos es muy rara,
la cantidad de planetas conocidos alrededor de ellos, también es pequenia.

1.4. Algunas propiedades de los exoplanetas

La lista de todos los exoplanetas descubiertos presenta una gran diversidad
en muchos aspectos diferentes. Referirnos a cada caracteristica particular seria
demasiado extenso, por lo que en esta seccién sélo presentaremos aquellas que
consideramos como una motivacién importante para nuestro estudio, y que en
algunos casos, podran ser contrastadas con los resultados obtenidos de nuestro
trabajo.

Desde el nimero de cuerpos presentes en el sistema hasta propiedades dinami-
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Figura 1.8: Distribuciéon de excentricidades de los exoplanetas conocidos. Se observa que si bien
un gran numero de ellos se encuentran en 6rbita circular, un nimero significativo (~ 70% de la
muestra) se aparta de la circularidad. El histograma incluye 970 exoplanetas tomados del Open
Exoplanet Catalogue.

cas sensibles al propio proceso de formacioén, los exoplanetas abarcan un rango
amplisimo de propiedades diferentes.

Cada una de las caracteristicas presentes, posiblemente guarde una relaciéon
estrecha con los mecanismos actuantes durante la etapa de formacién. De hecho,
que el mecanismo de formacién deje una huella profunda en la posterior estruc-
tura del sistema formado es altamente deseable, ya que permitiria distinguir en-
tre diferentes modelos de formacién. Un ejemplo claro de esta diversidad es la
distribucion de excentricidades observada. Esta distribucién podria pasar desaper-
cibida si no fuera que, como se verd en el capitulo siguiente, los planetas durante
su formacién deberian experimentar una gran disipacién orbital. Por esto nos re-
ferimos a que los planetas deberian tender a la circularidad, y a un decaimiento
en el semieje (ver capitulo 2). Sin embargo, esto no es precisamente lo que se
observa en todos los casos.

En la Fig. 1.8 vemos un histograma que muestra la distribucién de excentri-
cidades para todos los exoplanetas con datos disponibles (970). Existe una gran
cantidad de cuerpos con excentricidad nula, en buen acuerdo con lo esperado
segun el proceso de formacién en un disco de gas. Sin embargo, una gran canti-
dad se halla en 6rbitas excéntricas, y algunos, en 6rbitas, de hecho, muy excéntri-
cas y quizas clasificables como cometarias. Esta distribucién, por ejemplo, es un
rasgo observacional notable que probablemente nos esté dando pistas importan-
tes sobre qué ocurre en un sistema planetario cuando la formacién esta en sus
etapas tardias. Se observa que una gran fraccién de los exoplanetas no se encuen-
tran en Orbitas circulares, como seria esperable en un escenario de formacién
dentro de una nube de gas. Por otro lado, esta distribucién podria ser evidencia
de mecanismos de formacién alternativos, o la existencia de efectos importantes
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posteriores a la disipacién del gas. Este es un efecto que puede ser explicado facil-
mente a partir de la excitaciéon en excentricidad por medio de una componente
masiva en el sistema, efectos seculares o binarias cercanas, y posterior circulari-
zacién por efectos tidales, pero constantemente despreciando la interaccién con
el gas (Ford, 2014). Comprender en detalle esta distribucién particular, con vista
a los procesos fisicos que gobiernan las interacciones con el gas, incluyendo por
ejemplo, procesos turbulentos o estudiando inestabilidades que puedan aparecer,
podria ser relevante a la hora de explicar, en alguna medida, la excentricidad de
estos cuerpos (ver por ejemplo la seccién 5.8).

Otra propiedad interesante es la distribucién de distancias. Los exoplanetas,
no se localizan al azar, sino que hay regiones privilegiadas en las que prefieren
estar y otras en las que no. Benitez-Llambay et al. (2011) mostraron que algunas
caracteristicas presentes en la distribucion espacial de los planetas podria guar-
dar relacién con su proceso de formacién. Por ejemplo, la frecuencia de planetas
gigantes a distancias grandes, como Jupiter en nuestro Sistema Solar, no puede
ser explicada sin la ayuda de mecanismos que reduzcan la tasa de migracién en
las etapas iniciales (Cossou ef al., 2014), estrechamente relacionado con nuestra
investigacion en los capitulos 5y 6.

Otro aspecto muy curioso es la frecuencia de aparicién de planetas respecto
de algunas propiedades estelares. En particular, hay una relacién empirica llama-
da correlacién planeta-metalicidad, la cual muestra que la ocurrencia de planetas
gigantes alrededor de estrellas metdlicas es mucho mas alta respecto de su ocu-
rrencia en estrellas normales (Fischer y Valenti, 2005). Es mas, Wang y Fischer
(2013) encontraron que esta dependencia seria universal, por lo que la incidencia
de planetas seria mas alta con la metalicidad, aunque significativamente mayor
para planetas gigantes. Esta caracteristica importante ciertamente nos estd di-
ciendo algo respecto de la formacién de los sistemas planetarios. Por ejemplo,
Johnson et al. (2010) argumentan que esto podria ser una evidencia a favor del
modelo de formacién por acrecién de nicleos. Nosotros proponemos un meca-
nismo para explicar esta caracteristica en el capitulo 5.

Por ultimo, otra propiedad destacable es la distribucién de resonancias de
los sistemas exoplanetarios multiples detectados por el satélite Kepler. En la Fig.
1.9 vemos el histograma generado con el cociente de periodos calculados para
todos los exoplanetas multiples de 2, 3, 4 y 5 planetas (Goldreich y Schlichting,
2014). Quizas la caracteristica mas sobresaliente de esta figura sea el hueco en
torno a la resonancia de movimientos medios 2:1. Se sabe que esta resonancia
es estable, y que cuerpos en migracién deben converger hacia ella. Sin embargo,
es notable coémo la acumulacién de cuerpos se produce levemente por fuera de la
posicién nominal. Lo mismo se observa para la resonancia 3:2, y en menor medida
para las demads. Esta cualidad distintiva podria ser evidencia importante sobre los
mecanismos de formacién de tales sistemas. Inspirados en este problema, en el
capitulo 7 presentaremos una técnica para estudiarlo.
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Figura 1.9: Histograma que muestra la distribucién de los cocientes de periodos de todos los
sistemas multiples de 2, 3, 4 y 5 planetas descubiertos por la misién Kepler. Las lineas azules a
trazos se corresponden con resonancias de movimientos medios entre los diferentes pares. Imagen
adaptada de Goldreich y Schlichting (2014).

Asi, vemos que estudiar en detalle caracteristicas observacionales de planetas
alrededor de otras estrellas puede darnos informacién muy util sobre los proce-
sos de formacién. En particular, nos muestra que estudiar el proceso de migracién
planetaria, incluyendo el estudio de los procesos disipativos y el ritmo de migra-
cién en diferentes condiciones fisicas, es crucial para la correcta interpretacién
de las propiedades observacionales de los exoplanetas.

1.5. Modelos de formaciéon

Los planetas son un residuo del proceso de formacién estelar. Estos crecen en
nubes de gas con forma de disco, y no hay motivos para creer que la composicién
de los planetas sera diferente a la composicién de la nube de gas, que a su vez
comparte las misma composicién que la estrella central (Lissauer, 1993).

La estrellas se forman a partir de una nube de gas de gran escala, la cual es gra-
vitatoriamente inestable. A medida que el material colapsa, por conservacién de
momento angular, la nube cada vez tiende a girar mas rdpido. Habré partes que
tengan el momento angular suficiente para soportar la caida radial a la estrella,
pero otras se transformardn en el material que alimente a la estrella en formacién.
Cuando el material que desciende a través de los polos estelares se encuentre en
el plano ecuatorial, se producirdn choques entre ambos frentes y esto, al cabo de
no mucho tiempo, terminara disipando la energfa cinética vertical, permitiendo
alcanzar un equilibrio hidrostatico vertical, y una estructura con forma de disco.
Una revisién completa del proceso de formacién estelar puede encontrarse en el
famoso trabajo de Shu ef al. (1987).

De forma resumida, podemos decir que el proceso de la formacién y desapari-
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cién del proceso de formacién planetaria tiene 5 etapas, y que durante las tltimas
tres, los planetas deben lograr alcanzar los tamafios que tendrdan durante toda su
vida. Asi, entender en dénde se forman los planetas implica un estudio detallado
previo de cudles son las condiciones en las que una estrella puede nacer.

Segun el modelo estdndar de formacién estelar, las estrellas nacen del colap-
so gravitatorio de una nube de gas gigante en rotacién (etapa 1). Este colapso se
produce cuando la nube de gas gigante es suficientemente masiva como para que
la gravedad supere a las fuerzas repulsivas del medio, a saber, presiéon térmica,
presiéon magnética y fuerza centrifuga. El resultado de este proceso es una nube
de gas en contraccién, en la que la temperatura y la presiéon aumentan de forma
significativa a medida que su tamafo efectivo se va reduciendo. Una condicién
fundamental en esta etapa es que la nube pierda su soporte magnético, el cual
puede superar hasta en un factor 10 al soporte térmico y rotacional. Hay eviden-
cia de que el mecanismo de remocién de campo magnético es la difusién ambipo-
lar (Crutcher, 1999), un efecto resistivo debido a colisiones entre iones y neutros.
Si la nube presenta una densidad suficiente, podra vencer a la energia térmica
(criterio de Jeans), y podra formar un objeto central con las caracteristicas de una
estrella. Por la ley de conservacion de la energia, la energia potencial perdida du-
rante el colapso se transformard en calor, y a partir de un determinado momento,
la proto estrella comenzara a producir energia por medio de reacciones nucleares
(etapa 2). La formacién de la estrella, y de forma simultdnea, del disco, ocurre en
escalas de tan sélo 10° afios, lo cual es el orden de magnitud del tiempo de caida
libre de la nube primordial. En las primeras etapas de la formacién del disco la
masa contenida en forma de sdlidos es considerable, pero el tamafio medio de las
particulas es demasiado pequefio como para formar un planeta. Asi, el camino
hacia la etapa 3 es el de crecimiento de planetesimales mientras la envoltura de
escombros del disco primordial se limpia. En la etapa 4, el disco se hace dptica-
mente visible, y la estrella es reconocible como una estrella de tipo T Tauri. Es en
esta etapa en donde los primeros nucleos planetarios se formaran. Finalmente,
en una quinta y altima etapa, el disco desaparece por los efectos del viento es-
telar y la fotoevaporaciéon, dejando un disco poblado por los objetos planetarios
recientemente formados y por escombros.

A pesar de entender de forma global el mecanismo que da origen a las es-
trellas y a los discos protoplanetarios, los mecanismos que podrian dar origen a
los planetas atin siguen sin poder ser elucidados de forma precisa, principalmen-
te debido a la falta de observaciones. Sin embargo, mediante experimentacién
numérica, se han realizado avances considerables.

Actualmente hay dos lineas de investigaciéon predominantes en cuanto al posi-
ble origen de cuerpos planetarios masivos. Por un lado esta el modelo de acrecion
de nticleos (Pollack et al., 1996) y, de forma alternativa, esta el modelo de inestabi-
lidad gravitacional (Boss, 1997; Mayer et al., 2002).
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1.5.1. Modelo de acrecion de nuacleos

Este modelo postula que los planetas gigantes se forman por la creacién de
planetesimales (fragmentos de polvo y roca de tamafo considerable) y nucleos
de tamarfio creciente, por colisiones sucesivas. Una vez que el ntucleo alcanza una
masa entre 10 y 15 Mg, comienza una fase de acrecion de gas, la cual es muy
eficiente y permite que el planeta gane la masa necesaria en tiempos comparables
a la vida media de los discos de gas.

El proceso de acrecién de ntucleos puede separarse en tres etapas principales.
Inicialmente, un ntcleo poco masivo se encuentra en formacién, el cual no po-
see envoltura gaseosa ya que su gravedad no es lo suficientemente fuerte como
para mantener alguna especie de equilibrio hidrostatico. A medida que el nticleo
crece en masa por la acrecién de planetesimales, llega un punto en el que es posi-
ble mantener una envoltura gaseosa en equilibrio hidrostatico. Este equilibrio es
el producto del balance entre la radiacién térmica y el calentamiento producido
por el bombardeo. El nticleo continuard creciendo hasta que se alcance una masa
critica, para la cual el equilibrio ya no puede mantenerse, y la atmédsfera del pla-
neta se contrae. A partir de esta masa critica ocurre una rapida acreciéon de gas,
la cual provee de la mayor parte de la masa al planeta en formacién. Esta etapa
de rapido crecimiento ocurre para masas entre 10Mg y 15Mg,. El proceso finali-
za cuando el suministro de gas se agota, lo cual puede ocurrir porque el planeta
adquiera una masa suficiente como para limpiar completamente su 6rbita o que
el disco de gas se disperse. Un aspecto importante es que la masa critica depende
pobremente de las propiedades del disco protoplanetario (Armitage, 2007; Papa-
loizou y Terquem, 1999). Sin embargo, crecimientos mas rdpidos son esperados
en las regiones mas densas del disco, como por ejemplo, més alla de la llamada
linea del hielo, lugar en dénde la mayor cantidad de los materiales volatiles del
disco se encuentran en estado sélido.

Probablemente este sea el mecanismo principal para explicar la formacién
de la mayoria de los exoplanetas observados, aunque una densidad suficiente
de so6lidos es necesaria para compensar los tiempos de migracién en las etapas
primordiales y los tiempos de vida media de los discos de gas (~ 1,10 Millones
de anos).

1.5.2. Modelo de inestabilidad gravitacional

Otro modelo de formacién es el de inestabilidad gravitacional, el cual postu-
la la creacién de grandes planetas gaseosos por medio de inestabilidades dentro
del disco de gas primordial (Boss, 1997; Mayer et al., 2002). Estas inestabilida-
des fragmentarian el disco generando grumos densos y frios, los cuales serian los
nucleos de los planetas gigantes. Una ventaja de este método respecto del méto-
do de acrecién de nucleos son los tiempos caracteristicos involucrados. Mientras
que este ultimo requiere tiempos del orden de la vida media de los discos, la
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inestabilidad gravitacional actia en muy pocos tiempos dinamicos. La condiciéon
necesaria para la aparicién de esta inestabilidad es que el pardmetro de Toomre Q
(Toomre, 1964) sea del orden de la unidad. Este parametro mide la relacion entre
la dispersion de velocidad local y la fuerza gravitatoria, razén por la cual es espe-
rable que dependa fuertemente de la temperatura del medio. En otras palabras,
la aparicién y eficiencia de este mecanismo es fuertemente dependiente de la efi-
ciencia de enfriamiento del gas, a fin de permitir la aglomeracién de material. Por
lo tanto, la eficiencia del mecanismo es también una funcion de la distancia.

Podria ser el mecanismo predilecto para la formacién de planetas gigantes
muy lejos de la estrella, con tal de que la escala de tiempo del gas no sea mucho
mayor al tiempo dindmico del mismo. De lo contrario, aparecen en un primer
lugar brazos espirales (por inestabilidad gravitacional), que calientan el gas e
inhiben la aparicién de grumos gravitacionalmente inestables.

1.6. Conclusiones

En este capitulo discutimos el contexto astrofisico en el cual se encuentra in-
merso el problema que trataremos a lo largo de este trabajo. Vimos que el Sistema
Solar, si bien es una fuente de informacién muy valiosa, y de calidad muy supe-
rior a la obtenida para los exoplanetas, no puede ser el sistema de referencia para
el desarrollo de los modelos de formacién; aunque esto no significa que los mo-
delos desarrollados no deban ser compatibles con nuestro propio sistema.

Presentamos algunos aspectos relevantes referidos a los exoplanetas detec-
tados, incluyendo sus principales técnicas de detecciéon, algunas de sus carac-
teristicas més notables y discutimos cudles podrian haber sido sus mecanismos
de formacién. En estas discusiones, nunca contemplamos los efectos producidos
por la nube de gas sobre los cuerpos en formacién. Se sabe que esta interaccién
es extremadamente importante en las primeras etapas de crecimiento, por lo que
no puede ser ignorada. Asi, en el siguiente capitulo, nos concentraremos en un
aspecto mas especifico que se corresponde con la motivacién verdadera de esta
tesis.



Interacciones planeta-disco

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior vimos que, sin importar cual sea el modelo de forma-
cioén planetaria adoptado, el cual puede ser objeto de debate, no hay discrepancias
frente a la idea de que los planetas se forman dentro de un disco de gas. Las in-
teracciones que ocurran dentro del entorno gaseoso, ciertamente moldearédn la
estructura final de los sistemas planetarios. Sin embargo, atn existe discrepancia
respecto de cuales de todas las interacciones posibles dentro de un disco de gas
son dominantes y capaces de esculpir un sistema planetario con las caracteristi-
cas observadas.

Como se vio en el capitulo 1, los planetas son resultado del proceso de forma-
cion estelar, y nacen dentro de una estructura de gas y polvo con forma de disco.
La interaccién gravitatoria entre el planeta en formacién y el polvoy gas del disco
es, como veremos en este capitulo, muy compleja, y la consecuencia es un proce-
so conocido como migracion planetaria. Esta migracion es el resultado de torques
actuantes sobre el planeta, generados por estructuras asimétricas excitadas en el
disco de gas por el planeta en formacién.

2.2. Motivacion observacional

De forma temprana, en el trabajo clasico de Goldreich y Tremaine (1979), se
demostré que una masa en 6rbita fija alrededor de un objeto central y sumergido
en un disco gaseoso esta sujeto a fuerzas que son capaces de cambiar su distancia
de forma considerable. Este hecho no cobré importancia sino hasta después del
descubrimiento del primer exoplaneta, 51 Pegasi (Mayor y Queloz, 1995), el cual
se encuentra muy préximo a la estrella. A partir de este ejemplo, Lin ef al. (1996)
propusieron que debido a que la formacién in-situ de este sistema es improbable,
deberia haberse formado en regiones distantes y migrar a través del mecanismo
de Goldreich y Tremaine (1979).

Una sucesiéon de descubrimientos posteriores, como por ejemplo, la existencia
de sistemas planetarios resonantes (Marcy et al., 2001), pusieron en evidencia
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que procesos disipativos deben ocurrir durante la formacién de los planetas, y
que probablemente las interacciones entre un protoplaneta y el disco podrian ser
relevantes para explicar las observaciones.

En la actualidad existen otros mecanismos propuestos que pueden dar cuenta
de algunas caracteristicas importantes de los exoplanetas, como por ejemplo la
distribucién de excentricidades. Estos mecanismos ademads son capaces de pre-
decir cambios impresionantes en sus Orbitas, logrando producir migraciones de
gran escala. Una de tales propuestas es la llamada dispersién planetaria (Juric y
Tremaine, 2008), en donde la interaccién gravitatoria de dos o mas componentes
del sistema genera un crecimiento de excentricidad (y posiblemente inclinacién)
la cual finalmente, por torques con la estrella (favorecidos por un periastro cer-
cano a la estrella), se amortigua y el semieje se modifica. Este método es uno de
los predilectos para explicar la distribucién de excentricidad observada en los
sistemas de exoplanetas (Chatterjee ef al., 2008).

Por otro lado, perturbaciones seculares (como la resonancia de Kozai), ejer-
cidas por alguna componente masiva lejana e inclinada también podria explicar
la existencia de planetas excéntricos y retrégrados (Wu y Murray, 2003; Naoz et
al., 2011). Estos mecanismos combinados podrian dar cuenta de la existencia de
planetas gigantes cercanos a la estrella central (Fabrycky y Tremaine, 2007).

También existen muchos ejemplos de exoplanetas suficientemente lejos de la
estrella (p.ej. Fig. 1.4). Todas estas evidencias parecerian indicar que la migracién
por interacciones planeta-disco pareceria no jugar un papel importante.

Sin embargo, hay una serie de hechos que no pueden ser ignorados. Por un
lado, las teorias clasicas predicen que un planeta con una masa similar a la de la
Tierra deberia caer hasta la estrella central en ~ 10° afios (Tanaka et al., 2002), lo
cual es un tiempo al menos un orden de magnitud menor que el tiempo de vida
media de los discos de gas (Mamajek, 2009).

Asi, si consideramos que los mecanismos mencionados anteriormente son ca-
paces de explicar ciertas caracteristicas observacionales, y que no presentan el
problema con las escalas de tiempo de la migracién por interacciones planeta-
disco, quizas los exoplanetas nos estén diciendo algo importante acerca de la efi-
ciencia de la migracién planeta-disco. Sin embargo, estamos casi seguros de que
no hay forma de esquivar el proceso de interaccién gravitatoria en el disco de
gas, por lo que probablemente nos estamos perdiendo una parte importante del
proceso de formacién y migracién planetaria.

En la Fig. 2.1 podemos ver una imagen reciente tomada por el radio inter-
ferometro ALMA, en la cual puede verse el disco progenitor de la estrella HL Tau,
con unas interesantes estructuras en forma de anillos y surcos, los cuales podrian
ser la evidencia de planetas en formacién. Esto ademds serfa una evidencia ob-
servacional de que los planetas no pueden esquivar el proceso de interaccién con
su disco.

Los motivos expuestos son mas que suficiente para continuar esta linea de in-
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Figura 2.1: Imagen tomada con el radio interferémetro ALMA de la estrella joven HL Tau con
su disco de gas. Se observan un gran ntumero de anillos y surcos, lo cual podria ser la evidencia
de multiples planetas en formacién. Imagen de ALMA (NRAO/ESO/NAOQJ), C. Brogan, B. Saxton
(NRAO/AUI/NSE).

vestigacion y avanzar en el entendimiento de qué factores son dominantes en las
interacciones planeta-disco. En dltima instancia, lo que descubramos aqui, cier-
tamente pondrd restricciones al proceso mismo de formacién. A fin de avanzar
en esta investigacion, se hace cada vez mas necesario comprender de forma de-
tallada la dindmica y estructura de los discos en los cuales se forman. Es crucial
distinguir y caracterizar cudles son los procesos fisicos fundamentales que do-
minan en ellos ya que, en dltima instancia, serdn los que gobiernen el tipo de
interacciones que el planeta pueda sufrir.

Hoy creemos que la migracién de tipo I, el nombre que recibe la migraciéon
descripta por Goldreich y Tremaine (1979), no ocurre de forma estricta durante
la formacién de los planetas, y los mayores esfuerzos se centran en el estudio de
una regién muy pequenia en los discos, que se corresponde con la regién coorbital
del planeta. Hoy sabemos, y lo veremos a lo largo de este capitulo, que esta region
puede ejercer un torque significativo y positivo, pudiendo contrarrestar la migra-
cién, o incluso revertirla. Asi, las lineas de investigacién actuales se enfocan en
caracterizar con cada vez mds detalle ésta region tan pequefia en torno a la 6rbita
del planeta.

Es comun dividir a la migracién planetaria por interacciones planeta-disco en
tres regimenes diferentes: migracién de tipo I, de tipo Il y de tipo III, intimamente
relacionados con la masa del cuerpo considerado en el proceso de migracién, y
seran explicados posteriormente.

2.3. Modelo de disco de gas

Para estudiar las interacciones de planetas con un disco de gas, primero debe
realizarse un modelo de disco, que sera el objeto base sobre el cual se formaran
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los planetas.

Sabemos que los discos en los cuales se forman los planetas se encuentran
alrededor de lo que se denominan estrellas de tipo T Tauri, un tipo de estrella
temprana de pre-secuencia principal. La composicién del disco es la misma que
la composicién estelar, y sélo el 1% de su masa total se encuentra en forma de
polvo. El resto es mayoritariamente hidrégeno y helio, con una poca cantidad
de elementos més pesados. La masa de los discos ronda entre 0,1-0,001 M (Wi-
lliams y Cieza, 2011) siendo por lo general poco masivos. En nuestro estudio,
nos centraremos en los discos de baja masa para poder despreciar los efectos de
su autogravedad'. También sabemos que son estructuras extendidas en radio, en
escalas de ~ 100 UA.

La ecuacién de estado comunmente utilizada para el estudio de estos discos
es la ecuacion de los gases ideales isoterma, dada por:

P = cszp, (2.1)

con ¢, la velocidad del sonido, calculada a partir de la ecuacién de estado de los
gases ideales c? = kgT/umy, con kg la constante de Boltzmann, m; la masa del
atomo de hidrégeno y p el peso molecular medio. Pude verse facilmente que la
ecuacion de equilibrio hidrostatico vertical (considerando el equilibrio entre las
fuerzas de presioén, la gravedad, y la ecuacién de estado isoterma) conduce, en el
caso de disco delgado (z < ), a una distribucién de masa de la forma:

X(r) §
p(r,z) = \/Z—;H eXP(—%), (2.2)

lo cual muestra que, en equilibrio hidrostatico, la densidad decrece exponencial-
mente con el cuadrado de la altura, en una escala tipica H. ¥(r) es la densidad en
el plano ecuatorial.

Observacionalmente, se verifica que los discos son estructuras de poca exten-
sién vertical, es decir, baja altura. La altura del disco respecto de la distancia al
centro, comunmente conocida como relacién de aspecto, y denotada por h = H/r,
puede ser funcién de la distancia, y varia entre ~ 0,03 y 0,1. Ya que la fuerza
gravitatoria actuante sobre un elemento de fluido en movimiento circular se re-
laciona directamente con su velocidad de rotacién?, a través de la ecuacién de
estado surge una propiedad fundamental para estos discos. Esta propiedad es la
relacién entre la escala de altura, la frecuencia orbital y la temperatura del gas:

H= s

aon (2.3)

Los discos protoplanetarios son discos de acrecién, es decir, son discos que

'Fuerza de gravedad ejercida por el gas sobre él mismo.
2Fuerza gravitatoria igual a la fuerza centripeta.
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entregan material a la estrella central. Las tasas tipicas son del orden de 1078,
10~° Mg/ano. El motivo por el que esto ocurre es la existencia de una viscosidad
efectiva que genera torques internos. Sin importar el origen de esta viscosidad
(en el capitulo 6 hacemos una discusion al respecto), la viscosidad suele incluirse,
por simplicidad, como un parametro ad-hoc salvo que se considere, por ejemplo,
turbulencia.

La acrecién es modelada generalmente de dos formas diferentes. Por un lado
se puede utilizar una viscosidad cinemdtica v constante, ajustada a partir de ob-
servaciones. Por otro, y quizds el método mds extendido, se puede utilizar una
viscosidad de tipo a,, (Shakura y Sunyaev, 1973), la cual se define en término de
las variables dinamicas fundamentales del disco:

v=a,cH. (2.4)

En este caso, lo que se ajusta a partir de las observaciones (o simulaciones) es «,,
lo cual es un parametro adimensional.

Las ecuaciones de evolucion para el disco de gas son las ecuaciones de Navier-
Stokes. Una aproximacién muy frecuente que se hace sobre estas ecuaciones es
promediarlas en la direccién vertical. El resultado de estos promedios son ecua-
ciones bidimensionales para la evolucién sobre el plano.

El modelo mas extendido para el estudio de migracién de planetas en discos
de gas es aquel que asume leyes de potencia para las cantidades fundamentales,
las cuales son el perfil de densidad:

dlog¥
dlogr o (2.5)
y la relacién de aspecto del disco:
dlogh
= 2.
dlogr f (2.6)

con lo cual se puede deducir la temperatura del disco o la velocidad del sonido
del medio. Por ejemplo, por la ecuacién de estado de los gases ideales (T o 2 o P)
y utilizando (2.3) y (2.6) se obtiene una ley de potencia para la temperatura, con
indice p =2f - 1.

La utilizaciéon de la relacién de aspecto por sobre la temperatura tiene sus
ventajas a la hora de desarrollar una idea geométrica de la estructura del disco.
En efecto, el indice f mide la forma del disco. Si f > 0 entonces la altura H cre-
cera aceleradamente con R, por lo que el disco serd céncavo para arriba. Por el
contrario, si f <0, el disco serd convexo o concavo para abajo. El caso f = 0 se
corresponde con un disco que presenta una relacién de aspecto constante, por
lo que su altura crece linealmente con el radio. En la Fig. 2.2 puede verse un
esquema sencillo de estas cualidades.
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o~ o0 off <0

Figura 2.2: Representacién de la forma de los discos en funcién del indice f de la relacién de
aspecto. f > 0 es un disco céncavo para arriba, f = 0 es el modelo de disco plano, y el caso f <0,
el disco concavo para abajo, el cual puede proyectarse sombra a si mismo.

La velocidad radial para estos sistemas viene dada por la velocidad de evolu-
cién viscosa, la cual es funcién de los parametros del disco. Una discusién sobre
esta caracteristica se hace en la seccién 7.3.3. Por ahora sera suficiente con decir
que los tiempos de evolucién viscosa de los discos de gas son muy lentos com-
parados con los tiempos dindmicos del sistema y que considerarla como nula, al
menos para un modelo inicial, no es una aproximacién incorrecta.

La velocidad de rotacién para estos discos es practicamente Kepleriana, sin
embargo, presenta un leve apartamiento por causa de los gradientes de presion,
los cuales son un factor correctivo del orden del 1% respecto de este valor. La
velocidad de rotacién puede escribirse como:

vy = vyl - h2 (140 -2f) (2.7)

que es el resultado de calcular el equilibrio rotacional del sistema utilizando las
leyes de potencia descriptas anteriormente.

Si bien el apartamiento de la rotacién Kepleriana estricta puede parecer pe-
quenia, es el que tendra un impacto profundo sobre la posterior evoluciéon de los
planetas, como se vera en las secciones siguientes.

El nimero de Mach® en los discos de acreciéon es muy grande (~ h~!), por lo
que son extremadamente supersonicos®.

Los ultimos ajustes necesarios del modelo provienen, como siempre, de las
observaciones. Los parametros libres del modelo de disco adoptado son tan sélo
cuatro: una constante para la relacién de aspecto del disco (que es equivalente a
conocer la temperatura en alguna posicién), la densidad superficial de gas, que
también alcanza con conocerla en alguna regién particular y las pendientes para
las leyes de potencia.

Una suposicidn aceptada es considerar los valores de la Nebulosa Solar de Ma-

3Relacién entre la velocidad del fluido respecto de la velocidad del sonido
4Sin embargo, un planeta sumergido en el disco corrota localmente con el gas, y respecto de
su velocidad, el flujo del gas es subsénico.
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sa Minima® necesaria para formar los planetas del Sistema Solar si éstos hubieran
estado siempre donde los observamos (Hayashi, 1981). Los valores tipicos en este
caso son X(r =1UA) = 1700 g/cm? y T(r = 1UA) = 280 K. Ademas, segtin este mo-
delo 0 = 1,5, aunque en la practica se utilizan exponentes en el rango o € [0;1,5],
y para el perfil de temperatura en el rango g € [-1;0].

En las secciones siguientes, siempre asumiendo un modelo con las caracteristi-
cas presentadas, veremos con detalle los mecanismos de migracién planetaria.

2.4. Migracion a partir de un torque

La migracién planetaria, es decir, el movimiento radial de un planeta en un
disco, ocurre como consecuencia de torques.

Consideremos un planeta en orbita circular a una distancia r, de la estrella. El
momento angular del planeta es L(r,) = mprgQ(rp), con Q) la frecuencia orbital.

El torque ejercido sobre un planeta se relaciona directamente con la acelera-
cién angular en la direccién del torque. Asi, una fuerza sobre el plano orbital y
no radial ejercera un torque no nulo que tendra un impacto sobre la velocidad de
traslacion del planeta.

La tasa de variacion del momento angular del planeta, que se corresponde con
el torque I ejercido sobre éste es:

P ) rdQ
[=—=2m rrlQ(r)+§E , (2.8)
donde el término entre corchetes es la segunda constante de Oort (B), y en el caso
Kepleriano es igual a ();/4. El signo del torque ejercido tiene relacién directa con
el signo de 7, es decir, el sentido de la migracién.

El tiempo caracteristico de migracién se define como r,|dr,/ dt|™!, que por me-
dio de la ecuacién 2.8, se puede escribir como:

2r2m, B
p
Tmig = I]T- (2.9)

En el caso Kepleriano (QQ = Q);), se tiene que:

L

o
et (2.10)

Tm
con L, el momento angular orbital del planeta y perpendicular a su 6rbita.

Por ultimo, una migracién del planeta requiere de una fuerza, que a su vez,
por las leyes de conservacién de momento, requiere de un soporte para ejercerla.
En efecto, el movimiento radial del planeta debido a un torque (o pérdida de
momento angular) implica que una contraparte sienta un torque positivo ejercido

>Minimum Mass Solar Nebulae (MMSN) en inglés.
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por el planeta, por lo que el proceso de migracién puede entenderse en términos
de una transferencia de momento angular entre dos partes. De forma resumida,
por la ley de conservacién del momento angular total, si el planeta recibe un
torque positivo por parte del disco, el disco recibe un torque negativo por parte
del planeta y viceversa.

2.5. Migracion planetaria

Un planeta sumergido en un disco de gas axisimétrico excita estructuras asimé-
tricas que conducen a la aparicién de torques. Como consecuencia de estos tor-
ques, el planeta experimenta una migracion, la cual estd gobernada, en parte, por
los mecanismos fisicos dominantes en el disco de gas.

Como ya mencionamos, hay tres regimenes de migracién bien determinados:
la migracién de tipo I, que ocurre para planetas de baja masa, la migracién de tipo
II, que ocurre para masas planetarias suficientemente grandes, y la migracién de
tipo I1I, 1a cual ocurre para planetas de masa intermedia, pero inmersos en discos
suficientemente masivos.

Caracterizar estas migraciones de forma precisa, y entender la fisica subya-
cente es crucial para intentar conciliar estos resultados con algunas de las pro-
piedades observacionales que describimos en el capitulo 1.

2.5.1. Migracion de tipo I

La migracién de tipo I fue descubierta por Goldreich y Tremaine (1979). Las
conclusiones bésicas de su trabajo son:

= El potencial externo (planeta) ejerce un torque sobre el disco sélo en las
resonancias de Lindblad y en las resonancias de corrotacion.

» El torque es positivo en las resonancias de Lindblad externas, mientras que
es negativo en las internas.

= El torque de corrotacién tiene un signo igual al gradiente de vortensidad® y
tiene el mismo orden de magnitud que el torque de Lindblad.

Una de las hipétesis fundamentales de su trabajo es la suposicién de que un anali-
sis lineal de las ecuaciones hidrodindmicas es valido. Esto es cierto para el torque
de Lindblad en planetas de baja masa sin embargo, como se vera posteriormente,
no puede ser extendido completamente al caso de la regién de corrotacidn, el cual
es un proceso no lineal en esencia (Paardekooper y Papaloizou, 2009).

El potencial gravitatorio de un planeta es:

gm,
CD Zf,t =T S 211
P( P ) |1’—1’p(t)| ( )

6También llamada vorticidad potencial o vorticidad dividida por la densidad.
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que puede ser expandido en su serie de Fourier como:

o

Oy (r, @, t) = Z({)m(r)cos{m[(p—(pp(t)]}, (2.12)

m=0

dénde ¢, es la amplitud correspondiente a cada modo acimutal m (ver por ejem-
plo Meyer-Vernet y Sicardy, 1987) y ¢,(t) es la posicion angular del planeta.

Torque en las resonancias de Lindblad

Para un planeta en drbita circular, la posicién angular del planeta ¢, () es (xt,
con () la frecuencia orbital Kepleriana. Goldreich y Tremaine (1979) demostra-
ron que el torque se ejerce en las resonancias de Lindblad, que son un caso parti-
cular de resonancias de movimientos medios entre el potencial perturbador y el
gas. En una resonancia de Lindblad la relacién de movimientos medios es igual
a la frecuencia de epiciclo x del gas’. Asi, las resonancias de Lindblad ocurren
cuando la velocidad angular relativa de cada modo acimutal m del perturbador
coincide con la frecuencia de epiciclo, es decir:

wzm[Q(r)—Qp]:iK. (2.13)

Por lo tanto, la posicién de las resonancias de Lindblad vienen dadas, de forma
implicita, por:
K(r)
Q(T’m) :Qk(rp)iT, (214)
con 1, la posicién nominal de la resonancia.

La frecuencia de epiciclo (x? = 4Q? + dQ?/dInr) en un disco Kepleriano es

K = (), por lo que:

g)um):(zsz)(hx%y (2.15)

A priori, no es posible obtener la localizacién exacta de las resonancias de
Lindblad si no conocemos la frecuencia orbital del disco en el cual estd sumergido
el perturbador. Si la rotacién es estrictamente Kepleriana la localizacién de las
resonancias de Lindblad es:

m \2/3
() (2.16)

-
S+

Se observa que las resonancias mas alejadas se encuentran para m =1 (en el
caso de las resonancias externas) y m = 2 (para las resonancias internas). Esto
significa que las resonancias de Lindblad mds externas al planeta orbitan a una
frecuencia igual al doble o a la mitad de la frecuencia orbital del planeta, es decir,
estan en una resonancia de movimientos medios 2:1 o 1:2.

7Es decir, la frecuencia de oscilacién de una particula del disco a la cual se le aplica una
pequeiia perturbacion.
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Otro aspecto interesante es que el cociente m/(m=+1) tiende a 1 por izquierda y
por derecha a medida que m — oo, por lo que el torque cerca del planeta puede ser
susceptible de diverger®. Sin embargo, esto no ocurre en la practica al considerar
los efectos de la presion.

Cuando la presién del disco es tenida en cuenta, la posiciéon nominal de las
resonancias se modifica (Kley y Nelson, 2012), de forma que:

rn@)—pr:iJK%1+5%, (2.17)

con & = mcy/(CQr). Esta expresion corregida tiende a una constante para grandes
valores de m (m — o), la cual depende sélo de la altura del disco:
2H

rL:rpiT, (2.18)
con ry la posiciéon de acumulacién de las resonancias.

Asi, las posibles divergencias en el torque desaparecen. Ademds, el efecto de
la acumulacién de las resonancias de Lindblad permite un decrecimiento expo-
nencial para el torque a medida que m aumenta, fenémeno conocido como cut-off
del torque (Artymowicz, 1993).

Ward (1997) calculé de forma detallada la expresién correspondiente para el
torque neto sobre las resonancias aisladas de Lindblad, y encontré que”:

4 m2(r/r )3/21’b2
rni; — 4 2y 402 P , (2.19)
3 T T 21+ 422)
con 1
¥ =5 (e lauisatrrn)| + 231+ 26320 )), (2:20)

donde g = mp/M*, con m, la masa del planeta, M, la masa de la estrella central y
& = mcg/xr. Los subindices p representan evaluacién en la posiciéon del planeta.
b}, son los coeficientes de Laplace (Izsak, 1963), que pueden escribirse de forma
simplificada, en término de las funcién modificada de Bessel K:

m 2 Ko(n)

1/2 = ’
T r/rp

(2.21)

con 1 = (m|(r/ry,) = 1)/ \J(1/7p).

En la Fig. 2.3 mostramos una evaluacién de esta expresién para las resonan-
cias externas e internas para diferentes valores de la relacién de aspecto del dis-
co. Se observa cdmo el maximo se alcanza para valores intermedios de m (5-30) y
cémo la contribucién de cada modo tiende a cero rapidamente a medida que las

8La distancia a la resonancia tiende a cero.
9Por simplicidad s6lo consideramos el caso f = 0.
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Figura 2.3: Valor absoluto del torque evaluado para cada modo acimutal m. El torque fue norma-

lizado por el valor de referencia I;y = nqzzpr;}()lz,h’z‘.

resonancias se vuelven mds préximas al planeta (m — oo). En esta figura también
puede verse un comportamiento que es sistematico: si definimos como torque
diferencial de Lindblad a la suma del torque externo y el interno para cada m,
entonces, el torque total es la suma sobre todos los modos del torque diferencial
de Lindblad. De la figura queda claro que el torque diferencial de Lindblad es
una cantidad negativa para todos los modos. De hecho, este comportamiento no
es casual. El torque total serd siempre una cantidad negativa.

Ward (1997) hizo una observacién importante al respecto del valor del torque
diferencial de Lindblad. La diferencia entre el torque externo y el interno no pro-
viene de una diferencia de densidad entre las resonancias internas y externas. En
efecto, el gradiente de densidad en el disco no impacta en el valor del torque di-
ferencial de Lindblad. Curiosamente, un incremento en el gradiente de densidad
trae asociado un cambio en el perfil de rotacién del disco. Ambos efectos estdn
relacionados y trabajan de forma opuesta. Mientras valores mas grandes para o
son utilizados el contraste de densidad (o derivada de la densidad) incrementa la
fuerza del torque que pueden producir las resonancias internas (ya que son mas
masivas) sin embargo, el gradiente de presién asociado con este cambio genera
una rotacién mas lenta (ver ecuacién 2.7), alejando a las resonancias internas for-
talecidas e incrementando la fuerza relativa de las exteriores. Lo mismo es véalido
en el caso opuesto. Este efecto es denominado Pressure buffer.

Meyer-Vernet y Sicardy (1987) mostraron que el valor del torque producido
es independiente de los procesos fisicos que ocurran en el disco. Sin embargo,
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el momento angular quitado al planeta durante el proceso de migracién se de-
be transferir hacia otra regién, y no sélo permanecer sobre las resonancias de
Lindblad. Puede verse que diferentes procesos pueden dar cuenta del traspaso
de momento angular desde las resonancias de Lindblad hacia el disco. Estos efec-
tos pueden ser la presion, fuerzas viscosas o autogravedad. Con estos mecanismos
en funcionamiento, es posible asegurar un estado estacionario para el torque.

Un propiedad muy importante del torque diferencial de Lindblad es que du-
rante una simulacién se establece hacia su valor de referencia de forma muy répi-
da (~ 1 orbita) (Meyer-Vernet y Sicardy, 1987), por lo que variaciones observadas
en el comportamiento del torque no podran ser atribuidos al torque de Lindblad
(a no ser que varien los perfiles medios del disco).

Las perturbaciones de densidad que producen el torque neto adoptan la forma
de una estela espiral, la cual es la reacciéon natural del disco al potencial gravita-
torio del planeta (ver seccién 2.5.1).

Torque diferencial de Lindblad

Si bien la expresién provista por Ward (1997) dice mucho acerca del proceso
de migracién de tipo I, Tanaka et al. (2002) por medio de desarrollos semianaliti-
cos da una expresion para el torque total en el caso globalmente isotermo y en
régimen lineal. El torque total, que también suele llamarse torque diferencial de
Lindblad, se corresponde con la suma del torque diferencial para todas las re-
sonancias. Tanaka ef al. (2002) dan una expresién para el torque diferencial de
Lindblad, al igual que Ward (1997), en el caso bidimensional, pero lo extienden
también al caso 3D:

PP = —(2,34-0,0990)T, (2.22)
TP = —(3,2+1,4680)T, (2.23)

con [ = q2ZQ§r§h‘2. o es el exponente de la ley de densidad (ver ec. 2.5).

Férmulas mas precisas fueron dadas con posterioridad. Por ejemplo, Paarde-
kooper et al. (2010) proveen una férmula para el torque en el caso bidimensional
no isotermo, donde la temperatura es « rP.

T ,4 0,71
r—ﬁ:—(2,5+1,7/3—0,1a)(€0/H) . (2.24)

En esta ecuacién aparece un pardmetro que es fundamental en cualquier estudio
de migracién en discos bidimensionales. Es sabido que para obtener valores de
torque comparables con el caso tridimensional es necesario suavizar el potencial
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gravitatorio del planeta, de la forma:

gm,

JIr=rpl? + €2

Otros estudios del torque diferencial de Lindblad fueron realizados en otras

¢p=- (2.25)

situaciones fisicas, como por ejemplo Masset (2011), quien calculé una férmula
para el torque diferencial de Lindblad cerca de transiciones de opacidad en el
disco (gradientes de temperatura). Otro ejemplo es el trabajo de Terquem (2003),
que incluye los campos magnéticos. En este caso particular, encuentra que las
resonancias de Lindblad se desplazan por efectos de la presiéon magnética, y que
el torque se veria disminuido respecto del caso estandar. El mecanismo sélo seria
posible en discos tridimensionales, en donde el momento angular acumulado en
las resonancias magnéticas puede ser transportado por ondas de Alfvén. Otro
ejemplo mas reciente es el de Tsang (2011), quien estudia los efectos de ondas
reflejadas en la frontera interna del disco.

Asi, el estudio del torque diferencial de Lindblad, si bien ha alcanzado un
estado de maduracién, atin es necesario poder describirlo en casos fisicamente
realistas. Determinar si es tan grande como predicen las teorias simplificadas atun
es un tema importante de investigacion. Por este motivo, la exploracién numérica
en este campo es muy necesaria.

Torque de corrotacion

Otro conjunto de resonancias importantes son las resonancias corrotacionales,
es decir, aquellos lugares del disco en los que el gas y el planeta estan fijos uno
respecto del otro.

Esta region presenta un especial interés, en parte porque los procesos fisicos
que aqui ocurren son bastante diferentes a los relacionados con las resonancias
de Lindblad. Una caracteristica muy importante es que en esta regioén s6lo pue-
den existir ondas de densidad evanescentes, por lo que no se puede transportar
momento angular a través de ellas (Goldreich y Tremaine, 1979).

Cuando se calcula de forma analitica en la aproximacioén lineal, el torque de
corrotacién también se calcula para cada modo m posible. Tanaka et al. (2002)
derivaron una expresién para este torque producido por ondas en el plano en el
caso globalmente isotermo:

2
L mm 1+ G| d(3/B)
Cm= "o\ dQ/dr dr |’

Te

(2.26)

10

dénde 17,, es la m-ésima componente de la perturbacién de entalpia " y B es la se-

0Definida como d1 = dP/¥, que en el caso isotermo es c?log X + C.
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gunda constante de Oort (ver ec. 2.8). La expresion debe ser evaluada en el radio
de corrotacioén r, el cual, como ya se dijo con anterioridad, no se corresponde con
la posicién nominal del planeta debido al gradiente de presién del disco.

El torque de corrotacién tiene el mismo factor de dependencia [ que el torque
de Lindblad, aunque esto no sea explicito en la forma de (2.26). La constante de
Oort es igual a la mitad de la vorticidad del fluido en la direccién vertical'!,
por lo que el torque de corrotacidn es proporcional al gradiente de la vortensidad
(vorticidad dividida por la densidad).

El torque de corrotacion total, sumado sobre todos los modos, es una cantidad
positiva y mds pequenia que el torque de Lindblad. En particular, para un perfil
de densidad ¥ o« B, el torque de corrotacién se anula. En el caso Kepleriano se
tiene que B oc 72, por lo que un perfil de densidad con exponente ¢ = 3/2 anula
esta componente de torque.

Tanaka et al. (2002) da una expresion para el torque total en el caso 2D y 3D:

- 0,64(2—0)1}) (2.27)
3
20 - 1,36(5—0)1“0, (2.28)

donde se ve de forma explicita la anulacién del torque para o = 3/2.

El resultado del torque de corrotacién en régimen lineal fue cuestionado re-
cientemente por Paardekooper y Papaloizou (2008), quienes dicen que el torque
de corrotacién serfa un torque no lineal, sin importar el valor de la masa consi-
derada para el perturbador. La razén de esto proviene del concepto de horseshoe
drag, el cual es el torque que se calcula al considerar particulas en 6rbitas de
herradura en torno a la regién coorbital (Ward, 1991), y el problema radica en
que tales 6rbitas no existen en un régimen lineal. Ward (1991) demostré que el

horseshoe drag es:
3(3

&S = Z(E—a)fopr), (2.29)
con x; el ancho de la regién de herradura.

Utilizando que x; « rp\/q/_h (Masset et al., 2006a), se tiene que fole% =T,
con lo que el horseshoe drag y el torque de corrotacion lineal escalan de la misma
forma. Esto es un hecho notable considerando que ambos provienen de procesos
fisicos diferentes. Ambos son positivos y el horseshoe drag es de mayor intensi-
dad.

A diferencia del torque de Lindblad, en el cual el momento angular puede ser
extraido de las resonancias por ondas, en la regién coorbital este mecanismo no
funciona (Goldreich y Tremaine, 1979). En un sistema cerrado, como lo es el sis-
tema compuesto por las 6rbitas de herradura y el planeta, en ausencia de algin
mecanismo de transporte de momento angular de o hacia la regién, inevitable-

NV x)-e,.
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Figura 2.4: Esquema del mecanismo de saturacién. Inicialmente a) las particulas estdn distribui-
das con un cierto gradiente de una propiedad, por ejemplo vortensidad. Al cabo de un cierto
tiempo b), por los distintos tiempos de libracién, empieza a mezclarse. Luego de varios tiempos
de libracién ¢), el conjunto estard completamente mezclado y no habrd rastro del gradiente inicial
de la propiedad.

mente el torque neto, en promedio sera cero. Esto es lo que se llama saturacion
del torque.

Una forma de entender esto es con la vortensidad, lo cual es una cantidad que
se conserva a lo largo de las lineas del fluido en discos barotrépicos (p.ej. global-
mente isotermos) y no viscosos. Ya dijimos que el torque de corrotacién depende
del gradiente de vortensidad radial. Por otro lado, 6rbitas a diferente radio tienen
una frecuencia orbital diferente, la cual varia de forma continua. El tiempo de ca-
da una de estas 6rbitas se denomina tiempo de libracién. Asi, al cabo de algunos
tiempos de libracién de las 6rbitas que mas contribuyen al torque, todas las otras
6rbitas se habran mezclado (conservando su propia vortensidad inicial), produ-
ciendo una vortensidad plana en la regién (Balmforth y Korycansky, 2001). Asi,
el gradiente de vortensidad es nulo, y el torque de corrotaciéon (y el horseshoe
drag) desaparecen (Ward, 1991). En la Fig. 2.4 puede verse un esquema simplifi-
cado del efecto de saturacién.

El mecanismo para evitar la saturacién es la viscosidad, la cual por medio de
torques sobre la regién de herradura inyecta momento angular adicional sobre la
region, a la vez que sostiene el gradiente de vortensidad. La condicién necesaria
para evitar la saturaciéon es que el tiempo de difusién a través de la region de
herradura sea menor a los tiempos caracteristicos de libracién de las 6rbitas de la
region.

Este tiempo se puede obtener mediante una estimacién expandiendo la rota-
cién Kepleriana en torno a la escala tipica de esta region x; y considerando que el
periodo en este caso equivale a un desplazamiento de 4 (una ida y una vuelta
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completa). Entonces, el tiempo de libracién viene dado por:

S 47 _ 87'(Tp
lib = X|dQp/drl, — 3Q,x,

(2.30)

Utilizando que x; ~ 1,2rp\/q/h (Masset ef al., 2006a), finalmente el tiempo de
libracién es:
T, ~ (1,1yh/g) 212", (2.31)

que para planetas de baja masa es del orden de 100 6rbitas.

Avances significativos se hicieron en los dltimos afios respecto de este pro-
blema. Paardekooper y Papaloizou (2009) encontraron que el horseshoe drag en
régimen no saturado corresponde idénticamente con el torque de corrotacién
completo en régimen no lineal, por lo que una distincién entre ambos no seria
adecuada (ver también Casoli y Masset, 2009). En el caso localmente isotermo,
Masset y Casoli (2010) encontraron que el torque presenta una componente adi-
cional que escala como el gradiente local de temperatura.

Ademas, Paardekooper y Mellema (2006) encontraron que el torque en dis-
cos radiativos tridimensionales es muy sensible a la eficiencia radiativa del dis-
co, pudiendo en algunos casos, producirse una migracién en el sentido opuesto,
mostrando que el torque de la regién coorbital es el responsable de tal comporta-
miento.

Baruteau y Masset (2008a) mostraron mediante simulaciones bidimensionales
que el torque de corrotaciéon también es sensible a los gradientes de entropia, y
que en este caso, la difusion térmica es la responsable de mantener la componente
entropica del torque no saturada.

En todos los casos observados, el torque de corrotacidon proviene de la distri-
bucién de vortensidad en la regién de herradura. Las contribuciones adicionales
al torque provienen de la creacién de vortensidad por los gradientes de tempera-
tura y entropia en la regién (Baruteau y Masset, 2013).

Forma de la estela

Rafikov (2002) y Ogilvie y Lubow (2002), linealizando las ecuaciones hidro-
dinamicas (ver cap. 3), mostraron que la estela espiral es el resultado de la in-
terferencia constructiva de todos los modos excitados por el planeta, y que su
localizacién en el disco puede ser escrita como:

3/2
S L I ST B T P2
(p_e3[(rp) 2ln(rp) 1]h , (2.32)

donde r, corresponde con la posicion del perturbador. € toma el valor 1 parar <r,

y -1 parar>r,. Enla Fig. 2.5 puede verse una comparacion de esta expresion con
una simulacién realizada con el cédigo que desarrollamos en este trabajo (ver



2.5. MIGRACION PLANETARIA 33

—— Numerico
- =~ Ogilvie & Lubow 2002

-

Figura 2.5: Forma de estela espiral generada por un planeta en una simulacién hidrodindmica
contrastada con la prediccién de la teorfa de Ogilvie y Lubow (2002). En el panel superior iz-
quierdo se presenta el campo de densidad perturbado de una simulacién. En el panel inferior
izquierdo se muestra la prediccién analitica. En el panel derecho se muestra una comparacién
directa entre la simulacién y la teorfa. La curva negra continua se construy6 con los puntos que
resultan de calcular el méximo de densidad en la simulacién. La curva a trazos es el modelo
analitico. Observamos la misma desviacién de la estela que en el trabajo de Duffell y MacFadyen
(2012).

capitulo 3). El acuerdo entre la teoria y la simulacién es notable, aunque existe
un pequeno apartamiento sistematico, que a grandes radios es corregido (ver p.ej.
Dong et al., 2011; Duffell y MacFadyen, 2012).

2.5.2. Migracion de tipo II

Los resultados descriptos en la seccion anterior se aplican a casos en los que
la perturbacién del cuerpo planetario es suficientemente pequefia como para no
alterar de forma significativa el perfil radial de densidad.

Cuando la masa del perturbador crece lo suficiente, las perturbaciones gene-
radas sobre el gas circundante causa la formacién de un surco alrededor de su
o6rbita. En la Fig. 2.6 puede verse el mecanismo en proceso.

En el régimen lineal, todo el momento angular quitado (o entregado) al pla-
neta por el disco es transportado por diversos mecanismos, por ejemplo ondas,
como se describi en la seccién anterior. Estas ondas terminan cediendo su mo-
mento angular al medio a través de procesos disipativos, los cuales pueden ser
disipacién viscosa, o por ejemplo, la evolucién lineal de estas ondas hacia su es-
tado no lineal (choque) lejos del planeta (Goodman y Rafikov, 2001).

Sin embargo, cuando el ritmo de transferencia de momento angular sobre las
diferentes resonancias es superior al ritmo con el cual éste puede ser evacuado,
inevitablemente la materia comenzara a desplazarse en su ¢6rbita, no permitiendo
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Figura 2.6: Apertura de un gap en un disco localmente isotermo. La relacién de masa entre el
planeta y la estrella central es g = 1073. Los tiempos son: 1) 10, 2) 30, 3) 80, 4) 100 6rbitas.

un estado estacionario inicialmente. El torque ejercido por el planeta sobre la
region externa es positivo, por lo que empuja al gas hacia afuera. Por el contrario,
en la regién interna es negativo, por lo que empuja al gas hacia adentro. Asi, el
resultado de este proceso sera la expulsién de la materia de las resonancias que
son capaces de ejercer un torque neto sobre éste.

Esto implica que el gas circundante al planeta terminard o bien en una érbita
exterior o bien en una interior. Esto conducira a una situacién estacionaria en la
que, en ausencia del algin mecanismo que reocupe la regién vaciada, la region
coorbital del planeta quedara completamente limpia de materia.

En general, el estado estacionario que se pueda alcanzar al cabo del centenar
de drbitas dependera de la viscosidad del disco, la cual tiende a llenar el surco
nuevamente, y la masa del planeta, la cual transfiere el momento angular al gas.
Por lo tanto, la formacién del gap es una competencia entre el torque que puede
ejercer el planeta sobre el gas y el torque viscoso del disco. Sin embargo, también
debe ser considerado el efecto de la presion. Para que la perturbacion del planeta
sea en efecto no lineal, se debe satisfacer la condicién térmica ry > H, con ry el
radio de Hill y H la escala de altura del disco (Ward, 1997).

Crida et al. (2006) dan un criterio que combina ambos efectos. Segtin estos
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Figura 2.7: Relacién de masa minima g necesaria para la apertura del surco en funcién de la
relaciéon de aspecto h y de la viscosidad, en sus dos variantes: cinematica v y viscosidad a. La
masa se calculd utilizando la ecuacién (2.33). Las curvas negras a trazos se corresponden con
isocontornos de g.

autores, la condicién para la apertura del gap es:

Zg+q§% <1, (2.33)
p>~p
donde g = m,/M.,. En la Fig. 2.7 puede verse una representacién gréfica de este
criterio.

La expresion para el criterio de apertura del surco ha sido contrastada con
simulaciones, estando en muy buen acuerdo con ellas (Kley y Nelson, 2012). Un
aspecto importante a tener en cuenta es que el criterio asume que el disco es
viscoso, y que en ausencia de viscosidad incluso un planeta de baja masa serd
capaz de cavar un surco en la regién coorbital.

En el caso de migracién de tipo II, donde existe un vaciamiento de masa sig-
nificativo en la regién coorbital, el torque en la regién de corrotacién disminuye
considerablemente, volviéndose irrelevante en esta clase de estudios. Por otro la-
do, a medida que el surco va creciendo en profundidad y en radio, las diferentes
resonancias de Lindblad van quedando en su interior, provocando una disminu-
cién de su efecto sobre la dindmica del planeta y anulando el torque diferencial
de Lindblad, en los términos escritos anteriormente.

Asi, en un esquema ideal, el planeta deja de experimentar un torque neto y su
migracion se detiene. Si el disco es un disco de acrecién, a medida que la frontera
externa del disco migre, le ejercerd un torque negativo al planeta, empujandolo
hacia adentro. Por este motivo el planeta migrara al tiempo que lo haga el disco
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de gas, siempre dentro del surco. En este caso, el tiempo de migracién del pla-
neta serd el tiempo viscoso 7, rg/v. Por lo tanto, estudiar esta migracién de
forma precisa requiere de modelos de discos de acrecidn, los cuales no pueden
ser locales.

Trabajos recientes (Duffell et al., 2014; Diirmann y Kley, 2015) cuestionan la
idea de que el planeta permanezca atado a la cavidad, y que sea la evoluciéon
viscosa del disco la que gobierne su dinamica. En particular, encuentran que el
planeta puede migrar a tasas superiores o inferiores al ritmo clasico de la migra-
cién de tipo II, y que el torque no depende de la velocidad de caida del gas hacia
la estrella. Ademas, muestran que la idea de un disco interior y uno exterior, des-
conectados a través del surco, no es adecuada y que el gas puede cruzar de un
lugar a otro.

2.5.3. Migracion de tipo III

Los resultados anteriores sobre migraciéon de tipo I y tipo II valen incluso
cuando un planeta permanece en una o6rbita fija, y el valor del torque neto no
depende de que se esté moviendo en el disco o no. La migracién de tipo III, por
el contrario, es una migraciéon debida a un torque cuyo valor es funcién de la tasa
de migracién misma, y en algunas circunstancias particulares puede conducir a
migraciones extremadamente rapidas (Masset y Papaloizou, 2003).

La idea general de este mecanismo es la siguiente. Consideremos un elemento
localizado a una distancia x; (la extensiéon de la 6rbita de herradura), el cual le
entrega momento angular al planeta. Cada vez que un elemento de fluido de la
region de herradura le entrega momento angular al planeta, la cantidad entrega-
daes oj = Qrﬁxs, es decir, el momento angular especifico de la particula relativo
a la o6rbita del planeta. Por otro lado, cuando el planeta se encuentra migrando,
la masa que atraviesa a lo largo de su 6rbita es M = 27'crp):r'p. Asi, el torque neto
que puede sufrir el planeta por toda la masa que atraviesa cerca de su Orbita es:

I'= 27{ZQrgxsr'p. (2.34)

Mientras el planeta migra en el disco arrastra material atrapado en las regiones
de libracién y en su esfera de Hill. Por lo tanto, el planeta debe ejercer un torque
negativo sobre este material para continuar su migracién. Asi, la tasa de migra-
cién del planeta se relaciona con el torque de Lindblad que actta sobre el planeta
y el torque por el flujo de masa (ver ecuacién 2.8):

MQ, 7,1, = (4nr§x52)r'p()prp + 213, (2.35)
con M la suma de la masa del planeta, la masa de la regién de herradura (mpys)
y la masa contenida en la esfera de Hill del planeta. Considerando al planetay a
su esfera de Hill como un tGnico sistema fisico de masa Mph, Y calculando la masa
efectiva om que ejerce torque sobre el planeta (6m = 47zr§x525 —mpyg), la tasa de
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migracién viene dada por:

L o1y
P Qpry(myy, —om)’

(2.36)

Asi, si om ~ m,, la migracion puede ser extremadamente rdpida. Cuando om >
m,, se tiene que considerar el retraso con el cual el material que atraviesa la re-
gion de herradura actda sobre el planeta, y se encuentra que la tasa de migracién
aumenta exponencialmente con el tiempo (hacia adentro o hacia afuera) y que
posteriormente satura a un valor elevado.

2.6. Tiempos de migracidn

Lo mds importante a partir de los torques calculados en las secciones anterio-
res es determinar las escalas de tiempo tipicas sobre las cuales acttian. El tiempo
de migracién, como se vio al comienzo de este capitulo, esta definido como:

2
mprpQ
2T’

7 = (2.37)

con I el torque actuante. Aplicando esta definicién al torque total (Lindblad +
corrotacional), el tiempo caracteristico encontrado por Tanaka ef al. (2002), en el
caso 3D, es:

7 =(2,7+1,10)

M, M, ( Cs

Q! 2.38
mPZprzg er) P ( )

mientras que en el caso 2D, es:

M, M,

17 =(2,32+5,70) hQt. (2.39)

2
Mp Xptp
BEstos tiempos son ~ 10° afios para planetas de baja masa, pero por la dependencia
con la masa del planeta, decrece cuando m, crece. Asi, estos tiempos son bastante

mas cortos que el tiempo de vida media de los discos de gas.

En el caso de la migracién de tipo II, asumiendo que la tasa de migracién es
el tiempo viscoso del disco:
-1
=T, =yl (2.40)

con v, la velocidad radial de deriva del disco, que en el caso estacionario y acre-
tante (vX = ¢, ver secciéon 7.3.3), se reduce a v, = —=3/2v/r.

Por lo tanto,

2r2 2
=g = 3%

donde se utiliz6 la viscosidad @, = v/(H?Q). Para un disco estandar a, ~ 1073

—2-1
2051, (2.41)

y h ~5x1072, por lo que el tiempo de migracién es del orden de 3 x 10° afios.
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A diferencia del caso de la migracién de tipo I, este tiempo no depende ni de
la masa del planeta ni de la densidad, lo cual obviamente es un resultado de la
hipétesis de no interactuar con el disco.

En el caso de la migracién de tipo III es mas dificil determinar un tiempo
caracteristico de migracién, debido a que necesitamos una estimacién de la can-
tidad 0,,. Simulaciones numeéricas muestran que en casos con 0,, >> m,, el semi-
eje mayor puede decrecer a la mitad en tan sélo 50 érbitas Masset y Papaloizou
(2003).

2.7. Posibles mecanismos para detener la migracion
planetaria

Luego de estudiar los tiempos caracteristicos de migracién, parece dificil re-
conciliar, de forma adecuada, los resultados de las interacciones planeta-disco
con las observaciones de los exoplanetas. En particular, hay una gran cantidad de
exoplanetas gigantes y distantes de la estrella que durante su etapa de formacién
que, de acuerdo a la teoria presentada, deberian haber migrado hacia la estrella
cuando sus nucleos se estaban formando.

Por otro lado, trabajos de sintesis de poblaciones planetarias que incluyen
los efectos de las interacciones planeta-disco, como migraciones ad hoc, no son
capaces de obtener la frecuencia de sistemas planetarios observados (Cossou ef
al., 2014).

El problema radica en que en la mayoria de los estudios realizados hasta aho-
ra, el torque de corrotacion escala igual que el torque diferencial de Lindblad,
siendo en la mayoria de los casos practicos, positivo el primero y negativo el se-
gundo. Por otro lado, el torque de corrotacién suele ser sistematicamente menor
que el de Lindblad, por lo que la migracién no puede ser detenida.

Uno de los mayores retos de los estudios de migracidon planetaria consiste en
hallar mecanismos que sean capaces de retardar de forma significativa la tasa de
migracion, o si es posible, de revertirla. En los altimos 15 afios ha habido una
serie de trabajos que atacaron este problema de diversas formas.

Por ejemplo, Nelson y Papaloizou (2004) mostraron que, cuando se realizan
simulaciones turbulentas, la cual es generada por la inestabilidad magnetorota-
cional en un disco magnetizado tridimensional (ver seccién 6.2), el torque sobre
el planeta puede ser de gran magnitud y estocdstico, quizas posibilitando migra-
cién hacia afuera en forma de un random walk. En el capitulo 6 atacamos este
problema y mostramos que puede existir una componente adicional para el tor-
que en el caso turbulento.

Posteriormente, Masset et al. (2006b) mostraron que el torque de corrotacién
puede incrementarse significativamente al considerar perfiles de densidad con
gradientes importantes, como por ejemplo un disco con una cavidad interna.
Mostraron que el salto en densidad tiene dos consecuencias principales: si el disco
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esta vacio por la regién interna, el torque diferencial de Lindblad se transforma
enteramente en el torque negativo externo, sin embargo, el torque de corrota-
cién, que depende fuertemente del gradiente de densidad, puede tornarse posi-
tivo y muy intenso si el salto en densidad ocurre en algunas escalas de altura del
disco. Este mecanismo ha sido descripto como trampa planetaria, y ha sido am-
pliamente utilizado como receta para detener la migracién en simulaciones que
consideran la migracién de tipo L.

Paardekooper y Mellema (2006) encontraron que el signo del torque es muy
sensible a la habilidad que tiene el disco de radiar la energia generada en las
inmediaciones del planeta. En el caso de discos de alta opacidad, correspondiente
a regiones densas en el interior de los discos protoplanetarios, la migracién es
divergente, y es un efecto proveniente de la regién coorbital.

Trabajos de Baruteau y Masset (2008a) y Paardekooper y Papaloizou (2008)
mostraron que el torque presenta una componente que depende sensiblemente
del gradiente radial de entropia. Un gradiente de entropia negativo genera un
torque de corrotacién positivo y no lineal producido por material en 6rbitas de
herradura con entropia constante. Este torque puede ser suficientemente fuerte
como para generar una migraciéon divergente bajo ciertas condiciones, como lo
son altas difusividades térmicas en el medio y una baja viscosidad cinematica.

Mas recientemente Benitez-Llambay ef al. (2015) mostraron que la conside-
racion del calor liberado por un planeta bombardeado por planetesimales puede
tener un impacto importante en la estructura del gas circundante al planeta, po-
sibilitando la aparicién de una nueva componente del torque. Este mecanismo se
explica en detalle en el capitulo 5.

Por ultimo, Ogihara et al. (2015) mostraron que cambios producidos por vien-
tos en el perfil de densidad del disco pueden resultar en una alteracién significa-
tiva de las tasas de migracién en el disco, posibilitando una migracion lenta en
regiones interiores a 1 UA (si el viento es suficientemente fuerte).

2.8. Discusiones finales

A lo largo de este capitulo describimos el proceso de formacién planetaria y
vimos que obtener mediciones del torque de corrotaciéon en casos que incluyan
fisica mas realista puede alterar de forma significativa la magnitud y el signo del
torque de corrotacién. Este, al presentar una componente no lineal importante
en casos fisicamente mds realistas, dificilmente pueda ser estudiado con el méto-
do lineal, al estilo de los trabajos de Goldreich y Tremaine (1979) o Tanaka et
al. (2002). Por lo tanto, las posibilidades de estudio puramente analitico de este
efecto pueden ser bastante limitadas o, al menos, muy desafiantes.

Como se vio en la seccién 2.7, todos los trabajos que encontraron componen-
tes adicionales para contrarrestar el conocido torque diferencial de Lindblad se
basaron en exploraciones numéricas considerando diferentes efectos fisicos, y en
base a estas exploraciones, buscaron explicaciones a partir del modelado de los
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efectos encontrados.

Por toda la evidencia recolectada a lo largo de los altimos 15 afios, y los mo-
tivos expuestos hasta aqui, creemos que para avanzar en el entendimiento de los
procesos de migracién planetaria, una gran inversién de esfuerzo debe ser pues-
ta en la experimentacién numérica y, en particular, en el desarrollo de técnicas
numéricas que permitan avanzar en la sofisticaciéon y calidad de las simulaciones.
Este tipo de estudios requiere de c6digos hidrodindmicos o magnetohidrodindmi-
cos que en general utilizan grandes recursos computacionales, como ser grandes
centros de computo con nodos interconectados entre si.

Sin embargo, los c6digos desarrollados hasta el momento no son capaces de
utilizar los ultimos recursos computacionales disponibles, como ser la compu-
tacion sobre placas de video o GPU'’s, las cuales han demostrado ser una herra-
mienta muy potente para estudios de hidrodindmica en general.

Con esto en mente, un primer objetivo fue el desarrollo de un cédigo mag-
netohidrodindmico, al que llamamos FARGO3D, para explotar las dltimas tec-
nologias de supercomputo, en particular, las de computo sobre clusters de GPU’s.
Este cédigo luego serd utilizado en las secciones finales de este trabajo para la
investigacion de diferentes regimenes de migracion planetaria, los cuales pueden
conducir a una mejor descripcidn de las observaciones dentro del esquema de las
interacciones planeta-disco.

En la siguiente seccién detallamos la implementacién bdsica de este nuevo
cédigo numérico.



Solucidon numeérica:
FARGO3D

3.1. Introduccidon y motivacion

Como vimos en la seccién anterior, si bien hay una gran variedad de resul-
tados tedricos interesantes que arrojan gran cantidad de informacién relevante
al problema de las interacciones entre un planeta y un disco de gas, éstos gene-
ralmente estan limitados debido a la complejidad que presentan las ecuaciones
involucradas. Mas alld del régimen lineal, es muy dificil obtener algin avance
tedrico util.

En la ultima década, gran cantidad de resultados han sido obtenidos median-
te la exploraciéon numérica del espacio de parametros del problema. En particu-
lar, una gran cantidad de estudios fueron realizados mediante la utilizacién de
cédigos hidrodindmicos especialmente adaptados al problema de discos Keple-
rianos con rotacién diferencial. Algunos c6digos que han sido utilizados por la
comunidad son: GENESIS (de Val-Borro et al., 2006), RAMSES (Teyssier, 2002),
NIRVANA (Ziegler, 2008), FARGO Masset (2000), ATHENA (Stone ef al., 2008),
ZEUS (Stone y Norman, 1992a), entre otros.

Los c6digos mencionados anteriormente datan, en promedio, de hace 10 afos,
y no son capaces de explotar las tltimas tecnologias disponibles en materia de su-
percémputo, como son los nuevos procesadores Xeon Phi de Intel, o los procesa-
dores graficos, entre los cuales destacan los desarrollados por la empresa Nvidia
por su facilidad de uso.

En particular, los procesadores graficos presentan caracteristicas que son muy
interesantes, en especial al tratar con problemas computacionalmente intensivos
y altamente paralelizables, como lo son los problemas hidrodindmicos.

Aunque las simulaciones bidimensionales son un recurso muy valioso en el
estudio de los problemas de interacciones entre un planeta y un disco de gas,
no deja de ser una sobre simplificaciéon del problema, y muchos de los resulta-
dos actuales son tridimensionales. Por otro lado, el rol del campo magnético, y
en particular de la magnetohidrodinamica (MHD), puede ser crucial en la eta-
pa de formacién planetaria, y su inclusién puede cambiar de forma dréstica los
mecanismos que hoy creemos dominantes. Por su naturaleza, en la mayoria de



42 CAPITULO 3. SOLUCION NUMERICA: FARGO3D

los casos, la MHD no puede reducirse a un simple tratamiento bidimensional,
por lo que simulaciones tridimensionales son requeridas. En estos casos el costo
computacional crece de forma considerable.

El desarrollo del lenguaje de programaciéon CUDA ha permitido el floreci-
miento de una nueva rama de supercémputo, llamada computacién de propoésito
general sobre GPU’s, que en inglés suele denominarse GPGPU computing. Esta
nueva herramienta permite desarrollar c6digos con un rendimiento notable res-
pecto del mismo cddigo ejecutado en una CPU normal. Se estima que la mejora
en rendimiento de una GPU de alta gama ronda un factor ~ 40 respecto de una
CPU de la misma generacién. De hecho es el valor que nosotros observamos en
las simulaciones realizadas a lo largo de este trabajo.

En muchos problemas de discos astrofisicos, la resolucién necesaria en la di-
reccion vertical es ~ 40, por lo que disponer de un cédigo con el rendimiento
propuesto permite realizar simulaciones tridimensionales al mismo costo que
tendria una simulaciéon bidimensional sobre una CPU. Asi, la utilizacién de esta
tecnologia nos permite atacar problemas de gran costo computacional en tiempos
razonablemente cortos.

Con estas ideas y comparaciones en mente es que decidimos comenzar el pro-
yecto del desarrollo de un cédigo magnetohidrodindmico especializado al caso
planetario y que sea capaz de explotar esta nueva tecnologia. Sin embargo, co-
mo veremos a lo largo de este capitulo, el resultado fue un cédigo de propodsito
general, el cual puede ser aplicado a diversos tipos de problemas astrofisicos.

3.2. Por qué desarrollar un nuevo cédigo?

Vimos, en la introduccién, que existe una gran variedad de cédigos numéri-
cos para tratar problemas astrofisicos. Muchos de estos cddigos son descendientes
mas o menos directos de otros cdédigos escritos con anterioridad, y s6lo una frac-
cién muy pequena de ellos hacen uso de las GPU’s, lo cual es sorprendente siendo
que ya ha habido tiempo suficiente para su desarrollo.

Entre los c6digos que pudimos encontrar en la literatura se destacan dos: EN-
Z0O'Y GAMER. El cédigo de malla adaptativa ENZO (Bryan et al., 2014) contiene
ciertas partes escritas en CUDA. Estos autores utilizan a las GPU’s como un ace-
lerador para ciertas partes criticas, como ser el algoritmo para la resolucién de la
MHD o el método utilizado para calcular los flujos de ciertas cantidades a través
de las celdas. El c6digo GAMER (Schive et al., 2010) también es de malla adap-
tativa, con partes implementadas en GPU. Ambos c6digos estdn principalmen-
te orientados a cosmologia, aunque también pueden ser utilizados fuera de esta
area. Ya que estos c6digos no utilizan las GPU'’s para la resolucién completa del
problema, en general estardn lejos de alcanzar la aceleracién que mencionamos
en la introduccién de esta seccién.

Recientemente se desarroll6 el cédigo CHOLLA (Schneider y Robertson, 2015),
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el cual es un c6digo tipo Godunov' de alto orden y escrito en CUDA, el cual no es
publico. Otro c6digo no publico desarrollado recientemente es PEnGUIn (Fung
et al., 2014), un cédigo desarrollado para funcionar en GPU’s, el cual estd escrito
en C y CUDA.

Asi, vemos que de los c6digos existentes y que sean publicos, ninguno redne
las caracteristicas deseadas, y los que se aproximan a nuestro objetivo fueron
desarrollados muy recientemente y no se encuentran disponibles para su utili-
zacion de forma libre. Estas razones por si solas ya justifican invertir un tiempo
considerable en desarrollar una herramienta de trabajo nueva. Otra justificacién,
la cual suele ser implicita la mayoria de las veces, es que desarrollar un cédigo
numérico para resolver un problema en particular brinda todo el conocimiento
necesario para poder adaptarlo a diversos problemas fisicos que se presenten, no
estando limitados al trabajo de otras personas. En particular, nos permite conocer
a fondo como se hacen las cosas y en base a esto podemos disefiar nuevos métodos
para resolver problemas mas complicados.

Ahora bien, ya que la memoria de las GPU’s y de las CPU’s estdn en espa-
cios fisicos diferentes, y los nodos de cémputo por lo general disponen de una
cantidad de RAM en CPU muy superior a la disponible sobres las GPU’s, los
cédigos por lo general deben estar transfiriendo constantemente memoria entre
la GPU y la CPU. Este proceso es muy costoso en general (y es uno de los grandes
problemas cuando se programa en GPU), por lo que en la practica, comunica-
ciones asincronas deben realizarse a fin de ocultar los tiempos de transferencia,
comunmente llamado latencia en la jerga computacional.

Ya que los problemas en los que estamos interesados no son demasiado gran-
des en memoria, sino més bien estdn limitados por la velocidad de procesamiento,
nuestro objetivo es desarrollar un cédigo que evite al maximo las transferencias
entre la GPU y la CPU. Esto implica que nuestros problemas deben adaptarse pa-
ra llenar completamente la memoria RAM de la GPU para asi, alcanzar la maxima
eficiencia posible.

Por otro lado, la programacién sobre GPU’s involucra ciertas destrezas con
las que uno no quiere lidiar generalmente. Las rutinas programadas en CUDA
requieren que quien las modifique sepa programar en este lenguaje. La practica
nos ensefia que la comunidad de usuarios de este tipo de c6digos no esta acos-
tumbrada al uso de este lenguaje, por lo que un cédigo de estas caracteristicas es
muy dificil de modificar o mejorar. Por este motivo, y con vistas hacia un uso por
parte de una amplia comunidad de usuarios, hemos desarrollado una nueva y
novedosa forma de trabajo, que involucra programacién estandar, en un lenguaje
de programacién bien conocido como es C.

Desarrollamos algunas reglas sintdcticas estrictas para las rutinas més costo-
sas, que exponen el paralelismo de forma explicita, y cierta informacién relevan-

'Método hidrodinamico que resuelve las ecuaciones en forma conservativa por medio de la
solucién exacta o aproximada de problemas de Riemann para cada interface de celda.
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te en forma de comentarios, que luego puede utilizarse para traducir el cédigo a
CUDA de forma automatica, por medio de un programa externo. En este trabajo
no detallaremos mucho més al respecto de este tema, ya que es mas bien técnico
y no relacionado con los problemas aqui tratados, pero hay una breve exposicién
en el apéndice A y mayor informacién puede encontrarse en la documentacién
oficial del cédigo: http://fargo.in2p3.fr/Documentation.

3.3. FARGO3D

El c6digo que desarrollamos se llama FARGO3D, y es el sucesor del cédigo
FARGO (Masset, 2000), un cédigo bien conocido en la comunidad, dedicado al
estudio de las interacciones planeta-disco.

FARGO3D, al igual que FARGO, estd basado en el cédigo ZEUS (Stone y Nor-
man, 1992a). Esta clase de c6digo es cominmente llamado cédigo de diferencias
finitas, para diferenciarlos de los cddigos de volimenes finitos y los c6digos tipo
Godunov o los llamados Riemann Solvers, los cuales aparecieron en la comunidad
astrofisica en los ultimos 20 afios.

En principio, los c6digos de diferencias finitas, tienen propiedades de con-
servaciéon mas deficientes respecto de los de tipo Godunov, por lo que ciertas
comunidades en astrofisica suelen desestimarlos. Sin embargo, como veremos en
las siguientes secciones, muchas operaciones dentro de nuestro c6digo se hacen
directamente sobre los elementos de volumen. Esto tiene ciertas implicancias, co-
mo ser la conservacién de la masa y el momento (lineal y angular) a precisién de
mdéquina.

Nuestro desarrollo estd basado en el coédigo publico FARGO, el cual fue am-
pliamente utilizado en problemas de interacciones entre planetas sumergidos en
discos de acrecién, en un extenso rango de masas para los perturbadores, desde
cuerpos de muy baja masa, en los cuales son necesarias condiciones de equilibrio
rotacional y adveccién de entropia muy precisas, hasta problemas que involucran
planetas gigantes, de masa considerable. Estos tltimos inducen la propagacién de
ondas de choque en la vecindad del planeta, y se ha visto mediante comparacio-
nes que los c6digos Godunov, los cuales resuelven de forma precisa estos choques,
obtienen resultados comparables a los que se pueden obtener con cédigos de di-
ferencias finitas como FARGO3D.

En la siguiente seccidon presentamos el sistema de ecuaciones que se desea
resolver.

3.4. Ecuaciones de la magnetohidrodinamica

El c6digo que diseilamos resuelve un conjunto muy particular de ecuaciones.
Estas son las ecuaciones de la MHD ideal?, que en un sistema de coordenadas

2Aunque términos no ideales han sido implementados como términos fuente, ver Krapp y
Benitez Llambay (2015).
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arbitrario se escriben como:
e La ecuacién de continuidad:

J

8—p+v (p7) =0, (3.1)
donde p es la densidad de masa y v'es la velocidad del fluido.
e La ecuacién de momento o de Navier-Stokes:

a 1 — - - -
p(—v+vVv) = VP+—(VxB)xB+V.T+Foq (3.2)
ot Ho

—[2(3x17+ﬁx(ﬁx?)+ﬁx?]p,

donde P es la presion térmica del gas, pg es la permeabilidad magnética del vacio,
Besel campo magnético, Pext es cualquier fuerza (por unidad de volumen) exter-
na al sistema (p.ej. gravedad). El término que involucra al campo magnético es
conocido como fuerza de Lorentz, y solo se encuentra presente en el caso MHD.

En la ecuacién (3.2) se incluyen explicitamente términos no inerciales (acele-
racion de Coriolis, centrifuga y tangencial) que permiten la descripcién del pro-
blema desde un marco de referencia que rota aceleradamente, con velocidad an-
gular Q. Esta propiedad serd de importancia para el problema planetario. Tesel
tensor viscoso, y viene dado por:

T =pv|Vo+ (Vo) - % (V.D)I], (3.3)

dénde v es la viscosidad cinemdtica del gas. I es el tensor identidad de rango
igual a V7. En vez de la ecuacion de energia total, utilizamos (ver seccién 3.3) la
ecuacién para la energia interna (por unidad de volumen):

die+V-(ev) = -PV.7. (3.4)

Cuando se incluye la MHD, ademas debe resolverse la ecuacién de evoluciéon
. =2 . . s . .7 Z M
para el campo magnético B, conocida como ecuacién de induccién magnética:

JB

E:Vx(?xﬁ—quﬁ), (3.5)

donde # es conocida como resistividad éhmica. Si bien este término difusivo no
forma parte de la MHD ideal, por ahora lo incluimos porque nos ayudara a ex-
plicar los algoritmos que utilizaremos para su posterior inclusién, de forma mas
general (ver seccién 3.17.4).

El sistema de ecuaciones hasta aqui presentado contiene mas incégnitas que
ecuaciones. Para cerrar el sistema es necesario incluir lo que se conoce como ecua-
cién de estado, la cual establece una relacién entre la energia interna (o tem-
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peratura), la densidad y la presién. Las ecuaciones de estado mas comunmente
utilizadas en el drea de interacciones planeta-disco son:

P= cSZp, (3.6)

P=(y-1)e, (3.7)

donde c; es la velocidad del sonido en el medio (también llamada velocidad del
sonido isoterma), y ¥ es el cociente entre el calor especifico del gas a presiéon y
volumen constante.

La ecuacién (3.6) es comtinmente llamada ecuacién de estado isoterma ya que
es utilizada cuando se fija el campo ¢, (7) a una constante en el tiempo. En efec-
to, por la ecuacién de estado de los gases ideales, la temperatura T o« c2, por lo
que fijar, o bien la velocidad del sonido, o bien la temperatura, es equivalente.
En este caso, una consecuencia importante es que la ecuacién de evolucién pa-
ra la energia interna queda desacoplada del sistema, por lo que no es necesario
resolverla.

La ecuacién (3.7), es conocida como ecuacién de estado adiabdtica, y es re-
suelta en la mayoria de los casos en los que la ecuacién de la energia debe ser
incluida.

Alo largo de este trabajo asumiremos un gas ideal, por lo que la relacién entre
la presion y la temperatura vendran dadas por:

2 kgT

c: = ,
pmpg

(3.8)

con kg la constante de Boltzmann, m la masa del 4tomo de hidrégeno y p el peso
molecular medio.

Otras ecuaciones de estado son facilmente aplicables, como por ejemplo la
ecuacion de estado politrépica, la cual establece que P « p?, déonde y en este
caso es conocido como indice politropico. Si bien no detallaremos sobre la im-
plementacién de esta ecuacién particular, es trivial luego de los desarrollos que
mostraremos.

Por altimo, es necesario que para todo tiempo se satisfaga la propiedad de
divergencia nula para el campo magnético:

V-B=o. (3.9)

Ademas del sistema de ecuaciones presentado hasta aqui, se ha implemen-
tado un moédulo para resolver la transferencia radiativa, el cual es brevemente
descripto en la seccién 5.2.
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3.5. Discretizacion del dominio

Para resolver las ecuaciones de la MHD, es necesario discretizar el dominio
de alguna forma. En la aproximacién que nosotros utilizamos, la discretizacién
se hace sobre una malla euleriana, en la que las cantidades se definen en ciertas
regiones particulares de los cubos elementales que la componen.

Algunas ecuaciones se discretizan en su forma diferencial, mientras que otras
se discretizan en su forma volumétrica o integrada. En general, una discretizacién
arbitraria tendra la forma:

n+1 n n+1/2 n+1/2
da Jdf(a,t) Aiv1/2,j,k ~ Fiv1/2,j,k fi+1,j,k ~f
J— —_ =

ot dx g+l _gn Xit] — X

i,j,k

, (3.10)

donde se asume que el indice i se corresponde con la direccién x, y que el resulta-
do de una diferencia centrada pertenece a la mitad del intervalo (tanto en tiempo
como en espacio).

Una vez discretizado el dominio en esta forma, hallar el valor de la cantidad
a en el tiempo avanzado se hace mediante una operacién algebraica sencilla.

3.5.1. Localizacion de las cantidades fisicas

Para completar la discretizacién, es necesario adoptar alguna convenciéon so-
bre donde se localizan las cantidades dentro de la malla, lo cual es mostrado en
la Fig. 3.1. Las cantidades vectoriales se centran en las caras del cubo. Siempre
la componente j-ésima del vector estara ubicada en las caras de la direccién j
correspondiente. Por otro lado, las cantidades escalares se definen en los centros
de la celda. Excepciones a esta regla son las fuerzas electromotrices (ver seccién
3.17.1) y las componentes del tensor viscoso.

A lo largo de este trabajo, adoptaremos la notacién de indice mitad para las
cantidades localizadas en las caras correspondientes, mientras que indices ente-
ros representan los centros.

Cuando una cantidad Q se encuentra en el centro de la celda i, j, k, represen-
taremos el valor de esa cantidad con la notacion Q;jx. Por el contrario, cuando la
cantidad Q se encuentre en la cara posterior a la celda i, es decir, entre la celda i
ei+1,ycentrada en las otras direcciones, su valor vendra dado por Q;1/2jx-

3.6. Sistemas de coordenadas

Tres aproximaciones son comunmente utilizadas para el estudio de las inter-
acciones planeta-disco y los efectos MHD en discos de acrecién.

Cuando las simulaciones involucran un disco completo y el potencial gravita-
torio es estratificado, es decir varia con la altura, la geometria mds natural para su
tratamiento es la esférica. Por otro lado, cuando el potencial no es estratificado,
o bien la simulacién es bidimensional, la descripcién mas natural es utilizando



48 CAPITULO 3. SOLUCION NUMERICA: FARGO3D

A
2(i,j,k+1/2)

2(i,j,k+1/2)

Ex(i, i$1/2,k+1/2)
L 3
g
y(i+1/2,j,k+1/2)
Z(i-llz.j+ll2.k)
p(i’j’k) y(i,j+1/2,k)
e L
@ik By(i.|+1/2,k)
/ 2(i+1/2,j+1/2,k)
z
X(i+1/2,j,K) X
X(i+1/2,j,K) (i,j+1/2,k-1/2)
X v AY(H-l/Z,j,k-l/Z)

Figura 3.1: Aspecto de una celda ctibica utilizada para la resolucién de las ecuaciones. Las com-
ponentes vectoriales V,,V,,V,, By, By, B;, estdn definidas en las caras del cubo y las cantidades
escalares e, p se localizan en el centro. Las fuerzas electromotrices € se definen en el medio de
las aristas (ver seccién 3.17.1). También se incluyen en la figura las longitudes de la celda (AX,
AY, AZ), las cuales son cantidades geométricas utilizadas en el proceso de discretizacién. Estas
cantidades en general son funcién de la posiciéon, por lo que incluyen el correspondiente indice,
relacionado con la arista a la cual corresponden.

una geometria cilindrica.

Por estos motivos, el desarrollo de un cédigo para el estudio de esta clase de
problemas debe incluir la posibilidad de resolver las ecuaciones en diversos sis-
temas de coordenadas. Nuestra implementacién fue realizada en estos sistemas
de coordenadas:

» Sistema cartesiano.
» Sistema cilindrico.

» Sistema esférico.

3.7. Construccion de la malla

La discretizacién del dominio puede ser realizada de formas diferentes. Noso-
tros adoptamos la utilizacién de mallas regulares, en las cuales las coordenadas
de la malla tridimensional se producen mediante el producto cartesiano de tres
vectores unidimensionales, cada uno con las coordenadas correspondientes a ca-
da direccién.

Esto tiene ventajas importantes en cuanto a la forma en que puede ser almace-
nada la informacién geométrica del cédigo. En particular, esta eleccién permite
que las coordenadas puedan ser almacenadas como arreglos monodimensionales
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Figura 3.2: Malla polar representada en una base cartesiana. El espaciamiento angular siempre
es constante y el radial puede adoptar un espaciamiento uniforme a), un espaciamiento uniforme

en el logaritmo b) o un espaciamiento arbitrario c).

que ocupan muy poco espacio en memoria, a saber, 3N en vez de N3, con N el

numero medio de celdas por direccidn.

Es importante notar que aunque la malla sea regular, no necesariamente es
equiespaciada, por lo que en principio con nuestra implementacién es posible
construir geometrias no triviales para beneficiar la precisiéon de la soluciéon en
ciertos lugares estratégicos.

Esta cualidad no aplica a la direccién acimutal, ya que por el algoritmo de
advecciéon utilizado, una hipétesis fundamental es que el espaciamiento de la

malla sea regular y uniforme (ver seccién 3.16).
En la version actual del c6digo, estan implementados los espaciamientos:

» Uniforme
» Logaritmico

= Libre

En la Fig. 3.2 se muestran ejemplos de los espaciamientos posibles en una
simulacién en coordenadas cilindricas bidimensional. La divisién en acimut es
uniforme y regular, al igual que la radial en el panel a). Sin embargo, en la di-
reccion radial, esta condicién puede ser relajada para obtener distribuciones de
celdas mas interesantes y tutiles a ciertos problemas (ejemplos b y c).

En la Fig. 3.3, se muestra la misma representacién pero para una malla carte-
siana (también vale para una cilindrica en el plano rz o esférica en el plano r0),
en la cual es posible aplicar un espaciamiento no uniforme en dos direcciones

simulténeas.

3.8. Técnica del operador splitting

Antes de explicar en detalle los métodos que utilizamos para la resolucién de
las ecuaciones de la MHD, explicaremos la esencia de la técnica conocida como
operador splitting u operador de separacién o particion en espafiol.
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a) b) c)

Figura 3.3: Ejemplo de una malla cartesiana en el plano yz o cilindrica en el plano rz o esférica
en el plano r6. El espaciamiento en estas direcciones puede ser uniforme a), un uniforme en el

logaritmo b) o un espaciamiento arbitrario c).

Esta es una técnica que permite simplificar un problema de condicidn inicial,
separandolo en sub problemas independientes, los cuales se asume que pueden
ser resueltos de forma separada.

Supongamos que se busca la solucién del siguiente problema de valor inicial:

Liap=0 f0)=f G11)

donde A es un operador arbitrario que aplica sobre f.

Si por alguna razén el operador A se puede descomponer como una superpo-
sicion lineal de operadores mas sencillos, es decir, A = A1 + A, +... + A,,, resolver
(3.11) serd equivalente a resolver:

VY ai=0. fO =5 (3.12)

Este problema puede descomponerse en n problemas mas sencillos:

df’ j :
EJFAj(f )=0 paraj=1,.n, (3.13)
donde el supra indice j se utiliz6 para remarcar que la solucién f hallada es
dependiente de j. Finalmente, la solucién del problema vendré dada por la suma

de las soluciones de estos n problemas mas simples.

En la siguiente secciéon veremos que las ecuaciones de la hidrodindmica in-
volucran la resoluciéon de ecuaciones que tienen un término advectivo y otros
términos que dan cuenta de posibles fuentes o sumideros para las cantidades
involucradas.
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En general, las ecuaciones de la hidrodindmica se pueden escribir como:

%—?+V.(Q77)—S(Q,z7ﬁt):0. (3.14)

En este caso, aplicar la técnica del operador splitting es directa:

Ay
A,

-S(Q,v,1), (3.15)
V.(Q7). (3.16)

Asi, la solucién completa de una ecuacién hidrodindmica por medio de este
método involucrard dos pasos:

1. Una actualizacién parcial de la cantidad Q, de un paso Q(ty) = Q° hacia Q!,
por el operador A;.

2. Una actualizacién parcial desde el estado Q! hacia un estado Q? = Q(to+At),
realizada en el paso del transporte, donde la adveccién es resuelta.

Eventualmente, un paso adicional debe incluirse cuando consideramos la ecua-
cién de induccién en el caso MHD, pero esto serd tratado en la seccion 3.17.

3.9. MPI - Descomposicion de dominio

El c6digo fue disenado para poder funcionar en paralelo, incluyendo la po-
sibilidad de fraccionar el problema y repartirlo en multiples procesadores. Para
lograr esto es necesario desarrollar alguna estrategia para dividir el problema
antes de asignarlo a cada procesador.

En nuestra implementacién, adoptamos la posibilidad de dividir nuestro cubo
de datos a lo largo de dos direcciones, las cuales llamaremos Y y Z. La direccién
X en general no se divide ya que estamos interesados en problemas con geometria
periédica en una direccién (dngulo acimutal) y utilizamos un algoritmo muy par-
ticular para el cdlculo del transporte en esta direcciéon (ver seccién 3.16), por lo
que una subdivision en esta direccién podria llegar a degradar el rendimiento. De
todos modos, lo que explicaremos a continuacién es igualmente aplicable para la
direccién X.

En el razonamiento que sigue, obviaremos siempre la direcciéon X, ya que a
fines de la divisién serd una direccién muda.

Supongamos que disponemos de n procesadores para realizar una simulacién
de una malla que contiene Ny x N, celdas. El problema que queremos resolver es:

sCual es el fraccionamiento 6ptimo de la malla en n partes similares?

Aqui, lo importante es el significado de optimo en este problema. En nuestro pro-
blema definimos como divisién 6ptima a la division que minimiza la superficie
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Figura 3.4: Esquema de las comunicaciones realizadas entre dos nodos consecutivos. La condicién
de contorno de un nodo es actualizada con una porcién de malla activa del otro, y viceversa.

de contacto total entre las porciones de malla dividida. Esto es asi porque el cos-
to del paralelismo viene dado por las comunicaciones que hay que realizar entre
los diferentes nodos de computo y las comunicaciones deben ser realizadas por
medio de celdas de malla vecinas, ya que el problema debe ser continuo.

Al pedir una superficie de contacto minima entre las caras, estamos diciendo
que queremos minimizar la cantidad de datos que deben ser transmitidos en-
tre todos los nodos, los cuales son necesarios para actualizar las condiciones de
contorno del problema tratado por cada nodo de forma independiente.

En la Fig. 3.4 se muestra un esquema muy sencillo con la estrategia utilizada
por dos nodos vecinos para actualizar sus condiciones de contorno y mantenerse
sincronizados de un paso de tiempo al otro.

El costo de las comunicaciones puede ser calculado como el perimetro total
de las interfaces entre los procesadores. Suponiendo que separamos el problema
de Ny x N, celdas en n procesadores, cada uno de los cuales se organiza en una
malla de tamarfio n, X 1, el costo sera:

costo oc Ny, X 11, + N X 11, (3.17)

con la condicion n = n, x n,. El minimo de este costo puede calcularse derivando
e igualando a cero:

N,

2 z

n; = —n, (3.18)
Ny

Y, 1y puede determinarse de forma univoca.



3.9. MPI - DESCOMPOSICION DE DOMINIO 53

Y Y Y

Figura 3.5: Divisién de una malla de 25x20 celdas en 12 partes. Para este ejemplo hay 5 divisiones
posibles: 1 x12,2x6,3x4,4x3,6%x2y12x1, de las cuales mostramos sdlo tres.

En la préctica, sin embargo, la expresién anterior no puede ser utilizada de
forma directa ya que el nimero de procesadores es un numero fijo, y N, X nn no
es, en general, un multiplo de N, o, en caso de serlo, no suele ser un cuadrado
perfecto.

Por este motivo, nosotros adoptamos el siguiente algoritmo:

» Descomponemos en factores primos el nimero de procesadores.

» Calculamos el costo de las comunicaciones para las posibles combinaciones
de estos factores.

s Dividimos la malla de acuerdo a la combinacién de ny, n, que minimiza el
costo.

Un ejemplo de las posibles opciones para dividir una malla de 25 x 20 celdas
con 12 procesadores se muestra en la Fig. 3.5. En ella pueden verse las posibili-
dades no redundantes de fraccionamiento posible cuando n, N, y N, son dados.
Para decidir cual de las posibilidades es 6ptima en el sentido que minimice la
cantidad de bytes (o celdas) comunicados, necesitamos calcular la funcién costo,
dada por la ecuacién (3.17). En la Fig. 3.6 puede verse la forma de la funcién
costo para el ejemplo de la Fig. 3.5.

El costo como funcién de 1, o n, (ecuacién 3.17) es mostrado en el panel de
la izquierda de la Fig. 3.6. Por haber considerado un ejemplo asimétrico, la curva
negra y roja difieren. Los valores discretos que son utilizables en la practica son:
(n,,1,)=(12,1), (6,2), (4,3), (3,4), (2,6), (1,12).

En este caso particular, puede verse que considerando la combinacién (4,3), el
costo alcanza un valor muy cercano al minimo ideal sobre la curva, aunque una
solucién igualmente buena podria ser la combinacién (3,4).

En el panel de la derecha de la Fig. 3.6 se observa la misma funcién, pero
utilizando ny, n, como variables independientes. La funcion costo, normalizada,
se grafica como un mapa de color. Ademas, se incluyen sus curvas de nivel, con
su correspondiente valor asociado.
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Figura 3.6: Funci6n de costo para una malla de tamafio n, x n, = 25 x 20. En el gréfico de la iz-
quierda puede verse la funcién de costo, evaluada en funcién de n, o n,. Como se espera de la
asimetria del problema, el minimo ideal (asumiendo n continuo) se alcanza en lugares diferentes
segun sea el caso. En el panel de la derecha se observa la funcién costo como una funcién bidi-
mensional. El problema de la divisién de la malla puede entenderse como la minimizacién de esta
funcién sujeta a la condicién impuesta por la curva continua negra (n = 1, xn,). En lineas a trazos
se observan las curvas de nivel de la funcién costo normalizada. En verde, se marcan los pun-
tos correspondientes a las soluciones posibles cuando n = 16, es decir, todas las factorizaciones
posibles de n =n, xn,.

El problema consiste en hallar el minimo sobre este espacio, restringido a la
curva negra continua, la cual es la condicién de restricciéon n = nyt,. Los puntos
verdes representan todas las combinaciones de n,,1, cuyo producto es igual a
n. Puede verse que el minimo valor posible sobre esta curva se alcanza en (4,3),
para un costo normalizado ~ 0,2. Otra solucién posible es la combinacién (3,4),
aunque su valor es levemente superior debido a la asimetria natural de la malla.

En nuestra implementacién, esta descomposicién de dominio se hace de forma
exclusiva en dos direcciones, las cuales dependen del sistema de coordenadas
utilizado:

= Cartesianas: v,z.
s Cilindricas: r,z.

n Esféricas: r,0.

3.10. Operador Splitting en la practica

En la seccién 3.8 vimos que una técnica para resolver ecuaciones de la forma
(3.14) es el método del operador splitting. En esta secciéon describiremos como
hacemos en la practica para realizar esta separacién en las ecuaciones de la hi-
drodindmica reales.
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Como vimos en la seccién 3.4, las ecuaciones de evolucién para las cantidades
hidrodindamicas son: la ecuacién de continuidad, la ecuacién de momento, y la
ecuacion de la energia interna, las cuales deben ser escritas de forma adecuada
para poder descomponerlas en los términos de fuentes y transporte respectiva-
mente.

Antes de proceder, una decisién importante debe ser tomada. El operador
splitting se basa en la eleccién adecuada de una cantidad que debera ser inte-
grada mediante la resolucién de una ecuacién de adveccidn, la cual proviene de
considerar s6lo A, en la seccién 3.8. De forma genérica, la ecuacioén a resolver es:

2;Q+V-(Qv)=0. (3.19)
Integrando en el volumen de referencia, puede escribirse como:

1
Q?“’ _Q;/l _ n+1/2 _ n+1/2 (3 20)
At = Yxi-1/2 T/ xiv1/27 :
donde, por simplicidad consideramos el flujo a lo largo de la direccién X. Q =
IQdV y F = Qu,S, con S la superficie con vector normal en la direcciéon de X.
Si suponemos que el dominio esta formado por N celdas, sumando sobre todas

ellas, se tiene que:

1 N-1 N-1
At ZQ?H_ZQ? = (Feo1/2= Fanara)- (3.21)
i=0 i=0

Por lo tanto, si el flujo de Q es nulo por las fronteras de la malla, la cantidad Q
serd conservada a precisiéon de médquina.

Esto nos ensefia que la eleccién de la cantidad a advectar sera muy importante.
En general, la eleccién de cantidades que tengan que ver con el momento (lineal
o angular), lo cual es una cantidad fisicamente conservada, tendrd importantes
consecuencias sobre las leyes de conservacién del sistema fisico resuelto. Por este
motivo, elegimos advectar siempre los momentos del sistema, ya sean lineales o
angulares.

Para explicar el procedimiento, debemos referirnos a un sistema de coordena-
das particular. De forma anticipada, anunciamos que los términos que aparezcan
en color, deberan ser considerados como términos fuente (término A1l en el méto-
do del operador splitting).

Es importante notar que no incluiremos los términos magnéticos y viscosos
en esta seccidon porque ellos serdn tratados posteriormente. De todos modos, los
métodos aqui presentados no pierden validez en esos casos.
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3.10.1. Coordenadas cartesianas

En coordenadas cartesianas, por razones geométricas, no incluimos la posibi-
lidad de un marco de referencia rotante, por lo que (2 = 0. Una forma de escribir
la ecuacién de momento en coordenadas cartesianas es:

D,7 = —?—VCD. (3.22)

Utilizando la ecuacién de continuidad, se tiene que:
di(pV)+ V- (pvv) = -VP — pVOD. (3.23)

Asi, llegamos a una ecuacion de adveccion (o transporte) para los momentos li-
neales p17. Claramente, el miembro de la derecha, en color, debe ser considerado
como términos fuente.

3.10.2. Coordenadas cilindricas

La ecuacién de momento en coordenadas cilindricas, puede ser escrita com-
ponente a componente como:

(v¢ + Qr)2 J,P

Dy == % ~9,@, (3.24)
v,V ) d,P  du D
Dyv, ALY PR Ye WRNE i et (3.25)
r p r r
Dyv, = —aZTP ~9,0. (3.26)

En este sistema de coordenadas, la derivada Lagrangiana D, se define como:
1
Dt58t+8r+78¢+82. (3.27)

Las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas de forma mds conveniente por
medio de la ecuacién de continuidad. La ecuacidn radial, en términos del momen-
to lineal, puede ser escrita como:

(vg)?

di(pv,)+ V- (pv,v) =p ~-d,P—pd, D, (3.28)
con véb =vg + r(), que es la velocidad acimutal en el marco de referencia iner-
cial. Los términos en color, nuevamente son los que deben ser considerados como
términos fuente. En este caso particular, a diferencia del caso cartesiano, aparece
un término geométrico asociado con la fuerza centrifuga.

La ecuaci6n acimutal, escrita en términos del momento angular j = rvg + r2Q)
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es:
at(P])‘FV(p]m = _arprP_Pa(p(D; (329)

lo cual es equivalente al caso de la adveccién de momento en coordenadas car-
tesianas. Esta es una propiedad muy interesante. En este esquema, el momento
angular especifico se comporta de la misma forma que el momento lineal en un
sistema de coordenadas cartesiano.

Por ultimo, la ecuacién para el momento lineal z tiene la misma forma que la
componente z de la ecuacion (3.23) del caso cartesiano.

3.10.3. Coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas, la ecuacién de momento puede ser escrita compo-
nente a componente como:

vé + (Vg +rsinQQf)2 ~ d,P _

Dyv, = . : 9,0, (3.30)
) V, Vg + VgVy cOt O
Dyvy = —rsin0Q;——2 f‘f’ (3.31)
-~ s p 8¢P 8¢CD
~2Q¢(vrsin 6 +vg cos )_rsin Op ~ rsin@’
vy +rsin 0Q £)? dpP  dp®
th;@:_vrveJ,( ¢ : f) cot@—f—p—BT, (3.32)

donde la derivada Lagrangiana o total D; se define como:

Yo Vo
Dy =0 +v,0, + ———0dy + — . (3.33)
rsin® r
Al igual que en las otras geometrias, las ecuaciones anteriores pueden ser re-
escritas de forma mas conveniente utilizando la ecuacién de continuidad.
La ecuacién para el momento radial es:

vg + (vfi))2
di(pv,) + V.(pv,v) = p— " d,P —pd,®, (3.34)

donde definimos vfp = vy +rsin0()s, que es la velocidad acimutal en un marco de

referencia no rotante. Del mismo modo, definiendo j = rsin 9v¢ +r2sin? GQf, lo
cual es el momento angular especifico en este sistema, la ecuacién (3.31) puede
ser reescrita como:

at(p]) + V(P]?) = _8(/)P - Pa(pq)- (3.35)

Lo que es andlogo al resultado obtenido en el caso cilindrico. Por dultimo, en la
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coordenada polar, si definimos el momento angular meridional especifico como
rvg, se tiene que:

di(prvg) + V.(prvev) = p(vt/ )2 cot@ + dgP + pdg®. (3.36)

(0]

Asi, las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) ya estan en la forma deseada para aplicar
el operador splitting. Los términos en color, al igual que en los casos previos,
corresponden a los términos fuente, que serdn utilizados para el avance parcial
de la velocidad.

3.10.4. Densidad y energia

Al conjunto anterior de ecuaciones, se le debe agregar la ecuacién de evolu-
cioén de la energia:
die+V.(ev) = -PV.7, (3.37)

y la ecuacién de continuidad:
dip+ V.(pv) =0, (3.38)

la cual no presenta término fuente alguno. Ambas ecuaciones ya estdn en la forma
adecuada y son validas para cualquier sistema de coordenadas.

3.10.5. Resumen

En esta seccion hemos visto de forma explicita cuales son los términos hidro-
dindmicos que deben ser incluidos en el avance parcial debido a las fuentes al
aplicar el método del operador splitting. Por completitud, colocamos todos los
resultados juntos:

Avance parcial por transporte:
Coordenadas cartesianas:
9; (pvy) + V-(vam = 0

at(pvy) +V.(pv,v) 0,
d¢ (pvz) + V.(pv.v) 0,

donde los términos en azul se corresponden con el momento lineal en cada direc-
cion.

Coordenadas cilindricas:

2, (pv)+ V.lpu,d) = 0,
d; [pr(v¢ + rQ)] +V. [pr(v(P +7Q) )17]
at (pvz)+v'(pvz77) Or

~
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donde los términos en azul se corresponden con el momento lineal radial, el mo-
mento angular acimutal y el momento lineal vertical.

Coordenadas esféricas:
at(PVr)JrV-(PVrV) 0,
d; [pr sin O (% + rsin GQ)] +V. [pr sin O (v¢ + rsin GQ)V] 0,
d; (prvg) + V.(prvgv) 0,

donde los términos en azul se corresponden con el momento lineal radial, el mo-
mento angular acimutal y el momento angular meridional.

A estas cantidades hay que agregar el transporte de la densidad (ecuacién de
continuidad), y la ecuacién para el transporte de la energia:

dip+V.(p7)=0 (3.39)
de+V.(et) =0 (3.40)
Avance parcial por fuentes:
Coordenadas cartesianas:
v, d.P
5, - - 0 - 0,D, (3.41)
vy 9P J,D 3.42
T " e Y (542
U P (3.43)
dy P
Coordenadas cilindricas:
v d,P  d, 0
e _ 1% %% (3.44)
ot p r
2
t
v
N _ _a,p_arm( ) (3.45)
ot o r
A P (3.46)

dt 0
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Coordendas esfeéricas:

ot prsin@ rsin® '
2
vt ) + 02
aa? _ _3;P_a,q>+—( 4’)r 0 (3.48)
Ive 19pP 9p® (v5) coto
_ = —— — + (349)
ot p rp r r

doénde en todos los casos, los términos de la derecha corresponden con los térmi-
nos que aparecen en color magenta en las paginas anteriores, adecuados a la ecua-
cién original con los factores geométricos correspondientes. Finalmente, agrega-
mos el trabajo de la presién, como fuente para la energia:

% =-PV.7. (3.50)
Esta ecuacién es valida en todas las geometrias.

Es interesante notar que con la implementacién escogida, la fuerza de Coriolis
y todas las fuentes que involucran el producto de diferentes componentes de la
velocidad estdn tenidas en cuenta en el transporte. Esto es importante en proble-
mas relacionados con planetas en discos de gas. Por ejemplo, Kley (1998) mostrd
que la inclusién de la fuerza de Coriolis en una forma no conservativa puede
conducir a errores en la densidad superficial de surcos abiertos por planetas.

3.11. Incorporando las fuentes numéricamente

Los términos fuente vistos en la seccién anterior pueden ser aplicados direc-
tamente a cada componente de la velocidad. Por la definicién del centrado de las
velocidades y de los campos escalares, el calculo del gradiente de la presién y del
potencial (gradiente de dos cantidades centradas), estd correctamente centrado.
En efecto, en coordenadas cilindricas, por ejemplo, el cambio de velocidad radial
por el gradiente de presién radial es:

Myl :_Pij+1k_Pijk’ (3.51)

at I’j+1 —1’]'

donde el término a izquierda tiene el mismo centrado que el término a derecha
(1,7 +1/2,k). Lo mismo puede probarse para todas las demds componentes y geo-
metrias. De hecho, esta es una propiedad de cualquier fuerza conservativa que se
derive de una cantidad centrada en la malla.

Sin embargo, los demds términos fuente (y factores) deben ser centrados co-
rrectamente antes de poder realizar la actualizacién correspondiente de la velo-
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cidad. Por ejemplo, la velocidad acimutal, utilizada como término fuente para la
velocidad radial, se centra de la siguiente forma:

t L t t t
Yoii kT 2|Vl T Vi Lk TV ik T Vi k| (3.52)
lo cual es el promedio de los cuatro vecinos mas préoximos:

Por otro lado, para la actualizacién de la velocidad, también es necesario di-
vidir por la densidad de masa p, cuyo centrado es diferente respecto del de la
velocidad. En este caso, con un simple promedio aritmético del vecino mas cer-
cano hacia atrds es suficiente:

1
Pij-1k = E(Pijk"'pij—lk)- (3.53)

El mismo procedimiento debe realizarse con los términos restantes.

Como ejemplo, consideremos la adicién de un término fuente en la ecua-
ciéon de momento. Salvo procedimientos de centrado, la implementacién de un
término fuente genérico S en la ecuacién de momento en la direccién x sera:

dv,
P=dt

=S, (3.54)

se hace como:
2At
n n
Piv1jk T Pijk

con S;,1/2,k €l término fuente correctamente centrado en la posicion (i +1/2, j, k).

n+1

_ n
Vxis1/2,jk = Vxiv1/2,jk t

Siv1/2,k (3.55)

Notar que el centrado de la densidad serd una caracteristica comun en todos los
casos.

De forma resumida, la incorporacién de las fuentes involucra tres pasos inter-
medios:

1. Actualizar la velocidad por la fuerza de la presion, fuerzas gravitatorias
externas y fuerzas viscosas. Aqui también incluimos la fuerza ejercida por
la presién magnética (ver seccién 3.17).

2. Afadir una viscosidad artificial, llamada de von Neumann-Richtmyer y su
correspondiente término de calentamiento en la misma forma en la que lo
hacen Stone y Norman (1992a) (ver seccién 3.11.1).

3. Anadir el trabajo de la presion, el trabajo de la fuerza viscosa y términos de
calentamiento provenientes de la MHD.

3.11.1. Viscosidad artificial

En regiones de discontinuidades, las ecuaciones de la hidrodindmica en di-
ferencias finitas no son bien comportadas. Esto se puede solucionar mediante la
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adicién de una viscosidad artificial. Esta tiene por objetivo suavizar las regio-
nes en donde existen discontinuidades o saltos grandes de las cantidades hidro-
dinamicas, es decir, choques. La idea es esparcir estos saltos sobre un ntimero
suficiente de celdas para asegurar un comportamiento adecuado.

La viscosidad utilizada es implementada en la forma de una presién viscosa, la
cual actaa s6lo bajo compresion, lo cual resulta en un correcto salto de la entropia
a través del choque.

La viscosidad de Neumann & Richtmyer se define como un término fuente de
la forma:

-

D,¥'= —%V-Q, (3.56)

y se implementa de forma independiente en cada direccién, por lo que el tensor
R
Q es diagonal. En la direccién x se define como:

0. = { 120(0v4/9)? i dvy/9, <0

0 c.C.

donde ! determina la intensidad de la viscosidad. Una forma usual de reescribir
esta expresion en diferencias finitas es:

2 2 :
Gy = C p(vxi+1 —Vy;) S1Vyj1) —Vy; <0
X 0 c.c.

con C = I/Ax. C? mide sobre qué ntimero de celdas se esparcird el choque. En
nuestra implementacioén, utilizamos C? ~ 2. La extension hacia las otras coorde-
nadas es directa.

Por ultimo, anadir el trabajo de esta pseudo presiéon en la ecuacién de la energia
es totalmente analogo al trabajo de la presién térmica:

die=—q,\V-v-q,V-v-q,V-7. (3.57)

La inclusion de esta viscosidad artificial asegura que se satisfagan las rela-
ciones de Rankine - Hugoniot’ en torno al choque, por lo que la fisica estara
correctamente resuelta, como asi también la velocidad del choque . Sin embar-
go, la extension del choque serd finita (Stone et al., 1992), por lo que estudiar su
estructura detallada no es posible.

A pesar de todas estas consideraciones realizadas, en los problemas que estu-
diamos a lo largo de este trabajo, nunca fue vista una diferencia significativa al
activar o desactivar esta viscosidad.

3Relaciones entre estados a izquierda y derecha en un choque. Son expresiones anélogas a la
conservacion de la masa, la energia y el momento a través de un choque.
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3.11.2. Conservacion del momento

En esta seccién mostraremos que el momento se conserva en ausencia de fuer-
zas externas, aunque consideremos la presién P como un término fuente.
Asumiendo un problema monodimensional, durante el paso de fuentes se tie-
ne que:
n n
o, =y 281 nP]”_Pj. (3.58)
Piv1 TP Yjr1 = Yj

Definiendo el momento como M; = v, y; <P>=y (pJH + p])/Z lo cual es una
cantidad definida en la interface de la celda, el momento total del dominio en el

tiempo avanzado sera:
N-1

M= ZM]' (vje1-95), (3.59)
=0

que puede ser reescrito como:

Z

-1
Mn+1 —

% pr o7t ) (901 - 95)

j=
N-1 n
[v n 2At p]+1 P]
4

I Pt e Y-y ](p;l” o))

= M"'-At (P”

j+1 _Pjn)

Z’U:o

j=
= — At (PG — )
Por lo tanto el momento lineal se conservard en caso de que las condiciones de
borde lo permitan. En el caso periddico, esto se satisface idénticamente. El inico
requisito para esta demostracién fue el hecho de que la presiéon es una cantidad
centrada y que la densidad aparece en el denominador, por lo que el resultado
encontrado aplica para cualquier fuerza conservativa que se derive de un campo
escalar centrado y se dividida por la densidad. La consecuencia del andlisis rea-
lizado es que el momento angular (en el caso cilindrico y esférico) se conservara
a precision de maquina durante la etapa de adicién de términos fuente, ya que la
actualizacién de la velocidad no incluye términos fuente distintos a los aqui tra-
tados. Otra consecuencia es que en coordenadas cartesianas, el momento lineal
se conservara en todas las direcciones.

Notar que este resultado, sumado a la conservacién del momento en la advec-
cién conservativa (ver seccién 3.10), asegura la conservaciéon del momento angu-
lar a precisién de mdquina.

Es importante notar que la conservacién del momento implica que las con-
diciones de Rankine-Hugoniot se satisfagan en el caso isotermo, por lo que los
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choques son correctamente descriptos con esta implementacion (véase arriba).

3.12. Transportando las cantidades

En la seccién 3.8 vimos que para resolver las ecuaciones de la hidrodinamica
hay que resolver la ecuacién de adveccién con términos fuente. La parte referida a
las fuentes fue tratada en la seccion anterior. Aqui, se verd en detalle como deben
tratarse la etapa denominada de transporte.

Nos interesa resolver la ecuacion:
d;Q+V.(Qv) =0, (3.60)

lo cual es una ecuacién de conservacion. La forma integral de esta ecuacién es:

EJJJ QdV+j Qv.dS =0, (3.61)
ot Y 2%

donde asumimos que el volumen de control no tiene una dependencia explicita
con el tiempo y hemos utilizado el teorema de la divergencia de Gauss. Una forma
en la que suele enunciarse (3.61) es que la variacién de Q dentro del volumen V
estd dada por el flujo de esa cantidad a través de la superficie que rodea a dicho
volumen, es decir, la cantidad Q no se crea ni desaparece, sino que viene o va
hacia algun lugar.

En diferencias finitas, esta ecuacion es:

n+l _ ~n

ijk ijky,
TV_ B [fxi%jk_]:xi—%jk
+ inj+%k_FYij—%k (3.62)
n+1/2
+ ‘7:Zijk+%_]:2ijk—%] :

donde V es el volumen de la celda y F es el flujo de Q a través de la cara de la
celda. Los flujos se definen como:

n+1/2  _ n+1/2
Fipre = [xQSL
n+1/2  _ n+1/2
n+1/2  _ n+1/2
ijk+d T [VZQS]iijr%'

En el caso de advecciéon multidimensional, el problema puede separarse en
tres problemas de adveccién monodimensionales a lo largo de cada eje. Asi, pue-
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de realizarse una actualizacién parcial de las cantidad Q:

n+1/2
[ ?jza_Q?jk]Vi]'k: _At[fxi%jk_}—xi_%jk] (3.64)
b n+1/2
1 b n+1/2
[an]; Qi [Vijk = _At[j:zijk+% _FZijk—%] (3.66)

Es importante notar que los flujos en la expresién anterior estdn evaluados en
pasos intermedios, llamados a,b y c. Asi, la ecuacién (3.65) permite obtener Q
en el paso de tiempo intermedio n + a, y de la misma forma, la (3.66), permite
obtener Q en el tiempo n + b a partir del estado parcial anterior. Al final de la
adveccidn en la tercer dimensién, se tiene una representacién de la cantidad Q
luego del transporte completo.

En principio, la solucién depende del orden en el cual se realizan los pa-
sos intermedios anteriores, lo cual es una caracteristica de este tipo de esquema
numérico (Stone y Norman, 1992a), aunque no se espera un cambio en la fisica
resuelta.

En la practica, el célculo del flujo se hace utilizando un método upwind (co-
rriente arriba en espanol), el cual permite estimar el valor de la cantidad Q en
la interface donde debe ser computado el flujo. A diferencia de un método de
Riemann, el cual calcula los flujos a través de un problema de Riemann local, no-
sotros utilizamos el hecho de tener un campo de velocidad alternado y asumimos,
al igual que Stone y Norman (1992a), que la cantidad Q se advecta sobre una sola
caracteristica® a velocidad v, la cual coincide con la velocidad en la interface en
el tiempo t". La Fig. 3.7 y su leyenda, complementan esta explicacion.

En otras palabras, el flujo puede ser expresado como:

n+l/2 _ . n X ) .
IXir1/2jk = VXir1/2jk Qir1/2jkSiv1/2jks (3.67)

donde el subindice X representa la direccién normal a la cara de la celda por la
cual fluye Q' y Qi1 /, es el valor de Q interpolado en x hacia la posicion de la cara
i+ 1/2 en la mitad del paso de tiempo, extrapolado temporalmente utilizando la
propagacion a lo largo de la caracteristica v.

Para encontrar su valor, es necesario encontrar el lugar preciso de donde pro-
viene el campo Q"*1/2. En otras palabras, es necesario encontrar la posicién x* tal
que:

Xl =X g — (3.68)

Asi, el valor final de Q™ vendra dado por una adecuada representacién de
Q(x.), lo cual es funcién exclusivamente de las variables en el tiempo n. Ya que
esta cantidad en general no pertenece a la discretizacién efectuada, una interpo-

4Direccién de propagacion de la sefial en un diagrama espacio-tiempo
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Valor buscado n+1/2

valor valor

conocido conocido
X
i-1 valor i+1/2 i

interpolado
donor cell
Figura 3.7: Esquema del procedimiento empleado para el calculo de una cantidad avanzada en el
tiempo y desplazada en espacio mediante la utilizacién de un método upwind. Por simplicidad, se
muestra graficamente el método upwind de mas bajo orden, llamado donor cell, el cual considera
que la cantidad buscada es simplemente el valor de esta cantidad en la celda vecina al lugar
desde donde parte la curva caracteristica. La eleccién del vecino a derecha o a izquierda depende

de hacia donde sea llevada la informacién por el campo de velocidad v. En gris claro se muestra
el caso para una velocidad con el signo opuesto.

lacion es requerida. Nosotros adoptamos tres clases de interpolaciones diferentes:
= Método donor cell.
» Método de van Leer.

s Método PPA.

3.12.1. Método de donor cell

El método de donor cell es el mas sencillo de todos, y destaca por su estabili-
dad. Sin embargo, es un método altamente difusivo. Segin este método, el valor
de Q* se calcula como:

o { Qi S1Vxj11220

i+1/2 Qi1 si Vxir1/2 < 0,

Este método en la practica no es utilizado debido a su alta difusividad, aunque
su alta estabilidad fue de mucha utilidad en la etapa de desarrollo.
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3.12.2. Método de van Leer

El método de van Leer (1977) consiste en encontrar la cantidad Q* con una
interpolacién lineal de la forma:

Q% = Q;+a; (AXi - in+1/2At)/2 S1Vyis1/2 20
= '
e Qiv1 — i1 (AX; + Veis1/2D)/2 81 V417 <0,

donde a; son las pendientes de van Leer, dadas por:

0 $1AQi41/2AQi-1/2 <0
aj =13 5 0Qis12A8Qi-1/
AQiv12+AQi1/2
con AQj 12 = QZZ—XIQI
Esta es la reconstruccién que utilizamos para la mayoria de los pasos. Sin em-
bargo, para parte del transporte acimutal decidimos incrementar el orden, uti-

C.C.

lizando el método PPA, a fin de ganar en precisiéon y disminuir la difusién en
problemas dominados rotacién, como son los discos de acrecién.

3.12.3. Método PPA

El método PPA o método de advecciéon parabdlica, se basa en las mismas ideas
discutidas anteriormente, pero la interpolacién en vez de ser lineal es pardbo-
lica. Cuando el espaciamiento de la malla es uniforme, los cdlculos se simplifi-
can notablemente respecto del caso general, ademas de verse reducido el costo
computacional. Los valores de Q se obtienen como:

Qr,i +&(Qi = Qr,i)

+E(1-8)(2Q; — Qri — QL) $1Vxj41/2 20
Qri+1 +&(Qiv1 — Qri+1)

+&(1-8)(2Qi1 = Qrjiv1 = QLi+1) i vxip1/2<0

*X _
Qz'+1/2 -

donde & = v;,1/,At/Ax,y Qr g son los valores a izquierda y derecha (monotoniza-
dos) de Q, que se calculan como:

Con 0Q; = (Q;;1—Q;_1)/2, se definen las pendientes monotonizadas centradas
sobre cada celda:

5,0 :{ 0 si(Qip1 - Qi)(Qi-Qi1)<0
" min(21Q; - Qic1l 21Qie1 — Qil, 10Qil) x sgn(6Q;) c.c.,

Este procedimiento corresponde al mismo realizado por Colella y Woodward
(1984) con un tamario de celda uniforme en la direccién deseada. En una segunda
etapa, la interpolacién parabélica es utilizada para reconstruir la cantidad en las
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Figura 3.8: Adveccién pura de un perfil monodimensional cuadrado. Puede verse como la difu-
sién numérica disminuye a medida que se incluyen reconstructores de mayor orden. La condicién
de contorno es periddica y se muestra el resultado de la adveccién luego de una unidad de tiempo.
La simulacién se realizé con 100 celdas uniformemente espaciadas. Comparamos los métodos de
Donor cell, van Leer y PPA. El método PPA es el mejor de todos, sin embargo el método de van

Leer presenta un parecido muy bueno a menor costo computacional.

interfaces: 1 ]
QL =0Qfk=0Q;+ E(Qm - Qi) - g(éinn - 0,Qi),s (3.69)

y unas comprobaciones finales son necesarias para remover la existencia de posi-
bles extremos que se hayan creado con el método:

QF=QF=0Q;  si(Qis1 -Q)(Qi—-Qi-1) <0
QL =3Q; -20QR siA;C; > A%Y/6
Q' =3Qi-2Q; si-AY/6>AC,

dénde A; = QlR - QiL yCi=Q;- (QI-L + sz)/2. La utilizacién de este método requie-
re mas celdas adicionales que el método de van Leer presentado en la seccién
anterior.

En nuestra implementacion, lo utilizamos de forma exclusiva para el avance
de la velocidad residual fraccionaria durante el paso de adveccién orbital (ver
seccién 3.17.5), de la misma forma que se hace en el trabajo de Mignone et al.
(2012).

También hemos utilizado la versién steepened del método PPA, como es des-
crito en Colella y Woodward (1984), (ecuaciones 1.15 a 1.17). Este método no es
adecuado para discos Keplerianos, donde se observa la aparicién de vortices de
pequenia escala.

3.12.4. Transporte consistente

Norman et al. (1980) sefialaron que transportar cantidades, como por ejemplo



3.12. TRANSPORTANDO LAS CANTIDADES 69

el momento angular, de forma desacoplada al flujo de masa, conduce a incon-
sistencias, las cuales producen soluciones erréneas (ver Norman, 1980; Stone y
Norman, 1992a). Este problema puede solucionarse facilmente si el flujo de mo-
mento angular se calcula por medio del flujo de masa. Para esto, hay que obtener
una estimacién del flujo de momento angular especifico, para luego multiplicar-
lo por el flujo neto de masa. De esta forma, se obtiene consistencia entre ambos
flujos.

En nuestra implementacién utilizamos la nocién de transporte consistente pa-
ra todas las cantidades transportadas. Esta se lleva a cabo dividiendo a todas las
cantidades por la densidad, antes de evaluar su valor utilizando los métodos up-
wind descriptos anteriormente.

3.12.5. Advecciéon del momento

Es importante notar que toda la discusién realizada anteriormente asume que
la cantidad que se interpola sobre la interface es Q, la cual es una cantidad cen-
trada. Por lo tanto, hay dos formas posibles para transportar el momento: o bien
interpolarlo hacia el centro de una celda y transportarlo como se hizo anterior-
mente, o bien desarrollar un método alternativo para esta cantidad. Aqui opta-
mos por la segunda opcidn.

En coordenadas cartesianas, transportamos las siguientes cantidades:

I; = piv;

1

I = pivis, (3.70)

las cuales estdn asociadas con el momento a izquierda y el momento a derecha de
una celda en particular (lo mismo debe hacerse para el resto de las direcciones),
y declaramos a estas cantidades como centradas en la celda, por lo que podemos
aplicar sobre ellas todo el mecanismo de transporte ya desarrollado.

Una vez concluido el transporte, la velocidad actualizada se calcula como:

+ n+l —n+1
prr _ iy +1TG

1 - n+1 n+1

Pi-1 T0;

v

(3.71)

Notar que esta definicién es consistente en el sentido que si aplicamos las defini-
ciones (3.70) a las cantidades sin transportar, recuperamos la velocidad original:

I " +11"
Py +P;

Pl v +pi v
P+ P

p?—l + pzn vn n

n=y! 3.72
el " 57
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En los otros sistemas de coordenadas, transportamos los momentos como ya

han sido definidos en la seccién 3.10, los cuales incluimos aqui por completitud:

Coordenadas cilindricas:

= Momento en X:

I1

xijk = Pijk}fj(vxijk+9yj)

Hx?}'k = Pijkyj(vxi+1jk+nyj)'

= Momento en Y:

l_[}’ijk
+
Hzfijk
= Momento en Z:

Hzl-_].k
+
zijk

Coordenadas esféricas:

= Momento en X:

PijkVy;ix

PijkVyij1x’

PijkVzijk

PijkVzijk+1s

Hx,'_jk = pijk})jSinek(in]‘k+y]‘Sin9kQ)

+ _ . .
Hyjie = pijky;sinOg (vxi+1jk +yjsin QkQ),
= Momento en Y:
Ik PijkVy;jx
+ ..
Ty PijkVyiji1p

» Momento en Z:

RERD

+
NP

Pijk¥jVzijk
pijkijzijkﬂ’

Como ya fue discutido con anterioridad, durante el transporte se conservan
las cantidades IT" y IT7, por lo que su promedio aritmético también se conserva:
+ -
I +1T _p.vi+vi+1
! 2 )

(3.73)

lo cual es el momento centrado de la celda.
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3.12.6. Velocidad del marco de referencia

La velocidad del marco de referencia debe ser actualizada de un paso de tiem-
po a otro. En nuestra implementacion, ya que utilizamos la velocidad en el marco
no inercial, calculamos variaciones en la velocidad angular como 6Q2 = Q" -Q,
donde ()" es la nueva velocidad y ()~ la anterior, y actualizamos la velocidad
acimutal debido a este cambio en la velocidad de rotacién:

vg :v%—léﬁ X 7], (3.74)

donde v} es la velocidad en el nuevo marco de referencia, actualizada a partir de
la velocidad original V-

De esta definicién vemos que si 60Q) > 0, es decir, el marco de referencia se
acelera, la velocidad acimutal disminuye en valor absoluto.

Ya que la actualizacién es una operacién axisimétrica, conserva el momento
angular intacto.

3.13. Condicion CFL

La solucién explicita de las ecuaciones de la MHD implica ciertas restricciones
sobre el paso de tiempo a utilizar. En general, éste debe ser limitado para asegurar
la estabilidad de la solucién.

La condicién de estabilidad es conocida como condicion de Courant-Friedrichs-
Levy o simplemente condicién CFL. Esta condicién puede ser interpretada fisica-
mente como que la informacién proveniente de una celda de la malla no puede
atravesar mas de una celda por un paso de tiempo.

El paso de tiempo deben ser determinado para cada tipo de proceso que ocu-
rra dentro del problema, por lo que para cada proceso fisico se debera determinar
un paso de tiempo que permita resolverlo de forma estable. En la préctica, este
paso de tiempo se obtiene a partir de un analisis de estabilidad de von Neumann.

En nuestra implementacién utilizamos el método sugerido por Stone y Nor-
man (1992a), el cual puede ser escrito como:

) Ag?
i

donde C es un pardmetro real, menor que la unidad, llamado nimero de Courant.
El minimo debe calcularse sobre todo el dominio hidrodinamico. Nosotros adop-
tamos C=0.44 como un valor que mantiene un buen compromiso entre longitud

-1/2

At = Cmin , (3.75)

del paso de tiempo y estabilidad para los problemas de interés.

Los diferentes At; corresponden al limite del paso de tiempo permitido por
diferentes procesos fisicos, los cuales limitan de forma individual el paso de tiem-
po global. Aqui incluimos una lista de los posibles procesos fisicos que aparecen
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dentro de nuestra implementacion.

En la siguiente lista, el indice j representa cada direccién de la malla (xyz,¢prz,
@r0), 0 un subconjunto de ellas en dimensiones menores. En el caso multidimen-
sional, se tiene que Af; = min; {Ati,j}.

Los limites en el paso de tiempo se deben a:

1. Ondas de sonido o magnetosénicas: At; = A;/C,, donde C,, es la velocidad
méxima de las ondas que se pueden propagar en el medio. En el caso MHD,
esta es la onda magnetosénica rapida C2 = C2 +vi, donde C; es la velocidad
del sonido en el medio y v4 es la velocidad de Alfvén, definida como vf‘ =
B?/(pop). En el caso hidrodindmico puro C,, = Ci.

2. Movimiento del fluido: At = A;/|Vj|.

3. Viscosidad artificial: Atz = C,|A;/Av;|, donde elegimos el valor C; = 4v/2.
Av; es la diferencia entre los valores adyacentes en la celda a lo largo de la
direccién j (e.g. Avy = vy 10 — Vxi_1/2)-

4. Viscosidad: Aty = A]z/(éh/), con v la viscosidad cinematica.
5. Resistividad: Ats = A]z/(417), con 1 la resistividad.

En la préctica, cada nuevo médulo fisico que se agregue al c6digo debera in-
cluir su correspondiente restriccion en el criterio CFL.

3.14. Integrador orbital

Ya que el c6digo FARGO3D fue escrito principalmente para el tratamiento de
problemas relacionados con planetas en érbita, incluye un integrador orbital, con
la posibilidad de simular un sistema de n cuerpos.

Para avanzar los sistemas planetarios, utilizamos un integrador de orden 5,
conocido como el método de Cash-Karp (Cash y Karp, 1990). Este integrador se
basa en un método de Runge-Kutta con paso de tiempo fijo, el cual estd gobernado
por la condiciéon CFL. Ya que la eleccién del paso de tiempo esta desacoplada de
la interaccion gravitatoria entre los cuerpos (o de la aceleracién intrinseca de
cada uno de ellos), este método no puede ser adecuado para el tratamiento de
encuentros cercanos entre cuerpos, y en general la solucién obtenida para esta
clase de casos no sera buena.

Sin embargo, este integrador, y las soluciones alcanzadas, serdn suficiente-
mente buenas para planetas suficientemente aislados, en los cuales las interac-
ciones de corto alcance no sean dominantes.

De todos modos, en caso de ser necesaria una mayor precisiéon durante un
encuentro cercano, se puede realizar un refinamiento del paso de tiempo, des-
acoplado de la condiciéon CFL, para capturar de forma mas adecuada las interac-
ciones gravitatorias entre los cuerpos.
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Tabla 3.1: Tabla de Butcher para el método de Cash-Karp.

0
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40
3/5 3/10 -9/10 6/5
1 -11/54 5/2 -70/27 35/27

7/8 | 1631/55296 175/512 575/13824 44275/110592 253/4096

37/378 0 250/621 125/594 0 512/1771

El médulo de integracién orbital esta practicamente desacoplado del resto del
cédigo, por lo que en caso de ser necesario, facilmente se puede implementar otro
integrador.

Debajo detallamos el algoritmo utilizado para la construccién del integrador
orbital. La ecuacién diferencial que dicta la evolucién del sistema puede ser es-
crita como:

Ay -
= = f(t,9), (3.76)

donde 7 es el vector de 6N componentes (N planetas con tres componentes de
velocidad y tres de posicidn). La solucién aproximada al problema utilizando el
método de Cash-Karp es:

6
T :;7"+th1-12- (3.77)
i

6
con lz = f) ty+cih, " +h Zai]-k_; , donde los coeficientes pueden encontrarse en
j=1
la tabla (3.1).
La fuerza ejercida por el gas sobre los planetas es evaluada una vez por paso
de tiempo hidrodindmico, y es utilizada para actualizar las velocidades de los
planetas. Esta es evaluada de dos formas:

» Por suma directa de la fuerza ejercida sobre todas las celdas

» Removiendo antes de la suma, la parte axisimétrica de la densidad, obteni-
da luego de un promedio acimutal. Detalles sobre este punto pueden verse
en la seccién 7.3.4.

3.15. Suavizado de perfiles

Para algunos calculos se hace necesaria la inclusién de funciones de corte, o
suavizado. En nuestra implementacién utilizamos esta clase de funciones en dos
circunstancias:

1. Crecimiento suave de la masa planetaria a fin de evitar perturbaciones fuer-
tes inicialmente.
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Figura 3.9: Rendimiento del integrador orbital para un paso de tiempo At = 1073Q~!. Este es el
orden de magnitud del paso de tiempo devuelto por la condicién CFL para resoluciones mode-
radas (~ 5122) y una extensién radial que incluya las resonancias de movimientos medios 1:2,2:1
con el planeta. Puede verse que el error relativo cometido es bastante bajo, por lo que es espe-
rable una solucién razonablemente buena para el problema orbital, sobre todo si la variacién de

energia debida a los torques del disco es 6rdenes de magnitud mds grande.

2. Exclusién de la fuerza gravitatoria de una determinada regién alrededor del
planeta, conocida como radio de Hill o 16bulo de Roche.

En todos los casos decidimos utilizar funciones trigonométricas que unieran
los estados inicial y final de forma suave y con derivada continua nula.

El primero de los items anteriores es importante en el sentido de que permi-
te obtener resultados bastante mds limpios sin necesidad de esperar a que las
fuerzas disipativas, como la viscosidad, suavicen las perturbaciones transitorias
generadas por un planeta masivo. Para minimizar este efecto, utilizamos una fun-

1[1 cos(m)l sl t<T

—11- — 1

My(t)=4 2 (o "
1 si t>1,

cién de la forma:

El segundo de los items es importante cuando la masa del disco circumplane-
tario es significativa y no es considerada la autogravedad. En estos casos, aparece
una discrepancia entre la fuerza neta que deberia sentir el sistema planeta+disco
circumplanetario, los cuales son un sistema ligado, y la que realmente siente. Asi,
este es un problema de inconsistencia en el tratamiento de las fuerzas.

Para mitigar esta discrepancia sin necesidad de utilizar autogravedad, una
funcién de corte debe aplicarse en torno al planeta, que limite la fuerza que hace
el gas que forma parte del disco circumplanetario sobre el mismo planeta (Crida
et al., 2009). Se calcula que excluir la masa contenida dentro de ~ 0,57y, con ry el
radio de Hill del planeta5, permite obtener resultados satisfactorios. En nuestra

1/3
>Definido como ryy = rp (mp/3M*)
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Figura 3.10: Gréfico de las funciones de suavizado o corte utilizadas en nuestra implementacion.
En rojo se ve la gréfica de la funcién y en azul se observa la derivada numérica de dicha funcién.
Puede verse que ambas tienen derivada bien definida en todo el intervalo, es decir, son funciones

suaves.

implementacioén, la funcion de corte utilizada es:

0 si |?—T§|<TH/2
> o
r=rpl 1
f(r=r)) = sinzlrc( P ——)] si /2 <|P=1pl<ry
ryg 2
1 si TH/Zﬁl?—Tzler

con r, es la posicion del planeta.

En la Fig. 3.10 puede verse la forma de las funciones de corte utilizadas, con
su derivada numérica incluida. En ambos casos se ve que las funciones utilizadas
son suaves y derivables en todo el dominio. En la Fig. 3.11 se observa una com-
paracién entre dos simulaciones de un planeta embebido en un disco de gas. En
el panel de la izquierda se coloca al planeta con su masa final, igual a la masa de
Jupiter, como condicidn inicial, mientras que en el panel de la derecha vemos lo

mismo pero con un planeta que aumenta su masa gradualmente.

3.16. Algoritmo FARGO y adveccion orbital

En esta seccién presentaremos un algoritmo que permite incrementar de for-
ma significativa el paso de tiempo en una simulacién hidrodindmica de un disco
protoplanetario.

Durante la fase de transporte, se presentan dos problemas importantes:

1. Una velocidad de fondo uniforme y grande, sobre la cual se pueden desa-
rrollan perturbaciones, limita el paso de tiempo permitido de forma consi-
derable (ver seccion 3.13).
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Figura 3.11: Simulacién de un planeta de masa igual a la masa de Jupiter en un disco de gas. En la
mitad izquierda se observa una simulacién en la que el planeta es depositado instantdneamente
en el disco. En la mitad derecha, se observa una imagen en el mismo instante de tiempo (¢ =
207tQ~! = 10 érbitas) pero con un crecimiento suave de la masa. Las diferencias sos importantes,
siendo mucho més limpia la simulacién en la que la masa crece suavemente.

2. Los errores de truncamiento dependen del marco de referencia (Robertson
et al., 2010).

El primer problema, radica en el hecho de que el criterio CFL presenta una
condicién de la forma At < A/|V + C, lo cual es un requisito para evitar que
ondas propagdndose en el medio a la velocidad del fluido atraviesen mas de una
celda en un paso de tiempo, lo cual parece inevitable si no estamos en un marco
de referencia comovil con el fluido.

El segundo problema guarda una relacién con el primero. Los errores numéri-
cos que se producen al resolver las ecuaciones, dependen del nimero de actua-
lizaciones que se realizan. Asi, de dos simulaciones con un paso de tiempo dife-
rente, la que tenga el paso mds pequefio realizard una nimero mayor de actuali-
zaciones para llegar a un tiempo determinado.

En la Fig. 3.12 se muestra un ejemplo de los problemas mencionados. La si-
mulacién corresponde con el desarrollo de una inestabilidad conocida como ines-
tabilidad de Kelvin-Helmholtz (ver capitulo 4 para detalles). En el panel a4, se
muestra el perfil de densidad a un cierto tiempo. La simulacién para este caso
se realiz6 en una caja en reposo respecto del observador. En el panel b, se mues-
tra la misma simulacién, en el mismo instante de tiempo, pero realizada en una
caja con una gran velocidad hacia la derecha. El tiempo necesario para resolver
el panel b fue muy superior al necesario para el a. De hecho, si la velocidad de
fondo tiende a infinito, el tiempo de integracién también lo har4, ya que el paso
de tiempo tiende a cero. Ademds, se observa el reconocible efecto de los errores
de truncamiento, expresados en forma de difusién numérica. Claramente existe
una diferencia en la calidad de los detalles entre el panel a y b, atin cuando el
sistema fisico es el mismo.

Masset (2000) mostré que ambos problemas pueden ser resueltos de forma
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Figura 3.12: Simulacién de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz para el caso de una caja en repo-
so (a), una caja en movimiento hacia la derecha a una gran velocidad (b), y la misma simulacién
b, pero utilizando el algoritmo de adveccién orbital FARGO (c). Los errores de truncamiento,

traducidos en difusién numérica, son evidentes en la simulacién (b).

muy sencilla si se descompone a la velocidad en una parte uniforme, llamada
velocidad de fondo, y una velocidad residual.

Para simplificar la presentacién del método, consideremos la ecuacién de ad-
veccién monodimensional a lo largo de la direccién x:

JdQ  9(Qv)

St =0, (3.78)

donde v es la velocidad del fluido. Realicemos la descomposiciéon de v en dos

términos, de la forma:
v(x) =0 + 6v(x), (3.79)

donde 6v(x) es todo apartamiento de v respecto de v’, la cual asumimos como
constante®. Con esta descomposicién (3.78) puede ser escrita como:

9Q | 09Q  2(Qdv)
5 +v o +—" e =0. (3.80)
Utilizando la técnica del operador splitting (ver seccién 3.8), es posible resolver

(3.80) en dos pasos:

dQ  (dQ

e+ =% = 0 (3.81)
9Q  9(Qov) _
e (3.82)

La ecuacion (3.82) se resuelve utilizando los métodos vistos anteriormente pa-
ra adveccion no lineal (ver seccion 3.12). La ecuacién (3.82) es una ecuaciéon de

®Notar que esto no es una eleccién particular.
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Figura 3.13: Esquema de adveccién lineal, en el cual un perfil inicial se propaga de forma inalte-

—

rada una cantidad v°At.

adveccién con velocidad constante, la cual tiene solucidn analitica exacta:
Q(x, t + At) = Q(x — v At, 1), (3.83)

lo cual significa que la cantidad Q avanzada en el tiempo es Q en el tiempo an-
terior, pero en otra posicién. Es decir, para avanzar la cantidad Q en el tiempo,
alcanza con realizar un simple corrimiento de ésta en el espacio (ver Fig. 3.13).

En la préctica, la cantidad v9At no es una cantidad entera de celdas, por lo
que el corrimiento debe hacerse en dos partes. Primero, se determina el nimero
entero de celdas que hay que desplazar la solucién:

(3.84)

vOAL N 1
Ax 2

N = parte entera de(

lo cual es el entero més préximo al numero continuo de celdas a desplazar. La
velocidad asociada a este desplazamiento es:

NAx
Vshift = (3.85)

Asi, la solucién para Q debido al corrimiento sera:
Q! = Q"(x; — venirtAt) = Q"(x; — NAx) = QF (3.86)

lo cual si Q es periddico, corresponde con una simple permutacion.
Luego, se define la velocidad residual como:

AX

SVspifr = v° — Vghigy = v° — NE’ (3.87)
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y se resuelve
9Q | I(Qdvshift)
ot dx

utilizando los métodos de adveccién ya presentados.

=0, (3.88)

Hasta aqui pareceria que no se gand nada. Sin embargo, hay que observar que
el corrimiento del perfil se hace de forma exacta, por lo que no se introducen
errores NUmMeEricos.

La dnica fuente de error en este algoritmo proviene de los pasos de advec-
cién no constante. Por otro lado, y lo mds importante, es que hacer un simple
corrimiento no requiere condicién de estabilidad alguna.

Por este motivo, ya que la velocidad de fondo era la velocidad dominante en el
problema, luego de la descomposicién y adveccién lineal, la velocidad que debe
ser considerada para el criterio CFL es mas pequefia. Por construccion, ovgpig At <
1/2, por lo esta velocidad tampoco debe ser tenida en cuenta para el criterio de
estabilidad.

Por lo tanto, la velocidad que se utiliza para evaluar la condicién de estabili-
dad es ov, la cual en la mayoria de los casos practicos es mucho menor que v. En
el panel c de la Fig. 3.12 puede verse la ganancia con este método.

En particular, en el caso planetario, v corresponde con la velocidad acimutal,
practicamente Kepleriana. Dada la velocidad v, hay muchos métodos posibles
para calcular v°. Matematicamente, la solucién 6ptima es la que minimiza la dis-
tancia méxima, dada por:

1 .
v](.)k = E[max(vijk)—mm(vijk)], (3.89)

donde el maximo y el minimo deben ser considerados sobre todo i para j, k fijos,
con i, ],k los indices de la malla. Otra eleccién posible para la velocidad vY es el
promedio aritmético de la v, el cual es el método que utilizan todas las imple-
mentaciones de este algoritmo hasta la fecha (Masset, 2000; Mignone et al., 2012;
Kley et al., 2009; Stone y Gardiner, 2010)

N
1
v) = N Zvijk. (3.90)
i=0

Por ultimo, si el disco no esta demasiado perturbado, adoptar la velocidad
Kepleriana corregida por el gradiente de presién como v" también seria una po-
sibilidad (ver ecuacién 2.7).

3.16.1. Correccidn al criterio CFL

En el caso de discos keplerianos delgados, en los que el nimero de Mach es
muy grande, o dicho de otro modo, h = ¢;,/vg < 1, la gran velocidad orbital es la
que limita el paso de tiempo, por medio de la condicién CFL. Por lo tanto, con la
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técnica de adveccidn orbital, el paso de tiempo puede incrementarse en un factor
h~=! ~ 10 para perturbaciones pequefias.

Sin embargo, una condicién limitante adicional debe ser considerada a fin de
mantener la consistencia entre celdas de anillos concéntricos vecinos. Esta con-
dicién consiste en evitar que dos celdas vecinas correspondientes a anillos conti-
guos se desconecten fisicamente de un paso de tiempo al siguiente como motivo
de una adveccion lineal descontrolada.

Una celda localizada a un radio r, por la adveccién, en un paso de tiempo se
desplaza una cantidad angular 6¢(r) = v4(r)ot/r. Por lo tanto, la condicion de
que dos celdas vecinas radialmente se mantengan conectadas luego de un paso
de tiempo es:

lo@(r+dr)—o@(r)| < Ae, (3.91)

con A la separacién angular entre todas las celdas de 1a malla. En forma discreta,
el criterio es:

< Ag. (3.92)

Por lo tanto, el criterio de conectividad entre celdas es:

-1

v¢j v4’j+1 (3.93)

A(prj a Aqorj+1

Atf:C

con C una constante menor que la unidad.

En un disco Kepleriano, la velocidad limitante luego de la implementacién
de la adveccién orbital es la velocidad del sonido, con paso de tiempo asociado
At =rA@/c;.

Veamos en que caso el paso de tiempo encontrado es inferior al limite im-
puesto por la velocidad del sonido. La ecuacién (3.93) es equivalente a su versiéon
diferencial, en la forma:

-1 -1

3Q)

2rA(pdr

dQ(r)
Aty = C‘
f Ag

, (3.94)

por lo tanto, para que el tiempo encontrado sea inferior al tiempo impuesto por
la velocidad del sonido (Atf < At), debe satisfacerse:

2
Ar > §H’ (3.95)
lo cual, como se vio en el capitulo 2, es la escala de presién del disco, funda-
mental para el estudio de las resonancias de Lindblad. Asi, esta longitud siempre
deberd estar resuelta con un ntimero suficiente de celdas. Por lo tanto, en los casos
practicos, esta condicién no es un limitante para el paso de tiempo.
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3.17. MagnetoHidrodinamica

En esta seccién explicaremos los algoritmos utilizados para la implementa-
cién de la MHD.

Para evolucionar el campo magnético es necesario resolver la ecuacién de in-
duccién, aunque también debe considerarse el acople del campo magnético con
el fluido a través de la Fuerza de Lorentz.

El primer requisito del método a utilizar es que debe mantener la divergencia
del campo magnético nula durante todo el tiempo de integraciéon. Hay muchos
métodos que permiten esto, por ejemplo, resolviendo para el potencial vector A
en vez del campo magnético en si mismo. Otro método popular es agregar una
correcciéon luego de cada paso de tiempo (o cada algunos) que se encargue de
limpiar los excesos de divergencia que pudieran crearse.

Nosotros adoptamos el Método de caracteristicas (CT) desarrollado por Evans y
Hawley (1988), el cual asegura que la divergencia del campo magnético se man-
tenga constante a precision de maquina a lo largo del tiempo de integracion.

Otra dificultad que surge al considerar el campo magnético es la existencia de
una nueva familia de ondas a considerar. En efecto, el campo magnético es capaz
de soportar ondas transversales incompresibles, las cuales son muy diferentes al
caso hidrodindmico, en donde sdlo existen las ondas compresivas.

Estas nueva familia de ondas podrian ser resueltas utilizando los mismos al-
goritmos que utilizamos para la hidrodindmica, sin embargo Stone y Norman
(1992b) mostraron que los algoritmos estdndar de la hidrodindmica producen
errores grandes en la relacidon de dispersidon para estas ondas.

A fin de resolver este inconveniente, Stone y Norman (1992b) desarrollaron un
método de caracteristicas mas sofisticado (MOC”), el cual utiliza la informacién
de la propagacién de las ondas de Alfvén (a lo largo de las curvas caracteristicas
de estas ondas) para reconstruir las cantidades por medio de un método upwind
o corriente arriba, andlogo al caso hidrodindmico (ver seccién 3.12).

La forma de conectar ambos métodos, CT+MOC, es detallada en extenso por
Hawley y Stone (1995), y es el método que seguiremos en nuestra implementa-
cién.

3.17.1. Transporte restringido (CT)

Laidea del método CT de Evans y Hawley (1988) es asegurar que la divergen-
cia del campo magnético se mantenga constante a lo largo del tiempo a precisiéon
de maquina, por medio de una formulacién conservativa para su flujo.

Para lograr esto, se utilizan las fuerzas electromotrices como campos auxilia-
res intermedios.

” Method of characteristics
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La forma integral de la ecuacién de induccién es:

JdFB L = N

T:LS (va—anB).dl, (3.96)
donde FB es el flujo magnético a través de la superficie S limitada por dS. Una
aproximacién discreta para el flujo a lo largo de cada direccion es:

B _

FXivi2jk = Bxir12jkSivis2jk

B _

Fijrioe = Byijr1/2kSijsrsok

B _

FZijke12 = Bzijkr12Sijrers2: (3.97)

El método para satisfacer la conservacién del flujo estd basado en el célculo

de la variacién temporal del flujo mismo, a partir de las fuerzas electromotrices
(EMF), definidas como &€= 7' x B.

Las componentes X, Y y Z de las EMF estdn definida en el medio de las aristas,
a lolargo de la direccién X, Y y Z (ver Fig. 3.1):

X _ *
€iiv1/2k+1/2 = —(vyBz —UZBY)ij+1/2k+1/2 AXij+1/2k+1/2
Y _ *
€iripjks2 = ~WzBx =vxBz)ii1njki1/2 Byivis2jke1s (3.98)
Z _ *
€iv1/2j41/2k = —(vxBy _VYBX)i+1/2j+1/2k AZi+1/2j+1/2k:

donde el simbolo * significa que el interior del paréntesis debe estar correctamen-
te centrado en espacio y tiempo, al igual que se hizo en el cdlculo de los flujos en
la etapa del transporte hidrodindmico (ver seccién 3.12), lo cual se discutird mas
adelante (ver seccién 3.17.2).

Con estas definiciones, la evolucién del flujo puede calcularse:

BTl+1 BN
FxX iv12jk ~ X iv1/2jk v
At = €i1/2jk+1/20Yiv1/2jk+1/2 (3.99)

Y
éi+1/2jk—1/2AYi+1/2ﬂ<—1/2

z
€i11/2j41/2kDZi1/2j+1/2k

+

Z
ti+1/2j—1/2kAZi+1/2j—1/2k'

El resto de relaciones se puede obtener por permutacion circular de los indices:
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X>Y—>Z->X,ioj—ok—i

pn+l BN
Fijersoe =Y ijr1/2k B X A 3100
At = T Eijr1/2k+1/28Xij+1/2k+1/2 (3.100)
X
t o Ei2k-1/28Xij+1/2k-1/2
z
+ Ei1je1/2kDZiv1/2j41/2k
Z
= €Lk Dzic12j1/2k
pn+l BN
Iz ijk+1/2 ~ 7 ijk+1/2 %
S o ey (3.101)
At i+1/2jk+1/22Yi+1/2jk+1/2 .

Y

+ Ei1jke1/28Yi-1/2jk41/2
X

t Ei/2ka1/2DXij+1/2k41/2

X
€ij-1/2k+1/2DXij-1/2k+1/2-
La conservacion de la divergencia de B es:

B
%V.ﬁ: 0—> ddit =0, (3.102)
Asi, sumando (3.99), (3.100) y (3.101), se prueba que la divergencia de B se con-
serva para todo t. Por lo tanto, si la divergencia del campo inicial es nula, esta se
mantendra nula para todo tiempo futuro.

Si bien este método asegura la conservacion de V.B, en la demostracién nunca
se especificéd algun método para el calculo de las EME. Por lo que en principio,
podriamos utilizar cualquier valor para actualizar B y su divergencia seguiria
siendo nula. Por lo tanto, una aclaracién importante debe hacerse: sélo mantener
la divergencia del campo magnético en niveles nulos o razonables, no implica en
absoluto que la MHD sea bien resuelta.

El capitulo que sigue trata sobre el método para estimar de forma apropiada
y suficientemente precisa las EMF’s.

3.17.2. Método de caracteristicas

En la seccién anterior vimos que para el calculo de flujo magnético, es necesa-
rio calcular las EMFs centradas en el tiempo n+1/2, por lo que una extrapolaciéon
debe hacerse para v, B. Por otro lado, debido a que el centrado de las EMFs no
coincide con el de los campos involucrados en su cdlculo, una interpolacién es-
pacial también es necesaria.

Ambos procedimientos bien podrian ser realizados, como ya se discuti6 en la
seccion 3.12, mediante un método upwind como los utilizados en hidrodinamica,
sin embargo, es sabido que esto no arroja resultados satisfactorios mds alla de
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problemas dominados principalmente por adveccién Stone y Norman (1992b).

El método de las caracteristicas, entonces, consiste en extrapolar en tiempo
los campos a lo largo de las caracteristicas de de Alfvén a fin de reconstruir las
cantidades deseadas. Para ello, se utiliza informacién de las ondas generadas en
cada celda. Para la formulacién de este método se desprecian los términos resis-
tivos en la ecuacién de induccién, los cuales no contribuyen a la propagacién de
ondas.

En el formalismo del MOC, el operador » se distribuye hacia todas las compo-
nentes:
1’l+1/2 _ * * * *
€Zi1/2j+1/2k = (UXz‘+1/2j+1/2kBYi+1/2j+1/2k - vYi+1/2j+1/2kBXz'+1/2j+1/2k)’
donde los valores * se calculan utilizando un método corriente arriba con veloci-
dad de propagacién dada por las caracteristicas de Alfvén.

Para encontrar estas nuevas caracteristicas, las cuales son propias de ondas
transversales incompresibles, escribimos las ecuaciones que deben satisfacer en
el caso mas sencillo 1.5D (considerando solo XY).

Asi, solo consideramos la ecuaciéon de momento con tnico término fuente
igual a la fuerza de Lorentz, y la ecuacién de induccién. Aqui detallaremos los
calculos para la componente Y, aunque lo mismo se hace para la componente X.

La ecuaciéon de momento e induccién juntas son:

avy QVY _ BX 8BY

STy = op IX (3.103)
BBY aBY _ aVy
o Txox = Bxgxe (3.104)

-1/2

Sumando y restando (pop) veces la ecuacién (3.104) a la ecuacién (3.103), se

puede escribir al sistema como:
at¢i+ciax¢i = 0, (3.105)

donde C, es la velocidad caracteristica, definida por:

Bx

Ci:vx$
H

, (3.106)

5

y donde el autovalor ¢, es:
B
W, =vy + ﬂY . (3.107)

Es interesante notar que los autovalores 1, y 1_ se conservan a lo largo de las

g

caracteristicas C,.

La ecuacién (3.105) es conocida como la ecuacion de las caracteristicas de
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-
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Figura 3.14: Diagrama espacio tiempo que muestra las caracteristicas de Alfvén utilizadas para
extrapolar las componentes de la EMF, para el caso By > 0, en particular, el campo magnético en
la direccién Y. En gris claro, a fin de evitar confusiones, se muestra el mismo procedimiento para

el campo de velocidad en la direccién Y. Ambos procedimientos son independientes.

Alfvén. Una forma muy atractiva para escribir esta ecuacion es:

D 1 DB
Y Y _, (3.108)
Dt 47-(p Dt

donde D/D; se define como:
D J N - Bx | d
- = v - = | —
Dt ot (%7 Jirp)oX
Una vez encontrada la ecuacion de las caracteristicas, es posible obtener el valor
de ¢* en el tiempo n + 1/2, proyectandolo hacia atras a lo largo de esta curva e
interpolando, de forma totalmente analoga a lo que se ilustr6 en la Fig 3.7, y con
los mismos métodos que fueron utilizados en hidrodindmica. La mayor diferencia

es que la velocidad caracteristica ya no es simplemente v y que ahora deben ser
consideradas dos de ellas para cada valor deseado.

Aligual que en hidrodindmica, utilizamos el método de van Leer para la MHD
(ver seccién 3.12.2). Este procedimiento se ilustra en la Fig. 3.14, lo cual es un caso
mas general de la Fig. 3.7.

Lo que se observa en esta figura, formalmente puede calcularse diferenciando
(3.108):

Av +

MOpAB =0 (3.109)
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lo cual conduce a un par de ecuaciones para los valores * buscados:

v -vt+ (B°-=B*) = 0

1
VHopP
V-1 — ! (B°=B7) = 0,

VHopP

los simbolos + representan el valor del campo en el lugar desde donde los campos
parten, siguiendo la correspondiente caracteristica +°.

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las cantidades *, se tiene que:

1 1 B% - By,
vy = §(¢++¢_):§(v§+v§+ﬁ) (3.110)
By = Yy g LBy By e vinp—vp)]. (1)

En nuestras pruebas vimos que utilizar un reconstructor de bajo orden (por
ejemplo Donor cell) para los campos + conduce a un suavizado excesivo del cam-
po magnético, por lo que métodos de alto orden deben ser utilizados.

Por ultimo, a fin de evitar EMFs anémalas cerca de discontinuidades rotacio-
nales del campo magnético, utilizamos los valores * s6lo con los términos que son
consistentes con ellos, los cuales son obtenidos por medio de un método corriente
arriba, o estimacion advectada (Hawley y Stone, 1995).

Asi, por ejemplo, la fuerza electromotriz Z es:

1
ez = 5 (VkBY + Byvk — vy B - Byvy). (3.112)

donde “ significa que el valor es obtenido mediante un método corriente arriba.

Finalmente, el campo magnético es calculado sumando las EMF’s correspon-
dientes, multiplicindolas por el paso de tiempo correspondiente y dividiendo por
la superficie utilizada para calcular los flujos.

3.17.3. Términos fuente

Para completar la actualizaciéon del campo magnético, hay que anadir la fuer-
za de Lorentz. Esta puede ser separada en dos términos de naturaleza diferente.
Por ejemplo, para la actualizacién de vy en coordenadas cartesianas, se tiene que:

Bth = ;;_p(BYaYBX + BzazBX - ByaxBY - Bzasz), (3113)
0

. ., . = P
en donde el término de tensién BydxByx que proviene de B.VBy se cancel6 con
un término de presién similar, proveniente de —dxB?/2.

8Nota: anélogo a la cantidad Q(x*), inmediatamente posterior a la ecuacién 3.68.
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Los ultimos dos términos del miembro derecho corresponden a la presién
magnética, y son agregados de la misma forma que la presién térmica, ya que
su comportamiento y efectos es practicamente el mismo.

Un especial cuidado debe tenerse con los dos primeros. Nuevamente, para
evaluar estos términos hay que centrarlos en tiempo y en espacio hacia lugares en
los cuales no estan definidos. Esto debe hacerse con especial cuidado para estos
términos porque son los que introducen la fisica transversal al problema, y son
la razén de toda la complicacién adicional existente en los algoritmos para la
resolucién de la MHD.

Esto se hace utilizando nuevamente el método de las caracteristicas:

<. o 7}b ) _
Xi-1/2jk ~ "Xi-1/2jk 2 o (3.114)
At Pijk + Pi-1jk
EBXi_Usz/zk N BXi—l/zj—l/zk N

AY;_q 0k

B Xi-1/2jk+1/2 BXz'—l/ij—l/Z
z ,
AZ; 1)2j

donde se puso de forma explicita el hecho de que la actualizacién de la velocidad
es parcial, de b — c. Para el caso de la actualizacién del momento, no es necesario
calcular el valor del campo magnético By y By mediante un método corriente
arriba, ya que en esta etapa no ocurren actualizaciones cruzadas. Por esta razon,
simplemente alcanza con calcular el promedio aritmético de cuatro cantidades
adyacentes.

Para el método de caracteristicas empleado en esta parte, una altima consi-
deracién debe hacerse. La actualizacién de la velocidad en la forma dada por
la ecuacién 3.114 es en el marco de referencia comovil con el fluido (ya que es
un paso independiente al transporte), por lo que la velocidad caracteristica es
simplemente *+Bx/+/piop (se quit6 la velocidad del fluido). Esto es lo que en la
literatura se define como un paso lagrangiano (Hawley y Stone, 1995).

Cuando la geometria no es cartesiana, aparecen nuevos términos fuente que
deben ser tenidos en cuanta, como se hizo con los términos geométricos para la
velocidad en el caso hidrodindmico.

Estos son:

Caso cilindrico:

B,B
dvy = ﬂl_p rr‘i’ (3.115)
0
BZ
dy, = —L ¢ (3.116)
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Caso esférico:

1 BrB¢ + BQB(P cotd

dvy = 3.117
e Hop r ( )
B2 + B2
dy, = L "7 (3.118)
Hop T
B,By — B2 cotO
Dy = —— ¢ (3.119)
Hop r

Estos términos son completamente andlogos a los términos de curvatura que apa-
recen al expandir el operador (v V) en las ecuaciones de Euler.

3.17.4. Términos resistivos

Agregar el término resistivo correspondiente a la difusiéon Ohmica es muy
sencillo.

Una vez realizado el calculo del término #x B para obtener las EMFs, se agrega
de forma directa el término 7V x B, donde B es el campo original (ver ecuacién
3.5).

VxB debe ser calculado en cada sistema de coordenadas, y un cuidado especial
debe tenerse al anadir dichos términos en nuestro c6digo. La orientacién de las
ternas de coordenadas no es constante de un sistema de coordenadas a otro.

En coordenadas cartesianas, la terna es derecha, en cilindricas es a izquierda
y en esféricas, por una doble permutaciéon de las componentes es nuevamente
derecha.

Krapp y Benitez Llambay (2015) implementaron términos no ideales conoci-
dos como efecto Hall y difusién ambipolar en el cddigo, los cuales son dos efectos
que aparecen al considerar la fuerza de arrastre en electrones, iones y neutros.

La ecuacién de induccién incluyendo todos los términos resistivos es:

%:Vx(yxg)‘vx(’707+'7H7><B+17Aﬁ), (3.120)

- 1 - > . . - ,
donde ] = —V x By ], esla corriente perpendicular a B. Asi, la EMF correspon-
Fo
diente a los términos resistivos es:

€ =n0] + 1] X B+ 1Al L, (3.121)

lo cual puede sumarse de forma directa a la EMF correspondiente al término v xB.

Para todos los casos se observé que una aproximacién muy simple en diferen-
cias finitas es suficiente, aunque un especial cuidado debe tenerse con el término
de Hall, el cual es inestable con esta implementacién. Sin embargo, mediante la
utilizacién de un método semi-implicito descrito por Bai (2014) se obtuvieron
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resultados satisfactorios.

3.17.5. Adveccion orbital del campo magnético

En esta seccién discutiremos la implementacién del algoritmo de advecciéon
orbital (ver seccién 3.16) a la ecuacién de induccién magnética.

La generalizaciéon de este algoritmo a la MHD fue realizada en una primer
instancia por Johnson ef al. (2008). Posteriormente, un método que generaliza el
método CT fue realizado por Stone y Gardiner (2010).

Como en hidrodindmica, el algoritmo de adveccién orbital para la MHD con-
siste en separar las ecuaciones en su versién dependiente de v y de v°, que en el
caso Kepleriano, corresponde con la velocidad orbital, la cual tiene componente
exclusivamente acimutal y es axisimétrica.

Los términos correspondientes a 6v se resuelven de la forma estdndar, como
se explicé en las secciones anteriores.

Luego de la separacion, la ecuacién de induccién que debe resolverse es:

—

9, B-Vx(vyxB)=0, (3.122)

En el caso bidimensional cartesiano, la ecuacion (3.122) es:

ath-f-UOaxBX = qBY (3123)
atBY + anxBY = 0,
donde g = dyv, y donde se utilizé el hecho V- B=0enla primer ecuacion.
La solucién de este sistema puede ser escrita como:
t

Bx(x,t) = BX(x—vOt,O)+J q(t")By(x,t)dt’ (3.124)
0

By(x, t) = By(x—vot,O), (3125)

Utilizando (3.125) y que ¢(t) es constante durante un paso de tiempo, puede es-
cribirse que:

Bx(x,t) = Bx(x—wvot,0)+qtBy(x—vyt,0) (3.126)
By(x,t) = By(x—1vgt,0). (3.127)

Para cualquier intervalo de tiempo At, se define el siguiente promedio:

_ 1 (*
E,(x,t,At) = EJ R voBy (s, t)ds, (3.128)
x—voAt



90 CAPITULO 3. SOLUCION NUMERICA: FARGO3D
donde Ax = vyAt. Derivando (3.128) respecto de x, se tiene que:

— 1
0. E,(x,t,At) = —uvy|B,(x,t) — B,(x —v,At, t)], (3.129)
Ax y y

lo cual puede ser reescrito utilizando la ecuacién (3.125) como:

— 1
OxE;(x,t, A1) = — [By(x, £+ At = B, (x,1)]. (3.130)
De forma similar:

— 1 * 1
E _1 — L [Bu(x.t)—B.(x—Ax,1)], 3.131
dyE,(x,t,At) A L_VOAthy(s,t)ds A7 [By(x,t) — By(x — Ax, t)] ( )

donde se utilizé V- B = 0. Utilizando la ecuacién (3.124), este resultado puede ser
escrito como:

_ 1 X 1 t+At
dyE,(x,t,At) = " J;_qu(t)By(s, t)ds+ EJ; q(t")By(x,t)dt
+ i [By(x,t+ At) — By(x,t)]. (3.132)

Es simple demostrar que las integrales cancelan durante un paso de tiempo, en
donde g(t) es constante:

1 t+At t+At

’ ) ’ q
— B,(x,tdt’' = — B
A, ABxD) )

q X
= - B,(s,t)ds
AtvO L—’l}oAt i’

X

q
= L B
Ax x—Ax

y(x—vot’, t)dt’

y(s,t)ds (3.133)

Asi, en un paso de tiempo, el promedio espacial de las cantidades corriente
arriba coincide con el promedio temporal de la misma cantidad:

1 x—Ax 1 t+At
— B,(s, t)ds = — B,(x,t")dt’, 3.134
por lo que:
— 1
dyE,(x,t,At) = o [By(x,t+ At) — By(x,1)]. (3.135)

Asi, las ecuaciones (3.130) y (3.135) dicen que el promedio de las EMFs puede
ser utilizado para obtener el valor exacto de la variacién del campo magnético,
sin importar que tan grande sea At. Por lo tanto, calcular la integral (3.128) sobre
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Factor Cartesiano Cilindrico Esférico

sk() Yinax — Yonin Ymax ~ Yimin L2 = Y20
sk(k) Zinax = Zmmin Zrmax = Zmin Zinax = Zmin

si () 1 YminAx Y2 Ax

sk(k)  AX(Zmax — Zmin) Zimax = Zmin €0S(Zmin) — €0S(Zpmax)
L) Ax(Ymax—Ymin) 3020 - Y2)  IAX(Y2. - Y2)
sk(k) 1 1 $in(Zmin)
Vi)™ (Ymax=Ymin) ™' 2/[(Yhax = Y2i)AX]  3/[(Vdax — Yoin)Ax]

Tabla 3.2: Coeficientes utilizados para los cédlculos geométricos en las tres geometrias implemen-
tadas. El significado de las coordenadas X, Y y Z esta de acuerdo a las convenciones especificadas
alo largo de este capfitulo.

la longitud AX = vyAt permite obtener la variacién del campo magnético.

Solo las componentes Y y Z del campo magnético no se anulan. Ya que vy no
esta centrada en la misma posicién, un promedio es necesario.

A diferencia de la adveccién orbital hidrodindmica, en este caso es necesario
calcular los promedios. La mayoria de ellos se cancelan, lo cual produce un sim-
ple corrimiento de indices. En los casos donde el corrimiento no representa un
numero entero de indices, la EMF sobre el arco residual se evalta utilizando el
método PPA (ver seccién 3.12.3).

3.18. Coeficientes geométricos

A lo largo de las integraciones numéricas se hace necesaria la utilizaciéon de
cantidades geométricas, como ser longitudes, superficies y voldmenes. A fin de
controlar el consumo de memoria de esta informacién, lo cual es muy importante
en la versién GPU del cédigo, definimos unos arreglos monodimensionales con
informacién geométrica relevante y utilizamos el producto de ellos para obtener
superficies y volumenes. A continuacién describimos como se calculan las super-
ficies a partir de los arreglos mostrados en la Tabla 3.2

Superficies

Se(,k) = sh(j)skik) (3.136)
)s (k) (3.137)
S.G.k) = sh(j)sk(k), (3.138)

donde S,4(j, k) es la superficie en la cara inferior de la celda con indices (i, ], k),
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perpendicular a la direccién A, para todo indice i.
Volumen

vl(,k) = ) (3.139)

donde V es el volumen de la celda.

3.19. Tensor viscoso

Por completitud incluimos la expresién expandida del tensor viscoso en las
tres geometrias utilizadas (ver Tassoul, 1978).

Coordenadas cartesianas:

T,']' =—pVv (aﬂ/j + 8]-vi —=0;iV- 77)

Coordenadas cilindricas:

v¢ 1
Tor =Trgp = —PV 81’7}(],') - 7 + ?84)14)

Tz =Ty = —pPV arvz'i'azvr)

|
|
o)
=
NS
)
<
<=
+
S| -
QO
<=
<
)
S —

T(pz = TZ(P

Coordenadas esféricas:

2
T,y = —pv(Zarvr - §V-17’)
1 v, wvgcotO\ 2_
Teo = _pv[z(rsine ovp T T r )—gv-v]
1 2
Tgg = —pPV [2(—8909+%)——V'17:|
_ _ 1 Y
Tor =T = pv(rsin(?a‘f)vr +orvy r )
1
T0=Tgy = —PV (8rv3 -0y ?8914)
B B sin @ Ve 1
fpo = Top = pv[ r ae(sin6)+rsin@ad)ve]'

Las componentes del tensor estdn posicionadas en diferentes lugares. Los térmi-
nos diagonales se encuentran en los centros de celda, mientras que los términos
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Figura 3.15: Posicién de las diferentes componentes del tensor viscoso.

cruzados estan en diferentes aristas. La posiciéon de cada término se muestra en
la Fig. 3.15.

Estas componentes se utilizan para actualizar la velocidad, al igual que se hizo
con los demas términos fuente, como la presién y gravedad. La forma en que esto
se realiza se describe a continuacién:

Coordendas cartesianas:
8tvi = —a]"l’i]'.

Coordenadas cilindricas:

171 1
atv¢ = —5 _r—zar(i’z’l’(i)r) + ?8¢T¢¢ + 82T¢z:|
171 1 T
0w, = —5 ;ar(m,) + ?8¢T,¢ - % + azrrz]
171 1
0w, = ——|=0,(rt,,)+ —9¢T¢Z+82TZZ].
plr r
Coordenadas esféricas:
_ 171 2 1 1 Trd) 2T9¢ cotf
Btv¢ = 0 _rzar( Tqbr)"' r89T¢9 +rsin98¢T¢¢+ . + "
11 2 1 . 1 Too + Tpo
oy, = _E _r—zar(r T,,) + rsinQaQ(Tre sinf) + rsinQa‘PTrqb - f]
B 1711 5 1 ) 1 Too cotf
8{(/9 = —5 _r—39r(1” Trg)-l— TSinQae(TQG 811’19) + rsinead)’l’g(j)—f .
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3.20. Diagrama de flujo

En esta seccidn incluimos un diagrama de flujo del c6digo en su estado actual,
el cual permite entender de forma simple cdmo se relacionan las diferentes partes
de los algoritmos explicados durante todo este capitulo.

Por simplicidad y por motivos de espacio, el diagrama se divide en dos. En
la Fig. 3.16 se muestra el diagrama de flujo correspondiente al sector de inicia-
lizacién del c6digo, mientras que en la Fig. 3.17 se muestra el diagrama corres-
pondiente a lo que denominamos una actualizacién completa, es decir, un lazo
magnetohidrodindmico completo, desde que entran los campos iniciales, hasta
que salen avanzados en un tiempo f + dt.

3.20.1. Inicializacion

Describimos la Fig. 3.16. El c6digo comienza con una etapa de inicializacién,
en donde se interpretan todas las caracteristicas que el usuario desea del cédigo y
las condiciones iniciales del problema. En particular, en una etapa temprana de la
ejecucion, se obtienen todos los pardmetros fisicos correspondientes al problema
deseado, se realiza la particiéon de la malla mediante el algoritmo descripto en la
seccién 3.9 y se reserva toda la memoria necesaria para el problema.

Posteriormente se toma una decision. Si se desea resimular una simulacién
previa. En caso positivo, se leen los datos del disco duro; caso contrario, se gene-
ran condiciones iniciales a partir de los archivos de configuracién del problema
en cuestion. Una vez que estd todo el problema iniciado, se realiza una comuni-
cacion, la cual corresponde con una sincronizacién con datos actualizados entre
todas las CPU’s de los nodos vecinos.

Luego de la sincronizacién, se escribe en disco toda la informacién del pro-
blema, incluyendo los campos hidrodindmicos primitivos y cantidades auxiliares
que se calculen en tiempo de ejecucién, como por ejemplo, el torque sufrido por
algtin planeta, la magnitud del tensor de Maxwell, etc. Una vez completada esta
etapa, se decide si continuar con la simulacién o no. En caso de continuar, se pasa
directamente a la Fig. 3.17.

3.20.2. Actualizacion completa

La actualizacién completa corresponde, en la practica, con el lazo principal
dentro del cédigo, y es donde se actualizan todas las cantidades ingresadas en el
tiempo t hacia su valor nuevo en el tiempo t + dt.

El primer paso consiste en calcular la velocidad media acimutal, la cual sera
utilizada para el paso de adveccién lineal mediante el algoritmo FARGO (ver
seccién 3.16). Posteriormente, de forma independiente, se calcula la presiéon y el
potencial gravitatorio, el cual, si bien no considera la autogravedad del gas, debe
ser calculado a cada paso de tiempo, porque los planetas estdn en movimiento
con respecto al gas.
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Figura 3.16: Diagrama de flujo que muestra la forma en la que se inicializa todo el c6digo antes

de comenzar a resolver el problema fisico.
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Figura 3.17: Diagrama de flujo para el nicleo del cédigo, donde se resuelven las ecuaciones la
MHD completas. Se realizaron anotaciones sobre cada elemento individual para simplificar la
explicacién en el texto.
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Posteriormente, en el paso 3 se calcula el paso de tiempo 6ptimo mediante
la receta vista en la seccién 3.13. Con este paso de tiempo, se pasa directamente
a incrementar el campo de velocidad por medio de las funciones fuentes (ver
3.10.5). Aqui dentro, en substepl se incorporan los términos de presién térmica,
magnética, el potencial gravitatorio y términos fuente de curvatura, tanto para el
campo de velocidad como para el campo magnético. Posteriormente, en substep2
incorporamos los términos de viscosidad artificial y su correspondiente aporte a
la energia interna. En substep3 incorporamos el trabajo de la presién en la energia,
y toda otra fuente de calor externa. Finalmente, afiadimos las fuerzas viscosas.

Luego ingresamos en el nicleo del médulo que resuelve la magnetohidro-
dindmica. Aqui, como primer tarea se calculan las velocidades y los campos mag-
néticos en sus correspondientes posiciones * y avanzados medio paso en tiempo,
mediante el método de caracteristicas (ver seccién 3.17.2). Con estos campos in-
terpolados se calculan las EMF’s, a las cuales posteriormente se le afiaden los
términos resistivos. Finalmente, se calcula la fuerza de Lorentz, (nuevamente por
medio del método de caracteristicas) y se la aplica al campo de velocidad como
una fuente adicional.

Antes de calcular los campos magnéticos nuevos a partir de las EMF’s calcula-
das en el paso anterior, es necesario sincronizar las fronteras de cada procesador,
por lo que se envia y solicita informacién de borde a todos los vecinos. Con todas
las mallas de cada proceso actualizadas, se procede al calculo del campo magnéti-
co a partir de las EMF’s.

Posteriormente, de forma independiente, se procede a advectar el campo mag-
nético con la velocidad de fondo no considerada hasta aqui.

Ahora es el momento de calcular el transporte de las cantidades, lo que co-
rresponde con el segundo paso del operador splitting. Aqui calculamos los mo-
mentos que serdn advectados, los cuales son funciones de las variables primitivas
del c6digo. Una vez calculados, se procede a advectarlos mediante las técnicas
upwind descriptas en este capitulo. La densidad y energia se actualizan de forma
trivial, ya que son las variables primitivas utilizadas, y luego de advectar los mo-
mentos, se reconstruyen las velocidades, con lo que se tiene disponible una nueva
condicién avanzada para repetir el ciclo desde el principio nuevamente.

Antes del préoximo paso de tiempo, es necesaria nuevamente una comunica-
cién entre los procesadores vecinos para compartir la informacién de las fronte-
ras, al igual que se hizo en la etapa de inicializacién, antes de ingresar al lazo de
la actualizacién completa.

3.21. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado todos los algoritmos necesarios para la
resolucién de las ecuaciones de la magnetohidrodinamica mediante métodos de
malla explicitos, y se explica en cada caso como se realiza su implementacién.

Aqui incluimos algunas de las caracteristicas principales de nuestro cédigo y
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ventajas respecto de otras aproximaciones:

» Hacemos un avance de forma separada en cada dimensién espacial. Esto
tiene grandes consecuencias en cuanto a la utilizacién de memoria, ya que
no necesitamos almacenar una gran cantidad de datos antes de actualizar
los campos completamente.

» A diferencia de los c6digos tipo Godunov, nuestra implementacién, la cual
utiliza mallas alternadas, no presenta grandes dificultades para construir
condiciones estacionarias para flujos con términos fuente adicionales. Esto
es de importancia en nuestro problema, en el cual el equilibrio rotacional
estricto es muy importante para cierta clase de mediciones (p. ej. medicién
de flujos de masa o momento angular). Otro ejemplo es la obtencién de
equilibrios hidrostéticos verticales en simulaciones tridimensionales.

» El costo computacional de un paso de tiempo es significativamente menor al
utilizado en un cédigo de tipo Godunov, ya que no se resuelve el problema
de Riemann para cada interface.

» Los cédigos de tipo Godunov utilizan la energia total en su formulacién,
asegurando una estricta conservacién a lo largo del tiempo para esta can-
tidad. Nosotros, sin embargo, utilizamos la energia interna, la cual no se
conserva, y por consiguiente no podemos asegurar tampoco la conserva-
cién de la energfa total. Si bien esto puede ser visto como una desventaja
frente a los c6digos Godunov, no lo es. En efecto, en los discos de acrecién
la velocidad de rotacién es muy superior a la velocidad del sonido en el me-
dio, lo que implica nimeros de Mach muy grandes (ver por ejemplo 2.3).
Asi, la energia cinética es 6rdenes de magnitud mas grande que la energia
interna del gas. Por lo tanto, errores de truncamiento en la energia cinética
se propagan muy rapido hacia la energia interna del gas. Esto es conocido
como el problema de nimero de Mach grande (Ryu et al., 1993; Trac y Pen,
2004). Como vimos en el capitulo 2, un correcto tratamiento de la entropia
en la region coorbital es necesario.

» A diferencia de los c6digos tipo Godunov, en los que por cada término fisico
nuevo hay que reescribir el médulo para hallar la solucién al problema de
Riemann correspondiente, en nuestro caso afadir fisica nueva es practica-
mente trivial. En la mayoria de los casos probablemente s6lo alcance con
anadirse un término fuente nuevo.

» Hemos demostrado a lo largo de las secciones que el momento es una can-
tidad que se conserva mediante las técnicas utilizadas, y que en particular,
el momento angular de los discos se conservara a precisién de maquina, lo
cual es una propiedad necesaria para la correcta resoluciéon de la dindmica
de estos sistemas.
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» De forma adicional, como la velocidad de propagacién de los choques es
bien resuelta por los métodos utilizados, podemos asegurar que las con-
diciones de Rankine-Hugoniot se satisfacen, por lo que las caracteristicas
dindmicas importantes en torno al choque son resueltas, aunque el choque
en si mismo no sea resuelto.

» El método utilizado para la actualizacién del campo magnético a través de
las EMF’s permite mantener la divergencia del campo constante para todo
tiempo a precisiéon de maquina, por lo que si es inicialmente nula, se man-
tendrd asi.

En el capitulo siguiente se veran todas estas caracteristicas en accién, por me-
dio de diferentes pruebas hidrodindmicas y magnetohidrodindmicas llevadas a
cabo con el objetivo de validar nuestra implementacién.
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Pruebas

4.1. Introduccion

Con el objetivo de validar la implementacién del cédigo numérico que desa-
rrollamos, en este capitulo presentamos una serie de pruebas numéricas.

Estas pruebas consisten en la resoluciéon de problemas muy sencillos, algunos
de los cuales ya han sido resueltos con muchos otros c6digos hidrodindmicos y
magnetohidrodindmicos, por lo que disponemos de material de comparacién.

El capitulo se organiza de la siguiente forma. Las pruebas presentadas se di-
viden en dos. Por un lado presentamos pruebas puramente hidrodindmicas, y
posteriormente introducimos las pruebas que incluyen campos magnéticos, que
permiten validar nuestra implementacién de la magnetohidrodindmica.

4.2. Prueba de Sod

La prueba de Sod, o comunmente conocida como Sod Shock Tube test, es una
prueba cldsica que consiste en resolver un problema de Riemann a lo largo de
una direccién (Sod, 1978). Esta prueba permite medir la capacidad del cédigo de
resolver discontinuidades en el fluido.

Otra caracteristica interesante de esta prueba es que permite estudiar qué tan
bien comportados son los algoritmos empleados para la solucién del transpor-
te y las fuentes, a partir de una comparacién directa entre una solucién exacta
conocida y la obtenida de forma numérica.

El problema consiste en definir una discontinuidad inicial entre dos estados,
localizada en algtn lugar del dominio. Los estados, los cuales llamaremos a iz-
quierda y derecha, deben ser uniformes en todas sus cantidades, pero no iguales
entre ellos.

El dominio de la malla es 0 <z < 10 y utilizamos 300 celdas uniformemente
distribuidas.

La condicién inicial es:

<
p={ 1 2= (4.1)
01 z>5
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Figura 4.1: Prueba de Sod, utilizando 300 celdas en un dominio espacial de 10 unidades. La
solucién corresponde a un tiempo t = 2. El choque, localizado en torno a z = 8,5 es resuelto por
~ 3 celdas, mientras que la discontinuidad de contacto en torno a z = 7 es resuelta con 7 celdas.
La linea negra continua es la solucién exacta.

1 z<5
_ = 4.2
P {0,125 255 (4:2)

La velocidad inicial es nula para todo el espacio. Utilizamos la ecuacién de
estado adiabatica (ver ecuacién 3.7), por lo para iniciar el problema debemos
calcular la energia interna correspondiente con la presién dada por (4.1). El factor
y en este caso es y = 1,4.

La solucién para t = 2 puede verse en la Fig. 4.1, la cual es contrastada con la
solucién exacta calculada con el programa HE-E1RPEXACT (Toro, 1999).

La solucién muestra la tipica onda de choque localizada en Z ~ 8,5, seguido
por una onda discontinuidad de contacto, centrada en Z ~ 7, y finalmente se
observa la onda de rarefaccion.

A pesar de obtener pequefias desviaciones para el valor de la energia especifi-
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ca en el intervalo 7 < Z < 9, el comportamiento de la solucién es muy bueno en
todo el dominio. Esta desviacién en la energia fue interpretada por Stone y Nor-
man (1992a) como un problema del tipo de variables fundamentales utilizadas
para la actualizacién de los campos. Este fenémeno ocurre por el hecho de que
las variables naturales para este problema son la densidad y la presién, mientras
que en nuestro cddigo estamos resolviendo para la densidad y la energia interna
especifica.

Esta prueba puede ser comparada directamente con la figura 11 de Stone
y Norman (1992a), y los resultados son practicamente indiscernibles. Con esta
prueba también se demuestra la habilidad del c6digo para tratar los choques.

4.3. Difusion de un anillo gas

Una prueba para verificar la validez de nuestra implementacién del tensor
viscoso es el problema de la difusién de un anillo de gas (ver Pringle, 1981; Speith
y Riffert, 1999).

Un disco delgado axisimétrico orbitando alrededor de un potencial central,
experimenta una deriva radial como consecuencia de la fuerza viscosa. En coor-
denadas cilindricas, integrando las ecuaciones de la hidrodinamica en Z y des-
preciando fuerzas de presién, la ecuaciéon de evolucién para la densidad es:

JdX 34 d

x_39 [WE(VWE)]. (4.3)
Ya que la presion es despreciada, el perfil de rotacién del disco es Kepleriano,
mientras que la velocidad radial es:

d
rYv, = —3\@5 (vvre). (4.4)
Lynden-Bell y Pringle (1974) encontraron que si la condicién inicial es de la for-
ma:
X(r,t=0)= o(r—Ry), 4.5
(1t =0) = 5 2mdlr=Ro) (45)
y si la viscosidad v es una constante, entonces la densidad superficial ¥ evolucio-
na como: )
M 1 2u 1+u
Z(r, t) = T(—I{(%WI’,!(?)GXP (— T ), (4:6)

A partir de este resultado, la velocidad radial evoluciona como:

v,(r,t) = (4.7)

6v r_In—l(ZU/T)
T I,2u/t) |’

donde u =r/Rgy T = 12v0t/R(2).
Para probar que somos capaces de obtener la soluciéon dada por la ecuaciéon
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Figura 4.2: Prueba de difusién de un anillo de gas Kepleriano por accién de la viscosidad. Se
muestra el perfil de densidad superficial. La lineas de color corresponden con diferentes instantes
de tiempo, los cuales pueden leerse en la leyenda de la figura. La curva negra se corresponde con
la solucién analitica en ¢ = 1100, mientras que los puntos rojos muestran la solucién calculada
con FARGO3D en el mismo instante temporal. El parecido entre ambas soluciones es notable.

(4.6), iniciamos un disco Kepleriano delgado y axisimétrico, con perfiles de den-
sidad superficial y velocidad radial dados por las férmulas (4.6) y (4.7), evaluadas
en t = 100. De este modo nos aseguramos una inicializacién suficientemente sua-
ve, esparcida sobre un gran numero de celdas.

La viscosidad adoptada es v, = 107>. La extensién radial de la simulacién es
0,1 <r <1,6y utilizamos 512 celdas uniformemente distribuidas en el dominio.
La geometria de la malla es cilindrica, y las condiciones de contorno se eligen
como de gradiente cero sobre la densidad y las velocidades.

En la Fig. 4.2 mostramos el perfil de densidad a medida evoluciona el tiempo.
El acuerdo entre la solucién analitica y la numérica es muy bueno.

La conclusion de esta prueba es que la implementacién del tensor viscoso es
correcta y que tiene la habilidad de reproducir la dindmica difusiva de los discos
de acrecién. En la Fig. 7.4 puede verse una extension de esta prueba para el caso
de deriva viscosa de un disco Kepleriano completo, la cual no reproducimos aqui
para evitar redundancia.

4.4, Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz es una inestabilidad que ocurre cuando
hay una diferencia de velocidad relativa entre dos capas de fluido con densidades
diferentes.

La presencia de imperfecciones en la interface entre los fluidos es amplificada
y transformada en un movimiento rotacional (vorticidad).
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En esta prueba inicializamos el mismo problema realizado por McNally et
al. (2012). Este trabajo en particular es muy interesante ya que realiza de forma
homogénea una comparacién sistemadtica de este problema para diversos c6digos
hidrodindmicos, tanto de mayor como de menor orden al c6digo que nosotros
desarrollamos en nuestro trabajo.

Segun McNally ef al. (2012), 1a condicién inicial para el problema vienen dada
por:

01— pmexp |2 _51/4 1/4> >0
P2 + Pm€XP Ll/4) 1/2>y>1/4
P2 + Pmexp f) 3/4>y>1/2
P1 — PmeXP w) 1>y>3/4

dénde p,, = (p1 —p2)/2. p1 ¥y p2 son las densidades de cada estado, y son iniciali-
zadas con valor p; = 1,0, p; = 2,0. De la misma forma, se define la velocidad a lo
largo de la direccién X:

y—1/4

V1 — U €XP 5 1/4>v>0
-y+1/4
Vyo + Uy €XP —yr1/4 1/2>y>1/4
v, = > (4.9)
x —(3/4 - '
Vyo + Uy €XP %) 3/4>y>1/2
—(y—-3/4
Vy1 — U €XP (yf/)) 1>y>3/4

donde v, = (v —vyy)/2.
Las velocidades de cada estado son v, = 0,5, vy, = —0,5. s es un pardmetro de
suavizado, que es elegido como s = 0,025 para todo el problema.

La perturbacién inicial es una velocidad armonica en la direccién vertical, de
la forma:
V, = 0,01sin(47x). (4.10)

En la Fig. 4.3 se puede observar la evolucién temporal de la densidad, a inter-
valos de tiempo constante.

El aspecto de la inestabilidad puede ser comparado con las figuras 2, 9y 12 de
McNally et al. (2012). A tiempos tempranos, la inestabilidad, atin no desarrollada,
comienza a exhibir el patrén caracteristico de esta inestabilidad, y posteriormen-
te, con un crecimiento acelerado, se forman los cuatro vértices correspondientes
al nimero de onda utilizado para iniciar esta prueba.

Cada vértice, con el correr del tiempo, se enrolla en si mismo, hasta que en
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Figura 4.3: Aspecto de la evolucién temporal para la prueba bidimensional de la inestabilidad
de Kelvin-Helmholtz sobre una malla cartesiana. En los paneles se muestra el campo de den-
sidad para diferentes instantes de tiempo. Puede verse como a tiempos tempranos la densidad
perturbada comienza a desarrollar un movimiento rotatorio, el cual desencadena en vértices que
van creciendo en tamano, hasta que los mismos vortices desarrollan la misma inestabilidad en

estructuras menores.
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Figura 4.4: Amplitud del modo inestable (panel izquierdo) y tasa de crecimiento de dicho modo
(panel derecho) en funcién del tiempo. Se realiza el calculo para 5 resoluciones diferentes, las
cuales difieren una de otra en un factor 2. Vemos que se alcanza una convergencia muy buena
para resoluciones superiores a 1282, lo cual es levemente inferior a la alcanzada por el cédigo
PENCIL, el cual es de muy alto orden. La comparacién con el resto de cédigos nos muestra que
las propiedades difusivas de nuestro cédigo son muy buenas, y que somos capaces de resolver la
inestabilidad de forma comparable al resto de c6digos, en iguales condiciones.

un cierto punto, se desarrollan sub inestabilidades de Kelvin-Helmholtz en el
interior de cada uno de ellos.

Otro aspecto interesante de ser calculado y comparado con el trabajo de McNally
et al. (2012) es la amplitud del modo inestable en funcién del tiempo y tu tasa de
crecimiento.

La amplitud del modo inestable se calcula como:

2 2

N N ..
M=2 (;\i;) +(§;Vj;) (4.11)

donde la suma es sobre todas las celdas de la malla, y s,c y d vienen dados por:

s = V, sin(4mx) exp(—4nly - 0,25]) y<0,5
" | Vysin(4nx)exp(—4n](1-y)-0,25]) »>0,5

. V, cos(4mx) exp(—4mly — 0,25]) <0,5
' V, cos(4mx)exp(—4m|(1-y)—-0,25)) y=0,5

_ | exp(-4rly-0,25]) <0,5
" | exp(-4n|(1-v)-0,25)) v=>0,5

En el panel izquierdo de la Fig. 4.4 se muestra el resultado del calculo de la
amplitud M del modo inestable. Ademas, en el panel derecho de la misma figura
se muestra la tasa de crecimiento de M, definida simplemente como la derivada
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temporal de M(t).

La comparacién con la Fig. 7 de McNally et al. (2012) muestra que la inestabi-
lidad es bien resuelta a resoluciones moderadas. A diferencia de cédigos de més
alto orden, como por ejemplo PENCIL, la convergencia con la resolucién es més
pobre en nuestro caso, aunque se alcanza un muy buen valor de convergencia a
resoluciones moderadas.

También utilizamos esta prueba para demostrar la ventaja del algoritmo FAR-
GO, utilizado para la adveccién orbital, la cual puede verse en la Fig. 3.12.

4.5. Problema de Riemann MHD

El problema de Riemann MHD, conocido como el problema del tubo de cho-
que de Brio y Wu (Brio y Wu, 1988) es un tubo de choque estdndar, similar al
problema de Sod (1978), donde los efectos de una discontinuidad en el campo
magnético transversal son estudiados. Por experiencia, vimos que este test es de
mucha ayuda para detectar problemas de implementacién en la MHD.

Stone y Norman (1992b) dan una discusién interesante sobre la utilidad de
esta prueba. Ellos argumentan que los flujos MHD pueden tener ondas compues-
tas, las cuales pueden incluir una onda de rarefaccién atada a una onda de choque
de la misma familia, y dan como ejemplo, una onda de rarefacciéon atada a una
onda de choque, por lo que comportamientos muy diferentes respecto del caso
hidrodinamico puro pueden esperarse.

En esta seccién realizamos la versiéon 1.5D de esta prueba, a lo largo de la
direccién Z, utilizando las mismas condiciones iniciales y resolucién que Stone y
Norman (1992b).

La prueba de Brio y Wu se inicia a partir de dos estados uniformes (- & +),
separados por una discontinuidad entre ellos.

El dominio del problema es 0 < z < 800 y la discontinuidad se localiza en
z=400. En t = 0 iniciamos las demds cantidades como:

1 z<400
P‘{ 0,1 z> 400 (4.12)
1 z<400
= - 4.1
0 {0,1 2> 400 (4.13)
1 z<400
B, = - 4.14
y {—1 z > 400 ( )

B, = 0,75 para todo el dominio.

Utilizamos la ecuacién de estado adiabdtica con indice ¥ = 2,0 y 800 celdas
uniformemente espaciadas. La condicién de contorno adoptada es reflectante en
ambas fronteras.

En la Fig. 4.5 se observan las cantidades fundamentales para ¢ = 80:
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Figura 4.5: Problema de Riemann MHD. Esta figura puede ser comparada con la figura 6 de Stone
y Norman (1992b) y la figura 2 de Brio y Wu (1988).
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Lo que se observa en esta prueba, al igual que en la prueba de Sod, es la exis-
tencia de ondas que viajan a izquierda y derecha respectivamente. Las que van
hacia la izquierda son una onda de rarefaccién rdpida y una onda compuesta len-
ta, formada por una rarefaccién lenta combinada con un choque lento (marcados
en la figura). Las ondas que viajan a derecha son, una discontinuidad de contacto,
un choque lento y una rarefaccién rapida.

A pesar de unas pequefias oscilaciones en torno a Z ~ 600 para la velocidad en
z, el comportamiento de la solucion es el esperado e indiscernible a simple vista
con la prueba presentada en la figura 6 de Stone y Norman (1992b).

4.6. Difusion de una hoja de corriente

Al igual que lo hicimos con el médulo viscoso, el médulo resistivo también
debe ser verificado para asegurar que los tiempos difusivos son los esperados.

Para esto, estudiamos la difusiéon de una hoja de corriente. Este es un proceso
gobernado exclusivamente por el término resistivo, por lo que es una prueba ideal
para nuestro proposito.

El problema es 1.5 dimensional, y se define formalmente como:

BO z>0
B =
y(Z) { —BO z< 0,

B,, vy, v, Son nulos para todo el dominio. La condicién anterior equivale a una
0 de Dirac en la corriente, razén por la cual se la llama hoja de corriente’. La
resistividad 7 se asume constante.

Si se desprecia la fuerza de Lorentz, el campo magnético se desacopla de la
materia, por lo que s6lo debe resolverse la ecuacién de induccién magnética. La
presién inicial para la prueba es uniforme e igual a la unidad, por lo que la velo-
cidad se mantendré nula durante toda la integracion.

Ya que la velocidad es nula, la ecuacién de induccién se reduce a una ecuaciéon
de difusién para la corriente, y su solucion sera:

B,(z,1) = Boerf(\/:_m]. (4.15)

Para resolver este problema utilizamos una malla con 512 celdas uniforme-
mente espaciadas sobre un dominio espacial definido como -1 <z < 1. Conside-
ramos un campo magnético inicial By = 1 y un valor para la resistividad # = 0,25.

Con el objetivo de obtener una solucién suficientemente suave, al igual que
en la prueba del anillo de gas, en vez de iniciar una ¢ de Dirac en la corriente,
utilizamos un perfil suave para el campo magnético, dado por la ecuacién (4.15)
evaluada en ty = (5Az/2)?, con Az el tamafio de una celda y obtenemos B,. Esta

ILa corriente se define como J = V x ﬁ/yo.
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Figura 4.6: Prueba de la difusién de una hoja de corriente bajo los efectos de la resistividad
magnética #. En el panel de la izquierda se muestra la evolucién del campo magnético mientras
que en el de la izquierda se muestra la corriente, definida como Jx = dzBy. Las lineas a trazos
negras corresponden con la condicién inicial. Los puntos rojos son la solucién numérica obtenida
a tiempo t = 30t;. La solucién analitica esperada, dada por la ecuacién (4.15) se muestra con un

linea s6lida azul. Notar la similitud entre la solucién numérica y la analitica.

prescripcion suaviza el perfil de B, sobre 10 celdas.

Enla Fig. 4.6 mostramos una comparacién entre la solucién numérica y analiti-
ca en un tiempo igual a t = 30¢(, tanto para el campo magnético By como para su
derivada, la cual define a la corriente Jy.

La similitud entre la solucién numérica y el cdlculo analitico es notable. Esta
prueba fue de gran ayuda durante el desarrollo y algunas simulaciones realizadas
para descartar la existencia de problemas en el médulo resistivo. Por ejemplo,
esto es de importancia en las simulaciones realizadas en el capitulo 6.

4.7. Cilindro magnético rotante

En este apartado realizamos la prueba sugerida por Balsara y Spicer (1999),
conocida como MHD rotor test o prueba del cilindro magnético rotante.

Esta prueba fue disefiada para verificar la propagaciéon de ondas torcionales
de Alfvén, las cuales son de importancia en problemas de formacién estelar Bal-
sara y Spicer (1999). La prueba consiste en generar un cilindro de materia que
rote rdpidamente en torno a su centro, sumergido en un ambiente de fondo poco
denso. Por la simetria del problema, esta prueba es una gran oportunidad para
comparar dos geometrias diferentes resolviendo el mismo problema, como son,
la geometria cilindrica y la cartesiana.
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Figura 4.7: Resultado de la prueba del cilindro magnético rotante en ¢t = 0,15. Las lineas sélidas

se corresponden con la lineas de campo magnétic, mientras que el color de fondo representa el

campo de densidad.

En coordenadas cartesianas, la condicién inicial para este problema es:

1 r<ry
~ 10 rp<r<n
P(%Z)— 1+9f(7’) r<r<rp
1 rzr
0 r<ry
_ ] —v(z-05)/rp  rg<r<mn
vy(y,2) = —f(r)vo(z=0,5)/r; 1 <r<n
0 rzrm
0 r<ryp
_) w@=05)/mn  r<n
v,(,2) = f(rvg(y—0,5)/ry r<r<ry’
0 rzrnm

donde r = \/(y— 1/2)? +(z-1/2)? y la funcién de suavizado f se define como
f(r) = (ry —r)/(ry —rg). Nosotros fijamos ry = 0,1, r; = 0,115, vy =2, ¥ = 1,4, una

presiéon uniforme P = 1,0 un campo magnético inicial uniforme, cuyo valor es

B, =5/V4mny B, = 0. Para esta prueba utilizamos una malla con 5122 celdas uni-
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formemente distribuidas sobre un dominio espacial Y € [-0,5,0,5],Z € [-0,5,0,5].

Para la versidn cilindrica de esta prueba, la condicién inicial que utilizamos es
la misma para la densidad; la velocidad radial se define nula en todo el dominio,
y la velocidad acimutal v, es:

0 r<ry

Vo (r) = vor/r1 r<n
PEITN f(rwer/ry ri<r<r

0 727‘2

Utilizamos una malla con 256 celdas en radio y 1024 celdas en acimut, ambas
uniformemente distribuidas sobre una malla polar con dominio r € [0,01,0,5],¢ €
[0, 27].

En ambos casos, cartesiano como cilindrico, las condiciones de contorno son
reflectantes, y la ecuacion de estado utilizada es adiabatica.

Un primer resultado es mostrado para la prueba cartesiana en la Fig. 4.7, en
donde escogié una paleta de alto contraste para poder observar con detalle la
estructura de la regién comprimida. En lineas negras también se observan las
lineas de campo magnético, las cuales fueron refractas por la rotacion del fluido
y alteradas con la propagacién los frentes de onda de color gris oscuro. Esta figura
puede ser comparada con la figura 2 de Balsara y Spicer (1999).

Una comparacién entre el caso cilindrico y cartesiano puede verse en la Fig.
4.8. Una comparacién entre ambos paneles de dicha figura nos permite concluir
que la implementaciéon de la MHD en ambos sistemas de coordenadas es total-
mente comparable.

Hay que notar que en nuestra versién de esta prueba hemos introducido un
cambio respecto de la literatura, y consistié en agregar un hueco en la regiéon
interna del cilindro para aliviar posibles problemas en la frontera interna en el
caso cilindrico.

Por altimo, una comparacién precisa de nuestros resultados, a pesar del hueco
central, puede hacerse con el resultado obtenido para esta prueba por los desa-
rrolladores del c6digo FLASH, ya que nosotros utilizamos la misma condicién
inicial. (http://flash.uchicago.edu).

4.8. Vortice de Orszag-Tang

Aqui realizamos la famosa prueba MHD conocida como vortice de Orszag-
Tang (Orszag y Tang, 1979). Esta prueba se convirti6 en una prueba estandar pa-
ra cddigos MHD, por lo que hay una gran cantidad de material de comparacién
disponible. La condicién inicial se transforma, con el correr del tiempo, en un
vortice inestable, el cual es un punto inestable y muy sensible a cualquier pertur-
bacidn, por lo que al cabo de un cierto tiempo, termina saliéndose de su posicién
inicial en el centro de la malla.
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Figura 4.8: Comparacién entre el resultado cartesiano y cilindrico de la prueba (representado
sobre una base cartesiana). Con lineas sélidas negras se demarca el limite del dominio hidro-
dindmico en la simulacién cilindrica. Ambos paneles se encuentran en muy buen acuerdo.

Otra propiedad interesante de la prueba es que segtin sea el grado del método
utilizado para resolver las ecuaciones, o dicho de otra forma, segiin sean las pro-
piedades difusivas del c6digo, apareceran un numero diferente de sub vértices,
los cuales tienen una vida media muy corta comparada con la del vortice cen-
tral de la simulacién. Asi, esta prueba puede permitir comparar las propiedades
difusivas de los diversos métodos existentes para resolver la MHD.

El problema se define sobre un dominio fisico 0 <y <1, 0<2z<1, yla condi-
cién inicial es:

vy(z) = -—sin(2mz)
v,(z) = sin(2my)
B, = -Bgsin(2nz) (4.16)
B, = Bysin(4mny)
P = 5/(12n),

con By = (4m)~V/2.

La presiéon y la densidad se inician uniformes en todo el dominio, con valor
25/(36m) y 5/(12m).

Para este test utilizamos una ecuacién de estado adiabdtica, con indice y =
5/3. La Fig. 4.9 puede ser comparada de forma directa con las figuras 10 y 11 de
Londrillo y Del Zanna (2000). Observamos un acuerdo excelente para esta prueba
respecto de la solucidn encontrada por otros autores. Por otro lado, observamos
una buena tendencia hacia la convergencia con la resolucién en el panel inferior
de la Fig. 4.9.

Como ultimo comentario diremos que esta prueba fue crucial durante el desa-
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Figura 4.9: Prueba de Orszag-Tang a t=0.5. El panel superior izquierdo muestra la densidad, en
dénde se incluyen las lineas de campo magnético. El panel superior de la derecha muestra los
contornos de presion térmica (sin incluir presién magnética). El panel inferior muestra el valor
de la presiéon a lo largo de la curva a trazos roja del panel superior derecho, localizada a una
altura z = 0,4277. Este corte es hecho por varios autores en la misma posicién, por lo que sirve de

comparacion.

rrollo del c6digo. Observamos que esta prueba es extremadamente sensible a los
errores de programacion, y nos permitié encontrar muchos de ellos, pequefios
pero suficientemente importantes.

4.9. Lazo magnético

Esta es una prueba bidimensional, propuesta por Gardiner y Stone (2005) y
basada en la adveccién pura de un lazo magnético cerrado sobre un fondo de
densidad y velocidad uniformes.

La prueba se realiza en el limite 8 > 17, donde la presién magnética es des-
preciable respecto de la presién del gas, por lo que el lazo magnético debe ser
advectado de forma pura y sin distorsiones por el campo de velocidad de fondo.
Asi, se dice que el lazo debe ser un trazador pasivo del flujo.

La condicién inicial que utilizamos es similar a realizada por Gardiner y Stone
(2005) y Fromang et al. (2006).

Para iniciar un campo magnético no divergente, utilizamos el potencial vector

2B = Pg/Py
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A. Como el problema es en el plano YZ, el potencial vector se reduce al caso

escalar:
Ag(R-r) sir<R
A =
<(7) { 0 c.c.

con Ag =107, R=0,3y r=+/p2+2z2.
Utilizamos una malla cartesiana sobre el dominio -1 <y <1, -0,5<z<0,5,

con 128 celdas en la direccién y y 64 celdas en la direccién z. Las condiciones de
contorno utilizadas son periddicas en las dos direcciones.

Para esta prueba realizamos dos simulaciones, una de ellas con vy = \/(5)/ 2,
v, = 0 y la segunda vy = 1,0, v, = 0,5, lo cual permite probar el caso de advec-
cién a lo largo de un eje y, la adveccién compuesta, a lo largo de ambos ejes en
simultdneo.

En la figura 4.10 mostramos la evolucién de la energia magnética media de
la malla y la forma que adquiere el lazo (inicialmente circular) luego de una ad-
veccidon completa sobre el dominio para ambos casos. El decaimiento de energia
magnética para el caso horizontal puede ser comparado de forma directa con
la figura 5 de Fromang et al. (2006). Ya que estos autores poseen una velocidad
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Figura 4.10: El panel principal muestra la evolucién temporal de la energia magnética el lazo
magnético mientras es advectado por el campo de velocidad de fondo, y nos permite entender las
propiedades difusivas del c6digo. En los paneles de la derecha mostramos la forma que tienen
los lazos magnéticos (a través de sus lineas de campo magnético). El panel a) se corresponde con
una instantanea del lazo luego de hacer el primer recorrido completo por la malla, para el caso
de adveccién horizontal pura. Lo mismo es mostrado pero para el caso de adveccién oblicua en el

panel b).
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igual al doble que la utilizada por nosotros, la comparacién debe realizarse en
un tiempo ¢ = 2. En nuestro caso. (E,, ~ 1,235 - 10_7), mientras que ellosa t =1
miden E,, ~ 1,225 - 1077 para el método de Roey E,,; = 1,19 1077 para el método
de Lax-Friedrichs.

Esta prueba demuestra que los métodos de adveccién que implementamos son
comparables con el método de Roe para el caso magnético.

4.10. Hoja de corriente

Una prueba que permite observar las propiedades difusivas de la implemen-
tacion realizada para la resolucién de la MHD es la prueba conocida como current
sheet (hoja de corriente en espanol).

Este es un problema bidimensional en el cual se consideran estados iniciales
discontinuos para el campo magnético, los cuales crean hojas de corriente.

Los detalles de esta prueba se encuentran en Gardiner y Stone (2005), aun-
que esta prueba ha sido realizada también por otros autores, como por ejemplo
Fromang et al. (2006).

En este caso, a diferencia de la prueba presentada en la seccién 4.6, no inclui-
mos resistividad, por lo que la evolucién de las hojas de corriente estara goberna-
da por la resistividad numeérica, o también llamada, difusion numérica.

Utilizamos exactamente la misma configuracién de Gardiner y Stone (2005) y
Fromang et al. (2006). El dominio de la mallaes 0 <y <2, 0 <z <2y utilizamos
256 celdas en cada direccién. La densidad inicial es uniforme, con valor p =1,
la presion también se inicia de forma uniforme, con valor P = 0,1 y el campo
magnético es nulo para sus componentes x e .

B, se inicia como:

B,(y) = +1 sily-1|<0.
VT -1 sify-1]20.

La velocidad inicial vertical es nula para toda la malla y la velocidad horizon-
tal es iniciada como v, = vysin(nz). Consideramos el valor vy = 0,1. La ecuacion
de estado utilizada es la adiabatica, con indice y = 5/3.

Enla Fig. 4.11 se observa el resultado de esta prueba para diferentes instantes
de tiempo. Los contornos negros son las lineas de campo magnético.

El comportamiento observado es muy similar al reportado por Fromang et al.
(2006). A gran tiempo (t > 2,5), se forman cuatro islas magnéticas sobre lo que
inicialmente era una discontinuidad en el campo.

En el caso de la prueba de Gardiner y Stone (2005), ellos observan sélo dos
islas. Algo remarcable de nuestra implementaciéon es que conserva la simetria
central respecto de los nodos de velocidad, al igual que el c6digo RAMSES (Fro-
mang et al., 2006). Esto no ocurre para Gardiner y Stone (2005).
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Figura 4.11: Se muestran las lineas de campo magnético para el problema de las hojas de corrien-
te en diferentes instantes de tiempo. Una de las principales caracteristicas de esta figura es la
conservacién de la simetria para todo tiempo, lo cual no es una caracteristica comun a todos los
coddigos.

4.11. MRI en discos no estratificados

En esta seccién, como una prueba tridimensional con campos magnéticos,
mostramos algunas propiedades de nuestro c6digo para resolver la inestabilidad
magnetorotacional en coordenadas cilindricas.

Realizamos una implementacién muy similar a la realizada por Baruteau et
al. (2011), en la cual no se consideran fuerzas en la direccién Z. Consideramos
el caso isotermo, por lo que no evolucionamos la ecuacién de la energia inter-
na. La velocidad del sonido es iniciada como c¢,(r) = 0,1v,(r), con v(r) la veloci-
dad de rotacién Kepleriana y utilizamos una malla cilindrica con una extensioén
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radial r € [1,8], una extensién vertical z € [-0,3,0,3], y una extensién acimutal
@ € [0,7]. La densidad es iniciada como una ley de potencia con indice —0,5 El
campo magnético inicial es puramente toroidal, y su intensidad es tal que su pre-
sién es 50 veces menor que la presién térmica (S = 50).

Para desarrollar la inestabilidad, introducimos ruido en la componente radial
y vertical de la velocidad, con una amplitud del 5% de la velocidad del sonido.

Las condiciones de contorno son periddicas en Z y reflectantes en r. Para mi-
nimizar efectos de borde con el campo magnético, implementamos zonas de alta
resistividad en anillos cercanos a las fronteras. (r=1ar=2yr=7ar =28).
Utilizamos un marco de referencia corrotante con r = 3.

La duracién total de la simulacion es de 300 6rbitas a r=1.

En la Fig. 4.12 mostramos el valor del parametro a de Shakura y Sunyaev
(1973), en funcién del radio y promediado entre la érbita 120 y 300 del radio
interno. a se calcula como:

a(r, t) = aReynolds(rr t) + aMaxwell(T’ t), (4-17)
con, II
POV, 0vydpdz
QRevn r,t)= , 4.18
Rey olds( ) C?(T)ijd(PdZ ( )
[ [ B;Bydepdz

aMaxwell(T; t) = (4-19)

Hoci(r) [ [ pddpdz.
donde 6v, y ovy son las fluctuaciones de la velocidad respecto del campo de ve-
locidad medio a cada radio.

Vemos en dicha figura que el valor de alpha es sistematicamente menor para
el caso de adveccién estandar salvo en el radio de corrotacién, en donde al tener
campos de velocidad de magnitud mas pequena, la difusién numérica es menor.

En el panel izquierdo (a) de la Fig. 4.13 mostramos la evolucién temporal de
a, en donde se obtuvo a partir de promediarlo desde r = 2,1 a r = 6,5. Como se
evidenciaba en la figura anterior, el valor de @ es menor en el caso estandar ya
que presenta mayores propiedades difusivas. Esta figura puede ser comparada de
forma directa con la figura 6 de Baruteau ef al. (2011), en particular con la curva
que muestra el resultado obtenido con el c6digo NIRVANA. Nuestro resultado
muestra un valor de «a significativamente mas plano, pero al no considerar resis-
tividad en las fronteras, la saturacion de la turbulencia se sostiene durante mads
tiempo.

En el panel central de (b) la Fig. 4.13 mostramos el valor promedio 65 del
angulo de inclinacién del campo magnético, definido por Sorathia ef al. (2012) o
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Figura 4.12: Valor del pardmetro a de Shakura y Sunyaev (1973) en funcién de la distancia para el
caso en el que se utiliza la adveccién orbital (FARGO-MHD), representado por la curva continua
azul, y el caso estdndar, representado por una curva a trazos roja. La caida del pardmetro se debe
a regiones de alta resistividad colocadas con el objetivo de minimizar efectos de borde sobre la

regién central.

Mignone et al. (2012) como:

B,B
sinzele #Brl (4.20)

mag

Este valor converge hacia un valor oscilatorio alrededor alrededor de los 15° en
el caso que considera el método de adveccién orbital y levemente inferior para el
caso estandar, evidenciando mayores propiedades difusivas.

Por ultimo, en el tercer panel (c) de la Fig. 4.13 mostramos el espectro de
la componente acimutal del campo magnético, tanto para el caso de adveccién
orbital como estdndar, para dos casos diferentes. Por un lado consideramos un
anillo sobre la corrotacién, y en el otro, uno localizado hacia afuera en el disco.

El espectro se define como:

Nz=1 jmax [No~1 VT 2 im
mBy(m) =m Z Z Z Bjjke ¢, (4.21)
k=0 j=jmin | =0
donde jmin ¥V jmax Son los indices de los bordes de las regiones radiales conside-
radas para el calculo de cada espectro. En ambos espectros se observa de forma
sistemdtica que la adveccidn orbital muestra mayor sefial para modos acimutales
altos, evidenciando nuevamente las mejores propiedades difusivas del algoritmo
utilizado.
De esta serie de pruebas, concluimos que nuestra implementaciéon del algo-
ritmo de adveccién orbital permite obtener resultados de turbulencia con una
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Figura 4.13: Propiedades El panel a muestra el valor del parametro @ en funcién del tiempo
para el caso de adveccién orbital (curva azul), y para el caso estandar (curva roja). El panel b
muestra la evolucién temporal del dngulo de inclinacién del campo magnético (en grados). Se
compara el caso con adveccién orbital (curva azul) con el caso estandar (curva roja). En el panel
c se muestra el espectro la componente acimutal del campo magnético en funcién del ntimero
de onda m. Las lineas sélidas se calculan considerando la adveccién orbital, mientras que las
lineas de puntos utilizan el algoritmo estdndar. Las curvas verdes se corresponden con un anillo
delgado que abarca la regién de corrotacién (r = 2,76 a r = 3,24) mientras que las curvas violetas
corresponden a un anillo externo (r = 6,00 a r = 6,48). Ambos espectros son calculados a un

tiempo t=100 6rbitas del borde interno de la malla.

menor difusién numérica.

4.12. Voértice en un disco Kepleriano

En esta seccidn realizaremos el test descripto por Mignone ef al. (2012), en el
cual estudian la evolucién dindmica de un vértice sumergido en un disco Keple-
riano, en coordenadas polares.

La condicién inicial se caracteriza por tener una densidad constante de fon-
do, igual a p = 1 y una presién uniforme, calculada como P = M2/ ¥, con M el
numero de Mach, cuyo valor es igual a 10. El disco es Kepleriano (Q o« r~3/2) y
rota alrededor de una estrella de masa unitaria.

El dominio abarca r € [0,4,2], ¢ € [0,27] y se utiliza una malla uniforme en
ambas direcciones, pero de tamano variable segtin la prueba realizada (los deta-
lles estdn en las leyendas de las figuras).

Se inicia un voértice sumergido en el disco, mediante la expresion:

5'VR

2 2 coSs sin -
x*+y ) ¢ ¢ y ’ (4.22)

= Kexp (—T

ovy, —sin¢g cos¢ X

dénde h = Hy/2, es el tamanio del vortice en funcion de la altura del discoa R =
Ry =1, que para esta prueba se fija en Hy = 1. k = —1 es la amplitud del vértice.
x =Rcos¢p —Rycos Py ey =Rsin¢p —Rysin ¢ son las coordenadas cartesianas del
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Figura 4.14: En el panel de la izquierda se muestra el decaimiento de la vortensidad minima como
funcién del tiempo para dos resoluciones diferentes. Las lineas continuas representan resultados
obtenidos utilizando la adveccién orbital, mientras que las lineas a trazos representan los resulta-
dos del método estandar. En el panel de la derecha se observa lo mismo, pero a mayor resolucién,
y comparada con el resultado obtenido con otro cédigo (PLUTO). Las curvas rojas representan los
resultados obtenidos con nuestro cédigo, y la verde con el c6digo de comparacién.

vortice medidas desde el centro del vértice, inicialmente localizado en r = 1.

La prueba consiste en medir el decaimiento de la vortensidad minima en el
tiempo, lo cual nos da una idea de las propiedades disipativas de los algoritmos
utilizados.

Los resultados de la prueba se muestran en la Fig. 4.14. Se observa que nuestro
coédigo, al igual que el cédigo de referencia utilizado, mejoran de forma conside-
rable la conservacién de la vortensidad mediante la utilizacién del algoritmo de
adveccidn orbital, y esto ocurre para todas las resoluciones utilizadas.

4.13. Conclusiones

Alolargo de este capitulo hemos realizado diversas pruebas para demostrar la
validez de la implementacién de los diferentes métodos para resolver las ecuacio-
nes de la magnetohidrodindmica. En particular, realizamos pruebas en multiples
dimensiones y considerando diferentes algoritmos y efectos fisicos. Las compa-
raciones de cada prueba con las soluciones encontradas por otros autores nos
muestra que nuestra implementacién es correcta.

Hemos visto que las propiedades conservativas de nuestro esquema son su-
ficientemente buenas, y mostramos que nuestro cédigo puede atacar una gran
variedad de problemas, alcanzando soluciones adecuadas para cada uno de ellos.

Estas pruebas, ademas de habernos permitido encontrar diversas fallas que
se introducen de forma involuntaria durante el proceso de programacién, nos
permitieron avanzar sobre terreno firme durante la posterior aplicaciéon del c6digo
a problemas concretos.



Migracion de planetas
calientes

5.1. Introduccion

Como se introdujo en el Capitulo 1, los planetas son un subproducto del pro-
ceso de formacién estelar. Ellos se forman a partir de la aglomeracién de frag-
mentos de roca y polvo, presentes en el disco de gas primordial. A medida que
los fragmentos van ganando en tamano, la gravedad comienza a ser una fuerza
significativa, y la acreciéon se ve incluso mas favorecida (Safronov, 1972).

Cuando los planetas adquieren un tamafo considerable, la fuerza gravitatoria
que ejerce sobre el gas es tal que genera estructuras de gran escala en el disco, las
cuales impactan de forma profunda en la posterior evolucién de estos cuerpos
(ver capitulo 2). Como se discuti6 en los primeros capitulos, tanto la teoria co-
mo las simulaciones numéricas predicen para estos cuerpos tasas de migraciéon
extremadamente rapidas, en particular para masas comprendidas en el rango de
algunas masas terrestres (Tanaka ef al., 2002). Trabajos previos de modelos de
sintesis de poblaciones planetarias (por ejemplo Levison et al., 2010; Cossou et
al., 2014) muestran que la formacién de planetas gigantes a distancias suficien-
temente grandes es poco probable, y argumentan que para obtener resultados
comparables con las observaciones, algin mecanismo de reduccién para la tasa
de migracién deberia ser encontrado.

Por otro lado, como ya vimos en el capitulo 2, estudios de migracién en discos
adiabdticos encontraron una componente de torque que es sensible a los gradien-
tes de entropia en la regién coorbital (Paardekooper y Papaloizou, 2008; Baruteau
y Masset, 2008a). Asi, algin mecanismo que fuese capaz de alterar de forma sig-
nificativa la entropia de la regiéon coorbital podria, en principio, producir una
nueva componente para el torque. Un ejemplo de tal mecanismo es el calenta-
miento por radiacién.

Durante la etapa de formacidn, los planetas adquieren su masa a través de un
proceso de acreciéon de sélidos (Pollack et al., 1996), y esto conlleva un proceso de
transformacion de energia. Las particulas sélidas, que contienen una cierta canti-
dad de energia cinética y potencial respecto del planeta en formacién, durante el
proceso de acrecién transformardn su energia en calor. Este calor serd irradiado
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desde la superficie del protoplaneta y podr4, asi, calentar el gas circundante. De-
pendiendo de la magnitud del calor generado, la variacién de entropia en dicha
regién serd mds o menos significativa, pudiendo alterar la tasa de migracién del
planeta.

Basados en estas ideas, en este capitulo estudiamos el impacto que tiene la
acrecién de solidos sobre la tasa de migracién de un embrién planetario en for-
macién. Para esto, desarrollamos un modelo muy sencillo de la acrecién sobre un
planeta. Esta es modelada como una energfa radiativa que emerge desde la su-
perficie del planeta e inyecta una determinada cantidad de energia térmica en el
medio circundante.

Un aspecto importante a tener en cuenta en esta clase de estudios es el im-
pacto de la tasa de absorciéon y emisién de energia del gas circundante. Asi, la
efectividad de transferencia de energia entre el planeta en formacién y el gas cir-
cundante serd dependiente de la opacidad del gas en las longitudes de onda de
los fotones emergentes. Para calcular estas absorciones y emisiones de forma pre-
cisa, se desarrollé6 un médulo de transferencia radiativa en el cédigo, el cual es
brevemente descripto en la siguiente seccion.

5.2. Transferencia radiativa

El médulo de transferencia radiativa se desarrolld siguiendo el trabajo de
Bitsch et al. (2013). Las ecuaciones se resuelven en la aproximacién de dos tem-
peraturas. Las ecuaciones de evolucién involucradas son:

%-}-Vﬁ = pKP(B—CER) (51)
%Hﬁ.v)e = -PV-v-pxp(B-cEg)+Q%, (5.2)

donde Ejp es la energia radiativa, y se evoluciona a partir de la energia térmica
de forma independiente. El vinculo entre la energia térmica y radiativa viene a
través de la funcién de Planck B = B(T) = 40T#, con T la temperatura y o la
constante de Stefan-Boltzmann. xp es la opacidad de Planck, la cual es constante
en nuestra implementacién. La energia térmica € se calcula como € = pc, T, con
c, el calor especifico a volumen constante (asumido constante en nuestra imple-
mentacion). v’ es la velocidad del gas y P la presion térmica. Q* corresponde con
la funcién de calentamiento viscoso, la cual se calcula de forma analoga a como
se calcul6 el trabajo de la fuerza de presion. Fesel flujo radiativo. A fin de no
considerar una ecuacién adicional para la evolucién de F, se utiliza la aproxima-
cién conocida como difusion de flujo limitada, la cual permite cerrar el sistema.
Esta aproximacién proviene del desarrollo de una teoria difusiva para la radia-
cion, y el flujo estd limitado al no permitirse una magnitud para éste mayor que
el producto de la densidad por la maxima velocidad de transporte (Levermore y
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Pomraning, 1981). l?adopta la forma:

F=-DVEg, (5.3)

c
con D el coeficiente de difusién, definido como D = pT kg es la opacidad media
R

de Rosseland, la cual también asumimos constante e igual a la opacidad de Planck
(ver Fig. 1 de Bitsch et al., 2013). A es el llamado limitador de flujo (Levermore y
Pomraning, 1981), y viene definido por (Kley, 1989):

2
I si R<2,0
3+V9+10R2
A= (5.4)
10 si R>20

10R+9+ v81 +180R

donde R se define como:
1 |VEg|
R=— .
pkr Er

La aproximacién de difusion de flujo limitada permite estudiar de forma si-

(5.5)

multdnea gas Opticamente grueso y delgado, reproduciendo correctamente los
comportamientos limite en ambos extremos (Dobbs-Dixon et al., 2010), por lo
que es una aproximacién razonable para el estudio de discos protoplanetarios.

En este estudio despreciamos el calentamiento por irradiacién estelar, el cual
es una fuente de calor adicional en la ecuacién 5.1.

La implementacién en diferencias finitas para la resolucién de las ecuaciones
(5.1) y (5.2) se hace siguiendo la implementaciéon de Bitsch ef al. (2013), quie-
nes dan el método de forma implicita. Aqui reproducimos las ideas basicas, pero
mayores detalles pueden encontrarse en el trabajo original.

La ecuacién de evolucion para la energia radiativa, en diferencias finitas y en
la aproximacién implicita, se escribe como:

n+1 n
ER B ER

= G(ERH, T™), (5.6)

con G la expansiéon del término difusivo en diferencias finitas, avanzado en el
tiempo y que depende de los coeficientes de difusién correctamente centrados
sobre las celdas de la malla. G depende de la temperatura como su cuarta po-
tencia, por lo que no puede ser despejada directamente para construir el método
implicito. Asumiendo que la temperatura varia poco de un paso de tiempo al
siguiente, puede ser desarrollada en serie (Commercon et al., 2011):

(Tn+1 )4 ~ 4(Tn)3Tn+l _ 3(Tn)4 (57)

Con esta expresion, utilizando el operador splitting (ver seccién 3.8) para la ecua-
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cién de la energia térmica, sin considerar el transporte y el calentamiento por
compresion (ver ecuacion 3.50), se obtiene una expresion para la temperatura:

T =y + nERtL. (5.8)

con

+
T+ 120t 22 5 (T4 + AfS | AQ
Cy pcy pcy

1+16At2E 6(Tn)3
Cv

At:—Pc
N, = v . (5.10)

1+ 16At L 6(Tn)3
Cy

Finalmente, combinando todo esto en la ecuacién (5.6) y resolviendo para Ey,
se obtiene un sistema matricial de la forma:

B1,i,jkERi+1,jk + B2,ijkERi-1,jk + B3,ijkERij+1k T+ PaijkERij-1k
+B5,i,i kERij k1 + Bo,ijkERijk-1 T i jkERijk = Rijk

con todo el miembro izquierdo evaluado en n+ 1. Este problema puede ser in-
vertido mediante un método iterativo, con lo que se obtiene la energia radiativa
del problema. Una vez obtenida Eg, se calcula la temperatura utilizando 5.8 y
finalmente se calcula la energia térmica € = pc, T.

5.3. Descripcion del modelo

Este estudio es realizado utilizando coordenadas esféricas tridimensionales y
con el médulo de transferencia radiativa descripto en la seccién anterior activado.
Por simplicidad, la radiacién estelar no es incluida’.

Para la densidad de masa, se adopt6 una férmula para el equilibrio hidrostati-
co vertical: Masset y Benitez-Llambay (2015):

£ . of
P r) . _(£+p) (1—sm 6)

r,0) = — | —] sin O)exp| ————), 5.11
o0)= (7 AT -

conf=1-2f,y&=1+0+f.0,como de costumbre, es el exponente de la den-
sidad superficial ¥, y f el indice de flare, el cual corresponde con el exponente
de la relacién de aspecto del disco (ver Fig. 2.2), y no podra ser determinado de
forma precisa debido a las propiedades termodindmicas del modelo que conside-

!Como se verd mas adelante, por la propiedad diferencial de este estudio, incluir o no la ra-
diacién de la estrella no deberia ser significativo
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raremos” (ver ecuacién 5.20).

La velocidad radial y vertical (colatitud) son nulas inicialmente y la velocidad
de rotacion es:

vy (r,0) = ri[sin_zf 0)—(B+ cf)hz(r)]l/2 —Qyrsinb, (5.12)

donde ()¢ es la velocidad angular del marco de referencia, el cual en esta investi-
gacion es rotante, con frecuencia igual a la frecuencia Kepleriana del planeta.

La energia interna inicial del modelo se calcula a partir de la velocidad del so-
nido isoterma (P = c2p), con ¢, = hvy, utilizando la ecuacién de estado adiabética
(ver seccién 2.3y 3.4):

pc: _ P,
y-1 y-1’
La energia radiativa se inicializa de forma aproximada a través de la férmula
de Planck, con el objetivo de anular inicialmente los términos radiativos de las
ecuaciones (5.1) y (5.2):

e(r,0) =

(5.13)

4
E =974, (5.14)
C

donde o es la constante de Stefan-Boltzmann, ¢ es la velocidad de la luz en el
vacio y T es la temperatura del gas, calculada a partir de la energia térmica:

T = (7—_1)% (5.15)

con R la constante de los gases ideales y u el peso molecular medio de la nube de
gas.

Para este problema asumimos que el embrién planetario se encuentra en su
etapa de crecimiento, y que acreta masa a un ritmo M. Asi, si asumimos que toda
la energia acretada es liberada en forma de energia térmica, la tasa de liberaciéon
de energia del planeta se calcula como:

dE GMp de
—_— = (5.16)
dt R, dt
Esta expresién puede ser escrita en funcién del tiempo caracteristico de creci-
miento de la masa, definido como:

-1
T:(L%) . (5.17)
p

Este tiempo es exactamente el tiempo en el que el cuerpo duplica su masa. En

2En general ser4 funcioén de r (ver Fig. 5.1).
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efecto, si asumimos una tasa de acrecidon constante:

dM,

M(t0+r):Mp+7’c:2Mp, (5.18)

y despejando 7 se obtiene (5.17). Por este motivo nos referiremos a 7 como el

tiempo en el que el cuerpo duplica su masa o tiempo de doblamiento de la masa.

Asi, (5.16) es: ,
dE _1GMy (5.19)
dt  © R,

Por altimo, una receta adicional se utiliz6 con el objetivo de acelerar la con-
vergencia hacia un estado de equilibrio numérico. La relacién de aspecto h del
disco no puede ser forzada por fuera, ya que el disco debe alcanzar su equilibrio
térmico, el cual refleja el balance entre el enfriamiento radiativo y el término de
calentamiento viscoso. Bitsch ef al. (2013) prueban que el balance entre ambos

produce:
1/8

4
9 2 R 1 r(1—25)/8 (520)

W)= | =2y~ ———
1) =132 oo

En la préctica, como no sabemos si ésta es la solucién de equilibrio numérica,
es decir, el equilibrio al que convergera el método empleado para la resolucién
de las ecuaciones con los pardmetros usados, utilizamos un valor un poco mayor
para la relacién de aspecto, pero cercano. A medida que la simulacién avance, el
disco se enfriara y tenderd de forma asintética hacia el equilibrio térmico. En la
Fig. 5.1, puede verse la tendencia de h a converger hacia dicho equilibrio.

5.3.1. Condicion inicial

En la Fig. 5.2 puede verse la evolucién del modelo analitico (panel izquierdo)
hacia un estado de cercano al equilibrio térmico, luego de una decena de 6rbitas
(panel derecho).

Una vez alcanzado el estado de equilibrio térmico para el disco, utilizamos es-
te estado para realizar el resto de las simulaciones, las cuales incluyen un planeta
en su interior, como se describird posteriormente.

En la siguiente seccién se dan detalles més globales sobre la implementacién.

5.4. Planteo del problema y metodologia

El torque actuante sobre un planeta es algo que depende de los procesos fisi-
cos involucrados. En este capitulo, estamos interesados en estudiar cémo puede
ser afectada la tasa de migracién cuando es considerado el calentamiento del gas
circundante debido al calor emanado por un cuerpo, el cual es calentado como
consecuencia de la acreciéon de sélidos sobre su superficie. Con el objetivo de
aislar una nueva componente del torque, procederemos a utilizar un método de
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Figura 5.1: Relacién de aspecto del disco en funcién del tiempo. El exponente para el perfil de
densidad en este caso se eligié 0 = 0,5, por lo que inicialmente, y de acuerdo con la ecuacién
(5.20), es un perfil plano. Con el correr del tiempo, este perfil adopta una forma que tiende hacia
el equilibrio térmico del cédigo, cercano al valor inicial considerado. Aunque no se haya alcanza-
do una convergencia absoluta, es suficiente para las mediciones que realizaremos en este trabajo.

comparacioén, y calcularemos una cantidad a la cual llamaremos exceso de torque
(ver ecuacion 5.23).

El exceso de torque, se define como la diferencia entre el torque calculado con
una cierta caracteristica fisica nueva (el calor liberado por el planeta) y un caso de
referencia (el cual para nosotros serd una simulacién que no incluya este efecto).
Es importante que ambas simulaciones utilizadas para medir el exceso de torque
sean idénticas a excepcién de la nueva contribucién.

La simulacién de referencia se corresponde con una simulacién adiabética que
incluye calentamiento viscoso y transferencia radiativa, pero no el calor generado
por el planeta. La segunda simulacién corresponde al caso radiativo completo, en
donde se incluye ademas la energia térmica irradiada por el planeta.

Con el objetivo de realizar una medicién suficientemente limpia del proceso,
y cerca de un caso estacionario y en equilibrio, utilizamos como condicién inicial
un disco muy cerca del equilibrio hidrostatico y térmico, tal cual fue descripto
en la seccién anterior. Como en la préctica es dificil obtener estados de equi-
librio precisos de forma numérica, partimos de la condicional inicial descripta
y realizamos una simulacién bidimensional (axisimétrica sobre un plano meri-
dional), dejando que el disco evolucione en el tiempo, durante algunas 6rbitas.
Luego de un cierto tiempo, el cual tampoco puede ser demasiado grande por res-
tricciones de tiempo computacional, controlamos su estado, y lo utilizamos como
condicién inicial para las simulaciones tridimensionales completas. En las simu-
laciones aqui presentadas, vimos que 10 érbitas es un tiempo razonable para esta
inicializacién.

Antes de poder utilizar estas simulaciones como condiciones iniciales en un
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Figura 5.2: Evolucién del modelo de disco descripto en 5.3. La diferencia temporal entre los pa-
neles de la izquierda y derecha es de 10 érbitas. Puede verse un cambio significativo para todos
los campos. Si bien los cambios en érdenes de magnitud no son importantes, los perfiles inicia-
les se encontraban lejos del equilibrio numérico. Los campos obtenidos en el perfil de la derecha
(incluyendo los campos de velocidad, que aqui se omiten), son expandidos en acimut y utilizados
como condicién inicial para el resto del estudio. Este proceso debe ser llevado a cabo para cada
uno de los parametros que se varie. Las unidades para las cantidades estdn en el sistema cgs.
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Plano ecuatorial Plano meridional

Figura 5.3: Esquema que muestra la forma en la que se deposita calor en la malla. El planeta,
representado en este esquema por un circulo azul, se inicializa en un vértice rodeado por 8 celdas
ctbicas (en realidad 4 al usar reflexién en Z), y la energia térmica es liberada a una tasa constante
desde los puntos marcados con cruces rojas, posiciones correspondientes a sus vecinos més cer-
canos, representados por celdas grises. Un especial cuidado es tenido durante toda la simulacién
para que el planeta no se mueva de forma significativa respecto de este vértice.

caso tridimensional, es necesario expandir la malla en acimut y generar la grilla
tridimensional completa.

5.5. Liberacion de energia en la malla

La liberacién de energia sobre la malla debe hacerse de forma muy cuidadosa.
Un defecto en el procedimiento utilizado puede inducir asimetrias en torno al
planeta, y esto puede conducir a un efecto espurio sobre el torque neto sufrido
por éste.

En este trabajo optamos por realizar la liberacién de energia de forma ctubica,
y utilizando los vecinos mas cercanos a un vértice de celda. Asi, el planeta es
localizado sobre este vértice.

En la Fig. 5.3 se observa un esquema de la configuracién utilizada sobre la
malla. El planeta se localiza en el vértice demarcado por un circulo azul, y el
calor es depositado a una tasa constante en la posicién demarcada por las cruces
rojas, que se corresponden con los centros de las celdas grises.

El calculo de la tasa de calentamiento se hace a partir del parametro de dobla-
miento de la masa, con lo cual se obtiene E. Una vez calculado este parametro,
se procede a calcular la posiciéon del planeta sobre la malla, se determinan los
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vecinos y se anade directamente el calor en la forma:

E/8
E"l :E”+LAt, (5.21)
ijk
doénde el factor 8 proviene de desparramar la energia en los ocho vecinos més
cercanos y V;ji es el volumen de la celda ijk.

5.6. Simulacidon de referencia

Con el objetivo de establecer un punto de referencia para la exploracién del
espacio de pardmetros, definimos un conjunto de pardmetros base o fiducial, el
cual sera el punto pivote para la exploracion posterior.

Los pardmetros utilizados son medianamente conservativos respecto de las
condiciones fisicas en las regiones en donde se espera que los planetas sean for-
mados (ver por ejemplo Pollack ef al., 1996). El conjunto de parametros se lista
en la tabla 5.1, y la nomenclatura utilizada para cada uno de ellos es la misma
que la descripta en la secciéon 5.3.

A lo largo de todas las simulaciones hemos utilizados un conjunto de parame-
tros que permanecieron constantes, por lo que seran obviados en las descripcio-
nes de las secciones siguientes. Los parametros fijos son: longitud de suavizado
€ para el potencial gravitatorio (ver ecuacién 2.25), el factor y, los bordes de la
malla Ry, Ryax, €l nimero de celdas utilizadas N, Ny, Ng (a menos que se espe-
cifique lo contrario).

En la Fig. 5.4 mostramos la medicién de torque efectuada para el caso de refe-
rencia. En linea roja vemos el torque que sufre un planeta cuando la acrecién de
planetesimales (es decir, la liberacién de calor) es considerada. En azul, podemos
ver la misma medicién pero para el caso sin acreciéon. Ademas, se observan dos
tipos de curvas, unas continuas, y otras a trazos. En linea continua, se muestra
el torque medido sin excluir el 50% de la esfera de Hill en el cédlculo, es decir
considerando las fuerzas en las proximidades del planeta, mientras que en linea
a trazos, se muestra el resultado con la exclusién. La diferencia entre ambas exis-
te, pero a lo largo del trabajo se vio que considerar o no esta exclusiéon, no afecta
de forma sustancial a los resultados. Es notable el hecho de que la inclusién de
energia en una vecindad del planeta genere un efecto tan dréstico en la fuerza
neta que éste siente. Motivados por este resultado, en las secciones siguientes
realizaremos un estudio del espacio de pardmetros para caracterizar de forma
mas detalla a este efecto.

Una cantidad fundamental que mediremos en las secciones siguientes es el ex-
ceso de torque, el cual es marcado de forma cualitativa (e instantdnea) con flechas,
para ambos casos. Este exceso, como se introdujo anteriormente, se define como
la diferencia de torque existente entre el caso con y sin calentamiento, siempre
manteniendo los mismos pardmetros fisicos.
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Figura 5.4: Torque medido en la simulacién de referencia. En linea roja se observa el torque
medido en el caso que incluye liberacién de energia en el entorno del planeta, mientras que en
linea azul, el caso sin esta propiedad. En linea continua, se muestra el torque medido sin excluir
el 50% de la esfera de Hill en el calculo, mientras que en linea a trazos, se muestra el resultado
con la exclusién. La diferencia entre ambas existe, pero a lo largo del trabajo se vio que considerar
0 no esta exclusion, no afecta de forma sustancial a los resultados. El exceso de torque es marcado
de forma cualitativa con flechas, para ambos casos.

Tabla 5.1: Conjunto de parametros para la simulacién fiducial. En color se marcan aquellos que
seran variados lo largo de toda la exploracién.

Parametro Valor Parametro  Valor
Yo 200 g cm™? Ny 1024
o 0,5 N, 512
% 10 em® s Ng 64
M, 3 Mg Ruin 0.5 Ry
T 10> afios Rinax 1.5 R
K 1.0cm? g7t Omin 1.44
Ry 5.2 UA O max /2
€ 0,1H Y 1.4

Para compactar los resultados que presentaremos en las secciones siguientes,
directamente mostraremos el exceso de torque, el cual sera calculado como el
promedio del torque en una ventana temporal, de la forma:

1 t0+T
AT, = — AT(t)dt, (5.22)
to
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con ty un tiempo de referencia inicial, y T la cantidad de tiempo sobre la cual se
realiza el promedio. AI, representa el exceso de torque, y AI'(t) se define como:

AL (t) = Ic(t) = Inc(£), (5.23)

es la diferencia entre el torque medido en el caso con calentamiento y el caso
estandar.

En este trabajo, el tiempo total de las simulaciones que incluyen un planeta es
de 10 érbitas, y los promedios se haran desde la 6rbita 5 hasta la érbita 10, por lo
que T =5 orbitas.

En la seccién siguiente, estudiaremos la dependencia de este exceso con dife-
rentes parametros del disco.

5.7. Exploracion del espacio de parametros

Con el objetivo de caracterizar el nuevo efecto encontrado, estudiamos con de-
talle el espacio de pardmetros, realizando un barrido sistematico y restringiéndo-
nos a aquellos relevantes para el torque.

Variamos la viscosidad desde 4x10'# cm?/s hasta 4x10'> cm?/s. La densidad
superficial se explora en el rango 100 g/cm? a 1000 g/cm?, el tiempo de dobla-
miento para la masa se mueve desde 3 x 10% a 3 x 10° afios y la opacidad se varfa
entre 0,1 cm?/g y 10 cm?/g. La masa del planeta adopta valores comprendidos
entre 1/3Mg a 7Mg, y el exponente o de la ley de densidad se considera en el
rango de -2 a 1.5.

5.7.1. Dependencia con el tiempo de doblamiento de la masa

Uno de los pardmetros fundamentales de este nuevo efecto, como se vera en
esta seccion, es el tiempo de doblamiento de la masa del planeta o tasa de acre-
cion de s6lidos. De hecho, esta es la causa que produce el efecto observado, ya que
la cantidad de calor que se genera en un entorno depende directamente de este
tiempo (ver ecuacién 5.19). Es decir, este parametro es el encargado de definir
cuanto calor es irradiado al medio. El valor adoptado en nuestra simulacién de
referencia es conservativo pero razonable. Realizamos cinco simulaciones, man-
teniendo todos los parametros de referencia fijos, y variando t desde un valor de
3x10% afios hasta 3x10° afios. Estos valores nos permiten estudiar el nuevo efecto
en condiciones muy favorables para la formacién de un ntcleo planetario como
asi también, en aquellas condiciones mas conservadoras (Fig. 5.5).

5.7.2. Dependencia con la densidad superficial

En esta seccién estudiamos como depende el exceso de torque con la densidad
superficial de masa.

En la Fig. 5.6 mostramos la dependencia del exceso de torque en funcién de la
densidad superficial considerada. El exceso de torque no depende sensiblemente
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Figura 5.5: Exceso de torque normalizado para diferentes tiempos de doblamiento de la masa
o tasas de acrecién. La curva roja corresponde con la mediciéon del torque medio sin excluir la
vecindad del planeta en el calculo de la fuerza, mientras que la curva verde si la excluye. En linea
azul a trazos se muestra el valor de este pardmetro en la simulacién de referencia. Se observa una
gran dependencia del exceso de torque con la tasa de acrecién impuesta, escalando linealmente
para tiempos de doblamiento de la masa suficientemente pequertios.

de este pardmetro, aunque si el valor absoluto del torque sobre el planeta, los
cuales curiosamente se compensan bastante bien para arrojar una curva practi-
camente plana.

5.7.3. Dependencia con la masa del planeta

Estudiamos la dependencia del exceso de torque con la masa considerada para
el planeta. La masa del planeta es la responsable de cambiar entre diferentes
regimenes las perturbaciones generadas en el disco. Por este motivo, es esperable
observar una dependencia significativa con ella.

En la Fig. 5.7 vemos las curvas de exceso de torque para esta exploracién. El
exceso de torque alcanza un méximo para masas 2Mg, para luego decrecer hacia
masas mas altas. A masas grandes observamos la aparicién de una inestabilidad
en el torque (ver seccién 5.8).

Esta dependencia muestra que un planeta en crecimiento experimentard un
maximo en el frenado de su tasa de migracion, lo cual puede traducirse en una
migracién hacia afuera en caso de que los demds parametros del modelo lo per-
mitan.

5.7.4. Dependencia con el perfil de densidad

La dependencia con el perfil de densidad es importante porque permite es-
tudiar la relacién existente entre el nuevo mecanismo y la distancia a la corrota-
cién. La corrotacién, como se discutié en la el capitulo 2, es la regién del espacio
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Figura 5.6: Exceso de torque normalizado para diferentes densidades superficiales. La curva roja
corresponde con la medicién del torque medio sin excluir la vecindad del planeta en el cdlculo de
la fuerza, mientras que la curva verde si la excluye. En linea azul a trazos se muestra el valor de
este parametro en la simulacién de referencia. No se observa una dependencia significativa del

exceso de torque con la densidad superficial.
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Figura 5.7: Exceso de torque normalizado para diferentes masas planetarias consideradas. La
curva roja se corresponde con la medicién del torque medio realizada sin excluir la vecindad del
planeta en el cdlculo de la fuerza. La curva verde, por el contrario, corresponde a la medicién
que resulta de excluir tal regién. En linea azul a trazos se marca el valor de este parametro en
la simulacién de referencia. El maximo se observa para masas alrededor de 2 Mg, para luego
decrecer. Para masas mayores a 4 Mg, aparecen signos de una inestabilidad (ver 5.8), por lo que el

valor medido posee un error significativo.
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Figura 5.8: Exceso de torque normalizado para diferentes exponentes para el perfil de densidad
inicial. La curva roja se corresponde con la medicién del torque medio realizada sin excluir la
vecindad del planeta en el cdlculo de la fuerza. La curva verde, por el contrario, corresponde
a la medicién que resulta de excluir tal regién. En linea azul a trazos se marca el valor de este
pardmetro en la simulacién de referencia. La curva a trazos anaranjada representa el lugar en
donde el exceso de torque invierte su signo, lo cual se produce en el caso super Kepleriano. Para
perfiles de densidad suficientemente grandes, el exceso se torna superior al valor estindar. El
recuadro gris denota una regién en donde no nos fue posible realizar una medicién precisa del
torque normalizado debido a que el torque medio de referencia era muy préximo a cero, por lo
que preferimos excluirlo de la figura (aunque su valor es negativo)

en donde el gas se mueve a la misma velocidad que el planeta. Como el disco
presenta un gradiente radial de presién, es decir, una fuerza radial adicional que
el planeta no siente, la posicién de la corrotacién en general no estd en la 6rbita
del planeta.

En la Fig. 5.8 se muestra el exceso de torque para diferentes exponentes del
perfil de densidad. Vemos como el efecto escala de forma sistematica con la dis-
tancia a la corrotacién (o variaciones de o), invirtiendo su signo para perfiles de
densidad que crecen con la distancia (o < 0), lo cual es un caso no realista. Esto
nos permite concluir que el exceso se produce por la distancia relativa entre el ca-
lor emanado por el planeta de forma simétrica respecto de su drbita y la asimetria
inducida por el movimiento simétrico del gas en torno a la corrotacion.

5.7.5. Dependencia con la opacidad

Realizamos un estudio sistematico de la dependencia del exceso con la opa-
cidad del gas. Este parametro se relaciona directamente con la transparencia del
medio a la radiacién, por lo que gobierna la cantidad de fotones que podran ser
absorbidos por el gas. Un disco de opacidad nula seria equivalente a una simu-
lacién sin transferencia radiativa, mientras que uno muy opaco no permitiria el
paso de los fotones a través de él.
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Figura 5.9: Exceso de torque normalizado para diferentes opacidades del gas. La curva roja co-
rresponde con la medicién del torque medio sin excluir la vecindad del planeta en el cdlculo de la
fuerza, mientras que la curva verde si la excluye. En linea azul a trazos se muestra el valor de este
pardmetro en la simulacién de referencia. La dependencia del exceso de torque con la opacidad es
notable. Opacidades moderadas a altas posibilitan una migracién hacia afuera extremadamente
veloz del planeta en formacién

En la Fig. 5.9 vemos la dependencia del exceso de torque con la opacidad del
gas. El exceso de torque depende fuertemente de la opacidad del medio, gene-
rando un exceso extremadamente grande para discos suficientemente opacos. La
simulacién de referencia se realizé con un valor de opacidad en el medio de los
valores considerados en esta exploracidn, y ademads es un valor conservativo.

En algunos casos fisicos realistas, la opacidad puede ser tan grande como 10
cm?/g, por lo que el exceso de torque podria ser el mecanismo dominante para la
migracion temprana.

5.7.6. Dependencia con la viscosidad

También realizamos una exploracién del espacio de pardmetros variando la
viscosidad del gas, cuyos resultados se observan en la Fig. 5.10. En este caso, es
interesante como el exceso de torque depende de forma muy leve a cambios en
las propiedades difusivas del medio. Esto muestra que el exceso de torque no es
una propiedad que tenga una relacién directa con las propiedades difusivas de la
materia. Aunque pobre, la dependencia presenta un comportamiento interesante
al posibilitar el crecimiento de la nueva componente de torque al incrementarse
la viscosidad.

5.8. Inestabilidad

En los casos analizados anteriormente, para algunos pardmetros, encontramos
un comportamiento oscilatorio y creciente para el torque, el cual presenta carac-
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Figura 5.10: Exceso de torque normalizado para diferentes viscosidad consideradas. La curva roja
corresponde con la medicién del torque medio sin excluir la vecindad del planeta en el calculo
de la fuerza, mientras que la curva verde, por el contrario, si la incluye. En linea azul a trazos se
muestra el valor de este parametro considerado en la simulacién de referencia. El exceso de tor-
que depende muy pobremente de la viscosidad. Para viscosidades menores al valor considerado
como valor de referencia, la curva oscila debido a la aparicién de una inestabilidad (ver 5.8). Es
interesante el leve incremento del exceso de torque a viscosidades un poco mas grandes respeto

de la simulacién de referencia.

teristicas compatibles con una inestabilidad. Los parametros que favorecian la
aparicién de tal inestabilidad fueron (siempre sobre la simulacién de referencia),
opacidades menores 0.17 cm?/g, masas planetarias mayores a 4Mg y viscosidades
inferiores a ~ 101> cm?/s.

En la Fig. 5.11, se muestra un ejemplo de este comportamiento a baja visco-
sidad. El comportamiento inestable es evidente a partir del crecimiento expo-
nencial del torque medido. Por otro lado, al tener una simulacién de referencia,
podemos descartar que se deba a un error de implementaciéon. Observando las di-
ferentes curvas obtenidas para el torque (no incluidas en este trabajo), se observa
que la velocidad de crecimiento de la inestabilidad es funcién de los parametros
utilizados, y una vez encontrado el pardmetro critico, por ejemplo la viscosidad
v, a la cual aparece este comportamiento, para v < v,, la inestabilidad no hara
mads que incrementar su ritmo de crecimiento.

Lamentablemente no disponemos de un muestreo temporal suficiente para
los campos hidrodindmicos, por lo que no podemos estudiar el crecimiento de
este fendmeno con detalle. Sin embargo, al observar el campo de velocidad, hay
indicios de que este comportamiento puede estar relacionado con el movimiento
del punto de acrecién observado en la seccién 5.11.

Entender la fuente real de esta inestabilidad y comprender si es un artificio
numérico o realmente tiene causas fisicas, podria abrir la puerta hacia una po-
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tente fuente de excentricidad (y posiblemente de inclinacién) para los cuerpos
planetarios en formacion dentro de un disco de gas. Este efecto podria también
alterar las tasas de amortiguacién para la excentricidad, lo cual podria tener im-
pactos sustanciales en la forma en la que se acoplan multiples cuerpos en forma-
cion. El estudio detallado de este efecto supera a los objetivos de este trabajo, y
quedara como un objetivo futuro.
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Figura 5.11: Torque medido en la exploracién de parametros de la viscosidad v. Estas curvas
se corresponden con el caso v ~ 9 x 10'4cm?/s. Las lineas sélidas corresponden con el torque
medido considerando toda la contribucién del disco. Las curvas a trazos consideran sélo el disco
mas alld del 50% del radio de Hill. En azul se muestra el torque para el caso estdndar, es decir,
sin calentamiento del medio por parte del planeta. En rojo, se muestra el caso con calentamiento
incluido. Se observan dos frecuencias muy claras en la sefial del torque; por un lado, la curva
roja presenta una oscilacién creciente, y una frecuencia principal asociada con el doble de la
frecuencia orbital del planeta, la cual es claramente distinguible sobre la curva azul.

5.9. Integracion de largo periodo

Con el objetivo de asegurar que nuestros resultados no son un efecto transi-
torio en el disco, realizamos una integracién adicional por una gran cantidad de
oOrbitas. Los pardmetros para esta simulacién se dan en la tabla 5.2. La metodo-
logia utilizada es la misma que ya se describi6 en las secciones anteriores.

El resultado de la integracién a largo tiempo puede verse en la Fig. 5.12.
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Tabla 5.2: Conjunto de pardmetros para la simulacién a largo plazo.

Pardmetro Valor Pardmetro Valor
Lo 197,2 g cm™2 N, 512
o 0,5 N, 256
% 101 cm? s71 Ng 32
M, 3,3 Mg Roin 0,5R,
€ 0,1H Rinax 1,5R,
K 1.0cm? g1 Chin 1.44
T 7 x 10° afios O max 1t/2
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Figura 5.12: Simulacién a largo plazo similar a la simulacién fiducial considerada a lo largo de
este capitulo. Puede verse una oscilacién de largo periodo, tipica para el tiempo de libracién
en la region de herradura. Se observa de forma clara que el exceso de torque respecto del caso
estandar es una caracteristica robusta, que se mantiene durante todo el tiempo de la simulacién.
La linea negra a trazos marca el tiempo de integracidon de la exploracién sistemdtica del espacio
de pardmetros. Si bien el valor del torque neto es oscilatorio en el tiempo, el exceso de torque es
una cantidad que se mantiene practicamente constante en el tiempo, lo cual es una caracteristica
notable, y muestra que el efecto encontrado no es un fenémeno transitorio en el disco.

Vemos que la diferencia entre la curva roja superior y la azul inferior se man-
tiene practicamente constante durante todo el tiempo de integracién, mostrando
que el exceso de torque no es una caracteristica transitoria. Incluso mantienen en
comun la oscilacién de largo periodo, asociada al tiempo de libracién de la region
de herradura.
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5.10. Densidad de torque

Una cantidad frecuentemente calculada en la literatura es el torque generado
por los diferentes anillos de materia del disco de gas. Esta cantidad, comtinmente
denominada densidad de torque o distribucién radial de torque, permite estudiar de
dénde proviene la mayor contribucién al torque neto y comprender, por ejemplo,
si el torque observado es una caracteristica local o es debido a la estela generada
por el planeta.

La distribucidn de torque se define a partir de la contribucién diferencial de
éste al torque total: .

Liotal = f 1 dal,dr, (5.24)
"o

dl, es la densidad o distribucién de torque, dada por:

oo 21
dr, :J f dl'rdpdz, (5.25)
—o00 JO

con dI el torque ejercido por un elemento de volumen sobre el planeta.

Supongamos que calculamos el torque en cada celda de la malla, y que lo
representamos por la cantidad Al}j, igual al torque que ejerce cada celda de ma-
sa mijx = pjjx Vijk sobre el planeta’. Por construccion, el torque total sobre el el

Liotal = ZZZAE‘]‘k- (5.26)
R

Ahora bien, para compatibilizar esta definicién con la dada por (5.24), escribi-
AV
Liotal = Z;Z Ar Ar, (5.27)
] 1
con lo que la densidad de torque numérica sera:
D) i
ki

donde se resalté la dependencia con el indice j. A partir de esta definicién, el
torque total calculado numéricamente es:

planeta sera:

mos:

1

’
j

n,—1
Liotal = Arr]'Ar; (5.29)
j=0

lo cual es la version discreta de (5.25).

3i es el indice acimutal, j el radial y k el polar
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Figura 5.13: Densidad de torque calculada de forma numeérica para la simulacién de referencia.
En rojo se muestra la densidad de torque para la simulacién que incluye calentamiento por parte
del planeta. En azul, se muestra el torque en el caso estdndar, sin incluir el calor liberado por el
planeta. En verde, se muestra la diferencia entre ambas curvas, cuya integral es igual al exceso de
torque. En un recuadro gris se marca de forma cualitativa la regién correspondiente a la regién
coorbital del planeta. Se ve que las mayores alteraciones del torque provienen de esta regién. El
torque de Lindblad es producido por las regiones exteriores a la regioén coorbital y se debe a la
fuerza producida por la estela generada por el planeta. El planeta se localiza en r=5.2 UA.

En la Fig. 5.13 se muestra el resultado de la medicién realizada para la den-
sidad de torque con los pardmetros de referencia. En rojo, se observa la densidad
de torque para el caso en el que el planeta libera calor al medio, y en azul el caso
estandar El exceso de torque instantdneo, correspondiente a la diferencia entre
ambas curvas e integrado en r, claramente es una funcién positiva. La mayor
contribucién al torque se produce en las cercanias de la regién coorbital, mien-
tras que hay una leve modificacién en radios exteriores, aunque no demasiado
significativa.

El estudio de la densidad de torque nos permite concluir que los cambios en
la magnitud del torque provienen de la regién coorbital. Por otro lado, el torque
producido por la estela espiral practicamente no cambia su magnitud.

5.11. Lineas de corriente y 16bulos de densidad

Realizamos un ultimo estudio para obtener ideas de cual podria ser el origen
de esta nueva componente de torque descubierta. En la Fig. 5.14 mostramos la
perturbacién de densidad para la simulacién de referencia, al cabo de 20 6rbitas.
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Figura 5.14: Representacién cartesiana de la perturbacién del campo de densidad en el plano
ecuatorial para la simulacién de referencia, considerando calentamiento. Con lineas blancas se
muestra el campo de velocidad asociado. Se distinguen dos regimenes bien diferentes. En linea a
trazos se dibujan las lineas de corriente de la regién de circulacidn, es decir, érbitas 27-periddicas.
La region sombreada, entre las curvas blancas continuas corresponde con las 6rbitas del material

atrapado en la regién coorbital.

La razén para mostrar el campo de densidad es que en ultima instancia, es el
responsable de ejercer fuerza sobre el planeta por medio de su fuerza gravitatoria.

En esta figura se encuentran marcadas ciertas cantidades dindmicamente im-
portantes, como ser las 6rbitas de circulacion (lineas a trazos), de herradura (som-
breada) y curva de corrotacién (linea verde). Las érbitas de circulaciéon son aque-
llas que describe el gas cuando se encuentra suficientemente lejos de las pertur-
baciones del planeta, y son practicamente Keplerianas, a excepciéon de una ligera
correccion por el gradiente de presion (ver por ejemplo 5.7.4). Las érbitas de la
regiéon de herradura (que en este caso particular es un poco més compleja que
las 6rbitas de herradura del problema restricto de los tres cuerpos), son aquellas
que se encuentran fuertemente perturbadas por la presencia del planeta, y po-
seen una amplitud radial significativa. Por dltimo, la curva de corrotacién es la
region del disco de velocidad rotacional nula del gas en el marco de referencia
corrotante con el planeta. Asi, esta curva es el lugar del disco que efectivamente
corrota con el planeta.

Dos caracteristicas notables aparecen al observar la Fig. 5.14. Por un lado, hay
dos regiones subdensas claramente visibles, y quizds lo mds importante de to-
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do, son asimétricas en su profundidad absoluta, aunque su distribucién respecto
de la corrotaciéon es simétrica. Ya que el planeta libera energia térmica de forma
simétrica respecto de su posicién, pero no respecto de la corrotaciéon, habra ma-
terial calentado de forma asimétrica en el disco. El material més alejado respecto
del planeta recibird menor cantidad de calor a lo largo de una 6rbita, por lo que
se expandirda menos que su contraparte mds cercana, por lo que serd mas denso.
Esto es lo que ocurre en el 16bulo de la izquierda de la Fig. 5.14, el cual es mas
frio y denso que aquel localizado a la derecha del planeta.

El balance neto de las fuerzas ejercidas por ambos 16bulos apunta claramen-
te hacia la izquierda, al ser el 16bulo alli localizado mds denso. Esta direccién
coincide con la direccién de movimiento, por lo que el efecto de esta fuerza es
aumentar el momento angular neto sobre el planeta. El resultado de esta fuer-
za sera entonces, en ultima instancia, una disminucién o inversién de la tasa de
migracion.

Por motivos de comparacidon, realizamos un grafico similar para el caso es-
tandar, en el cual no es considerado el calentamiento de la vecindad del planeta.
Como se puede ver claramente en la Fig. 5.15, la ausencia de liberacién de calor
impide la formacién de los 16bulos subdensos en este caso. Ademas, se puede
observar claramente la estela generada por el planeta.

Las o6rbitas de circulacién son practicamente idénticas entre ambos casos, sin
embargo en la region de herradura hay diferencias importantes. La diferencia que
mas se destaca es la aparicién de un punto con forma de espiral en el caso con
calentamiento, completamente ausente en el caso estdndar. Este es un punto de
acrecién de materia, y no disponemos de suficiente informacién como para deter-
minar si es una estructura estable o es un punto transitorio del fluido. Al observar
de forma muy superficial algunas simulaciones que presentaban la inestabilidad
mostrada en la seccidn 5.8, pareceria haber indicios de que la inestabilidad podria
estar provocada por movimientos de este punto notable en torno al planeta, as-
pecto que debe ser estudiado con mas detalle.

5.12. Conclusiones

En esta seccion hemos presentado mediciones del exceso de torque en el caso
de planetas en discos radiativos bajo la consideracion del calor emanado por el
cuerpo como consecuencia de la acrecién de planetesimales.

Encontramos que el exceso de torque con respecto al caso estandar no radia-
tivo es sistemdticamente positivo, invirtiendo su signo sélo en casos en los que el
perfil de densidad adopta pendientes irrealistas.

Demostramos mediante medicién de la densidad de torque que el efecto pro-
viene de la regiéon de corrotacién, y mediante una inspeccién grafica vimos que
la causa es la aparicioén de 16bulos subdensos alrededor del planeta.

También realizamos comprobaciones para descartar que el efecto encontrado
se deba a un posible estado transitorio en el disco, las cuales mostraron que el
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Figura 5.15: Representacion cartesiana de la perturbacién del campo de densidad en el plano
ecuatorial para la simulacién de referencia sin considerar el calentamiento. Con lineas blancas se
muestra el campo de velocidad asociado. Al igual que en la Fig. 5.14, en linea a trazos se dibujan
las lineas de corriente de la regién de circulacién, y con lineas blancas gruesas se delimita la regién
de herradura. La curva verde corresponde con la regién de velocidad acimutal cero (donde el gas
efectivamente corrota con el planeta). La estela espiral generada por el planeta es claramente
visible.

efecto se sostiene a lo largo del tiempo.

En el caso de tasas de acrecion suficientemente altas encontramos que la nue-
va componente del torque es proporcional a la tasa de acrecién, y domina sobre
cualquier otra componente del torque. Ya que la tasa de migracién depende li-
nealmente con el torque, y este a su vez es proporcional a la tasa de acrecién,
necesariamente la posicion final del planeta serd funcién de la masa que este
acrete.

La alta dependencia de la nueva componente del torque con la tasa de acre-
cién puede arrojar pistas sobre el origen de la correlacién entre la frecuencia de
planetas con la metalicidad estelar. En efecto, ya que la nueva componente de
torque escala con la tasa de acrecién, y ésta a su vez escala con la cantidad de
contenido sélido en la nebulosa, discos mas metdalicos (mas densos) podrian, en
principio, favorecer la eficiencia de este mecanismo, posibilitando asi, por ejem-
plo, la formacién de planetas gigantes y distantes a la estrella central.

Por otro lado, en ambientes de baja metalicidad, la eficiencia de este meca-
nismo deberia verse reducida, por lo que los planetas no podrian detener su mi-
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gracion. Asi, la formacién de planetas gigantes se veria desfavorecida y podrian
quedar como resultado un mayor numero de planetas del tipo super tierras, los
cuales, de acuerdo a este razonamiento, podrian ser mas frecuentes alrededor de
estrellas pobres en metales.

Un hecho notable debe ser remarcado. En principio, el torque que encontra-
mos no guarda ninguna relacién aparente con el torque ejercido por la estela del
planeta o por el horseshoe drag. Es una funcién solamente de la opacidad del gas
y de la tasa de acrecién, mientras que el torque estandar depende de la densidad
superficial del disco y la temperatura. El hecho de que ambos torques sean de la
misma magnitud es muy sorprendente, y mas que lo sean para parametros fisicos
conservativos como los utilizados en este trabajo.

Finalmente, hemos encontrado una fuente de inestabilidad para el torque, la
cual deberia ser estudiada en detalle en el futuro. Esta inestabilidad, en caso de
tratarse de una inestabilidad fisica, podria ser el camino hacia posibles excitacio-
nes de inclinacién y excentricidad en sistemas altamente disipativos.

Todas estas caracteristicas en conjunto podrian contribuir de forma significa-
tiva a la reconciliacién entre los modelos de migracién por interacciones planeta-
disco y la baja frecuencia de planetas formados mediante la utilizacién de mo-
delos de sintesis de poblaciones planetarias. En particular, hemos encontrado un
mecanismo suficientemente robusto para disminuir, detener o revertir la tasa de
migracion en las etapas en la que los ntcleos se estdn formando. De esta forma
relajamos la necesidad de formar planetas de forma extremadamente rdpida, a la
vez que posibilitamos la aparicién de dos familias de exoplanetas diferentes.

Por ultimo, ciertamente este efecto pone en evidencia la sensibilidad existente
en la regiéon coorbital frente a efectos fisicos nunca antes considerados, por lo
que las posibilidades de encontrar efectos capaces de competir con la migracién
clasica podrian ser significativas.
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Migracion en discos
magnetizados

6.1. Introduccion

Observacionalmente, sabemos que los discos en donde deberian estar formén-
dose los planetas son discos de acrecion. Ademas, es posible determinar con un
alto grado de precisién el valor para la tasa de acrecién. Asi, un problema de
relevancia en la astrofisica actual consiste en explicar cual es el mecanismo que
hace posible el transporte de masa (y momento angular) dentro de estos discos.

Hoy en dia es comun explicar la acrecién observada a partir del efecto des-
cripto por Balbus y Hawley (1991) y Balbus y Hawley (1998). Estos autores des-
cribieron una inestabilidad muy potente generada por los campos magnéticos
presentes en un disco con rotacién diferencial, conocida como Inestabilidad Mag-
netoRotacional (MRI).

La manifestacién més importante de esta inestabilidad es el desarrollo de tur-
bulencia en todas las magnitudes fisicas del disco, incluyendo, entre otras, a la
distribucién de masa. Estos movimientos turbulentos de masa obviamente alte-
rardn a la dindmica de un planeta en formacién y, entender cémo se distribuye
esta masa en el disco, y en particular, como se distribuye alrededor de los plane-
tas en formacion, es crucial para comprender la dindmica del sistema, y al fin de
cuentas, explicar su proceso de formacién.

Como se describi6 en los capitulos 1 y 2, la migracién planetaria se debe al ba-
lance delicado entre diferentes mecanismos que compiten entre si, y entenderlos
y describirlos adecuadamente en un estado turbulento es una tarea desafiante.

Dos problemas fundamentales aparecen al considerar este tipo de estudios:

s Por la naturaleza tridimensional de la MRI, las simulaciones deben ser, en
efecto, tridimensionales, por lo que el costo computacional es muy elevado.

» Por la naturaleza estocastica del proceso, para obtener mediciones con una
sefial considerable, se requiere de la realizaciéon de promedios temporales.

Para relajar la primera condicién, autores previos optaron por simular la tur-
bulencia a través de potenciales estocasticos (en espacio y en tiempo), los cuales
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son aftadidos de forma ad hoc sobre simulaciones hidrodindmicas bidimensiona-
les y laminares (Laughlin ef al., 2004; Baruteau y Lin, 2010). En estos casos se
encuentra que el torque ejercido por la regién coorbital (ver seccién 2.5.1) puede
ser sostenido debido a la difusién producida por los movimientos turbulentos y
estocasticos. Sin embargo, esta afirmacién depende, naturalmente, de la inten-
sidad de la turbulencia involucrada. Asi, esto permitiria, en principio, explicar
una reduccién de la tasa de migracién en un caso turbulento respecto de uno
no viscoso y laminar, en donde el torque de corrotacién satura y rdpidamente
desaparece.

Nelson y Papaloizou (2004) realizaron el primer estudio sistematico del im-
pacto de la turbulencia MRI sobre un planeta, y encontraron que en todos los
casos, el torque presenta fluctuaciones importantes, las cuales oscilan para gene-
rar torques positivos o negativos, en escalas temporales de tan sélo una 6rbita. El
proceso seria similar a una caminata aleatoria. Ademads, por medio de promedios
temporales, estos autores encontraron que el torque medio al que se encuentra
sometido un planeta en formacién dentro de un disco turbulento seria algo dife-
rente al torque ejercido en el caso laminar. Sin embargo, el ruido presente en sus
simulaciones no permite obtener convergencia de los resultados.

Mas recientemente, Uribe ef al. (2011) mostraron mediante simulaciones tri-
dimensionales estratificadas que puede existir una componente de torque de co-
rrotacién no saturada en tales casos.

Por medio de simulaciones bidimensionales Guilet ¢f al. (2013) mostraron que
el torque se modifica de forma dramatica por medio de la inclusién de un campo
magnético acimutal débil, y que el signo del exceso de torque dependeria del
signo del acimut (respecto del planeta) de un punto muy particular en el fluido,
conocido como punto de velocidad cero o stagnation point en inglés.

Posteriormente Uribe ef al. (2015) concluyeron mediante simulaciones numéri-
cas bidimensionales, tridimensionales y un andlisis lineal que en el torque ejer-
cido en el caso magnético existiria una componente de torque asociada con el
ejercido en el caso no magnetizado, la cual retarda la migracién, pero en ningtin
caso puede revertirla.

La mayor dificultad para comparar el torque en el caso 3D turbulento respecto
del caso laminar bidimensional es que las simulaciones turbulentas no alcanzan
nunca un estado estacionario en el tiempo, por lo que los perfiles nunca dejan de
variar. Esta es una diferencia enorme a la hora de calcular lo mismo en el caso
laminar.

En esta seccién nosotros utilizaremos el c6digo numérico que desarrollamos
para intentar atacar este problema haciendo uso de la potencia de un cluster de
GPU’s. Realizaremos cientos de simulaciones tridimensionales de discos magne-
tizados y turbulentos, con el objetivo de incrementar la sefial y poder obtener una
medicién suficientemente convergida para el torque. Incrementando la sefial lo
suficiente, podremos realizar una comparacién suficientemente limpia entre un
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caso turbulento y un caso laminar.

6.2. Inestabilidad MagnetoRotacional

En esta seccién, por completitud, se introducird de forma muy breve una ex-
plicacién del mecanismo responsable de la inestabilidad magnetorotacional. En-
tender correctamente las bases del mecanismo, y la forma en la éste acttia serd de
utilidad para el posterior desarrollo de las simulaciones.

Para entender el funcionamiento del mecanismo fundamental de la MRI se-
guiremos los desarrollos de Balbus y Hawley (1998).

Partimos de la ecuacién de induccién:

JB o
E:V(VXB)' (6.1)

En el caso no resistivo, las lineas de campo magnético y del campo de velo-
cidad son paralelas entre si, por lo que si el campo magnético tiene divergencia
nula, lo mismo ocurre para el campo de velocidad (incompresible). Ademads, su-

pongamos que B es uniforme. Por lo tanto:
V(7% B)=(B-v). (6.2)

Supongamos que la velocidad estd perturbada en Z, y puede descomponerse
en sus modos fundamentales verticales. Considerando un modo aislado y asu-
. =2 . . ., .
miendo B uniforme en la direccién Z, se tiene que:

% = Bd,7 = ik#B —> 8B = ikBUSt, (6.3)
lo cual da una expresién para calcular la perturbacién de campo magnético (en
el plano) debido a las perturbaciones de la velocidad, o de forma mas precisa,
debido a pequefios desplazamientos A = 75t:

La fuerza de Lorentz, la cual acopla al campo magnético con la materia, y
despreciando la presién magnética, es:

. (BV)B
FL = , (64)
HopP
que a primer orden en 5B es:
(5-v)oB
Fp = —— (6.5)
Hop
2B2 5
= —k—A (6.6)
Hop

(6.7)
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Asi, en este caso tan simplificado, la fuerza de Lorentz se reduce a la ecuaciéon
de un oscilador armoénico.

Ahora calculemos el desplazamiento sufrido por un elemento de fluido, ini-
cialmente en 6rbita circular, a una distancia " del origen, sometido a la fuerza
magnética F;. Las ecuaciones del movimiento para este elemento de fluido, en el
marco corrotante son:

d’x d
i = r(ag-on)en, o
d*y dx
—5+20,— = R, (6.9)

Donde se asume que x apunta en la direccién radial e y en la direccién acimutal
creciente. Los términos de la derecha se corresponden, de izquierda a derecha,
con la fuerza centrifuga y centripeta respectivamente.

R
Para un pequefio desplazamiento A = (A,,Ay) respecto de la orbita circular
inicial, las ecuaciones de movimiento, a primer orden en A, son:

P —(dlm”‘”a)Ax’ (6:10)
dazA dA

Y 2.2
S P20, = kA, (6.11)

donde v, es la velocidad de Alfvén, definida como v, = B/+/pgp.

>
La relacién de dispersiéon que satisfacen estas ecuaciones es (suponiendo A «
e—zwt):

wh—w? (17 +2K7) + K2 | K2 + (6.12)

dinr|

2
40 l_o’

con x = 40%+d0?/dInr la frecuencia de oscilacién para pequefios desplazamien-
tos en el caso el caso no magnetizado (frecuencia de epiciclo), y K = kv,.

(6.12) es una parabola en w?, y la raiz negativa se corresponde con la inesta-
bilidad magnetorotacional:

» K2+ 2K2 - Vit +16K2022

mri — 2

(6.13)

Asi, la inestabilidad se produce cuando el tercer término supera a los otros dos:

dQ?

2
K +dlnr

<0, (6.14)

Ya que el numero de onda puede elegirse arbitrariamente pequefo, la condicién
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Figura 6.1: Relacién de dispersiéon dada por la ecuacién (6.13) (normalizada). Con una cruz, se
marca la posicién de la frecuencia de maximo crecimiento. También, se observa la existencia de

una frecuencia de corte, la cual viene dada por un cero del numerador de (6.13).

de estabilidad suele escribirse como:

dQ?
dlnr

<0. (6.15)

El méximo de la ecuacién (6.13), se produce en:

1 x? \dQ?
K2 ==+ — | ——, 6.16
max (4+ 16Q2)dlnr (6.16)

que se corresponde con una frecuencia de oscilaciéon:

1] dQ
2

=_ 17
“max =5 1 nr (6.17)

En el caso Kepleriano, ¥ = (), por lo que wp,x = 3/4Q), y ocurre en K, =
V15/4Q), lo cual significa que la inestabilidad crece exponencialmente en escalas
de tan solo una 6érbita.

Enla Fig. 6.1, se muestra una representacion de la relacién de dispersién (nor-
malizada por la frecuencia de rotacién) para el caso Kepleriano. Se observa clara-
mente la existencia de una frecuencia de maximo crecimiento, como asi también
la existencia de una frecuencia de corte.

6.3. Estrategia de trabajo

Asumiendo que la turbulencia que se genera a partir de la MRI es un proceso
estocastico, debe existir un tiempo finito de descorrelaciéon para dos simulaciones
que parten de condiciones iniciales similares.
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Asi, con el objetivo de realizar mediciones instantdneas del torque sufrido
por un planeta en un disco tridimensional turbulento, realizaremos cientos de
simulaciones y posteriormente las promediaremos.

Para ello, debemos asegurarnos de promediar simulaciones descorrelaciona-
das, con el fin de incrementar efectivamente la relacién senal-ruido. Este serd el
objetivo de las siguientes secciones.

6.4. Implementacion numérica

Para el estudio llevado a cabo en este capitulo se utilizé el cddigo en su version
cilindrica, y se resuelven las ecuaciones de la MHD completas, tal cual fueron
presentadas en el capitulo 3.

Utilizamos una malla cilindrica de tamano (NT,N(P,NZ) = (450,210,40). La
estrella es modelada por medio de un potencial puntual en el origen, de masa
M, = 1M, con M, la unidad de masa, la cual no es relevante en este estudio.

Cuando el planeta es incluido en las simulaciones, se lo considera como un
potencial estatico y suavizado en un marco de referencia corrotante. Por simpli-
cidad, se desprecian los términos indirectos del potencial, y resolvemos el pro-
blema no estratificado para poder realizar comparaciones limpias con el caso bi-
dimensional.

Con estas consideraciones, el potencial al que esta sujeto el disco adopta la

forma:
GM, Gmp

\/x2+y2 \/(x_xp)2+(y_yp)2+g2’

(6.18)

¢

donde x,y son las coordenadas cartesianas de un elemento de volumen de gas,
Yy Xp,¥p son las coordenadas cartesianas del planeta. ¢ es el parametro de suavi-
zado, y es incluido con el fin de considerar la tercer dimensién en el potencial
para obtener torques comparables con los casos tridimensionales estratificados
(ver ecuacién 2.25). Su valor impacta en el tamafio de la regién de herradura del
planeta, y por lo tanto también tiene un impacto significativo sobre el torque. Es
importante aclarar que si bien nuestras simulaciones son tridimensionales, al ser
no estratificadas, no consideran la tercer dimension para el potencial gravitatorio.
Sin embargo, ya que en nuestro estudio, como se vera mas adelante, realizaremos
una comparacién entre simulaciones realizadas exactamente de la misma forma,
el valor exacto de € no sera relevante.

La malla utilizada se extiende sobre un dominio ¢ € [0,7t], r € [Ro,8Ry], z €
[-0,3Rp,0,3R], de forma similar a la configuracién empleada por Baruteau ef al.
(2011). Ry es la unidad de longitud, cuyo valor numérico se fijé6 como la unidad,
pero no tiene importancia en nuestro estudio. En todos los casos en los que haya
un planeta, la masa considerada es m, = 3x1074M,.
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6.4.1. Condicion inicial

Antes de poder insertar un planeta en un disco turbulento, realizamos una
simulacién base, partiendo de un estado laminar perturbado.

El perfil de densidad utilizado es una ley de potencia de la forma:

r =0
0=x[g)
con o = 1/2. La relacién de aspecto del disco adopta la forma:
\f
h(r):hO(R—O) , (6.19)

con f = 0. A partir de la relacién de aspecto, iniciamos la velocidad del sonido
¢s = h(r)vy, donde vy = VGM,/r es la velocidad Keplerina.

La perturbacién en la velocidad inicial se produce mediante la adicién de un
ruido uniforme sobre los campos de velocidad, de la forma:

2 _ 2 2

v = vk[l—h (2f—1—a)],
Vv, = aCswy,

V, = ACW,,

con w,, w, una variable aleatoria y uniforme entre [-1,1], que depende de la posi-
cion. « es la amplitud de la perturbacién inicial, fijada en 2,5x1072. Los términos
multiplicados por h? son considerados para mantener el balance rotacional, el
cual es alterado por los gradientes de presién internos. El término correctivo por
presién magnética no ha sido tenido en cuenta ya que trabajaremos con campos
magnéticos débiles. De todos modos, debido a la naturaleza turbulenta del pro-
blema, no es necesario considerar una condicién inicial exactamente equilibrada.

El campo magnético inicial tiene s6lo componente ¢, y se calcula a partir del
pardmetro f3, el cual mide la relacién entre la presiéon magnética y la presiéon
térmica:

P _ 2pocip
== ——=, 2
b= 5= "5 (6.20)
con lo que:
2
B, =c P;—Op (6.21)

En este trabajo realizamos dos simulaciones principales, una con g = 200 (B2) y
otra con f§ = 400 (B4). Notar que por la forma de iniciar By, 8 es inicialmente
uniforme sobre todo el disco.
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6.4.2. Condicion de contorno

Con el objetivo de minimizar la propagacién de efectos de borde sobre el pla-
neta, se opt6é por utilizar condiciones de amortiguaciéon para la densidad y el
campo de velocidad sobre una fracciéon de la malla activa. El campo magnético
permanece inalterado en estas regiones, y por construccién, su divergencia per-
manece nula durante toda la integracion.

La amortiguacién se aplica siguiendo el procedimiento descripto por de Val-
Borro et al. (2006). La amortiguacién es aplicada sobre anillos, que abarcan el
dominio [Ry, 1,35R] para la amortiguacién interna y [7,3R, 8R,] para la amorti-
guacion externa.

La forma en la que se aplica la amortiguacién sobre un campo i arbitrario es:

‘;—‘f = —@P(r), (6.22)
T estd parametrizado por el periodo orbital a la distancia r y P es una funcién
parabdlica que va desde 1 en la frontera hasta 0 en el borde de la regién de amor-
tiguacion.

Para las cantidades localizadas en el ultimo anillo activo, se aplican condicio-
nes de contorno reflectantes. Esta condicién también incluye al campo magnético,
por lo que su flujo se conserva de forma estricta.

Ya que el potencial utilizado no es estratificado, el problema es invariante en
la direccién Z, y condiciones de contorno peridédicas para todas las cantidades
son aplicadas en sus fronteras.

En la Fig. 6.2 puede verse un bosquejo de la configuracién utilizada en este
estudio.

e
=

Figura 6.2: Aspecto de la malla en las simulaciones MRI realizadas. La transparencia en la di-
reccién creciente de Z representa la periodicidad en dicha direccién. En rojo se muestra una

representacioén de las regiones de amortiguacién empleadas.
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6.5. Propiedades de la la turbulencia

En esta seccién discutiremos aspectos relacionados a las propiedades de la tur-
bulencia MRI que son de interés para nuestras mediciones, como ser el tiempo en
el que satura completamente, la forma de reutilizar estados turbulentos previos,
los tiempos de coherencia y el tiempo de muestreo 6ptimo para incrementar la
senal del torque.

6.5.1. Saturacion de la turbulencia

El primer objetivo de nuestro trabajo consiste en la obtencién de un esta-
do base, completamente turbulento. Para ello, realizamos simulaciones de lar-
ga duracién para modelos con diferente intensidad de campo magnético. Como
parametro de control para la turbulencia desarrollada, realizamos mediciones de
los tensores de Reynold y Maxwell, y con ellos determinamos la viscosidad efec-
tiva actuante sobre el disco.

La viscosidad «,, definida como v = a,,c;H (Shakura y Sunyaev, 1973), puede
ser calculada como:

ov,ov B.B
avz< A ‘Z> , (6.23)
Cs VOPCS o

donde la expresién entre llaves corresponde con el tensor de esfuerzos del fluido
(diferencia entre el tensor de Reynolds y el tensor de Maxwell) y debe ser prome-
diada en el espacio y pesada por la densidad (su calculo puede verse en la seccién
4.11).

En la Fig. 6.3 puede verse la evolucién temporal de «, para tres valores di-
ferentes de intensidad de campo magnético inicial. A medida que el campo se
intensifica (p decrece) a, crece en valor absoluto.
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Figura 6.3: Evolucién temporal del pardmetro «, para diferentes intensidades de campo magnéti-
co inicial. En cada figura se sobreimpone una curva proporcional a la frecuencia Kepleriana local
a cada radio. La unidad de tiempo del eje vertical es en érbitas a R = 3R;. A medida que la inten-

sidad del campo magnético disminuye, el tiempo de saturacién de la turbulencia se incrementa.
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También se observa claramente como el tiempo en el que el disco se vuelve
completamente inestable es funcién también de la intensidad inicial del campo
magnético, y guarda también una relacion con el periodo Kepleriano del disco
a cada radio. Con curvas a trazos blancas se muestra un ajuste cualitativo de la
envolvente inferior de la imagen del crecimiento de «,,.

En la Fig. 6.4 mostramos la evolucién de las estructuras turbulentas para di-
ferentes instantes de tiempo a z = —0,3. Puede verse que a medida que el tiempo
avanza, los filamentos evolucionan hacia estructuras mas definidas y de mayor
contraste.

|
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Figura 6.4: Densidad de materia en tres instantes diferentes, partiendo de un estado laminar
perturbado. El tiempo se mide en 6rbitas a r=3. La intensidad de campo magnético es p = 100.
Puede observarse como con el incremento del tiempo aparecen estructuras de mayor tamario y
un mayor contraste de densidad.
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Figura 6.5: Densidad de materia en tres cortes a diferente altura. La intensidad de campo
magnético es § = 100. Puede observarse la existencia de filamentos oscuros coherentes vertical-
mente. El circulo a trazos negro corresponde con la 6rbita en la cual se localizara el planeta.

En la Fig. 6.5 mostramos la densidad de materia para diferentes alturas del
disco en t = 30 6rbitas. Puede observarse como la estructura del disco y el con-
traste de densidad es independiente de Z. También se observa la existencia de
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estructuras que prevalecen independientemente de la altura, lo cual refleja una
estructura vertical para la turbulencia.

6.5.2. Reutilizacion de un estado turbulento previo

Una aspecto importante para la obtencién de una medicion limpia del torque
sera la reutilizacion de estados turbulentos saturados como condicién inicial para
la realizacién de nuevas simulaciones. Con el objetivo de reducir los tiempos de
cémputo involucrados, decidimos partir de un estado turbulento saturado reini-
ciado como punto de partida para el desarrollo de un centenar de simulaciones
nuevas. Cuando nos referimos a campos reiniciados, es en el sentido de que todos
los campos son restituidos hacia sus perfiles radiales medios originales. Esto se
hace para la densidad, las velocidades y el campo magnético acimutal. A conti-
nuacién describimos el método empleado.

Supongamos que inicialmente un campo f cualquiera (por ejemplo la den-
sidad) es perfectamente axisimétrico. Su perfil radial vendra dado por la expre-

sién’:

fra= | rao
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Asi, su perfil serd sélo funciéon de r (j) y de Z (k).

Luego de una simulacién de largo periodo, por efectos de la viscosidad efecti-
va todos los perfiles se verdn modificados. En particular, el perfil f serd modifi-
cado hacia §:

g=f+0g, (6.25)

con g es el apartamiento de ¢ respecto del perfil original f. Por lo tanto, para
restituir el perfil medio, basta con invertir la expresion anterior y calcular 6¢:

0g=8-1, (6.26)
y restarlo a f, para obtener un nuevo campo h:

h=g-0g. (6.27)

Inotar que el limite de integracién es 7t debido a la consideracién de medio disco
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Veamos que, en efecto, el campo h tiene el mismo perfil medio que f:

1 (T 1 (™
h=;f0 hd¢ ;Jo(g—ég)d@

= §-063 (6.28)

= f,

donde se utiliz6 la relacién 6§ = 6g.
En la Fig. 6.6 se muestra un ejemplo del método aplicado a una simulacién

turbulenta particular, en la que el perfil de densidad ha sido alterado por movi-
mientos radiales de materia, y es restituido mediante el método descripto.

6.5.3. Tiempo de coherencia de la MRI

En esta seccién estudiaremos las propiedades de coherencia de la turbulencia
que utilizaremos para obtener las mediciones del torque sobre los planetas.

Coémo fue explicado anteriormente, con el objetivo de obtener resultados sufi-
cientemente limpios en el caso turbulento respecto de mediciones laminares, rea-
lizaremos promedios de un gran numero de simulaciones. Para ello, es necesario
estudiar previamente los tiempos en los cuales las estructuras de la turbulencia
se descorrelacionan.

Para esto, consideramos una simulacién con = 100 a partir de la 6rbita 30.
Realizamos la restitucién de los perfiles y continuamos la simulacién con un
muestreo temporal muy fino (1/40 de 6rbita a r = 3R).

Realizamos cuatro simulaciones con muestreo fino, restituidas e iniciadas con
ruido uniforme superpuesto en el campo de velocidad. Luego, calculamos la co-
rrelacién entre cada campo (promediado previamente en z) con los restantes (6
combinaciones en total). La correlacién acimutal C de un campo f; con otro f, se
define como:

Jfled(P
C(r) = (6.29)

_ \/Jffd@ffzzdw’

y mide la coherencia entre la sefial f; y la sefal f, en un instante de tiempo
determinado. Un valor cercano a la unidad para esta cantidad significa un alto
grado de correlacion. Es decir, el promedio de ambos campos no contribuiré a

incrementar una sefial de fondo. Por el contrario, un valor en torno a cero significa
que ambas sefiales se distribuyen en torno a una media nula.

La ecuacién (6.29) es un buen estimador del grado de correlacién de una senal
cuando ésta no presenta tendencias, y se halla distribuida en torno a una media
constante. Asi, este estimador no puede ser utilizado, por ejemplo, con el campo
de velocidad acimutal o el perfil de densidad, los cuales presentan tendencias
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Perfil original
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Figura 6.6: Ejemplo de restitucion de perfiles sin impactar de forma significativa en las estruc-
turas turbulentas. Los paneles de la izquierda corresponden a una representacién polar de una
simulacién con § =100, a 30 érbitas y a una altura z = —0,3. El campo mostrado es la densidad
volumétrica. Por contruccién, capa a capa el perfil es restituido, por lo que el perfil promedia-
do en Z también es restituido. Los extremos de la paleta de colores son los mismos para ambos
graficos.
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Figura 6.7: Correlacién acimutal para ciertos instantes de tiempo, partiendo de dos (o cuatro)
simulaciones restituidas con el método descripto en 6.5.2. Todas las simulaciones comienzan con
una perturbacién aleatoria en el campo de velocidad, y diferente para cada una de ellas. En el
panel de la izquierda la correlacién se calcula para un par de simulaciones, mientras que en el
panel derecho se calcula la correlacién de todos los pares posibles (sin repeticién) formados a
partir de 4 simulaciones y se promedian. La relacién sefial-ruido para el conjunto promediado
es notablemente mas clara. Es interesante observar cdmo el tiempo en el que las simulaciones
permanecen correlacionadas depende de la distancia radial, lo cual es una manifestacién de la
disminucién de la velocidad de rotacién con la distancia. Con un entramado a rayas se muestra la
regién de amortiguacién utilizada en las simulaciones.

considerables”.

En nuestro estudio, preferimos utilizar campos que tenemos certeza de que
se distribuyen en torno a una media constante, como son la componente radial o
vertical del campo magnético.

En la Fig. 6.7 se muestra el resultado de la correlacién para diferentes instan-
tes de tiempo, en funcién del radio. Se muestra ademas el mismo calculo pero
utilizando un mayor nimero de simulaciones. Se utiliz6é el procedimiento des-
cripto en la seccién 6.5.2 para restablecer los perfiles, y se afiadié un ruido blanco
a los campos de velocidad radial y vertical, descorrelacionado entre ellas. Poste-
riormente se dejan evolucionar y se calcula la correlaciéon de a pares. En el panel
de la izquierda se muestra la correlacién calculada para un par de simulaciones,
mientras que en el panel de la derecha, se muestra la correlaciéon que resulta de
promediar la correlacién individual de 6 pares (formados a partir de 4 simula-
ciones). Como es esperable, la correlacion calculada a partir de un mayor nimero
de pares presenta una menor dispersiéon. Por completitud, se marca con un entra-
mado la regién de amortiguacién utilizada, la cual no debe ser tenida en cuenta
en el estudio estadistico de la turbulencia.

De la Fig. 6.7 podemos concluir que dos simulaciones se descorrelacionan sig-
nificativamente luego de aproximadamente 6 6rbitas. Este valor es necesariamen-
te funcidn de f3, y es esperable que a menor intensidad de campo magnético, ma-

2aunque se podrian sustraer mediante modelos
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Figura 6.8: Correlacién acimutal en funcién del tiempo. La correlacién se calculé de forma anélo-
ga a la calculada para la Fig. 6.7. En este caso, el color representa el valor de la correlacién pro-
mediada para todos los pares formados. Con linea a trazos se marca la curva que corresponde
a 1.5 periodos orbitales a cada radio, la cual se corresponde aproximadamente con el limite de
correlacién para cada anillo. Es muy interesante observar que el tiempo de correlacién es estric-
tamente proporcional al tiempo Kepleriano. Con un entramado a rayas se muestra la regién de
amortiguacién utilizada en las simulaciones.

yor sea el tiempo de coherencia de la simulacién. Por otro lado, la regién en don-

e estara el planeta, se descorrelaciona significativamente en tan solo ~ 3 érbitas
de est I planet d 1 ficat t t 1 3 Orbit
locales.

Este estudio puede extenderse de forma continua, generando un mapa de co-
rrelacién radial en funcién del tiempo, lo cual nos permitird estimar de forma
precisa la ley que describe el tiempo de coherencia. Para esto, utilizamos los seis
pares anteriores, y calculamos la correlacién para cada salida temporal de todas
ellas.

Como ya se describi6 con anterioridad, el muestreo temporal utilizado corres-
ponde a 1/40 de 6rbita a r = 3R, y utilizamos como tiempo de corte de 10 6rbitas,
para 4 simulaciones. Esto significa que la informacién utilizada para construir el
mapa consiste de 1600 salidas hidrodindmicas.

En la Fig. 6.8 se muestra el resultado de este estudio. Es notable como la corre-
lacién decrece al igual que lo hace el periodo orbital local a cada radio. Ademas,
el tiempo de descorrelacién es la mitad del tiempo necesario para desarrollar la
turbulencia a partir de un estado laminar (ver Fig. 6.3). Por lo tanto, es posible
ganar un factor 2 en tiempo de computo. A partir de la curva mostrada, podemos
concluir que el tiempo de descorrelaciéon completa de dos simulaciones idénticas,
pero perturbadas levemente, sera:

teorr = Wcorrgjzl(r); (6.30)

dénde 7., debe ser funcién de B, y decrecer a mayor intensidad de campo magnéti-
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co. A primer orden, podemos postular una ley de la forma 7., = A, y por la Fig.
6.8, correspondiente a § = 100, se tiene que A ~ 0,01. Por lo que la ley es:

r3

teorr(r) = 0,018 ML

(6.31)

Asi, los tiempo de descorrelacion completa en nuestras simulaciones con di-
ferente parametro p vendran dados por t.,.(8Ry).

» B2 ~ 9 orbitas a r = 3R,
» B4 ~ 17 orbitas a r = 3R,

Por lo tanto, antes de insertar un planeta para medir su torque, sera necesario
esperar un tiempo cercano a f...(8R() para poder obtener datos que incrementen
la relacion senal-ruido en la medicién del torque neto.

6.5.4. El mejor muestreo temporal

Antes de insertar los planetas para medir el torque, vamos a estudiar el tiempo
de muestreo éptimo para una simulacién aislada.

Supongamos que utilizamos, por ejemplo, un intervalo de muestreo temporal
demasiado grande. Si este intervalo es muy superior al tiempo durante el cual
una estructura turbulenta permanece coherente, ciertamente estaremos contri-
buyendo a incrementar la sefial, pero estaremos perdiendo informacién valiosa
sobre la evolucién temporal detallada de las cantidades de interés.

Por otro lado, supongamos que el intervalo de muestreo es inferior al tiempo
de coherencia de las estructuras. En este caso, si bien estaremos obteniendo de
forma muy detallada la evolucién temporal de los procesos involucrados, en es-
calas de tiempo menores al tiempo de coherencia no estaremos incrementando la
sefial que deseamos medir”.

Por ultimo, ya que en ultima instancia estamos interesados en estudiar las
propiedades del torque en la regién de corrotacidn, estudiamos como evoluciona
la varianza de los datos en torno al promedio, en funcién del nimero de datos
promediados sobre una ventana temporal fija en torno a esta region.

En la Fig. 6.9 puede verse la evolucién de la varianza alrededor de un anillo
delgado centrado en la corrotacion. Se observa claramente como la varianza satu-
ra a partir de un valor cercano a 0.1 para el intervalo de muestreo. Esto nos dice
que para obtener la menor cantidad de informacién no redundante y completa,
el muestreo debe realizarse a intervalos cercanos a este valor. Obviamente esto
serd funcién de f3, sin embargo, en este trabajo establecimos 1/10 de érbita como
el tiempo de muestreo para todas nuestras simulaciones.

3Ademais de estar perdiendo tiempo de cémputo en escrituras y desperdiciando espacio de
disco duro
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Figura 6.9: Evolucion de la varianza alrededor del anillo localizado en r = 3R(. Los campos me-
dios ya fueron promediados en Z. A medida que el intervalo de muestreo disminuye, también lo
hace la varianza. A partir de un intervalo de muestreo ~ 0,1, la varianza se estabiliza, mostrando
que un muestreo més fino no introduce nueva informacién. Asi, en este trabajo adoptamos como
tiempo de muestreo 1/10 de érbita a r = 3Ry.

6.6. Midiendo el torque

Con las propiedades estadisticas de la turbulencia ya estudiadas, procedere-
mos a la medicién del torque actuante sobre un planeta. Para ello partimos de si-
mulaciones base, las cuales han sido generadas a partir de un campo de velocidad
laminar y un campo magnético toroidal, y se corresponden con las simulaciones
B2 y B4 anteriormente descriptas.

Luego de la obtencién de estados turbulentos saturados (aproximadamente
luego de un tiempo ~ 2t.,(8Ry)), se restituyen los campos y se afiade un ruido
uniforme sobre el campo de velocidad ya turbulento.

Este procedimiento se realiza 500 veces para cada f diferente. Cada una de
estas 500 simulaciones se deja evolucionar por un tiempo prudencial (el cual
depende de B, ver eq. (6.31)) para obtener estados turbulentos totalmente des-
correlacionadas entre cada una de ellas. Estos tiempos, como se describié con
anterioridad oscilan entre las 5y 20 drbitas.

Una vez alcanzado el tiempo de descorrelacién global, se introduce un planeta
en el disco y se comienza a producir toda la informacién que sera luego procesa-
da. Desde la insercién del planeta, hasta que finaliza cada simulacién transcurren
30 orbitas planetarias, que a un ritmo de escritura cada 1/10 de 6rbita, significa
la generacién de 300 campos por cada una de las 500 simulaciones, lo cual da el
numero de 150000 campos para realizar el promedio.

Enla Fig. 6.10 se muestra un esquema del método utilizado para la realizacién
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de las mediciones que se presentan en la siguiente seccién.

6.7. Calculo del torque

El torque neto al que estd sometido el planeta se calcula luego de realizar el
promedio de los campos de densidad de todas las simulaciones con planeta, para
un determinado pardmetro f. Su valor, partiendo de un promedio previo en Z,
se calcula como:

L_Zg ) % (95 = 9p) ~ o (xi - %)
m, ij 2 2, 2] 2 2, 2%
LT [(xi —xp)*+(yj—yp)ite ] [(xi —Xp)°+ (Y —yp)i te ]

(6.32)
donde m;; = Vjjp;; es la masa contenida en la celda ij. ¢ es, al igual que en el

calculo del potencial (eq. 6.18), la longitud de suavizado.

Ya que estamos interesados en la medicién del torque sobre los planetas, el
cual es producido por el campo de densidad, los promedios son realizados exclu-
sivamente sobre este campo. El procedimiento consiste en sumar la densidad a
lo largo de la direccién Z, con lo cual se obtiene la densidad superficial ¥ = pAz,
y posteriormente promediar cada salida temporal con sus correspondientes en el
conjunto de simulaciones. Asi, el torque se calcula utilizando la masa promedio
<m >;; (t), definida como:

<m>;()=—LY 3L (6.33)

dénde X' corresponde con la densidad superficial de cada simulacién considera-
da en el promedio.

En esta investigacién no estamos interesados tanto en calcular un valor abso-
luto para el torque sufrido por un planeta, sino mas bien en comparar el torque
respecto de casos mas simplificados, obtenidos de calcular el torque que siente
un planeta en los casos hidrodinamico y magnético bidimensionales.

Ya que todas las simulaciones se comparardn entre ellas de la misma forma, la
longitud de suavizado utilizada no sera de importancia siempre y cuando sea la
misma para todos los cdlculos. La zona de amortiguacion se excluye en el calculo
del torque.

6.8. Simulaciones de comparacion

A fin de obtener resultados adicionales de comparacion, se realizan simulacio-
nes bidimensionales, con y sin campos magnéticos, con exactamente los mismos
pardmetros utilizados en las simulaciones tridimensionales.

Ya que el torque sobre los planetas es producido exclusivamente por la dis-
tribucién de masa en el disco, una dificultad adicional surge al comparar casos
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Figura 6.10: Método utilizado para la medicién, y posterior comparacién, del torque sufrido por

Simulacién i Simulacién

un planeta en un disco magnetizado y turbulento. Partiendo de un estado laminar inicial, se deja
evolucionar hasta adquirir un estado completamente turbulento, lo cual ocurre en algunas dece-
nas de Orbitas. Posteriormente, se utiliza el método descripto en 6.5.2 para restablecer los perfiles
radiales. Luego, se afiaden perturbaciones aleatorias en el campo de velocidad y se simulan 500
realizaciones diferentes. Para cada una de ellas, se las deja evolucionar por un tiempo suficiente
para obtener estados no correlacionados. Posteriormente, se inserta un planeta y se deja evolucio-
nar por algunas decenas de drbitas mds. Finalmente, se promedian todos los campos para cada
instante de tiempo, y se realizan las mediciones correspondientes. Adicionalmente, se realizan
simulaciones simplificadas (hidrodinamicas y magnetohidrodindmicas 2D laminares) con el fin
de comparar los resultados.
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fisicamente no comparables, como lo son el caso turbulento y el caso laminar. El
problema radica en que en el caso turbulento el perfil de densidad evoluciona
de forma significativamente diferente a los casos laminares, en los que un esta-
do estacionario es facilmente alcanzado. Asi, en caso de encontrar diferencias,
no es trivial atribuirlas, por ejemplo, a un cambio en la magnitud del torque de
corrotacién, o a un cambio en la forma de la estela espiral.

La turbulencia, al transportar momento angular de forma estocastica, genera
que el disco altere su perfil de densidad radial de forma significativa. Ademas,
predecir cuanta masa inyectar (o evacuar) a través de las fronteras de la malla,
para adquirir un estado quasi estacionario es, por lejos, una tarea muy dificil.

Por la ley de conservacién del momento angular total del sistema, a medida
que la materia cae hacia la estrella, debe haber materia que se aleje de ésta. En
un disco sin fronteras, el efecto neto es un derrame (o difusién) del disco en las
regiones externas, y, en las internas, una acreciéon. En una simulacién realizada
en una caja cilindrica cerrada, esta ley de conservacién impacta profundamente
en los perfiles radiales obtenidos al cabo de decenas de 6rbitas.

Para minimizar variaciones en el torque debido a estos inconvenientes, apro-
vechamos la gran tasa de muestreo temporal de las simulaciones tridimensionales
para restituir el perfil de densidad de las simulaciones bidimensionales al mismo
ritmo. El método utilizado es el que ya ha sido descripto en 6.5.2. Es importante
notar que, al hacer modificaciones axisimétricas sobre el perfil de densidad, no
estamos modificando el valor del torque neto sobre los planetas.

6.8.1. Modelos 2D: Viscosidad y nimero de Prandtl

Experimentalmente se observa que la turbulencia genera una difusién efec-
tiva sobre los campos. Esta difusién se hace evidente cuando se promedia un
gran numero de ellas y se observan los campos resultantes. Guilet ef al. (2013)
sugirieron utilizar un modelo bidimensional con una viscosidad efectiva v en
la ecuacién de momento y resistividad efectiva 7 en la ecuacién de induccién,
relacionadas por el nimero adimensional de Prandtl P = v/1. Autores previos
(por ejemplo, Fromang y Stone, 2009; Guan y Gammie, 2009; Lesur y Longaretti,
2009) determinaron que este numero es del orden de la unidad, pero su valor
puede no ser exactamente la unidad. A pesar de la imprecisién en su valor, saber
que es cercano a la unidad es una referencia importante para generar una grilla
cuadrada en v, P con el fin de encontrar los parametros que mejor representen los
torques obtenidos por los promedios de nuestras simulaciones tridimensionales.

El caso hidrodindmico sin magnetismo, se simula con los mismos pardmetros
obtenidos para el caso magnético bidimensional de mejor ajuste, el cual presenta
una viscosidad a similar al de las simulaciones turbulentas (ver 6.5.1). Este tipo
de simulaciones no presenta dificultades adicionales, y servira para determinar
el exceso de torque resultante en las simulaciones tridimensionales.
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6.9. Resultados

6.9.1. Simulaciéon B2
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Figura 6.11: Torque total actuante sobre un planeta para la simulacién B2. En rojo se muestra el
valor medido para el torque luego de realizar promedios cada una Orbita (para incrementar la
sefal) considerando la simulacién tridimensional turbulenta. La banda roja clara es la desviacién
estandar del promedio rojo, lo cual nos da una idea de los errores cometidos en la medicién. En
verde se muestra el torque para caso magnético 2D con un ntimero de Prandtl=0.1, y en azul el
torque en el caso hidrodindmico puro. La similitud entre las tres curvas es notable.

El primer caso considerado es el conjunto con el campo magnético mds inten-
so. En la Fig. 6.11 podemos ver el torque calculado para este conjunto de datos.
En rojo se muestra el torque obtenido mediante el promedio de las simulaciones
tridimensionales, y en verde el resultado de una simulacién bidimensional, cuyo
valor de P es extremadamente bajo, igual a 0.1. En azul, se muestra el mismo tor-
que obtenido para el caso bidimensional no magnético. Como es de esperar, dado
el nimero de Prandtl tan bajo, el caso magnético e hidrodindmico son préctica-
mente iguales. Un aspecto notable de todas las curvas es que siguen la misma
tendencia, lo cual muestra el correcto tratamiento de los perfiles de densidad en
todos los casos.

En este caso particular, un namero de prandtl tan bajo pareceria ser evidencia
de que la turbulencia es demasiado grande y genera difusiones enormes en los
campos. Sin embargo, una inspeccién a la densidad de torque, revela un com-
portamiento muy interesante. En la Fig. 6.12 se puede ver la densidad de torque
calculada para cada uno de los tres casos correspondientes a la figura anterior.
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En rojo, puede verse la densidad de torque para el caso turbulento tridimensio-
nal (nétese la alta calidad de los datos gracias a los promedios), y en azul y verde,
el correspondiente para el otro par de simulaciones. Sorprendentemente, aunque
el valor total para el torque (integral bajo la curva) sea el mismo, los valores de
torque para cada radio son muy diferentes. En el caso tridimensional turbulento
se observa una sefial muy importante proveniente de la regién de corrotacion,
mientras que en los casos bidimensionales simplificados no se observa esta carac-
teristica, probablemente debido a la gran difusividad presente.

15 T T T T T T T
— 3D MHD
10F Corrotacion — 2D MHD A
— 2D Hidro

Lindblad

Lindblad
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Figura 6.12: Densidad de torque para los tres casos considerados en el la simulacién B2. En rojo
se muestra la densidad de torque para el caso tridimensional turbulento. En varde el caso mag-
netizado bidimensional con un nimero de prandtl igual a 0.1. En azul se muestra la densidad de
torque para el caso hidrodindmico. A pesar de que las tres curvas subtienden la misma érea, la
estructura de ellas es bastante diferente. En particular, en el caso tridimensional se observa una

sefial muy fuerte proveniente de la corrotacién.

Asi, aunque el torque sea comparable y bien comportado en los tres casos, no
significa que la fisica que estd ocurriendo en torno a la regién coorbital sea la
misma. De hecho, este torque nos estd mostrando un comportamiento bastante
diferente en un caso y en otro. Por otro lado, puede darse el caso de que la supo-
sicién de que la resitividad magnética y la viscosidad son proporcionales no sea
adecuada en este tipo de situaciones.

Finalmente, realizamos una comparaciéon del campo de densidad para los tres
casos. Una inspeccion de la Fig. 6.13 no muestra grandes diferencias entre los tres
casos. Sin embargo, la simetria de las islas formadas a acimut negativo respecto
del planeta tiende a perderse levemente. En el primer panel, correspondiente al
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Figura 6.13: Densidad superficial para el caso tridimensional turbulento y para los casos hidro-
dindmico y magnetohidrodindmico bidimensional de la simulacién B2. Todos los paneles fueron
calculados promediando 5 érbitas a partir de la 6rbita 10, luego de la insercién del planeta. En
curvas negras se muestran isocontornos de densidad, los cuales se corresponden con exactamente
el mismo valor para los tres paneles a fin de comparar diferencias sutiles en los gradientes de
densidad.

caso turbulento tridimensional, se observa como esta regién es alargada en ra-
dio y su centro se desplaza hacia afuera, lo cual muy probablemente es la fuente
del torque adicional observado. Por el contrario, dada la alta resistividad utiliza-
da en estos casos, las simulaciones bidimensionales practicamente no presentan
diferencias.

6.9.2. Simulacion B4

Aqui presentamos el caso de campo magnético mas débil. En la Fig. 6.14 ob-
servamos el torque calculado para el conjunto de simulaciones correspondientes
a una parametro § = 400. En rojo se muestra el torque calculado para el caso tri-
dimensional turbulento, mientras que en azul y verde se muestran el torque en
el caso magnético bidimensional con P = 0,5 y el caso hidrodindmico respectiva-
mente. A diferencia del caso anterior, ahora el nimero de Prandtl necesario para
obtener un buen ajuste entre el caso 3D y 2D se incrementé de forma conside-
rable. La tendencia observada por la curva verde respecto de la roja es notable,
exhibiendo incluso los mismos patrones de deriva de larga escala. A diferencia
del caso anterior, en este caso se observa un exceso de torque significativo y posi-
tivo, evidenciando algun proceso en la region de corrotacién.

Inspeccionando la densidad de torque para estas simulaciones, mostrada en
la Fig. 6.15, vemos que en el caso turbulento tridimensional persiste la sefial ob-
servada en la Fig. 6.12, correspondiente al campo magnético mds intenso en la
regiéon de corrotacién, pero al ser mds débil el campo magnético en este caso,
lo mismo ocurre con la intensidad de la senal. Otra diferencia respecto del caso
anterior es la aparicion de esta sefial, de forma muy débil, en la simulacién bidi-
mensional con campo magnético (curva verde), mostrando en efecto, que quizas
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Figura 6.14: Torque total actuante sobre un planeta para la simulacién B4. En rojo se muestra el
valor medido para el torque luego de realizar promedios cada una érbita (para incrementar la
sefial) considerando la simulacién tridimensional turbulenta. La banda roja clara es la desviaciéon
estandar del promedio rojo, lo cual nos da una idea de los errores cometidos en la medicién. En
verde se muestra el torque para caso magnético 2D con un nimero de Prandtl=0.5, y en azul el

torque en el caso hidrodindmico puro. La similitud entre las tres curvas es notable.

el numero de Prandtl efectivo en las simulacién tridimensional no es tan bajo
como pareceria indicar el buen acuerdo entre los torques. Por el contrario, la
densidad de torque en el caso hidrodindmico no muestra evidencia de ese pico en
torno a la corrotacién, mostrando, en efecto, que su origen es atribuible al campo
magnético.

Finalmente, realizamos la misma comparacién que en el caso anterior con los
campos de densidad en los tres casos. En la Fig. 6.16 vemos la densidad superfi-
cial para las tres simulaciones mostradas en esta seccién. Al igual que en el caso
anterior, el caso tridimensional turbulento presenta una alteracién significativa
del perfil en un acimut negativo. Una modificacién mas tenue es observada en el
caso magnético 2D, pero con una tendencia similar, mientras que el caso hidro-
dindmico es comparable al mismo caso hidrodindmico obtenido para el conjunto
B2.

Asi, si bien en este caso fuimos capaces de observar un exceso de torque po-
sitivo para el caso magnético, este exceso nuevamente parece no tener el mismo
origen en la simulacién bidimensional que en la tridimensional turbulenta.
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Figura 6.15: Densidad de torque para los tres casos considerados en el la simulacién B4. En rojo
se muestra la densidad de torque para el caso tridimensional turbulento. En verde el caso mag-
netizado bidimensional con un nimero de Prandtl igual a 0.5. En azul se muestra la densidad de
torque para el caso hidrodinamico. A pesar de que las tres curvas subtienden la misma drea, la
estructura de ellas es bastante diferente. En particular, en el caso tridimensional se observa una

sefial muy fuerte proveniente de la corrotacién.

6.10. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado la problematica relacionada con la medi-
cién de torques actuantes sobre un planeta en un caso muy complejo como lo es
una simulacién tridimensional turbulenta. Desarrollamos un método para reali-
zar mediciones suficientemente limpias del torque, por medio de la realizacién
de promedios instantdneos de un gran nimero de simulaciones.

Estudiamos las propiedades de correlacién de la turbulencia con el objetivo
de incrementar significativamente la eficiencia de nuestras simulaciones, y vi-
mos que los pardmetros dptimos para la realizacién de los promedios es funciéon
de la intensidad del campo magnético. Realizamos parametrizaciones sencillas
para estas cantidades y obtuvimos recetas mas o menos precisas para asegurar el
incremento de la relacién sefal/ruido en nuestras mediciones.

Desarrollamos un método para reiniciar las simulaciones mediante la resti-
tucion de los perfiles alterados por la turbulencia, pero sin alterar su espectro,
lo cual nos permiti6é ganar tiempo de computo valioso para la realizacién de un
gran numero de simulaciones tridimensionales costosas.

Mediante la realizacién de dos conjuntos de simulaciones, cada uno con 500
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Figura 6.16: Densidad superficial para el caso tridimensional turbulento y para los casos hidro-
dindmico y magnetohidrodindmico bidimensional de la simulacién B4. Todos los paneles fueron
calculados promediando 5 drbitas a partir de la érbita 10, luego de la insercién del planeta. En
curvas negras se muestran isocontornos de densidad, los cuales se corresponden con exactamente
el mismo valor para los tres paneles a fin de comparar diferencias sutiles en los gradientes de
densidad.

simulaciones tridimensionales individuales de larga duracién, fuimos capaces de
obtener una curva de torque con una sefial suficiente como para distinguir el
sentido de la migracién. En todos los casos, el signo del torque fue negativo. Sin
embargo, mediante comparacién con un caso hidrodindmico de idénticas condi-
ciones, en un caso con un campo magnético muy débil observamos un exceso de
torque significativo, mientras que en el caso de campo mas intenso el exceso es
mucho mas sutil. Esto puede parecer contradictorio a primera vista, pero podria
ser explicado a partir del hecho de que un mayor nivel de turbulencia genera una
mayor difusién de las cantidades.

Encontramos comportamientos interesantes en torno a la regién de corrota-
cién, y en todos los casos, las densidades de torques en los casos bidimensionales
sencillo y tridimensional turbulento no eran comparables, aun cuando los tor-
ques totales y las tendencias observadas si lo eran. Este comportamiento podria
estar sugiriendo la presencia de algin proceso diferente ocurriendo en el caso tri-
dimensional, o simplemente que la relacién utilizada entre la viscosidad efectiva
y la resistividad no deba ser considerada lineal para nuestras simulaciones.

Con este estudio, sentamos las bases y el método para futuras exploraciones
en este tema. Con un mayor niumero de simulaciones, tanto bidimensionales co-
mo tridimensionales, esta linea de investigacién ciertamente arrojara resultados
concluyentes sobre la naturaleza del torque de corrotacién magnético.



Migracion planetaria de gran
escala

7.1. Introducciéon

Como se introdujo en el Capitulo 2, y ya fue estudiado en casos particulares
en los Capitulos 5 y 6, un planeta inmerso en un disco de gas sufrird cambios
orbitales dramaticos debido a la interaccién con el disco de gas.

El torque sufrido por el planeta puede calcularse de forma analitica en la
hipétesis de régimen lineal (cuando la masa del planeta perturbador es suficien-
temente pequena) y haciendo algunas simplificaciones, como por ejemplo, discos
globalmente isotermos. Estos cdlculos permiten entender cuales son los meca-
nismos fisicos fundamentales que se encuentran involucrados en el proceso de
migracién (Goldreich y Tremaine, 1979; Tanaka et al., 2002; Paardekooper y Pa-
paloizou, 2009, entre otros).

Sin embargo, como ya se observé en los capitulos 5y 6, la complejidad del
problema puede llegar a ser demasiado grande. Por otro lado, los procesos no
lineales pueden ser muy importantes para masas intermedias, por lo que su es-
tudio analitico es limitado. Asi, la utilizacion de c6digos numéricos para resolver
el sistema de ecuaciones completo es indispensable para poder avanzar en el en-
tendimiento de la migracién planetaria.

Las simulaciones hidrodindmicas son muy demandantes computacionalmen-
te. El costo necesario es tan grande por tres razones:

1. Es necesario resolver una region angosta (6rbitas de herradura) cerca de la
orbita del planeta para calcular correctamente el torque de corrotacién (ver
por ejemplo la Fig. 5.14).

2. Es necesario mantener una resolucién suficientemente buena como para re-
solver la estela espiral excitada por el planeta (Seccién 2.5.1).

3. Es necesario considerar una extensién acimutal completa para describir co-
rrectamente el movimiento de herradura y estudiar correctamente las pro-
piedades de saturacion del torque de corrotacion (Seccién 2.5.1).
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Grandes esfuerzos fueron hechos con tal de disminuir el costo computacio-
nal e incrementar la eficiencia de las integraciones numéricas. Un caso notable
es el algoritmo FARGO (descripto en la seccién 3.16), desarrollado por Masset
(2000). Otro ejemplo notable es la consideracién de la evolucién global de un
disco de acrecién a partir de una malla radial 1D superpuesta a un disco 2D no
axisimétrico, lo cual permite simulaciones globales de evolucién viscosa a costo
computacional adicional despreciable (Crida ef al., 2007). En particular, la utili-
zaciéon de modelos globales de disco es crucial en estudios de la migracién de tipo
IT (ver seccién 2.5.2), la cual ocurre para planetas de masa suficientemente gran-
de como para abrir un surco en el disco y migrar a un tiempo similar al tiempo
de evolucién viscosa del disco.

Detecciones recientes de exoplanetas, particularmente las provistas por el
satélite Kepler, muestran la existencia de sistemas de planetas multiples, proxi-
mos a la estrella central, y que se encuentran muy cerca de resonancias de movi-
mientos medios (p. ej. Lithwick y Wu, 2012; Goldreich y Schlichting, 2014; Xie,
2014). Atn se debate si estos sistemas fueron formados in-situ (p.ej. Hansen y
Murray, 2012) o son un resultado de interacciones de tipo planeta-disco (p.ej.
Baruteau y Papaloizou, 2013) como las estudiadas en los capitulos anteriores. En
particular, con la segunda hipétesis aiin hay problemas que deben ser resueltos
antes de considerar estudiarla con detalle.

Simulaciones hidrodindmicas de sistemas con multiples planetas presentan
dos desafios principales. Por un lado, deben ser capaces de resolver un decai-
miento orbital de gran escala, como por ejemplo, desde ry ~ 10AU (~ el lugar
donde seria posible su formacién) hasta ry ~ 0,1, que se corresponde (orden de
magnitud) con la posicién actual observada en muchos casos. Asi, las simulacio-
nes deben ser multi escala abarcando, al menos, dos érdenes de magnitud en su
dominio radial.

Por otro lado, incluso después de haber alcanzado una regién suficientemente
interna, en el caso de sistemas de multiples planetas, es necesario esperar a que
éstos evolucionen, dentro de su posible configuracién resonante, hacia alguna
especie de condicién estacionaria o de equilibrio, si es que existe.

Por lo tanto, el desafio para esta clase de problemas es la realizacién de simu-
laciones multi escala, tanto en espacio como en tiempo.

Los c6digos hidrodindmicos tradicionales, incluso FARGO3D en el estado pre-
sentado en el Capitulo 3, no son capaces de atacar el tipo de problema descripto.
Una de las principales dificultades proviene de la condicién CFL (seccién 3.13),
lo cual es un requisito de estabilidad propio del esquema utilizado para resolver
las ecuaciones de forma explicita. En una grilla cilindrica, la condicién CFL limi-
ta significativamente el paso de tiempo por el tamafio de las celdas mas internas.
Asi, simulaciones que pretendan describir un disco suficientemente extendido
en radio deberdn integrarse con un paso de tiempo considerablemente pequeno.
Por lo tanto, simular planetas que migren sobre escalas radiales suficientemente
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grandes serd practicamente imposible. Con las técnicas estandar, siempre podra
encontrarse una extension radial tal que el costo computacional sea tan alto que
sea una simulacién imposible de ser realizada. Por este motivo, las simulaciones
de planetas en disco son simulaciones de tipo local, tanto en espacio como en
tiempo, y esto es una caracteristica y limitacién que suele ser pasada por alto.

El objetivo de este capitulo es, entonces, presentar un nuevo método numérico
desarrollado con el objetivo de resolver parte de los problemas anteriormente
descriptos. El método que presentaremos consiste en una técnica de remapeo de
las cantidades hidrodindmicas, la cual se basa en la actualizacién adecuada de
las condiciones de contorno de una malla hidrodindmica a medida que todo el
dominio se mueve junto con los planetas que migran dentro de ella. Es decir,
construiremos una malla mévil' en radio.

Las condiciones de contorno se redefinen de forma automatica, y conducen a
simulaciones de muy alta resolucién y que varia y se adapta de forma adecuada
si algunas consideraciones son tenidas en cuenta.

Veremos en las secciones siguientes que, al definir el dominio hidrodinamico
de forma local, se evita tener que considerar una malla suficientemente exten-
dida, por lo que el costo de las simulaciones se reduce de forma significativa,
permitiendo alcanzar una mejora en el rendimiento de al menos un orden de
magnitud (ver seccién 7.6). Al incrementarse automaticamente la resolucién a
medida que los planetas migran, también ganamos en precision.

Por ultimo, la técnica presentada permite, por primera vez, la realizacién de
simulaciones hidrodindmicas de planetas en migracién por tiempos computacio-
nales (y dinamicos) virtualmente infinitos, similares al tiempo de vida media del
disco de gas.

7.2. Modelo utilizado

Describiremos el problema utilizando las ecuaciones completas de Navier-
Stokes en un marco de referencia no rotante:
La ecuacién de continuidad es:
d
0. (p7) =0, (7.1)
ot
con p la densidad y v'la velocidad del fluido.
Las ecuaciones de momento son:

p(% +17.V17) =-VP-pV¢+ V.0, (7.2)

con P la presiéon térmica y ¢ el potencial gravitatorio, que incluye sélo el potencial

'El método propuesto no sugiere realizar una transformacién de Galileo local, por lo que en
rigor, no es una malla mévil. Sin embargo, el método podria ser generalizado hacia una malla
realmente moévil sin mucha dificultad.
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estelar y el planetario. I es el tensor viscoso:

= — T 2 =

I[I=pv|VV+(VV) - 3 (VO)I|, (7.3)

con v la viscosidad cinematica e I el tensor identidad.

Por simplicidad, utilizaremos las ecuaciones anteriores integradas en Z, con
lo cual nos reduciremos al caso bidimensional. Sin embargo, los resultados aqui
presentados pueden ser extendidos a la tercer dimensiéon de forma directa. Es
importante notar que en el caso estudiado la materia gaseosa no se siente gravita-
toriamente entre ella, por lo que el disco es no autogravitante (como se supuso a
lo largo de todo este trabajo)

En las simulaciones que presentaremos, utilizamos la ecuacién de estado iso-
terma (ver Ec. 3.6), en donde la presiéon del gas se relaciona con la densidad su-
perficial de materia ¥ como P = c2(r)X, con ¢, la velocidad del sonido del gas. c, se
relaciona con la relacién de aspecto del disco h como ¢, = rQh(r). Qy = \/GM, /73
es la velocidad angular Kepleriana y G es la constante de gravitacién universal. r
es la distancia a la estrella central.

En el modelo presentado en esta seccién asumimos que ¥ y la relacién de
aspecto h son leyes de potencia con indices a y f respectivamente”. El potencial
del planeta es suavizado sobre una longitud ¢ = 0,6 H, con H/r = h(r):

My (7.4)

’
, 2
_ 2
|T Tp| +€

Por simplicidad, utilizamos un sistema astrocéntrico y despreciamos los térmi-
nos indirectos (aceleracion del sistema de referencia no inercial), ya que no serdn
relevantes para el desarrollo del método.

¢p:_

Un aspecto que sera crucial en el desarrollo del método son las condiciones
de contorno. Utilizamos las condiciones de contorno de amortiguacion de de Val-
Borro et al. (2006) (ya descriptas en los Capitulos 3 y 6).

Resolveremos todas las ecuaciones en un sistema de coordenadas polares y
una grilla linealmente espaciada (aunque la relajacién de esta condicién se dis-
cute en 7.5) en acimut y en radio. El namero de celdas utilizadas es n, en radio y

Ny, en acimut.

7.3. Método e implementacion numérica

La idea principal de nuestro método es considerar un estado previo como una
nueva condicién inicial remuestreada a fin de avanzar el sistema hacia un nuevo
estado posterior. Hay dos formas de realizar esto:

2Bsto implica un ley de potencia para la temperatura T, con indice f = 2f — 1.
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1. Avanzar el sistema en el tiempo hasta un cierto estado, luego hacer un re-
muestreo de todos los campos, y recomenzar la simulacién.

2. Utilizar cada estado alcanzado en un paso de tiempo anterior y remapear
todas las cantidades antes de avanzar nuevamente el sistema.

En nuestro trabajo elegimos la segunda opcién, ya que permite una variacién sua-
ve para todas las cantidades, aunque la primer opcién podria ser utilizada como
una primera aproximacién al método, ya que la implementacién es mucho mas
directa y simple, lo cual podria ser beneficioso para un usuario no experimentado
con la modificacién de un cierto cédigo.

Ya que nuestro método tiene por objetivo el seguimiento de los planetas mien-
tras migran en el disco, el remuestreo debe realizarse exclusivamente de forma
radial.

El algoritmo desarrollado tiene tres pasos fundamentales, que consisten en
una receta para calcular los nuevos bordes de la malla, una técnica para recons-
truir los campos en nuevas posiciones y un método para actualizar las condicio-
nes de contorno y las regiones de amortiguacién de los campos.

Para encontrar los nuevos bordes radiales de la malla, utilizaremos la infor-
macion de la posiciéon del o los planetas. Para esto, es necesario tener en cuenta
algunas consideraciones previas.

El anillo de gas mas alejado de un planeta que es capaz de generar un torque
neto sobre éste es aquel que se localiza en una resonancia de movimiento medio
2:1 interna y 1:2 externa, lo cual se corresponde con las resonancias de Lindblad
mas alejadas (ver Ec. 2.15).

Asi, los nuevos bordes de la malla deberian ser calculados en funcién de las
posiciones de estas resonancias. Cuando dentro de la malla coexistieran mas de
un planeta, las posiciones de los bordes deberian ser funcién de las resonancias
de Lindblad més externas (por fuera y por dentro) correspondientes a los plane-
tas extremos, es decir, al planeta mas exterior y al mds interior. De esta forma,
es posible asegurar que toda la fisica de la migracién por la interaccién con la
estela tidal es capturada dentro de la malla hidrodinamica. Por otro lado, para
preservar intacta la contribucién de la estela generada por los planetas al torque,
las resonancias mds externas deberian caer dentro de la regién activa de la malla,
es decir, sin considerar las regiones de amortiguacion.

Una vez que se calculan los nuevos bordes, se divide nuevamente la malla uti-
lizando la misma cantidad de celdas radiales que en el paso de tiempo anterior”.

Finalmente, realizamos una interpolacién lineal, utilizando los campos avan-
zados un paso de tiempo At, para calcular los valores en las nuevas posiciones ra-
diales de las celdas recientemente construidas. Si estas nuevas celdas caen en un
dominio no considerado en el paso de tiempo anterior, se extrapolan por medio

3Esta eleccién es sélo por simplicidad. El nimero de celdas podria ser modificado y el método
aqui propuesto seguiria siendo valido.
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de prescripciones analiticas, las cuales son las utilizadas o bien como condicién
inicial, o calculadas en tiempo de ejecucién, cuando la evolucién viscosa global
es considerada (ver seccién 7.3.3).

La misma receta es utilizada para actualizar las condiciones de contorno y las
regiones de amortiguacion.

7.3.1. Definiendo los bordes de 1a malla

En esta seccién presentamos un algoritmo particular para la determinacién
de los bordes de la malla en funcién de la posicién de los planetas, para lo cual
tenemos en cuenta el ancho de la zona de amortiguaciéon de ondas.

Figura 7.1: Se muestra una seccién acimutal de un disco de gas con un planeta inmerso, en un
plano cartesiano XY, con la estrella localizada en la esquina inferior izquierda. Las zonas grises
corresponden con la regién fuera del dominio hidrodindmico, es decir, el lugar en donde la malla
no estd definida. Las lineas negras continuas corresponden con el borde de la malla activa. Las
zonas rayadas limitadas por las lineas a trazos se corresponden con las regiones de amortigua-
cién. Aqui, los campos son forzados hacia un cierto perfil radial de referencia. En este ejemplo
particular, el borde de la malla activa sin considerar la regién de amortiguacién (lineas a trazos)
se defini6 con una relacién de periodos 5:2 respecto del planeta, de acuerdo a la ecuacién (7.7).
En lineas rojas se muestra la posicién de las resonancias de Lindblad mas externas respecto del
planeta (demarcado con una cruz blanca), las cuales juegan un rol fundamental en definir la tasa
de migracién.

En una forma simplificada, las regiones de amortiguacién se definen como (de
Val-Borro et al., 2006):

rf:rl;—rin(r;—rg), (7.5)

dénde r* son los bordes de la malla y # es la fraccién de malla que se utilizara pa-
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ra amortiguar los campos. Los subindices b y a representan borde y amortiguacion
respectivamente. Definimos la posicién de los bordes de la regién de amortigua-

cién en funcién de la relacién de periodos R con el planeta mas cercano®:

re_f — rpiRi2/3 (76)

doénde r; es el planeta més cercano al borde + (exterior/interior). Como se dijo
con anterioridad, R deberia ser siempre superior a 2, para considerar todas las
las resonancias de Lindblad.

A partir de las ecuaciones (7.5)y (7.6), y resolviendo para rbi, obtenemos una

féormula para la posicién de los bordes de la malla activa:

o _[n-1 s, 12/3(5; )ﬂ]
"y 2n—1 2n—1 "p

En la Fig. 7.1 mostramos un esquema generado a partir de una de las simula-
ciones que presentaremos posteriormente, de un sector acimutal de un disco de
gas con un planeta sumergido en él. Las regiones de amortiguacion se represen-
tan por un entramado, y estan delimitadas entre lineas a trazos y lineas continuas
negras. La extension radial de la regién rayada es funcién del pardmetro # en la
ecuacidén (7.5), que en este ejemplo particular se escogi6 igual a 1 =0,1.

El limite de la region activa, es decir, la posicion de las lineas continuas negras,
se calcula con la ecuacién (7.7). Las lineas rojas a trazos muestran la posicion de
las resonancias de movimientos medios 2:1/1:2 entre el planeta y el gas. Estas
resonancias se corresponden con las resonancias de Lindblad mds extremas para
cada lado del planeta.

Enla Fig. 7.2 mostramos una simulacion tipica de migracion planetaria, reali-
zada con la técnica aqui descripta. La malla es modificada en tiempo de ejecucién
a fin de seguir al planeta durante su migracién. La extensién radial completa de
la malla va disminuyendo con el paso del tiempo para mantener una relacién de
periodos constante entre los bordes y el planeta. La malla activa corresponde con
la zona azul, y su extension se calcula por medio de la ecuacién (7.7). Con un
entramado, se superpone la regién de amortiguacion.

7.3.2. Llenado de la malla

Una vez que los bordes de la malla han sido computados, debemos dividir
nuevamente la malla. Por simplicidad, este procedimiento se hace utilizando el
mismo ndmero de celdas 1, que en el paso anterior. Como ya se menciond, la
malla puede ser dividida siguiendo diferentes recetas, donde las mas populares
suelen ser la division lineal y la llamada divisién logaritmica. Sin embargo, rece-
tas atn més sofisticadas pueden utilizarse a fin de obtener algunas propiedades
utiles, como por ejemplo, que el nimero de celdas por unidad de escala de pre-

4Por medio de la tercera ley de Kepler.
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Figura 7.2: Evolucién temporal del semieje de un planeta utilizando el método de remapeo (linea
continua gruesa). La regién azul representa la extensién radial de la malla hidrodinamica 2D
(regién activa). Las regiones de amortiguacién, al igual que en las figuras anteriores, son marcadas
con un entramado a rayas. A medida que el planeta se encuentra en semiejes mas interiores, la
extension radial de la malla disminuye, pero manteniendo una distancia en n#imero de orbitas
constante.

sién se conserve. En la seccién (7.5) discutiremos un poco mas en profundidad la
utilizacién de diferentes métodos, y cudles son sus propiedades.

Por ahora, sin pérdida de generalidad, asumamos que el espaciamiento entre
celdas es lineal’. Para cada nueva celda, calculamos sus vecinos sobre la malla
vieja, y los utilizamos para estimar el valor de las cantidades de interés por medio
de interpolacion lineal.

Si una celda no posee dos vecinos mas cercanos (como es el caso de los bordes
de la malla), o si su posicién cae fuera de la malla activa del paso de tiempo an-
terior, al no disponer de informacién para interpolar, utilizamos prescripciones
analiticas para calcular su correspondiente valor. Estas prescripciones son dadas
por la condicién inicial (leyes de potencia en general) y se aplican de forma ex-
clusiva para la velocidad del sonido (o perfil de temperatura) y para la velocidad
acimutal. La misma prescripcién es utilizada para el perfil de densidad superfi-
cial y la velocidad radial si la deriva viscosa del disco no es tenida en cuenta (ver
seccién 7.3.3). En caso contrario, se utiliza la solucién de la ecuacién (7.12) para
actualizar la densidad superficial, y la ecuacién (7.13) para actualizar la veloci-

>De hecho, divisiones mas complicadas también pueden ser vistas como divisiones lineales
bajo una transformacién de coordenadas adecuada.
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dad radial.

Ahora discutimos el algoritmo de llenado para el caso en el que la malla sea
uniformemente espaciada.

Consideremos una cantidad g, definida en la posicién r; en el tiempo ¢, y de-
notada (al igual que en la capitulo 3) por g;'. Después de un paso de tiempo, esta

cantidad se actualiza hacia un valor g/*!, por medio de una integracién completa

1
de todas las ecuaciones hidrodindmicas.

Segun nuestro método, los bordes deben ser actualizados, partiendo de:

-\ £\ _\n+1 . n n+1
(%) 5 () — () (@)
a través de la ecuacién (7.7). Posteriormente, necesitamos calcular las nuevas po-
siciones radiales r; para cada celda. En el caso linealmente espaciado, esto puede
ser hecho mediante la simple relacion:
— 1 .
ri=(r; )"+ A, (7.8)

nl —(rg)”“]/nr. Para fijar ideas, asumiremos que

conj=0.n-1,yA= [(r;)
(rl;)”Jrl se corresponde con el borde radial de la malla alternada, es decir, de una
cantidad alternada (como por ejemplo, v,). Supongamos que tenemos una varia-
ble genérica, alternada en r, denotada por q;?“. Interpoldandolo linealmente con

sus vecinos de la malla en el paso de tiempo anterior, su valor es:

n+1 n+1 Ak;j+1 ~ 9k, e
. Lt PN 7.9)

rkj+1 - rk]

con k; = k;(i), es una funcion del espaciamiento de la malla en el paso de tiempo
anterior. En el caso linealmente espaciado, el indice k; se calcula como:

rj—(r;)"

k-:intl]—b_n l (7.10)
I (Tt T

Asi, hemos construido una receta para calcular cantidades en la nueva malla a

partir de los vecinos en la malla del paso de tiempo anterior. La extensién al caso

centrado es directa.

En la Fig. 7.3 puede verse un esquema del algoritmo descripto en esta seccién,
colocando en contexto todas las cantidades importantes utilizadas. En la parte
inferior de la figura, se parte en el tiempo t,. Se integra la hidrodindmica por
un paso dt completo y se actualiza g, desde g/ hacia su nuevo valor ¢/"*! (linea
intermedia). Finalmente, en la parte superior calculamos los nuevos bordes de
la malla e interpolamos linealmente los valores recientemente actualizados para

llenar la nueva malla en la posicion r;.
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Figura 7.3: Diagrama bdésico del algoritmo utilizado para el remapeo de los campos hacia una

malla nueva. La cantidad q es avanzada un paso de tiempo completo, posteriormente se calculan
n+l

los nuevos bordes, se divide la malla, y se calcula qj utilizando los valores vecinos sobre la malla

anterior.

7.3.3. Evolucion viscosa del disco

Ya que el método de remapeo permite realizar simulaciones por tiempos dina-
micos prolongados y sobre una escala espacial muy grande, deberiamos tener en
cuenta la evolucién temporal de los perfiles en el disco. En particular, debemos
prestar atencion a la evolucién viscosa la cual, como veremos, no deberia ser des-
preciada.

Describir un disco de gas a partir de una ley de potencias para una simulacién
de largo periodo ciertamente no es la mejor elecciéon. Una ley de potencias no es,
en general, una solucién estacionaria para un disco de acrecion.

Debido al tercer término del miembro derecho de la ecuacién de momento
(7.2), el disco experimenta un derrame radial, y el momento angular es transpor-
tado, generando, entre otros efectos, una migracién de la masa sobre escalas de
tiempo 7, o r?/v, el llamado tiempo de deriva viscosa (Pringle, 1981).

Por otro lado, el tiempo caracteristico de migracién de los planetas (7, =
r,/1,, ver capitulo 2), en régimen de tipo I, escala como 1, oc M2(h/r)*(m, )1 Q7!
(Ward, 1986). Asi, el cociente entre ambas escalas de tiempo es:
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Figura 7.4: Evolucién viscosa del perfil de densidad superficial inicialmente definido como una
ley de potencia ¥/¥ = r~13. En esta simulacién no se incluyen planetas. La resolucién del modelo
viscoso 1D (ecuacién 7.12) es 2048. La malla activa 2D tiene 256 zonas radiales. La viscosidad v
es constante en todo el dominio. La condicién de contorno que se aplica en este caso es densidad
superficial nula en r = 0,05 y en r = 10. La malla 2D se dibuja con linea gruesa sobre la solucién
provista por el modelo 1D (lineas a trazos), y le fue impuesta una tasa de migracién constante,
a fin de observar el acople entre el médulo de deriva viscosa y el algoritmo de remapeo. Las

leyendas de las curvas corresponden a érbitas tiempo, medido en 6rbitas a r = 1.

T My (7.11)
7, m,Q%rd

A r = Ry, los parametros tipicos son h = 0,05, M, = 1My, v = 10_5R%Q0 y X~
10‘4M0R62. Si consideramos una masa planetaria mp/M* = 1072, obtenemos un
cociente igual a ~ 4. Este valor depende de r como r~(>3*%), con & en la préctica
un ndamero negativo mayor que —1,5. Asi, la tasa de migracién se vuelve despre-
ciable comparada con el tiempo de deriva viscosa cuando el planeta migra hacia

regiones mds proximas a la estrella.

Este analisis simplificado muestra que para realizar simulaciones consistentes
(al menos en cuanto a la estructura radial de los discos) de planetas en migracién
de tipo I sobre una gran escala (en tiempo y en espacio), una evolucién viscosa
auto consistente deberia ser considerada.

En este trabajo, atacamos este problema resolviendo un modelo 1D simplifi-
cado para la ley de conservacién del momento angular de los discos, bajo el efecto



186 CAPITULO 7. MIGRACION PLANETARIA DE GRAN ESCALA

del torque viscoso (debido a una viscosidad v) y despreciando la presién del dis-
co y los torques generados por los planetas sobre el gas (Pringle, 1981). En este
modelo, la densidad evoluciona como:

% = %% l\/;%(vil\/?)]. (7.12)
Avanzamos la ecuacién (7.12) de forma explicita sobre una malla 1D extendi-
da radialmente y suficientemente grande. Esto se hace en tiempo de ejecucidn,
mientras la hidrodindmica completa es resuelta. Hay que tener en cuenta, que
por la utilizacién de un esquema explicito para la solucién del perfil 1D, cuando
la viscosidad es demasiado grande, el paso de tiempo puede venir limitado por
este modelo sencillo. Esto se debe a que, en general, el modelo 1D contendra un
numero mucho mayor de celdas radiales, y esto podria impactar dramaticamente
en el paso de tiempo necesario (el cual decrece como Ar?). Asi, a fin de no gas-
tar tiempo computacional significativo en este paso, en caso de que el paso de
tiempo permitido sea menor al predicho por la condicién CFL de la malla 2D,
hacemos un subciclo sobre la malla 1D hasta obtener la densidad en el instante
de tiempo deseado. Tipicamente se observa que estos subciclos suelen contener
~ 5 iteraciones por paso de tiempo.

Posteriormente, utilizamos el perfil de densidad radial calculado para actua-
lizar las condiciones de contorno y las regiones de amortiguacion.

Una vez que el perfil de densidad fue calculado, la velocidad radial puede ser
inferida por la relacién cerrada:

3 d
=————|VEVr|, 7.13
v, N (v \/;) ( )
la cual se obtiene a partir de la ecuacién para la densidad y la ecuacién de conti-
nuidad.

Una observacién interesante es que en régimen estacionario, la ecuacién (7.12)
satisface dos soluciones interesantes. Por un lado, si vY o r~2°, entonces ¥ es
estacionario. Otra solucién posible para un perfil estacionario es:

vy =C, (714)

con C una constante. Asi, a fin de obtener un disco con una densidad que sea una
ley de potencia en estado estacionario, v no puede ser una constante.

Por ejemplo, utilizando la viscosidad a,,, definida como v = a,,H?Q) (Shakura
y Sunyaev, 1973), y un perfil particular para la temperatura (o relacién de aspecto
del disco), un perfil estacionario para ¥ si puede ser asegurado. Asi, para una tasa
de acrecién constante, la cual puede ser expresada como M = —27ntrYv,, en estado
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estacionario la densidad superficial adopta la forma:

X(r) = Zor /27, (7.15)
M
con ¥y = ——————, con hy = h(Ry).
3na, hiVGM

También, en esta configuracién, la velocidad radial se reduce a la expresion

sencilla: 3

y

=—=—. 7.16
V=5 (7.16)

Esta implementacion de la evolucidn viscosa del disco a través de la resolucion
de un modelo 1D puede ser comparada brevemente con un trabajo previo de
Crida et al. (2007), quien resuelve la deriva viscosa por medio de la utilizacién
mallas 1D fuera de la regién activa 2D.

En nuestro caso, tratamos posibles reflexiones por medio de la utilizacién de
las regiones de amortiguacion (de Val-Borro ef al., 2006). A diferencia del método
de estos autores, en esta primer aproximacién no consideramos la conservaciéon
del momento angular global, al no considerar torques de planetas sobre la malla
1D. En nuestro caso esto no es de importancia ya que la malla 1D no forma parte
del sistema fisico que estamos resolviendo. Esta malla es tan solo un modelo sim-
plificado que nos permite estimar las variaciones del perfil de densidad debido
a condiciones de contorno globales. Ademas, estas condiciones de contorno, en
la practica se encuentran extremadamente lejos de la regién de interés. En pocas
palabras, estamos asumiendo que los planetas en formacién sé6lo alteran las pro-
piedades locales del disco de acrecién. Por dltimo, comparando con resultados
obtenidos por estos autores, nuestro método arroja resultados mucho mas lim-
pios, tanto lejos como cerca de las fronteras de la malla activa (ver Fig. 7.4), y,
como se verd mas adelante, las tasas de migracién obtenidas son muy precisas.

La Fig. 7.4 muestra un claro ejemplo de cémo una malla 2D que migra en el
tiempo es alterada cuando son consideradas simulaciones de muy largo tiempo.
Las lineas continuas se corresponden con la malla 2D, mientras que las lineas a
trazo son la solucién obtenida mediante la integracién de la ecuacién (7.12). Esta
figura se corresponde con la prueba descripta en la seccién 7.4.4.

7.3.4. Desplazamiento de las resonancias de Lindblad

Baruteau y Masset (2008b) mostraron que un tratamiento especial para compu-
tar el torque es necesario cuando la auto gravedad del disco no es considerada en
simulaciones con planetas en migraciéon. Ellos mostraron que, debido a un des-
plazamiento espurio de las resonancias de Lindblad, un planeta migrando en un
disco que no siente su propio campo de gravedad migra mads rdpido de lo que
predice la teoria, y de lo que resulta en simulaciones de discos auto gravitantes.

Este desplazamiento espurio ocurre porque el planeta y el disco se encuentran
orbitando potenciales efectivos diferentes. Por un lado, para que el planeta migre,
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debe sentir la influencia del disco, por lo que la masa que orbita se corresponde
con la masa estelar sumada a toda la masa del disco interior a su radio actual.
Por otro lado, un disco que no siente su propio potencial, s6lo orbita a la estrella
central. De forma resumida, el desplazamiento de las resonancias de Lindblad es
un efecto de la no auto consistencia de la simulacién.

9
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Figura 7.5: Tiempo caracteristico de migracién para el caso estdtico (lineas anaranjadas), com-
parédndolo con el método de remapeo (lineas violetas). Con lineas sélidas se muestran simulacio-
nes realizadas teniendo en cuenta la correccién del desplazamiento espurio de las resonancias de
Lindblad. Ambas curvas deben ser comparadas con las lineas a trazos del mismo color, las cuales
corresponden a las mismas simulaciones, pero sin considerar la correccién en el desplazamiento
de las resonancias. En muy buen acuerdo con Baruteau y Masset (2008b), el tiempo caracteristico

de migracién es menor cuando el planeta y el disco no orbitan el mismo potencial.

El desplazamiento espurio se corrige restando el perfil de densidad radial an-
tes de calcular las fuerzas gravitatorias a las que estd sometido el planeta. Por
construccion, este método no altera la magnitud del torque neto (modificaciones
axisimétricas), pero si tiene un profundo impacto sobre la cantidad de masa que
el planeta siente en el disco interior. Asi, el método impacta sobre la frecuencia
orbital del planeta, haciéndolo orbitar sélo a la estrella central, corrigiendo el
desplazamiento de las resonancias, y asegurando la obtencién de tasas de migra-
cién precisamente calculadas.

Antes de computar la fuerza gravitatoria, restamos de la densidad su parte
axisimétrica en el tiempo n:

oX(r, @) =X(r,p)—-< X >0 (7.17)
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con ¢ la coordenada angular y < ¥ >, es el promedio de la densidad en esta
direccidon, definido como:

1 nep-1
<E>,= — X(r, ;). (7.18)
% i=0

Luego, calculamos la fuerza gravitatoria que acttia sobre el planeta utilizando 6X.

La correcciéon de este efecto es extremadamente importante para nuestro méto-
do si se desean obtener resultados que converjan, por ejemplo, con la extensiéon
radial de la malla. Un ejemplo claro de las implicaciones de este problema puede
verse en la Fig. 7.5, que se corresponde con la prueba realizada en la seccién 7.4.5.
Considerando diferentes extensiones radiales para la malla a resolucién fija. Ob-
servar que estamos incluyendo de manera artificial diferente cantidad de masa
en las regiones internas del disco. Esto cambia la frecuencia orbital del planeta
respecto del disco, lo cual impacta de forma directa sobre el torque sentido por
el planeta. Esto es mostrado de forma clara por la curva morada a trazos de la
Fig. 7.5, donde el valor asintético, el cual se corresponde con una malla 2D estre-
cha y de baja masa, tiende al valor obtenido al corregir tal efecto (linea continua).

7.4. Pruebas numéricas

En esta seccién mostraremos una serie de pruebas realizadas con el fin de
validar el método.

Todas las simulaciones aqui presentadas fueron realizadas incluyendo todas
las caracteristicas ya mencionadas: (i) el método de remapeo, (ii) la evoluciéon
viscosa del disco y (iii) la correcciéon del desplazamiento de las resonancias de
Lindblad.

Con el objetivo de realizar comparaciones, en algunas pruebas no se incluyen
algunas de estas caracteristicas (mencionadas de forma explicita en cada caso),
como por ejemplo, la correccién del desplazamiento de las resonancias de Lind-
blad o el método de remapeo, al considerar dominios estaticos.

Los pardmetros utilizados en las simulaciones son: ¥(Ry) = 1073, @ = —0,5,
h(Ry) = 0,05, f =0y a, = 4x 1073, Los parametros adicionales se describen en
la tabla 7.1, en donde también se puede leer la nomenclatura utilizada para cada
simulacién.

En todos los casos, las regiones de amortiguacién fueron definidas a un 10%
de la extension radial total de la malla, lo cual si bien es un valor grande, nos
permitira realizar comparaciones suficientemente limpias.

Las unidades utilizadas en estas pruebas son: para la masa M, = 1, para lon-
gitudes Ry =1, y para el tiempo t = Q,:l =1 ya que la constante de gravitacion se
define como G =1.
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Simulacién Remapeo R Ryin  Riyax n, He

S1 - - 0.35 1.75 377 512
S2a - - 0.35 1.75 755 1024
S2b* - - 0.35 1.75 755 1024
S3 - - 0.35 1.75 1132 1536
S4 v 1.5 - - 185 1024
S5 v 1.8 - - 271 1024
S6a v 2.0 - - 323 1024
Sé6b v 2.0 - - 162 512
Séc v 2.0 - - 646 2048
Sed* v 2.0 - - 323 1024
S7 v 2.2 - - 371 1024
S8a v 2.5 - - 438 1024
S8b v 2.5 - - 219 512
S8c v 2.5 - - 876 2048

Tabla 7.1: Tabla que describe las configuraciones utilizadas para las simulaciones realizadas en
este capitulo. En todos los casos se define h(R() = 0,05, o, = 4% 1073, a = -0,5, f=0,%X(Rg) = 1073
y la masa planetaria m, = 2 x 107. El dominio acimutal es [0, 27].

* No se considera la correccién del desplazamiento de las resonancias de Lindblad.

7.4.1. Caso estandar: convergencia con la resolucion

La primer prueba que realizamos tiene por objetivo producir resultados con-
fiables en el caso estdndar, es decir, sin el método de remapeo. Estos resultados
serviran como base para comparar entre las tasas de migracién que mediremos
mediante la utilizacién completa de la nueva técnica desarrollada. El conjunto
de simulaciones se corresponde con las simulaciones S1, S2a y S3 de la tabla 7.1.
Estas simulaciones fueron disefiadas con el objetivo de estudiar convergencia con
resolucién para la tasa de migracién. La simulacién S1 se corresponde con el caso
de menor resolucién, mientras que S2a la duplica, y S3 la triplica.

En la Fig. 7.6, observamos la evolucién temporal del tiempo caracteristico de
migracion para los tres casos diferentes. Se observa cémo las diferencias entre
las simulaciones S2a y S3 son pequenas (curvas verde y azul), lo cual permite
concluir que S2a ya se encuentra, a fines practicos, en un estado convergido, por
lo que puede ser considerada una simulacién de referencia.

Por otro lado, algo interesante también se observa en la Fig. 7.6. Existen os-
cilaciones, las cuales son de amplitud considerable y de gran periodo (mayor a
1000 orbitas). Este periodo no estéa relacionado con los tiempos caracteristicos de
libracién de materia en las érbitas de herradura, y no parecen depender signifi-
cativamente de la resolucién.

Pruebas realizadas incrementando o disminuyendo levemente la posiciéon de
las fronteras radiales (manteniendo resolucién constante) mostraron la aparicién
de una diferencia de fase para estas oscilaciones, lo cual nos permite atribuirlas
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a efectos de rebote de la estela generada por el planeta en los bordes de la ma-
lla. Es importante notar que este efecto es extremadamente sutil, y no observable
directamente sobre los campos hidrodindmicos. A medida que el planeta migra,
estos rebotes se localizan en posiciones diferentes respecto del planeta, contri-
buyendo con torques positivos o negativos, generando un patrén oscilatorio con
escalas de tiempo tipicas del orden de la tasa de migracion. Estas oscilaciones son
practicante imperceptibles en un diagrama semieje-tiempo, por lo que a lo largo
de todo este capitulo, optamos por mostrar curvas para la tasa de migracién, un
pardmetro extremadamente sensible a perturbaciones no evidentes.

A un tiempo ~ 5,5 x 10% érbitas, los planetas alcanzan el borde de la malla
hidrodinamica. Al aproximarse, el torque positivo de la estela interna es supri-
mido, generando un incremento en la tasa de migracién. Una vez que el planeta
alcanza una posicion suficientemente interior, la estela externa ya no es capaz de
ejercer un torque significativo, por lo que el tiempo de migracién diverge y el
planeta deja de migrar.

En lo que sigue del capitulo, utilizaremos el resultado de la simulacién S2a
como punto de comparacién para las tasas de migracién obtenidas con el nuevo
método desarrollado.

7.4.2. Caso no estandar: convergencia con el dominio

Con el objetivo de estudiar las propiedades de convergencia con la extensién
radial del dominio hidrodinamico del método de remapeo, disefiamos un con-
junto de simulaciones que mantienen una resolucion fija a medida que se varia la
extension radial. Esta clase de estudios es de importancia para comprender cual
es la precisiéon que se puede alcanzar con el método cuando se considera una ex-
tension radial determinada. Por otro lado, nos permite verificar, por ejemplo, que
tanto mas alld de la resonancia 2:1 (1:2) debe irse a fin de no alterar la tasa de
migracién provista por la migracién de tipo L.

Las simulaciones correspondientes a esta seccion son las S4, S5, S6a, S7 y S8a
de la tabla 7.1.

La Fig. 7.7 muestra el tiempo caracteristico de migracién para cada simula-
cion. La curva negra se corresponde con el caso estdndar de referencia S2a (ver
seccion 7.4.1). Con curvas de color se muestran las simulaciones realizadas con el
método de remapeo.

Sin considerar por ahora el valor absoluto obtenido para la tasa de migracion,
por primera vez observamos la calidad y limpieza de los resultados que es posible
obtener mediante esta técnica. No solo son resultados de bajo costo computacio-
nal, sino también carentes de oscilaciones, lo cual esta en perfecto acuerdo con la
teoria lineal de Tanaka et al. (2002) (ver expresion para la tasa de migracién del
capitulo 2).

Respecto de los resultados, es notable la separacién observada entre los casos
S4 y S5. Esta separacién puede ser interpretada como un efecto transitorio, de-
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Figura 7.6: Tiempo caracteristico de migracién 7, para tres simulaciones diferentes, de resolucién
creciente, sin considerar el método de remapeo. Las simulaciones se corresponden con las S1
(curva roja), S2a (curva verde) y S3 (curva azul) de la tabla 7.1. Las tres curvas muestran un
comportamiento global similar. En el caso de menor resolucién se observan oscilaciones de mayor
intensidad. En los tres casos, las oscilaciones son debidas a reflexiones muy pequefias de la estela
en los bordes de la malla. Luego de ~ 5,5 orbitas, las curvas divergen como consecuencia de que
los planetas alcanzan el borde interno de la malla hidrodindmica, por lo que la migracién se
detiene.

bido a la falta de convergencia de los resultados con la extensién radial. Ambas
simulaciones no incluyen las resonancias de Lindblad mas alejadas, por lo que
estan por debajo del limite impuesto por la fisica de la migracién de tipo I. En
casos como estos, ya que el torque neto depende de una cancelacién delicada en-
tre las fuerzas ejercidas en las resonancias internas y externas, una consideraciéon
parcial de ellas puede conducir a resultados muy diferentes e impredecibles.

De forma similar, una diferencia significativa parece existir entre la simula-
cién S6ay S7, en donde se observa un tiempo de migracién diferente entre ambas.
La simulacién S6a tiene una extensién radial que de hecho incluye hasta la reso-
nancias de Lindblad nominal mas externa (2:1), pero incluso asi, comparandola
con S7 y S8a, la falta de convergencia es clara.

Esta interesante caracteristica nos muestra que considerar hasta una relacién
de periodos 2:1 entre el planeta y el borde de la zona de amortiguacién no es su-
ficiente para capturar la dindmica completa de la migracién de tipo I. Esto puede
ser atribuible al hecho de que las resonancias de Lindblad no estdn restringidas a
una posicién exacta en el disco, y al igual que en las resonancias de cualquier sis-
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temas dindmico, presenta un ancho efectivo. Este ancho depende del niimero de
onda acimutal , y alcanza su maximo para nameros de onda acimutal pequefios
y en el caso de planetas excéntricos. Asi, este sencillo experimento nos muestra
que este ancho no puede ser despreciado.

Las simulaciones S7 y S8a claramente muestran una tendencia a converger. Es-
to nos permite concluir que considerando extensiones radiales con un pardmetro
R = 2,2 deberia ser suficiente para obtener una tasa de migracién suficientemente
precisa.

En casos mas sofisticados, como por ejemplo los que incluyan planetas excéntri-
cos, el tamano de la malla adecuado deberia ser validado con una prueba de con-
vergencia similar.

AT -
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Figura 7.7: Tiempo caracteristico de migracién para un conjunto de simulaciones con el método
de remapeo y considerando diferentes extensiones radiales de la malla a resolucién fija. La curva
negra se corresponde con la simulacién estdndar de referencia S2a. Las lineas de color se corres-
ponden con los resultados obtenidos en las simulaciones con el método de remapeo. Ver discusién
en el texto (seccién 7.4.2)

Como comentario final, puede verse cémo el conjunto S7 y S8a presentan
tiempo caracteristico de migraciéon sensiblemente inferior al tiempo medio ob-
tenido en el caso estandar. Esta diferencia puede atribuirse a diferencias en los
procesos de saturacién del torque en la regiéon de corrotacién. Esta caracteristi-
ca es sensible a los procesos difusivos presentes en la regién de herradura. En
el caso estandar, a medida que el planeta migra, ve degradada su resolucién en
la region de corrotacion. Por el contrario, el caso de remapeo, como se verd en la
seccion 7.5, mantiene resolucién constante durante todo el proceso, posibilitando
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un mayor torque de corrotacion, y asi, un tiempo de migracién inferior.

7.4.3. Caso no estandar: convergencia con la resolucién

Para tener una idea de la precisiéon alcanzada con el método de remapeo, no
es suficiente considerar la convergencia con la extensién radial de la malla. En
esta seccion realizamos una prueba adicional para estudiar la convergencia de los
resultados con la resoluciéon utilizada cuando se utiliza el método de remapeo.

Seleccionamos las simulaciones S6a y S8a de la prueba anterior y modificamos
la resolucién por un factor 2 (simulaciones S6¢, S8¢) y 1/2 (simulaciones Sé6b,
S8b), conservando, en todos los casos, la extensién radial fija (ver tabla 7.1).

La Fig. 7.8 muestra el tiempo caracteristico de migracién para los seis casos
estudiados (curvas de color), y se muestra también la simulacién estandar de re-
ferencia S2a (curva negra).

7.8 :
7.7 b /\ i
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7.6 | \ i
9 7.5 S A =
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~ 7.4 .
& VA )
a 7.3 ]
K
7.2 — S6a S8b |
— S6b — S8c
7.1} — S6C — S2a |
-— S8a
70 | | | |
0 2 4 6 8 10

tQ/2m (x103)

Figura 7.8: Tiempo caracteristico de migracién considerando el método de remapeo, para dos
extensiones radiales diferentes, cada una considerando tres resoluciones diferentes, crecientes en
factores de a 2 (ver tabla 7.1 para los detalles de cada simulacién). En lineas de color se muestran

los dos conjuntos de simulaciones. La curva negra se corresponde con la simulacién estandar S2a.

Como ya se habia observado en la seccidn anterior, existe una diferencia sig-
nificativa entre los conjuntos S6 (R = 2)y S8 (R = 2,5). Esta diferencia no parece
tener relacién con la resolucién utilizada.

La simulacién Sé6a (curva roja) esta proxima al respectivo caso de mayor reso-
lucién S6c¢ (curva azul), evidenciando un comportamiento convergido a pesar del
dominio radial considerado. Claramente, la curva de menor resolucién de este
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conjunto, la simulacién S6b (curva verde), se encuentra lejos de un valor conver-
gido.

El conjunto S8 es mads intrigante. Observamos que el caso de menor resolu-
cién, la simulaciéon S8b (curva anaranjada) pareceria alcanzar un estado conver-
gido si s6lo fuese comparado con el caso de resolucién intermedia, la simulacién
S8a (curva violeta), lo cual es muy diferente a lo observado en el conjunto S6.
Curiosamente, considerando una alta resolucién (curva rosada, simulacion S8¢),
es claro que no se alcanzé una convergencia, aunque las diferencias tienden a
disminuir con el tiempo, y son realmente muy pequenas.

Ya que el conjunto S8 incluye, por un amplio margen, todas las resonancias
de Lindblad dentro del dominio hidrodindmico, esta diferencia observada podria
ser explicada a partir de diferencias en el torque de corrotacioén, el cual si puede
ser bastante sensible con la resolucién utilizada, como ya se discuti6 en la secciéon
(7.4.2).

A pesar de todo, la dispersiéon observada en el conjunto S8 es realmente muy
pequefia, y la tasa de migraciéon puede ser determinada con una precisién muy
alta, < 5%. Por otro lado, comparando el valor convergido de las simulaciones
S8a y S8b, con el valor mostrado por la simulacién S7 en la Fig. 7.7, podemos
confiar en que una tasa de migracién precisa es alcanzada.

Nuevamente, todos estos resultados sugieren que la extension radial para la
malla activa (sin incluir la regién de amortiguacién) deberia ser determinada por
un pardmetro R > 2,2, sin importar la resolucion utilizada.

7.4.4. Evolucidén viscosa

Realizamos una prueba para verificar la implementacién del modelo de evo-
lucién viscosa y su acople con el método de remapeo. Realizamos una simulacién
axisimétrica sin un planeta.

Inicializamos un disco con una relacién de aspecto constante (f = 0) e isoter-
mo localmente, con una densidad superficial inicial siguiendo una ley de poten-
cia.

El modelo 1D de evolucién para el perfil de densidad superficial, dado por la
ecuacion (7.12), es avanzado utilizando una grilla 1D con 2048 celdas, uniforme-
mente espaciadas entre r = 0,05 y r = 10. Imponemos una densidad superficial
nula en las fronteras de esta grilla.

La malla 2D se construye con 256 celdas radiales, y los bordes siempre man-
tienen una relacién de periodos 3:2 (R = 1,5) con los bordes (hasta la regién de
amortiguacién). Esta malla se mueve a velocidad radial constante, lo cual nos
permite probar la implementacién y el acople entre el modelo 1D y el método de
remapeo.

La Fig. 7.4 muestra la evolucién temporal del perfil de densidad superficial
en diferentes instantes. En lineas continuas se muestra la densidad superficial
para la malla 2D. Las lineas a trazos se corresponden con la solucién de la ecua-
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cién (7.12), utilizada para actualizar las condiciones de contorno y actualizar las
regiones de amortiguacion, en diferentes tiempos.

En negro, se muestra la condicién inicial, mientras que en color, la evolucién
del perfil de densidad para diferentes instantes de tiempo es mostrada.

También, se verific6 satisfactoriamente que nuestro método fuera capaz de
obtener soluciones estacionarias si se considera un modelo de disco con «,,, con-
siderando @ = -0,5y f = 0, la cual es la configuracién utilizada en todas las
pruebas con planetas realizadas en las secciones anteriores (ver tabla 7.1).

Los resultados obtenidos para el modelo viscoso son extremadamente lim-
pios, permitiendo realizar simulaciones de gran escala que incluyan planetas y
consideren la evolucion viscosa global del disco. Por ultimo, esto también abre la
posibilidad de realizar simulaciones de muy largo tiempo de la migracién de tipo
I1.

7.4.5. Corrigiendo las frecuencias orbitales

Una caracteristica importante que hemos incluido en nuestro método es la
correcciéon por el desplazamiento espurio de las resonancias de Lindblad (ver
seccién 7.3.4). Como se dijo con anterioridad, esta correccién es un componen-
te crucial del método de remapeo. Hemos probado su implementacién mediante
la realizacién de dos conjuntos de simulaciones numéricas, los cuales incluyen
casos con esta correccioén y sin ella, sin el método de remapeo (S2a, S2b) y con-
siderando todos los ingredientes (S6a, S6d). En los casos S2a y Sé6a, se calcula la
fuerza gravitatoria incluyendo le densidad media de fondo, mientras que en los
casos S2b y S6d, se sigue el método descripto por la ecuacién (7.17), de la secciéon
7.3.4.

La Fig. 7.5 muestra la evolucién del tiempo caracteristico de migracién para
estas cuatro simulaciones. En lineas a trazos se muestran los casos no corregi-
dos por el desplazamiento, tanto para el caso estandar como con la técnica de
remapeo, mientras que en linea continua, los casos corregidos.

Como ya se anticip6 en la seccién 7.3.4, y en muy buen acuerdo con Baruteau
y Masset (2008b), los casos sin la correccién presentan tiempos de migracién mas
cortos.

Es interesante notar como en los casos que no consideran esta correccién
(lineas a trazos de la Fig. 7.5), presentan una derivada no nula para la tasa de
migracion. Es posible demostrar por calculos lineales (Tanaka et al., 2002, por
ejemplo), que segun los parametros fisicos del disco considerado, el tiempo ca-
racteristico de migraciéon deberia ser una constante, como se obtiene en el caso
corregido con el método de remapeo (curva continua morada). Asi, se muestra de
forma clara que la tasa de migracion calculada sin esta correccién es incorrecta.

Sin embargo, otra caracteristica notable, la cual se observa de forma muy lim-
pia cuando se utiliza la técnica de remapeo, es que el tiempo caracteristico de
migracién obtenido sin la correccién por el desplazamiento de las resonancias de
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Lindblad, tiende asintéticamente al caso corregido. Esto es una consecuencia de
que a medida que el planeta migra hacia las regiones interiores del disco, este
se hace cada vez mas estrecho, y menos masivo. Lo mismo se observa en el caso
estdtico, ya que a medida que el planeta migra, la masa interior se hace inferior,
aunque la relacion sefial-ruido es bastante mds baja.

7.5. Sobre la distribucion radial de las celdas

Un aspecto muy importante, que hasta ahora hemos pasado por alto en la
presentacion del método de remapeo, es la resolucién. Es importante entender
cémo mantener una resolucién aceptable (y qué significa aceptable) cuando se
estudia la migraciéon de un planeta en un disco de gas con ciertas propiedades.

La principal caracteristica que es necesario resolver al simular estos sistemas
es la llamada escala de presion del disco H. Esta es la escala tipica que proviene
de la dispersiéon de velocidad dentro del disco (temperatura). Por otro lado, re-
solver adecuadamente esta escala implica de forma automatica estar resolviendo
correctamente el torque ejercido sobre el planeta. Esto es porque las resonancias
de Lindblad mds cercanas al planeta se acumulan en una regién especifica, loca-
lizadas a una distancia r ~ +H respecto del planeta (Artymowicz, 1993).

Recordemos que en todo este trabajo, siempre se asumié H o rf, es decir, una
ley de potencia, y en particular, en este capitulo hemos utilizado H « r (es decir,
f=0).

En una malla dividida uniformemente en radio, el método de remapeo tal cual
fue presentado genera una resoluciéon creciente con r, por lo que el nimero de
celdas por unidad de H sera constante para toda la simulacidn, es decir, indepen-
diente de la posicién radial de la malla. Asi, no es esperable observar problemas
de convergencia con la resolucién, que sean dependientes de la distancia.

Para fijar ideas, estudiemos el caso de un planeta aislado en el disco y que mi-
gra. Veamos que, en este caso, el método de remapeo mantiene el mismo ntimero
de celdas por unidad de H. El tamano radial inicial de una celda es:

5 — rt—r~ _ ﬂ

’
n, n,

(7.19)

con r* los bordes de la malla y 1, el numero de celdas radiales. Utilizando la
ecuacioén (7.7) y haciendo ry = ; =r,, Ar es:
r
or=—2"_ (R¥3_R%3). (7.20)
1y (1 o 277) ( )
Por lo que la cantidad de celdas ny; contenidas en una unidad de H, en la posicién

del planeta, es:
_ H _ ]’lonr(].—217) _

ng = or  R2B_R-23 C (7.21)
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con C una constante (adimensional). Para valores tipicos usados en las pruebas
anteriores (hy = 0,05, = 0,1,R = 2,2), el valor de la constante es C ~ 0,036n,,
que con una resolucién radial tipica de 100 celdas la escala de altura del dis-
co comienza a ser resuelta, y permanecerd igualmente resuelta durante toda la
simulacién.

Sin embargo, cuando consideramos un disco con otro perfil de temperatura,
es decir i = h(r) (lo que en inglés suele llamarse flared®), el ndmero de celdas
por unidad de H no sera mds una constante. En este caso, realizando el mismo
procedimiento que en la deduccién de (7.21), y colocando h(r) « rf, se prueba
que ny o rf, lo cual es una funcién decreciente con r para f > 0, un pardmetro
tipico en discos de acrecion.

Asi, una malla uniformemente espaciada no servird para modelar correcta-
mente la migracién de gran escala para estos sistemas, por lo que una técnica
diferente debe ser considerada. Esta simple observacién pone en evidencia la ne-
cesidad de utilizar mallas no uniformes para simular correctamente la migracién
de planetas en discos mas realistas. Veamos cual seria el espaciamiento éptimo
para resolver la escala de presién en un disco con f > 0. Por definicién, H oc rf*1,
por lo que el espaciamiento 67 debe ser uniforme en rf*1,

Por completitud, mostramos aqui como generar una distribucién particular
para la malla con un espaciamiento que siga una determinada ley.

En el caso de espaciamiento uniforme, como el utilizado a lo largo de todo el
capitulo (y todo este trabajo), de forma discreta se verifica la relacion:

Tl (7.22)

(G+1)-]
donde C es una constante dependiente de los bordes de la malla y del ntime-
ro de celdas consideradas (C = (r* —r7)/n,). El denominador, si bien tiene valor
numérico igual a la unidad, fue agregado para ilustrar el sentido matematico
del espaciamiento. (7.22) es una ecuacién de derivada discreta que representa
la variacién del tamafio de las celdas. Asi, un espaciamiento uniforme en radio
significa que el tamano de las celdas es el mismo independientemente de r. En
forma continua, esto se escribe como:

dr
“ar_c, 7.23
doénde se sustituy6 el indice discreto j por una versidn continua [. Asi, el espacia-
miento en este caso sera:

r(1) = Cl +r(0), (7.24)

acampanado en espafiol.
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C y r(0) se ajustan con las propiedades de la malla deseada:

r(0) = r, (7.25)

Cn,+r =17, (7.26)

~
—_
S
<
~
[l

asi, C = (r* —r7)/n,. El caso de espaciamiento logaritmico uniforme es andlogo,

con ecuacion diferencial: il
;Zgr - C. (7.27)

Ahora veamos el caso de interés (f > 0). Vimos que en este caso, el espacia-

miento debe satisfacer’:

r% - Cdl (7.28)

Asi, resolviendo la ecuacién diferencial, se obtiene que:
r(l) = (-=fCl+ D)"Y/, (7.29)

y luego de ajustar las constantes, finalmente se obtiene (en version discreta):

-1/f
r(j) = i+ . (7.30)

Y con una receta similar a la utilizada en la ecuacién (7.10), es posible calcular
los vecinos de forma eficiente y aplicar todo el método de remapeo sobre este
espaciamiento no uniforme.

Una aclaracién importante debe hacerse sin embargo. En la préctica, los discos
no pueden mantener un perfil de altura con f > 0 durante una gran extension,
ya que su temperatura no crece de forma indefinida. Asi, en la mayoria de los
casos de interés, sera suficiente considerar una malla uniforme en el logaritmo
(ecuacién 7.27, o ecuacién 7.28, con f = 0), la cual decrece a un menor ritmo que
el caso f > 0, permitiendo pasos de tiempo mds grandes y capturando a la vez los
procesos fisicos fundamentales para la obtencién de tasas de migracién correctas.

En la Fig.7.9 se muestra el espaciamiento posible segtun las férmulas dedu-
cidas en esta seccién, para un conjunto de 30 celdas radiales. El espaciamiento
utilizado en este capitulo se corresponde con la curva azul, mientras que en otros
casos de interés, perfiles mas costosos deben ser utilizados, como son el logaritmi-
co (curva morada) o perfiles ain mds empinados, como el mostrado por la curva

verde (f =1).

"Notar que este caso se corresponde con la generalizacion del espaciamiento uniforme (f = —1)
y logaritmico (f = 0).
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Figura 7.9: Ejemplo de diferentes espaciamientos de la malla, necesarios para resolver la escala
de presion de forma uniforme a media que el planeta migra en el disco. Se muestra la coordenada
radial en funcién del indice discreto j. Puede verse la diferencia entre un perfil de disco nega-
tivo, uno constante y uno positivo. El caso logaritmico (f = 0) incrementa considerablemente la
resolucién para radios interiores, sin embargo, un indice f > 0 hace necesaria la consideracién de

celdas que disminuyan mds aceleradamente su tamario.

7.6. Meétodo de remapeo vs caso estandar

El método de remapeo tal cual fue presentado en este capitulo muestra me-
joras sustanciales respecto del caso estandar. Por un lado, la calidad de los datos
que es posible obtener mediante su aplicacién es notable. Por otro, la reduccién
del tiempo computacional es uno de los aspectos mas interesantes. En el caso bi-
dimensional, tal cual fue presentado en este capitulo, ya se observan ganancias
en el tiempo de computo que son significativas.

Extender todos los resultados presentados al caso 3D es un proceso directo.
En el caso tridimensional, donde lo que se reduce no es una cantidad superficial,
sino un corte volumétrico, la mejora en rendimiento sera mucho mayor, posibi-
litando obtener factores de aceleracion respecto del caso bidimensional mucho
mas importantes. Otro aspecto muy importante serd el ahorro en memoria. Al no
necesitar un numero tan grande de celdas en radio, la cantidad de memoria aho-
rrada en una simulacién tridimensional sera significativa. Veamos estas mejoras
un poco mas en detalle.

Supongamos que se desea simular un planeta que migra desde una distancia
R} hasta R;, y que en el caso estdtico, se utiliza un namero de celdas n, para la
malla. En el caso con remapeo, el nimero de celdas radiales serda menor (para
conservar la resolucién), y lo denotamos por #,.

Por simplicidad en este ejemplo, asumamos que el pardmetro # es nulo (ver
ecuacion 7.5). A fin de incluir todas las resonancias de Lindblad dentro del do-
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minio en el cual el planeta se moverd, debemos considerar como bordes para la
malla:

I = p*23 L 59%! (7.31)

Asi, en el caso estatico, se tendra que los limites son:

r 1,59R (7.32)
r~ = 0,63R, (7.33)

mientras que en el caso con remapeo, los bordes siempre cumplirdn con la rela-
cion (7.31).
El paso de tiempo viene limitado por el tamano de las celdas en comparacién

con la velocidad del sonido®: A
dr < 2% (7.34)
CS

En el caso f = 0, ¢, oc r"1/2, por lo que dt o« r'/?, mostrando de forma explicita

que el paso de tiempo tiende a cero al considerar extensiones radiales que vayan
demasiado cerca de la estrella.

En el caso estdndar, si consideramos R, suficientemente pequeiio’, el paso de
tiempo estara gobernado exclusivamente por (7.34) evaluada en r~, mientras que
en el caso con remapeo, la evaluacién debera realizarse de forma continua du-
rante la migracién. Otra suposiciéon que no debe pasarse por alto para la validez
de este analisis es que estamos despreciando la extensién radial de las celdas, es
decir, estamos asumiendo rA¢/Ar < 1, lo cual en el caso estatico siempre podra
ser verificado, pero en el caso con remapeo, podria no ser cierto a partir de un
determinado r.

Por simplicidad, supongamos que el planeta migra a una tasa constante d, que
no depende del semieje. Con esta tasa de migracion, partiendo de Ry, llegard a
R, en un tiempo fisico t,, = (R, — R;)/d.

Estudiemos el tiempo de ejecucién para cada método considerando una si-
mulacién completa, desde que el planeta parte desde R} y llega a R;. El tiempo
de ejecucioén, o tiempo computacional, es inversamente proporcional al paso de
tiempo utilizado y directamente proporcional al costo computacional, el cual, en
primera aproximacion, es proporcional al numero de celdas consideradas. Asi, se

puede escribir la relacién:

n
At
con At funcién del tiempo fisico tra través de la condicién CFL. Por lo tanto, el

dt. oc —dty, (7.35)

8Esto vale s6lo porque se esta utilizando el algoritmo FARGO y un planeta de masa suficien-
temente pequena.

9Esta suposicién es para poder realizar una comparacién limpia y obtener comparaciones a
6rdenes de magnitud
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tiempo computacional total es:

e dt
tcocnf f (7.36)
o At(ty)

En el caso estandar, este tiempo sera:

tm dtf tm
t = M=
CeocneJ; At(ts) oAt

t, 1
= Melm - (7.37)

V0,63 JR,

/2
En el caso con remapeo, Af(ts) o /r—(tf) = [0,63(R; + dtf)]l , por lo que el
tiempo de ejecucién vendra dado por:

) nJ\tm dtf n, J‘tm dtm
cr X Ny =
o Aflty)  V0,63Jo Rt at,
2n
T ,/R*—‘/R‘) 7.38
d\/0,63( b b (7.38)

+ p—
2t,,n, \/RP ~VRp
V0,63 Ry-R, |

(7.39)

El cociente entre ambos tiempos de ejecucion es:

tce ne

ARy — /Ry
£ n p Pl [ —
_Cr = 2_r R+_R_ Rp. (7'40)

En el limite Rp+ >> R;, se tiene que:

=
for ot 22, (7.41)
tee ne | Rp

Este es un limite inferior para el tiempo con el método de remapeo. La hipédtesis
para obtener dicha expresion se bas6 en que la longitud acimutal guardaba una
relaciéon con el espaciamiento radial. Retomemos dicha hipétesis para estudiar el
rango de validez de (7.41):

r~A@
Ar

~ 0,66A¢n,, (7.42)

donde se calculé Ar en término de los bordes del método de remapeo. Asi, para



7.7. PROPIEDADES DE CONSERVACION 203

que el paso de tiempo este gobernado por la longitud acimutal de las celdas,
1, < (0,66A@)~L. Una resolucién tipica de 1024 celdas en un dominio de 0 a 27
en acimut, implica que n, < 247.

Supongamos RI; =0,1, R;; =5, n, = 1024, n, = 247. En este caso, el método
de remapeo serd ~ 16 veces mas rapido comparado con la técnica estdndar, y su
eficiencia crecerd de forma notable al disminuir R.

7.7. Propiedades de conservacion

Hasta ahora no se ha discutido al respecto de las propiedades de conservaciéon
de la técnica desarrollada.

La técnica de remapeo mediante una interpolacién lineal no conservara la
masa de una determinada regioén del espacio, incluso en un dominio cerrado. La
razén de esto es que la densidad se evalta en puntos discretos del espacio, y
una interpolaciéon como la que hacemos para reconstruir el campo, aunque sea
exacta en los vértices considerados para los cdlculos, no tiene por que guardar
una relacién con la distribucién del campo es su entorno.

Experimentos sencillos permiten concluir que el error cometido en los casos
mas desfavorables son inferiores al 1 % para los campos interpolados durante una
simulacién de largo tiempo. Este valor es, en efecto, demasiado pequefio, y pare-
ceria ser aceptable para la mayoria de los casos practicos. Sin embargo, un cuida-
do especial debe tenerse. Como se discutié en los primeros capitulos, los discos
Keplerianos son altamente supersonicos, por lo que la velocidad acimutal es muy
grande comparada con la velocidad del sonido local. Asi, un error pequefio en la
determinacién de esta velocidad, tendrd un impacto sustancial en el equilibrio
de presion local. Una forma de disminuir al minimo los errores cometidos para
este campo, es reconstruirlo interpolando linealmente su logaritmo. En efecto,
como la velocidad de rotacién es una ley de potencias (o r~1/?), cuando se toma
su logaritmo, la funcién es lineal, por lo que su interpolacién lineal es exacta.

Otro método para mejorar las propiedades de conservacién es calcular cual es
la inyeccién neta de masa dentro de todas las celdas (por izquierda y por derecha)
al aplicar un factor de expansién o contraccién a la malla (tal cual lo hacemos al
recalcular los nuevos bordes). A partir de este procedimiento, es posible calcular
la velocidad radial (utilizando un método upwind) adecuada para inyectar la can-
tidad de masa necesaria. Asi se podria asegurar la conservacién estricta de esta
cantidad. Sin embargo, son conocidas las propiedades no deseables de esta clase
de métodos cuando hay maximos locales, lo cual es frecuente en torno a saltos de
densidad importantes, por lo que para este trabajo, decidimos no utilizarlo.

Estimar de forma precisa como pueden impactar una u otra receta de inter-
polacién o bien el calculo de flujos auxiliares en la precisién de las integraciones
es un aspecto que debe ser estudiado con mucho detalle y profundidad sobrepa-
sando esta primer aproximacion al problema.
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Figura 7.10: Simulacién de un sistema planetario triple orbitando alrededor de una estrella y
sumergidos en un disco de gas. En el primer panel se observa la densidad superficial, con la
posicién de los planetas marcada con cruces blancas. Las estelas generadas por cada uno de ellos
es claramente visible. En el panel del medio vemos los semiejes de cada uno de los cuerpos, y en
linea a trazos se marca la evolucién de las fronteras de la malla, la cual va reduciendo su tamafio
a medida que los planetas migran, con tal de conservar la relacién de periodos con ellos. En el
tercer panel se observan los dangulos resonantes correspondientes a la resonancia de movimientos
medios de Laplace (4:2:1). El sistema se dice resonante cuando los puntos de color oscilan en torno
a un valor fijo. Se ve que este sistema evoluciona hacia una resonancia de Laplace muy fuerte, y
que ésta es estable durante toda la escala de migracion.

7.8. Conclusiones

Hemos presentado un nuevo método que permite acelerar de forma conside-
rable las simulaciones de planetas inmersos en discos de gas y mejorar la preci-
sién con la que se obtienen las tasas de migracién. Presentamos de forma detalla-
da todos los componentes de este método, las hipétesis involucradas, la validez
de la implementacién y una discusién sobre que eficiencia que podemos esperar
en casos tipicos.

Demostramos mediante un andlisis muy sencillo que este método facilmente
supera el orden de magnitud en velocidad respecto de los métodos tradicionales,
lo que nos permitira, por primera vez, comenzar a simular interacciones planeta-
disco por edades que comienzan a ser comparables con la vida media de los discos
de acrecién. Ademas, por construccién el método incrementa la resolucién a me-
dida que los planetas migran, generando una especie de autoadaptacién acorde a
lo necesario por el sistema dindmico integrado. Vimos que en los casos de discos
flared es necesario adoptar otra estrategia, la cual incluye la utilizacién de mallas
no uniformes en r, pero que con una malla uniforme en el logaritmo deberia ser
suficiente.

Esta implementacién abre un gran numero de frentes de investigacién dife-
rentes, los cuales por todos los motivos expuestos a lo largo de este capitulo, no
eran posible de ser realizados, o bien por la finitud del dominio, o por los costos
computacionales.
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Esta técnica, extendida al caso tridimensional, nos permitird ademas realizar
por primera vez estudios de migracién que consideren la tercer dimensioén, lo cual
no ha sido demasiado explorado atin. Otro aspecto que va a permitir estudiar es
la saturacién del torque de corrotacién cuando la migracién es considerada, lo
cual tampoco ha sido explorado hasta la fecha.

Por ultimo, en la Fig. 7.10 mostramos un ejemplo cualitativo de la simulacién
de un sistema triple de planetas tipo Neptuno sumergidos en un disco de gas
y utilizando este método (simulacién realizada por la Lic. Ximena Ramos). En
ese caso particular, la migracién ocurre sobre un orden de magnitud en radio, y
la configuracién resonante alcanzada por los planetas es estable durante toda la
integracion. Este ejemplo es el primero de una serie que comenzard a sentar las
bases de una nueva forma de explorar el espacio de parametros en el estudio de
las interacciones planeta-disco.

Experimentos preliminares con este método nos mostraron que su potencial
es muy grande, y que permite obtener simulaciones suficientemente convergidas
para sistemas de multiples planetas. En particular, este método va a permitir por
primera vez simular sistemas de planetas migrando en discos con una estructura
radial detallada, con modelos de temperatura mas acordes a lo esperado en la
gran escala.
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Conclusiones generales y
perspectivas futuras

A lo largo de este trabajo hemos estudiado en detalle el proceso de migracién
planetaria y hemos dado argumentos suficientes como para concluir que las inter-
acciones entre un disco de gas y un planeta en formacién no puede ser evitada.
Sin embargo, mostramos que esto no es completamente compatible con las ob-
servaciones de los exoplanetas. En particular, trabajos de sintesis de poblaciones
planetarias requieren de algtin mecanismo que sea capaz de ralentizar la migra-
cién, al menos dando tiempo suficiente hasta que el embrién obtenga una masa
significativa como para alcanzar la etapa de crecimiento exponencial. Conside-
rando estos inconvenientes, y teniendo en cuenta la robustez de los resultados de
las teorias lineales de migracién por interacciones planeta-disco, las cuales predi-
cen solamente migracién convergente, concluimos que es necesaria la utilizacién
de cédigos hidrodindmicos para avanzar en la caracterizacion de la migracién.
Vimos que el torque de corrotacién es uno de los candidatos principales para
detener la migraciéon causada por el torque diferencial de Lindblad, y que este
efecto seria en esencia no lineal.

Con estas ideas en mente desarrollamos un cédigo magnetohidrodinamico
capaz de explotar las tltimas tecnologias de supercémputo. Describimos los al-
goritmos utilizados en su implementacién y mostramos una serie de pruebas que
verifican la correcta implementacién de todos los médulos.

Posteriormente, utilizamos el c6digo para estudiar tres problemas de diferen-
te naturaleza, de los cuales hacemos un breve repaso y detallamos los resultados
obtenidos.

1. Migracién en discos radiativos: vimos que mediante la consideracién de la
emanacion de calor por un planeta en crecimiento es posible obtener un
mecanismo robusto para detener o incluso revertir la migracién planetaria.
Este efecto escala fuertemente con la cantidad de calor irradidada, lo cual
es equivalente a considerar tasas de acrecidn y crecimiento para el planeta
mayores. Vimos que el origen de este nuevo torque positivo se encuentra
relacionado con la adveccién y difusion del calor en torno a la érbita de he-
rradura, produciendo 16bulos subdensos y asimétricos. Vimos que este efec-
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to se hace negativo para discos superkeplerianos, mostrando que depende
principalmente de la distancia entre el planeta y la corrotaciéon. Ademas,
verificamos que este efecto no se debe a alguna caracteristica transitoria en
el disco, y que puede sostenerse durante escalas comparables con el tiempo
de libracién. Ademads, discutimos posibles implicaciones astrofisicas rela-
cionadas con el descubrimiento de este efecto.

2. Migracién en discos magnetizados: vimos que los campos magnéticos po-
drian jugar un papel importante en el frenado de la migracién. Basados
en resultados de autores previos, quienes mostraron que podria existir una
componente de torque de corrotacién asociada con el campo magnético, di-
sefiamos un método para poder medirla de forma precisa. Durante el desa-
rrollo del método estudiamos propiedades estadisticas de la turbulencia,
y en particular, la forma de relacionar dos estados turbulentos diferentes
para obtener una mejor sefial/ruido de un planeta sumergido en el disco.
Luego de realizar las mediciones del torque encontramos que, contrario a lo
esperado, el caso de campo magnético mas intenso seria mas similar al caso
laminar, mientras que el caso de campo magnético més débil presenté una
evidencia significativa de un exceso de torque proveniente de la regién de
corrotacion.

3. Migracién de gran escala: motivados por la necesidad de realizar simula-
ciones de planetas en migracién para el estudio de sistemas resonantes,
desarrollamos un método para lograrlo. Vimos que los métodos actuales
no son capaces de tratar esta clase de problemas. Presentamos el algoritmo
desarrollado de forma extensiva y presentamos una serie de pruebas que
validan la implementacién, a la vez que muestran algunas propiedades de
convergencia interesantes. Finalmente, mostramos un ejemplo de la poten-
cia del método para resolver la migracién de un sistema de tres planetas en
un disco de gas.

Todos los resultados mostrados contribuyen de forma original a nuestro cono-
cimiento actual de las interacciones planeta disco, a la vez que abren numerosos
frentes de investigacién. Entre ellos podemos citar:

1. Impacto de la inestabilidad encontrada en el caso radiativo sobre los em-
briones en formacién: en el capitulo 5 encontramos que bajo ciertas circuns-
tancias podia aparecer una oscilacién forzada en el torque, la cual crecia de
forma exponencial, alterando posiblemente la excentricidad y la inclinacién
de los embriones. Investigar en detalle la fuente de esta inestabilidad podria
conducir a nuevos mecanismos para explicar la distribucién de excentrici-
dad de los exoplanetas. Ademds, una dindmica mucho més rica podria ser
descubierta en la migracién por interacciones planeta-disco.
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2. Relacién entre viscosidad y difusividad en las simulaciones MRI: en nues-
tra investigacidn realizamos un ajuste por medio del torque para realizar
comparaciones. Un aspecto que queda pendiente es saber qué ocurre si el
ajuste se hace a partir de viscosidades y resistividades independientes ajus-
tadas sobre el campo de densidad o el campo magnético. Una minimizacién
en este espacio de comparacién, conduce a torque comparables? Las herra-
mientas para realizar este trabajo ya fueron desarrolladas a lo largo de este
trabajo.

3. Torque de corrotacién en sistemas moéviles: con el método de remapeo se
podra comenzar a estudiar por primera vez de forma detallada las carac-
teristicas del torque de corrotacién en el caso de planetas que migran. Ade-
mas, se podrd extender este estudio a sistemas de planetas, en lo que la
estela tidal generada por cada uno de ellos puede influenciar de forma sig-
nificativa las propiedades de saturacion de este torque.

4. Estudio de migracion de gran escala por tiempos comparables con los tiem-
pos de formacién de los planetas: debido a la gran eficiencia del método
desarrollado para el estudio de la migracién de gran escala, por primera
vez seremos capaces de considerar una migracién global por tiempos de vi-
da iguales a los tiempos del disco protoplanetario. En estos casos ya sera
necesaria la inclusién de modelos autoconsistentes para el disco de gas, el
cual debera evolucionar junto con los planetas que migran en su interior.
Resultados novedosos pueden surgir de esta investigacion.
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Analizador sintactico para
FARGO3D

Aqui presentamos el método que desarrollamos para poder traducir FAR-
GO3D al lenguaje CUDA, lo que permite que sea ejecutado sobre un procesador
grafico. Si bien el énfasis es hacia CUDA, las ideas pueden ser trasladadas sin
mayores cambios hacia otros lenguajes de programacion.

Costo en hidrodinamica

Antes de disefiar un traductor de lenguaje, es necesario identificar en donde
se gasta la mayor parte del tiempo dentro de FARGO3D. En un cédigo hidro-
dindmico genérico, resuelto sobre una malla, siempre habra un tipo de rutinas
muy especiales, las cuales nosotros llamamos rutinas o funciones de malla. Estas
cumplen la funcién de tomar ciertas variables de entrada y actualizar otras canti-
dades. El ejemplo mas sencillo de esta clase de rutinas es el calculo de la presion.
En el caso isotermo, se tiene que:

P(cs,p5%x,9,2) = csz(x,y,z)p(x,y, z), (A.1)

donde se enfatiz6 la dependencia de la presiéon P con la velocidad del sonido c; y
la densidad de masa p, y la dependencia de éstos con la posicion. Asi, la presion
es funcién de la posiciéon, por lo que para ser actualizada debe ser evaluada en
cada punto de la malla. ¢, y p son variables independientes para P, que deben ser
pasadas como argumento. En un lenguaje de programacién, P sera un vector (o
cubo) de cierta cantidad de componentes (el numero es funcién de la cantidad de
celdas de la malla), al igual que ¢, y p. Escribiendo (A.1) en funcién de indices, se
tiene:

Pli,j, k] = ¢[i,j,kpli, j, K] (A.2)

y un triple lazo debe hacerse para actualizar la malla completa. Este tipo de ru-
tinas es el nicleo de FARGO3D, y son las que insumen la mayor cantidad del
tiempo de coémputo. Asi, nuestro trabajo se centré en la traduccién automatica de
estas rutinas.

Funciones de malla
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En un pseudo lenguaje, estas rutinas pueden ser escritas como:

funcion funcioéon_malla_cpu(argumentos):

variables globales

variables locales

hacer algo... (inicializaciones, etc.)
lazo sobre indice k

lazo sobre indice j
lazo sobre indice i
q(i,j,k) = f(celdas vecinas)

hacer algo (reducciones, actualizaciones, etc.)
terminar funcion

Este pseudo lenguaje bien podria valer para cualquier lenguaje de programacion,
y es éste el punto de partida para la traduccién. Sélo es necesario definir algu-
nas reglas de transformacién para cada bloque. Notar que un identificador _cpu
fue anadido a la funcién, a fin de especificar en qué arquitectura se espera que
funcione dicha funcién.

Una informacién adicional (la cual, en principio, podria ser inferida automati-
camente con mas esfuerzo) es requerida para poder trasladar este pseudo len-
guaje hacia otro lenguaje general. En la practica, las GPUs tienen un espacio de
memoria completamente separado del espacio de memoria que utilizan las CPUs,
por lo que transferencias de datos son necesarias para sincronizarlas. Para simpli-
ficar este problema, decidimos agregar dos campos adicionales, que especifiquen
que cantidades son de entrada y cuales de salida:

funcidén funcion_malla_cpu(argumentos):
INPUT (campos que se requieren para la actualizacion)
OUTPUT (campos que se actualizan durante la ejecucion)
etc...

Los detalles de la transferencia de memoria se verdn en la siguiente seccién.

Por ultimo, ya que es no se desea alterar la forma en la que se invoca a la
funcién a lo largo del c6digo, y que esto no es posible en general al cambiar de
lenguaje (ya que las convenciones suelen variar, o no es permitido un espacio de
memoria global, etc), es necesario desarrollar una interface o wrapper que vincule
la funcién traducida con la forma esperada para la invocacién tradicional:

funcion kernel_funcion_malla(argumentos extendidos):
variables locales
obtener i,j,k de los inidices de thread y block
q(i,j,k) = f(celdas vecinas)

terminar kernel



213

funcion funcion_malla_gpu(argumentos)
INPUT (campos que se requieren para la actualizacion)
OUTPUT (campos que se actualizan durante la ejecucion)
hacer algo... (inicializaciones, etc.)
ejecutar kernel_funcién_malla (algunos argumentos,
+argumentos,
+globales)
hacer algo (reducciones, actualizaciones, etc.)
terminar funciodn

Asi, funcion_malla se sigue invocando de la misma forma que antes, pero a
diferencia de la funcién original, el lazo triple no se realiza mas dentro de ella
sino que deriva el trabajo hacia una funcién especializada, que en este caso se
llama kernel_funcioén_malla la cual funcionard en otra plataforma. La forma
en la que construimos kernel_funcién_malla esta basada en CUDA, pero las
ideas son suficientemente generales y cualquier otro modelo puede ser adoptado,
con tal de que se realice efectivamente la actualizacién completa de los campos
de interés. Notar ademas la incorporacién de posibles argumentos adicionales
en el ejemplo, los cuales pueden corresponder, por ejemplo, con cantidades que
permanecen en la memoria global de una arquitectura particular y no es visible
de forma directa por la otra.

ENTRADA/SALIDA

Para manejar transferencias de datos, disefiamos dos macrocomandos que tie-
nen como argumento de entrada un campo escalar, como ser la densidad o la
presion. Estos campos escalares tienen dos variables que indican en que platafor-
ma esté actualizado.

Cuando un campo es declarado como SALIDA en una funcién anotada como
_cpu, se indica que dicho campo no esté sincronizado correctamente en la GPU,
por lo que cuando sea declarado como entrada en una rutina GPU, se verificard
su estado y se hard la sincronizacién correspondiente. Lo mismo vale para el caso
contrario.

Este mecanismo nos asegura que hacemos las minimas comunicaciones re-
queridas para el correcto funcionamiento de la ejecucion. Esta es una tarea que
en general es muy dificil de hacer, ya que un proceso manual podria llevar facil-
mente a errores o redundancias. Si bien ya existen métodos alternativos con las
nuevas versiones de CUDA, cuando comenzamos el desarrollo del cédigo, esta
posibilidad no existia. Por otro lado, hacerlo de esta forma nos permitié incluir
informacién importante dentro de los macrocomandos definidos, lo que agilizé
de forma considerable el desarrollo al brindar la posibilidad de una inspeccién
mas fina de la forma en la que se ejecutan las rutinas.
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void P cpu () { __global__ void P_kernel(real* dens,

//<USER DEFINED> real* cs,
INPUT (Energy) ; real* pres,
INPUT (Density); CPU int pitch, G PU
OUTPUT (Pressure) ; int stride,
//<\USER_DEFINED> int size x,

int size y,

|
|
|
|
//<EXTERNAL> int size z) {
real* dens = Density->field cpu; ]
real* ¢cs = Energy->field cpu; | int i;
real* pres = Pressure->field cpu; int j;
int pitch = Pitch_cpu; i | int k;
int stride = Stride_cpu;
int size x = Nx; | i = threadIdx.x + blockIdx.x * blockDim.x;
int size y = Ny+2*NGHY; j = threadIdx.y + blockIdx.y * blockDim.y;
int size z = Nz+2*NGHZ; | k = threadIdx.z + blockIdx.z * blockDim.z;
//<\EXTERNAL>
//<INTERNAL> | if(k>=0 && k<size z) {
int i; | if(j>=0 && j<size y) {
int j; OO if(i<size x) {
int k; qe ) pres[l] = dens[l]*cs[l]*cs[1l];
//<\INTERNAL> o

//<MAIN_LOOP>
for (k=0; k<size z; k++) {
for (j=0; j<size y; j++) {
for (i=0; i<size x; i++ ) {

//<#> extern "C" void P _gpu() { —> Wrapper
pres[l] = dens[l]*cs[l]*cs[1]; INPUT (Energy) ;
//<\#> INPUT(Density);
} OUTPUT (Pressure) ;

}

}
//<\MAIN_LOOP>
}

dim3 block (BLOCK X, BLOCK_Y, BLOCK Z);
dim3 grid ((Nx+block.x-1)/block.x,
( (Ny+2*NGHY)+block.y-1)/block.y,
((Nz+2*NGHZ)+block.z-1)/block.z);

Convencién

ComputePressureFieldIso_kernel<<<grid,block>>>(Density->field gpu,
Energy->field gpu,
Pressure->field_gpu,
Pitch_gpu, -
Stride gpu,
Nx,
Ny+2*NGHY,
Nz+2

Figura A.1: Ejemplo de como se lleva a cabo el andlisis sintdctico y la correspondiente traduccién
desde el lenguaje C hacia CUDA. La funcién considerada es el calculo de la presién mediante la
relacién P = c2p.

Otra caracteristica notable de nuestra aproximacién es que estos macroco-
mandos nos permitieron utilizar el mismo sector de memoria para dos diferentes
campos escalares (por medio de simples punteros), manteniendo una correcta le-
gibilidad del cédigo. Para evitar posibles problemas con esta forma de trabajo, el
macrocomando ENTRADA revisa que el sector de memoria no haya sido utiliza-
do por otro campo secundario, permitiendo la reutilizacién de la memoria, con
lo cual alcanzamos valores muy cercanos al minimo de memoria necesaria para
la ejecucién consistente.

CASO PRACTICO

En la Fig. A.1 presentamos un ejemplo del proceso, lo suficientemente sen-
cillo y general como para comprender las ideas expuestas anteriormente. Consi-
deremos la rutina de calculo de la presién, en donde las reglas aplicadas fueron
reducidas al maximo para simplificar la explicacién.

Vemos que se parte de una rutina en la CPU llamada P_cpu( ). Esta rutina pre-
senta una serie de comentarios, como por ejemplo //<USER_DEFINED>, los cuales
le dan informacidn relevante al traductor para poder identificar ciertas partes de



215

cédigo, algunas de las cuales estan resaltadas con colores para mostrar las reglas
de transformacidén entre un lenguaje y otro.

La rutina P se transforma en dos nuevas rutinas, y el sufijo _cpu es transfor-
mado por su correspondiente _gpu para el wrapper y en _kernel para la rutina
que ejecuta el cdlculo de presidon sobre la GPU. Posteriormente, se transforman
las lineas contenidas en el recuadro amarillo hacia su equivalente en el wrapper.
Estas lineas si bien son iguales, son macrocomandos que dependen del entorno
en el cual se invocan. Este entorno es modificado por una variable declarada co-
mo #define _GPU al comienzo del cédigo fuente de la versién GPU de la rutina,
no incluida en este esquema por simplicidad.

Posteriormente, las variables EXTERNAL son consideradas en la traduccién. Es-
tas son variables globales para la CPU, por lo que su nombre se considera como
el nombre de los argumentos del kernel, y su valor se considera como variable de
entrada al momento de invocarlo, dentro del wrapper (ver rectdngulo azul). Una
vez completadas las variables globales, se procede con las variables internas de la
funcién, que se declaran de la misma forma dentro del kernel.

El lazo triple adopta una convencidn, y es la de utilizar siempre el nombre
size_ para sus indices. Al haber tomado el recaudo de pasar el indice como una
variable externa al kernel, podemos asi modificar de forma muy simple su ex-
tension en ambas arquitecturas, y la programacion del traductor se simplifica de
forma notable.

Finalmente, se toma la linea fundamental, que consiste en el calculo de la
presion, y se copia integramente hacia el kernel, con lo cual el cdlculo se realiza
enteramente en la GPU.

Si bien este es el ejemplo més simple de todos, no por eso es menos ilustrativo.
En la préctica aparecen algunas sutilezas adicionales, pero no contribuyen a la
discusién y presentaciéon del método, el cual con estas simples recetas ya puede
ser implementado para traducir el c6digo a cualquier otro lenguaje.

Muchos més detalles sobre la implementacién y utilizaciéon del traductor que
desarrollamos pueden encontrarse en la documentacién oficial:

http://fargo.in2p3.fr/manuals/html/c2cuda.html
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