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RESUMEN:

Se sabe que el todo conmutador de una integral singular esta acotado en normas

LP(w), con w un cierto peso, por un operador maximal apropiado. Para conmutadores
de orden k de integrales singulares de Calderén-Zygmund (con nicleo satisfaciendo la
condicion de Lipschitz), el resultado clasico es: el operador que controla en normas p
's es el iterado k + 1 veces del operador maximal de Hardy-Littlewood.
En este trabajo se definen condiciones que debe satisfacer un niicleo K de una integral
singular a valores vectoriales para que su conmutador de orden k, es decir K € HL’ Xk
este acotado en normas p’s por un operador maximal M ;. Como aplicacién de este
resultado estudiaremos el conmutador del operador cuadrado.
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Introduccion

Consideremos T una aplicacion definida de un K-espacio vectorial en otro K-espacio
vectorial, donde K es R 6 C. En este trabajo consideraremos espacios vectoriales
normados, cuyos elementos son funciones definidas en R".

En el caso particular de K = R, dados A y B R-espacios vectoriales, una aplicacion
T : A — B se dice sublineal si satisface:

T(er +s)(x) < |e|T(r)(z) + T(s)(x),

para todo ¢ € R, para todo r,s € A y para todo x € R™.
Un operador T' serd una aplicacion lineal o sublineal de A en B, segun el caso.

Una pregunta muy recurrente en el analisis es: jCuando un operador 1" es acotado?
En este trabajo intentaremos responder esta inquietud para cierto tipo de operadores.
Consideremos operadores de la forma:

T:LPR") —{g:R" = X}, 1<p<oo,

con (X = KZ || - ||x) espacio de Banach.

Un caso particular de estos operadores son los Operadores Integrales Singulares
(OIS), los cuales viene dados por el valor principal (v.p.) de la convolucién con una
funcién K que toma valores en KZ y tiene a lo sumo una singularidad en el origen, es
decir si T es un OIS, T es de la forma:

Tf(z)=vp. [ K(z—y)f(y)dy

R

— {U.p. s Ki(z — y)f(y)dy}

lez
A la funcién K asociada al operador T se la denomina ntucleo de T'.
En este trabajo nos dedicaremos a los Conmutadores de Operadores Integrales

Singulares (COIS), los cuales se definen a partir de un OIS, 7', una funcién b € BMO
y k € NU{0}. Al COIS lo denotaremos como T} y es de la forma:

18 f(@) = [ (ble) = b)) K~ ) f )y

Al igual que antes, a K lo llamaremos nticleo de T}.



Una de las técnicas mas utilizadas para contestar la pregunta anterior es, acotar
al operador por un operador maximal adecuado. En el caso de OIS clasicos, es decir
cuando sus nucleos K son suaves, y sus conmutadores el operador maximal que lo
controla es el operador maximal de Hardy-Littlewood e iteraciones de él (segin el
caso).

Estudiaremos las condiciones que debe cumplir el nicleo K del COIS para que el
operador T} esté acotado por algtin operador maximal adecuado.

Algunos Resultados Conocidos

Dada K una funcién definida de R™ en R decimos que K satisface la condicion de
Lipschitz (denotamos K € HX ) si: 3o > 0y C > 0 tales que:

|yl
K(e=9) ~ K@) < O ¥ le] > 20
Sea T" un OIS, donde el nticleo K tiene transformada de Fourier acotada y satisface
la condicién de Lipschitz. Un resultado cldsico de Coifman [2], afirma que para este
tipo de operador T', vale: Para todo 0 < p < oo y ciertas funciones w, 3 C' > 0 tal
que:

| mr@re@ds <o [ arf@pud

R™ R™

para toda f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M es el operador maximal de
Hardy-Littlewood.

En [12] se definen condiciones de tipo Hormander asociadas a una funcién de Young
A, que deben satisfacer el nicleo K y se prueban distintos resultados de acotacién de
OIS por operadores maximales asociados a una funcién de Young.

Concretamente dado 7" un OIS acotado en algin L, 1 < py < oo, y tal que el
nucleo asociado K € H 4 entonces vale: Para todo 0 < p < oo, 3 C > 0 tal que:

/Rn |Tf(x)Pw(z)de < O/n(MAf(f))pw(x)dx,

para toda w € A y [ tal que el lado izquierdo sea finito, donde M 5 es el operador
maximal asociado a la funcién A.
Ademas, si K es un ntcleo a valores vectoriales, vale que:

/Rn 1T f(z)||5w(x)ds < C/ (M af(x))Pw(z)dz,

n

para toda f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M 4 es el operador maximal
asociado a la funcién A.



En el mismo trabajo, se toma como aplicacién el Operador Cuadrado, S, probando
que vale: Paratodop>0,3C >0

[ iss@pus < [ 08 f@pue

Rn

para toda w € Ay, y f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M3 es el operador
maximal de Hardy-Littlewood iterado 3 veces.

Posteriormente en [13], se mejora la cota anterior y se prueba que vale: Para toda
p>0,3C >0

/Rn |Sf(x)|Pw(z)de < C/n(MQf(x))pw(x)dx,

para toda w € Ay y f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M? es el operador
maximal de Hardy-Littlewood iterado 2 veces.

Actualmente, en [8], se define una condicién més débil que H 4, denotada como H T
con esta nueva condicién se prueba que vale: Si K es un ntcleo a valores vectoriales
tal que K € Hil, para todo 0 < p < oo, 3 C > 0 tal que:

[ i@l < ¢ [ (M) utds,

Rn R™

para toda w € Ay y f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M4 es el operador
maximal asociado a la funcién de Young A.

En cuanto a los COIS, existen varios resultados parecidos a los del OIS.

Un resultado clésico de Coifman, Rochberg y Weiss, ver [3], es: Sea T}, es un COIS,
donde el nicleo K tiene transformada de Fourier acotada y satisface la condicion de
Lipschitz, entonces Ty, f es acotado en LP(dzx), 1 < p < oo, siy sélosi b€ BMO.

En [11], los autores definen condiciones que debe satisfacer un niicleo K para poder
asegurar que el conmutador de la integral singular T}* este acotado, prueban que si el
nucleo asociado satisface K € Hg N H 4y, para algunas A y B funciones de Young,
entonces para todo 0 < p < oo se tiene:

| mr@pe@s <0 [ (af@)rue,

R" n

para toda w € Ay y f tal que el lado izquierdo sea finito, donde My es el operador
maximal asociado a la funcién A.

Como aplicacién se prueba que el conmutador del operador cuadrado, SF, cumple la
desigualdad: Para todop >0,3C >0

[ st r@pus < [ 00 pa)put)ds

n

para toda w € A, y f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M**3 es el operador
maximal de Hardy-Littlewood iterado k + 3 veces.



Posteriormente, en [13], los autores mejoran la desigualdad anterior, logrando pro-
bar para este operador en particular el siguiente resultado: Para todop >0, 3C > 0
tal que:

[ istr@raar s [ arpapee,

n

para toda w € Ay v f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M**2 es el operador
maximal de Hardy-Littlewood iterado k + 2 veces.

La idea de este trabajo es definir una nueva condicién para los nicleos asociado
COIS que generalice la condicién definida en [8] y que sea mas débil que la condicién
utilizada en [11]. Con esta nueva condicién se probard un resultado similar al probado
en [13] y como corolario, la desigualdad:

n

[ istr@pPutes < ¢ [ 0wy,

para toda w € Ay v f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M**2 es el operador
maximal de Hardy-Littlewood iterado k + 2 veces.



Capitulo 1
Preliminares

1 Espacios de Banach

Definicién 1.1. Dado X espacio vectorial sobre R o C, una norma sobre X es una
funcién || - ||x : X — R que satisface:

L Jyllx >0y [lyllx =0siysdlosiy=0,
2. leyllx = lelllyllx,
3. Iz +yllx < lzllx + llyllx-

Esta norma induce una métrica d(y, z) = ||y — z||x y llamamos al par (X, | - [x)
espacio normado.

Definicién 1.2. Un Espacio de Banach es un par (X, || - ||x) normado cuya métrica
inducida es completa.

Ejemplo 1.3. Espacios de Banach:

L PR = {f: R* — R [o. [fIP < oo} con [[f]l, :== (g [fIP)'/7, para
1<p<oo.

2. L¥R") ={f:R" — R :sup ess|f(x)| < oo} con ||fllo = suER(issU(x)\.

TER?

1/p
3. IP(R") = {{xi}iez; >l < oo} con |[{:}iezllp, = (Zmyl’) , para

i€Z i€Z
1<p<oo.

4. [*(R") = {{JTZ‘}Z‘GZ s sup|z;| < oo} con |{x;}iez|loo = sup|a|.
€7 1EZ

Definicién 1.4. Sea X = R?. Una norma || - |x cumple la condicién del médulo
si [ {an} lIx < [ {lanl} [Ix-

Definicién 1.5. Sea X = RZ. Diremos que una norma || - [|x es creciente si dadas
{an} y {bn} sucesiones tales que 0 < a,, < b,, Vn € Z, se tiene que |[{a,}|x < |[{bn}|x-



Las normas mas utilizadas son crecientes y cumplen la condicion del moédulo, al-
gunos ejemplos son las normas /9, 1 < ¢ < oo y las normas de Luxemburgo asociadas a
una funcién de Young, que se definirdn més adelante. Estas condiciones son necesarias
pues no todas las normas las cumplen. Un claro ejemplo es:

1/2
Ejemplo 1.6. Sea X = R” y la norma |[{z,}||x := ((xl — x9)? + in) :
n#l

Si tomamos {x, }nez tal que x1 = 1, 29 = =1y x,, = 0sin # 1,2. Se puede ver que
{z}Hx = VB [|[{|zn]}|x = 1. Luego esta norma no cumple la condicién del médulo.
Si tomamos (..., 0,1, 22,0,...) = (...,0,1,3,0,...) y (..., 0,941, 42,0, ...) = (...,0,2,3,0, ...),
se ve que 0 < x; <y Vi € Z, v tenemos que |[{z,}]|x = V13 v [[{ya}|x = v/10. Por
lo tanto, la norma no es creciente.

2 Algunas Nociones de Operadores Acotados

De aqui en mas el espacio X serd K%, es decir el espacio vectorial de las sucesiones.
||l.]lx serd alguna norma definida en el espacio de sucesiones X que sea creciente y
cumpla la condicién del modulo, por ejemplo las normas [P, con 1 < p < o0, o la
norma de Luxemburgo dada por alguna funcién de Young con la cual (X, ||.||x) es un
espacio de Banach.

A continuacion se presentaran dos definiciones de operadores acotados.

Definicién 1.7. Sean 1 < p < 00, 1 < ¢ < 00, y T un operador definido en LP(R™) en
el espacio de las funciones definidas en R™ que toman valores en el espacio de Banach
(X, [|-][x), entonces:

e T se dice de tipo fuerte (p,q) siy sélo si, 3 ¢ > 0 tal que,
T flIxlly < el fllp,
para toda f € LP(R™).

e T se dice de tipo débil (p,q) si y sélo si, 3 ¢ > 0 tal que,

(o e R sl > 3 < e (1)

para toda f € LP(R™).

En el caso particular de que 7" : LP(R™) — LP(R"), es decir, X =R 6 X = C
tenemos que para toda f € LP(R"):
T es de tipo fuerte (p, q) siy sélo si, ¢ > 0 talque, [|Tf|l, < cl|fll, ¥
T es de tipo débil (p,q) siy sélo si, ¢ > 0 talque,

|{a:€R”:|Tf(x)|>)\}|§c<@) .

Observacién 1.8. Se prueba que si un operador es de tipo fuerte (p,q) entonces es
de tipo débil (p,q). Para hacer la prueba sdlo se utiliza la desigualdad de Tchebycheff.



3 Operadores Maximales y la Clase de Pesos de Muckenhoupt

A continuacién se define un caso particular de un operador sublineal:

Definicién 1.9 (Maximal de Hardy-Littlewood). Dada f € LL _(R") y x € R",
definimos:

loc

M (x) —sup,m/\f )l dy,

Q>z

donde () son cubos en R".
Observaciéon 1.10. El operador M satisface las siguientes propiedades:

1. M es sublineal.
2. M es semicontinua inferiormente.

3. f(x) < Mf(x), para casi todo x € R™ (Por el Teorema de diferenciacion de
Lebesgue).

4. M es de tipo fuerte (00, 00) (se prueba trivialmente).
5. M es de tipo débil (1,1) (utilizando algin lema de cubrimiento).

6. M es de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < co. FEsta afirmacion se deduce us-
ando el Teorema de Interpolacion de Marzinkiewicz y los dos incisos anteriores.

Al operador M se lo generaliza a una familia de operadores M, como se muestra
a continuacion:

Definicién 1.11. Dada f € Li,.(R™), » > 0 y « € R", definimos:

M, f(x) = <M<|fv><x>>1”=(sup|Q| L1 rdy) ,

donde () son cubos en R".

Observacion 1.12. Observar que si 1 < r < 0o, por la desiqualdad de Hélder, se
tiene que M f(x) < M, f(z) Yo € R™.

Antes de seguir definiendo operadores maximales, definamos las clases de pesos de
Muckenhoupt.

Definicién 1.13. Un peso sera una funciéon w, no negativa y localmente integrable.

Definicién 1.14 (Clases de pesos de Muckenhoupt, A,). Dado w un peso diremos
que:

e w es un peso de la clase 4,, 1 < p < oo, si para todo cubo ) C R",

(o) o) <.

con C, independiente de Q.



e w es un peso de la clase A; si
Muw(z) < Cyw(x) p.p.axeR",
con (' independiente de x.

Definimos ademas la clase Ay, := U Ap.

p=1
Se puede probar lo siguiente, para mayor precision ver [5],

Teorema 1.15. Dada w una funcion no negativa localmente integrable en R™ y M la
funcion mazximal de Hardy-Littlewood, entonces son equivalentes:

e w es un peso de la clase A, con 1 < p < oo.

o M es de tipo débil (p,p) con respecto a la medida w(x)dx.
Si consideramos p > 1 son equivalentes:

e w es un peso de la clase A, con 1 < p < oo.

o M es de tipo fuerte (p,p) con respecto a la medida w(x)dx.

Definicién 1.16. Dada f € L. (R"), definimos el Operador Sharp como sigue:

- /Q F(2)ld=

M*#f(z) = sup int @ /Q () — aldy.

Qox acC

loc

# —
M7 () Z%E@\/

6 equivalentemente,

dy,

A fines précticos se utiliza la segunda definicion del operador Sharp. Ademsés,
este operador esta controlado puntualmente por un multiplo de la maximal de Hardy-
Littlewood, méds concretamente, M# f(z) < 2M f(z)Vz € R™

El siguiente teorema nos da una relacién en normas p’s entre los dos operadores
maximales. (ver [5])

Teorema 1.17 (Teorema Sharp). Sea w € Ay, 0 < p < oo. Existe ¢ > 0 tal que:

[ ns@Pes e [ pa)ruds
Rn R™
siempre que el lado izquierdo sea finito.
Definiremos un caso particular de espacio de funciones, que nos sera de utilidad.
Definicién 1.18. El espacio de funciones con oscilacion media acotada, BMO, esta

definido como

BMO := {f : R™ — R medibles : M7 f(zx) < oo para casi todo = € R”}.

Ademds, tomamos como || f||zyo := ||M7 fl|so-

Observacion 1.19. La || - ||pyo definida antes no es una norma pues las constantes
tienen oscilacion cero. Para que sea una norma, lo que se considera es el espacio
BMO cocientado por el espacio de las funciones constantes. Luego, en este espacio
| - [|Bamo €s una norma y ademds este espacio es un espacio de Banach.



4  Funciones de Young y Normas Luxemburgo

En esta seccién se definird las funciones de Young, las normas de Luxemburgo
y se enunciaran algunos resultados relacionados a funciones de Young. Para mayor
precisicion ver [14].

Definicién 1.20. Una funcién B : [0,00) — [0,00) es una funcién de Young si B
es continua, convexa, no decreciente que satisface B(0) =0y tlim B(t) = .
—00

Observacion 1.21. Dada una funcion de Young se puede probar que existe la funcion
mversa y ademds es no decreciente.

Definicién 1.22. Dada una funcién de Young B, la funcién complementaria B,
se define de la siguiente forma: para 0 < z < oo,

B(z) = sup (zy — B(y)).

0<y<oo

Observacién 1.23. La funcién complementaria B de una funcion B de Young es de
Young.

Ejemplo 1.24. Funciones de Young:

1. Si B(t) =17, 1 < p < 0o entonces B(t) = t* con %4— z% =1.

2. Dado k € NU {0}, si B(t) = exp (t1+llc+e> — 1 con € > 0, entonces
B(t) = t(1 + log(t))tr+e.

Definicién 1.25. Se define la norma Luxemburgo de una funcién f inducida por
una tal B funcién de Young de la siguiente manera:

Il =int {2 >0+ [ 5(41) <1},

El promedio de la norma Luxemburgo de f en el cubo () viene dado por:

1flsg = mf{A>o: @il/QB('iA') < 1}.

Teorema 1.26. (Desigualdad de Hélder para funciones de Young)

e Dada A una funcion de Young,
1
= | fal <2l fllaellgllae-
Ql Jq

e Si A,B,C son funciones de Young tal que A~ (t)B~1(t)C~1(t) < t, para todo
t > 1, entonces

[fghllerq < cllfllaellgllsellblce:
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Observacién 1.27. Notemos que la sequnda desigualdad de Holder implica

Ifglleq < clflaclglse v [flleq < clfllaq-
La primera desigualdad se obtiene por dualidad y la sequnda tomando g = 1.

Dada f € L
B como:

L (R™) se define el operador mazimal asociado a una funcién de Young

Mpf(x) := sup||f]5¢q-
Q>3

Observacion 1.28. Si k € N, se puede probar que el operador My 1o 1)x €5 pun-
tualmente equivalente a (k + 1) veces iteraciones del operador M, es decir, a M**!.
Mds aun se tiene que:

Mf(z) < cMpapogrrf(z) < eM,. f(z), Vk>0,r>1

La primera desigualdad se obtiene usando la desiqualdad de Holder para las fun-
ciones f yg =1y las normas dadas por funciones de Young B(t) = t(1 + log(t))*

= exp <t1> — 1 respectivamente. Para la sequnda desigualdad sale del hecho que
(1 +log( Nk <t

Observaciéon 1.29. Dada una funcién de Young, A y (2, M, 1) un espacio de me-
dida se puede generalizar la norma de Luxemburgo a funciones definidas en ) de la
stquiente manera:

La:=USaae donde Syq:=A{f: [ A(Sf)du < a}.

Se prueba que:
1£lu i= inf {A >0 / (‘f') i < a}
Q

define una norma completa en L4 para todo a € [0,00). Mds atin todas las normas
| - |4 son equivalentes para todo a.

En particular, si consideramos como ) = Z, p la medida de contar, entonces queda
definida una familia de normas Luzemburdo en K” asociadas a la funcién de Young A
(definiendo como ||f||aa =00 si f & La). Como las normas || - ||.aa son equivalentes
para todo a, las denotamos || - ||4. De esta manera, (KZ, | - ||4) resulta espacio de

Banach. (Ver [10]).

5  Conmutadores de Operadores Integrales Singulares (COIS)

En esta seccion definiremos algunos casos particulares de operadores a valores vec-
toriales: los Operadores Integrales Singulares (OIS) y los Conmutadores de Operado-
res Integrales Singulares (COIS). Para ello comencemos definiendo algunas condiciones
de tipo Hormander.
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La siguiente definicién fue dada en el trabajo [13]. Ahi los autores generalizan la
clasica condicion de Hormander.

Notacién: De ahora en adelante |y| ~ 2"R = {y € R: 2™R < |y| < 2™ R}.

Definicién 1.30. Sea K una funcién a valores vectoriales, A una funciéon de Young
y k € NU {0}, entonces:

1. K satisface la condicion LAX*-Hoérmander si existen ¢4 > 1y C4 > 0 tales que
para cada z y R > c|x| se tiene:

SO@ R I~ ) = KO)llx Xizm O pomssiy < Ca
m=1
6 equivalentemente, dado xy € R”, K satisface la condicién L4**-Hérmander

centrada en xy si existen ¢4 > 1y Cy > 0 tales que para cada z y R > c4|z— x|
se tiene:

Do @R MK (- = (¢ = 20)) = K()lx Xjy—aolm2m RO 4 oy amsi gy < Ca-

m=1

Si K satisface la condiciéon LAX*-Hérmander se dice que K € H A X k-
2. K satisface la condiciéon L>**-Hormander si existe Cs > 0 tal que:

> @"R)"m* sup |K(y—x) = K(y)|x < Cu.

Si K satisface la condicién L**-Hormander se dice que K € Hoo x -

3. K € Hy x siexiste C' > 0 tal que:

sup /| K =)~ Ky C vy € BIN(0)

TER™

Si k=0, denotamos Hax = Haxo Y Hoox = Hoo x,0-

Observacion 1.31. Para probar que las dos condiciones en 1. son equivalentes solo
hay que realizar el cambio de variable T = x —xog y y =y — xg en la definicion de la
norma de Young de ||K (- — (x — x0)) — K(*)||xX|y—zo|~2mRr(")-

Observacién 1.32. Existen relaciones entre estas clases. Si A es una funcion de
Young, usando la desiqualdad de Holder, obtenemos:

1. Hoxp CHaxpe C Haxp—1 C--- CHaxa C Hix.
2. Si A(t) < CB(t) para t > to, algin to, entonces:

Hooxir CHpxr CHypxr CHixyp CHx.
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3. En particular, si A(t) =1t y si denotamos H, x = H x entonces

Hoo,X,k; C HTQ,X,k C Hrl,X,k C Hl,X,k C HI,X V1<r <ry<oo.

Definiremos ahora las nociones de Operador Integral Singular (OIS) y Con-
mutador de Operador Integral Singular (COIS) a valores vectoriales.

Definicién 1.33. (OIS) Consideremos una funcién K a valores vectoriales, K (y) =
{K,(y) }ez, K; € L (R™\{0}). Definimos:

Tf(x) :=v.p. . K(z —y)f(y)dy = {(Ki* f)(z) }iez

~{vr [ sla- st

leZ

El operador T serd un Operador Integral Singular (OIS) si es fuerte (pg,po), para
algin po > 1, y el nicleo K = {K;}iez € Hi x.

Definicién 1.34. (COIS) Dados T un OIS y b € BMO definimos el conmutador de
T de orden k, k € NU {0}, como:

ﬂﬂ@%=vp/(mm—M@VK@—yV@My

n

_ {v.p-/n(b(y) — b)) Ki(x — y)f(y)dy}

leZ
Notemos que para k = 0, Tf = T y observemos que T} = [b, Ty '], k € N.
Observacién 1.35. T f(z) = [b, T} (f)(z) == b(x)TF(f)(z) — T (bf) ().

Observaciéon 1.36. Las dos hipotesis pedidas al operador T en la defincion de OIS,
implican que el operador es de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < oco. Para mayor
precisicion ver [5].

6 El Conmutador del Operador Cuadrado

Ahora definiremos un COIS, que nos servird de ejemplo en este trabajo. Para ello
primero definiremos el operador cuadrado.

Definicién 1.37. Sea f una funcién medible definida en R. Para cada | € Z consi-

l
deramos los promedios A, f(z) := 5 ffj;, f. El operador cuadrado se define como:

1/2
A%@%=<§]&ﬂ@—AzJ®W> .

leZ

Este operador esta relacionado con un OIS, T', que definiremos a continuacién:
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Definicién 1.38. Dada f localmente integrable en R, definimos 7' como:

~ 1 1
Tf(r):= {/ (Qz+1 X(—2120(T —y) — EX(—Qll,Qll)(ac—y)) f(y)dy}
lez

/Kx— y)dy,

1 1
K(Z) = {Kl<z>}l€Z = ﬁX(le’zl)(Z) - _lX(,Qlfl,Qlfl)(Z) .
2z 2 leZ

donde K es

Observacién 1.39. Se puede probar que ||Tf(x)|2 = Sf(x). Para este operador T
el espacio de Banach (X, |- ||x) a considerar es (I*(Z), || - ||;2)-

Ahora podemos definir el conmutador del operador cuadrado.

Definicién 1.40. Dados f una funcién medible en R, k € NU {0} y b € BMO. Sea
T el OIS asociado al operador cuadrado, definimos:

Thf(x) = / (b(y) — b)) K (x — ) f(y)dy
_ { [0 = riGo - y)f(y)dy} |

1€z
donde K es el nucleo asociado a T'.

Definicién 1.41. Dados f una funcién medible en R, & € NU {0} y b € BMO.
Definimos el conmutador del operador cuadrado de orden k, como:

Sy f() = T3 f(@)lle,

donde T, ¥ es el conmutador de T de orden k.

7 Resultados conocidos

El principio de Calderén-Zygmund asegura que toda integral singular estd acotada
en normas LP(w), w € Ay, por un operador maximal apropiado. Para integrales
singulares de Calderén-Zygmund (con nucleo satisfaciendo la condicién de Lipschitz)
este es el resultado clésico de Coifman [2]: el operador que controla en normas p’s es el
operador maximal de Hardy-Littlewood. Para integrales singulares con nicleo no tan
suave, por ejemplo con nucleo en H, x, el operador maximal que controla es mayor
que el de Hardy-Littlewood, es M, (ver [10] y [15], donde se generaliza para nucleos
a valores vectoriales). En [12] los autores generalizan estos resultados probando el
siguiente teorema:
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Teorema 1.42. [12] Sea K un nicleo a valores vectoriales tal que K € Hy x y sea
T el operador asociado al nicleo K. Supongamos que T es de tipo fuerte (po,po) para
algin py > 1. Entonces VO < p < oo yw € Ay, se tiene,

[rsige <e [ angre

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Observaciéon 1.43. Notemos que un operador que satisfaga las hipotesis del teorema
anterior es un OIS, pues K € Hax C Hy x.

Luego en [11] los autores generalizan el resultado anterior a COIS y también de-
muestran un corolario para el conmutador del operador cuadrado.

Teorema 1.44. [11] Dados b € BMO y k € NU{0}. Sean A,B funciones de Young
tales que A7(t)B7L(t)Ci ' (t) < t, con Ci(t) = exp(t'/*) para t > 1. Si T es un
operador integral con nicleo K a valores vectoriales tal que K € Hg M H 41, entonces
para todo 0 < p < oo yw € Ay se tiene,

/ \TEfw < C / (Maf)yw, fe L=,
R™ R™

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Corolario 1.45. [11] Dada b € BMO. Sea S§ el conmutador del operador cuadrado
de orden k, k € NU {0}, entonces su nicleo K cumple que K € Hg2 N Hypp2y con
B(t) = exp(tl%e) -1y At) = exp(tﬁ) — 1 para todo € > 0. Luego parap > 0y
w € Ay, existe una constante C > 0 tal que:

[tra@retds = [ (T @leyode < ¢ [ 0r s @)y
siempre que el lado izquierdo sea finito.

En este corolario lo inico que hay que ver es que si A(t) = exp(tﬁ) —1, entonces
A(t) = t(1 + log(t))***+<. Para e suficientemente pequeiio A(t) < (1 + log(t))*** =
D(t) y por lo tanto Mpf es puntualmente equivalente a M**3f. El Corolario se
probard en el Capitulo 2.

Posteriormente en [13], los autores logran mejorar esta cota, con algunas cuentas
trabajando con este operador especificamente y obtienen:

Corolario 1.46. [13] Dada b € BMO. Sea S§ el conmutador del operador cuadrado
de orden k, k € NU{0}. Luego parap >0 yw € Ay, existe una constante C' > 0 tal
que:

/R(S{ff(a:))pw(x)dx < C/(Mk+2f(x))pw(m)dx,

R

siempre que el lado izquierdo sea finito.



15

Actualmente en [§8], la autora trabajando con OIS define una condicién méas débil
para el nicleo y que permite obtener mejores resultados a los probados en [11] y
generalizar los de [13].

Definicién 1.47. Sea T' un operador a valores vectoriales, K el nicleo asociado a T’
y A una funcién de Young, entonces:

1. K satisface la condicién Lf’X—Hérmander si existen ¢y > 1y C4 > 0 tales que
para cada z y R > c4|z| se tiene:

< CAa

m=1

H {Z(QmR)"H(Kl(' — ) = Ki(*))Xjy~2m r ()] A,B(o,2m+1R)}

X

6 equivalentemente, dado zq € R", K satisface la condicion Lf’X—Hérmander

centrada en xy si existen c4 > 1y C4 > 0 tales que para cada z y R > c4|z— x|
se tiene:

< Cay.

H { D Q@"R) (-~ (z —20)) — Kl('))XIy—xo~2”"R(')||A,B(aco,2m+1R)}

ezl x

Si K satisface la condicion Lf’X—Hérmander se dice que K € Hk P

2. K satisface la condicién L?O’X—Hérmander si existe C, > 0 tal que:

> @R sup (Ki(y —x) — Ki(y))

ly|~2mR

< Coo.

m=1 X

Si K satisface la condicion L}’O’X—Ht’)rmander se dice que K € H io x-

3. K€ HIT,X si existe C' > 0 tal que:

<C VyeR™NJ0}.

sup
z€R™

/| Ky =) = Ki(y)dy

X

Observaciéon 1.48. Nuevamente observemos que se dan las siguientes contenciones,
estas se deducen solamente usando la desigualdad de Holder:

T i
1. Hiy  C H ..
2. Ademds si A(t) =t y si denotamos H' , = HLX entonces

Ademas tenemos contenciones entre las distintas clases, que se deducen usando la
desigualdad triangular de la norma || - || x, estas son:

1. HA,X - H.L,X'
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2. Hyx C Hf .
3. Hux C HL .

Teorema 1.49. Sea T' OIS a valores vectoriales cuyo nicleo K € HLX. Sea 0 <p <
oo yw € Ay, entonces d¢ > 0 tal que:

[arsigwsc [ orappe

RTL
siempre que el lado izquierdo sea finito.

Como aplicacién en [8] la autora prueba que si {K;} es el nicleo asociado al oper-
ador cuadrado entonces {K;} € HL,X con A(t) = e — 1.

En este trabajo, inspirados en [8], introducimos la siguiente definicién que es una
condicién mas débil que satisfacera el nicleo, generalizando la condiciéon introducida
en [8], y nos permitira obtener mejores resultados a los probados en [11] y generalizar
los de [13] para COIS. El Corolario 1.38 sera una aplicacién del resultado que
probaremos en los Capitulos 2 y 3 utilizando esta nueva definicién.

Definicién 1.50. Sean T un operador a valores vectoriales, K el ntcleo asociado a

T, A una funcién de Young y k € NU {0}, entonces:

1. K satisface la condicién L{X*-Hormander si existen ¢ 4> 1y Cy > 0 tales que
para cada  y R > c|x| se tiene:

< Oy,

H {Z(QmR)"mkH(Kz(' — @) = Ki())Xpy~2mr ()] AB(OW“R)}

m=1

lezll x

6 equivalentemente, dado zy € R", K satisface la condicion Lf’X’k—Hérmander
centrada en xg si existen ¢4 > 1y Cy > 0 tales que para cada zy R > c4|z— x|

se tiene:
‘ { > @ R mF|(Ki(- — (@~ x0)) — Kl('))Xyzo|~2mR(')A,B(rco,2’"+1R)} < Ca.
m=1 lezll x
Si K satisface la condicién Lf’X’k—Hérmander se dice que K € HL X k-
2. K e HIT,XJg si 37 > 0 tal que:
H { Z (QWR)nmkH(Kl(‘ —y) - Kl('))Xyler’"R(')|L17B(072m+1R)} < (.
m=1 lezZll x
3. K € H;X’k si 3 C > 0 tal que:
‘ {Z 2" R)"m"||(Ki(- — z) — Kl('))X|y|~2mR(')||L°°,B(0,2m+1R)} < Cx.
m=1 leZllx
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Observacién 1.51. Si k =0, HLX?O coincide con Hi\,x definido en [8].
Observacion 1.52. Nuevamente tenemos relaciones entre las clases:

1. Para todo k € NU {0},

i T 1 1
Hyx, CHyxp 1 C - CHyy; CHyx.

2. Para k fijo y si A(t) < CB(t) parat > to, algin to, entonces:
(i) H ., CcH.. CH\ , CH . cH
00, X,k B,X k AX 1,Xk 1LX
En particular, si A(t) =t" y si denotamos H:Xk = HLXk entonces para todo
1<r <ry < oo,

A — i - i
(i4) Hl xp CH), xp CH xp CH xy

2, r

3. Haxy C Hlyyy.
4. Hl,X,k C HI,X,k‘
9. Hoox s C H;Lo,X,k‘

Para 1. se utiliza el hecho que dado k € N, m* > m*~1 Vm € N y la dltima inclusion
es la desigualdad de Hélder. Para 2. (i) y (i1) nuevamente se utiliza la desigualdad
de Hélder. Para las demds relaciones se utiliza la desigualdad triangular de || - || x.

=

Observacién 1.53. En 3. la inclusion es estricta, es decir, Hyxp © HL,X,k' Un

ejemplo es el niicleo asociado al operador cuadrado con X = I y A(t) = exp(tﬁ).
Esta observacion se probara en el siguiente capitulo.

En el proximo capitulo se enunciara el teorema mas importante de este trabajo y
sus corolarios y aplicaciones.






Capitulo 2

Resultados Principales y Aplicaciones

1 Resultados Principales

A continuacién enunciaremos el resultado principal de este trabajo. Para ello conside-
raremos nucleos que satisfacen la condicién Hil, x.- El enunciado de este teorema es
similar al Teorema 1.42, pero nos permitira obtener una acotacion mas precisa para
el caso del conmutador del operador cuadrado Sy.

Teorema 2.1. Sean b € BMO y k € NU{0}. Sean A, B funciones de Young tales
que A1(t)B7L()C, 1 (t) < t, con Ci(t) = exp(tV/*) parat > 1. Si T es un operador
integral con nicleo K a valores vectoriales tal que K € H;’X N HLﬁX’k, entonces para
todo 0 < p < oo yw € Ay se tiene,

/ \TEf P < C / (Maf)yw, fe L=,
Rn R™

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Este teorema se demostrara en el siguiente capitulo. Como aplicacion del mismo
recordemos el corolario enunciado en los preliminares:

Corolario. 1.46 Dada b € BMO. Sea S el conmutador del operador cuadrado de
orden k, k € NU{0}. Luego para p >0 y w € A, existe una constante C' > 0 tal
que:

4(Sff(w))pw(x)dx < C/(Mk+2f(m))pw(x)dx,

R

siempre que el lado izquierdo sea finito.

2 El Conmutador del Operador Cuadrado

El objetivo de esta seccion es demostrar el Corolario 1.46, para ello primero veamos
algunas propiedades del nicleo del operador cuadrado S.

19
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2.1 Propiedades del Niicleo del Operador Cuadrado

En las siguientes proposiciones denotamos al nticleo asociado al operador cuadrado
como K = {K}iez.

Proposicién 2.2. K & Hy, 2.
Proposicién 2.3. K € Hy 2y con A(t) = exp(t1+'1f+e) — 1 para todo € > 0.

< oQ.
12

Proposicién 2.4. K € HL 2L S H{#;"S)} .
o me

1

Proposicién 2.5. K € HIS 2N HL 2 con B(t) =€ — 1y A(t) = exp(tTF) — 1.
Observacién 2.6. Como K es par,
K( =)= K() = Ko =) = K(=).

Entonces podemos cambiarlo en las condiciones de Hormander definidas en el capitulo
anterior.

Para demostrar estas propiedades enunciaremos una propiedad de K, demostrada
en [8].

Proposicién 2.7. Sean o € R, i < j,14,j € Z. Sean x,y € R tales que |v — xo| < 2,
ademds y € (xg — 27wy — 27) Gy € (wg + 27, g + 27T1). Entonces:

/

#X(:B*Qj,$0*2j)U(I0+2j,x+2j)(y> sil=j,
ﬁX(a:o—wH,x—2f+1)u(:c+2j+1,a:o+2j+1)(Z/)
|Ki(z —y) — Ki(zo —y)| = +#X(x—21,xo—zj)u(xo+zj,x+2j)(y) sil=j+1,
57575 X (20— 27+1 -2 1) U(a 20+ w21y (Y)  sil=j+ 2,
0 sil{j,7+1,+2}

\

Definicién: Definamos algunos conjuntos, estos son:

—F; — (l’ o 27)1+i7 _2m+2> Fn; — (iU + 2m+i, 2m+l)
_Fg — (_2rn+i7 T — 2m+2) FerrL = (2m+i’ T+ 2m+l)
o —F s?:c<0 P E- s%:c<0

—Fl siz>0 Fr siz>0

Observemos que si |z| < 2%, [-F, UF,]N[-Fn_1UF, 1]=0Vm e Z.

Demostracion Proposicion 2.2. Probemos que el nicleo asociado al operador cuadrado
S, K(x) = {Ki(2)}iez & Hoo,2p- Como K estda definida en R, entonces en la
condicién debemos tomar n = 1 y utilizando la Observacion 2.6, es decir que,
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K(x) = {Ki(2)} € Hoo, 2 si y s6lo si Jeow > 1y Cop > 0 tales que VR > 0y
VxeR: R > cy|r| se tiene que:

Z(?mR)mk sup [|K(z —y) — K(=y)[i < Cw.
m=1 ly|~2m+

Para probar que el nicleo K no satisface dicha condicién basta ver que dado un
R > 0 la sumatoria es infinita.

Sea ¢ = 0 (de la proposicién anterior) y sean co, > 1y Cy > 0 fijos, R = 2! para
algin i € Z, |z|ceo < R, j =m+iconm € Ny 2/ < |y| < 27! entonces por la
Proposicion 2.7 se tiene:

1 2
sup Kz =) = K-l = swp | (555 ) X pons

|y|~27 [y|~2m+i

m

1 1 2 1\2 1/2
+\ g Xemiorn W)+ gXer; om0 )+ 5z | Xt omn  (0)

2 9 1/2
- { ; ( )} N " () (2.2)
i | 22GHD X FRUEL = Sup = _r-urs(Y), .
- |y\~21?"j PGFD Aokt Iy\NI;J'QJﬁX Frorg Y

donde la igualdad (2.1) es debido a que los conjuntos son disjuntos.
Notemos que |y| ~ 27 = (=271 —27) U (27, 27F1) y ademds

(271, —29) U (21,241 (1 [ Fy U ] = [—27%, —29) 0 —F;] U [(27,27%) 1 B
O[22 N F] =[(27,277) N (27,2 + 27)] # 0.
Luego, (2.2) queda:

1 1
sup || K(z —y) — K(—y)[lz > sup —\@X_mupg(y) BETNG vmeN.  (2.3)

ly|~27 ly|~2 2

Por lo tanto, por (2.3) y como j = m + i,

2" YmE sup || K(xz —y) — K(—=y)||,z > oMty . 2.4
St s K —) = Kol 2 7 mismos

ok

m
=) == (2.5)

m=1 \/§

Por lo tanto K & Ho 2

O

Observacién 2.8. Como K ¢ Hy, 2, no podemos usar el Teorema 2.1 para asegu-
rar que:

/R 15¥ £ () Puw(a)de = / \TE (o) [P ()de < C / MM f () Pz d.

Esta ultima desigualdad sigue siendo un problema abierto.
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Demostracion Proposicion 2.3. Sea A(t) = exp(t1+'1f+e) — 1 con € > 0. Por la Obser-
vacién 2.6, queremos ver que 3c4 > 1y Cy > 0 tales que VR > 0y Vo : R > cy|z|
entonces:

Z 2mR k HHK T — ) - K(_')||12X|y\~2mR(')HA7B(072m+1R) < C1A~
m=1

Si x = 0, de la Proposicién 2.5 se puede observar que K(z — ) — K(—-) =0
entonces la condicién anterior se cumple trivialmente.

Consideremos ahora z # 0. Seai € Zy consideramos R = 2¢, [, := (—2m+it1 gmtitl)

—F,, Fy,, definidos como antes, entonces |I,,| = 2"7*2. Utilizando la desigualdad
(a +b)P <aP+b Va,beRcon0<p<1 (en este caso tomamos p = 1) se tiene que:

1/2

A [K(z—-) — K(_‘)||l2X|y\~2m+i WX—FmUFm

A7I'm -Avlm
1/2

+ 2mti3

92(m+it2) X—=Fing1UFm 11
Alm

2m+13 2m+z3
< WHX FmUFmHA Im T 2er—hLQHX Fm+1UFm+1HA1m

3

3
- §HX*FmUFmHAJm + §’|X*Fm+1UFm+l HAJm

S 2 |:HX*FmUFmH-A:Im + HX*Fm-&JUFm-FIHAJm] : (26)

Ahora observemos que,

IX=FnuF |41, = inf {A >0: U | / X FmUF’”) < 1}

A>0: — / ()Xpmupmgl}

[T
A>0:,i< m[_FmUFm”g}

(

<

| Lom|

ok
)

IN

AN
|1 N [—F U FLl|
N marsor) )

1

_ L]
A <|Imﬂ[—FmUFm]|>
1 1

_ I m | o om+it2
At <|Imm[—quFm]|> At (|Imm[—quFm]\)
1 1

< _ ,
_1 (gm+it2 _1 ([ gm+it1
A (Z) AT ()

!
A

A>0: >

I
E.
=
—N — N~ —— ——
>
V
o
b
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donde la dltima desigualdad se sigue del hecho de que: I,,N[—F,,UF,,] C [-F,,UF,,]
v |[-Fn UF,]| <2|z| Vm €Ny del hecho que A™! es creciente.
De forma andloga se puede ver que,
1
IX-Fnir0Fm i 4, < w

||

(2.8)

Observemos que las acotaciones anteriores valen siempre que:

) ) ) L)
Al( | ) 0 Al( > 0.
LALE.UE)) 7 ¥ T A = Fos U Byl ) 7

Como para este caso particular, A~1(t) = (log(t + 1))****¢ esto se cumple si y sélo
SI:

| Lo
|1, N [—F, U F

| Im]
| I N [=Fpg U Fp]|

%07

#0 y

y este si y solo si se cumple para todo m € N.
Luego, por (2.7) y (2.8), (2.6) queda como,

gm-+i HHK(x — ) = K(_')Hl2X|y\~2m+i

A’[m S 2 ["X*FmUFmH-AJm + HX*Fm+1UFm+1HA7[mi|

1 1
S 2 A_l om+i+1 + A_l om+i+1
(=) A ()
B 4
= Afl (2m+i+1)
|z
4
< Ty 29
Usando el hecho que A(t) ~ log(t)!*5+¢  tenemos:
S 2t IIK (2 — ) — K (=)l Xjymams L (2.10)

m=1

> 4m

S Z A—l (2m+1)
> 4mF
Z log (2m+1)l+k+6

m=1
— log (2m+1)1+k+e
D ppeL
- k+e k+e
log(2)1+ + — (m + 1)1+ +
4 = 1
. 2.11
— log(2)1+k+e ,mZ:l (m + 1)1+e ( )
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Definiendo C4 := W > m, podemos observar que C4 sélo depende
de k,e. Ademds sabemos que Cy < 0o pues Y~ m <ooVe>0.

Por lo tanto,

Al < Cy.

> 2T ||| Kz — ) = K(=)ll2X|yezmts
m=1

Esto nos dice que, K € Hy 2 con A(t) = eXp(tﬁ)_
O

A continuacién demostraremos el Corolario 1.45 utilizando la Proposicion 2.3.
Este corolario muestra que podemos acotar al conmutador del operador cuadrado por
un operador maximal adecuado.

Demostracion Corolario 1.45. En [8] se probé que el nicleo del operador cuadrado
cumple la condicién L -Hérmander con B(t) = exp(tl%re) — 1, es decir, K € Hg
con B(t) = exp(tﬁe) — 1. Por otro lado, en la proposicién anterior se probd que
K € Hyppy con A(t) = exp(tﬁ) — 1. Por lo tanto, K € Hp 2 N Hy 2. Luego
podemos usar el Teorema 1.44, dado w € Ay, 1 < p < oo, I¢ > 0 tal que:

4 15 f () Puw(a)de = / \TE ()| (2)die < o / (Mg f (2))w(z)dz
<c /R MR F(2) [P ()

Veamos ahora la tltima desigualdad, para eso observemos que si A(t) = exp(t 1+11c+e) -
1, entonces por ejemplo 1.24 A(t) = t(1 + log())'T**¢, que estd acotada por D(t) =
t(1 + log(t))***, por la Observacién 1.28, Mpf es puntualmente equivalente a
Mk+3f.

[

Observacion 2.9. Si A(t) = exp(tlﬁ) — 1, entonces K & Hy 12y pero K € HL 25
Lo primero se observa con cuentas similares a las de la demostracion de la Proposicion

2.3 y utilizando la Observacién 2.6, se puede ver que nos quedaria,

1 > 1
> = 0.
Al = Tog(2)1+k ;1 (m+1) o0

o2 mF ||| K (= ) = K (=)l Xjyjmams
m=1

Por lo tanto, K ¢ H 2. En la Proposicién 2.5 se prueba que K € HL) 12 s POT lo
cual K € HL 2k \ H 12 como habiamos dicho en la introduccion.
Demostracion Proposicion 2./4. Para esta demostracién utilizaremos la Observacion

2.6, entonces K € HL’ZQJC si existen ¢y > 1y Cy > 0 tales que para cada z y
R > c4|z| se tiene:

< 4.

m=1

{Z(zmmnmwm — - Kz<—~>>x|y|~2mR<~>\|A,B(o,2m+1m}

X

Veamos que
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.|.
< 00 :>K€H,4,12,k'

l2

mk
H{‘Ail(QmS) }mEZ
Si consideramos = = 0, (K;(z — ) — K;(—:)) =0 VY € Z, entonces la condicién

se cumple trivialmente.
Consideremos x # 0. Sea R = 2" con i € Z, x tal que |z| < 2, sean I, :=

(—2mti gm+i)y v [ v F,, como antes. Dado [ € Z, tenemos:

Z 2mt mk”(Kl(I —) = Kl(_'))X|y\~2m“ Almyr — 2 lk” ol tit1 X-FRUF ||-A7]l+1
m=1

i 1 1
+ 27 (1 1)kHfoquFl + omiX-Fauno la
1
2044
1

A + 2l71+i<l - 1)]{HWX*FZUFIHA:IZ

X—F_1UF,_4 ||A,Iz—1

+ 2[—2+i(l _ 2)k||

< 2l+ilkH X*FzUFz’

l+i+1

+ 2[—1+i(l o 1)k||

X—F_1UF;_4 | AL

2l+i
e 1
+ 2l o (l - 2)k‘|%X*F171UF171 HA,Ilfl'

Luego, como ||z X-runllan < 2lsmmX-rur llan., ¥
gy <2l X-r_,ur_, L4, tenemos que,

||#X*F171UF171|

> 2" | (Ki(z — ) = Ki(=))Xjyimams]

m=1

A7]m+1

i 1 i 1
<2.2% lk”wX—quFﬂ Ay + 22771~ 1)k|’ﬁX—F171UFl71||A,IZ

1 , 1
4 2l+l(l o 1)k‘

Ql+i+1 A-1 (2l2+‘i+|2> Ql+i A-1 (212+‘“|rl)
I (I —1)*
- A-1 (2l+i+2) T A-1 <2l+i+1>
2| 2|
k
<
>~ _,4*1 <2l+i+l)

— 2l+l+1lk

||
donde la tltima desigualdad se debe a que como A es funcién de Young, A~! es

creciente.
Luego, V |z| < 2, tenemos:

N 20k
KD DELSITEEPES IC) NS PP S {—}
m=1 rezlle Al ( 2] ) ezl
En particular, la desigualdad anterior vale para todo |z| < QZ Como,
21 21+i+1
lz] < = = > 218,

4 ]
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tenemos que:

H{ Z 2m+imk’||(Kl(x — ) — Kl(_‘))Xy|~2m+i||A,Bm+1}
m=1 lEZ

|7 ew).l, e,

Luego, por lo que hemos supuesto por hipotesis, tenemos que K € H AL

[y
S -
2 A-1 (M) ezl

|z

12

—km} < oo Vi€ Z. Sabemos por la
2m8) mez 2

hipétesis que, 3c4 > 1y Cyq > 0talesque VR € Ry Vo : |x|cy < 2! vale que:

Ahora veamos K € HL 2r = H{

< Cy.

12

H { mi:l 2R m" (K =) - Kl(_'))X|y|~2mRHA,Bm+1}

leZ

Sea i € Z, tomando R = 2°, tenemos |z| < 2. Luego,
H{ Z 2m+imk||(Kl(x — .) — Kl(_'))Xy|~2m+i||A,Bm+1}
m=1

ey 1
> H{Ql+ lkH21+i+1X—FlUFzHA,Il+1}

ez 2

lezlli?

G
2 H{ <2l+l+ ) }ZGZ

|z

lQ

{2l+llk‘ 1 }
l+1+i -1 (2”@2) ez

)
12

Mgtz .-

esto vale para todo |z| < 2°. Luego, tomando supremo, tenemos:

Caz  swp { >Rt ) - K= Dxianall oz |
212 |x|<2i 1 lez 2
lk
sup > —_ :
2im2gaf<i 12H{ 2“”1 }leZ & QH{A L2 8>}ZGZ 2

Por lo tanto,

§20A<OO.

l2

lk
H { A1 (2!8) }zez
Demostracion Proposicion 2.5. Sea A(t) = exp(t'™) — 1. Veamos que

).

< 0.
12
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Como A(t) = exp(t*™*) — 1, A7Y(t) = log(t + 1)**1. Observemos que si m = 0,
A7 2m) = A71(1) = log(1 + 1)F = log(2)**! # 0, entonces #;18) = 0. Ademés,
A71(2m8) = log(2m8 + 1)*L > log(2m8)k 1 > log(2m)F .

Entonces tenemos que:

).l - = G ) £, (i)

meZ\{0}

ZZ ( @) ) -2 (1og<;>k+1mﬁ1)2

meZ\{0}

1 1
10g(2)2 Tao(9)2(k+1) Z 5 <00
EZ\{O}

Luego, por la Proposicién 2.4, K € HA 12, con A(t) = exp(tF) — 1.
O

Finalmente podemos demostrar el objetivo de esta secciéon, el Corolario 1.46.

Demostracion Corolario 1.46. Por la Proposicion 2.5 sabemos que K € H; 2N

Hil, 12 con B(t) = exp(t) -1y A(t) = exp(tv%k) — 1. Entonces utilizando el Teorema
2.1, tenemos que:

/R (S ()P () de = / VT ()| () < C / (M f () w(z)d.

Como A(t) = exp(tl%k) —1, A(t) = t(1 + log(t))**. Luego por la Observacién
1.24, M4~ M*2,
Por lo tanto,

/R(Sff( 2)Pw(z)ds < c/ VPw(z)ds < c/ (M52 ()P () dar

3  Generalizacién del Conmutador Operador Cuadrado

Definicién 2.10. Definimos, dado k € NU {0}, Sy f(z) := I T £ ()|l para todo ¢
tal que 1 < g < o0, con Tbk definido como antes, es decir:

Tf(z) = / (b(y) — b)) K (z — )£ (9)dy
_ { [0 = )i - y>f<y>dy} ,

ez
donde K es

1 1
K(Z) = {KZ(Z)}lEZ = {ﬁX(ngl)(Z) — EX(ZZ_I’QI_I)(Z)}Z Z.
S
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Cuando ¢ = 2, S5, f(2) == | T} f («)lli2 = S{ £ (x).
Utilizando el Teorema 2.1, se puede ver que si A(t) = exp(tlﬁ) — 1, entonces
S,’ji .f () satisface la siguiente desigualdad:

/R 18, F(@)Pw(e)dz = / T @) ()da
<o [ Oraf@Putads < e [ (00 @)y u(a)ds,

R

Vp : 1<p<ooyVwe Ay, siempre que [, Sy, f(x)[Pw(x)dr < co.
Esto se debe al hecho que, K € Hil,lq,k para todo g tal que 1 < ¢ < oo, pues
cambiando 2, por ¢, en la Proposicion 2.4 tendriamos que:

f m"
KeH, , o|{—
& Ha H{Almm&}mez

y esto se cumple pues, siguiendo un razonamiento analogo al de la demostracion de
la Proposicion 2.5,

e 1...

Una pregunta que surge ahora es: Si pudimos generalizar para todas las normas ¢,
jse podra generalizar para otras normas?

Un ejemplo de esto, es tomar las normas de Luxemburgo asociadas a funciones de
Young. Definimos Sy f () := | T f(x)||3, con B una funcién de Young y T} como
antes. Adaptando la Proposicion 2.4 tenemos:

t m"
KeH P
©Hase < H{A—1<2m8> }m

Luego, tomando A(t) = exp(tl%k) — 1, por el Teorema 2.1 y utilizando el mismo
razonamiento que en la demostracién de la Proposicion 2.5, si se cumple:

/R 5% o (@) P de = / T ) () de
<e / (Maf(2)Pw(z)de < ¢ / (M**2 f () Pw(z) e

R

< 00,
la

1/q
1 q
Sc(Z (E)) =:(0y, <00 Vg:1<g<oo.

meZ\{0}

14

< 00.
B

=: Oy, < 00,
B

Vp : 1< p < ooy Vw € Ay, siempre que [, [Sf s f(2)[Pw(z)dr < oc.
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Tomando B, (t) = t4(log(t+1))" con 1 < g < oo y r € NU{0} para ¢ > 0, notemos
que esta funcién es continua, convexa, no decreciente, B,,(0) = 0y B,,(t) = oo
cuando t — oo. Luego B, es una funcién de Young.

Por la Observacién 1.29 podemos considerar la norma de Luxemburgo asociada
ala funcion By, ||-||5,.. , en el espacio (Z, ;1) con p la medida de contar. Consideremos
la funcién f(x) =L siz#0y f(0) = 0. Veamos que

1
Il = H{E} »
me

Notemos que para probar lo anterior basta probar que existe algin 0 < A < oo tal

que: | |
f

Suponiendo A > 1, tenemos:

[5(5)a= 2 o(50)= 2 (mn)

< Q.
By,r

meZ\{0} meZ\{0}

Z 1 ql L +1 '
= _— O _—

mx ) % \\mix
mez\{0}

1 1 1 v
< = — log[=+1
=\q Z X Og()\+>

mez\{0}
< Liogey 3 —
— 10
meZ\{0}

1 '

< Elog@) C.

Observemos que 1 log(2)"C' < 1 si y sélo si log(2)"C < M.
En particular, Ay = (log(2)"C + 1)'/? cumple la desigualdad. Luego,

|f|>
/ZB (_Ao dp < 1.
m J mez\{o}

Notemos que si 7 = 0, Byo(t) =7y || - ||z, = | - |lia-

Por lo tanto,

< 00.
By,

£ 115, = ‘




Capitulo 3

Demostraciéon del Teorema Principal

En este capitulo demostraremos el Teorema 2.1, que es el resultado principal que
obtuvimos en este trabajo. Para ello enunciaremos y demostraremos una serie de
lemas previos. Primero enunciaremos algunos resultados conocidos que utilizaremos
para la demostracién del teorema.

Teorema 3.1 (Teorema de extrapolacién). (Ver [4]) Dada una familia F, supongamos
que para algun py, 0 < py < 00, y para todo w € Ay

[ ir@u@a<c [ lir@uds (1€ F.

]Rn

Entonces, para todo 0 < p < oo yw € Ay, se tiene que

[ r@u@ar<c [ lr@utis, (.9 € F

En este trabajo consideraremos como (f,g) = ([|Tf|lx, |f])-

Proposicién (Desigualdad de Jensen). (Ver [7]) Sea f € L'(E) una funcién a valores
reales, 0 < |E| < 0o. Si ¢ es una funcion convexa definida sobre R, entonces

@(%/Ef(x)dm) < %/Ego(f(x))dx

La integral de la derecha estd bien definida, pudiendo valer +oc.

Un ejemplo de una funcién convexa es ¢(t) = t1/9 con 0 < § < 1.

A continuacion enunciaremos la desigualdad de John-Niremberg y algunos de sus
corolarios, que utilizaremos para demostrar el Teorema Principal. Para mayor pre-
cisicién ver [9].

Proposicién (Desigualdad de John-Nirenberg). Para toda f € BMO, para todos los
cubos Q, y todo a > 0 tememos que

{z € Q:1/(@) ~ fol > a}| < elQlexp(~Aa/ | | saro).
con A= (20) "y fqi= & [, IfI

30
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Corolario 3.2. Para todo 0 < p < 00, entonces ewiste una constante finita B, tal
que

1 p 1/p .
10| o g < n .
S‘ép(|@|/Q'f<f’f> o ) < Byallflzuro

Observacién 3. 3 Los siguientes resultados son consecuencias del corolario anterior,
denotamos bp := ‘B‘ S 1b]:

1. Dados b € BMO, una bola B, k € NU{0}, ¢ > 0 y Ci(t) = exp(t'/*), entonces
16 = b5)*|[Lap < (0= b8)*lle,.5 = b= bBll&w 2.5 < ClbIErr0-

2. Para todo 7 >1 ybe BMO, tenemos
|bB - b2]B| < Z |me 1p — b2mB| < 2” Z ||b— meB”Ll 2m B < 2 j”b”BMO

Proposicién (Desigualdad de Fefferman-Stein). (Ver [6]) Para todo 0 < p < oo, y
wE Ay,

M f(z)Pw(x)de < C | M?*f(z)Pw(z)dr,
Rr i

para todas las funciones tales que el lado izquierdo sea finito.

1 Enunciado de Lemas previos

A continuacién enunciaremos unos lemas previos que usaremos en la demostraciéon del
resultado principal. Sean b € BMO y k € NU {0}.

Lema 3.4 (Tipo débil (1,1)). Sea T el OIS asociado al nicleo K = {K;}iez con
K € H, x, entonces T es de tipo débil (1,1).

Lema 3.5 (Desigualdad de Kolmogorov). Sea T un operador a wvalores vectoriales
tal que T es de tipo débil (1,1). Entonces si f es una funcion con soporte en Q con
Q=cQ, Q un cubo, entonces V0 < e <1,

(] ||Tf||3<> AL

Lema 3.6. Sean A, B funciones de Young tales que A~*(t)B~*(t)C,'(t) < t, con
Cr(t) = exp(t'/*) para t > 1. Si T es un operador integral con nicleo K a valores
vectoriales tal que K € H sx N HA,XJW entonces para toda b € BMO, 0 < § <e <1
yk>1,3C=C(d,¢) >0 tal que:

k—1
MF(ITS () < C Y IblpxioMe(T) f) () + Cllbll a0 Maf (@)

J=0

para todo x € R™.
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Observacién 3.7. En [8] fue probado el caso k =0, es decir
MF(ITfllx)(x) = MF (1T fllx)(2) < ClbllEaroMaf (x) = CMaf ().

para todo x € R™,

2 Demostracion de los Resultados Enunciados

Demostracion Teorema 2.1. Por extrapolacién, basta probar el resultado para algin
po fijo, 1 < pg < o0.

Primero supongamos w,b € L*: Procedemos por induccién fuerte.

Por homogeneidad, podemos suponer que ||b|[ga0 = 1. Para cualquier b € BMO
podemos escribir b = TTemg” 0]l sazo v en este caso T f(z) = ||b||BMOka( ).

Si k = 0 entonces Ty = T. Como K € HL,X,O = HL}X, el resultado probado en [§]
implica que 7' esta controlado por M j.
Ahora, asumimos que el resultado vale para todo 0 < j < k — 1 y veamos el caso k.
Fijando A y B funciones de Young tal que A-'()B-1(t)C, '(t) <ty K € H;;,X N
HL7X7k. Sea f € L y sin perdida de generalidad, podemos asumir ||M zf||Lro (w),
13 1l 1| 2o oy < 00
Sea w € A, entonces 37 > 1 (podemos tomar r > py) tal que w € A,. Observemos
que V0 < § < po/r <1, tenemos 7 < po/0 y w € Apy /5.

Veamos que || Ms(||TF 1| x)]] o w) < 0.

1/6
IMs(I T £l 2oy = 1M (ITY fllx)HLQo/zs w < CUIT fllx 2oy < oo

Luego podemos aplicar la desigualdad de Fefferman-Stein.
Ahora, utilizando Fefferman-Stein y el Lema 3.6, Ve : § < e < 1 tenemos

T Fllx ooy < M5 T Fllx) ooy < IME T Fll) o0 )
k—1

< O IMT Al zro )y + CIMaS [y

=0
Como § < po/r < 1, elegimos € > 0 tal que § < € < py/r < 1y entonces w € Ay,
1/e
IMT 113 2oy = ||M(||ij||x)|\L/pO/e w < CINT fllxl 2oy
Notemos que para 0 < j <k —1y Vt > e tenemos
AT OBTHC T (1) = AT (BTG (1) log(t) T < t,

entonces K € H;iX N HLXk C H;iX N HL,X,j‘ Entonces por la hipotesis inductiva,
VO<j<k-1,

1M £l 2oy < CINTY Fllxlzrowy < CIMafl|zoo ),
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probando que el termino del medio es finito.
Luego tenemos que ||[| T f | x|l zro ) < ClIMaf || Lro (uw)-

Veamos ahora que ||[|T7 f||x || zrow) < 00 V0 < j <k — 1.

Como w € L™, basta ver que ||||T} f||x|lzro < 0o Como po > 1y K € Hy x se
sigue que T" es un operador de Calderén-Zygmund a valores vectoriales y esta acotado
en LP°. Entonces, como f € L2°

< Ol fllzm < 0.
Lro

> Cig VTR )

=0

T3 Fllx e <

Luego, sacando la suposicién de ||b]|gypo = 1, tenemos:
TS Fllxllzro) < ClBIE O Mafllm) Vb€ L® we A L,
con C' = C(w,po, k,T).

Ahora sé6lo suponemos w € L*:

si b(z) < —N,
Sea b€ BMO y N € N, definimos by(z b(:c si — N <b(z) <N,
N si N <b(z).
Se puede probar que [bx(z) —by(y)| < [(z) — b)), llow a0 < 2bllao ¥ by € L.

Luego,

k
T3 fllx N eowy < CllowllEuro | Mafl e w)
k
< CIbll ErrollM A || zro (w), (3.12)

con C' que no depende del N.

Como f € L&°
Ademads, como T es acotado en L7 implica que T((bN)mf)N—> T(™f)en L% conq > 1.
—00

c )

se sigue que para 0 < m < k, (bN)mfN—> b™f en L con ¢ > 1.
—00

Luego pasando a una subsucesion la convergencia es p.p.xz € R™ y usando el hecho de
que

k
=) Crsbn (@) T (bn™ f)(2),
m=0
obtenemos que
TfNjf(a:)]_)—oszf(x) p.p.x € R".
Luego por el lema de Fatou tenemos:
T sl = [ TR 0@ = [l 1T, f@)Ru()ds

< liminf/ 1Ty, f(2)|Rw(z)dr con w e L™,
j=oo Jpn J
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Finalmente, usando (3.12), tenemos que:

T £ Nl oo ) < lim inf T3, £ @) xl 2oy
< ClBI o Maf oy, con w e L. (3.13)
Por 1ltimo, veamos el caso general: Sean b € BMO y w € An.

Dado w € A, para cualquier N € N definimos wy := min{w, N}. Se puede probar
que wy € Ay N L™, Luego, vale 3.13 con wy, es decir,

k
Ty Fllx oo wny < ClBIER0 I Maf 270 -

Si consideramos la sucesién {wy } yen, se puede observar que esta sucesion es cre-
ciente y wy — w. Luego, usando el Teorema de Convergencia Monétona, concluimos
que:

k
T Fllxlrow) < CIBIE I MAf ey, ¥ w € Ax.

Por lo tanto, por el Teorema de Extrapolacion,

k
T fllx ey < ClbIE O IMafllLrw), V0 <p<oo,we Ax.

2.1 Demostracion de los lemas

Los Lemas 3.4 y 3.5 son clasicos en la literatura y las demostraciones para el caso
en que T toma valores en el cuerpo, aparecen en [9]. La demostracién cuando T" toma
valores vectoriales aparece en [8]. A continuacién demostraremos el Lema 3.6.

Demostracion Lema 5.6. Consideramos K € HLT;’X N HL’X’k y k € N. Tenemos que
para todo A constante:

Ty f(z) = T((A = b)*f)(x) + Z_: Crm(b(@) = N T f (). (3.14)

Dado z € R", sean B una bola tal que z € B, B := 2B y ¢ := centro de B.
Escribimos f = fi+fs con f1 := fx 5y tomamos a := ||T(bz—b)* f2(cs)||x. Utilizando
3.14 y tomando A = bz = ﬁ [z,
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1 5 s 1/5
(5 [zl - 1aiay) < (o [ 1mE sl - atay)
1 1/5
< (k7 [ I @) T~ e

= (%/ HTbkf(y) —T(bg — b)kf2(CB)||§(dy) "

(|B| / ||chm )= bg)* T () + T(b5 = 1))
1/5
- T(b - b)kfz)(cB)H?(dy)
1/6
ZC’W<|B| JCORS e

) <'§' J - b>’ff1><y>||§(dy) )

L \k B ok . 5 1/6
+ (g [ 1T = 0200) ~ 700y~ 0 lew ]
= C[I + 11+ III].

Veamos I: Como 0 < ¢ < € < 1, por la desigualdad de Hélder con ¢ :=¢€/6 > 1

I—ZO 5 160 = b)) B
k,m |B| b f (W)l dy

1/6
- Z ck,m(E | b - bgl(’“‘m)‘5||T£"f(y)l|§<dy)

(k—m)é ol 1 5 H/oa
_|(k—m)dq’ - m q
_chm(‘B, [ ) = vty (i)

<c Z CrmlIbll 5270 M (1T fllx) (),

m=0

donde la ultima desigualdad, se deduce de la Observacion 3.3.

Veamos I1: Por el Lema 3.4, T es de tipo débil (1,1), luego podemos usar el
Lema 3.5. Ademas usaremos que Hg C H; y la desigualdad de Holder generalizada.
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11— <‘B’/||T b )y >||Xdy)1/ <cx /!b ) FL) () dy

< Cll(bg = b)* fills.5 < Cll(bs — b)" ||C_k,B||f||A,B
< ClblsaoMaf (@),

donde en la tdltima desigualdad se utiliza la Observacién 3.3.

Veamos [1I: Por la desigualdad de Jensen y el hecho de que || - || x es creciente y
cumple la condicion del médulo.

1
1< o / 1T (b5 — B £2) () — T((bs — B ) (c5) | xdly

_1/
1Bl /5
1/
S_
1Bl J5
1/
S_
1Bl J5

dy
X

{/c”(l(y — 2) = Ki(ep — 2)) (b b(Z))kf(z)dz}

{ }

{180~ 2) = Kiten - b, - o)Vl |

dy
X

dy.
X

[ iy = 2) = Kalen — 2)(bg ~ b)) Fe)iz

Trabajemos ahora con [ |Ki(y — z) — Ki(cg — 2)|[bg — b(2)|*| f(2)|d=.
Bec

Para j > 1,sea S; := 2*'B\2/B y B; := 27! B. Luego, B® = U S; y observemos

j=1

que los {S;} son disjuntos 2 a 2. Considerando R := radio de B, tenemos que,

- |[Kiy — 2) — Ki(cs = 2)llbg — b(2)|*[ f (2)]d=

< Z / 1b(z) = bl 1Ky — ) — Kilen = 2)|1£(2)ldz

< Z/B b(2) — by, |"|Ki(y — 2) — Ki(cp — 2)||f(2)|xs;d=

+) [ Ibs, = bal*IKi(y — 2) — Ki(cs — 2)[|f(2)|xs,d2
j=1"DBi

< 3R fg [ W) = iy =) = Kilen = M1/ (s

n CZ (2 R)" k”bHBMO / |Ki(y — 2) — Ki(cg — 2)||f(2)|xs;dz

1Bl

= C[IV + V],
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donde la ultima desigualdad es por la Observacion 3.3.

Utilizando la desigualdad de Holder generalizada para funciones de Young,

vV = ;(ijiﬁ"ﬁ /Bj [0(2) = b, |*|Ki(y — 2) — Ki(es — 2)[1f(2)|xs,dz

[e.9]

<Y (@R —bs,) lleys 1 fLas I (Kily — ) — Kiles = )xs, 5.5,

j=1

< clbllEaroMaf(x) Y (2 R)"(Kily — ) = Kiles — )xs,|ls,5,-
7=1

v =S @ryHBvo [, ) Kiep — 21152 Ixs dz
= 1Bi| /s,

< cllbllfao Y@ R)"FI(Kily — ) — Kiles —))xs,llag, | fll.as,

Jj=1

< cllbllaoMaf(@) Y (2R)"FI(Kily =) = Kiles = ))xs, |4z,
7j=1
Luego,

s o / H{cnanMoMAf VS @Ry — ) — Kilen — Vs, 5.5
J=1

+CHb”BMOMAf Z QJR || (Ki(y — ) — Ki(ep — '))XSjHA,Bj} dy
j=1 X
< EHbH’éMoMAf(x)—/ [HZ(ZJR)”H(KZ(y — ) = Ki(es — ))xs, |85,
|B| B j=1 X
o @Ryt ) - Kiten — s La,| |as
Jj=1 X

1
< ClbluoMal @) [ dy = ClbluoMar@)
donde en la ultima desigualdad se utiliza el hecho que K € H ZT;’ x N HL, Xk

Por lo tanto,

k—1

1 1/6 .
(i [T = lalay) < € Gl M7 )0
m=0

+ ClbllgaoMaf (@)-






Capitulo 4

Conclusion

Primero se plantearon las condiciones introducidas por los autores Lorente, Martell,
Riveros y de la Torre, en [11], que tiene que cumplir un nicleo K asociado a un Con-
mutador de Operador Integral Singular a valores vectoriales, para que este acotado
por una clase de operador maximal: el operador M z con A funcién de Young. Estas
son las condiciones LA**-Hormander con k& € N U {0}. Luego se mencionaron la
condicién Lf’X—Hérmander, introducidas por la autora Gallo en [8], que es un poco
més débil que la condicién LAX0-Hormander.

Luego se logro definir una nueva condicion: llamada LA Hérmander con k €
N U {0}, que resulta ser un poco més débil que la condicién LA¥*-Hoérmander con

k € NU{0} y es una generalizacién de la condicién Lf’X—Hérmander.

Con esta nueva definicién se pudieron probar resultados para operadores asociados
a nucleos K € HL v (Teorema 2.1), similares a los ya conocidos para nicleos que

satisfacen la condicién LAF_Hormander.

Este teorema nos permitié demostrar una acotacion conocida para el Conmutador
del Operador Cuadrado, S¥, ver [13], que mejora la cota probada con los resultados
ya conocidos para niicleos que satisfacen la condicién LAX*-Hormander.

En realidad, nos permitié extender acotacién conocida a una familia de operadores
cuyo nucleo cumpla la condicién Lf’X’k—Hérmander.

Mas precisamente, dado & € N U {0}, si B(t) = exp(t) — 1y A(t) = exp(tv%k).
Sea T un operador integral singular tal que su nticleo asociado K € H Zg’ x N Hil, Kok
entonces existe ¢ > 0 tal que:

[ e ta@d < [ (af@rude <c [ 0502 @) o

n n

siempre que [o, |77 f(z)|[fw(z)dz < oo.

Un ejemplo de que esta familia no es vacia es el Conmutador del Operador Cuadrado,
se demostré en detalle que pertenece a la familia y cumple la desigualdad anterior.
Luego se generalizé la definicion del este operador a una familia de operadores S,’j B
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con B funcion de Young, que cumple una cierta propiedad de convergencia, esta es:

&
m J mez\{o}

Para estos operadores SF, se generalizé el resultado obtenido para el SF como
sigue:

=: OAB < 0.
B

[ ISkt @puds <c [ (g@pre@is < e [ 0r e pe)rue)ds,
R R R
siempre que [, [SFf(2)[Pw(z)dz < cc.

También se planted una interrogante que no pudimos contestar, esta es:

Se puede obtener una acotacién para el conmutador del operador cuadrado, S¥ del
tipo:

/ 18 f(2) Peo(e)de = / |7 £ (o) Bl de < c / (MM f (@) de,
R R R
Este interrogante contintia siendo un problema abierto.

Propuestas para seguir investigando
Alguna propuesta para continuar investigando en un futuro trabajo es la siguiente.

En [1], Bernardis, Dalmasso y Pradolini, probaron resultados similares a los proba-
dos en [11], trabajando en los espacios de Lebesgue variables, LP()(R™).

Definicién 4.1. Sea P(R") := {p: R"” — [1,00) : p es una funcién medible}.
Dada p € P(R™) y £ C R" medible, definimos py := essi%f p(z) y p}, := esssup p(z),
z€ z€E

ademds denotamos p~ = pg. ¥ pT = Dt
Definimos P*(R™) = {p € P(R") : p* < o0}.

Dado p € P*(R"), decimos que una funcién medible f pertenece a LP()(R") si

para algin A > 0,
p(x)

En este caso definimos la norma en LP®)(R™) como

T p(x)
||f||p<.>:—inf{x>o:/n('fg”) dxél}.

Se puede probar que (LPC)(R™), || - [|,()) es un espacio de Banach.
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Definicién 4.2. Decimos que p € P°8(R") (o p € LH(R")) si p € P*(R") y satisface
las siguientes condiciones:

O n
p(z) = p(y)| < Ry Y Va,y € R, (4.15)
y
Ip(z) — p(y)| < Tog(e 1 2]) Yyl > |zl (4.16)

Definicién 4.3. Dada p € P*(R™) decimos que un peso w € A, si existe una
constante C' > 0 tal que para toda bola B, vale

lwxsllpollw™ xallme < CIBI.

Definicién 4.4. Dado 1 < ¢ < co. Decimos que una funcién de Young 7 satisface la
condicién B, si existe una constante positiva c¢ tal que

Lt ¢
Teorema 4.5. Dada p € P*(R"), 1 < 3 <p~. Sean A y B funciones de Young tales
que A7 (t)B71(t)(logt)* <t parat >ty > 1, k e NU{0} y A € B,, para todo p > f3.

Sean b € BMO y T el conmutador de orden k del operador integral singular T con
nicleo K € Hg N Hy . St w? € Ay, entonces existe una constante C' > 0 tal que:
5

T flloey < Cliblacollw s llpe), (4.17)

para toda f € L°, siempre que el lado izquierdo sea finito.

c

Una propuesta para continuar este trabajo es intentar adaptar este trabajo para el
caso de los espacios de Lebesgue variables. Es decir, buscar una condicion para nicleos
de operadores integrales singulares. De esta forma, se obtendria un resultado similar
al Teorema 4.5 para nicleos que satisfacen la nueva condicion y como corolario de
este, siguiente desigualdad:

/R | f ()PP w(x)de < ¢ / (M2 f(2))P@w(z)dz.

R
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