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RESUMEN:

El principio de Calderén-Zygmund “asegura” que toda integral singular esta
acotada en normas LP(w), con w un cierto peso, por un operador maximal
apropiado. Para integrales singulares de Calderén-Zygmund (con nucleo
satisfaciendo la condicién de Lipschitz) este es el resultado clasico de
Coifman: el operador que controla en normas p’s es la maximal de Hardy-
Littlewood. Para integrales singulares con nucleo no tan suave, por ejemplo
con nucleo en H,, el operador maximal que controla es M., que resulta mayor
que el de Hardy-Littlewood.

En este trabajo se definen condiciones que debe satisfacer un nucleo K de una

integral singular a valores vectoriales, es decir cuando KE H'ax y a partir de
esta condicidén se prueba que el operador maximal que controla en normas p
‘s es el My. Como aplicacion de este resultado estudiamos el operador
cuadrado.
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Introduccién

Consideremos T una aplicacién definida de un K-espacio vectorial A en otro
K-espacio vectorial B, donde K es R o C. En este trabajo consideraremos A y B
espacios vectoriales normados, cuyos elementos son funciones definidas en R”.

En el caso particular en que K = R una aplicacién T : A — B se dice sublineal
si satisface:

T(er +s)(x) < [e|T(r)(x) + T(s)(x),

para todo ¢ € R, para todo r,s € A y para todo x € R™.

Un operador T sera una aplicacion lineal o sublineal de A en B, segtn el caso.

Surge entonces una pregunta que es muy recurrente en el analisis: jcuando un
operador T es acotado? En lo que sigue intentaremos responder esta inquietud para
cierto tipo de operadores.

Consideraremos operadores de la forma:

T:LPR") —{g:R"—> X}, 1<p<x

con (X =KZ || - ||x) espacio de Banach.

En particular nos dedicaremos a los Operadores Integrales Singulares (OIS), los
cuales vienen dados por el valor principal (v.p.) de la convolucién con una funcién
K que toma valores en K? y tiene a lo sumo una singularidad en el origen, es decir
T sera de la forma:

Tf(@)=vp. [ K@ —y)fy)dy
~{op [ Koo —u)sway}

A la funcién K asociada al operador T la llamaremos ntcleo.

Estudiaremos las condiciones que debe cumplir el nticleo K para que el operador
T esté acotado por composiciones de un cierto operador M llamado Maximal de
Hardy-Littlewood, o por operadores que surgen de generalizar este operador maxi-
mal.

nel

Algunos Resultados Conocidos...

Dada K una funcién definida de R” en R decimos que K satisface la condicién
de Lipschitz (diremos K € HZ) si: existen o > 0y C' > 0 tales que:

]

|K(z —y) = K(-y)| < C

e cada vez que |y| > 2|z]|.

3



4 INTRODUCCION

Sea T un operador integral singular, donde el nticleo K tiene transformada de
Fourier acotada y satisface la condicién de Lipschitz. Un resultado clasico de Coifman
[2], afirma que para este tipo de operador T', vale:

para todo 0 < p < 0o y w € A, existe una constante C' > 0 tal que:

/Rn Tf(z)fPw(z)de < C /R (M f(@)yw(z)de, (1)

para toda f tal que el lado izquierdo sea finito, donde M f es la funcion maximal de
Hardy-Littlewood asociada a f. Definiremos qué quiere decir w € A, mas adelante,
en el desarrollo de este trabajo.

Posteriormente Martell, Pérez y Trujillo en [I0] probaron que la desigualdad (1)
falla si el nicleo K satisface, en vez de la condicién de Lipschitz, una condicién mas
débil llamada condicién de Hormander definida como sigue:

sup /|y>2|x| |K(x —y) — K(—y)|dy < 0. (Hy)

zeR™

Ademés prueban que (1) falla cuando el ntcleo K satisface cierta condicién inter-
media entre HY y H;. Estas son las condiciones L"-Hérmander que se definen a
continuacion:

Definicién H, : Sea 1 < r < oo, decimos que el nicleo K satisface la condicion
L"—Hormander si existen nimeros ¢, > 1y C, > 0 tales que para todo z € R" y
R > ¢, |z

1

SR (G oo K~ 1) = Kl ) < €

m=1

si 7 < 00, (en tal caso se dice que K € H,), y

> (2"R)"  sup |K(z —y) — K(-y)| < Cx,
m=1 2m R<|y|<2m+1R

si r = 0o (en tal caso se dice que K € Hy,).

Observemos que estas clases satisfacen las siguientes inclusiones:
H,CH.CH,CH, 1<s<r.
En [12] se prueba el siguiente teorema:

Teorema[12]: Sea 1 < r < oo. Supongamos que el operador T estd acotado en
algun LP°, con 1 < py < 00, y que el nicleo K € H,, entonces para todo p con
0<p< oo ywe Ay existe una constante C > 0 tal que:

/Rn Tf(z)["w(e)de < C /R (M f(2)) w(w) de,

siembre que el lado izquierdo sea finito.
1
%

>

Se ve, ademaés, que el operador maximal M, definido por M, f(z) = (M| f|*(x))
M f(x) para todo t > 1.

Nos preguntamos entonces:



ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS... 5

. Qué sucede entre H,, y la interseccion de todas las H,, 1 <r < oco?

Mas precisamente: ;jhabra algin nucleo que esté en H, para todo r > 1 y no
pertenezca a H..?7

Para tal nicleo , si existe alguno, el mejor resultado conocido hasta ese momento
es la desigualdad esperada:

LT @0 de < C [ (Mf @) w@) e, (2)

para 1 < t.

Ahora, como ese niicleo no esta en H,, no podemos afirmar que se cumpla:

/Rn T f(z)Pw(x)de < C/Rn (M f(2))? w(z) dx.

Esto, de todas manera, no excluye que el operador satisfaga una desigualdad del
tipo:

LT @Pw@) de <C [ (Maf@) w(z)dz, ()

donde My es algin operador maximal tal que M f(z) < Muf(xz) < M,f(z) para
toda funciéon f y todo t > 1.

En [8] se prueba que el Operador Cuadrado S definido para toda f con dominio
en R por la siguiente féormula:

NG

neL

Sf(x) = (Z | Anf () — An—lf(x)|2) :

donde
1

a+2n
Anf(@) = 5or [ Py,

es un ejemplo que satisface (2) para todo ¢ > 1 y en ese articulo se encuentra un
operador adecuado M4 més pequeno que M, para todo t > 1 para el cual vale (3).

Con el fin de estudiar estas desigualdades primero introduciremos conceptos
necesarios tales como: espacios de Banach, Maximal de Hardy-Littelwood, pesos,
funciones de Young y normas Luxemburgo y algunas nociones de operadores acota-
dos.

Luego definiremos una nueva condicién para el ntucleo K (K € HL} ) que nos permi-
tird deducir resultados similares a los conocidos pero mediante los cuales se puedan
mejorar las cotas obtenidas para algunos ejemplos particulares.

Finalmente analizaremos detalladamente el operador .S y compararemos la acotacion
obtenida con las propuestas en otros articulos.






Capitulo 1

Preliminares

1. Espacios de Banach y Operadores Acotados

Definicién 1.1. Dado X espacio vectorial sobre R o C, una norma sobre X es
una funcién ||.||x : X — R que satisface:
L lyllx 20y |lyllx =0 siysolosi y=0

2. |leyllx = lelllyll
3. Iz 4+ ylle < llzllx + [l

Esta norma induce una métrica d(y, z) = ||y — z|[x y llamamos al par (X, [[.||x)
espacio normado.

Definicién 1.2. Un Espacio de Banach es un par (X, ||.|x) normado cuya
métrica inducida es completa.

Ejemplo 1.3. Espacios de Banach:

L LP(R™) == {f : R" = R [gu [f|P < 00} con [[f[lx = (Jgn [fIP)? == [|fllp,
para 1 < p < o0.

2. L>®(R"™):={ f:R"—=R: supess,cpn |f(z)| < 00}, con ||f\|x:supess]fl(x)\:]|f]|oo.

3. LP(R™) := {(xi)iez * Xiez |zilP < oo}, con [[(zi)llx = (i lzilP)? = [[(xi)llp,
para 1 < p < oo.

4. 2(R") = {(73)iez : SuP;ez |Ti| < 00}, con |[(z:)||x = sup; |zi| := [[(zi)]|oo

1.1. Algunas Nociones de Operadores Acotados.

De aqui en mas el espacio X serd K?, es decir el espacio vectorial de las sucesiones.
||.||x serd alguna norma definida en el espacio de sucesiones X, por ejemplo las
normas p, con 1 < p < 0o, o la norma Luxemburgo dada por alguna funcién de
Young con la cual (X, || -||x) es un espacio de Banach. Ademés @ serd un cubo en
R™ y ¢ una constante positiva que cambia renglén a renglon.

A continuacién se presentaran dos definiciones de operadores acotados.

Definicién 1.4. Sean 1 < p < o0, 1 < g < 0o, y T un operador definido de
LP(R™) en el espacio de las funciones definidas en R™ que toman valores en el espacio
de Banach (X, |].||x), entonces:

» T se dice de tipo fuerte (p,q) si y sdlo si, existe ¢>0 tal que,

T Fllxllg < el fllp,
para toda f € LP(R").
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» T se dice de tipo débil (p,q) siy solo si, existe ¢>0 tal que,

o Tl o < o Ml

para toda f € LP(R™).
En el caso particular de un operador T': LP(R™) — L4(R™), es decir X =R o
X = C tenemos que para toda f € LP(R"):
T es de tipo fuerte (p,q) si y slo si, existe ¢ > 0 tal que, [|[Tf|l, < c[|f]l, ¥
T es de tipo débil (p,q) si y solo si, existe ¢ > 0 tal que, [{x:|Tf(z)| > t}| <

(i

Observacién 1.5. Se prueba que si un operador es de tipo fuerte (p, ¢) entonces
es de tipo débil (p,q). Para hacer la prueba sélo hay que usar la desigualdad de
Tchebycheft.

2. Operadores Maximales y la Clase de Pesos de Muckenhoupt

A continuacién se define un caso particular de un operador sublineal:
Dada f € L},.(R") y x € R", definimos:

loc

1
wm;g@%mww

A M se lo denomina el operador Maximal de Hardy-Littelwood, y es una
herramienta muy 1til dentro del anélisis arménico.

Observacion 1.6. El operador M satisface las siguientes propiedades:

1. M es sublineal.

2. M es semicontinua inferiormente.

3. f(x) < Mf(x), para casi todo x € R ( por el Teorema de diferenciacién de
Lebesgue).

4. M es de tipo fuerte (oo, 00) para toda f € L>(R™) ( esto se prueba trivial-
mente).

5. M es de tipo débil (1,1) para toda f € L'(R")( para este inciso hay que usar
algiin lema de cubrimiento).

6. M es de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < co. Esta afirmacién se dedu-
ce usando el Teorema de Interpolacion de Marzinkiewicz y los dos incisos
anteriores.

Para mas informacién ver [3] y [4].

Al operador M se lo generaliza a una familia de operadores M, como se muestra
a continuacion:
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Definicién 1.7. Dada f € L}, (R") y r > 0 definimos

R e W A )

Observar que si 1 < r < oo, por la desigualdad de Holder, se tiene que M f(z) <
M, f(x).

Antes de definir el Gltimo operador maximal, el operador M¥, definamos que serd
para nosotros una funciéon peso w.

Definicién 1.8. Dada una funcién w, diremos que es un peso si w es positiva
y localmente integrable.

Definicién 1.9. Dado w peso diremos que:

= w es un peso de la clase A,, 1 < p < oo, si para todo cubo @,

(11 o) (i o) =

con (), independiente de Q.
= w es un peso de la clase A; si

Muw(z) < Crw(x) p.p.x € R",

con (] independiente de z.
Definimos ademds la clase Ay, como Ay = U,>1 Ap.

Se prueba que:

Teorema 1.10. Dada w una funcion positiva localmente integrable en R™ y M
la funcion mazimal de Hardy-Littlewood, entonces son equivalentes:

» w es un peso de la clase A, con 1 < p < oo.
» M es de tipo débil débil (p,p) en medida w(x)dx.

Si consideramos p > 1 son equivalentes:

= w es un peso de la clase A, con 1 < p < oo.
» M es de tipo fuerte (p,p) en medida w(zx)dz .

Observaciéon 1.11. Si K es el nicleo de un operador integral singular con K €
H,conr>1,ywé€ Ay, la desigualdad (2) nos dice:

/Rn T f () Pw(z) do < C/Rn (M, ()" () d.

Observemos que resulta ' > 1.
Ademds w € A, implica que w € A, para algin py > 1. Sea p tal que & = py,
entonces la desigualdad se puede continuar (por el teorema anterior) como sigue:

¢ [ Ot f@)yute)de = [ @) w(e)de
<O [ (17 @ula)da

= [ 1P @u(c)da
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Concluimos que T es de tipo fuerte (p,p) en medida w(z)dz para p = por’.

Consideremos ahora el caso en que K es el nicleo de un operador integral con
K eny>1H, y w € Ay, entonces la desigualdad anterior se sigue con p = pyr’ para
todo 7’ > 1.

Concluimos que T es de tipo fuerte (p,p) en medida w(z)dz para todo p > pg
con py tal que w € A4,,.

Definicién 1.12. Dada f € L}, .(R"), definimos el Operador Sharp como sigue:
M? f(x) = sup inf

loc
o1 [ 1)~ ald
eraeR ’Q| Q y Y

Este operador esta controlado puntualmente por un miultiplo de la maximal de
Hardy-Littlewood, més concretamente, M*f(x) < 2M f(x).
El siguiente teorema nos da la otra desigualdad pero en normas p’s (ver [5]) .

Teorema 1.13 (Teorema Sharp). Sea w € A, 0 < p < 0o. Existe ¢ > 0 tal que:

[ofre < e [
R” R

siempre que el lado izquierdo sea finito.

3. Funciones de Young y Normas Luxemburgo

Una funcién B : [0,00) — [0, 00) es una Funcién de Young si B es continua,
convexa, no decreciente, satisface B(0) =0y B(t) — oo cuando t — oc.

Se define la norma Luxemburgo de una funciéon f inducida por una tal B
funcién de Young de la siguiente manera:

Iy = (> 0: [ 5 () <.
R
El promedio de la norma Luxemburgo de f en el cubo ) viene dado por:

1
Il =fr > 0: 125 [ B ('J;') <1y

Se denota por B a la funcién de Young complementaria a B que satisface la
siguiente desigualdad de Holder generalizada:

1/
=1 | gl < fllsq l9lze-
0] QI | <Iflise ll9lze

If]
A

Para f € L},.(R") se define el operador Maximal asociado a la funcién de Young
B como:

Mpf(z) = sup || f[| ,q-
Q>3x

Ejemplo 1.14.
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1. B(t) =t?, 1 < p < oo, B(t) =" con %%— z% =1con ||f||g = ||fll, ¥ por lo
tanto Mpf(x) = M, f(x).
2. Si B(t) = exp (tﬁ) —1cone >0, entonces B =t (1+log(t))".

Observacion 1.15. Si k € N, se puede probar que el operador My (i jo4r)% €8
puntualmente equivalente a (k+1) veces iteraciones del operador M, es decir, a

Mo---oM= M
—_—
k+1
M4s atn se tiene:

Mf(l‘) Sc ML(logL)kf('r> Sc Mrf('r)’ vk > 0, r>1

Para mas detalles ver [1] y [11].

Observacién 1.16. Dada una funcién de Young A y (€, 3, 1) un espacio de
medida se puede generalizar la norma Luxemburgo de funciones definidas en {2 que
se encuentran en un espacio denotado por L, definido como sigue:

Ly:= U0<a<ooSA,a7 con SA,a = {f : fQ A(’.ﬂ)dlu’ < CL}.

Se prueba que:

1fll4a = i0f{o >0 /QA('J;') du < a)

define una norma completa en L, para todo a € [0,00). Méas ain todas las normas
|| - || 4.« sOn equivalentes para todo a.

En particular si consideramos €2 = Z, du la medida de contar, entonces queda
definida una familia de normas Luxemburgo en K asociadas a la funcién de Young
A (definiendo como ||f||aq =00 si f & L4). A Denotaremos a || - ||a,, como || - ||a
para todo a. De esta manera, (z,|| - ||4) resulta espacio de Banach. ( Ver [14] .)

4. Operadores Integrales Singulares (OIS)

En esta seccién definiremos un caso particular de operador a valores vectoriales:
los Operadores Integrales Singulares (OIS). Para ello comencemos definiendo algunas
condiciones de tipo Héormander.

La siguiente definicién fue dada en el trabajo [8]. Ahi los autores generalizan la
clasica condiciéon de Hormander o de Dini.

Definicién 1.17. Sea K una funcién a valores vectoriales y A una funciéon de
Young, entonces:

1. K satisface la condicién LAX-Hérmander si existen ¢4 > 1y C4 > 0 tales
que para cada x y R > calz| se tiene:

2 @R Kz =) = K(=)llx Xzna<yi<zn1ry () apo2mr) < Ca.

m=1
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6, equivalentemente, dado zo € R", K satisface la condiciéon L4*-Hérmander
centrada en xg si existen ¢y > 1y Cy > 0 tales que para cada x y R >
calr — xo| se tiene:

> @R IE((x = z0) =) = K(=)llx Xq2mRaty—so <2ty () 4,B@o2mr1R) < Ca.

m=1

Si K satisface la condiciéon LA*-Hoérmander se dice que K € H AX-

2. K satisface la condicién L**-Hoérmander si existen y C, > 0 tal que :

2 @"R)"  sup  [|[K(z—y) = K(=y)llx < Cw.
m=1 2m R<|y|<2am+1R

Si K satisface la condicién L**-Hormander se dice que K € Hy x.
3. K € H, x si existe C' > 0 tal que:

sup [ | K(z—y) ~ K(=y)ldy < C ¥y € R" {0},
ly[>2||

reR™

Observaciéon 1.18. Para probar que la dos condiciones en 1. son equivalentes
s6lo hay que realizar el cambio de variable T =2 — xg y ¥ = y — x9 en la definicion
de norma de Young de ||K((x — z¢) — ) — K(—-)||x X{omr<|y—z0|<2m+1r}()-

Observacién 1.19. Destaquemos aca como son estas clases. Si A es una funciéon
de Young, usando la desigualdad de Holder, tenemos:
1. HA,X C HLX'
2. Ademas si A(t) =" y si denotamos H, x = H, x, entonces
Hox CH,,x CH, x CHx,
para todo 1 < r; < ry < 00.

Definiremos ahora un Operador Integral Singular (OIS) a valores vectoria-
les.

Definicién 1.20. Consideremos una funciéon K a valores vectoriales, K(y) =
(Ko (y))nez, Kn € Li,.(R"/{0}). Definimos:

loc

Tf():=vp. [ Kz —y)fy)dy = {vp.(Kn*[)(@)}nez

— {v.p- </]Rn Ku(z — y)f<y)dy) }nEZ '

El operador T serd un operador integral singular (OIS) si es fuerte (po, po), para
algin py > 1, y el nicleo K = {K,, },ez € H1 x .

Observacién 1.21. Las dos hipétesis pedidas al operador T implican que el
operador es de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < oo. En efecto: supongamos
que el operador T es de tipo fuerte (pg,po) para algin 1 < py < oo. Usando la
cldsica descomposiciéon de Calderén-Zygmund (ver Capitulo 3) dada f € L'(R"), la
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podemos descomponer en dos funciones: una buena g, y otra mala b. Para poder
probar el tipo débil (1, 1), aplicamos el operador a g y a b. Para g usamos que el
operador es tipo fuerte (pg,po) y para b usamos el hecho de que K € H; x. Luego,
por interpolacién, obtenemos que el operador es de tipo fuerte (p,p) para todo
1 < p < po. Por un argumento de dualidad, ( 7" es un operador de convolucién dado
por el nicleo K por lo tanto autoadjunto) obtenemos que el operador es de tipo
fuerte (p, p), para todo py < p < oc.

Como mencionamos en la introduccion, el principio de Calderén-Zygmund “ase-
gura® que toda integral singular estd acotada en normas LP(w), w € A, por un
operador maximal apropiado. Para integrales singulares de Calderén-Zygmund (con
nucleo satisfaciendo la condicién de Lipschitz) este es el resultado clasico de Coifman
[2]: el operador que controla en norma es el de Hardy-Littlewood. Para integrales
singulares con nucleo no tan suave, por ejemplo con nucleo en H, x, el operador
maximal que controla es mayor que el de Hardy-Littlewood, es M, (ver [6] y [12],
donde se generaliza a desigualdad (2) para nicleos a valores vectoriales). En [8] los
autores generalizan estos resultados probando el siguiente teorema

Teorema 1.22. [8] Sea K un nicleo a valores vectoriales, que satisface la condi-
cion LAX -Hérmander y sea T el operador asociado al nicleo K. Supongamos T es
de tipo fuerte (po,po) para algin py > 1. Entonces para todo 0 < p < 0o y w € An,
se tiene,

L <c [ (Mzpyrw,

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Notemos aqui que la desigualdad (3) se obtiene como un caso particular de este
teorema.

Observacion 1.23. Las hipétesis pedidas a T'y K implican que el operador T'
es de tipo débil (1,1), esto se deduce por lo comentado en las Observaciénes
y (T es de tipo fuerte (po,po), vy K € Hax C Hyx). El tipo débil (1,1) y la
condiciéon Hy x que satisface el nicleo son fundamentales para la prueba de este
teorema.

Notemos ademés que un operador que satisfaga las hipétesis del Teorema es
un OIS, pues K € Hy x C H; x.

En la introduccién dimos una definicion del operador cuadrado S. Seamos mas
concretos ahora.

Definicién 1.24. Sea f medible definida en R. Para cada n € Z consideramos

los promedios A, f(z) = 5 42" f. El operador cuadrado se define como:

oo

5700 = (32 1Aufte) - An_1f<x>|2)é .

n=—oo

Este operador esta relacionado con el siguiente operador a valores vectoriales:
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7)) = { [ (Grmxceman(e =) = goxvmzon(e— o) Sy}
= [ K@=-)iwdy.

donde K es la funcién sucesion

neL

1 1

K(z) = {Kn(2)}n = {2n+1 X(-2m,2m) (%) — 2nX(zn—l,zn-l)(ﬂf)}

nez

Maés atin, se probara en el Capitulo 2 que ||T'f(x)|/2 = Sf(x), es decir, que T viene
dado por la convolucién con un nicleo K a valores vectoriales. Para este operador
T el espacio de Banach (X, ||.||x) a considerar es (¢*(Z),]|| - ||s2. Nos preguntamos
ahora si el operador cuadrado S satisface las desigualdades (1), (2) y (3) planteadas
en la introduccion.

Para resolver este interrogante primero analizaremos que condiciones satisface el
nucleo K asociado al operador cuadrado S.

En [8] se obtiene trabajando con las clases H 4 42 €l siguiente corolario del Teorema
anterior:

Corolario 1.25. [8] Sea S el operador cuadrado entonces su nicleo K satisface

la, condicién LAY -Hormander con A(t) = exp (tﬁ) —1 para todo € > 0. Luego para
p>0ywée Ay, existe una constante C > 0 tal que:

LUTf@leyw@) de = [ (Sf@)yw@)de < C [ (M f()rw() dr,
R R R
siempre que el lado izquierdo sea finito.

Aqui sélo hay que ver que si A(t) = exp (tli-lks)—l, entonces A(t) =t (14 log(t))" .

Para ¢ suficientemente pequeno A(t) esta acotada por B(t) = ¢(1 + log™(t))? y por
lo tanto Mpf es puntualmente equivalente a (M)3?f. El Corolario se probara
en el Capitulo 2.

Posteriormente en [9] , los autores logran mejorar con algunas cuentas esta cota
trabajando con este operador especificamente y obtienen:

Corolario 1.26. [9] Sea S el operador cuadrado, para p > 0 y w € A, existe
una constante C' > 0 tal que:

[(Sf@)rw) de < € [ (M2f(x)w(z) de.
R R
siempre que el lado izquierdo sea finito.

En este trabajo introducimos la siguiente definicién que es una condicién més
débil que satisfacera un ntcleo y nos permitird obtener mejores resultados a los
probados en [8] y generalizar los de [9] para OIS. El Corolario serd una
aplicacion del resultado que probaremos en los Capitulos 2 y 3 utilizando esta nueva
definicion.
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Definicién 1.27. Sea T un operador a valores vectoriales, K el nticleo asociado
a T y A una funcién de Young, entonces:

1. K satisface la condicién Lf X _Hoérmander si existen cqa>1y Cy >0 tales
que para cada x y R > cu |z| se tiene:

(52 "B (0w =) = Ko=) xamncpean-in ()

A2+ R }Hx < Ca.

6, equivalentemente, dado xy € R", K satisface la condicién Lf *_Hormander
centrada en xg si existen c4 > 1y C4 > 0 tales que para cada x y R >
calr — xo| se tiene:

Y- @™ R)" [[(Kn((x—x0) =)= Kn(—+)) X{2mR<ly—o|<2m 1) ()] 4, Bao2m+1r) HIx < Ca
m=1

Si K satisface la condicion Lf ~_Hormander se dice que K € Hix, x-
2. Ke H1T7X si existe C' > 0 tal que:
sup |{ Kz —y) = Ku(=9)ldy}lx < C.
xE€Rn ly|>2]x|

Observacién 1.28. En 1., para probar que estas dos condiciones son equiva-
lentes, solo hay que realizar el cambio de variable T = x — 2oy ¥ = y — xp en la
definicién de norma de Young de (K, ((z — o) —-) — Kn(—)) X{2mr<|y—so|<2m+1 1} (")

Observacion 1.29. Nuevamente observemos que se dan las siguientes conten-
ciones, estas se deducen solamente usando la desigualdad de Hoélder:
1. Hiy y C H] .
2. Ademés si A(t) =t" y denotamos HiX = HILX, entonces

T

Hio,X C HL,X C HL,X - H;X:
para todo 1 < r; < ry < 0.
Ademaés tenemos estas otras contenciones que mezclan las distintas clases:
1. Hax C H x.
2. Hyx C H .
La prueba de estas tltimas es solo usar la desigualdad triangular respecto de la
norma ||.||x.

En el préximo capitulo enunciaremos el teorema mas importante del trabajo con
sus respectivos corolarios y aplicaciones.






Capitulo 2

Resultados Principales y Aplicaciones
1. Resultados Principales

A continuacién enunciaremos el resultado principal de este trabajo. Para ello con-
sideraremos nucleos que satisfacen la condicion Hix, - El enunciado de este teorema
es similar al Teorema [1.22] pero nos permitird obtener acotaciones mas precisas
para el caso del operador cuadrado S.

Teorema 2.1. Sea T" OIS a walores vectoriales cuyo nicleo K € HL}X. Sea
0<p<ooywée Ay, entonces 3 ¢ > 0 tal que:

TrIPw < c/ M=) w,
/R” H f”x R ( Af>
siempre que el lado izquierdo sea finito.

Este Teorema se demostrara en el siguiente capitulo. Como aplicacién del mismo
recordemos el corolario enunciado en los preliminares:

Corolaridl.26| [9] Sea Sf el operador cuadrado. Dado p >0 y w € Ay, existe
una constante ¢ > 0 tal que:

LSt de < e [ (M2 (@) w() de,

siempre que el lado izquierdo sea finito.

2. El Operador Cuadrado

Esta seccién tiene como objetivo demostrar el Corolario [1.26} para ello co-
menzaremos presentando algunas propiedades que cumple el nicleo K del operador
cuadrado S.

2.1. Propiedades del Operador Cuadrado.

Proposicion 2.2. Sea K = {K,},cz el nicleo asociado al operador cuadrado S,
entonces K & Ho 2.

Proposicion 2.3. Sea K = {K,}ncz el nicleo asociado al operador cuadrado S,
1
entonces K € Hy 2 con A(t) = exp (t7+) — 1 para todo € > 0.

Proposicion 2.4. Sea K = {K,},cz el nicleo asociado al operador cuadrado S,
entonces K € HIMQ con A(t) =exp(t) — 1.

17
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Recordemos que el Operador Cuadrado S se define como sigue:

— (Z | A, f(x) — An—lf($)|2)

nez
Anf(x) = 2n1+1 /x iin f(y) dy
Sea
Tf) = | Kz —y) fy) dy = (K * f)z) = {(Kn * [)(@) }nez
donde
1 1
Ky (z) = on+1 X(—zn,2n)( ) — on X(- 2n71,2n71)($)-

Observar que vale la siguiente Proposicion:
Proposicion 2.5. El operador cuadrado Sf(x) = ||Tf(x)]|e.

DEMOSTRACION.

[

510 = (S s = ArasiolF)

x42™ 1 zaon—1 %
= < ; |2n+1 / J;n fly) dy — 2"/1—;1 f(y) dy|2)
< ; |2n+1 / fly —2n,2n (:U—y) dy

1 3
= o / F(Y) X(—an-120-1y(z — y) dyIQ)

<n_zo° |/ <2n+1 Xezman(e=9) - 2171 X(—2n-1,2n-1y (T — y)) f(y) cly|2>1

=

(Z [ Kl =y >dy\2) = {0 % H@)}nezlle = 1T £(2) e

n=—oo

O

Probemos ahora, una propiedad central del nicleo K del operador cuadrado S.
Como consecuencia de esta propiedad se puede ver que para ciertos z e y se tiene
que K, (z —y) — K,(—z) = 0 para casi todo n € Z, lo cual nos serd de gran utilidad
para probar las Proposiciones 2.2 y[2.4] en lo que sigue.

Proposicién 2.6. Sean v € R, i < j, i,j € Z. Sean x e y tales que xo — 2° <
T < 20+2" yademds xo— 2T <y <a90—2 6 x9+2 <y <ao+27FL. Entonces:
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1 S
WX(x—Q”,xo—Q")U(Jco-&-?”,aﬁ-&-?”)(y)a St, =]

ﬁX(xo_zn,z_zn)u(mmn,moun)(y) ‘ '
Kooy K (g —y) =4 F X2 o a2 s (4), 6=+ 1

QinX(:L‘O—TL—l,x—2”—1)U(a:+2”—1,:r;0+2"_1)(y>7 st, =7+ 2

0, si, n/{j.j + 1, + 2}

DEMOSTRACION. Sea Xy, (y) = X(—2n27) ().
Veamos cuanto vale x,(z — y) — xn(zo — v):
1. Sin=j:
» Caso 1: g < 7 < x, + 2, ro+ 2 <y <ao+2Th
Xn(Z = Y) = X(z-21 2+20) (Y) = X(wo+27 ,24+27)(Y), Pues:
- <xy—Y+2 <o < +2 <r+2.
Xn(To = ¥) = X(wo-21 mo+29)(y) = 0, pues:
y > a0+ 27
Luego, en este caso, Xn(z —¥) — Xn(Zo = ¥) = X(zo+2i w+29)(Y)-
» Caso 2: 29 — 2 < z < xy, xo+ 2 <y < x4+ 2
Xn (T = Y) = X(2—2 2420y (y) = 0, pues:
r+ 2 <xyg+2 <y
Xn(To = Y) = X(zo—21 zo+21) (y) = 0, pues:
zo+ 20 <.
Luego, en este caso, xn(x —y) — xn(ro —y) = 0.
» Caso 3: o < = < x, + 2, o — 2 <y <z — 2
Xn(T = Y) = X(a-21,2+20)(y) = 0, pues:
y<axzog—2 <x—2.
Xn(To = ¥) = X(wo-21 mo+20)(y) = 0, pues:
To— 20 > .

Luego, en este caso, x,(x —y) — xn(ro —y) = 0.
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» Caso 4: 79 — 2 < o < xy, o — 2 <y < xy — 2
Xn(T = Y) = X(z—21,0+29)(Y) = X(2—27 20—27)(¥), Dues:
-2 <xy—V<zg—2<ax<az+2,
Xn(To = Y) = X(zo—21 zo+21) (y) = 0, pues:
y<axo—2.
Luego, en este caso, Xn(T — ¥) — Xn(T0 — ¥) = X(2-2 z0—29)(¥).

Por lo tanto,si n = j, se tiene:

Xn (T = Y) = Xn(To = ¥) = X(@-2 20-29)(Y) + X(zo+27 2+29)(Y)

= X(m—2j,xo—Qj)U(a:O—i-Qj,a:—l-Ql)<y>‘

2.81in< g

lC&SOlII0—2i<l’<I0—|—2i7 I0+2j<y<xo+2j+1:
Xn(T = Y) = X(@—2nzt2v)(y) = 0, pues:

- Caso (i): si m > entonces:

y>zo+2 > +2" =00+ 2"+ 2" > 1o+ 204+ 2" > + 27

- Caso (ii): si n <i entonces:
y>azo+2 >+ 2 =04+ 20 420 > 0+ 20+ 2" > x4 2™

Xn(lh - y) = X(xOfQj,moJer)(y) = 0> pues:
xo+ 2" <I0+2j <.

Luego, xn(z —y) — Xn(zo —y) = 0.
s Caso 2: g — 20 < o < x9 + 27, o — VT <y < wg — 2
Xn(T = Y) = X(z—20a+27)(y) = 0, pues:

- Caso (i): si m >4 entonces:

y<azo—2 <apg—2"M =10 —2" —2" < xp— 20 — 2" < x — 2.

- Caso (ii): si n < i entonces:
y<zg—2 <axyg—2M =20-20—-2< g —2" - 2" <z — 2"
Xn(To —y) = 0, pues:
Tog—2" > 20— 2 > .
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Luego, xu(z —y) — Xa(zo —y) =0.
Por lo tanto, si n < 7, se tiene:

Xn(T = y) = Xulz0 —y) = 0.

3.8n> j+1:

» Caso 1: g < o < 29 + 2, 2o+ 2 <y <ao+ 22T
Xn(T —y) = X(x—Q”,x-i—Q”)(y) = X(wo+2j,$o+2j+1)(y)7 pues:
y<x0+2j+1 — o+ X+ P <+ 4+

=x+ 2t < g 42"
y, ademds, v — 2" < xo + 27 < y.
Xn(To = Y) = X(ao-2wo+27) () = X(wo+2 mo+21+1) (), Pues:

To+2" >0+ 2 >y > g+ 2 > a0 — 2

Luego se tiene:

Xn(T = Y) = Xn(To = Y) = X(zo+27 20+20+1) (Y) = X (20427 zo+27+1)(y) = 0.

» Caso 2: 79 — 20 < < @y, 2o+ 2 <y <wo+ 2T
Xn(T = ¥) = X(@—27 242 (¥) = X(zo+27 zo+27+1)(¥), Dues:
T+2" > a0 +2" =20 > xy+ 22 -2
=9 — 2+ 27T 4 21

>z + 2 >y

y, ademés, y > 1o+ 27 > x > x — 2™
Xn(To = ¥) = X(zo—2700+27) (¥) = X(wo+2,20+20+1)(y), Dues:

To+2" > a0+ 27 >y > o +20 > 2"

Luego se tiene:

Xn(T —Y) — Xn(z0 —¥) = X(zo+27,m0+29+1) — X(wo+2j,wo+2j+1)(y) = 0.

21
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» Caso 3: 79 < x < 29 + 2, o — 2 <y < xy — 2
Xn(T = Y) = X@-27 2420 (Y) = X(zp—21+1,20-20)(¥), Dues:
r—2" < qx— YT it g2t it _9itl
<xzg—2 <y

y, ademés, y < 19 — 2 < <z + 2"

Xn (o = Y) = X(zo—2n 20427 (Y) = X (wo—29+1,00—27), PUES!
29 —2" <xo— VT <y <y —2 < xy+ 2"

Luego se tiene:

Xn(T = Y) = Xn(To = ¥) = X(wo-2+1,00-2)) (Y) = X(wo—27+1 2921 (¥) = 0.

» Caso 4: 29 — 2 < z < xy, o — VT <y < mg — 2
Xn(T = ¥) = X(@-272427)(Y) = X(zo—2i+1 w0—2/)(y), DueS:
r—2"<azg—2"<xy—2T <y
<zg—2 <z <z+2"
Xn(To = Y) = X(zo—2i+1,00-20)(y), Pues:
xo— 2" <xg — 2 <wg — 2 <y 42",

Luego, Xn(7—¥) = Xn(T0—Y) = X(z0—2+1 00—2/) (¥) = X(wo—27+1 20—23) (¥) =
0.

Por lo tanto, si n > j + 1, se tiene:

Xn(T = Y) — Xu(zo —y) = 0.

4. 8in=7+1

» Caso 1: zp <z < x0 + 2, 2o+ 2 <y <wo+ 2T
Xn(T —y) = X(m—Q",m+2")<y) = X(g;+217g;+21+1)<y), pues:
r—2"<ax<xo+2 <y<xy+ VT <4 2T
Xn(To = Y) = X(wo-27,00+2%) () = X(o+21 a+2+1) (), pues:
Tg— "=z -2 <0+ ¥ <y<ax+2Tt=gx42"

Luego se tiene:

Xn(T = ¥) = Xn(To — Y) = X(at2i 24211 (¥) = X (o429 w4241 (y) = 0.
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= Caso 2: 1y — 2! < & < o, To+ 2 <y < mp+ 2L
Xn(T = Y) = X@-2r0+20) () = X(zo+27 wt2i+1)(y), pues:
r—2"<r<zg+2 <x+204+2
<z+2t=g42"
< x9+ Qi+t
Xn(To —y) = X(zon”,moJrZ”)(y) = X(xo+21,x0+2l+1)(y)a pues:
x0—2j+1 <x0+2j <y<x0+2j+1:‘r0+2n.

Luego se tiene:
Xn (2 = Y) = Xn(To = ¥) = X(mo+2s w4241 (Y) = X(wo+2 mot2i+1) (4) =

— X(e427+1 zo427+1) (Y)-

» Caso 3: 29 — 2° < z < xy, o — VT <y < wg — 2
Xn(T = ¥) = X(@—202+27)(Y) = X(zo—2i+1 00—2/)(y), DueS:
r—2" =g — VT < gy — 27T <y
<zg—2 <x<z+2"
Xn(To —y) = X(xo—Q”,xo-i-Q")(y) = X(a)o—2j+1,xo—2j(y>’ pues:
T 2" =gy — 22 <y <xg— 2 <ayg+ 2T =154 2"

Luego se tiene:

Xn (T = Y) = Xn(To = ¥) = X(@o-2+1.200-2)) (Y) = X(wo—21+1 zg—21)(y) = 0.

» Caso 4: 2 < x < 29 + 2, o — 2 <y < 2y — 2t
Xn(T —y) = X(x—2”,x+2”)<y) = X(x—2j+1,x0—21)(y)7 pues:
r— 2t <p 2" =g — 20T < gy — 2T 4 2
rg—20 — 2 42 < xg— 27,
Xn (0 = Y) = X(zo—20 2027 (Y) = X(zo—2+1 wo—2)(¥), Dues:
rg—2" =20 — VN <y<azg—2 <ax+2M =z 42"

Luego se tiene:
Xn(@ = Y) = Xn(To = Y) = X(a—27+1,20-2)) (¥) = X(zo—27+1,20—21) (¥)
= —X(a;o—2j+1,z—2j+1)(y)-

Por lo tanto, si n = 5 + 1, se tiene:

Xn (T = Y) = Xn(To = ¥) = —X(wo—2i+1 w—2i+1)U(at 271 zot2541) ()
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Juntando todos los casos analizados anteriormente se tiene:

1 1
Kl —y) = Kau(wo = 9) = 5gXn(® = ) = grXa1 (2 = y)
1 1
- WXTZ(ZEO —y)+ 27Xn—1($0 =)
1
= ontl (Xn(z = y) — xn(20 — )
1

~ o (Xn-1(z = y) = Xn—1(x0 — ¥)),

por lo que queda probada la proposicion. 0]

Notacién: De ahora en més {y : 2R < |y| < 2" R}:=|y| -~ 2™R.
Denotaremos como —F,, a:

N G I L B B L
n (—2mH g omb) i g — gmti s _gmii

Finalmente denotaremos como F,, a:

= (z 427,27 six <O
w (27 g 4 2m) sz > 0.

Probemos ahora las Proposiciones 2.2 2.3 y 2.4

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [2.2] Probemos que el nticleo del opera-
dor cuadrado S, K (x) = {K,(x)} no satisface la condicién L>>*— Hérmander. En
efecto, recordemos que, como K estd definida en R, entonces en la definicion de
la condiciéon de Hérmander tomamos n = 1 (el de la dimension), es decir que, K
satisface la condicién L — Hérmander si y solo si existen ¢4 > 1y Cy > 0 tales
que para todo R € Ry para todo x € R tal que R > calx| se tiene:

SR sup [[K(x—y) - K(~y)e < Ca.
m=1 2mR<|y|<2mHIR

Probemos entonces que el niicleo K no satisface dicha condicion.
Sea xo = 0 (de la proposicién anterior) y sean ¢y > 1, C4 > 0 fijos, R = 2
para algin i € Z, |x| ca < R, j=m+icon m € Ny 2/ < |y| < 2*! entonces por
la proposiciéon se tiene:
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| 4 1 ?
22" sup |[K(z —y) — K(=y)lle =2"2" sup [(WXquFm>

ly[~2m+ ly[~2mt

1 1 2 1 27 2
+ (—WXFm+1uFm+1 + WXquFm> + (W XFm+1UFm+1)

=2M2" sup

ly[~2mt

) 2 1 2 1 27 2
> 2™2" sup [ 2m+z+1X quFm> + <WX—Fm+1UFm+1> + <WX—quFm> ]

ly[~2m+1
1
1 1 2
92(m+i+1) S3(mtit1) X—FmUFm + 22(m+z‘+2)X*Fm+1UFm+l + 22(m+z‘+1)XFmUFm]

i 2
= i (22<m+z+1>x Fm”m)

_ 2m+i

su =
|y|m27lz+i <2m+z\/§X FmUFm)

Debido a las siguientes contenciones entre intervalos:

(2m+i’2m+i+l) N (_Fm U Fm))
_ ((2m+i’ gty O _Fm> U ((2m+i’ gty A Fm)
D (2m+i, 2m+i+1) ) Fm
D (2m-&-i7 2m+i+1) N (2m+i’ x4+ 2m+z‘) 7& o

Y

se puede continuar la desigualdad anterior como se muestra a continuacion:

2m+i 1 2m+z 1 2m+
su — =X- = - = -
ploamss \ 22 /3 2/
1
=7
A 1
Por lo tanto, 22 supy,_om+ig [|[K(z — y) — K(=y)|le = 7 V'meN.
Entonces:  »_ 2™ sup ||K(z—y)— K(-y)e > D —= =00 >Ca.
ly[~2m R m=1 V2
Luego K & H., p. O

Observacion 2.7. Se puede ver también que K € H, ;2 para todo r > 1, donde
A(t) = t". Esto implica usando el Teorema que:

L Isf@lu@)de = [ 7@ w)de < [ 1M f@)Pu()ds @)
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para todo 7' > 1 con * + & = 1. Recordemos que:
Mf(x) <e M*f(z) <c M f(x), Vk>1, r> 1.

Entonces una pregunta natural sera: ; Podremos poner M, el operador maximal de
Hardy-Littlewood, del lado derecho de (4)? Como K ¢ H, 42 no podemos usar este
Teorema para asegurar que:

L Isf@lu@de = [ |Tf@)[pw)ds < [ M (@)Pw@)d

Esta tultima desigualdad sigue siendo un problema abierto.
Lo que si se puede probar ( ver [8]) es el siguiente Teorema.

Teorema 2.8. Existe un operador a valores vectoriales T' cuyo nicleo K estd en
Nr>1Hr x \ Hoo x y €l operador satisface

LT F@lguyds < [ M)

Solo hay que considerar So. f(x) = ||Tf(x)|¢~, donde T es el mismo que d& a
lugar al operador cuadrado, tomando en este caso (X, ||.||x) = ¢>(Z), en vez de

©(2).

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.3 Para probar este resultado sélo de-
bemos ver que el nicleo K del operador cuadrado S satisface la condicién LA
Hormander con A(t) = exp (tliis) -1y e>0.

Recordemos que K satisface la condicién LA~ Hormander si y solo si existen
ca > 1, Cy > 0 tales que, para todo R € R y para todo x € R : |z|ca < R se
tiene:

o0

> @"R)IIK(z =) = K(=)llee Xpyi~omr()l a2y < Ca.

m=1

De la Proposicién se puede ver que si z = 0, K(z —-) — K(—-) = 0, luego
la desigualdad anterior se cumple trivialmente.

Consideremos entonces x # 0.
Sea i € Z y consideremos R = 2!, I, = (—2m*i+tl gm+itl) " _F v F. como antes,
entonces |I,,,| = 2™+ 2. Utilizando la desigualdad (a + b)? < a? + b para todo
0 <p< 1,y paratodo a,b € R (en este caso consideramos p = %) se tiene:
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2K (=) = K(=)leexpyimzmtil At

4 1 1 1
. m—1
= 2] (22(m+z‘+1)XFmUFm +22(m+i+2) X—Fmi1UFm i1 +22(m+i+1)X*FmUFm

1 1
+WX[7Fm+1UFm+1]ﬂ[7FmUFm} + WMX_Fm+1UFm+1> ||A7Im

m—+1i 1 % 1 3
<2 | (22m+2+1)X quFm) a1, + ] <WX—Fm+1uFm+1>

1 3 1 2
HI (s X-monn ) s + 11 (Gzpms X-maom ) s,

1 3 1 3
+| (22(m+i+1)XquFm) 4,1, + 1] (22(m+i+1)XFm+1uFm+1> HA,Im]

2

m+1 1
<2 ||3 WX—quFm ||A7Im
+i 1 :
+277|2 (WX Fm+1UFm+1> 4,1,

2m+z+2 m—+i+2
WHX FmUFm||A I T W||X—Fm+1)UFm+1 14,1,

, X—F,UF,
=2 inf <\ — Al /=" )<
in { > 0: Vm| . ( \ )_ }

X—=Fyi1UF,
2 i) 7/ <m+1m+1)<1
+ m{ >0Vm| . 3

2'm+z+1

=2 in f{/\ > 0: m v A()\_I)X—quFmﬁl}

2m+z+1

2m+1+1

+ 2 lnf {)\ > O ’I | /2m+1+1 X Fry1UFp 1 S 1}

) AN~
=2 inf< A > 0: / dy=1
" { 22 J(_gmititl gmtit N[ F U] =

AN
: ( | )/ dy<1
om+i+2 (—2mitl gmtit I — F, o 1UF, 1 1]

0. IV [=Fn U Bl )
2 1nf{/\ e AN <1

l'[m [—Fins1 U Fipqa] -1
+2 mf{)\ i AN <1

. 2m+i+2
=2 1nfdA>0: AN )<
‘“{> ( >wmmwmuaﬁ

f A L 2m+z+2
+ 2 InfiA>0: AN )< )
{ () [l N[~ Frng1 U Fm+1]’}
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Ademads, como A es creciente si y sélo si A™! es creciente, podemos continuar la

cuenta anterior:

ths0:lcn 2
=21 0:—< A~
{ Pt <|fmm[—F UF ]!>}

2m+z+2
4+ 2 Inf{iA>0:—<A"
{ Q’ N[=Fmi UFm+1]|>}

—_

AT
2m+z+2 -1
=2 A>0:A
w0z | (et o)
2m+z+2 -1
+2sup)\>0)\>[ ( )]
m+1 U Ferl]l
_ 2
g _ om+i+2 - omtit2
A~ (m) A (|Imﬂ[—Fm+1uFm+1}|)
2 N 2
- -1 2m+i+2 1 om+i+2
A (=) AT (mrnor)

donde la ultima desigualdad se sigue de:

(—2mH 2t N [~ F, UF,]) C —F,UF, C —FpnUFn.
Observemos que las desigualdades anteriores valen siempre que
1 gm+it2 1 gm+i+2
AT (ot mom) 70 A (merom) 70
(log(x + 1))*2, esto se cumple si y

Como para este caso particular, A™*(z)

sblo si:

2m+i+2 2m+z+2
T Fra 0P il 7 0 Y A P O]l 7 0

Y esto se cumple para todo m > 1.
= |F},| para todo m. Luego | — Fj,,41 U

Ademés podemos ver que | — F,| = |z
Fm+1| S 2|ZE|
Finalmente tenemos para todo x # 0:
m+i 2 2
2N =) = K leianlas € oy + o
|=Frm41UFmya| |[=Fm41UFm1]
4 4
< A-1 (2m+i+2) = e (2m+i+l)
2| ||

<+
- A—1(2m+1)'
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Esta tltima desigualdad se debe a que A~! creciente y |x| < 2°. Como A7 (x) ~
(log(x))** | entonces:

o0 A o 4
m—+1 )
3 2K =) = KOl vl < 3 gy
S~
m=1 IOg (2m+1)1+5
< 4 C
pues € > 0.
Por lo tanto la desigualdad
Y C"RIE(x =) = K()lleXy~amillaz, < Ca
m=1

se cumple para todo |z|ca < R < 21:, para todo ¢ € Z. Luego para probarlo para
todo R € R elegimos 7 tal que R < 2* y usamos la desigualdad anterior.
Luego K satisface la condicion LAY _Hormander. 0

El siguiente Corolario muestra que podemos poner un operador maximal inter-
medio entre los M,» y M.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO ([1.25)). En [13] se probé que S es de tipo

fuerte (p,p) respecto de la medida de Lebesgue para todo p > 1, luego por la
Proposicién 2.3 y el Teorema [1.22, dado w € A, 1 < p < oo, existe ¢ > 0 tal
que:

LIS @) Pw@)ds = [ I1Tf(@)]w()de
<ec /R (M f () w(z)dz < /R (M f (@) w(x)da.

Por ultimo observar que A(t) = exp (tﬁ) — 1, entonces por Ejemplo At) =
t (1 +log (t))"**. Para e suficientemente pequefio A(t) esté acotada por B(t) = t(1+
log (t))? y por lo tanto, por Observacién Mpgf es puntualmente equivalente a
(M. .

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [2.4]. Probemos que el nticleo K del ope-

rador cuadrado S satisface la condiciéon Lf #_ Hérmander con A(z) = exp (z) — 1.

Recordemos que como K toma valores en R, K satisface la condiciéon Lf’X—Hérmander
si y sblo si existen ¢4 > 1,C4 > 0 tales que para todo x € R : |z|ca < R se tiene:

| {Z 2"R||Kn(z — ) — Kn(—) XyNQmRHA,BmH} le < 00
neL

m=1

Notemos que si x = 0 la desigualdad se sigue trivialmente de la Proposiciéon
2.0l
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Consideremos entonces x # 0.
Sea R=2"i €Z, ca>2">|x|, sea I, = (=2"" 2™ —F,, y F,, como antes y
sea T' definido como:

T={neZ: : 2"" £ |LN[-F,_ UF,]|y2"" #|L,N[-F,UFE]}

La desigualdad que sigue se obtiene utilizando la desigualdad triangular respecto
de la norma || - || .z,

|| {Z QmRHKn(x - ) - Kn<_> X|y|~2mRHA,Im+1} ||Z2
nel

m=1

— H {Z 2m+l||Kn(SC — ) — Kn(_) X|y\~2m+i A,Im+1} ||52
m=1 nel

— 1{2 s X @),

gy L 1
+2n 1+ ||2n+1+z’ X—FnUFn<y> + 2n+z X—anlLJanl(y)HAvIn

n—2+41 1
2 o n @lans e

ne

2n—1+i||

22n+z||2n+1+l X_FnUFn||A7]n+1 _I_ 2 ﬁ X—Fn—1UFn—1||A7[n—1} 7 ||e2

ne

2 2 } |
o, /ontiti 1 on+ti 02
A 1(22|w\ ) A 1(22|x\) ne(Z-T)

|

< )
{
{

4

<| } e

log (2"1) [ ez

C

{5} e

n—1J)ne@z-1)

] 3

<ec Z —— | =C4 < .

(ne(Z{m (n — 1>2)

En efecto, A(z) =exp(z) — 1=y =exp(x)=y+1 =>ax=log(y+1).
Luego A~1(2"!) =log(2").

Ademds, A~H(20) = Ail(%) > A71(2") pues |z| < 2"y A™! es creciente.

: 1 11 1
Entonces: yEYEERy < e T e S o
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Notemos que la desigualdad anterior se da para todon € (Z—T), con T := {n €
Z . 2"t AL N [=F,  UFE, ]| y2" #£|L,N[-F,UFE,]|}

Esto se debe a que por cuentas similares a las usadas en la demostracion de la
Proposicién [2.3) podemos utilizar la desigualdad

2n 1+'LH

. 1 1
|| {22n+1"2n+1+1 X*FnUFnHAvIn%»l +2 27’L+’L X Fn 1UFn ].HAI‘IL 1} HZQ

||{ 2 et —— } ||
- 2n+l+z _ 2n+i 42
) AT G nez

si sélo si n satisface:

A (llnﬂ[—Q;:Ianﬂl) #0y AT (%) # 0,

lo cual se cumple si y sélo si se cumple:

ontitl L | N [=Fpy UF, ]| v 2" # I, N [~F, UE,]].

Se puede ver que esto no se satisface, a lo sumo, para una cantidad finita (que
incluye a n = 1) de n’s, es decir que T tiene cardinal finito. Ademads, usando la
Proposicién [2.6) se puede ver también que para esos n’s, se tiene:

> 2MR||Kp(x — ) — Kn(—) Xjylezmrll A, <00

m=1

Por lo tanto se sigue que la desigualdad

H {Z R K — ) — Kn(—) waszuA,BmH} e < Ca
nez

m=1

se verifica para todo |z|cy < R < 2! para todo i € Z. Luego para probarlo para
todo R € R elegimos 7 talque R < 2' y utilizamos la desigualdad anterior. U

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [L26l Como K € H) y por Proposicién

y HILX C Hyx C HiX, en particular 7" es un OIS. Luego por la Proposicién
y el Teorema 2.1} dado w € A, y 0 < p < oo, existe ¢ > 0 tal que:

LIsf@puw@yda = [ ITf(@): w(x)ds
<e [ Maf@) () <c [ (M) w(),

siempre que [g |Sf(z)[Pw(z)dr < oo.

Esta tltima desigualdad se sigue de que por el Ejemplo [1.14] si A(t) = exp(t) — 1,
entonces A(t) = tlog(t), que por Observacién es pultualmente equivalente a
M?2. U
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3. Generalizando el Operador Cuadrado

Sea Sf(x) = Saf(x) y definimos S,f(x) := ||Tf(x)|le« para todo ¢ tal que
1 < ¢ < oo con T definido como antes, es decir:

Tf() = [ K —y) fy) dy = (K % f)(@) = {(Kn % f)(@)buez

donde,

1 1
Kn(l') = 2n+1 X(72n72n)($) — 27 X(_2n71’2n71)(aj).

Si A(t) = exp(t) — 1, entonces, S, satisface la siguiente desigualdad:
L1Suf@Pw@)de = [ |1Tf()]f w(a)de
<e [ (Maf@)w(e) <e [ (M f()) (),

siempre que [p |, f(z)[Pw(z)dr < co.

Esto se sigue del hecho que, K € Hj; s para todo ¢ tal que 1 < ¢ < oo, pues si
en la demostracion de la Proposicion cambiamos ¢, por 2, llegariamos a

1
Z ! ‘1 Cy, <00
- | =04 .
ne(zZ—{1}) (n—1) !
Finalmente la desigualdad deseada se obtiene usando el Teorema [2.1}
Ahora, si en vez de tomar las normas ¢ a T'f tomamos la norma Luxemburgo B

para una B funcién de Young (definida en m para la medida de contar), vamos a
tener: Spf(x) :=||Tf(x)||p con B funcién de Young y T' como antes. Si se cumple:

: }
=Cly, < o0,
| {n — 1) ne@-1y) Iz "

entonces:
|18 @)Pw@)de = [ 7@ w(a)ds
<e [ (Maf@) w()de <e [ (M) wia)dr,

siempre que [g |Spf(x)|Pw(z)dr < oo.

En efecto, cambiando la norma dada por la funcién de Young B por la norma de
¢? en la Proposicién se sigue que K € HL,B. Luego por Teorema se tiene
la desigualdad deseada.

Notemos que la funcién definida por: By(t) = 2 (log(t +1))" si t > 0 es una
funcién continua, no decreciente, By(0) = 0, By(t) — oo cuando t — oo y By es
convexa para todo k > 0. Luego By es una funciéon de Young. Ademas es facil ver
que si consideramos la norma de Luxemburgo asociada a By, || - ||s,, en el espacio
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(Z, j1) donde p es la medida de contar y calculamos la norma de f(z) = =5 siz # 1
y f(1) = 0 tenemos:

i}
= — < 00,
WAl =125 e

para todo k > 0 y por lo comentado anteriormente se tiene:
1S f@Pw@de = [ ITf@)lh, w)d

< C/R (Mzf(x))” w(z)de < c/]R (MQf(a:))pw(x)dx,

para todo k.
Veamos ahora porqué se tiene que

=
= < 00.
R R s B

Notemos que probar esto es equivalente a probar que existe 0 < A < oo tal que
A € G con

|/
= : — < 1j.
G={\>0 /ZBk</\ dp < 1)
Sea A > 1
!fl) 1 ko1
By | |dpu<1= log +1
/z g < A ne(;{l} (|n — 1A ) (A(n —1))2
1 1 1
<log(~+1fs > —x
A N ey (= 1)?
< log(2)k;20

Observemos que log(2)*s5¢ < 1 siy sélo si clog(2)* < X2
En particular A\g := 4/log(2)%C + 1 satisface dicha desigualdad, es decir, \g € G.
Luego se tiene || f||p, < oo.

En la siguiente seccién se dara la prueba del resultado principal de este trabajo:
el Teorema [2.1]






Capitulo 3

Demostracion Teorema Central

En este capitulo demostraremos el Teorema [2.1] que es el resultado principal
que obtuvimos en este trabajo. Para ello enunciaremos y demostraremos tres lemas
previos y recordaremos la descomposicion de Calderén-Zygmud.

Teorema 3.1 (Descomposicion de Calderén-Zygmud). Sea f € L*(R"), para
todo A > 0 existen una sucesion de cubos diddicos {Q;}; disjuntos tales que
1. f(z) < X para todo x ¢ U;Q; := Q.
2. | < 311l
3. )\<ﬁfij§2”/\.

De la descomposicién de Calderén-Zygmund se deduce el siguiente resultado

Teorema 3.2. Sea 0 < f € LY(R™) y A > 0. Sean {Q;}; los cubos diddicos de
la descomposicion de Calderén -Zygmund asociados a f y A. Fxisten funciones g y
beon f=g+b=g+3 b, tales que:

1. g€ L®R") y ||glloc < e con c> 0.

2. g € L'(R") y llglls = I£1]x-
3.ge LP(R™), 1<p<ooy |gl, <cAfll1 para algin ¢ > 0.
4. b; tiene soporte en Q;, [rnb; =0, [|b]l1 < Xz 105l < | fl1-

Mds aun,
f(lx), si, x & Qy
R R RN (f<:c> -k f) xa, (@)

Observacién 3.3. Este resultado se puede generalizar para cualquier f € L'(R™).

1. Enunciado de Lemas fundamentales

A continuacién enunciaremos los tres lemas que son fundamentales para la prueba
del resultado principal.

Lema 3.4 (Tipo débil (1,1)). Sea T el OIS asociado al nicleo K = {K,}nez
entonces T es de tipo débil (1,1).

35
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Lema 3.5 (Desigualdad de Kolmogorov). Sea T un operador a valores vectoriales
tal que T es de tipo débil (1,1). Entonces si fes una funcion con soporte en @,
Q C Q con Q yQ cubos, se tiene que para todo 0 < e < 1, existe ¢ > 0 tal que:

1 A
(m / ||Tf|\x> <cs

Observacion 3.6. Si T es un OIS a valores vectoriales, por Lema [3.4] T" es de
tipo débil (1,1), luego para T' vale la Desigualdad de Kolmogorov, es decir vale el
Lema 3.5

Lema 3.7. Sea A funcion de Young y sea T el OIS asociado al nicleo K =
{Ky}nez con K € Hix,x- Dado 0 < § < 1, existe ¢ > 0 tal que:

MET i) = (MEITFIE) (2) < ¢ Maxf (2)

para todo x € R™.

2. Demostracion de los Resultados Enunciados

DEMOSTRACION TEOREMA 2.1 Sea w € A, y supongamos que K, el niicleo
asociado al operador 7', es tal que K & HL, x con A funcién de Youngy f € C°(R").
Dado p > 0, elegimos € tal que 0 < = pe < 1. Luego usando el Teorema Sharp
[C13] tenemos

LT sl < [ M (TAR) w = [ (e(TFIE) w
< [ (PQITIID)" w=c [ (M) v
< C/R<sz)p’w,

donde la ultima desigualdad se sigue del Lema [3.7] Luego se tiene:
TflPw < / M)’ w.
LTSl < [ (zf)w

El resultado se sigue de que el espacio C°(R") es denso en LP(R™) para todo p. O

Observacion 3.8. Notemos que para la demostracion de este Teorema utiliza-
mos el Teorema Sharp [1.13] el cual tiene como hipédtesis que “el lado izquierdo
sea finito'. Si f € C2° siguiendo cuentas clésicas como en [3] pero adaptdndolas
con niicleos que cumplan una condicién de tipo Hérmander, como en [7], se puede
probar que [ M. (||Tf||2) w < oo con lo cual se puede usar este teorema.
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2.1. Demostracion de los Lemas.
A continuaciéon demostraremos los lemas enunciados que utilizamos para la de-
mostracion del Teorema 2.11.

DEMOSTRACION LEMA [3.4] Recordemos que en la definicién de OIS hemos pe-
dido que 7" venga dado por un nicleo K a valores vectoriales tal que K € Hy x y T'
sea de tipo fuerte (p, p) para algin p > 1. Queremos probar que el operador 7" es de
tipo débil (1,1), es decir 3 ¢ > 0 tal que:

{z € R : TS @)l > M} < 5 [ 1f] VF € L'®).
.

Sean f en el espacio de Schwartz y A > 0. Realizamos la Descomposicion de
Calderéon-Zygmud, para f a la altura A. Sea €2, = U;(Q);, donde @); son cubos diddicos
disjuntos y escribimos f = g + b ( ver Teoremas y . Luego:

Hz T f(@)l > M < {e = [[Tg(2)x > ;}\ + | To()[x > ;}! =I+1I

Analicemos primero /. Usando el hecho que T" es de tipo débil (p,p) ( T es de tipo
fuerte (p,p)), tenemos:

op
< —
= \p

2P c
p—1 _ —
<eSIA = 2 [,

1= o s [To@ll > M

cllglly

donde la ultima desigualdad se sigue de las propiedades de g dadas por el Teorema
. Ahora veamos I1. Para ello sea Q5 := UQ}, con Q; C Q% donde Q5 es el padre
de @;. Luego

A
= {z : |To()llx > 5}
* A * A
<z e @« ITb(2)llx > SH + Rz ¢ Q5+ [To()]lx > S}
* * A
<[]+ Hz O3+ (1T0(2) [l > S
= (i) + (41).
Para (i) usemos como es la medida de 2, dada en el Teorema [3.1]

(i) = %] = [UQ}| < Tjez Q5] = Xz 2@y = 27| < 20l = 22 oy 7.

Ahora analicemos (i7). Para ello usaremos: que Q5 C 2} para todo j, Tchevycheft,
Fubini-Tonelli, el hecho de que b; tiene soporte en Q; , b; € L*(R") y T es de tipo
fuerte (p, p) para todo p.
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Sea c; el centro del cubo @)}, entonces:

(i) = Hz € @+ [ Th(x)[lx > ;H
20

Tb(z)||xd
S o
Z/ ITb;(2) | xdx
JEZL

- fz S I, K= )byl
Z/ S, K@= y) = K@= ) bi(y)dyllxda

JEL

= 252//( o N =) = Kl =) b w)lcle dy

Como (Q%)° € {z : |z —¢j| > |y — ¢}, (esto se deduce de: |x — ¢;| > /nl
vy —¢l < @K donde ¢ es la longitud de los lados del cubo @) se continda la
desigualdad anterior como sigue:

<*Z/ /x K(r = ;4 ¢ —y) — Kz~ ¢)) by(0)] [l dy

]EZ cjl>ly— CJ|
Z 1K ((z —¢;) = (y — ;) = K(z — ¢5)||xdz dy
]GZ lz—c;>ly—c;]
=5 / (9| B dy
JGZ
= B* / 10;(y)dy
JEZ
< B—
< 8% 11,

=< [ 1r

Esto ultimo se debe a que el ntcleo K € H; x, esto es:

sup /|Z sl ly—cs] |K((x —¢;) — (y — ¢j)) — K(x — ¢;)||xdx < o0,

(y—cj)ER™

para toda (r — ¢;) € R” — {0}, lo cual implica que

/Ix ¢j[>ly—c;] 1K((z = ¢j) = (y = &) = K(@ = ¢)l[xdz < B,

pues |z —¢;| > /n € > 0.
Sumando I, (i) y (i7) y notando que el espacio Schwartz es denso en LP(R™) para
todo p > 1 se obtiene el resultado que queremos probar. 0
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Para la demostracion del Lema primero realizaremos la siguiente observa-
cion:

Observacién 3.9. ||f|[F = p [¢7 7' N (t) dt con A\jg(t) = [{z : |f| > t}| para
todo p con 0 < p < .

DEMOSTRACION LEMA [3.5 Como T es un operador de tipo débil (1,1), si @
es un cubo y @ otro cubo tal que sop(f) C Q y @ C @ se tiene:

|Q|/|| ||f—|Q|/||Tf )axe
_ @/0 eX Tz € Q:||Tf(2)|[x > A}HdA

1 R 1
= |Q|/ eAT Hz € @[T ()]lx > A}|dA

+@ eA " {z € @ [|Tf(2)lx > A}dA

< |—| Qe+ [“eaS [ 1fiar]

. 6)\5 1
s@l[@m ve N2 15]
Re 1
<R 14+ — | ‘1].
= + |Q

Tomando R = IEL\ J | f| se obtiene:

€ i -1 _ i € €
wl gk |-G hiruses

Luego se sigue el resultado deseado. U

Para terminar este capitulo probaremos el Lema [3.7]

DEMOSTRACION LEMA [3.7 Recordemos que M?¥ se define como:

M f () = sup ;gﬂg@ ) 17) —al dy

Queremos probar que para todo 0 < § < 1 existe ¢ > 0 tal que:

MIT flx(x) = (MﬁHTin)% (2) < e Mzf(z),

donde K es el nucleo asociado a T' con K € HL X-
Sea x € R",  C R" un cubo centrado en z y f € C2°(R™). Definimos fi = fxs0
con 3@ el cubo que tiene el mismo centro que () pero sus lados miden el triple
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de los lados de Q , y sean fo = f — fi v a = ||Tf2(2)||2. Entonces usando que
(a+bP<a?+bPsi0<p<l y (a+bP <2P(a’?+b")sip>1 se tiene:

=

§H
S

T f ()l ~ ||Tf2(:v)|!ildy>

g s - Tf2<x>|r;idy) '

1

[, (TR + 1750 = ThE) ]

(i
(

— (£ [ IThHW) + Thiy) - Th)|2dy
(a1 )
l 1
(m /Q quluidy)‘l# (é /Q ||sz(y)—sz(x)|lidy>5
I

La desigualdad para I se obtiene de la Desigualdad de Kolmogérov (Lema [3.5)), ya
que el operador T es de tipo débil (1,1) (Lema3.4)), como sigue:

(|@|/ ”Tfﬂlxdy)l < <|3%| /3Q|f1(y)\dy>:<|3Q| [ !dy) < CM ().

Veamos ahora la desigualdad I1. Para ello utilizamos la desigualdad de Jensen,
ladesigualdad de Holder con A y Ay la hipétesis K € HL x- Sea R = /nl, entonces
B(x, R) C 3 Q. Usemos la siguiente notacion B(z, 2™ ' R) := B?. Luego se tienen
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las siguientes desigualdades:

1 0 % ¢ — €T
1= (i [ IRt = ThG@dr) < 0 [T R0) - Tty

S|g| Q"{/f“ Dol = [ Kalo = 2)a(2)dz| [ledy
IQI/ "{ a0y >—Kn<w—z>>f2<z>dz}nez||xdy
|@|/ ”{/B Z>_Kn(fﬂ—z))fz(z)dz}nezllxdy
=Tal / I {mi /| g By = 2) = Ko - Z))f2(2)dz}nez udy

NE
\

Il
-

—1)=(z = 7)) = K=z - x)))X|z—r|~2mez(2)dZ} ||y

neEL

<ja kA3
|cz|/ {3
I

Bz,
(2m+1R)
(2m+1R

&Mg

8

> @R N(KA(y _x)_')_Kn(_'))Xlzz|~2mR||A,Bfn||f2||A,Bgl}||xdy

ne”

|Q| / Mfy(e ||{z@m“m”HKn((y—x)—->—Kn<—->xz_wm3||A,B,zn}||xdy

m=0

<o /Q M fo(x)Ca < CCaMzf(x)
< C CA sz(x)

Observar que en la desigualdad anterior se usé la definicién equivalente de la condi-
cién HL’ y es decir, la condicién centrada en x.

Sumando I y I, tomando infimo sobre a € R y finalmente tomando supremo
sobre () C R"™ se obtiene:

M;|IT flIx(x) < CMf(z) + C Cq Mzf(x).

Notando que M f(z) < Mz f(x) y tomando ¢ = max{C, CCy} se logra la desigual-
dad deseada. O

[, ety =) =)= Koo - w)))X|zx|~2mez(Z)dz}

||xdy

neL






Capitulo 4

Conclusion

Primero se plantearon las condiciones introducidas por los autores Lorente, Rive-
ros y de la Torre, en [8], que tiene que cumplir un nicleo K asociado a un operadores
del tipo Operador Integral Singular a valores vectoriales, para que este acotado por
una clase de operador maximal: el operador M. Estas son las condiciones LA-
Hormander.

, . . e AX .
Luego se logré definir una nueva condicion: llamada Li""-Hoérmander. un poco
mas débil que la condicion LA¥-Hormander.

Con esta nueva definicion se pudieron probar resultados para operadores asocia-
dos a nucleos K € HL ¢ (Teorema , similares a los ya conocidos para nucleos
que satisfacen la condicién LAX-Hérmander.

La generalizacion de este Teorema nos permitié demostrar una acotaciéon cono-
cida para el Operador Cuadrado S que mejora la cota probada con los resultados
ya conocidos para nticleos que satisfacen la condiciéon LA,

Concretamente se logro recuperar (ver [9]) el siguiente resultado trabajando con
la funcién de Young A(t) ~ exp (t):

Existe ¢ > 0 tal que:

p

LISf@lue)de < e [ (Mxf(@) wiz) <c [ (M25@)

w(z)
siempre que [i |Sf(z)[Pw(z)dr < oo.

Finalmente se generalizo la definicién del operador cuadrado S a una familia
de operadores Sp con B funcién de Young que cumple una cierta propiedad de
convergencia a saber:

=) s <
o
n—1 nEZB

Para estos operadores Sp se generalizé el resultado obtenido para el operador S
como sigue:

43
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Existe ¢ > 0 tal que:

L1Saf@)Pw@ds <c [ Mzf@) e <c [ (M2f())

siempre que [p |Spf(z)[Pw(x)dr < oo.

p

w(z)dz.

También se nos planteé un interrogante que no pudimos responder, que es si se
puede obtener una acotacién para el operador cuadrado S del tipo:

L5 @Pe@de = [ Tf @) < [ (M@,

Este continda siendo un problema abierto.

Propuestas para seguir investigando... Alguna propuesta para continuar
investigando en un futuro trabajo es la siguiente.

Continuando esta linea de trabajo, Lorente, Martell, Riveros y de la Torre en
[7] probaron desigualdades de tipo Coifman para conmutadores de orden k con
funciones de BMO para integrales singulares con nticleos en H 4, definido por

TEf(@) = [ (o) = b)) K (@ = y)f(y) dy.

n

El mayor grado de singularidad de los conmutadores se va a reflejar en la condicion
que tienen que satisfacer sus nicleos. Para esto definieron la clases H 4

Definiciéon 4.1. Sea A una funciéon de Young y £ € N. Decimos que el nticleo
K satisface la condicién LA*-Hormander (escribimos K € Hyay), si existe ¢ > 1y
C > 0 (dependiendo sélo de A y k) tal que para todo y € R" y R > ¢|y|

Z 2" R)"m* | K(-—y) — K()|ajaj~omr < C,
m=1
donde || f|la,zl~vs = 1 fX {12~y [ 4.B0,25)-
Se dice que K € H, si K satisface la condicion anterior con || - || 1o |zj~2m g €1
lugar de || - || 4,j¢|~2m R

Con esta definicion se prueba el siguiente teorema:

Teorema 4.2. Sea b € BMO y k > 0. Sean A, B funciones de Young, tal que
A7 () B(1) ék_l(t) <t con Ci(t) = e!'"*. Si T es un operador integral singular con
nicleo K € Hg N Hay (0 en particular, K € Hpy), entonces para todo 0 < p < oo,
w € Ay,

[T @ w@) de < Clbllho [ Mxf@)wi)ds,  fe L,
siempre que el lado izquierdo sea finito.

Condiciones similares se definen cuando el nicleo K es a valores vectoriales. Para
el caso del operador cuadrado S, aplicando el andlogo al Teorema [4.2 cuando el
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nicleo es a valores vectoriales se obtiene el siguiente resultado: para todo 0 < p < o0,
w € As,

LISt @ w) de < Clollgho [ M f @) w)dr,  f e Ly,

siempre que el lado izquierdo sea finito.
En [9] los autores para este operador especifico logran mejorar el resultado: para
todo 0 < p < 00, w € Ay,

LISk @) de < C plho [ M7 f@pw@ds,  fe Ly, (41

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Una propuesta para continuar este trabajo es intentar definir una condiciéon ade-
cuada HL x, para nucleos a valores vectoriales pero que tengan en cuenta el orden
del conmutador, que sea una combinacién de la definicion HL’ + (definida en este
trabajo) y la Hay definida en [7] . De esta forma se obtendria un resultado para

nucleos que satisfacen la condicién HL x i similar al Teorema , y como corolario
de este, la desigualdad (4.1]).
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