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Resumen

Si una gota de tinta cae en un estanque, la mancha se difunde hasta que
su rastro se desvanece completamente. Podria decirse que tal proceso es,
naturalmente, irreversible. En el mundo microscopico, fenémenos simila-
res también son ommnipresentes. Por ejemplo, si un exceso de polarizacion
magnética se inyecta en un sistema de espines que estd inicialmente en
equilibrio térmico, esa “excitacion” difundird como consecuencia de las in-
teracciones espin-espin. Tal proceso, aparentemente irreversible, se conoce
como difusién de espin y puede llevar al sistema al “equilibrio”. Esta idea
puede generalizarse para un sistema cuantico cerrado de muchos cuerpos in-
teractuantes, que es apartado del equilibrio y que, aun cuando su evolucién
posterior es unitaria, muchos observables locales tienen algiin comporta-
miento transitorio y luego permanecen cerca de un valor estatico durante
la mayor parte del tiempo. Tal proceso se conoce como equilibracién, y es

uno de los temas centrales que se abordardn en esta Tesis.

La idea de equilibracion en sistemas cuanticos cerrados rapidamente se en-
cuentra con limitaciones. Por un lado, el equilibraciéon de la polarizacién
puede fallar sisteméticamente, ya que hay casos en los que la excitacion
inicial no puede propagarse en absoluto. Tal situacién se produce cuando el
sistema es suficientemente desordenado o cuando las interacciones internas
son demasiado fuertes. De hecho, estos regimenes extremos dan lugar a la
conocida localizacién Anderson y la fase aislante de Mott, respectivamente.
Para valores arbitrarios de desorden e interacciones, la competencia entre
ambos procesos es no trivial. Presentaremos y discutiremos un diagrama
dindmico de fases que muestra las regiones paramétricas donde un sistema

cuantico de muchos cuerpos puede equilibrar.



Por otro lado, incluso en los casos en que el sistema parece haber equili-
brado, la unitariedad de la dindmica cudntica asegura una memoria precisa
de la condicién inicial de no-equilibrio. Luego, si algin protocolo experi-
mental pudiera revertir la dindamica, conduciria al sistema de regreso al
estado de no-equilibrio inicial. Esta idea define al eco de Loschmidt (LE),
que engloba los diversos procedimientos de reversién temporal implementa-
dos en resonancia magnética nuclear. En la préctica, la reversion siempre es
perturbada por grados de libertad no controlados, ya sea internos o del am-
biente externo, asi como también por imperfecciones en los procedimientos
experimentales. Estas perturbaciones constituyen las fuentes de decoheren-
cia, un fenémeno estrechamente ligado a la degradaciéon del LE. De hecho,
a lo largo de esta Tesis abordamos sistematicamente cémo calcular, tanto
analitica como numéricamente, el tiempo de decoherencia dependiente de
perturbacién, 7s. En todos los casos considerados, este tiempo se calcula

precisamente sobre la base de la regla de oro de Fermi (FGR).

Por 1ltimo, pero no menos importante, discutiremos un panorama general
acerca del decaimiento del LE como consecuencia del juego relativo entre las
interacciones reversibles (caracterizadas por una escala de tiempo T5) y la
perturbacién (7x). Esa interrelacién origina en ltima instancia una nueva
escala T3, observada experimentalmente y que resulta ser aproximadamente
independiente de 7s pero estrechamente cercana a T5. Aqui, evaluaremos
el LE en una serie de sistemas cerrados de tamano creciente y realizaremos
un andlisis tipo escaleo de tamano finito para los tiempos caracteristicos
de decaimiento del LE. Este enfoque proporciona evidencia numérica que
indica un mecanismo emergente basado en la proliferacion de interacciones
efectivas mediadas por estados excitados. A su vez, tal mecanismo conlleva
una descripcién FGR efectiva de la dindmica LE. Finalmente, en el limi-
te termodindmico, cualquier perturbacién (arbitrariamente pequena) tiene
asociada un tiempo FGR caracteristico, y por lo tanto si el sistema perma-
nece equilibrado durante un tiempo mas largo, entonces la equilibracién se

convertira, para todo fin practico, en irreversible.



Palabras clave: eco de Loschmidt, equilibracién, termalizacion, localiza-
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Abstract

If an ink drop falls into a pond, the stain diffuses away until no trace of it
remains whatsoever. One may naturally say that such a process is in fact
irreversible. In the microscopic world, similar phenomena are also ubiqui-
tous. For instance, if a magnetic polarization excess is injected in many-
spin system which is initially in thermal equilibrium, then this “excitation”
would spread all over as consequence of spin-spin interactions. Such an ap-
parently irreversible process is known as spin diffusion and it can lead the
system back to “equilibrium”. One can generalize this idea by considering a
closed many-body quantum system which is departed from equilibrium and,
even when it evolves unitarily, many local observables have some transient
behavior and then remain close to a static value for most of the time. This
process is known as equilibration, which is one of the central issues to be

addressed in this Thesis.

The idea of equilibration in closed quantum systems soon faces limitations.
On the one hand, the equilibration of the polarization is not always the rule
as there are physical situations where the initial excitation cannot spread
at all. Such a situation occurs when the system is sufficiently disordered or
when the internal interactions are too strong. In fact, these extreme regi-
mes give rise to the well known Anderson localization and Mott insulating
phases respectively. For arbitrary strengths of disorder and interactions, the
interplay between both processes is highly non-trivial. We obtain and dis-
cuss a dynamical phase diagram which shows the parametric regions where

a many-body system equilibrates.

On the other hand, even in the cases where the system seems to have equi-
librated, the unitarity of quantum dynamics ensures a precise memory of

the non-equilibrium initial condition. Then, if some experimental protocol



could reverse the many-body dynamics, it would drive the system back to
the initial non-equilibrium state. Such a general idea defines the Loschmidt
echo (LE), which embodies the various time-reversal procedures implemen-
ted in nuclear magnetic resonance. As a matter of fact, the reversal is always
perturbed by uncontrolled internal or environmental degrees of freedom as
well as by imperfections in the pulse sequences. These perturbations cons-
titute the sources of decoherence, a phenomenon closely tied to the LE
degradation. Indeed, throughout this Thesis we address systematically how
to calculate, both analytically and numerically, the perturbation-dependent
decoherence time 7s. In most of the cases considered, this is precisely un-

derstood in terms of the the Fermi golden rule (FGR).

Last, but definitely not least, we address a general picture of the LE de-
cay as a consequence of the interplay between the reversible interactions
(characterized by a time scale T5) and the perturbation (7%). This would
ultimately lead to the experimentally observed T3, which was found to be
roughly independent of 75 but closely tied to T. Here, we evaluate the LE
in a sequence of closed systems of increasing size and perform a finite si-
ze scaling on the time scales of the LE decay. Such an approach provides
numerical evidence supporting an emergent mechanism based on the proli-
feration of effective interactions mediated by highly excited states. In turn,
this justifies an effective FGR description of the LE dynamics. Thus, in the
thermodynamic limit, any arbitrarily small perturbation yields a characte-
ristic FGR time, and if the system stays equilibrated during a longer time,

then the equilibration will become irreversible for any practical purpose.

Keywords: Loschmidt echo, equilibration, thermalization, many-body lo-
calization, decoherence, irreversibility, emergent phenomena, nuclear mag-

netic resonance, Fermi golden rule.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Irreversibilidad y la estructura jerarquica de la

Naturaleza

Nuestro conocimiento acerca del Universo que nos rodea estd lejos de ser un cuer-
po armoniosamente unificado. En cambio, disponemos un gran catdlogo de disciplinas
casi independientes que constituye, con diferente grado de éxito, nuestra comprensién
acerca de cémo funciona la Naturaleza. Fisica, Quimica, Biologia, y sus sub-disciplinas,
pertenecen a tal catdlogo de descripciones parciales o niveles de realidad [CRV14]. Ca-
da uno de estos niveles involucra escalas especificas de energia, tiempo, y dimensiones.
La relacién entre estas descripciones (que generalmente recibe el nombre de reduccion)
es intrinsecamente compleja pues el salto de un nivel a otro puede involucrar “tran-
siciones de fase” [And72, Ber94| cuya descripcién matemética responde a expansiones
asintéticas singulares [Pri98].

Para comenzar, consideraremos un ejemplo de libro de texto: la derivaciéon de la
Termodindmica de equilibrio partiendo desde la Mecanica Estadistica (SM) clasica. La
primera de estas disciplinas se ha constituido en la rama de la Fisica mas exitosa duran-
te los ultimos 200 anos, ya que su impacto tecnolégico cambié radicalmente la manera
en que la Humanidad vive. Especificamente, la Termodinamica describe las propiedades
de la materia en términos de presién, volumen, temperatura, entre otras variables ma-
croscopicas. La segunda, SM, considera cada uno de los N constituyentes microscépicos
de la materia y su proposito ultimo radica en proveer una descripcién probabilistica ba-

sada en las leyes que rigen sus interacciones. Argumentos estandar[Pat96], que se basan
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esencialmente en el limite N — oo, permiten derivar relaciones macroscépicas simples
(ecuaciones termodindmicas de estado) partiendo de ciertos observables microscépicos
de la SM. Este esquema de reduccion funciona en teoria y en gran parte en la practi-
ca, pero falla dramaticamente en situaciones fisicas especificas: los puntos criticos. En
efecto, un punto critico indica la existencia de una transicién de fase, donde las varia-
bles termodinamicas divergen o se vuelven no-analiticas. En tal caso, el paradigma de
reduccion debe reemplazarse por la emergencia de fenémenos cualitativamente nuevos.
En palabras de Sir Michael Berry [Ber94],

“La Termodindmica es una teoria del continuo, por lo que la reduccion tiene que
mostrar que la fluctuacion de densidad originada en las fuerzas interatomicas tienen
un rango finito (y microscdpico). Esto es valido excepto en un punto critico, donde hay
fluctuaciones que alcanzan escalas incluso del tamano de la muestra. Entonces, en la
region critica el limite continuo no existe, indicando un nuevo estado de la materia.
En términos de nuestra descripcion general, el estado critico es una singularidad de la
Termodindmica, en la cual su reduccion a la Mecdnica Estadistica se rompe; sin em-
bargo, fuera del punto critico, emerge una amplia clase de nuevos ‘fendmenos criticos’,
que pueden entenderse mediante un minucioso estudio del limite de N grande.”

Nuestra experiencia cotidiana corresponde a un dominio clasico macroscépico, don-
de el cristal que se cae termina por hacerse anicos, nuestra taza de café se enfria, y un
cubo de hielo se derrite fuera de la heladera. Todos estos fendémenos irreversibles son
manifestaciones de la bien conocida Segunda Ley de la Termodinamica, es decir, los
procesos ocurren hacia un inevitable incremento de entropia. De hecho, la descripcion
fisica de tal dominio macroscépico involucra ecuaciones de movimiento temporalmente
asimétricas, como por ejemplo ecuaciones hidrodinamicas y difusivas. Los constituyen-
tes elementales o microscopicos de cada entidad macroscopica pertenecen a un nivel
“més fundamental”, cuya descripcion fisica implica ecuaciones de movimiento tempo-
ralmente simétricas, tales como la dinamica Newtoniana o la ecuaciéon de Schrodinger.
En pocas palabras, mientras que el mundo microscépico es reversible, el macroscépico
no lo es. Este contraste paraddjico ha alimentado una controversia recurrente desde
finales del siglo XIX hasta nuestros dias. Esta Tesis contribuye a dicha discusién pre-
sentando argumentos analiticos y numéricos que justifican la idea de irreversibilidad
emergiendo en el limite termodindmico (TL) desde una dindmica cudntica (microscépi-

ca) reversible.
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A finales del siglo XIX, Ludwig Boltzmann intenté conciliar el caracter irreversi-
ble de la Segunda Ley con la reversibilidad propia de las Leyes de Newton del mo-
vimiento [Kuh87]. El consideré la evolucién de un gas compuesto por particulas que
colisionan entre si, y cuyo estado estado inicial estd muy lejos del equilibrio. Boltz-
mann describe entonces este complejo sistema de acuerdo con una ecuacién cinética
que irreversiblemente lo lleva al equilibrio. Consistentemente, se elimina la simetria de
reversion temporal a través de la hipdtesis de “caos molecular” o stosszahlansatz. La
misma, implica que después de cada colisién de particulas (proceso caracterizado por
un tiempo caracteristico) no queda memoria remanente del estado anterior. El enfoque
cinético de Boltzmann constituye la prueba de su célebre Teorema H, que a su vez
es la primera justificacion formal de la Segunda Ley. En ese momento, Joseph Losch-
midt planted la objecién contra tal demostracién argumentando que para cada posible
trayectoria que conduce al equilibrio, existira otra trayectoria, igualmente posible, que
llevaria al sistema de regreso al estado inicial de no-equilibrio. En particular, si se re-
virtieran las velocidades de cada particula el sistema evolucionaria hacia un estado de
baja entropia. Como respuesta, Boltzmann enfatizé la dificultad practica extrema de
alcanzar la reversién de velocidades propuesta por Loschmidt diciendo “es usted quien
invertird las velocidades! " [BH84].

El propio Boltzmann mejord su teoria transformandola en una descripcién proba-
bilistica. Mas precisamente, la separacién entre escalas microscopicas y macroscépicas,
es exactamente lo que nos permite predecir la evolucién tipica de un sistema ma-
croscopico particular. De hecho, esto constituye la vision moderna que explica la llama-
da “paradoja de la irreversibilidad”. En palabras de Joel Lebowitz [Leb99] (ver también
[Leb93, Leb08)),

“... varios ingredientes interrelacionados, que en conjunto proporcionan la clara dis-
tincion entre variables microscopicas y macroscopicas, necesarios para la emergencia de
un comportamiento temporal asimétrico en la evolucion de las variables macroscépicas
a pesar de la ausencia total de dicha asimetria en la dindmica de los dtomos indivi-
duales. Ellos son: (a) la gran disparidad entre escalas microscdpicas y macroscépicas,

(b) el hecho que los eventos son, como advierte Boltzmann, determinados no sélo por
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ecuaciones diferenciales, sino también por condiciones iniciales y (c) el uso del razo-
namiento probabilistico: no es cada estado microscopico de un sistema macroscopico el
que evolucionard de acuerdo con la Sequnda Ley, sino la ‘mayoria’ de los ellos — una
mayoria que sin embargo se vuelve tan abrumadora, cuando el nimero de dtomos en el
sistema se vuelve muy grande, que el comportamiento irreversible se convierte en casi
una certeza.”

El punto clave aqui es que, ya en el enfoque clasico de Boltzmann, la irreversibilidad
emerge precisamente en el salto desde el dominio microscépico al macroscépico. Asimis-
mo, las principales caracteristicas cualitativas de este paradigma tienen sélo una ligera
dependencia en los detalles especificos de la dinamica microscépica subyacente. Estos
detalles pueden incluir la sensibilidad ante pequenos cambios en la condicién inicial
(caoticidad), la equivalencia entre los promedios temporales y configuracionales (ergo-
dicidad) y una distribucién méas o menos uniforme del estado del sistema en el espacio
de fases (mezcla). Sin embargo, estas propiedades microscépicas interrelacionadas son
determinantes de la descripcién cuantitativa de la evolucién macroscépica [Leb99]. En
otras palabras, la derivacién de ecuaciones macroscépicas hidrodinamicas y difusivas
dependerda en ultima instancia de las inestabilidades en trayectorias microscépicas o,
hablando en términos generales, de su dindmica cadtica. Esta observacion impulsé el
estudio de caos, ergodicidad y mezcla, ya que se convirtieron en piezas fundamentales

para comprender la irreversibilidad.

1.2.1. Tras los ingredientes cruciales: el experimento numérico de
Fermi-Pasta-Ulam

Algunos de los ingredientes mencionados anteriormente ya se pueden encontrar en
la Mecénica Clésica (CM) de pocos cuerpos. Segun la CM, un sistema compuesto por
N particulas en D dimensiones se describe con un punto X en un espacio de fases
(2D N)-dimensional. Si el sistema es conservativo, la energia es la cantidad conservada
primaria, y el espacio de fases estd restringido a una hipersuperficie €2 de 2DN — 1
dimensiones, generalmente llamada energy shell. Sistemas totalmente integrables estan
incluso mas constrenidos, y sus soluciones resultan ser érbitas periédicas regulares, no
densas, y estrictamente contenidas en ). Si la integrabilidad se rompe, las érbitas se
vuelven irregulares y cubren ) densamente. Esto significa que una trayectoria particular

X(t) visitard uniformemente todas las configuraciones dentro de (2, siempre que un
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tiempo suficiente haya transcurrido. Esta ultima observacién encarna el concepto de
ergodicidad: un observable puede ser equivalentemente evaluado via un promedio de
diferentes configuraciones en €2, o bien por medio de un promedio temporal a lo largo
de una sola trayectoria X (). Tal propiedad es la piedra angular de la SM (clésica) ya
que establece la equivalencia entre la descripcion de Gibbs en términos de ensambles
y el enfoque cinético de Boltzmann. Ademds, destacamos que las ideas aqui descritas
son completamente independientes del limite N — oo.

A principios de la década de 1950, Enrico Fermi, John Pasta y Stanislaw Ulam
(FPU) [FPU55] intentaron estudiar cuando y cémo la ruptura integrabilidad puede con-
ducir a un comportamiento ergédico en el marco de una evoluciéon determinista. Ellos
consideraron una cadena de osciladores arménicos perturbada por fuerzas anarménicas
con el fin de verificar que estas no-linealidades pueden llevar a la equiparticiéon de la
energia como un manifestacion de ergodicidad. Si bien el propio Ulam declaré que “La
motivacion entonces era observar las tasas de mezcla y termalizacion ... ” [Fer65], los
resultados no fueron los esperados: la dindmica de “termalizacién” no se observo en ab-
soluto. En su lugar, la evolucion temporal en el problema FPU evidenciaba recurrencias
notables.

Hoy en dia, los resultados sorprendentes de FPU se entienden bien en términos de
la teorfa del caos [BIO5]. En sentido cldsico, el caos se define como una sensibilidad
exponencial a los cambios en las condiciones iniciales. Esto significa que trayectorias
en el espacio de fases, que inicialmente eran arbitrariamente cercanas, se separaran
a un ritmo exponencial exp[+At]. Aqui, la tasa caracteristica A recibe el nombre de
exponente de Lyapunov. En la aparicién de este tipo de inestabilidades juegan un
papel crucial las llamadas “resonancias no-lineales”. El estudio de tales resonancias,
conocido como caos dinamico, fue impulsado por la escuela dirigida por Boris Chirikov
[Chi60, IC66]. Precisamente, la aparicién de caos dindmico puede identificarse con la
transicién entre comportamientos no-ergédicos y ergddicos [Zas99]. Existe un criterio
mas general para el surgimiento de propiedades ergddicas en sistemas mecanicos, y
viene dado por la teorfa de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) [CM10]. Esta predice
que una perturbacion no-lineal débil en un sistema integrable destruye las constantes de
movimiento sélo localmente en las regiones de resonancias. En otras regiones del espacio
de fases, persisten islas de movimiento cuasi-periédico. Aunque una aplicacién directa

de la teoria KAM al modelo FPU sufre de dificultades técnicas, esta teoria constituye
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el principal resultado segun el cual no debe esperarse ingenuamente ergodicidad por la

mera presencia de una débil perturbacién no-lineal.

1.3. El mundo cuantico

La descripcién KAM no se puede extender directamente a la Mecanica Cuédntica
(QM). De hecho, cualquier sistema cudntico cerrado y finito involucra un espectro de
energia discreto y evoluciona de manera cuasi-peridédica en el espacio de Hilbert, el cual
resulta un analogo cudntico al espacio de fases cldsico. Ademds, un sistema cudntico
cerrado y finito nunca alcanza un estado de equilibrio a través de una evolucién no
trivial, es decir, nunca equilibra. Ciertamente, esto es una consecuencia de la unitariedad
del operador evolucién, que a su a su vez implica la reversibilidad de la dindmica.

Si bien integrabilidad, ergodicidad y caos son conceptos bien establecidos en el
contexto de la CM, sus extensiones en QM son mucho menos claras. En particular,
la nocién de integrabilidad en la literatura de QM puede referir a diferentes criterios.
Contrariamente a lo que sucede en CM, la existencia de “IN cantidades conservadas
u operadores (locales) linealmente independientes y que conmutan mutuamente” no
implica necesariamente que el sistema es “exactamente soluble”en el dominio cuantico
[CM11, GME11]. Ademas, el concepto de ergodicidad en QM también ha generado un
intenso debate, basicamente desde el reciente redescubrimiento del Teorema Ergddico
Cuéntico (QET) de John von Neumann [vonl0, GLTZ10]. Por dltimo, pero no menos
importante, la definicién cldsica de caos entendida segun la sensibilidad en las condi-
ciones iniciales no se aplica a un teoria ondulatoria como la QM. De hecho, tal como
discutiremos més abajo, la presencia de caos dindmico en sistemas cudnticos se en-
cuentra como una inestabilidad de la evolucién ante perturbaciones en el Hamiltoniano

[JPO1].

1.3.1. Un atajo operacional: decoherencia y la teoria de sistemas cuanti-
cos abiertos

La descripcién fenomenoldgica de una dindmica irreversible en el marco de la QM
puede realizarse postulando que el sistema de interés esta en contacto con un ambiente
externo. En efecto, esto implica remover la hipdtesis por la cual se asume al sistema

como “cerrado”. En palabras de Géran Lindblad [Lin76],
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“Parece que la unica posibilidad para introducir un comportamiento irreversible en
un sistema finito es reemplazar la evolucion de tipo unitaria, considerando sistemas
no Hamiltonianos. Una forma de hacerlo es postular una interaccion del sistema con-
siderado S con un sistema externo R que actia como bano térmico o instrumento de
medicion.”

La primera consecuencia de acoplar al sistema a un nimero infinitamente grande de
grados de libertad externos parece ser la destruccion de muchos fenémenos puramente
cuanticos que ocurririan en él. Mas precisamente, seria de esperar una atenuacién de
las interferencias en observables especificos y, en ultima instancia, la aparicion de la
clasicalidad [Zur03]. Dado que la degradacién se origina en la pérdida de coherencia
de fase entre los componentes especificos de una superposicién cudntica, tal proceso
recibe el nombre de decoherencia. Este paradigma implica autométicamente el caracter
irreversible de la dindmica de sistemas abiertos.

La formulaciéon matematica rigurosa de la dindmica de sistemas cudnticos abiertos se
remonta a 1976, cuando el trabajo de Lindblad [Lin76] fue independiente y simultanea-
mente complementado por el de Vittorio Gorini, Andrzej Kossakowski, y George Su-
darshan [GKS76]. Ambos trabajos proporcionan la estructura matematica que deben
satisfacer las ecuaciones maestras cudnticas (QME). Estas pueden ser entendidas como
ecuaciones diferenciales de Liouville-von Neumann generalizadas para la matriz densi-
dad reducida. En general, para describir el ambiente externo deben asumirse hipétesis
especificas, que son esencialmente conocidas como aproximaciéon de Markov. Muchas de
estas suposiciones ya eran conocidas y discutidas en la década de 1950 por Felix Bloch
[WB53] y Ugo Fano [Fan57]. Tal como sintetiza Karl Blum [Blu96],

“Se supone que R tiene tantos grados de la libertad que los efectos de la interac-
cion con S se disipan muy rdpidamente y no hay reaccion de respuesta hacia S en
una medida significativa, de manera que R se mantiene descrito por una distribucion
de equilibrio térmico a temperatura constante, independientemente de la cantidad de
energia y polarizacion que difunde hacia €l desde el sistema S. En otras palabras, se
supone que la reaccion de S sobre R es despreciable y las correlaciones entre S y R,
mducidas por la interaccion, tampoco son considerables.”

El enfoque QME ha demostrado ser operacionalmente exitoso para describir deco-
herencia en muchos escenarios especificos. Estos son tipicamente sistemas cuanticos de

pocos cuerpos acoplados inevitablemente a un ambiente, como ocurre en 6ptica cuantica
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[GZ04, PB02]. Sin embargo, el grado extremo del aislamiento en recientes realizaciones
experimentales de muchos cuerpos [BDN12, BR12] ha reorientado nuevamente los es-
fuerzos tedricos hacia el estudio de la dinamica y los fundamentos de SM en sistemas

cuanticos cerrados.

1.3.2. Equilibracion en sistemas cuanticos cerrados.

Al igual que en el gas de Boltzmann constituido por moléculas o particulas que
chocan, consideremos aqui un sistema cuantico cerrado compuesto por un gran nimero
N de particulas interactuantes. Suponemos que el estado inicial del sistema (¢ = 0)
estd dado por pg, y que éste no conmuta con el Hamiltoniano H. En otras palabras, pg

es un estado de no-equilibrio. Su evolucién temporal estd dada por
R i~ i
Pt = exp —ﬁtH Do €Xp ﬁtH ,

que, siendo dependiente del tiempo a través de funciones cuasiperiddicas, presenta
marcadas recurrencias y, en sentido estricto, no puede describir la convergencia a un
estado de “equilibrio”. Esta es una mera consecuencia de la unitariedad en la dindmica.

Dado un observable especifico, digamos O, la evolucién temporal de su valor de

expectacion esta dado por:
O1) = tr (20)

Sorprendentemente, a condiciéon que O cumpla ciertas condiciones, puede ocurrir la
equilibracion de <O(t)> Aqui, equilibracién significa que después de algiin comporta-
miento transitorio, (O(t)) alcanza cierto valor “estacionario” y permanece cercano al
mismo durante la mayor parte del tiempo. Existen varias preguntas tedricas acerca de
la idea de equilibracién que actualmente generan un intenso debate. Dos de las més im-
portantes son: jcudles son las condiciones requeridas en 0, H y po para que se observe
equilibracién en la dindmica de (O(t))? y, ;hay algin ensamble de equilibrio de la SM
que pudiera ser utilizado para predecir el valor asintético estacionario de (O(t))?
Parece que un requisito clave para el equilibracion es la localidad de O. En términos
simples, esto significa que O involucre sélo un pequeno nimero de sitios o particulas.
La idea de localidad proporciona un argumento natural en favor de un comportamiento
aparentemente irreversible en (O(t)). De hecho, si “observamos” un subsistema local

que involucra sélo una pequena fraccion de los grados de libertad de todo el sistema,
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el acoplamiento al resto del sistema imita un acoplamiento a un ambiente externo. Por
lo tanto, como en la discusién sobre la dinamica de sistemas abiertos, la relajacién de
(O(t)) se produce debido a la presencia de un gran ambiente (“el resto”) que “observa’
al subsistema. En tal caso, se dice que el sistema completo puede actuar como su propio
ambiente.

En comparacién con equilibracién, la termalizacion constituye un proceso mucho
més especifico [RDO08|. Termalizacién implica que (O(t)) asintGticamente se acerca
a un valor estatico que puede ser evaluado con uno de los ensambles estdandar de la
termodinamica de equilibrio. Conforme a la descripcién anterior, esto significaria que
el subsistema finalmente alcanza un equilibrio térmico impuesto por un ambiente (el
resto del sistema). En lo que se refiere a la evaluacién de los valores de expectacion,
el estado asintético no puede distinguirse de un estado de Gibbs exp[—ﬁfl |, que se
caracteriza por cierta temperatura efectiva 1.

Durante los dltimos anos, la literatura sobre las condiciones requeridas para la exis-
tencia de equilibracién y termalizacion ha crecido abrumadoramente (ver [PSSV11,
EFG15, HN15] y sus referencias). Sin embargo, gran parte del “progreso” en este cam-
po es béasicamente una especie de reformulacién del QET de von Neumann. A pesar que
el QET original fue publicado por primera vez en alemén en 1929, su traduccién inglesa
fue publicada recientemente [vonl0, GLTZ10]. El QET establece las condiciones ma-
temdticas precisas necesarias para la existencia de equilibracion en macroobservables
especificos.

Como se menciond anteriormente, hay varias preguntas que siguen abiertas en este
campo. Entre ellas, vamos a considerar sélo tres, que serdn discutidas en cierta medida
en esta Tesis. Estas son:

1. ;Cémo se comportan las fluctuaciones temporales de (O(t)) alrededor su valor
asintético cuando N aumenta? ;Cémo dependen dichas fluctuaciones de O, H, y el
estado inicial pg?.

2. jExisten casos en los que el paradigma de equilibracién falla sistematicamente?
Si es asi, jqué podemos aprender de ellos?

3. ;En qué medida la equilibracién es genuina? ;Es en dltima instancia irreversible?

En lo que sigue, vamos a elaborar con més detalle las dos tltimas preguntas.
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1.3.3. Localizacion. “all the running you can do, to keep in the same
place”

Existen fenémenos sorprendentes en los cuales se inhiben los mecanismos de equili-
bracién. De hecho, los ejemplos que se pueden dar aqui corresponden a dos areas muy
activas en la Fisica: los aislantes topoldgicos y los sistemas localizados. La primera in-
volucra el estudio de nuevos materiales que se comportan como aislantes estandar en
su interior, pero que evidencian estados de superficie (conductores) topoldgicamente
protegidos contra perturbaciones externas [Wen04]. La segunda se originé con el tra-
bajo pionero de Philip W. Anderson [And58], que describe la ausencia de difusién de
ondas en un medio desordenado. Mientras que los aislantes topolégicos no se abordaran
en esta Tesis, el fendmeno de localizacién constituye una pieza importante en nuestro
rompecabezas.

La transicién extendido-localizado o localizacién de Anderson (AL) estd original-
mente inspirada en los experimentos realizados por George Feher (ver [And78] y sus
referencias). Feher utiliz6 Doble Resonancia Electrén-Nicleo para evaluar la difusién
de espin (en sentido estricto, la ausencia de la misma) en semiconductores dopados con
impurezas. La teoria desarrollada por Anderson para explicar los resultados experimen-
tales requirié de veinte anos para tomar su forma acabada y le valié el Premio Nobel en
1977. Béasicamente, la dindmica de un sistema de electrones no interactuantes en una
red D-dimensional, puede cambiar draméticamente cuando se introduce un potencial
espacialmente desordenado. De hecho, si la magnitud del desorden es pequena, los au-
toestados de una particula se describen en términos de ondas de Bloch extendidas con
alguna vida media finita. En tal caso, una excitacién local puede describirse como un
paquete de ondas que se difunde a lo largo del sistema. Pero cuando la magnitud del des-
orden es lo suficientemente grande, los autoestados del sistema se localizan en el espacio
real. Esto implica que la excitacién se mantendria cerca de su ubicacién inicial y su
difusion (fenémenos de transporte) ya no es posible. En cierto sentido, las mismas impu-
rezas que originalmente favorecen la difusién, el transporte disipativo y la equilibracién
(via alguna forma de caos y exponentes de Lyapunov [Lau87]), terminan conspirando
contra ellos. El cambio de paradigma entre estos dos regimenes dindmicos actualmente
se refiere como una quantum dynamical phase transition (QDPT) [ADLPO06].

El paso siguiente al problema de AL estdndar corresponde al estudio del fenémeno

de localizacion en sistemas con interacciones. Conviene senialar primero que incorporar
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interacciones aumenta la complejidad del problema de manera significativa. Un sistema
ordenado interactuante puede por si mismo evidenciar una transiciéon a una fase aislante
si las interacciones son lo suficientemente fuertes: la transicién de Mott-Hubbard, que
ocurre cuando la banda de estados electronicos se separa en una banda ocupada y una
no-ocupada [Mot68]. Si el sistema estd desordenado, la expectativa ingenua aqui seria
que las interacciones impiden la existencia de AL esencialmente por dos razones. En
primer lugar, el desfase por colisiones destruiria las interferencias especificas necesarias
para localizar. En segundo lugar, incluir las interacciones implica automaticamente un
incremento exponencial en el tamano del espacio de Hilbert, que a su vez terminaria
por favorecer la difusion. Sin embargo, un tipo diferente de transicién ocurre entre una
fase extendida y una localizada en sistemas de muchos cuerpos interactuantes, reci-
biendo el nombre de many body localization (localizacién de muchos cuerpos, MBL)
[BAA06, AAS10]. La MBL es una QDPT que se produce cuando estén presentes tanto
las interacciones como el desorden de Anderson. En cierto sentido, la diferencia concep-
tual entre AL y MBL es jerdrquica: mientras que el primero trata con los autoestados
de particulas independientes en el espacio de Hilbert, el segundo se basa en las propie-
dades de los autoestados de muchos cuerpos en un considerablemente mayor espacio de
Fock.

. Por qué resultan los fenémenos de localizacion, y en particular la MBL, tan atrac-
tivos para estudiar? La respuesta a esta pregunta se remonta al problema FPU y el
marco tedrico (clasico) desarrollado para entenderlo. Al igual que en el intento de Fermi
y sus colaboradores, el objetivo actual es el estudio de los modelos cudnticos simples que
puedan ir paramétricamente desde una dinamica cuantica ergddica a una no-ergddica.
Mas aun, una cuestién fundamental serfa si tal eventual transicién se produce como
un cruce suave o bien tiene un valor critico definido, es decir, una especie de umbral
cudntico KAM generalizado [PSSV11]. De hecho, en el dominio cudntico, el candidato
prometedor en tal sentido, es la transicion MBL. Si el estado del sistema de muchos
cuerpos es extendido, entonces se puede esperar que el sistema sea lo suficientemente
ergodico como para comportarse como su propio ambiente y posibilitar la equilibracién
de observables. En tal caso, los autoestados individuales de energia producirian valores
de expectacién para los observables de pocos cuerpos que coinciden con los evaluados
en el ensamble térmico microcanénico [PSW06, RDOO0S8]. Es pocas palabras, los obser-

vables no sélo equilibran, sino también termalizan. Muy por el contrario, si el estado del
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1. INTRODUCCION

sistema de muchos cuerpos esta localizado, cualquier excitacién inicial se mantendria
fuera de equilibrio. En este caso, la termalizacién estaria inhibida. Por tanto, la MBL

evidenciaria el umbral buscado entre comportamientos ergédicos y no-ergddicos.

1.4. Ecos del futuro: la NMR entra en escena

Nos focalizaremos ahora en el niicleo de esta Tesis. Consideremos primero un sistema
cuantico de muchos espines interactuantes en equilibrio a alta temperatura. Luego asu-
mamos que ese sistema se aparta del equilibrio mediante la inyeccién de una excitacién,
que estd dada por un exceso local de polarizacién. Supongamos que el sistema si puede
equilibrarse, es decir, la dinamica puede conducir a una distribucién homogénea de la
polarizacién local. Tal equilibracion de la polarizaciéon es una consecuencia del proceso
generalmente llamado difusion de espin [BH70, For75]. Sin embargo, a pesar que ese ob-
servable particular parece haber alcanzado el “equilibrio”, la unitariedad de la dindmica
cudntica asegura una memoria precisa de la condicién inicial de no-equilibrio. En otras
palabras, el estado inicial estd completamente codificado en correlaciones especificas
(eventualmente no locales) presentes en el estado evolucionado.

Si algin protocolo experimental pudiera lograr el inverso del operador evolucion,
es decir, revertir la dindamica de muchos cuerpos, entonces conduciria al sistema de
regreso al estado de no-equilibrio inicial [BH84]. Esta idea de “eco” se ha mantenido en
el corazén de la resonancia magnética nuclear (NMR) desde su nacimiento a finales de la
década de 1940. De hecho, el primer experimento de reversiéon en NMR fue realizado por
Erwin Hahn en 1950 [Hah50]. El procedimiento, conocido como eco de espin, revierte
la dindmica de precesion de cada espin independiente alrededor de su campo magnético
local, invirtiendo el signo de la energia Zeeman. Sin embargo, el signo de la energia
asociada a las interacciones espin-espin no se invierte y, en consecuencia, la senal del
eco se degrada. Tal deterioro se produce en una escala de tiempo T5 que caracteriza a
la propagacion difusiva inducida por las interacciones espin-espin.

A principios de la década de 1970, Horst Kessemeier, Won-Kyu Rhim, Alex Pines,
y John Waugh implementaron la reversién de la dindmica inducida por la interaccién
dipolar espin-espin [RK71, RPWT1]. El procedimiento resulta en el llamado “eco mégi-

7

co”, es decir una senal que indica la refocalizacién de una polarizacién global. Dos
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1.5 El eco de Loschmidt: irreversibilidad como fenémeno emergente

décadas mas tarde, Richard Ernst y colaboradores introdujeron el “eco de polariza-
ci6n” [ZME92]. Alli, una excitacién local inyectada en un sistema de muchos espines, se
deja de evolucionar, para luego revertir tal dindmica y finalmente detectar localmente
en el sitio inicial. Aunque el éxito de estos experimentos de reversiéon temporal puso
de manifiesto inequivocamente la naturaleza determinista de la dinamica de espines
en NMR, resulta claro que la reversién siempre estard inevitablemente degradada por
grados de libertad no controlados, ya sea internos, del ambiente o imperfecciones en
las secuencias de pulsos. En términos de la teoria de sistemas cuanticos abiertos, estas
perturbaciones constituirian las fuentes de decoherencia. Sin embargo, la degradacién
parece ocurrir en una escala de tiempo, digamos T3, mucho mas corta que una estima-
cién ingenua de la escala de tiempo caracteristica de las perturbaciones, que llamaremos
7. Por lo tanto, resulta natural preguntar si la complejidad inherente a un gran ntimero
de espines correlacionados aumentaria la fragilidad del procedimiento en presencia de

perturbaciones.

1.5. El eco de Loschmidt: irreversibilidad como fenémeno

emergente

Los procedimientos de reversién temporal que acabamos de describir pueden ser con-
siderados como una realizacién moderna del “experimento” propuesto por Loschmidt.
Con el propésito de refutar el teorema H de Boltzmann, Loschmidt propuso revertir
las velocidades de las particulas como un mecanismo para deshacer el aumento de la
entropia. En efecto, los experimentos de NMR mencionados anteriormente son realiza-
ciones especificas de la idea original de “desandar” la evolucién temporal [WRP72]. Més
aun, esta concepcion inspiré a Patricia Levstein y Horacio Pastawski a definir el “eco
de Loschmidt” (LE) como una idealizacién que engloba los procedimientos de reversién
temporal, eventualmente imperfectos, implementados en NMR [LUP98, PUIL98, JP01].

Una nueva generacién de experimentos en cristales orgdnicos [LUP98, PLUT00,
UPL98|, sugiri6 que la escala de tiempo para la irreversibilidad 75 nunca excede més

de un par de veces Ts. Por lo tanto, parece que estamos frente a un limite insuperable

T2§T3<<TE.
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La conclusién mas inmediata serfa que existe todavia una fuente incontrolada de de-
coherencia, una explicacién a la que suscribirian tanto experimentales como tedricos
[ZCPOT7]. Sin embargo, se planteé que la existencia de una “decoherencia independiente
de perturbacién” (PID) tendria un origen mucho més profundo, con T3 actuando como
una especie de inverso de exponente Lyapunov [PLUT00].

Cuando la tasa de decaimiento 1/T5 se grafica en funcién de la intensidad del tinico
término no revertido, es decir, la interaccién no secular residual, se observa una satura-
cién a un valor finito: T3 ~ 475 [Usa99]. Esto se muestra explicitamente en la Fig. 1.1.
El gréfico se asemeja al comportamiento estandar de la resistividad vs. temperatura en
un metal impuro, donde un offset de resistividad finita se observa en el limite de tempe-
ratura cero. Tal valor esta determinado por los procesos de dispersién con las impurezas
[DS74], es decir, por el caos [Lau87]. Andlogamente, T3 en el limite de cero perturba-
cién, permanece ligado a la escala de tiempo que caracteriza a la interaccién reversible.
Esta observacién llevé a postular la hipdtesis central de irreversibilidad: en un sistema
de muchos espines (infinitamente grande), lejos de su estado fundamental, su dindmica
propia amplifica la accién de cualquier pequenia interacciéon no invertida que perturbe
el procedimiento de reversién. Por lo tanto, interacciones reversibles responsables de la

difusién de espin se vuelven determinantes para la tasa de irreversibilidad.
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Figura 1.1: La tasa de decaimiento del LE experimental 1/73 como funcién de la tasa
caracteristica de la perturbacién 1/7y. Ambas cantidades se multiplican por la escala de
tiempo Tb, que corresponde a las interacciones reversibles (Hamiltoniano que se puede
controlar). Adaptado de [Usa99].
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1.5 El eco de Loschmidt: irreversibilidad como fenémeno emergente

La hipétesis anterior impulsé el estudio tedrico de casos simples en los que el LE
se puede evaluar sisteméticamente[GPSZ06, JP09, GJPW12]. En particular, el “banco
de pruebas” estd dado por la dindmica cudntica de un sistema no interactuante cuya
contraparte cldsica es cadtica. Alli, el LE se define como el cuadrado del overlap entre
dos funciones de onda de un cuerpo, una de ellas evoluciona segin un dado Hamiltoniano
y la otra con una pequena perturbacién adicional [Cuc04]. Si la evolucién no perturbada
tiene contraparte clasica cadtica entonces existe una valor critico de perturbacién por
encima del cual la tasa de decaimiento del LE corresponde al exponente clasico de
Lyapunov [JP01, CPJ04]. Tal resultado constituye un régimen PID particular. Este
ocurre para un estado inicial semiclasico construido a partir de un espectro denso y
se requiere que la perturbacién exceda cierto umbral. Por debajo de ese umbral, el
decaimiento del LE depende de la intensidad de las perturbaciones via una regla de oro
de Fermi (FGR) [JSBO1, CDPZ03].

El descubrimiento de los regimenes PID en evaluaciones especificas de LE fue una
sorpresa que puso en marcha a las comunidades de Caos Cuantico e Informacién Cuédnti-
ca. De hecho, el régimen PID tiene implicaciones profundas para el grado de controla-
bilidad de dispositivos cuanticos, ya que pondria de manifiesto una fragilidad intrinseca
de la dinamica cudntica hacia perturbaciones mintusculas. La sensibilidad ante pertur-
baciones o fragilidad de los sistemas cudnticos [JAB02, KJZ02, BZP13] se ha convertido
en un problema importante que afecta transversalmente a varios campos, por ejemplo,
la posible caoticidad en computadoras cudnticas [GS00, Fla00], el procesamiento de
informacién cudntica usando NMR, [KS04, MOB12, KAC13, SAL™14], fenémenos criti-
cos [QSLT06, Sil08] y, mds recientemente, la teoria de control cudntico [CSF*14]. Sin
embargo, la prueba definitiva, ya sea numérica o analitica, que justifique la hipdtesis
planteada arriba, y explique las observaciones experimentales, todavia no se ha alcanza-
do. La razdén de tal atascamiento tedrico se basa en la dificultad inherente al estudio de
la dindmica de sistemas de muchos cuerpos. Precisamente, la asociacién de la comple-
jidad de tales sistemas con una forma de caos [F100, FI01a], proporcionaria un camino
posible para entender la PID observada experimentalmente.

El punto de partida inevitable para el analisis del régimen PID es la identificacion
de las condiciones para un régimen de “decoherencia dependiente de perturbacion”,
es decir, la FGR. Como ya mencionamos anteriormente, en sistemas de un cuerpo la

FGR ocurre desde perturbaciones relativamente débiles (pero suficientes para romper la
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teoria de perturbaciones estdndar) hasta un umbral bastante grande que indica el inicio
del PID. Podriamos preguntarnos entonces, jes posible que en un sistema de muchos
cuerpos el umbral para un régimen PID sea cero? Si ese es el caso, debera aparecer
como una QDPT en el TL (N — o). Esta seria la prueba definitiva de una genuina
irreversibilidad emergente.

Como cuestion de hecho, un experimento estandar en NMR involucra una sistema
cristalino con un nimero infinitamente grande (macroscépico) de espines interactuan-
tes. En otras palabras, los experimentos estan “ya en el TL”. Por el contrario, cualquier
aproximacion numeérica para evaluar la dindmica de muchos espines sélo puede lidiar
con una cantidad estrictamente finita IN. Se requiere entonces un procedimiento apro-
piado de finite size scaling para comprender el mecanismo emergente que gobierna la
irreversibilidad en el TL. De hecho, podriamos imaginar un aumento progresivo de N
yendo desde pequenos sistemas a los mas grandes con una perturbacién completamente
controlada. El TL adquiere entonces un significado preciso, pues el comportamiento
emergente seguiria sélo en un orden definido de los limites: primero N — oo y luego
T, — OQ.

A pesar de que una verificacién concluyente del régimen PID puede estar fuera
del alcance de las técnicas numéricas actuales, nuestros resultados son consistentes
con un imagen emergente de irreversibilidad. Mas precisamente, cuantificaremos la
escala de tiempo que caracteriza la aparicion de una equilibracién irreversible. Es decir,
describiremos las condiciones bajo las cuales un proceso de equilibraciéon unitaria se

convierte, en ultima instancia, irreversible en el TL.

1.6. Organizacién de la Tesis

Esta Tesis visita los paradigmas dindmicos mas relevantes mencionados anterior-
mente: decoherencia, equilibracion, localizacion y, finalmente, los mecanismos emer-
gentes de irreversibilidad.

En el Capitulo 2 abordamos el problema de un sistema de dos niveles en presencia
de ambiente estructurado de espines. El propdsito sera el de discutir muchas de las
herramientas tedricas utilizadas a lo largo de la Tesis, de un manera simple pero no
trivial. En particular, introduciremos la transformacién de Jordan-Wigner entre elec-

trones y espines 1/2; el formalismo de no-equilibrio de Keldysh, y resultados analiticos
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exactos para modelos unidimensionales. Estas herramientas se utilizan para cuantificar
las escalas de tiempo en términos de la FGR. La mayoria de estos elementos ya se han
estudiado de forma exhaustiva en las Tesis de doctorado de Ernesto Danieli [Dan06],
Gonzalo Alvarez [Alv07], Elena Rufeil-Fiori [RF09], y Axel Dente [Den12].

En el Capitulo 3 formulamos el LE como una funciéon de autocorrelacién de espin.
Discutiremos el papel del LE como un cuantificador de decoherencia, cuando un sistema
de espines interactuantes esta acoplado a un ambientes de espines similar. En particular,
estudiaremos la dindmica de dos cadenas de espin acopladas lateralmente, es decir, una
configuracién tipo escalera de espines. Alli, como en el paradigma estandar de sistemas
cuanticos abiertos, una de las cadenas es “el sistema” y la otra es “el ambiente”. En
este contexto, re-elaboraremos muchas de las ideas fisicas introducidas en el Capitulo
2: la descripcién de las tasas de decoherencia FGR y la transformacion de la dindmica
de un cuerpo en un verdadero problema de muchos cuerpos.

En el Capitulo 4 abordamos la idea de equilibraciéon en sistemas cudnticos cerra-
dos. En particular, discutiremos una descripcion general de la dinamica de observables
de pocos cuerpos en sistemas de muchos cuerpos. El objetivo principal se basa en la
descripcién de las fluctuaciones temporales después de que se haya producido la equili-
bracién (en los casos en que efectivamente se produce tal fenémeno). Mostraremos que
estas fluctuaciones decaen exponencialmente con N, y por lo tanto se anulan en el TL.
Por otra parte, investigaremos la dependencia precisa en el Hamiltoniano, los estados
iniciales y los observables especificos considerados.

En el Capitulo 5 empleamos el LE como un testigo dinamico para estudiar la ruptura
de ergodicidad, que a su vez implica la imposibilidad real de equilibracién. Esto nos lleva
a un diagrama de fases en el que identificamos regiones dinamicas segiin sus mecanismos
predominantes: decoherente, ergddica, vitrea, localizacién de Anderson, y localizacion
de muchos cuerpos. Argumentos dimensionales basados en el célculo de incertidumbres
de energia proporcionan buenas estimaciones de dos lineas criticas en el diagrama.

El Capitulo 6 da un paso mas en la formulacién y evaluacién del LE en comparacién
con lo expuesto en los Capitulos 3 y 5. Aqui abordamos la relacién entre la autocorre-
lacién de espin, es decir, un LE local y la evaluacion estandar del LE definido como
overlap de funciones de onda de una particula. La extension de esta ltima magnitud
al caso de sistemas de muchos cuerpos, nos permite definir acordemente al LE global

o LE de muchos cuerpos. Discutiremos la dependencia en N de las escalas de tiempo
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y pondremos a prueba una hipdtesis de extensividad que vincula los LE local y global.
Ademads, proponemos algunas ideas operativas para transformar un LE local en uno
global por medio de un LE preparado dindmicamente (DPLE).

En el Capitulo 7 evaluamos el LE en una serie de sistemas cerrados de espines
interactuantes. Tanto las interacciones reversibles como la perturbacién corresponden
a una situacién experimental real. Presentaremos una forma de finite size scaling en
las escalas de tiempo que caracterizan el decaimiento del LE. Esta evidencia numérica
indica un mecanismo emergente basado en la proliferacién de interacciones efectivas.
Dicho mecanismo desencadena una FGR efectiva que describe la dindmica LE. Esto nos
lleva a la conclusion que, en el TL y para una perturbacién arbitrariamente pequena, si
el sistema permanece equilibrado durante un tiempo més largo que el correspondiente
FGR, entonces la equilibracién sera irreversible.

Discutiremos nuestras conclusiones generales en el Capitulo 8, donde se sintetizan
los principales resultados de esta Tesis.

El material suplementario se organiza en dos apéndices. En el Apéndice A discutimos
el algoritmo empleado para evaluar numéricamente la dindmica de sistemas de espines
interactuantes. En el Apéndice B discutimos la fisica de un sistema de tres niveles y la

derivacion de interacciones efectivas.
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Capitulo 2

La Regla de Oro de Fermi

En este capitulo se introducen varias herramientas tedricas utilizadas a lo largo de
la presente Tesis. En particular, se discutird el mapeo entre electrones y espines 1/2,
el formalismo de no-equilibrio de Keldysh, los modelos unidimensionales, y los procesos
de decaimiento descritos por la Regla de Oro de Fermi. La mayoria de estos elementos
estdn exhaustivamente estudiados en las Tesis de Doctorado de E. Danieli [Dan06], G.

Alarez [Alv07], E. Rufeil-Fiori [RF09], y A. Dente [Den12].

2.1. Escalas de tiempo en la dinamica de la decoherencia

El control y la manipulaciéon coherentes de un sistema cudntico es un desafio cen-
tral tanto para la nanotecnologfa [NMM™ 14, NB14] como para la ciencia basica[Ved14,
Popl4, AH14, SMLO14]. La dificultad de tal empresa radica en que los sistemas cudnti-
cos inevitablemente interactian con el ambiente que los rodea, lo cual provoca la de-
gradacién de su dindmica unitaria. Tal proceso, llamado decoherencia, involucra la
destruccién progresiva de los fenémenos de interferencia cuantica [Zur03].

La manera mas comun para describir decoherencia estd dada por la teoria de sis-
temas cuanticos abiertos [PB02]. La dinamica de un sistema cudntico abierto S, aco-
plado a un ambiente &, estd descrita por una ecuacién maestra cudntica (que llama-
remos QME) y cuya estructura matematica general se conoce como Lindblad-GKS
[Lin76, GKS76]. Esencialmente, una QME es una ecuacién diferencial de Liouville -
von Neumann generalizada que describe la evolucién de la matriz densidad reducida

[S1i80]. En la mayoria de los casos, esta estrategia se basa en la hipétesis de “fluctuacio-
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nes rapidas” para &, lo cual se conoce como aproximacién Markoviana. Esto significa
que cualquier excitacién difunde por completo casi instantdneamente en £. En térmi-
nos de escalas dindmicas, la aproximacion Markoviana implica que la escala de tiempo
de &£ es la méas corta en comparacién con cualquier otra escala relevante. Ademaés, las
interacciones S& entre el sistema y el ambiente ocurren en un tiempo caracteristico
dado por la Regla de Oro de Fermi (FGR), tipicamente evaluada como una magni-
tud independiente de energia. Estas premisas suelen ser suficientes para la mayoria de
las aplicaciones, pero dejan de lado efectos de memoria e interferencias en el dominio
temporal producidas por un juego SE coherente.

Una alternativa al esquema propuesto por la QME radica en el formalismo de no-
equilibrio de Keldysh [Kel64, KB62] en la representacién integral propuesta por Da-
nielewicz [Dan84]. Esta estrategia emplea una expansion perturbativa a orden infinito
en diagramas de Feynman especificos y permite la manipulacién del dominio energia-
tiempo tal como en la representaciéon de Wigner. Para el caso particular de fermiones, la
ecuacion integral de Danielewicz puede transformarse y resolverse bajo la forma de una
ecuacién generalizada de Landauer-Biittiker (GLBE) [Pas91, Pas92]. En este contexto,
es importante remarcar que el formalismo de Keldysh permite naturalmente introdu-
cir condiciones de auto-consistencia en la descripcién de procesos de decaimiento. El
trabajo pionero de Langreth y Wilkins [LW72, SLW76] es un ejemplo concreto en tal
sentido.

La dindmica de sistemas cuanticos abiertos estd caracterizada esencialmente por
una tasa de interaccién 1/7s¢ entre S y €. De hecho, el juego entre las escalas de
tiempo del sistema (digamos, por ejemplo, 1/wg) y aquellas propias de la interaccién
(Tse) pueden resultar en efectos muy particulares. Mientras que interacciones débiles
(1/7se < 2wp) simplemente degradan las interferencias dindmicas a una tasa 1/74 o
1/7sg, interacciones fuertes podrian cambiar radicalmente la respuesta de sistema. Este
ultimo es el caso de transiciones de fase dindmicas o quantum dynamical phase transition
(QDPT) [ADLPO6]. Aqui, la posibilidad de un comportamiento no-analitico aparece
porque el Hamiltoniano efectivo del sistema deja de ser Hermitico [Rot09, Pas07]. La
razon de este fenémeno se vincula con el hecho que el ambiente tiene un nitmero de
grados de libertad N que puede considerarse infinito.

En este capitulo utilizaremos el formalismo de Keldysh para estudiar analiticamente

la tasa de interaccién 1/7s¢. El sistema (S) estd dado por dos espines 1/2 acoplados,
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que so6lo pueden adoptar las configuraciones 1| y 1. Tras aplicar la transformacién de
Jordan-Wigner (JWT) [LSM61], el sistema en cuestién se reduce a una excitacion que
puede ocupar dos estados degenerados A y B, que estan acoplados via una amplitud de
hopping Vap. Si se comienza en el estado A, la probabilidad de retorno oscila con la fre-
cuencia de Rabi wy = 2V /h. Tal oscilacién se degrada progresivamente debido a una
débil interaccion SE. En particular, consideramos un ambiente (£) que estd representa-
do por una cadena infinita de espines 1/2. La dindmica de decaimiento puede atravesar
diferentes regimenes temporales [DBMPO08], pasando por un decaimiento cuadrético a
tiempos cortos, luego el usual decaimiento exponencial y, finalmente una ley de poten-
cias que aparece a tiempos muy largos [RFP06a]. Aqui, nos focalizaremos en el régimen
mas relevante: el exponencial, el cual serd discutido en términos de la FGR. El cono-
cimiento acabado de la estructura espectral del ambiente resulta entonces ser crucial.
Para el caso que se considera, tal informacion esta disponible pues la JW'T mapea £
en una cadena lineal tight-binding completamente integrable.

Discutiremos dos descripciones diferentes. Por un lado, presentaremos la aproxima-
cién Markoviana, que toma la forma de una FGR basada en la aproximacion de Banda
Ancha (aproximacién que llamaremos WBA, por sus siglas en inglés). En tal caso,
la tasa de interaccién 1/7s¢ es independiente de energia. Por otro lado, evaluaremos
una FGR auto-consistente (SC-FGR) que proporciona una descripcién no-Markoviana
[REP06a]. En contraposicién a la WBA, la tasa calculada de acuerdo con la SC-FGR
es dependiente de energia pues viene dada por las auto-energias complejas exactas para
el conjunto & + £ [RF09].

En el caso especifico de una interaccion SE del tipo Ising, la tasa que se calcula segin
WBA es divergente. Con el propésito de evitar tal divergencia, proponemos un proce-
dimiento de regularizacién que puede entenderse como una energia propia (self-energy)
auto-consistente. Esta estrategia, no solo permite el computo de una contribucién finita
de los procesos tipo Ising, sino que también posibilita una interpretacién fisica del de-
caimiento originado por tales procesos. En particular, discutiremos cémo la naturaleza
de “dos cuerpos” de la interaccion Ising implica un incremento en la dimensionalidad

efectiva de &.
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2.2. La transformacion de Wigner-Jordan y el formalismo
de Keldysh

En esta seccién introduciremos brevemente el mapeo JWT entre espines y electro-
nes [LSM61] y el formalismo de Keldysh para procesos de no-equilibrio [KB62, Kel64,
Dan84]. Detalles especificos estdn discutidos extensivamente en la Ref. [Dan06].

La dindmica de un sistema de N espines 1/2, que evoluciona de acuerdo al Hamil-

toniano H, serd descrita con una funcién de correlacién de dos sitios,

(Teq| S7(1)57 (t0) [ Veg)
(Weq| S5 (t0)S7 (t0) [Weq)

Pyi(t) = (2.1)
Esta funcion mide la cantidad de polarizaciéon local en la componente z a tiempo ¢ en el
sitio f-ésimo, a condicién de que el sistema estaba a tiempo tg en su estado de equilibrio
con un espin “up” en el sitio i-ésimo. Ademés, Sj(t) = eiﬁtgje_iﬁt es el operador de
espin escrito en la representacién de Heisenberg y |Ueq) = >, am (\1/&2”)> es el estado de
equilibrio termodindamico de muchos cuerpos, construido sumando estados de diferente
numero de espines “up” con el peso estadistico apropiado y fases aleatorias [Dan06].

La JWT relaciona los operadores de espin y los fermidénicos en cada sitio via la
siguiente expresion:

n—1
St =¢él exp{im Z é;[éj (2.2)
j=1
donde 5”% son los operadores de subida y bajada de espin 5”% = Sﬁ +15Y, mientras que
é}, ¢; son los operadores fermidnicos de creacién y aniquilacion.

En la representacion fermionica, |\I’eq_> es el estado de equilibrio termodindamico
(régimen de alta temperatura): una mezcla, con pesos uniformes, de todos los posibles
determinantes de Slater. Para transformar la funcién de correlacion de espin Py ;(t) en su

_at ‘I’eq.>-

representacion fermidnica, definimos aqui el estado de no-equilibrio |¥, . ) = ¢/
Este estado representa una excitacién de particula (electrén) en el sitio i. La dindmica

)

en el sistema electrénico esta descrita por funciones densidad de particula y agujero:

Gilta, 1) = 3 (W 1] (10)0a(12) 19,,.) (23)

i

Giiltast) = =3 (¥, o | u(t2)e] (1) 1, ) (2.4)
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2.3 El arreglo de espines unidimensional

respectivamente. Los operadores de creacién y aniquiliaciéon estdn escritos en su repre-
sentacién de Heisenberg. Los propagadores de dos particulas o funciones de Green (GF)

del sistema estan definidos por:
Grilta,t1) = O(t2 — 11)[G(ta, 11) — Gyt t1)] = (G (1, 82)] (2.5)

donde O(ty — t1) es la funcién escalén de Heaviside. Tal como se mostrara en la Sec.
2.4, en el caso de Hamiltonianos integrable (casos no-interactuantes), las GF definidas
en la Ec. (2.5) son simplemente propagadores de una particula que conservan densidad.
La aplicacién de la JWT a la Ec. (2.1) finalmente nos lleva a [DPL04, DPAO05]:
2h
Pri(t) = —fo(t t) —1, (2.6)

con
- —1) g<m

<(m
=> S 1< 1>fo (t,t). (2.7)
m=1
Aqui, G?}m) (t,t) corresponde a las contribuciones de cada subespacio con m particu-
las (o equivalentemente m espines up). La dependencia de G]ff(t,t) en el indice i

estd implicita en la condicién inicial. En efecto,

Gljl( )(0,0) = ﬁ (N — 15kl + N _ 5k161l> (2,8)

El primer término en la Ec. (2.8) es la densidad de equilibrio y puede verificarse que
es idéntica para todos los sitios. El segundo término representa la contribucién de no-

equilibrio donde sélo el sitio i-ésimo es distinto de cero.

2.3. El arreglo de espines unidimensional

Introducimos ahora explicitamente el Hamiltoniano de espin:

N-1 N
i = Z Jpmi1 [zasnsnﬂ (8287, | + Sgﬁg+1)} +3 .5, (29)
n=1

N
S [ms Sz — (S:S,;H + 5’,15*,;1)} + ) hQ,S;

n=1

Il
I MH I

Este Hamiltoniano corresponde a un arreglo unidimensional (1D) con interacciones a
primeros vecinos (nn) en presencia de un campo magnético externo orientado en la di-

reccién z. El pardmetro « representa la anisotropia en tal direccién. La Ec. (2.9) engloba
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2. LA REGLA DE ORO DE FERMI

los escenarios de NMR tipicos: el “planar” o interacciéon XY [MBSH'97] est4 dado por
a = 0; la interaccién isotrépica de Heisenberg [LPC91] viene dada por a = —%; y
finalmente la interaccién dipolar truncada [ZME92] corresponde a a = 1.
Aplicando la JWT a la Ec. (2.9) obtenemos
-1
H= [UWH (éilénélbﬂénﬂ - %éilén - %éjménﬂ - i) +
=t (2.10)

N
R . - . 1
—Vn+1ln (CIL+1Cn + Cilcn+1> :| + Z:l En <CLCn — 5) .
n—=

Aqui €, = hf), son las energias de sitio; Upnt1 = 20dp i1 es la integral directa
estdndar de la interaccion Coulombiana entre un electrén en el sitio n y un electrén en
el sition+1;y Vy py1 = %Jn’n+1 es la amplitud de hopping. Si todos los términos que

involucran corrimientos de energia se suman en energias de sitio re-definidas, entonces

N

H = [Un,n—f—lélbéné:rwrlén-l—l - VnJan <éj1+lén + é;rzén—i—l)] + Z enéjlén (211)
n=1 n=1

La Ec. (2.11) normalmente recibe el nombre de Hamiltoniano de Hubbard y cons-

tituye un modelo ampliamente utilizado en la Teoria de Materia Condensada.

2.3.1. La nocién de integrabilidad

Antes de continuar, conviene poner de manifiesto la convencién que usaremos en
esta Tesis respecto a la nocién de integrabilidad cuantica. Como ya dijimos, no existe
un criterio unificado en la literatura al respecto [CM11]. Con el propédsito de evitar la
amplia variedad de definiciones de integrabilidad en sistemas cuanticos, nuestra nocién
refiere simplemente a la ausencia de interacciones. De esta forma, usaremos el término
“integrable” como sinénimo de “no-interactuante”, lo cual significa que el sistema es
“mapeable a particulas libres o fisica de un cuerpo”. Consistentemente, diremos que
el Hamiltoniano en la Ec. (2.11) es integrable cuando Upnt1 = 0 Vn. Luego, segin
nuestra convencién, diremos que el Hamiltoniano XY es integrable, mientras que el
Hamiltoniano Heisenberg no lo es, aun cuando este ultimo puede “resolverse” via el

ansatz de Bethe.
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2.4 El caso no-interactuante

2.4. FEl caso no-interactuante

2.4.1. Modelos tight binding para la dinamica de excitaciones

El caso especifico & = 0 en el Hamiltoniano definido por la Ec. (2.9) corresponde

a U

nnt1 = 0 en la Ec. (2.11). De hecho, esta situacién representa la dindmica de

s , , . N .z ’
una Unica particula. Aqui, cada subespacio con (m) estados de proyeccién es espin
N 4 . . .
<Zn:1 Sfb> = m — N/2 es ahora un subespacio con m fermiones no-interactuantes
evolucionando en una cadena lineal tight binding. En tales circunstancias, y si definimos

li) = éj |0) (con |) el vacio fermidnico), la Ec. (2.1) se reduce a:

Pra(t) = ‘( flexp {—iﬁt/h} 13) @(t)(z — 12 |G, (1) (2.12)

|2
Aqui G?’i(t) es la GF retardada para un tnico fermién.

Los modelos tratables analiticamente proveen de una importante intuicion sobre la
dindmica de sistemas cudnticos abiertos. Aqui, presentamos dos modelos particulares
y los analizaremos en términos de fisica de un cuerpo. Un sistema S compuesto por
dos sitios (basicamente un sistema de dos niveles) esta acoplado a un ambiente £ dado
por una cadena lineal infinita tight-binding. Los modelos considerados se muestran en
la Fig. 2.1. Dado que & es “integrable”, los efectos de memoria pueden caracterizarse
acabadamente. Obviamente, hay casos en los que la topologia de acoples tiene puntos
de bifurcacién o lazos cerrados en los que la biyeccion de JWT se rompe. Es decir,
no se puede volver a un problema de espines equivalente. Sin embargo, atin en tales
situaciones la dinamica de decaimiento y los efectos de memoria deberian ser similares.

Para los casos considerados, el Hamiltoniano completo se escribe de la siguiente

forma:

H=Hg®Ig+Is® He + Vs, (2.13)

donde:
Hs = Eaéliéy + Epélép — Vap(elép + éhey). (2.14)
La amplitud de hopping Vap define la tnica escala de tiempo del sistema siempre que

E 4 = Ep. El ambiente &, cuyo ancho espectral es 4V, estd descrito por el Hamiltoniano:

o0

He = Z [E"éilén - V(éILJrlén + é;rzénJrl)] : (2.15)

n:no

25
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&

@---......Q.---.Q.---O----.
b) @“" ¢

0

QDO

Figura 2.1: Sistema de dos sitios S; la configuracion inicial estd dada por una particula
en el sitio A. El sitio B esta acoplado al sitio 1 del ambiente £. Dos modelos alternativos

se consideran para &: (a) cadena semi infinita (superficie), y (b) cadena infinita (“bulk”).

Con el fin de simplificar el analisis sin perder generalidad, fijaremos F,, = 0= F4 = Ep
(salvo que se indique explicitamente lo contrario). Las dos alternativas consideradas
son: ng = 1, es decir la cadena lineal semi-infinita que se muestra en la Fig. 2.1(a) y
ng = —oo, es decir la cadena lineal infinita de la Fig. 2.1(b). El Hamiltoniano ng que

describe la interaccion S& es
Vse = Vo (eher +clén) | (2.16)

donde el indice 1 corresponde al sitio especifico en el que el ambiente esta directamente

acoplado al sistema.

Resulta importante remarcar que Vap, Vo v V determinan las escalas de tiempo
relevantes. Las primeras dos proveen la amplitud de hopping del sitio A al sitio B
y a &, respectivamente. El tercero es la amplitud de hopping entre los sitios en el
ambiente. Todos los casos considerados aqui corresponden al régimen de acoplamiento
débil, dado que imponemos Vy < Vap. Esto nos asegura una degradacién suave de la
evolucién coherente en S. Tal degradacién o proceso de decaimiento serd descrito via la
FGR. Antes de realizar tal descripcién para los modelos ya introducidos, discutiremos

brevemente el uso estandar o académico de la FGR.
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2.4 El caso no-interactuante

2.4.2. Dinamica de decaimiento I. La FGR estandar

El paradigma mas ampliamente usado para describir un decaimiento “irreversible”
desde un sistema S a un ambiente £ es la FGR. La FGR predice un decaimiento expo-
nencial de las funciones de correlacién en S por presencia de £, siendo este tltimo el que
provee un espectro suficientemente denso o cuasi-continuo de energia. Mas atin, la FGR
provee una férmula simple para estimar la escala caracteristica de decaimiento 1/7s¢.
Comunmente, en este punto se asume que las escalas dindmicas relevantes en £ son
mucho mas cortas que aquellas de S y que aquellas de la interacciéon SE. Tal separacién
de escalas de tiempo estd tipicamente asociada a una aproximacién Markoviana.

Con la finalidad de formalizar estas ideas y presentar la FGR, vamos a discutir
aqui el modelo académico que se muestra en la Fig. 2.2. Consideramos un unico estado
|A) con energfa E4 débilmente acoplado a un conjunto de N niveles de energia {Ex}o_,
que hace las veces de £. El ancho espectral de £ es B = Nd, donde d representa el
espaciado medio entre niveles d = |Ej,; — Ej|. La intensidad del acoplamiento entre
E 4 y un dado estado Ej, estd dado por V4. Ademas, asumimos que d < V4, < B. La
primera desigualdad asegura que el tiempo caracteristico de la interaccion SE, definido
como h/Vyk, es mucho mas pequeno que el tiempo de Heisenberg de £. Este tltimo
tiempo, denotado por Ty, es el momento en el que se manifiestan las recurrencias
propias de un sistema finito Ty ~ h/d = hN/B.

La correcciéon perturbativa a primer orden para la energia E 4 es
_ Viarl?
EAgEAJFZ%. (2.17)

El siguiente paso consiste en tomar el nimero N de niveles de energia que tienda
a infinito. Dado que B = Nd, este paso es normalmente denominado aprozimacion de

banda ancha (denotaremos WBA).

~ ) ) Vg |?
E4y ~ E4+ lim 1 2.18
A A+nir(r)1+N1—r>Ic1>o;(Ek—EA)+in ( )
~ B4+ lim Vel — N(E},)dEy. (2.19)
n—0t ) (Ex — Ea) +1in
— 0

Aqui, la segunda igualdad explicitamente muestra que asumimos la hipdtesis de con-

tinuo para el espectro de £. Consistentemente, N(E}y) es la densidad de estados en
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& que especificamente estan conectados via la interaccién SE, también conocida como

densidad de estados directamente conectados (DDCS). Luego, la correccién a la energia
E4 es [Mat77]:
Ej~ E4+ Ag — il. (2.20)

En consecuencia, I'g provee una vida media finita para el estado |A),

1 2T 2 7
4 _ 40 _ A7r / \Var|? N(EL)8(Ey — Eq)dE), (2.21)
TSE h h
21 ||~ |2

Entonces, la escala de tiempo caracteristica FGR 1/7s¢ resulta ser un producto entre el
V2|, y la DDCS

evaluada en I/ ~ F 4. Al estar evaluada en una energia representativa, I'g se considera

segundo momento de la interaccion SE, formalmente denotado por

una magnitud “independiente de energia”, y la razén ultima de tal independencia radica
en la WBA. Ademss, la delta de Dirac en la Ec. (2.21) implica que la FGR requiere la
mezcla (o acoplamiento) de un nimero “infinitamente” grande de estados degenerados.
En la practica, esto significa que hay un gran nimero de estados k en £ que tienen casi
la misma energia que el estado |A), es decir E ~ Ej4.

También conviene notar que, a pesar de ser estandar, la descripcion aqui discutida
ignora comportamiento dindmicos sorprendentes que aparecen a tiempos muy largos,
tales como el colapso de la supervivencia [RFP06a, DBMPO0S] y el subsecuente decai-
miento tipo ley de potencias [Kha58, FGR78, GCMMO95]. Mas atin, cualquier efecto
de memoria o retroalimentaciéon coherente de £ a S es descartado. Esto iltimo ocurre
en dindamicas no-Markovianas, en las que las escalas de tiempo tipicas de S y £ son

similares.

2.4.3. Dinamica de decaimiento II. La FGR autoconsistente.

Evaluaremos ahora la Ec. (2.12) para los modelos de la Fig. 2.1. En particular,

calcularemos la Probabilidad de Supervivencia (SP)

Paalt) = ‘(A| exp {—iﬁt/h} |A) @(t)f =1 |GE )] (2.23)
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2.4 El caso no-interactuante

d=B/N

v

Figura 2.2: Un tnico estado |A) estd débilmente acoplado a un conjunto de estados que
representa un espectro cuasi-continuo. Reproducido de [RF09].

1.004 @ Tasas de ajustes exponenciales
H H M h N 0.009]
0.75- ﬂ H n n n
= ||
= 0.006
< 0.50 R
o l/rSE
0.25 0.003
2
u u H u v u H H h H u u |1/TSE=(O.87+/-0.02) VO/(hV)|
0.004
v y y Y 0.000 r .
0 20 40 60 80 0.000 0.005 0.010

V. /(hV)

Figura 2.3: (a) Evaluacién numérica de la Ec. (2.23) como funcién del tiem-
po en unidades de h/V. (b) Tasas de decaimiento 1/7s¢ como funcién de
VZ/(RV). Las constantes de decaimiento corresponden a la funcién de ajuste y(t) =
eap{—2t/7se} [cos(wt/2) + (1/(wTse))sin(wt/2)]* [Denl2].
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2. LA REGLA DE ORO DE FERMI

En el dominio de energia,

Ga(e) = lim / (Al exp [_i (H - inf> t/h} | A) ©(t) exp [+iet /1] dt (2.24)
1
— 2.25)
VaBVi ’ (
e—Ea—- 3Ky

donde X(&) recibe el nombre de self-energy. En particular, 3 (¢) est4 dada por |Vp|? Eﬁ (e),
siendo Gi (e) la GF exacta del ambiente £ aislado, en el sitio 1. La correspondiente
representacién diagramatica se muestra en la Fig. 2.4. A diferencia de la descripcion
WBA anterior, la “memoria” del ambiente estd contenida en la dependencia explicita

de X(¢) en la energia ¢.

B B B
a)
= A +
B B B
B
b) B 1 ~\‘\/0
o
1y .
B -+ Vo
B

Figura 2.4: (a) Representacién diagramadtica de la GF retardada en el sitio B, bajo la
forma de ecuacién de Dyson. La linea doble con flechas representa la GF exacta (vestida a
orden infinito segin la self-energy), mientras que la linea simple con flechas representa la
GF en ausencia de interaccién S€. b) Diagrama de Self-energy sumando todos los 6rdenes
en el hopping al ambiente. La linea gruesa con flechas es el propagador exacto en el sitio 1

de & aislado, denotado por Gﬁ (ver texto).

La idea operacional se sigue ahora del procedimiento de fracciéon continua que se
discute en la Ref. [PMO1]. Una vez que se obtiene explicitamente X (¢), los polos de la
GF en la Ec. (2.25) se encuentran analiticamente, es decir,

VaVBa (2.26)
Epolo - EB - E(?":polo) .

O:5polo_EA_

30


2_Framework/figures/Feyman1.eps

2.4 El caso no-interactuante

La parte imaginaria I' del correspondiente polo de la GF provee la escala caracteristica
de decaimiento que buscamos,

= = ). (2.27)
Este esquema se conoce como regla de oro autoconsistente (SC)- FGR [REP06b, RFP06a,
RFP09]. Notemos que aqui los polos son complejos como consecuencia de la naturaleza
no acotada (abierto) de las cadenas lineales infinitas, lo cual evita la aparicién de ecos
Mesoscépicos [PLU95] y recurrencias de Poincaré.
Para el primer modelo, que se muestra en la Fig. 2.4(a), se obtiene con el esquema
SC FGR:

1/2
Vo = VAp(2V? - V) VipVi

02—V T\

Vg \2 V2
~ i (Las V—O, (2.28)
4 A%

mientras que para el segundo modelo, que se muestra en la Fig. 2.4(b), obtenemos

1 1 2
I~ ———V—O. (2.29)

2 v.\2V
1= ()
Aqui surge la pregunta de como comparan los ciaculos SC FGR anteriores con una
prediccién del tipo WBA para los modelos especificos considerados. De hecho, la WBA

descarta la dinamica interna en S y la correspondiente self-energy es evaluada en una

energia “representativa’.

2
e 7 Im(E(E4))

2 —R
= Zim (Vo G (Ea))
2 =R
= ﬁ‘VO‘QIm(Gn(EAD
2
= =S IVol* Vi (Ba), (2:30)

donde hemos introducido la densidad local de estados (LDoS) del ambiente Nj (¢).
Notese aqui la equivalencia entre la Ec. (2.22) y la Ec. (2.30). Luego, podemos identificar
que Nj hace las veces de la correspondiente DDCS. En particular, cada modelo en la
Fig. 2.4 tiene una N; diferente. Para el primer caso, Fig. 2.4(a), corresponde la cadena
semi-infinita (ng = 1, estado en superficie),

1 271/2 2
Nis () = = [VQ - gﬂ S <V2 - €—> , (2.31)
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Tabla 2.1: Escala caracteristica SE para todos los métodos descritos: una evaluacién
numérica de la SP (Ec. (2.23), ajuste en Fig. 2.3), la WBA (Ecs. (2.33) y (2.34) normali-
zadas!) y la SC FGR. Las etiquetas (a) y (b) corresponden a los modelos exhibidos en la
Fig. 2.1.

Sistema Tasa de degradacién SP |‘g‘{/‘2 WBA “g‘{/lg SC-FGR “g‘{/lg
(a) - (V =Vap) 0.88 £0.05 1 0.87
(a) - (V. =5Vap) 1.00 +0.02 1 0.995
(b) - (V =Vap) 0.56 + 0.02 0.5 0.577
(b) - (V. =5Vap) 0.50 £ 0.02 0.5 0.502

mientras que para el segundo caso, Fig. 2.4(b), corresponde la cadena infinita (ng =

—00, estado en el “bulk”):

1 27-1/2 2
Ny (e) = o [VQ — %] ) <V2 — %) : (2.32)

Para ambos casos se asume que F,, = 0. Finalmente, la hipétesis 0 = E4 = Ep implica

que:
1 or 2 |Vo|”
e B Vol? Nis (0) = ﬁ‘ ‘0/‘ (2.33)
en el caso de la Fig. 2.4(a), mientras que
1 2 1|Vl
e h Vol? N1y (0) = ﬁ% (2.34)

para el caso de la Fig. 2.4(b).

En la tabla 2.1 comparamos las tasas de decaimiento obtenidas mediante la SC FGR,
la WBA y el decaimiento obtenido por ajuste numérico de la SP tal como en la Fig. 2.3
(diagonalizacién exacta de sistemas finitos). Dos diferentes situaciones consideraremos
para £ en comparaciéon a S. Por una lado, usaremos las mismas escalas temporales
(V = Vyup). Por otro lado, £ se “acelerard” fijando que V = 5Vyp.

Cuando €& tiene la misma escala dindmica que S, la WBA no es una buena aproxi-
macién a la tasa de decaimiento. Sin embargo, el cdlculo de acuerdo con la SC FGR es
exactamente lo que se obtendria del ajuste de la SP evaluada numéricamente. En este

caso, la tasa de decaimiento puede re-interpretarse como la LDoS de £ siendo evaluada

'Un factor 1/2 extra aparece porque en S hay dos estados posibles.
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2.4 El caso no-interactuante

en el valor exacto de los autovalores del completo (S + &), y no en el centro de la
banda como en la Ec. (2.30). Ver Fig. 2.5. En efecto, el tiempo caracteristico SC-FGR
es obtenido evaluando la LDoS en la parte real del polo de la GF [DBMPO0S].

=
25
H =]
H [
Vab/V=1 - -+« -} - /(G NSUTNNRNCNCNTRRNNEREI] - 1 ]« - - = =t » s oo m == s u oo =« - - (USECNENIENS L1
Vab/V=t1/5 =zt ceeead Lo
Vab/V=-1 =+ =« 4= b« : doeean F-1
: ; )
10 08 0.6 04 02 0.0 20 15 10 05 00
E : LDoS Superficie i1 LDoS ‘Bulk’
. P . LN
SC-FGR [&]4 0995 087 SC-FGR [| A ]-» 0577 0502
Y iV
Acel. Normal Normal Acel.

Figura 2.5: Densidad local de estados para: (a) cadena semi infinita (superficie) y (b)
cadena infinita (bulk). Las lineas horizontales a trazos representan los cocientes Vap/V
que se corresponden con las energias del sistema. Las lineas verticales a trazos indican
la evaluacién de la LDoS para cada sistema en la configuraciéon normal (V = Vup) y la
acelerada (V = 5Vyp).

Notemos aqui que las escalas temporales obtenidas segiin la SC-FGR, son mayores
o menores que la predicha por la WBA, dependiendo si £ es una cadena semi-infinita
o infinita. Este resultado puede interpretarse de acuerdo con la Fig. 2.5. Al evaluar
la LDoS en Re(gporo) ~ +Vap/V, se observa que la tasa de decaimiento SC FGR
es menor que la WBA en el caso cadena semi-infinita, y de lo contrario mayor si
la LDoS se corresponde con la cadena infinita. En pocas palabras, podemos vincular
convexidad de la estructura espectral del ambiente (su LDoS) con la tasa de decaimiento
correspondiente. En particular, sila LDoS es conveza, los escalas de decaimiento exactas
son mayores que las predichas segiin WBA. Por el contrario, si es cdncava las escalas
exactas son menores. En tultima instancia, dependera del corrimiento relativo al centro
de la banda espectral, moviendose a lo largo de la LDoS.

El escenario genuinamente Markoviano, en el que la respuesta coherente (memoria)
desde £ hacia S es despreciable, se corresponde con el ambiente acelerado. En tal

situacién, las escalas temporales SC-FGR coinciden con la prediccion WBA. En efecto,
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en la Fig. 2.5-a se aprecia que las soluciones exactas se mueven hacia el centro de la

banda, dado que se verifica la condicion V > Vup.

2.5. Caso interactuante

2.5.1. Keldysh y la WBA

Figura 2.6: Tal como en Fig. 2.1, un sistema de dos sitios S esta acoplado al sitio 1 de un
ambiente £. La interaccién S& incluye tanto los procesos de hopping como la interaccién

Coulombiana.

Comenzaremos modificando los modelos presentados en la Sec. 2.4.1 via la intro-
duccion de interacciones de dos cuerpos, es decir, un acople S€ Coulombiano. Ver Fig.

2.6. Esto significa que ahora consideraremos
Vse = Uoehencler — Vo (ehey +elep) (2.35)

y los Hamiltonianos Hs y Hg tal como se definieron en la Ec. (2.14) y la Ec. (2.15)
respectivamente.
La evolucién la funcién densidad de particula G= para el sistema abierto se describe

segtin [Dan84]:

G<(t,t) = h*GE(t,0G<(0,0)G*(0,1)
- dtpdt;GT (¢, )2 (tg, 1) G (17, 1). (2.36)
! /
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2.5 Caso interactuante

El primer término representa la evolucién “coherente” atenuada y el segundo la “rein-
yeccién incoherente ” descrita por la self-energy X <. Para resolver la ecuacién anterior,
es necesario conocer la self-energy de particula (y agujero) 2<(>)(tk,tl). La solucién
explicita de la Ec. (2.36), para el caso de la Fig. 2.6(a) se encuentra en las Refs.
[Dan06, Alv07]. La idea se basa en la GLBE [Pas91, Pas92] y utiliza las escalas carac-
teristicas FGR como argumentos de entrada. Aqui, nos concentraremos solamente en
el calculo de la FGR.

Si expandimos perturbativamente la interaccién SE:

Stk t) = |[Vol? GTy (k. 1)y
+ [ Uo|* W2GT, (t, t) G (11, 1) G 5 (s 1) 5. (2.37)

El primer término corresponde al proceso descrito en la Sec. 2.4, es decir, el hopping
desde & al sitio 1 en £. El segundo término representa la interaccién Coulombiana,
es decir, un par electrén-hueco es creado en el sitio 1 de £ y luego aniquilado. La
descripcién diagramética de ambos procesos se muestra en la Fig. 2.7(a).
Introducimos ahora variables tiempo-energia. En particular, el “tiempo fisico” ¢; =
(tx + t1)/2, y el tiempo propio de las “correlaciones” §t; = (tx — ;). Luego, podemos

reescribir la integracién en la Ec. (2.36),

t t
// At dt;GT (¢, )2 (t, ) GA(t;, 1)
0 0

t
5t; 5tl- 0t 5t;
/dti/détiGR(t,ti—i— 7)2<(7§i+ 7 ; )GA( 7,t). (2.38)
0

Ademads, dado que £ permanece en equilibrio,

GTi(t; + 0t /2,t; = 6t;/2) = —i2mg,(6t;) [1 — fi]. (2.40)
donde f; es el factor de ocupacion en el sitio 1. El régimen de alta temperatura implica

que tal factor es f; = 1 — f; = 1/2. La estructura espectral de £ estd contenida en
91 (6tz)a
) de
1(0t;) = | Ni(e)exp{—iedt;} —, (2.41)
2mh
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donde NV, (g) es la LDoS segun la Ec. (2.31) o bien la Ec. (2.32).

Usamos ahora la hipdtesis Markoviana para el ambiente. En primer lugar, notamos
que g1(0t;) decae tipicamente en una escala de tiempo A/V (V es la amplitud de
hopping en £). En este escenario, la WBA significa que tal escala de tiempo es mucho
més corta que la de S, es decir h/V, 5 (v que es la escala dindmica propia de G]_% B )
Tal como ya dijimos, esta separacién de escalas es equivalente a afirmar V >V, 5. En
tal situacion, la contribucién central a la integral en 6¢; en la Ec. (2.38) es del orden de
h/V,y podemos entonces reemplazar GR(t,t; + 6t;/2) v GA(t; — 0t; /2, ) por GR(t,t;)

y GA(ti,t) respectivamente. Entonces,

t t
ot; ot; ot; ot;
dti/détiGR(t,ti + OBt + =t — —)GAt; — =2, 1)
2 2 2 2
0 —t
t t 5 5
t; t;
o~ /dtiGR(t,ti) /déti2<(ti - #,ti E 72) GA(ty,1). (2.42)
0 —t
Ahora nos centramos en el término entre corchetes, es decir, en la integracién sobre dt;.
Explicitamente,
/ 0 0
t; t;
S5t = /détiﬁfj(ti + 20— )
—t

t
_ / dét; [|v0|2 gy (6t:)03; + |Uo|? K272 (g1.(5t:))° GEB(ti,ti)éij] (2.43)
—t

Donde, por el mismo argumento anterior, G§ p(ti+0t;/2,t; —dt;/2) es reemplazado por

G5p(ti,t;). La escala caracteristica de decaimiento se calcula de la siguiente manera:

1 i
e + [ZBa(t) — Zpp(t)]

T t

(2.44)

t
1 .
= ﬁ ’%’2 2 /gl(éti)déti + ‘U0’2 h2r? /[91 (5ti)]2d5ti % [GEB(ti,ti) — GEB(tiati)]

|t J —t

t
gl(éti)ddti + ‘U0’27T2 /[g1(5ti)]2d5ti

—1 —1

—

1
= 3 [Wl*2r

Dado que t > h/V, las integrales anteriores puede tomarse hasta infinito (WBA),

y por lo tanto definimos las dos contribuciones a la escala de decaimiento, 1/75p =
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2.5 Caso interactuante

(2/h) (FVO + FUO)’

1 o
%FVO — ﬁ\VO\QQﬂ/gl(éti)déti (2.46)
2 o
7l = |Uof* = / [91(5:)]?dot;. (2.47)

Las expresiones anteriores se corresponden con las escalas de decaimiento para procesos
de hopping y Coulomb respectivamente. Luego de calcularlas explicitamente, la funcién

densidad en la Ec. (2.36) queda completamente determinada usando la solucién de la

GLBE, ver Refs. [Alv07, Dan06].

B
a) B = . B UO
1] Vo B 7\t
— x 4 A
1 B 1 1
B Vo T
B B 0
11 _ Propagador local B| Propagador local
I encadena infinita gl ensistema de dos sitios
b) B
B "
1 ‘_Vo
= % +
1
B - ¢ VO
B

1, -1 sc 1;, -1
m(4 )+ m(Z,,)=1m(4 )

Figura 2.7: (a)Representacién diagramadtica de la self-energy, sumando las interacciones
con el ambiente en una base local. Las lineas finas con flechas son los propagadores (GF)
en ausencia de interaccién SE. Las lineas gruesas son los propagadores locales en &£, repre-
sentando la dindmica propia de una cadena lineal 1D. (b) Self-energy autoconsistente, que
incluye una “relajacion impuesta” en £. Aqui, los propagadores estan regularizados con

una linea con ondulaciones. La condicién de autoconsistencia se muestra abajo.
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2.5.2. Una self-energy autoconsistente

En el caso de la Fig. 2.6(a), es decir Ec. (2.31), la transformada de Fourier de Ny4(¢)

€S
1 Ji(2ot)

. de
1(0t;) = /le(a) eXp{_lE(Sti}Qﬂ-h =0 e (2.48)

donde J; (+) es la funcién de Bessel de primer tipo y orden uno. Luego, las contribuciones

a la constante de decaimiento son [ADLP07, DALPO7]

2 2T 1

Pt = gl (2.49)
2 2T 2

I = — . 2.
A Uy ‘ 0’ 7TQV ( 50)

En el caso de la Fig. 2.6(b), es decir Ec. (2.32), la transformada de Fourier de Ny;(¢)
es
de 1
. P N —. . _— =
1(0t5) / 1(e) exp{—iedt; } 5 h = oo

donde Jy denota la funcién de Bessel de primer tipo y orden cero. En consecuencia, la

Jo(26t:), (2.51)

contribucién de los procesos de hopping pueden calcularse,

2
Ty = 2.52
mientras que la contribucién de Coulomb
2 92 9 7 2V5ti 2
Iy, = 2 — ; 2.
2P, = 0o 2m /[2 =i | ast (2.53)

no puede evaluarse ya que [~ [Jo(z)]*dz diverge.

Con el objeto de evitar esta divergencia, procederemos a regularizarla usando una
condicién de autoconsistencia. La idea es que la funcién de correlacién go(dt;) en €
también estd sujeta a decaimiento, y con la misma escala caracteristica 1/7sp. Enton-
ces, proponemos regularizar la correlacién temporal go(d0t;) via un factor exponencial:
go(0t;) exp{—dt;/Tsr}. Este procedimiento tiene una interpretacién fisica en términos

ESC

de una self-energy autoconsistente , cuya representacién diagramatica se muestra

en la Fig. 2.7(b), y sera discutida en la Sec. 2.5.3. Entonces,

1 2 2> | T ove 5t
= 2L 4T ) = =V J i
Tg’E h( Vo + U()) hQ’ 0’ / 0( i ) Tg’E +
0
2V6t 20t
b 0P / [ ] . (2.54)
0

38



2.5 Caso interactuante

La primer integral permanece soluble:
2
Vol

h 2
w1+ ()

_ 2.55
ho Yo h Thp (2:35)

2 2, [ 2V 5t;

200 = 5 Wl [ o expl - Sy, =
0

Para calcular el segundo término en la Ec. (2.54), definimos cantidades adimensionales:

u? = [Uy/V]?, v? = [Vo/V]* and ¢ = h/(VTgy). Luego,

u2

“ (2.56)

0= / o @) exp{—gz}de + v?
0

1
1+ (a/2)°
La integral en la Ec. (2.56) es la transformada de Laplace de [Jo(z)]?, que puede es-
cribirse en la forma [;*[Jo(x)]? exp{—qa}dz = (2/7) [¢* + 4]71/2 K (2 [* + 4]71/2>,
donde K (&) es la integral eliptica completa de primer tipo [AS64, GR07]. La Ec. (2.56)
ahora se escribe:

2

1 _u 9
20 1= KO+ (2.57)

donde & = [((1/2)2 + 1]_1/2, es decir ¢ = 24/1/£%2 — 1. Dado que estamos interesados
en la regién paramétrica en la que ¢ < 1, o sea & < 1 (la integral eliptica tiene la

divergencia en £ = 1), usaremos la expansién para K (), en el intervalo (0, 1). Ver Ref.
[AS64],

K¢ = Jao+ai(l1-8)+a(1-¢)%+
+ [bo +b1(1 =€) + be(1 — €3] In <

|Er(€?)] < 3x107°

1%52> + Er(€?)(2.58)

con ag = 1.38629, a; = 0.11197, as = 0.07252, by = 0.5, by = 0.12134, and by = 0.02887.
Existe una solucién para la Ec. (2.57) en la regién de interés. Para una eleccién arbitraria
de parametros, el lado derecho y el lado izquierdo de la Ec. (2.57) estan dibujados en
la Fig. 2.8.

Resumamos ahora los pasos necesarios para calcular las contribuciones a la escala de
tiempo regularizada 1/7§ . Primero introducimos un rango apropiado de valores para
los pardmetros u y v en la Ec. (2.57), con el propésito de resolverla numéricamente para
§. Luego, usamos la relacién entre £, ¢, V' y 75, para obtener la escala de decaimiento

como funcién de los parametros. Una vez que conocemos cémo depende 1/75, de u 'y
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Figura 2.8: La linea continua corresponde al lado derecho de la Ec. (2.57) y la linea a

trazos al lado izquierdo. La linea punteada vertical indica la divergencia de K (§) en § — 1.

v, podemos separar cada una de las contribuciones. Una manera de hacer esto tltimo
radica en emplear el valor exacto de la contribucién (2/h)I'y, (de la Ec. (2.52)), para

inmediatamente después conocer la otra contribucién, es decir (2/R)['y, = 1/755 —
2/,

2.5.3. Aspectos relevantes de la FGR y la autoconsistencia

En primer lugar, cabe senalar que la escala de tiempo WBA para los procesos de
hopping en la Ec. (2.52) es exactamente la misma que en la Ec. (2.34). Esto se puede
interpretar facilmente como la LDoS de una cadena lineal infinita haciendo las veces de
DDCS y siendo evaluada en el medio de la banda (WBA). Tal como en la Ec. (2.22),
(2/h)'y, = (2w/h) x |V0|2 x (1/2xV) = (2r/h) % |VO|2 X Nyp(e =0).

La condicién de autoconsistencia utilizada para regularizar la interaccion Coulom-
biana S& nos provee una manera de evitar la divergencia en el calculo WBA. De hecho,
tal divergencia es consecuencia de la LDoS bulk en la Ec. (2.32). Tal como en el dia-
grama tipo burbuja de la Fig. 2.7, el mecanismo de decaimiento se interpreta como
un par electréon-hueco que se crea en el sitio 1 de la cadena lineal, luego se propaga y
finalmente el par es aniquilado al retornar al sitio original. Pensando en una represen-
tacion en el espacio de Fock, la propagacién independiente de una particula y un hueco,
cada cual en una cadena 1D, puede asimilarse como una unica excitacién que vuelve
al mismo sitio original en una red 2D (ver Fig. 2.9). En efecto, la Ec. (2.53) involucra

la convolucién de dos LDoS bulk 1D, lo cual da como resultado una LDoS 2D[PW87].
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Dicha convolucion puede hacerse explicitamente:

Nip(e) = /Nw(eij(&—ﬁ)de’ (2.59)
@(2V |e—s1)d€,

47721/2/\/ RN

dx

2772V \/1—1‘2\/1— xo—x)
—1+4x9

con zg = £/(2V'). Luego de apropiada manipulacién[AS64, GR07], esta iltima expresién

puede escribirse en la forma:

Nigle) = #K ( 1— <%)2> , (2.60)

la cual es precisamente la LDoS bulk 2D (red cuadrada) de un Hamiltoniano tight-
binding [Eco83]. Notar ademds, que Njp(e) tiene la bien conocida divergencia lo-
garitmica en el centro de banda ¢ = 0, debido a la divergencia de K(§) en & = 1.
Por lo tanto, el origen de la divergencia en el calculo FGR-WBA puede asociarse direc-
tamente no sélo con la estructura espectral de £ sino también con el tipo de interaccién
SE. Aqui, a diferencia del caso hopping, la interaccion Coulombiana requiere la LDoS

de una red cuadrada en el rol de correspondiente DDCS,
(2/m)Ty, = (27/R) |UO| Nip(e = 0), (2.61)

con |(_]0|2 = % ]UOIZ. El factor % puede rastrearse e identificarse como el producto de
factores de ocupacién, fi(1— f1) = 1.
En analogia con la Ec. (2.59), la convolucién de dos LDoS de superficie da como

resultado

Nim(e) = / Nis () Nis (¢ — &) de (2.62)

_ #/@(zv eV — e - <) {1 - (%)]W {1 - (827')}1/2 0

1
2
= == / V1—22y/1— (xg — z)%dx,
=V

—1+4x9
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es decir, la LDoS de “superficie” (vértice) de una red cuadrada (2D), denotada como
N1 m(e). Dado que zp = ¢/(2V), si evaluamos Ny m(¢) en el centro de banda,

1
2 8
Ny (e =0)= W/ 1—2?)de = ——. (2.63)
-1

Luego, similarmente a la Ec. (2.61), podemos volver a la Ec. (2.50) y reescribirla en la
forma

(2/W)Tu, = (2m/h) |To| Nim(e = 0). (2.64)

FEl célculo autoconsistente, como procedimiento de regularizacién, puede asimilarse
a un pequeno corrimiento en el plano complejo que remueve una singularidad. De esta
forma, se puede pensar que (2/h)I'7; difiere de la Ec. (2.61) en que N1 g se evalia para
€ # 0. En términos de la self-energy, la regularizacién significa que usamos propagado-
res “vestidos” en &£ (ver Fig. 2.7(b)). Estos propagadores incluyen no sélo la dindmica
propia del ambiente (cadena infinita), sino también un proceso de decaimiento intrinse-
co. Como tal decaimiento es el mismo que aquél que queremos calcular, este cilculo
recibe el nombre de self-energy autoconsistente (ESC).

En términos fisicos, agregar un comportamiento no trivial en las funciones de co-
rrelacién del ambiente puede considerarse como una correccién no-Markoviana a una
aproximacién Markoviana (WBA). Imponer un decaimiento exponencial en £ podria
interpretarse como un proceso de decaimiento concatenado, en el que varios ambientes

se acoplan consecutivamente S — & — & — £3 —

2.6. Conclusiones

En este capitulo presentamos dos herramientas analiticas para analizar la dinamica
de espines interactuantes en presencia de ambientes estructurados. Estas herramientas
son: la transformaciéon JW'T entre espines y fermiones, y el formalismo de no-equilibrio
de Keldysh. En particular, discutimos la dindmica de decaimiento en dos modelos es-
pecificos.

Describimos el decaimiento exponencial de una dada funcién de correlacion en térmi-
nos de la FGR. Asi, la escala caracteristica de decaimiento resulta ser el producto entre
una adecuada DDCS y el segundo momento de la interaccién SE. En sentido estricto,

dos estrategias diferentes se usaron para evaluar la FGR. La primera, llamada WBA,
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Figura 2.9: Un par particula-hueco es creado via la interaccion S€ Coulombiana. La
dimension horizontal representa la coordenada unidimensional asociada al movimiento de
la particula (circulo relleno), mientras que la dimensién vertical representa la del hueco
(circulo vacio). El par (circulos concéntricos) se propaga como una unica excitacién en una

red cuadrada (2D). La excitacion se crea y se aniquila en el sitio (1, 1).

se basa en la hipotesis de una marcada separacion de escalas de tiempo entre S, € y
SE&. Siendo intrinsecamente Markoviana, la WBA ignora la dindmica de S en compa-
racién con una rapida y fluctuante dinamica en €. La segunda consiste en una FGR
autoconsistente, que requiere el calculo de los polos exactos de la GF. Dado que incluye
los efectos de memoria o juego coherente de £ hacia S, este método provee la escala de
decaimiento exacta incluso para situaciones no Markovianas.

La contribucién Ising (que via JWT se mapea a Coulomb) a la escala de interaccién
SE& diverge al ser evaluada en WBA. Presentamos una alternativa de regularizacién de
tal divergencia via una condicién de autoconsistencia, la cual impone el mismo proceso
de decaimiento tanto a S como a £. Resulta importante notar que el mecanismo Ising
(Coulomb) conlleva una LDoS de una red 2D en el rol de DDCS, a pesar que & es 1D.
Esta observacion implica un incremento en la dimensionalidad efectiva que surge por
tratarse de una interacciéon de dos cuerpos.

Las contribuciones originales de este capitulo fueron publicadas en:
“Non-Markovian decay and dynamics of decoherence in private and public environ-
ments”, Axel D. Dente, Pablo R. Zangara, and Horacio M. Pastawski, Phys. Rev. A
84, 042104 (2011).
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Capitulo 3

El eco de Loschmidt en sistemas

de muchos cuerpos

En este Capitulo introduciremos el eco de Loschmidt definido como una funcion
de autocorrelacion de espin. En particular, lo utilizaremos como un testigo dindmico
para cuantificar decoherencia. Discutiremos su evaluacion numérica en un sistema tipo

escalera de espines.

3.1. Cuantificando decoherencia

La manera estdndar de cuantificar un tiempo caracteristico de decoherencia 74 re-
quiere la identificacion de un “testigo”de coherencia. En el Capitulo anterior, tal rol era
desempenado por la autocorrelacién de espin definida en la Ec. (2.1). Los casos tratados
alli consisten en un sistema de dos estados acoplado a un ambiente 1D estructurado.
La autocorrelacién se reducia entonces a una SP tal como se define en la Ec. (2.23),
y su tasa caracteristica de decaimiento es justamente la que se asocia al proceso de
decoherencia.

El paso siguiente estd dado por considerar sistemas mas complejos que el caso an-
terior de dos estados. En particular, el sistema (S) que analizaremos serd una cadena
XY de espines 1/2. Este modelo puede implementarse experimentalmente en NMR
[MBSH"97] y tiene amplias aplicaciones en el campo de informacién cudntica [Cap14].
En tal caso, la pregunta que surge es jcudl seria el cuantificador de decoherencia? La

primera respuesta podria ser una extensién de la estrategia ya utilizada: evaluar la
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atenuacion de una autocorrelacién de espin en la cadena. En tal caso, dicho observa-
ble evidenciaria recurrencias bien definidas, también conocidas como ecos Mesoscépicos
(ME), que aparecen tipicamente en sistemas 1D finitos [PAEI94, PLU95, PUL96|. En
efecto, la intensidad de los ME ha sido empleada recientemente para cuantificar deco-
herencia en cadenas de espin acopladas lateralmente [ADLP10].

En este Capitulo, formularemos una funcién de autocorrelacion de espin diferen-
te a la ya estudiada. Se trata del eco de Loschmidt (LE), que constituird nuestro
principal “testigo” dinamico empleado en esta Tesis. En general, el LE se define co-
mo la senal obtenida luego de un procedimiento de reversién temporal imperfecta
[GPSZ06, JP09, GJPW12]. En sistemas de espines, el LE involucra la evolucién, rever-
sién temporal y la deteccién de una excitacién local [LUP98, PLUT00, UPL98]. Mas
precisamente, se “inyecta” un exceso de polarizacién en un sistema que se encuentra
en equilibrio a alta (infinita) temperatura y luego se deja evolucionar (hacia delante
en el tiempo) hasta algin instante especifico. En ese momento, un procedimiento de
reversiéon cambia el signo del Hamiltoniano, que hace evolucionar al sistema durante
un periodo de tiempo simétrico (pero hacia atrds en el tiempo). Finalmente, se mide
la polarizacién en el mismo sitio donde se inyecté inicialmente. En la préctica, cual-
quier procedimiento de reversién temporal resultaria imperfecto. Es decir, el LE es
inexorablemente atenuado por la presencia de grados de libertad no controlados, ya sea
interacciones internas al sistema, imperfecciones en el protocolo experimental, o sim-
plemente grados de libertad del ambiente. Esta observacién va de la mano con la nocién
de decoherencia y la identificacién del LE como un cuantificador de decoherencia.

Estudiaremos entonces la dindmica de una excitacién local en una cadena de espines
(8) que se encuentra acoplada a otra cadena, la cual hace las veces de ambiente (&).
La degradacién del LE caracteriza la decoherencia debido a la perturbacién producida
por & sobre la dinamica en S. En efecto, la interacciéon o acoplamiento SE rompe la
integrabilidad de la cadena aislada, lo cual conlleva a un genuino problema de mu-
chos cuerpos. Se observa un comportamiento bien marcado en cuanto a los regimenes
dindmicos de decoherencia: un decaimiento a tiempos cortos cuadratico, un régimen ex-
ponencial y finalmente un amesetamiento o saturacion a tiempos largos. En particular,
analizaremos detalladamente el decaimiento exponencial del LE, identificando cémo las
tasas de decaimiento (inverso del tiempo caracteristico) se comportan de acuerdo con la

FGR. Ademas, dado que para acoplamiento débil el LE de una excitacion local puede
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asimilarse a una SP, los resultados numéricos se comparan con predicciones analiticas
previas para tal cantidad [FI01b].
La evaluacién numérica de la dinamica en estos sistemas de espines interactuantes

corresponde a una descomposicién Trotter-Suzuki (TS) de orden cuatro descrita en el

Apéndice A.

3.2. La formulacion LE

Especifiquemos primero el estado inicial como una “ezcitacion local en un sistema de
muchos espines”. En efecto, consideramos un sistema de N espines 1/2 en un estado
de temperatura infinita, es decir una mezcla completamente despolarizada, mas una

polarizacién localmente inyectada,
NS U

Aqui, el espin 1 estd polarizado mientras que los otros no lo estan, es decir tr[S’f po] = %
y tr[gfﬁo] = 0 Vi # 1. Tal estado inicial puede implementarse experimentalmente no
s6lo en NMR [Cap14] sino también en dtomos frios [WEST11, FKET13].

Tal como en los experimentos originales [LUP98, PLU00, UPL98|, nuestra eva-
luaciéon numérica del LE se basa en una reversion temporal imperfecta, seguida por
una medicion local. El procedimiento se muestra esquemdticamente en la Fig. 3.1. Un
Hamiltoniano Hy dicta la evolucién hacia delante del sistema hasta un cierto tiempo
tr. En ese momento, se cambia el signo de fIO, produciendo un evoluciéon simétrica
hacia atrds. No obstante, inevitablemente existen perturbaciones, denotadas por 53, cu-
yo origen radica en un control imperfecto del Hamiltoniano “total”. En efecto, dado
que no pueden controlarse, el signo de estos términos no puede invertirse. Luego, los

operadores evolucién para cada periodo de tiempo tr son:

U (t) = expl— (Fo + St (3:2)
y .
U (tr) = expl— (—Ho + D)tz (3.3)

respectivamente. El operador LE estd definido como:

Upp(2tr) = U_(tR)U,(tr), (3.4)
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y produce una “refocalizaciéon” imperfecta a tiempo 2tr. Una medicién local de la

polarizacién en el sitio 1 termina por definir nuestro LE local:
My (t = 2tg) = 2t7[S7UL () poUf 1 (1)] = 2tr[S7 ). (3.5)

Aqui, elegimos como variable libre t = 2tg, el tiempo total en presencia de la pertur-

bacién. La dependencia temporal esta implicita en p; via la imagen de Schrodinger,

A

pe=Upp(t)poU} p(t). (3.6)

exp[-i(H,+2)t/A] exp[-i(-H,+X)t/A]

0 Time tR 2tR

Figura 3.1: (a) Representacion pictérica del estado inicial dado por la Ec. (3.1), es decir,
un estado de temperatura infinita mas un tnico espin completamente polarizado (excitacién
local). El operador unitario UJr(tR) = exp[f%(ﬁo + 3)tg] transforma al estado inicial del
sistema en un estado correlacionado que se representa en (b). Una reversién temporal, que
involucra la inversién del signo de HO, se aplica a tiempo tr. Inmediatamente después, la
evolucién del sistema estd dada por U_(tg) = exp[fih(fﬁo + 3)tg]. Finalmente, (c) se

realiza una medicion local en el mismo espin que inicialmente se habia polarizado.

Usando la Ec. (3.1), y luego de manipulacién algebraica, el LE puede escribirse

explicitamente como una funcién de correlacién a temperatura infinita:

1 . o . tr[S7()5%(0)]
My (t) = ——tr[U] ()53 (0)U, 5 (£)57(0)] = — 2L 3.7
1) = ger UL OSTOUL O8I 0] = L Bl @)
Aqui, la dependencia temporal estd escrita segin la imagen de Heisenberg,
S5(t) = UL p(t)Si (0)Upp(0)- (3:8)

Notemos que la Ec. (3.7) es explicitamente una funcién correlacién en el mismo sitio

pero a diferentes tiempos, razén por la cual recibe el nombre de autocorrelacién. De
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3.2 La formulacion LE

hecho, resulta muy importante remarcar que la Ec. (3.7) es un caso particular de la Ec.
(2.1), en la cual i = f = 1 y el operador unitario de evolucién corresponde a U 1p(2tr).
En términos del producto interno Hilbert—Schmidt entre las matrices densidad ini-

cial y final, es decir Ecs. (3.1) y (3.6) respectivamente, el LE puede escribirse como:

tr(popi]
tr[popol
que puede interpretarse, en algin sentido, como el solapamiento estadistico entre dos

My (t) = 2Vtr[pop] —1 =2

~1, (3.9)

estados, tal como en la definicién estdndar del LE para paquetes de onda [JPO1] (en el
caso de estados mezcla, ver también Refs. [CDPZ03, BZP13]).

Expresiones equivalentes para el LE pueden derivarse descomponiendo la matriz
densidad en una base de estados puros. Para proceder en esa direccién, consideraremos
la base computacional Ising {|3;)}. Ademas, definiremos el conjunto A de indices j que
etiquetan los estados base que tienen el 1°* espin up, es decir, j € A & gf 1B;) = —|—% 155)-
Se verifica entonces que po = > .cq 21\,%1 |8;) (Bj]. Luego, tal como se introdujo en la

Ref. [PLU95),

Mia(t) = 2 ZZ % ‘<5j| Urp(t) |5:) o

icA jEA

(3.10)

(3.11)

Si utilizamos la identidad ﬁf = STLST — %i en la Ec. (3.7), la invarianza de la traza
ante permutaciones ciclicas nos asegura que tr[S7(t)S%(0)] = tr[S; (0)S7()S](0)] —
%tr[é‘f(t)] Dado que tr[S?(t)] = tr[S7(0)] = 0, entonces:

M) = 2 s (8187 008700003 0) 18

1 A Al A
= 2) oxy (B U8 0Ls(0) 18, (3.12)
ieA

la cual es de hecho una manera explicita de reescribir la Ec. (3.5) en la forma de
promedio sobre ensamble. Resulta crucial aqui usar que S'f es un operador local!, y por
lo tanto su promedio en la Ec. (3.12) puede reemplazarse por el valor de expectacién

calculado con un tdnico estado puro [ADLPOS],

My 1(t) = 2 (Wneq| UL 5 (0)S5U L (1) [Wreq) (3.13)

LEl término local aqui tiene un significado explicito, pues se trata de un observable de “un cuerpo”.

Esta localidad manifiesta serd promovida a una nocién més abstracta més adelante.
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donde:
1 .
[ Wreq) = Z N 7 1Bi) - (3.14)

1€A
Aqui, ¢; es una fase aleatoria distribuida uniformemente en [0, 27). El estado definido en
la Ec. (3.14) es una superposicién aleatoria que puede imitar al cdlculo tipo “promedio
sobre ensamble” y por lo tanto provee de una mejora cuadratica en el uso de recursos
computacionales [ADLP08, EF13, PPV14]. Con el propésito de introducir notacién que

serd 1til en los préximos capitulos, reescribimos la Ec. (3.14) en la forma
1 .
Uneq) = 1)1 © Y —m===€"%" |Gi) = 1), ® |[@v-1). (3.15)
p IN-1

Aqui, el indice de suma ¢ recorre completamente el espacio de Hilbert correspondiente
a un conjunto de N — 1 espines. Ademas, {|(;)} denota la base computacional Ising de
tal espacio. Por lo tanto, |®yn-1) es una superposicién aleatoria no polarizada definida

sobre todo el espacio de Hilbert de los N — 1 espines.

3.3. La escalera de espin

Los modelos especificos que consideramos en este capitulo se muestran en la Fig.
3.2. En el primer caso, Fig. 3.2(a), el sistema S es una cadena de N espines, que
eventualmente podria constituir un canal cuantico. Este sistema interactiia con una

)

segunda cadena £ de N espines, que hace las veces de un “ambiente ” que perturba
la dindmica de S. En el segundo caso, Fig. 3.2(b), se imponen condiciones de borde
periédicas, transformando asi las cadenas en anillos. Conviene notar aqui que el nimero
total de espines (S + &) es 2N en vez de N. Obviamente, la evaluacién de todas las
férmulas alternativas de la autocorrelacion M ;(t) discutidas en la Sec. 3.2 se efectia
considerando el niimero total, es decir, 2N espines.

Para ambos casos, el Hamiltoniano de espin estd dado por:
ﬁtotal = }AIS @Ic+1s® I:Ig + Vgg, (316)

donde el primer y segundo términos representan los Hamiltonianos de § y &€ respec-
tivamente, mientras que el tercero es la interaccién SE. Para simplificar la notacién
escribiremos simplemente H sy H ¢ en vez de los productos tensoriales con las identida-

des. Tanto para S como para &, usaremos el Hamiltoniano “planar” o XY [MBSH"97],
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3.3 La escalera de espin

Cadena €
-ambiente-

~
e
~

Cadena S

-sistema-

b)

Figura 3.2: El sistema de espines. (a) Condiciones de borde abiertas. (b) Condiciones de
borde periddicas (anillos). Las lineas continuas verdes representan interacciones cuyo signo
puede invertirse. La lineas a trazo azules representan interacciones cuyo signo no puede ser

invertido. El primer espin (circulo negro) estd inicialmente polarizado.

ol


4_LE_MBsystems/figures/sistema_escalera_esp.eps
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que describe procesos de flip-flop entre pares de espines adyacentes. Para el modelo que

se muestra en la Fig. 3.2(a), es decir, la cadena abierta,

N-1 N-1

. . . N N 1 N o . .

Hs =Y Js(8%,,15%, +5%,,.5%,) = 575(88 1155 + S5 0158 ,) (317)
n=1 n=1
N—-1 N-1 1

He =) Je(SF,4158, + 58, 115¢,) = §J5(S§n 1880 + S5 n158,)- (3.18)

S
Il
—_
Il
—_

n

Tal como ya se discutié en las Secciones 2.3 y 2.4, estos Hamiltonianos de espin pueden
transformarse a fermiones no-interactuantes (cadenas tight binding). Para considerar
un modelo tipo anillo, es decir Fig. 3.2(b), un acople tipo XY extra debe incluirse entre
los espines 1 y N-ésimo. Estas condiciones de borde periddicas no afectan la validez del
mapeo a fermiones libres, ver Ref. [DPL04].

El acople inter-cadena es:

N
Vse =) Jsel2055 1 5% o — (58058 + 58,58 )] (3.19)

n=1
al 1

= Z JSE[QQSE,HSE,H - §(S§r,nsg,n + Sg,nsgr,n)]
n=1

Tal como mencionamos en la Sec. 2.3, el parametro o determina la anisotropia del
acoplamiento y puede incluir diferentes interacciones relevantes para el escenario expe-
rimental (NMR). En nuestras simulaciones, con el fin de extender y sistematizar nuestro
analisis, consideraremos no solo los casos relevantes para NMR, sino también varios va-
lores seleccionados de a.. Notar que para cualquier valor finito de « la interaccion SE
tiene siempre los mismos términos XY'. Tales términos permiten la transferencia de po-
larizacién de una cadena a la otra, un proceso que puede pensarse en la representaciéon
fermionica como “tuneleo de una particula”’. En tal imagen pictorica, el término Ising
corresponde con una interaccién Coulombiana de dos cuerpos.

También en analogia con las Secciones 2.4 y 2.5, resulta importante identificar a
las constantes Jg, Jo y Jg¢ en su rol para estimar las escalas de tiempo relevantes. En
efecto, las primeras dos determinan el hopping o proceso XY homogéneo a lo largo de S
y € respectivamente, mientras que Jgo determina la escala de interaccién inter-cadena.
Para asegurar una degradacién suave de la dindmica coherente en S, fijamos Jg¢ en un

régimen de acoplamiento débil, es decir Jgo < Jg, J¢.
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3.4. Observaciones en relacion al Capitulo 2.

3.4.1. De la fisica de muchos cuerpos a la de un cuerpo, ida y vuelta

Antes de evaluar numéricamente el LE para los modelos especificos descritos ante-
riormente, discutiremos algunas ideas fisicas subyacentes. En particular, consideremos
primero la funcién de autocorrelacion en una cadena XY completamente aislada. Tal
caso puede tratarse usando los argumentos expuestos en el Capitulo 2, los cuales llevan
desde la Ec. (2.1) ala Ec. (2.6) y finalmente a la Ec. (2.12). Luego, en una evolucién ideal
“hacia delante” regida por H s> la autocorrelacién de temperatura infinita estard dada
precisamente por una GF de una particula. Esto es equivalente a la evolucién de un

Unico espin up en una cadena de espines down,

) =T)®2) @s) ®... @ [In), (3.20)

que, en definitiva, es una funcién de onda de un cuerpo definida en un subespacio de S
donde la proyeccién de espin total (direccién z) es —(IN/2 — 1). La autocorrelacién se

evalia tal como en la Ec. (2.12),
. 2
P171(t) - <\IJ1’ exp[—iHst] ’\I/1> . (321)

Dado que la cadena tiene N espines, apareceran efectos de tamano finito en forma
de recurrencias de la polarizacién. Estas reciben el nombre de ecos mesoscépicos (ME)
[PAEI94, PLU95] y ocurren cuando interferencias constructivas se manifiestan en el
tiempo de Heisenberg Tx. Tal como senalamos en la Seccién 2.4.2, Ty ~ h/d, siendo
d el espaciado medio entre niveles de energia. En el caso de la cadena, podemos usar

como estimado d ~ Jg/N, y por lo tanto

h
Ty~ N—. (3.22)

JS
Estimaciones maés especificas evaluadas para modelos particulares no difieren de-
masiado respecto a nuestro argumento “espectral” dado por la Ec. (3.22). Por ejemplo,
tal como se discute en la Ref. [PLU95] para un anillo de N espines acoplados via

interacciones dipolares,

h
Ty = 2\/§Nj. (3.23)

Esta cantidad puede interpretarse como el tiempo que una excitacién local requiere para

recorrer un anillo de largo L = N X a, a una velocidad promedio de v/ V2, siendo
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la velocidad de grupo méxima vy = a x 3.J/h. Una estimacién numérica [Usa99] en

anillos con interacciones XY resulta en
h
Ty = (1.03N + 1.44)3. (3.24)

La presencia de una segunda cadena, £, débilmente acoplada a la primera, no des-
truye completamente la propagacién de la polarizacién a lo largo de S. Esto quiere
decir que la idea de “dinamica de un cuerpo” que hemos discutido para la cadena
XY es valida incluso cuando la cadena no estd completamente aislada. En efecto, es-
ta robustez de las interferencias mencionadas permitié su observacién experimental
[MBSH"97, PUL96, KF99]. En nuestro caso, la presencia de &, ocasionard una pro-
gresiva atenuacion de los MEs, lo cual provee una forma de cuantificar la decoherencia
inducida por el ambiente en términos de la FGR [ADLP10].

Consideremos ahora el caso particular en el que £ se corresponde con una cadena
que permanece estatica en una configuracion aleatoria y que ng se restringe a una
interaccién del tipo Ising. Bajo estas hipétesis, el sistema de espines que se presenta
en la Sec. 3.3 ain se reduce a la dindmica de una particula no-interactuante (fisica de
un cuerpo), es decir, Ecs. (3.20) y (3.21). En consecuencia, 3 se convierte en un ope-
rador self-energy $s actuando en el espacio de Hilbert de S. De hecho, s representa
un conjunto de campos locales aleatorios (cuyo signo no se puede invertir), y que se
originan en la interaccion Ising con los espines estaticos de £. En términos de particula
no-interactuante, s provee de un “potencial desordenado binario ”(para cada configu-
racion especifica del ambiente) que es una variante del problema de Anderson [And78].
Esta analogia anticipa el caso que sera tratado en el Capitulo 5.

El mismo procedimiento que nos permiti6 reducir la Ec. (2.1) a la Ec. (2.12), trans-

forma la Ec. (3.5) en el LE de una particula:

. . 2
My (2tg) = <\Ifl\exp{—%(—f[3+25)tR}eXp{—%(I{IS+25)tR}\\111> . (3.25)

Aqui, podemos reconocer la definicién usual del LE, introducida en la Ref. [JP01], como
el overlap de dos funciones de onda evolucionando en presencia de un desorden estatico.

La separacién del conjunto de espines entre un subconjunto controlable (S) y uno no
controlable (&) tiene un espiritu similar a la discusién de la fidelidad parcial, llamada eco

de Boltzmann, analizado en Ref. [PJ06] para un problema de dos cuerpos. En analogia,
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nuestro problema de espines también verifica: (i) la separacién entre dos sistemas que
interactian entre si (S y &), (ii) el estado inicial en S estd bien determinado como una
polarizacién inyectada localmente, Ec. (3.1), y al final se realiza una medicién local en
el mismo sitio de la inyeccién inicial, (iii) el subsistema & permanece en el equilibrio
térmico de alta temperatura, y (iv) el Hamiltoniano de S puede ser revertido (cambiarle
el signo), mientras que el de € y el de la interaccién S€ no pueden controlarse de esa
forma. En contraposicién, la Ref. [PJ06] considera un sistema cadtico de un cuerpo
acoplado a otro sistema cadtico de un cuerpo. Nuestro caso, en cambio, tanto S como
& (aislados) se corresponden ambos con sistemas integrables de muchos cuerpos y que

se reducen a sistemas de un cuerpo via JWT.

3.4.2. La descripcion FGR

Introducimos ahora los regimenes de decaimiento del LE, siguiendo la discusion del
Capitulo 2 y la literatura del LE [JP01, JSBO1, CLM 102, GJPW12]. La idea subya-
cente aqui es que al incluir una débil interaccién ng, la propagacién de la excitacion
(polarizacién) a lo largo de S se degradard suavemente hasta alcanzar un estado esta-
cionario (al menos en lo que refiere al observable polarizacién local). De esa manera, el
LE decaeria mondétonamente, tal como la SP en la Ec. (2.23) decaia por presencia de
un ambiente. Por supuesto que esta imagen pictérica requiere de cadenas largas como
para disponer de un espectro suficientemente denso.

El decaimiento a tiempos cortos es, naturalmente, cuadratico:

Mia(t) = 2(Wneq| UL p()STULE() [Pneq)
= 1= (W] [52 = 29578 (W) (1/1)* + O ((t/0)*)  (3.26)

Aqui, el prefactor 0 = (U] [22 — 225%2] |Weq) define el segundo momento local
de 3. Cuando {i], S'f] =0, se verifica que:

1

M () =1— —
1,1(2) 16

(e ([i,ﬁo] S |S o) - [i,ﬁof) [Weq) (¢/)" + O (/1))
(3.27)

En la mayoria de los casos, el decaimiento a tiempos cortos se continia en un régimen

de tipo exponencial descrito por la FGR. Tal como en la Ec. (2.22), la prediccién FGR
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de la tasa caracteristica de decaimiento viene dada por

1 or, o | s |2
oo Ny ‘N, 3.98
= %jh\sg 19 (3.28)

donde {Vg < ‘2 = 02 es el segundo momento local del proceso § (Ising o XY') que contribu-
ye a la interaccién SE, y Ny representa alguna DDCS apropiada. Conviene mencionar
aqui que la DDCS determina el tiempo de transicién entre el decaimiento cuadratico
(tiempos cortos) y el régimen exponencial [FI01b, RFP06b]. En efecto, tal transicién
se espera que ocurra en un tiempo llamado spreading time (“tiempo de desparramo”)
ts ~ (7'd>02)*1 = hmN;. Para sistemas fuertemente interactuantes, una formula inter-

polante entre ambos regimenes ha sido propuesta [FI01b],

I? 4
Pri(t) ~exp |2— — 24/ — — 212 /R?] (3.29)
o o

vy que no ha sido analizada en sistemas concretos.

3.5. La evaluacion numérica del LE

En esta seccién presentamos el célculo numérico de M; 1(t) para los modelos que
se muestran en la Fig. 3.2. Si bien nuestro principal interés radica en el decaimiento
exponencial y la FGR, podemos identificar también el decaimiento cuadrético inicial y
un régimen de saturacion a tiempos muy largos, ver Fig. 3.3. Es apreciable que el LE
evidencia una dependencia temporal no trivial para un amplio rango de interacciones S€
posibles. Esta observacion contrasta con el estudio de la degradacion de interferencias
via el ME [ADLP10], cuya mera observacién restringe la cuantificacién de decoherencia.

En la Fig. 3.4(a) la dindmica a tiempos cortos se compara con el decaimiento
cuadrético esperado de la Ec. (3.26). De hecho, el grafico de (1 — Mj 1) /J2c como
funcién del tiempo, muestra que la Ec. (3.26) toma la forma de:

J 2
Miyq(t)~1— (%) t2, (3.30)

donde el segundo momento de la interaccién SE es 02 = (Jgo/2)?. Este comportamiento
se verifica hasta el tiempo t5 ~ h/Jg, lo cual es consistente con la prediccién para i
en términos de la escala dinamica tipica de £. Para comparar, mostramos en la Fig.

3.4(b) la SP de una excitacién en un sistema S de un tnico espin que interactia
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Figura 3.3: El LE local M; 1(t) como funcién del tiempo de evolucién total ¢ = 2¢g. Los
resultados numéricos que se muestran se corresponden a un anillo de 5 espines débilmente
acoplados a otro anillo idéntico via interacciones intercadena de tipo XY (a = 0). Mientras
mayor sea la constante de acoplamiento intercadena Jg¢, més rapido se alcanzard el régimen
de saturacién. De arriba a abajo, las diferentes curvas corresponden a Jgg: 0.001, 0.01,
0.025, 0.05, 0.1, 0.25 y 0.5, en unidades de Jg.
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Figura 3.4: (a) Comportamiento a tiempos cortos de M 1(t). La linea de puntos es
el decaimiento cuadrético dado por la Ec. (3.30). (b) Dindmica a tiempos cortos de la
SP Py 1(t) correspondiente a una cadena XY descrita con el modelo tight-binding: H =
JSTS (ege, + éféo)+']75 S (& enyq + ¢4 1¢,). Este modelo es un ejemplo paradigmético
de la FGR [RF09, Denl2]. Notar la similaridad entre (a) y (b) en lo que refiere a la
separacion del decaimiento cuadrético, es decir, el spreading time ts. La linea a trazos

muestra un dibujo de la Ec. (3.29) para Jge = 0.5J¢.
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3.5 La evaluacion numérica del LE

con el borde de una cadena £. En ese modelo simple, que se muestra en el inset,
todas las interacciones son de tipo XY. Ademads, este modelo constituye un ejemplo
paradigmatico de decaimiento tipo FGR, dado que la DDCS esta muy bien definida
como Ny = 1/Jg y es independiente de Jgz [RF09]. En la Fig. 3.4(b), mostramos con
una linea a trazos la féormula interpolante dada en la Ec. (3.29), para el acoplamiento
mas fuerte. Esta expresion se desvia mas rapido del decaimiento cuadréatico que la SP

de la cadena tight binding.

Figura 3.5: Transicién del decaimiento cuadratico a tiempos cortos al inicio del régimen
exponencial. Las lineas a trazos corresponden a los decaimientos exponenciales dados por
los ajustes, mostrados aqui para valores representativos. La demora en la aparicién del
régimen exponencial se indica con flechas apuntando el primer punto utilizado en el ajuste.
Las lineas continuas representan la férmula interpolante, es decir Ec. (3.29), evaluada con

o? y I' apropiados.

La entrada al régimen exponencial se muestra en la Fig. 3.5, para algunos valores
de una interaccién SE del tipo XY. Como tendencia general, observamos que el de-
caimiento exponencial queda bien definido luego de un tiempo de evoluciéon mayor al
que se corresponde con el fin del régimen cuadrético. Indicamos con flechas los datos
iniciales con los que se ajustan los decaimientos. Para comparar, la SP correspondien-

te a la formula interpolante, Ec. (3.29), se grafica para los mismas escalas de tiempo.
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Se aprecia que para Jgg/Je < 0.085 la interpolacion cae por debajo de los resultados
numéricos, y los tiempos requeridos para definir bien la exponencial son mayores.

Para tiempos suficientemente largos, el LE satura en un plateau tal como se observa
en la Fig. 3.3. Esto resulta consistente con la idea que, en este arreglo finito de espines
interactuantes, la polarizacién se comporta ergédicamente respecto a la dinamica del
LE y por ello termina distribuyéndose uniformemente. De hecho, a tiempos largos cada
sitio estd polarizado en 1/(2N), siendo 2N el nimero total de espines (1/10 para el
caso particular que se grafica).

Para cuantificar sisteméticamente el régimen exponencial, graficamos las escalas
caracterfsticas de tal régimen 1/74 en la Fig. 3.6(a), como funcién de JZ. en unidades
de Jg/h. Esta tltima cantidad es la apropiada para verificar la validez de la FGR (Ec.
(3.28)), ya que J3; is la escala tipica para el segundo momento de la interaccién SE
y 1/J¢ la escala tipica de Ny (la DDCS). A pesar que consideramos varias elecciones
para la anisotropia « de la interaccién SE, mostramos solo los casos relevantes para los
experimentos de NMR: XY (a = 0), Heisenberg (o = —3), y dipolar truncado (o = 1).
Observamos también que las condiciones de borde juegan un papel no trivial [DPLO04].
Para el caso de condiciones de borde abiertas (Fig. 3.2(a)), aparecen oscilaciones mon-
tadas sobre el decaimiento, que dependen de la paridad de N (recordar que aqui N es
el nimero de espines en cada cadena). Presentamos los resultados sélo para condiciones
de borde periédicas (anillos), donde tales efectos son casi despreciables.

En contraste con el estudio basado en la degradacién de ME [ADLP10], puede apre-
ciarse que el LE permite un acceso “continuo” a un amplio rango de perturbaciones
(incluso muy débiles), y se puede obtener con relativa facilidad el tiempo 7, que cuan-
tifica la escala de tiempo de la decoherencia. Se observa en la Fig. 3.6(a) que la tasa
caracteristica (inverso del tiempo 74) comienza desde cero y aumenta con la magnitud
de la perturbacién, Jsg. Luego de cierto umbral, se observa una dependencia lineal
en el segundo momento de la perturbacién. Esto termina por confirmar la Ec. (3.28)
para ese rango de perturbaciones. El ajuste lineal estd corrido por un pequeno offset,
1/79, que parece depender de la naturaleza de la interaccién SE, ya que aumenta para
perturbaciones con mayor « (mayor componente Ising).

La Figura 3.6(b) muestra la contribucién FGR a las tasas de decoherencia (1/74 —
1/70, en unidades de J2/hJ.) como funcién del cuadrado de la anisotropfa, a?. Tam-

bién incluimos las tasas obtenidas con la atenuacién de los ME [ADLP10]. De las
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3.5 La evaluacion numérica del LE
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Figura 3.6: a) Tasas de decaimiento para acoples intercadena dados por las tres inter-
acciones tipicas en NMR, en unidades de Jg/h. Las pendientes y ordenadas dependen del
valor de «, es decir, en el peso relativo entre la contribucién Ising (desfase puro) y la XY
(transferencia de polarizacién). b) La aditividad de las contribuciones Ising y XY a la tasa
total FGR se verifica en el grafico de su suma como funcién de o, en unidades de fiJ, /J3,,
cubriendo el rango de interés fisico. Con la finalidad de comparar, se muestran también las
tasas caracteristicas de decaimiento obtenidas por degradacién de ME (Ref. [ADLP10]).

pendientes en tal gréfico derivamos las contribuciones a la tasa global 1/74, correspon-

dientes a cada proceso (XY e Ising) en la interaccién SE:

LI (3.31)
T¢ To T¢ T¢
Para el LE resulta:
1 J2e
1 2 J3e

Y de acuerdo con los resultados reportados en la Ref. [ADLP10], traduciendo su nota-

cién —a/b = 2a;, las tasas que contribuyen a la degradacién de los ME son:

L = (1 00i006)—J‘%5 (3.34)
XY T hg '
L~ (20+03) 2 Jse (3.35)
Td)ZZ = . D)X th .
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3. EL ECO DE LOSCHMIDT EN SISTEMAS DE MUCHOS CUERPOS

El aspecto mas relevante que se desprende de la comparacion es que mientras la con-
tribucién XY es esencialmente la misma para ambas estrategias, la contribucién Ising
para el ME (Ec. (3.35)) es casi el doble que la obtenida para el LE. En la préxima

seccion intentaremos explicar el origen de tal diferencia.

3.6. Analisis del decaimiento del LE

La evaluacién numérica del LE realizada nos permite verificar las expectativas dis-
cutidas en la Seccion 3.4. En particular, corroboramos que el decaimiento a tiempos
cortos estd naturalmente regido por el segundo momento de la interaccién SE, es decir
0? = [Jge/2]%. También verificamos la estimacién para el spreading time ts ~ h/J¢, es
decir la transicion desde el decaimiento cuadratico al exponencial. Encontramos que tal
estimacién se corresponde con el final del régimen cuadratico, pues se observa que la
entrada al régimen exponencial ocurre a un tiempo mayor que ts. Esto indicaria que la
DDCS no se encuentra “inmediatamente definida” y que requiere del acople intercadena
Jge para definirse. De hecho, se requiere de la existencia de Jgo para romper la fuerte
degeneracién presente en £ aislado, que es una cadena XY finita (integrable). Sélo
cuando esas degeneraciones se rompen, es de esperar la presencia un espectro suficien-
temente denso (requisito para la FGR). En ese caso, cada cadena de N se corresponde
con 2V niveles de energfa, de los cuales ( N]\/fz) pueden acoplarse via una interaccion que
conserva proyeccion de espin en la direccién z.

La férmula interpolante dada por la Ec. (3.29) aproxima satisfactoriamente el de-
caimiento cuadratico, pero no es tan precisa para tiempos intermedios y obviamente no
puede reproducir la saturaciéon a tiempos largos. Estas desviaciones pueden atribuirse
facilmente a la falla de nuestra analogia de la dindmica LE con una dinamica SP. La
fisica subyacente en la Ec. (3.29) estd basada en la premisa de un nimero N suficiente-
mente grande y una DDCS bien definida. Ademds, en nuestro caso tratamos un sistema
finito (y relativamente pequeno), por lo que la polarizacién no puede equilibrar en cero.
De hecho, la polarizacién asintética observada, 1/(2N), puede identificarse con un com-
portamiento ergddico para la dinamica LE. Dado que tal propiedad no esta presente en
el sistema aislado, apareceria como consecuencia de la interacciéon SE. Esta observacién

sera discutida en detalle en los capitulos siguientes.
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3.6 Analisis del decaimiento del LE

Tanto las tasas caracteristicas obtenidas como el segundo momento 2, no dependen
explicitamente del nimero total de espines ni del ntimero de espines en S. La razén
de tal independencia en el niimero de espines estd vinculada a la condicién inicial de
no-equilibrio (Ec. (3.1)) y la posterior medicién local. De hecho, la excitacién inicial
mantiene su cardcter de “particula” al propagarse en la cadena XY (puede asimilarse a
una dindmica cldsica). Esta imagen pictérica permanece vélida incluso hasta la escala
de tiempo en la que el LE decae exponencialmente. Asimismo, hemos verificado que
la independencia en el ndmero de espines se rompe al considerar estados iniciales que
son superposiciones especificas (no locales). Estos casos estan fuera del alcance de este
capitulo y seran estudiados en el Capitulo 6.

Podria decirse que dividir en dos las contribuciones FGR a la tasa de decoherencia
parece ser una premisa bastante fuerte. Sin embargo, esta estrategia ya fue utilizada
anteriormente, por ejemplo en las Refs. [ADLP10] y [DRBM"12]. Cada contribucién
estd asociada a un término diferente en el acople intercadena ng, y representa dos
procesos fisicos distintos (XY e Ising). Tal como se discuti6 en el capitulo anterior,
cada proceso debe tener su correspondiente DDCS. En efecto, la dependencia lineal
que se observa al graficar 1/7, —1/79 como funcién de o (Fig. 3.6) evidencia la validez
de la separacién en contribuciones.

Comparemos ahora los tiempos caracteristicos obtenidos con aquellos que se corres-
ponden a la degradacién del ME [ADLP10]. Por un lado, las contribuciones de procesos
XY para ME y LE son casi las mismas. Tal equivalencia es interpretada en términos
de la asociacién entre polarizacién y dinamica de una particula, ya sea en S o en &.
Aun cuando esta imagen de particula no es vélida en presencia de la interaccién ng,
la dindmica no puede ser radicalmente diferente (sobretodo porque el acoplamiento es
débil). La propagacién de la polarizaciéon a lo largo de una cadena se verd sélo débil-
mente afectada por efecto tinel a la otra. En términos de particula, la energia cinética
a lo largo de las cadenas conmuta con aquella intercadena. Por lo tanto, la tasa 1/ Td))( Y
deberia coincidir con la tasa de transferencia polarizacién, independientemente de la
reversion temporal realizada en S.

En contraste al “simple” decaimiento asociado a los procesos XY en la interaccién
SE&, la contribucién Ising produce fluctuaciones de energia que inducirian a aumentar la
difusién en S. En ese caso, las recurrencias dindmicas (los ME) se borrarfan més facil-

mente. La tasa observada para el decaimiento del LE resulta ser menor, y esto indicaria
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3. EL ECO DE LOSCHMIDT EN SISTEMAS DE MUCHOS CUERPOS

que la reversion en S es parcialmente eficaz en filtrar esas fluctuaciones. De hecho, las
tasas de decaimiento (contribucién Ising) para el LE son aproximadamente la mitad de
las que se reportan para los ME [ADLP10]. Esto podria significar que el ME sobreestima
la degradacién de fase inducida por el ambiente. Podemos entender la fisica del proceso
usando la analogia con un paquete de ondas que evoluciona en presencia de un poten-
cial desordenado (el problema de Anderson). Para tal analogia, necesitariamos que la
segunda cadena no tenga dinamica, es decir, permanezca congelada en alguna confi-
guracion especifica. Luego, el desorden inducido por la cadena & provocaria difusién,
que a su vez dificultaria la aparicién de ME. Tal proceso se consideraria decoherencia.
Ahora bien, la reversién temporal de la propagacién (XY') interna en S no revierte
el desorden. Sin embargo, si consideramos que el ambiente ahora si tiene dindamica y
que su escala de tiempo es comparable a la del sistema (Js ~ Jg), entonces existen
fluctuaciones particulares que permiten una reversion perfecta en la dindmica del sis-
tema. Esto ocurre cuando no solamente la energia cinética de la particula se revierte,
sino también el término de potencial local. Esas fluctuaciones especificas en £- son las
que se requieren para deshacer los corrimientos de fase producidos durante la evolucion
hacia delante. Este argumento esta fuertemente ligado a la imagen de particula libre
propagandose y a la conmensuracion de escalas de tiempo entre § y €. Ver Fig. 3.7.
En presencia de un ambiente fluctuante, el LE puede reconstruir fases al menos una

fraccion de las posibles configuraciones locales.

3.7. Conclusiones

En este capitulo introdujimos la formulacién del LE, definido como una funcién de
autocorrelacién local de espin. Esta magnitud es exactamente la evaluada experimen-
talmente [LUP98, UPL98, PLUT00], es decir, la polarizacién local que se detecta luego
de un procedimiento de reversién temporal.

Utilizamos el LE como cuantificador de decoherencia en un sistema cuantico es-
pecifico. En particular, consideramos dos cadenas de espines acopladas, donde una de
ellas es el sistema en cuestién, y la otra hace las veces de un ambiente estructurado. El
acople sistema-ambiente incluye una interaccién del tipo XY con un término Ising cuyo

peso varia entre 0 y 2 (Hamiltoniano dipolar truncado). La atenuacién del LE provee
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3.7 Conclusiones

a) hacia delam‘e

O—Q—O—Os
0—0—0—08

b) reversion imperfecta c) reversio’n perfecta
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Figura 3.7: La interaccién intercadena Ising en analogia con una particula propagandose

en un potencial binario desordenado. Un circulo relleno significa un espin up o un fermién,
y un circulo vacio representa un espin down o hueco. Todos los procesos se consideran a
una escala de tiempo muy corta, basicamente dada por un tinico paso Trotter. a) Dindmica
hacia delante en S, en presencia de “energias de sitio aleatorias”. b) La evolucién hacia
atras en S es imperfecta pues el ambiente £ permanece estatico y las “energias de sitio” no
se invierten. ¢) Una evolucién particular en £ permite la reversion perfecta para la dindmica
en S. Aqui, todas las “energias de sitio 7 alrededor de la excitacion estdn revertidas respecto

a la evolucién hacia delante.
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3. EL ECO DE LOSCHMIDT EN SISTEMAS DE MUCHOS CUERPOS

una estimacién directa de la tasa de decoherencia, sin la necesidad de asumir hipdte-
sis ad-hoc como funciones espectrales [CL84, Wei08] u operadores de ruido estocéstico
[BBCT94, MNP199].

La tasa de decoherencia obtenida se separa en dos contribuciones, siendo ambas
proporcionales a Jgg y 1/J¢, tal como se espera para la FGR. No hay dependencia en
el nimero N de espines. Este hecho se relaciona con la condicion inicial y la naturaleza
local del observable, algo que no sucederia para un estado inicial arbitrario. También
es indicativo de una regla de suma especifica entre el segundo momento local de la
interaccion y la DDCS, que termina por coincidir con lo esperable para un problema
de una particula.

Para el modelo estudiado, utilizamos la similitud entre el LE y la SP para probar
una férmula interpolante propuesta en el contexto de sistemas fuertemente interactuan-
tes. Tal expresion intenta dar una descripcién unificada del decaimiento cuadratico a
tiempos cortos y el posterior régimen exponencial. A pesar que reproduce cualitativa-
mente bien los resultados numéricos, el LE evidencia sutilezas y un comportamiento
mas complejo que esa prediccién. Por ejemplo, la ruptura de las degeneraciones propias
de la dindmica integrable (una particula) debido a la interaccién SE y la aparicién
de un comportamiento ergédico que se manifiesta como una distribucién uniforme o
saturacién asintética, estan presentes en la dindmica del LE.

El estudio numérico del LE aqui presentado indica que es un buen cuantificador
de decoherencia en comparacion con el andlisis estandar basado en la degradacion
de interferencias, dado que puede recuperar informacién que antes no se consideraba.
Ademss, filtrando la dinamica intrinseca del sistema via la reversion temporal, el LE
se deshace de la dindmica trivial (aquella asociada a §) y da cuenta genuinamente de
los efectos de la decoherencia. De esta forma, el LE proporciona un acceso continuo a
los procesos de decoherencia inducidos por un ambiente.

Las contribuciones originales en este Capitulo se publicaron en:

“Loschmidt echo as a robust decoherence quantifier for many-body systems”, Pablo R.
Zangara, Axel D. Dente, Patricia R. Levstein, and Horacio M. Pastawski, Phys. Rev A
86, 012322 (2012).
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Capitulo 4

Fluctuaciones temporales luego

de la equilibracién

En este capitulo discutiremos aspectos generales de la dindmica y equilibracion de
observables de pocos cuerpos en sistemas cudnticos cerrados. En particular, investiga-
remos las fluctuaciones alrededor de los valores estacionarios que se observan luego que

los observables hayan “equilibrado”.

4.1. Equilibracion en observables de pocos cuerpos

En el capitulo 3 mostramos que la funcién de autocorrelaciéon M; ;(t) permanece
muy cerca del valor 1/N luego de suficiente tiempo (cuando el “decaimiento” en si mis-
mo ha culminado). Esto evidencia que la polarizacién se distribuyé homogéneamente en
el sistema de espines. En tal caso, la polarizaciéon constituye un ejemplo de observable
que alcanza un valor estacionario, cercano a una constante (en algin sentido, asintéti-
camente). En general, diremos que un observable equilibra si su valor de expectacién
permanece cercano a un valor constante para casi todo el tiempo [LPSW09, GME11].
Aqui, el término “casi todo” significa que la equilibracién en sistemas aislados ocurre en
un sentido probabilistico. Mds precisamente, se requiere que (i) las fluctuaciones tempo-
rales de un observable, luego que los comportamientos transitorios hayan desaparecido,
sean muy pequenas, implicando prozximidad a un valor estdtico para la basta mayoria
de los tiempos, y que (ii) las fluctuaciones temporales disminuyan con el tamano del

sistema, anuldndose en el limite termodindmico (TL). Eventualmente, las fluctuaciones
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temporales daran lugar a la aparicién de recurrencias especificas propias de toda evolu-
cién unitaria. Sin embargo, para los sistemas interactuantes que consideraremos aqui,
estos eventos excepcionales tienen asociados tiempos de Heisenberg extraordinariamen-
te largos. En particular, tales tiempos estdn mucho mas alld del alcance de nuestras
simulaciones numéricas, dados los errores acumulativos inherentes al método empleado
(ver Sec. 4.2.3 y Apéndice A).

Sobre la base de argumentos semicldsicos y sistemas completamente caéticos [FP86,
Deu91, Pro94, Sre, Sre96b, Sre96al, se ha mostrado que la amplitud cuadrada media
de las fluctuaciones temporales luego del decaimiento transitorio disminuye exponen-
cialmente con el tamano del sistema. Este resultado es independiente de los detalles
del estado inicial, que se asume como un estado puro arbitrario [Sre96b, Sre96al. Sin
embargo, el uso subyacente de una teoria de matrices aleatorias estaria sobresimplifi-
cando lo que realmente ocurre con sistemas fisicos concretos (experimentales). Estos
sistemas, tipicamente tienen interacciones de dos cuerpos y de corto alcance, mientras
que las matrices aleatorias conllevan interacciones de muchos cuerpos (incluso més que
dos) y de largo alcance [BFF*81, ZBFH96, Kot01]. En los sistemas reales, la densidad
de estados (DoS) es Gaussiana [BFFT81], y sélo en el centro del espectro encontramos
autoestados “cadticos”, donde las amplitudes de probabilidad de los vectores base son
muchas, pequenas y descorrelacionadas. Estudios recientes acerca de las cotas para las
fluctuaciones temporales prescinden del uso de matrices aleatorias, y en cambio se basan
en Hamiltonianos que no tengan demasiadas degeneraciones en cuanto a autovalores y
gaps de energia. Ademads, se consideran estados iniciales que son superposicién de un
gran numero de autoestados de energia [Rei08, Sholl, SF12, Reil2]. En estos ultimos
casos, las fluctuaciones nuevamente verifican una ley de escala exponencial con el ta-
mano del sistema. Por otro lado, en el caso particular de un Hamiltoniano integrable
que sea cuadrético en los operadores fermiénicos candnicos (o mapeable a uno, como
en el caso del Hamiltoniano XY') donde la condicién de no-resonancia no se cumple
(es decir, hay muchos gaps degenerados), se mostré analiticamente [VZ13] y numérica-
mente [CCR11, GR12, HSWR13] que las fluctuaciones temporales de un observable de
“un cuerpo” disminuyen como 1/ V/N, siendo N el tamaiio del sistema.

Los antecedentes mencionados motivan las siguientes preguntas: ;como dependen

las fluctuaciones temporales en funcién de N cuando se rompe la integrabilidad '?

Ver Sec. 2.3.1.
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4.1 Equilibracién en observables de pocos cuerpos

iqué sucede con sistemas caodticos en los que la energia del estado inicial estd lejos
del centro espectral? Exploraremos éstas y otras interrogantes relacionadas utilizando
sistemas 1D tanto integrables (el Hamiltoniano XY') como no-integrables. Nuestros
resultados aqui implican, como regla general, una ley de escala exponencial con el
tamano del sistema para todos los casos no-integrables. No obstante, la respuesta precisa
a tales preguntas depende de la relacion particular entre cada estado inicial y cada
Hamiltoniano. Para estados iniciales cercanos al borde del espectro y, ademas, no muy
deslocalizados en representacién de energia, el coeficiente de atenuacién exponencial es
muy pequenio. Aun en tales casos, el ajuste exponencial se muestra ser mas apropiado
que una ley de potencias. Sélo en el caso de un modelo integrable (no-interactuante)
como el Hamiltoniano XY, el ajuste tipo ley de potencias es mejor, siempre que el
estado inicial no se comporte ya de entrada “térmicamente”.

Para evaluar el nivel de deslocalizacién (en energia) del estado inicial, utilizaremos
la nocién de energy shell, una idea bien establecida en la literatura de caos en siste-
mas de muchos cuerpos [CCGI93, CCGI96]. En este campo, cominmente se separa el
Hamiltoniano total del sistema en un parte no-perturbada, que describe particulas no
interactuantes (o cuasiparticulas) y una perturbacién, que representa las interacciones
inter-(cuasi)particulas y es capaz de llevar al sistema a un régimen cadtico. La represen-
taciéon matricial del Hamiltoniano se escribe entonces en la base correspondiente a los
vectores “no perturbados” (es decir, la base computacional Ising). En este contexto, la
LDoS se define como la distribucién en energia de las componentes CZ de los vectores
base! |j) = Y, Clla), siendo |) los autoestados del Hamiltoniano total [FI00]. La
llamada energy shell es la LDoS maximal, obtenida en el limite de interacciones muy
fuertes. Tiene un forma Gaussiana y su rol es dual: por un lado determina el desparramo
maximo posible de un estado no-perturbado particular, y por otro lado determina nivel
maximo posible de deslocalizacién de los autoestados en la base computacional. Para
sistemas reales, con interacciones de pocos cuerpos y alcance finito, los estados se des-
localizan cada vez mas a medida que la perturbacién aumenta, pero nunca alcanzan a
estar completamente extendidos como en el caso de matrices aleatorias. Entonces se dice

que alcanzan un régimen cadtico cuando la LDoS cubre la energy shell ergédicamente de

!Notese que la notacién en este capitulo difiere a la del resto de la Tesis. Aqui, los vectores de la
base computacional Ising se denotan con {|i)} en lugar de {|3;)} tal como se introdujo en la Sec. 3.2. La

notacién con caracteres griegos {|a)} se reserva aqui para autoestados especificos de un Hamiltoniano.
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modo tal que las componentes del estado (en la base no perturbada) pueden verse como
variables aleatorias de distribucién Gaussiana [CCGI93, CCGI96, SBI12a, SBI12b].
En este capitulo consideraremos como estados iniciales a vectores especificos de la
base computacional en la que escribimos el Hamiltoniano total. El ancho de la distribu-
cién en energia del estado inicial corresponde al ancho de la Gaussiana que representa
a la energy shell. La vida media del estado dependera de cuan grande es tal ancho y
del llenado de la energy shell. Cuando el llenado es parcial (estados préximos al borde
del espectro) y su ancho es pequeno en comparacién con el ancho de la densidad total
de autoestados (DoS), el decaimiento es muy lento. Este escenario se agrava ain més

en presencia de Hamiltonianos con simetrias adicionales.

4.2. Los sistemas y las magnitudes estudiadas

Consideramos aqui un arreglo 1D con N espines 1/2 y condiciones de contorno
abiertas. El Hamiltoniano contiene acoples a primeros (nn) y eventualmente segundos

(nnn) vecinos,
H= fl,m + A, (4.1)

Hpp = Z J <Sx JJC+1 + S] SJH + ASijH) ’
N—2
o = > 7 (878500 + SUSY,5 + AS757)
7j=1
La constante de acoplamiento J determina las unidades de energia, la anisotropia
estd dada por A y A controla el peso relativo entre nnn y nn. Tal como en los ca-
sos ya discutidos, el término de flip-flop S“’"S“’" o+ 5’35’%1 (ijﬁfw + S;’S;’H) mueve
las excitaciones a través de la cadena y S ; Jr1(5 S ; 7,5) corresponde a las interacciones

Ising entre espines nn (nnn). Esta familia de Hamiltonianos conserva la proyeccién de

espin total en la direccién z, [H,S%] = 0, donde 5% = Zjvzl S%. El ntmero cuéntico
correspondiente que etiqueta cada proyeccion es m, = %, (% — 1),y —%. Otras si-

metrias presentes son: paridad, invariancia ante rotaciones globales en 7 alrededor del
eje = cuando m, = 0, y la conservacién del espin total (S,)% = (Zjvzl S})Q cuando
A = 1. El modelo es soluble por ansatz de Bethe cuando A = 0 [Bet31], y transiciona

a un régimen caético a medida que A aumenta [GS12, SBI12b].
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Las propiedades de la cadena unidimensional en la Ec. (4.1) dependen de los valores
especificos de los parametros. En particular, definimos aqui una nomenclatura para
casos especiales: cuando A = 0, el modelo no-interactuante A = 0 recibe el nombre
de Hamiltoniano XY. El caso isotrépico A = 1 es el Hamiltoniano de Heisenberg.
Cuando |A| > 1, se abre un gap de energia entre las autoenergias més bajas y el estado
fundamental, y el sistema se considera en una “fase con gap”. El caso A = 1 es un
punto critico que separa fases con y sin gap. Si A disminuye progresivamente de 1 a
0, los estados ligados de cuasiparticulas se transforman en excitaciones elementales,
hasta que el limite de particulas libres se alcanza (A = 0). En ese proceso, un cambio
cuantitativo ocurre en el espectro para el punto A = 1/2; donde el sistema adquiere
simetrias no triviales adicionales [SS07, Tak05].

Investigaremos la dinamica para las siguientes elecciones de parametros:

e Hamiltoniano no-interactuante XY, H A=0,A=0-

e Hamiltoniano de Heisenberg o isotrépico nn, H A=1,2=0-

e Hamiltoniano anisotrépico nn, H A=0.5,A=0-

e Hamiltoniano débilmente cadtico isotrépico, H A=1,2=0.4-

e Hamiltoniano fuertemente cadtico isotrépico, H A=1A=1-

e Hamiltoniano fuertemente cadtico anisotropico, H A=0.5\=1-

El Hamiltoniano nn con gap H A=1.5,2—=0 se discutird brevemente.

Para cada Hamiltoniano, podemos construir la distribucién de autoestados como
funcién del intervalo de energfa. Esto constituye la DoS, que en todos los casos tiene
una forma Gaussiana, tal como se aprecia en la Fig. 4.1. Este comportamiento es tipico
de sistema con interacciones de pocos cuerpos y contrasta con las DoS semi-circular
que se obtienen para matrices aleatorias. [BF71, Haa9l, GMGW98, Rei04]. La forma
Gaussiana refleja el ntimero reducido de niveles de energia disponibles en los bordes
del espectro. Los estados deslocalizados (en energia), por lo tanto, no se encuentran
demasiado lejos del centro espectral, aun cuando el sistema es cadtico. Ademas, se
aprecia que las distribuciones no son exactamente simétricas cuando A # 0. La cola
de la distribucién tiende a ser mas extendida para energias bajas cuando A = 0y A
aumenta, mientras que se extiende mas hacia la derecha cuando A > A.

El ancho w y la energia media (E) obtenidos via ajuste Gaussiano para los Hamilto-

nianos estudiados se muestran en la Tabla 4.1. La DoS se ensancha con la anisotropia y
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pE) |
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Figura 4.1: DoS, N = 16, m, = 0. (a) A
A=05X=1.

0.5,A = 0; (b) A = 1,\ = 0; and (c)

la inclusién de acoples nnn. Su centro se desplaza del cero a medida que la interaccién

Ising aumenta.

Tabla 4.1: Ancho y centro del ajuste Gaussiano para las DoS; L = 16; m, = 0.

w (E)

Ha—op—o | 1.444 | 0.000
Ha—os57=0 | 1.532 | -0.039
Ha—ia—0 | 1.761 | -0.119
Ha—157—0 | 2.078 | -0.234
Ha—1 =04 | 1.868 | -0.368
Ha—ia=1 | 2399 | -0.571
Ha—gsx=1 | 2.108 | -0.356

4.2.1. Estados iniciales

Tal como en la descomposicion en estados puros realizada en la Sec. 3.2, usaremos
aqui la base computacional Ising para escribir la matriz Hamiltoniana y los estados
iniciales. En particular, el sistema se considera preparado en un estado inicial |[¥(0)) =
lini) que se corresponde con uno de los siguientes vectores base:

e Pared de dominio, |IDW) = | ™M1 ... [ll),

e Estado de Néel, INS) = | 1/1) ... TI1),

e Pares de espines paralelos, |PP) = | | .. 0).
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4.2 Los sistemas y las magnitudes estudiadas

Estos estados son, en principio, accesibles a experimentos en redes 6pticas [SBM ™ 11].
La preparacién de una pared de dominio bien definida requiere un gradiente de campo
magnético tal como se reporta en [WMMT09], y la posibilidad de generar un estado
de Néel se discute en [KDBS08, MHH12]. Ademds de su potencialidad experimental,
estos estados se eligen debido a que manifiestan particularmente efectos por interacciéon
Ising y acoples nnn. Todos ellos pertenecen al subespacio m, = 0 cuya dimension es
m (N

m==0"\N/2)

En analogia al estado |®,v-1) definido en la Ec. (3.15), también analizaremos esta-

dos aleatorios despolarizados

e en el subespacio m, = 0,

Prom0) = Y e (4.2)
i vV mzfo
<1\ST\1>
donde el indice ¢ recorre solamente el subespacio m, =0, y
e en el espacio de Hilbert completo,
ei%
Dyn) = —|7), 4.3
o) =3 ) (43)

donde el indice i recorre todo el espacio de Hilbert. En ambos casos ¢; es una fase
aleatoria uniformemente distribuida en [0,27). Tal como ya dijimos en el Capitulo 3,
estos estados aleatorios manifiestan propiedades “térmicas”, en el sentido que para la
evaluacién de observables locales se obtienen los mismos resultados que un célculo sobre
un ensamble en el limite de altas temperaturas. Aqui, mostraremos que estos estados

proveen una cota inferior de amplitud en las fluctuaciones temporales.

4.2.2. Observables de pocos cuerpos

Estudiaremos la equilibracion y las fluctuaciones temporales de los siguientes ob-
servables.

e Energia cinética,

1 N-2
KE = Z J <S$S i+1 T S] 5?+1> +A Z d <S$S +2 SJ SJ“) (44)
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e Energia de interaccién,

N-1 N-2
E=) JASIS:  +A Y JASS:,. (4.5)
i=1 j=1

Las fluctuaciones temporales para KE y IE son las mismas, dado que estos observables
suman a una constante energia total. Por ello, mostraremos sélo resultados para KE.

e Correlaciones espin-espin en las direcciones z y x,

n m

Presentaremos los resultados para n = N/2 y m = N/2 + 1, pero también hemos
estudiado m = N/2+ 2y m = N/2 + 3. Dado que las interacciones consideradas
aqui son de corto alcance, estas correlaciones decaen con la distancia entre los espines
n y m. La restriccién a sitios en el medio de la cadena se debe a minimizar los efectos

de borde.

e Factores de estructura en z y z,

N
oz 1 o N N
G =5 Y TS S, (4.7)
n,m=1

Estos factores son la transformada de Fourier de las correlaciones espin-espin con k =
27p/N y p entero, p = 1,..., N. Para sus fluctuaciones, presentaremos resultados sélo
para k = m dado que este valor de momento existe para todos los tamanos de sistema
aqui considerados 10 < N < 22. También hemos estudiado la suma sobre todo los k’s,
obteniendo resultados cualitativamente similares. No obstante, la evolucién temporal
muestra diferencias apreciables con el valor de k. Esta cuestion se discute en la Sec. 4.5.

Resulta oportuno mencionar que algunos de los observables aqui expuestos son
locales en sentido explicito, como por ejemplo las correlaciones CA'ﬁ,(ff) para dados n, m.
Asimismo, los otros siguen siendo locales pero en un sentido diferente, que radica en una

localidad en el espacio de Hilbert. Asi, un observable como §;(x)(/<:) involucra informacién

de todos los espines, pero estd lejos de describir global o totalmente al sistema.

4.2.3. Método numérico

Se utiliza diagonalizacién exacta para describir las propiedades estaticas de sistemas

con N =16 (m, = 0) y N = 18 (m, = —3). La dindmica, sin embargo, involucra
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cadenas de hasta N = 24, lo cual elimina la posibilidad de disponer de métodos exactos.
Por lo tanto, aqui la evolucién de los estados puros definidos anteriormente se evalia

con el algoritmo de Trotter-Suzuki de orden 4 descrito en el Apéndice A.

4.3. Espectro y Energy Shell

El estado inicial |ini) evoluciona de acuerdo con |¥(t)) = > Ciie=iFat|q) don-
de CM = (alini), mientras que E, y |a) son las autoenergias y los autoestados del

Hamiltoniano que dicta la evolucién.

El valor de expectacién de un observable O a tiempo t esta dado por

(O(t)) = (L()O1L(1)) = Y |CHPOaa + Y O CF Ogge’FamFa),
« a#f

donde Oup = (a]|O|B) son los elementos de matriz del observable. La varianza de las

fluctuaciones temporales del observable alrededor de su valor “estacionario” correspon-

de a:
oh = [O(t)) — (O(t))]2 .
= Z C;iniclignic”;inicéni aﬁoj;(sei(Ea—EBJrEW,Eé)t
a#B
gl

donde O = T~! fOT O(t)dt es el promedio temporal en el intervalo [0, 7.

Bajo la condicién de ausencia de gaps degenerados (“no resonancias”),

E,=Eg y Es=F,
Ey—FEg=FEs—E, = o bien
E.=E; y Eg=E, (4.9)

y para T' — oo, se mostr6 que [Rei08, Sholl]

(Omax - Omin ) 2

U% < (Omax - Omin)QTr[ﬁQ] - IPRini )

(4.10)

donde O ax(min) €s €l méximo (minimo) autovalor del operador 0,

p=_ |G Pla){al (4.11)
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es la matriz densidad diagonal, y
1
2o OB

es la tasa o razon de participacién inversa (IPR inverse participation ratio) del estado

IPR™ = (4.12)

inicial en la base de autoestados de energia. La cota dada anteriormente ha sido mejo-
rada y la condicién de ausencia de gaps degenerados (“no-resonancias”) fue sustituida
por “no demasiados” gaps degenerados [SF12].

El IPR mide el nivel de deslocalizacién de un estado en una dada base. Para ma-
trices aleatorias, los autoestados estan completamente deslocalizados. Para matrices
aleatorias obtenidas de un Ensamble Ortogonal Gaussiano [GMGW9S8], se puede ver
que IPR ~ D/3 [Izr90], mientras que para el Ensamble Unitario Gaussiano [GMGW98],
IPR ~ D/2. Aqui, ninguno de los vectores base seleccionados como estados iniciales
alcanza valores tan grandes de IPR™, lo cual no es sorprendente, dado que no son
autoestados de matrices aleatorias. Por el contrario, los estados aleatorios |®,,,—o) y
|®,n ), tienen en efecto IPR™ ~ D /2. Para observables de pocos cuerpos, un estado
inicial deslocalizado con IPR™ o D conlleva a un decaimiento exponencial de oo en
funcion del tamano del sistema, dado que D crece exponencialmente con N.

A continuacion, presentaremos primero los resultados para la distribucién de es-
paciados de niveles y el numero de gaps degenerados. Esto fortalecera nuestras ex-
pectativas de una atenuacién exponencial con N para las fluctuaciones temporales en
observables de pocos cuerpos, sobretodo para sistemas interactuantes 0 < A < 1y més
aun para sistemas cadticos. Luego, presentaremos los niveles de deslocalizacién de los
estados iniciales para estos sistemas. Estos niveles establecen cotas para oo de acuerdo
con la Ec. (4.10), y ayudan a justificar el valor del coeficiente de atenuacién expo-
nencial (tal coeficiente se calcula numéricamente en la seccién siguiente). Encontramos
que, aun cuando la cota también depende del rango de autovalores de O, los distintos

observables estudiados dificilmente afectan el valor del coeficiente de atenuacién (ver

Sec. 4.4).

4.3.1. Espectro

La ausencia de degeneraciones va de la mano con sistemas cadticos, donde los niveles
de energia estan correlacionados y sus cruces son evitados. En tal caso, la distribucién

P(s) de espaciamientos s entre niveles de energia adyacentes es del tipo Wigner-Dyson
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(WD) [Haa91l, GMGWO98, Rei04]. La forma precisa de esta distribucién en realidad
depende de las simetrias del sistema. En presencia de simetria de reversién temporal,
se tiene Pyyp(s) = (7s/2) exp(—ns?/4). Por otra parte, para sistemas no-caéticos, los
autovalores tienden a aglomerarse y pueden eventualmente cruzarse. Aqui, la distribu-
cién de espaciados responde a una ley tipo Poisson, Pp(s) = exp(—s). A medida que A
aumenta desde cero en la Ec. (4.1), una distribucién WD se obtiene, tal como se mues-
tra en el panel (f) de la Fig. 4.2 !. Mostraremos resultados para el subespacio m, = —3
y A £ 1, para evitar simetrias asociadas con rotaciones globales en 7 alrededor de x
y con (ST)Q. Solamente paridad debe tomarse en cuenta, de manera que la estadistica
alin es suficientemente buena: para N = 18 y paridad par tenemos ~ 10* niveles de

energia.

Figura 4.2: Distribuciéon de espaciados de niveles para un tnico subespacio: N = 18,
m, = —3, y autoestados con paridad par. Para comparar, las distribuciones tipo Pois-
son y Wigner-Dyson se muestran con lineas a trazos. (a) — (e) tienen A = 0y A =
0.0,1072,1072,0.1, y 0.5, respectivamente. (f) A =0.5y \ = 1.

En presencia de demasiadas degeneraciones o en sistemas localizados, se observan
desviaciones de Pp(s) debido a la aparicién del pico de Shnirelman [Shn75, CS95, FS97].
Esto puede apreciarse en el panel (a) de la Fig. 4.2, donde mostramos la distribucién

de espaciados para el modelo XY (A = X\ = 0). El nimero de pequenos espaciados va

LEl valor preciso para el cruce entre regimenes no-cadtico y caético disminuye con el tamafio del
sistema [CRFT11].
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mucho més alld que una distribucién de Poisson. Sin embargo, a medida que A aumenta,
las excesivas degeneraciones réapidamente desaparecen (comparar la distribucién para
A = 1073 en panel (b) con la correspondiente a A = 1072 en panel (c)).

Los paneles (d) y (e) muestran los resultados obtenidos para sistemas nn con A =
0.1 y 0.5, respectivamente. Notese aqui que para el valor especifico 0.5, la forma de la
distribucién también se separa de Pp(s), a pesar que la distribucién tipo Poisson es
recuperada con un cambio pequeno, por ejemplo, usando A = 0.48.

Ademds de la ausencia de degeneraciones, gap,s = |Eo — Eg| # 0, una condi-
cién fundamental para la atenuacién exponencial de fluctuaciones temporales en la Ec.
(4.10) es la ausencia de gaps degenerados, dgap = |gap,/ s — gap,s| # 0. En la tabla
4.2, comparamos el numero total de diferencias de energia donde gap,z < 1078 y el
ntmero total de diferencias de gap donde dgap < 10~% para sistemas con A = 1y
A =0,0.01,0.1,0.5, y también para sistemas cadticos A =1, A = 0.5.

Tabla 4.2: Numero total de diferencias de energia donde gap,; < 1078 y de diferencias
de gap donde dgap < 10~8; N = 15; m, = —3, autoestados con paridad par.

gap,s < 1078 | dgap < 107®
Ha—o.7—0 2088 336 508 464
Ha—0.017-0 0 4202
Ha—o1=0 0 4020
Ha—o.50 192 347844
Ha—os7-1 0 2632

Tal como se aprecia en la tabla 4.2, el numero de degeneraciones de energia y de
gaps en el modelo XY (primera fila) es enorme. Cae abruptamente con la introduccién
de la interaccion Ising, aun para magnitudes tan bajas como A = 0.01. Para N = 15,
dgap es 5 6rdenes de magnitud més pequenio para modelos interactuantes con aniso-
tropia (segunda y tercera fila) que para el caso A = 0. En estos casos, el nimero de
degeneraciones de gap es comparable con el de un modelo cadtico (iltima fila). Esto
justifica la expectativa de un decaimiento exponencial de las fluctuaciones temporales
en funcién de N para sistemas interactuantes 0 < A < 1.

Resulta notable el comportamiento especial del caso A = 1/2 (cuarta fila). Este

punto muestra degeneraciones de energia, también apreciables en la Fig. 4.2 (e), y un
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gran numero de degeneraciones de gap, aun cuando dgap es 3 dérdenes de magnitud
mas pequeno que para el modelo XY. Nuestra eleccion de A = 1/2 en los estudios
numéricos de la Sec. 4.4 es, en consecuencia, en absoluto arbitraria. Si una ley de escala
exponencial se observase para este caso particular, entonces seria ciertamente esperable

también para otros modelos 0 < A < 1.

4.3.2. Emnergy shell

Dado que los sistemas analizados tienen interacciones de dos cuerpos, un estado
lini) méximamente deslocalizado es aquel que llena la energy shell ergédicamente. La

energy shell es una Gaussiana centrada en la energia del estado inicial,

Ein = Z ICM12E, = Hipiini (4.13)
(07
con ancho
6E12m = Z |C;ni|2(E Eiy) Z |H1m,J|2 (4.14)
a jFini

La ultima igualdad en las dos ecuaciones de arriba es valida cuando el estado inicial
es uno de los vectores base. En tal caso, no se requiere diagonalizar el Hamiltoniano
para obtener la energy shell, basta con los elementos de matriz H; ; del Hamiltoniano
[F197, SBI12b]. Los elementos diagonales, que determinan FEj,;, s6lo dependen de los
términos Ising nn y nnn. Pares de espines paralelos nn y nnn en la direcciéon z contri-
buyen positivamente a la energia del estado, mientras que aquellos pares antiparalelos
contribuyen negativamente.

Por ejemplo, el estado pared de dominio tiene
JA
DY = T[N —3)+ (V — o), (4.15)

donde las interacciones Ising, tanto nn como nnn, contribuyen con signo positivo a la

energia, y
J
SEPW — \/1 + 2X2. (4.16)

Notar aqui que el ancho de la energy shell para este estado no depende del tamano del
sistema.
La Fig. 4.3 muestra la distribucién de |C"|2 entre los autovalores E,, para el estado

de Néel y Hamiltonianos con A =0 (A =1,05), A=04 (A=1),y A=1 (A =1,0.5).
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El ancho de la energy shell es el mismo para todos los casos, porque el acople directo
entre |[NS) y cualquier otro vector de la base es sélo debido a un término nn flip-flop,
por lo que

SENS = % N —1. (4.17)

Ademas, el niumero de componentes que participan en la LDoS difieren significativa-
mente de un modelo a otro. A medida que A disminuye y A aumenta,

E.Ns_ﬂ

N = IR (N - 1)+ (N =2 (418)

se acerca al centro del espectro, donde la DoS es grande, y entonces la energy shell se
llena mejor, tal como se muestra en la Fig. 4.3 (e). Més cerca de los bordes del espectro,

la distribucién es menos homogénea, més picuda y asimétrica, tal como se muestra en

la Fig. 4.3 (a).

04

0,3
N
Q’ 0,2

0,1

Figura 4.3: Distribucién de los pesos (LDoS) para el estado inicial Néel en la represen-
tacién de energia, N = 16, m, = 0. Los Hamiltonianos y Ein; son: (a) IA{A:L,\ZO y -3.750;
(b) Ha—o.53—0 y -1.875; (¢) Ha—1 204 ¥ -2.350; (d) Ha—1a=1y -0.250; y (€) Ha—o.57-1
y -0.125. Las lineas continuas corresponden a la energy shell: una Gaussiana de ancho
0 FEin; = 1.936.

El nivel de deslocalizacién de un estado inicial depende la relacién entre |ini) y H.
Podemos ganar una buena nocién del rol del estado inicial en la Fig. 4.4, donde fijamos

el Hamiltoniano y cambiamos [ini). Seleccionamos para ello el caso més restrictivo entre
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los Hamiltonianos con 0 < A < 1, es decir, el Hamiltoniano de Heisenberg H A=1,A=0-
La pregunta es aqui como se distribuyen las componentes del estado inicial entre un
conjunto dado de autoestados. El estado pared de dominio y el estado de Néel estan
ambos en los bordes del espectro, el primero de ellos a muy alta energia y el segundo a
muy baja energia. La distribucién para [DW) es angosta y picuda [Fig. 4.4 (a)] y 0 Eip;
es mucho mds pequena que w (tabla 4.1 y Fig. 4.4). La distribucién de |NS) es ancha, de
hecho §Fin; 2 w, pero la energy shell no se encuentra bien cubierta. Esto se aprecia en
los varios picos visibles en la Fig. 4.4 (b) y también en el valor bajo de IPR™ en la tabla
4.3. La distribucién para |PP), que es un estado muy cercano al centro del espectro, es
relativamente ancha dFiy; < w. Aqui, la energy shell esté relativamente bien cubierta
[Fig. 4.4 (c)]. S6lo cuando el estado inicial es uno de los estados aleatorios, |®,,,—¢)
6 |Pyn ), la distribucién se hace independiente del Hamiltoniano, la energy shell se cubre
completamente cualquiera sea H , ¥ 0Eini ~ w. Esto se puede apreciar en la Fig. 4.4 (d)

para |®,,.—o).

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Figura 4.4: Distribucién de pesos (LDoS) para diferentes estados iniciales en la represen-
tacién energia, con ﬁA:L)\:O, N =16,and m, = 0. (a) [DW), Ei,; = 3.250 y  Ein = 0.500;
(b) INS), Eini = —3.750 y 0Ein; = 1.936; (c) |PP), Ein = —0.250 y 0Ein; = 1.414; y (d)
|®.—0), Fini = —0.246 y 6 Fiy; = 1.719.

Tanto el ancho como llenado de la energy shell aumentan de (a) a (d) en la Fig. 4.4,
y esto se refleja en los valores de IPR™ en la tabla 4.3. La pared de dominio es el

estado més localizado de todos los considerados. Para H A=1,)=0; IPR™ aumenta de
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Tabla 4.3: Tasa de participacién inversa (IPR) de los estados correspondientes a los

vectores de la base computacional, para N = 12,14,16 y m, = 0.

‘ ‘ IPRRY. 15 ‘ IPRYL ‘ IPRRY. ;4

ﬁA:1.5,A:O
IDW) 2.862 1.436 1.432
INS) 15.782 | 23.865 | 35.981
IPP) 22870 | 39.528 | 64.051
Ha—1)—0
IDW) 16.986 | 24.541 | 34.858
INS) 24580 | 42.003 | 72.153
IPP) 45.814 | 95.851 | 200.570
Ha—o055-0
IDW) 37259 | 63.718 | 104.334
INS) 38.575 | 70.555 | 129.782
IPP) 50.697 | 109.737 | 241.171
ﬁA:l,A:O.4
IDW) 15.643 | 22593 | 31.948
INS) 64.316 | 147.957 | 336.776
IPP) 73.936 | 218272 | 592.725
ﬁA:l,A:l
IDW) 14.380 | 20.521 | 28.690
INS) 168.345 | 514.499 | 1805.249
IPP) 31.851 | 68.373 | 129.883
Ha—o55-1
IDW) 50.567 | 123.785 | 368.140
INS) 158.029 | 548.877 | 2071.923
IPP) 77.661 | 228.241 | 586.557

INS) a |PP), pero por supuesto nunca alcanza el nivel deslocalizacién de los autovec-
tores de matrices aleatorias. Sélo los estados aleatorios satisfacen IPR™ ~ D/2 para
cualquier Hamiltoniano considerado. En consecuencia, esperamos que la atenuacion de

las fluctuaciones con N sea mas marcada.
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En la tabla 4.3 se observa que el nivel de deslocalizacién de |PP) es mayor que el
de |NS) cuando \ es pequeno, lo cual cambia si A = 1. El término Ising nnn contribuye
negativamente a |PP), de manera que empuja al estado lejos del centro de banda hacia
las energias bajas, siendo esto mas acentuado cuando A es grande. Como resultado, en
el caso isotrépico, IPR™ para |[PP) es mayor para régimen débilmente cadtico (A =
0.4) que para el fuertemente cadtico (A = 1). Esta observacién es en algin sentido
sorprendente, porque la mayoria de los estados se deslocalizan mas a medida que el
nivel de “caoticidad” aumenta. En contraste, para el estado de Néel, la interaccion
Ising nnn contribuye a la energia y balancea los efectos del término nn, que es negativo
[Eq.(4.18)]. Por ello, un valor mayor de A implica que el estado se acerca al centro del
espectro y la distribucién mejora (en relacién al llenado de la energy shell).

Dado que tenemos acceso al IPR™ sélo para tres tamanos de sistema, no podemos
realizar el escaleo de tamano finito. Por esta razén buscaremos evidencia de atenua-
cién exponencial de las fluctuaciones temporales con N estudiando numéricamente la
dindmica de observables. Sin embargo, podemos hacer ciertas observaciones en este
punto. De la definicién de los estados aleatorios, queda claro que IPR™ crece exponen-
cialmente con N y también lo hace el reciproco de op para observables de pocos cuerpos
[Eq.(4.10)]. Tal como se aprecia en la tabla 4.3, el valor del cociente IPR™ /D para el
estado de Néel en el Hamiltoniano fuertemente caético H A=0.5A=1 también es constante
(~ 1/6), de manera que aqui también la atenuacién exponencial de oo estd garantiza-
da. Para los otros estados iniciales y H’s, IPR™ crece més lento que D, especialmente
para |[DW) en el caso isotrdpico, pero probablemente se corresponda también con un
crecimiento exponencial. La tnica excepcién clara es la pared de dominio en la fase con
gap (A = 1.5), que, como se espera, se localiza aun més a medida que N aumenta.
Una discusion especifica sobre el proceso de relajacién de este estado se presenta en la

Sec. 4.5.

4.4. Resultados numéricos para las fluctuaciones tempo-

rales

Nuestros resultados numéricos efectivamente sugieren que la desviacion estandar

de las fluctuaciones temporales, para sistemas interactuantes 0 < A < 1, se atendan

—kN

exponencialmente con el tamano del sistema oo < e . El valor del coeficiente &
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de esta atenuacion incrementa significativamente con el nivel de deslocalizacién del
estado inicial y, cuando se comparan distintos observables, es usualmente mayor para
KE. Para dilucidar la ley de atenuacién de fluctuaciones, analizamos cada observable,
estado inicial, y Hamiltoniano en escalas log-lineal y log-log. Los ajustes lineales en tales
escalas permiten una comparacién entre las dos posibilidades (ley de escala exponencial
o ley de potencias). En ltima instancia, la eleccién de la ley esta cuantificada por el
coeficiente de determinacion R?.

En la Fig. 4.5, se muestran resultados de oo para diferentes observables, con el
estado de Néel como [ini). La dispersién o fluctuacién se calcula en un intervalo de
tiempo posterior a que los observables hayan alcanzado un valor (en apariencia) estético.
La atenuacién de tipo exponencial con N se evidencia por el buen ajuste lineal para
una escala log-lineal. En el caso de una eventual ley de potencias, los valores de R? son
sisteméticamente peores [algunos ejemplos se muestran en la Sec. 4.4.1]. Hay un sélo
caso, para KE y H A=0.5,1=0, donde R? para la ley de potencias supera ligeramente al
coeficiente R? respectivo a la ley exponencial. Por supuesto, descartar irrefutablemente
el comportamiento tipo ley de potencias requiere alcanzar tamanos de sistemas mayores
a los aqui estudiados 10 < N < 22. Sin embargo, enfatizamos que el exponente b en un
eventual ajuste tipo ley de potencias, oo o< N~°, siempre resulta ser mucho mayor al
valor 0.5 encontrado para sistemas de particulas independientes [VZ13, CCR11, GR12,
HSWR13]. Para el estado de Néel y los observables estudiados en la Fig. 4.5, el factor
mas pequeno observado es b ~ 2, que se corresponde con H A=1A=0Y §;($) ().

El coeficiente k en los ajustes exponenciales de la Fig. 4.5 disminuye con A y
aumenta con A. A medida que la anisotropia aumenta, |ini) se “desparrama’ menos
en la representaciéon energia tal como se advierte en la Fig. 4.3 y la tabla 4.3. Las
excitaciones en el sistema pierden movilidad a medida que el mismo pasa por el punto
isotrépico (A = 1), donde el espin total se conserva, y luego entra en una fase con
gap (A > 1), donde se forman dos bandas de energia bien separadas [JKS13]. Por
otra parte, a medida que A crece desde cero, se produce la entrada en el régimen
caodtico, favoreciendo la deslocalizacion del estado de Néel. La competencia entre las
interacciones nn y nnn ubica al estado cerca del centro espectral [Eq. (4.18)]. El valor
de k refleja tanto el ancho como el llenado de la energy shell. Para el caso particular de
INS), donde el ancho de la energy shell es siempre el mismo (ver Fig. 4.3), serd entonces

el llenado lo que determine diferentes coeficientes en la Fig. 4.5. En tal figura, el menor
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N/2,N/2+1
N/2,N/2+1

zZ
X

Figura 4.5: Grafico logaritmico de la desviacion estandar de las fluctuaciones tempora-
les de diferentes observables versus N para (circulos) fIA:L,\:O, (cuadrados) I:IA:0,5,,\:0,
(signo +) }AIA:LA:OA, (tridngulo hacia arriba) fIA:L,\:l, y (tridngulo hacia abajo)
Ha—os=1. |ini) es el estado de Néel; [100,500] es el intervalo de promediacién; y

0 = 00/0. Las lineas continuas corresponden a los ajustes correspondientes.

valor es k ~ 0.11 para ﬁA:l,A:O y §jc(7r); el mayor valor es xk ~ 0.37 para ﬁAZO.'{),)\:l y
8%(m), tal como se aprecia en la tabla 4.4.

El estado de Néel se comporta como un estado térmico (superposicién aleatoria)
para el Hamiltoniano cadético H A=0.5 =1 Tiene un buen llenado de la energy shell
y ademéds TPR™ ~ D/6 (ver Fig. 4.3 y tabla 4.3). Esto explica el valor x ~ 0.35,
que es el mismo obtenido para estados iniciales térmicos, |®,.—o) y |Pon). Tal como ya
mencionamos, estos ultimos estados llenan ergodicamente la energy shell para cualquier
Hamiltoniano, y por esta razén, exhiben las minimas fluctuaciones temporales. De
acuerdo con la Ec. (4.10) y usando que para |®,x) se tiene D = 2V, entonces o2 ~ 27V,
lo cual arroja como resultado k = % log 2 = 0.35. Por lo tanto, al menos cuando el estado
cubre la energy shell, el acuerdo entre la predicciéon analitica y nuestros resultados
numéricos es excelente.

En contraste a [NS), el estado pared de dominio no tiene un gran nivel de des-
localizacion ya que se ubica lejos del centro espectral. Los valores de x encontrados

son significativamente mas pequenos, especialmente en el punto A = 1. Incluso pa-

ra Ha—o5x=1, & no alcanza su maximo 0.35. Se acerca bastante a ese valor para KE
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Tabla 4.4: Coecficiente s en los ajustes exponenciales 0o o e "V de la Fig. 4.5 para
[ini) = |NS).

k para |NS)
O: = KE é]z\/ 2,N/2+1 <§f”(7r)
Ha—ip—0 | 0.184 0.157 0.111
Ha—o57=0 | 0.206 0.175 0.151
Ha—1 =04 | 0.301 0.246 0.196
Ha—ip—1 | 0345 | 0.324 0.366
Ha—osx=1 | 0.354 | 0.320 0.369

(k ~ 0.33), pero no supera el 0.28 para los otros observables.

En la Fig. 4.6, tal como en la Fig. 4.4, dejamos fijo el Hamiltoniano en lugar del
estado inicial. Seleccionamos aqui el Hamiltoniano de Heisenberg H A=1,0=0- El valor
de k nuevamente refleja el ancho y llenado de la energy shell (comparar tablas 4.3, 4.5
y Figs. 4.4, 4.6). Para los estados de la base |[DW), |NS), y |PP), el coeficiente « es
siempre mucho més pequeno que 0.35. Ninguno de estos vectores base se comportan
como un estado térmico para H A=1=0- El valor minimo de x ~ 0.11 ocurre para [DW)
y los observables KB y §jc(7r) Incluso en estos casos, el coeficiente R? para el ajuste
exponencial es ligeramente mayor que el andlogo para ley de potencias. Méas aun, el
ajuste ley de potencias en este caso resulta en b ~ 1.65, que es mucho més grande que

el valor 0.5 para sistemas de particulas libres [VZ13, CCR11, GR12, HSWR13].

Tabla 4.5: Coeficiente x de los ajustes exponenciales oo o e *V de la Fig. 4.6 for

Ha=1,7=0-

K para ﬁA:l,A:O
= KE éjzv 2,N/241 570(%)
DW) |0.109 | 0.133 | 0.109
INS) [o0.184 | 0157 | o111
PP) | 0.246 | 0.215 | 0.244
|®r.—0) | 0354 | 0331 | 0.325
|Byv) | 0370 | 0343 | 0.345
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N/2,N/2+1
N/2,N/2+1

z
X

Figura 4.6: Grafico logaritmico de la desviacién estandar de las fluctuaciones temporales
de diferentes observables versus N para (circulos) |[DW), (cuadrados) |NS), (signo +) [PP),
(tridngulo hacia arriba) |®,,.—o), y (triangulo hacia abajo) |®,~). Las lineas continuas
corresponden a los ajustes lineales en escala log-lineal, y of, = oo /O. Para todos los
paneles: H A=1,2=0 ¥ los promedios computados en el intervalo de tiempo [100, 500], excepto
para el estado pared de dominio, en el que usé [5 x 102,5 x 103].

Resulta apreciable en la Fig. 4.6 el comportamiento de los factores de estructura
para |[DW) y |NS): se observa que O'S;(z) es mayor para |DW) que para |NS). No obstante,
notamos que k para el estado de Néel es mayor, por lo que las curvas eventualmente se
cruzarian. Este cruce se puede apreciar ya en los tamanos de sistema analizados aqui,

por ejemplo para }AIAZO_&)\:l (datos no mostrados).

4.4.1. Ley exponencial vs. ley de potencias

En la Fig. 4.7, mostramos algunos ejemplos para la comparaciéon entre el ajuste
exponencial y la ley de potencias. Los paneles de la izquierda muestran los valores
1 — R? para las fluctuaciones temporales de las correlaciones espin-espin C’JJ{, s2.Nj241 Y
los cinco Hamiltonianos considerados. Se aprecia que 1 — R? es como minimo un orden
de magnitud mas pequeno para la ley exponencial que para la ley de potencias. Ademsds,
alcanza valores particularmente pequenos en el caso de estados térmicos (superposicién

aleatoria) [Fig. 4.7(b)].

Los paneles de la derecha muestran la atenuacion de las fluctuaciones para KE en
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Figura 4.7: Paneles en la izquierda: valores 1 — R? para los ajustes exponenciales (cua-
drados) y para leyes de potencia (circulos). Se consideran las fluctuaciones de C‘]”;, /2N /241
en funcién de N. Los estados iniciales son (a) |NS) y (b) |®,,.—0). Paneles de la derecha:
grafico logaritmico de la desviacion estandar de las fluctuaciones temporales de KE versus
N para (c) |DW) con Ha—1 a—o; (d) [NS) con Ha—.5.=0; y (€) ¥ |®rm.—0) con Ha—g.5.r—0.
Las lineas continuas corresponden a los ajustes tipo exponencial y las lineas a trazos a las
leyes de potencia. Los promedios se calculan en la ventana temporal [100,500], excepto

para la pared de dominio, caso en el cual [5 x 102, 5 x 103].
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funcién de N para tres diferentes combinaciones de estados iniciales y Hamiltonianos.
El ajuste exponencial es visiblemente mas apropiado, excepto quizas para la pared de
dominio y Hamiltoniano Heisenberg. También puede observarse la disminucién sustan-
cial de o g para N fijo, a medida que nos movemos del panel superior al inferior, es

decir, a medida que el estado inicial se deslocaliza cada vez maés.

4.4.2. El Hamiltoniano XY

En el caso XY, la cota en dada por la Ec. (4.10) dejaria de ser vélida en virtud
de la gran cantidad de degeneraciones que presenta este modelo, tal como ya mencio-
namos en la Sec. 4.3.1. Existen estudios analiticos y numéricos que avalan la ley de
potencias para la atenuacion de fluctuaciones temporales en sistemas de particulas no
interactuantes (libres) [VZ13, CCR11, GR12, HSWRI13]. En términos numéricos, dado
que los Hamiltonianos cuadraticos son solubles trivialmente, se han estudiado sistemas
muy grandes [CCR11, GR12, HSWR13]. Comparar nuestros resultados numéricos con
esos antecedentes es una buena manera de contrastar y validar nuestras conclusiones.

Para [DW) y |NS), el ajuste con ley de potencias es, en efecto, la mejor eleccién
para algunos observables, pero no para todos. El valor de b hallando es més convincente,
dado que cuando A # 0 se obtenian eventuales valores de b muy lejanos al 0.5. Ambos
estados arrojan, para ), sjf(k), un estimado b ~ 0.6 para el Hamiltoniano XY, lo cual
esta muy cerca de la prediccién analitica 0.5.

Aun en el caso del Hamiltoniano XY, los estados térmicos |®,,.—g) v |Pyn) cla-
ramente implican una atenuaciéon exponencial de las fluctuaciones temporales. Este
hecho refuerza la importancia del rol del estado inicial en cualquier estudio de dinami-
ca fuera de equilibrio, algo que ya ha sido explorado en el contexto de la termalizacién
[BCH11, RF11, DOV11, HR12] y en el contexto del teorema de fluctuacién-disipacién
[KPSR13] para sistemas cuédnticos aislados.

Otra diferencia entre el caso no-interactuante XY y el caso interactuante A # 0, que
es concomitante con las diferencias en cuanto a degeneraciones, refiere a la naturaleza
intrinseca de las fluctuaciones alrededor del estado estacionario. Haciendo uso de la
transformada de Fourier, tenemos acceso al espectro de frecuencias de las fluctuaciones
para la magnetizacién local en el sitio N/2. Se observa que el modelo XY tiene unas

pocas y muy bien definidas frecuencias, tanto para |[DW) como para |[NS), lo cual
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constrasta con el caso 0 < A < 1. Nuevamente, cuando el estado inicial es térmico, el

espectro mencionado es ruidoso, cualquiera sea el Hamiltoniano.

4.5. Relajacion

Los valores més pequenos de x para A # 0 se observan para el estado inicial pared
de dominio. De hecho, el coeficiente disminuye significativamente a medida que vamos
desde A =0.5a A =1, yluego a A = 1.5 donde el sistema se encuentra en una fase
con gap. Tal como observamos antes, este estado se encuentra proximo al borde del
espectro[Fig. 4.4 (a)] y tiene muy poca conectividad. Aqui juega un papel importante
la interaccién Ising: la contribucién Ising nn (nnn) a la energia de un estado cualquiera
aumenta con el nimero de espines paralelos en la direcciéon z. La pared de dominio
tiene la mayor cantidad de pares nn, N — 2, y tiene N — 4 pares nnn [ver Ec. (4.15)].
En términos de conectividad, este estado esta directamente acoplado a un tnico vector
de la base cuando A = 0 y estd acoplado a sélo tres vectores cuando A > 0. Por ello, de
acuerdo con la Ec. (4.14), el ancho de la energy shell es muy pequeno y no cambia con
el tamano del sistema [ver Ec. (4.16)].

De las observaciones anteriores, resulta natural que el proceso de relajacién de [DW)
debe ser mucho mas lento que para cualquier otro estado inicial, y en especial para valor
de A grandes. De hecho, cuando A > 1, la dindmica de la pared de dominio se “congela”
[San08, San10, SM11]. En el estudio de fluctuaciones temporales, se requirié considerar
intervalos temporales mucho mas largos que para cualquier otro estado inicial, de modo
se garantice que no existan transitorios propios de la relajacién. Mas aun, el tiempo que
se requiere para alcanzar un valor estacionario aumenta con N, dado que se necesitan
“romper” més pares de espines adyacentes paralelos [SM11].

Una ilustracién de la dependencia en tamano y anisotropia se observa en la Fig.
4.8. En el panel (a), se aprecia que las oscilaciones transitorias permanecen por mayor
tiempo a medida que N aumenta. Aqui, una combinacién particularmente patolégica
es el estado pared de dominio y el Hamiltoniano Heisenberg H A=1 =0- Cuando A =1,
el nimero de estados que forman parte de la evolucién es menor que para A # 0, pues,
sumada a la conservacién de espin total en la direccion z, tenemos también conservacién

total de espin. El rol particular del punto isotrépico para |DW) se muestra en el panel
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(b). Para los valores A = 1.5 y A = 0.5, el estado estacionario se alcanza luego de una

decenas de Jt, mientras que en el caso A = 1 no se observa incluso para Jt ~ 500.

0 -
| I U N U T T — |

0 200 400 600, 800 1000 0 200
Jt Jt

Figura 4.8: Dependencia temporal de la energia cinética para |ini) = [DW). (a) Ha—1 =0,
y N = 24,18,12 de arriba hacia abajo. (b) ﬁA:L)\:o, I:IA:o,s,A:o, ﬁA:l.E),)\:o de arriba
hacia abajo, N = 22.

En la Fig. 4.9 comparamos el proceso de relajacién para [DW), |NS), y [®,,—0).
Elegimos como observable al factor de estructura pues su evoluciéon temporal tiene
una dependencia interesante en el momento k, dependiendo del estado inicial y del
Hamiltoniano que rige la dindmica. En los paneles medios y superiores, mostramos la
evolucién de §%(k) con [ini) = [DW). En el caso de k’s pequefios y en el punto isotrépico,
el proceso de relajacién es muy lento y las fluctuaciones son grandes [Figs. 4.9 (a) y (c)].
Esto ocurre incluso para sistemas isotrépicos fuertemente cadticos H A=1 =1 |Fig. 4.9
(¢)]. Sirompemos las simetrias asociadas con el punto isotrépico, el proceso de relajacién
es mucho mds rapido y las fluctuaciones son mas pequenas para todos los k’s [Figs. 4.9
(b)], lo cual es de hecho mas marcado en el régimen cadtico [Figs. 4.9 (d)]. Sin embargo,
en los cuatro paneles, (a), (b), (¢), y (d), los valores de saturacién no son siempre los
mismos para todos los valores de momento, lo cual sugiere una memoria residual del
estado inicial.

Para otros estados iniciales se observa una rapida relajacién y pequenas fluctua-
ciones, aun en el caso de H A=1)=0, siempre que el ancho de la energy shell no sea
demasiado angosto y |ini) esté deslocalizado. Esto ya se sugiere en [ini) = |NS), a pesar
que una dependencia reminiscente en k es apreciable [Fig. 4.9 (e)]. Se vuelve evidente
para estados térmicos |®,,.—o) [Fig. 4.9 (f)], donde la dependencia en k se pierde com-

pletamente. Este comportamiento debe compararse con las energy shell de la Fig. 4.4
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Figura 4.9: Relajacién del factor de estructura en la direccién z; N = 22, m, = 0.

Momentos: (circulos negros) k = 27/11, (cuadrados rojos) 37/11, (tridngulos hacia arriba
verdes) 47 /11, (tridngulos hacia abajo azules) 57/11. Paneles superiores: |ini) = |[DW); (a)
HA:I,/\:O y (b) HA:()'57)\:(). Paneles medios: |ini> = |DW>; (C) HA:l,)\:l y (d) HA:0,57)\:1.
Paneles superiores: Ha=1,=0; (€) |ini) = [NS) y (f) [®m,=0)-
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4.6 Conclusiones

(b) v (d), respectivamente.

4.6. Conclusiones

Nuestros resultados confirman que la atenuacion exponencial con N para las fluctua-
ciones temporales en observables de pocos cuerpos (luego de la equilibracién) prevalece
en sistemas sin degeneraciones excesivas. El coeficiente de esa atenuacién exponencial
depende del nivel de deslocalizacion del estado inicial con respecto al Hamiltoniano
que rige la evolucién. Esto se condice con antecedentes analiticos [Rei08, Sholl, SF12,
Reil2]. Ni el estado inicial, ni el Hamiltoniano, pueden por si solos determinar el ta-
mano de las fluctuaciones, sino su juego relativo. La cuantificacién precisa de tal relacién
estd dada por el llenado y el ancho de la energy shell.

Notablemente, para estados térmicos de alta temperatura (superposicién aletaoria),
la ley de escala exponencial es vélida incluso para modelos no interactuantes como el
XY.

Entre los estados iniciales considerados, la pared de dominio presenta el menor
coeficiente de atenuacion para las fluctuaciones y la dindmica mas lenta, especialmente
cerca del punto isotropico. Esto ultimo es una consecuencia de la presencia de simetrias
adicionales y la proximidad del estado al borde del espectro, lugar donde la DoS es baja.
A medida que aumenta N, la pared de dominio requiere tiempos mayores para alcanzar
la equilibracién de los observables estudiados. El estudio de sistemas mas grandes, que
es necesario para descartar inequivocamente las leyes de potencia, sera particularmente
dificil para este estado.

Los estados iniciales aqui considerados pueden, en principio, se realizados en experi-
mentos con atomos frios. Los tamanos de sistema considerados también son relevantes
desde el punto de vista experimental, ya que actualmente se pueden manipular arreglos
de hasta 10 dtomos.

Las contribuciones originales en este capitulo fueron publicadas en:

“Time fluctuations in isolated quantum systems of interacting particles”, Pablo R. Zan-
gara, Axel D. Dente, Eduardo J. Torres-Herrera, Horacio M. Pastawski, Anibal Tucci,
Lea F. Santos, Phys. Rev. E 88, 032913 (2013). Errata: Phys. Rev. E 88, 049904 (2013).
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Capitulo 5

Competencia entre interacciones
y desorden en un sistema de

muchos cuerpos

“ LOCALIZATION WAS A DIFFERENT MATTER: VERY FEW
BELIEVED IT AT THE TIME, AND EVEN FEWER SAW ITS
IMPORTANCE; AMONG THOSE WHO FAILED TO FULLY
UNDERSTAND IT AT FIRST WAS CERTAINLY ITS AUTHOR.

IT HAS YET TO RECEIVE ADEQUATE MATHEMATICAL
TREATMENT, AND ONE HAS TO RESORT TO THE INDIGNITY
OF NUMERICAL SIMULATIONS TO SETTLE EVEN THE SIMPLEST
QUESTIONS ABOUT IT.”

P. W. ANDERSON, [AND78]

En este Capitulo utilizamos el LE como un testigo dindamico para estudiar la “rup-
tura de ergodicidad”. Una evaluacion numérica intensiva del LE nos provee un diagra-
ma de fases donde pueden identificarse regiones dindmicas de acuerdo con diferentes
mecanismos predominantes: decoherente, ergddica, vitrea, localizacion de Anderson, y
localizacion de muchos cuerpos. Argumentos dimensionales basados en el cdlculo de
incertezas de energia proveen estimaciones satisfactorias para dos lineas criticas en el

diagrama.
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5. COMPETENCIA ENTRE INTERACCIONES Y DESORDEN EN UN
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5.1. Tras los pasos de Fermi, Pasta & Ulam

Ya mencionamos en el Capitulo 1 la importancia del trabajo de Fermi-Pasta-Ulam
dado que constituye el primer experimento numérico moderno [FPU55]. Sus nove-
dosos y sorprendentes resultados dispararon un importante estudio tedrico respecto
a las condiciones necesarias para la existencia de propiedades ergddicas en un sis-
tema dindamico cerrado. Esta pregunta ha encontrado respuesta en el dominio clasi-
co [BIO5], pero los andlogos cuédnticos contintan siendo objeto de intensa discusién
[PSSV11, EFG15, HN15].

En el dominio cudntico, un candidato prometedor para estudiar la transicion entre
una dindmica ergédica a una no-ergddica es la localizacién de muchos cuerpos (many-
body localization, MBL). Este fenémeno resulta de una transiciéon de fase dindmica,
QDPT, entre regimenes difusivos (ergédicos) y localizados (no ergédicos) [PH10, OHOT].
Dado que se manifiesta en propiedades dindamicas, escapa al andlisis propio de la ter-
modinamica de equilibrio. Puede ocurrir a temperatura finita e incluso a temperatura
infinita. El ingrediente crucial es la competencia entre las interacciones y el desorden
de Anderson [And78].

En este Capitulo, estudiaremos precisamente el juego relativo entre las interacciones
y el desorden un sistema 1D de espines. Ya se conoce que tal modelo presenta la
transicion MBL, al menos para ciertas elecciones de parametros [OH07, ZPP08, PH10,
BPM12, LS13]. Nuestra estrategia para estudiar el problema se basa en la evaluacién
del LE, que involucra aqui la inversién del signo de los términos de energia cinética en el
Hamiltoniano. Esta idea tiene su origen en la analogia de una particula introducida en
la Sec. 3.4.1 y subyace el anélisis de la Fig. 3.7. El LE constituye una magnitud accesible
experimentalmente que nos permite identificar cuando el comportamiento ergédico en
la dindmica de una excitacién se rompe por presencia de interacciones y desorden
suficientemente fuertes. Si estas “perturbaciones” son, en cambio, débiles, favorecen la
difusién pero provocan el decaimiento del LE dado que no se revierten (como en la idea
tipica de decoherencia).

Usando la dependencia temporal del LE a temperatura infinita, extraemos un dia-
grama de fases dindmico que muestra explicitamente la competencia entre interacciones

y desorden. El caso correspondiente a temperaturas cercanas a cero esta estudiado en
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la literatura [GS88, DF92] y hay conjeturas respecto a la morfologia global del dia-
grama de fases [Kim81]. En analogia con estas ultimas, estudiamos dos lineas criticas
que separan la fase ergédica de dos fases no ergdédicas diferentes: el aislante de Mott
y la fase MBL. La existencia de estas dos fases puede de hecho estimarse en términos
de las escalas de energias relevantes. Luego, para evaluar una estimacién de las lineas
criticas, calculamos las incertezas de energia que un débil desorden o una débil inter-
accion producen en los estados involucrados en la transicion de Mott y en la transicién
MBL respectivamente. Estas estimaciones evidencian un buen acuerdo con el diagra-
ma dinamico del LE. Nuestro enfoque permite la identificacién de fases ergddicas y
no-ergédicas cuya estructura no trivial podria guiar futuras investigaciones tedricas y

experimentales.

5.2. La transicion MBL

La literatura que trata el fenémeno de localizacién en sistemas de muchos cuer-
pos ha crecido abrumadoramente en los tdltimos anos (ver Ref. [HN15]). Seguiremos
aqui algunos de los trabajos pioneros [OH07, PH10, LS13]. Comenzaremos entonces
presentando un modelo simple que evidencia la transicion MBL.

Consideramos un Hamiltoniano 1D:
N
=% [hiSf +ASESE + (stgql + sgfsgfﬂ)} . (5.1)
i=1

Aqui, h; son campos aleatorios uniformemente distribuidos en el rango [-W, W]y A
es la magnitud de la interaccién Ising nn.

El Hamiltoniano en la Ec. (5.1) incluye una amplia variedad de comportamientos
dindmicos. Por ejemplo, A = J = 0 se corresponde con el caso simple en cual los
espines no interactian en absoluto, dado que simplemente precesan alrededor de sus
campos magnéticos locales h;. En tal caso, el transporte de energia y polarizacién es
completamente inexistente. El sistema estd trivialmente localizado y los autoestados
son, basicamente, los estados de la base computacional Ising.

Otro caso no-interactuante es A = 0 pero J,W > 0. Lejos de ser trivial, esta
situacién se corresponde con una de las versiones mas simples del problema estandar
de localizacién de Anderson (AL) [And58, And78]. De hecho, para cualquier valor

finito W > W, = 0 el sistema 1D estd localizado. Esto significa que los autoestados son
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funciones de onda cuya dependencia espacial asintética es exponencial, es decir 1 (7) ~
exp{—|7 — Ri|/€}, siendo ¢ la longitud de localizacion. El estado k estd localizado en
un entorno de Ek, y por lo tanto cualquier excitaciéon permanece cerca de la posicién
(espacio real) donde se la introdujo inicialmente.

Al incluir interacciones, es decir A > 0, la dificultad del problema aumenta signi-
ficativamente. Tal como discutimos en el Capitulo 4, el modelo interactuante W = 0,
J =1, A > 0, puede producir equilibracién al menos para diversas elecciones de esta-
dos iniciales y valores de A. En efecto, tal posibilidad de equilibrar se asocia con una
dindmica deslocalizada o extendida, en la cual cualquier excitacién puede difundir a
lo largo del sistema de espines. Consideremos especificamente el caso J = A = 1y
aumentemos progresivamente la magnitud del desorden W desde cero. Contrario a lo
que sucede en el caso no-interactuante, el sistema permanece deslocalizado ain cuando
W > 0 (pero no muy grande). Sin embargo, si el desorden es suficientemente grande, se
produce una transicién a un régimen localizado similar al caso estdndar de Anderson
(no interactuante). Por consiguiente, la transicion MBL ocurre cuando W supera un
valor critico finito W, > 0.

Si los autoestados en el sistema interactuante (muchos cuerpos) son extendidos
(W < W.), entonces debemos esperar que el sistema es lo suficientemente ergddico
como para comportarse como su propio bano térmico. En tal caso, un tinico autoestado
de energia puede usarse para calcular valores de expectacion para observables de pocos
cuerpos que coinciden con las predicciones evaluadas conforme a un ensamble térmico
microcanénico. Esta observacién significa que el sistema satisface la “hipdtesis de ter-
malizacién de autoestados” [RDOO0S], que a su vez es una de las condiciones requeridas
para la equilibracién de observables [GLTZ10, RS12]. Ademés, en esta fase las corre-
laciones (entrelazamiento) se propagan balisticamente en el sistema y la estadistica de
niveles se corresponde con el ensamble ortogonal Gaussiano. Muy por el contrario, si
los autoestados estén localizados (W > W,.), cualquier condicién inicial de no-equilibrio
permanecerd casi estatica, y diremos que el sistema no puede equilibrar por si mismo.
Mas aun, el entrelazamiento en esta fase se propaga logaritmicamente, la estadistica
de niveles responde a una ley de Poisson y pueden identificarse quasi-integrales de
movimiento. Por lo tanto, la transicién MBL se convierte en el umbral buscado entre

comportamientos ergédicos y no ergddicos.
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Recientemente se han utilizado diferentes estrategias para cuantificar la transicién
MBL. En vista de las dificultades para evaluar la dindmica de funciones de correlacién
en sistemas de muchos cuerpos interactuantes [ZPP08, BPM12], mucho progreso se ha
logrado analizado la transicién sobre la base de propiedades espectrales [OH07, PH10,
AAS10, LS13]. De acuerdo con la Ref. [PH10] para J = A =1,

W. = (3.5+£1.0)J, (5.2)
mientras que en la Ref. [LS13] se reporta la estimacién

W, = (2.7+0.3)J (5.3)

5.3. La formulacion LE

Con el propésito de evaluar el LE en el sistema de espines descrito por la Ec. (5.1),
es necesario separar tal Hamiltoniano en dos términos siguiendo las ideas discutidas en
el Capitulo 3. Es decir, algunos grados de libertad seran controlables y por lo tanto
susceptibles de ser revertidos temporalmente, mientras que otros no podran ser reverti-
dos. En particular, dado que nuestra finalidad radica en estudiar la competencia entre
las interacciones y el desorden, la reversién deberia entonces filtrar la contribucion de
la energia cinética a la Ec. (5.1). En efecto, esta idea tiene su origen en la estrategia
desarrollada en el Capitulo 3: deshacerse de la dinamica de “el sistema S” para cuanti-
ficar la decoherencia inducida por “la interaccion SE”. Luego, el término reversible H,

es aqui el Hamiltoniano (integrable) XY,
N N
Hy=Y 0 [S$5850 + 5080, = D47 [$T85, +5780.] . 64)
i=1 i=1

que, siendo mapeable a dindmica de un cuerpo, describe la difusién de una excitacién
local a lo largo de un sistema 1D. Mas precisamente, dado que se imponen condicio-
nes de borde periddicas, Hy mapea via la JWT a dos fermiones independientes (no
interactuantes) [DPL04].

La integrabilidad de Hy se rompe por presencia de interacciones Ising y desorden

diagonal, siendo ambos términos incluidos en el operador X,

N N
S =) hiSi+ > ASSi,. (5.5)
=1 =1

99



5. COMPETENCIA ENTRE INTERACCIONES Y DESORDEN EN UN
SISTEMA DE MUCHOS CUERPOS

Para procurar la comparacién con la literatura estandar de AL, notamos que aqui W
es la mitad de la magnitud cominmente usada para denotar al desorden de Anderson
[KM93].

En los cédlculos que se exponen abajo, salvo que se indique explicitamente lo con-

trario, N =12 y J = 1 representa las unidades de energia.

5.4. La dinamica LE

Consideremos primero la dindmica del LE en presencia de desorden o interacciones
por separado. Evaluamos Ec. (3.13) de acuerdo con las definiciones de Hy y 3 dadas por
las Ecs. (5.4) y (5.5) respectivamente. Primero trataremos los casos {W =0, A # 0} y
{W #0, A =0}. El caso general {W >0, A > 0} se pospone a la Seccién 5.5.

La autocorrelaciéon M; ;(t) para W = 0 (sistema ordenado) se grafica en la Fig. 5.1
(a) y (b). Alli, la magnitud A de las interacciones aumenta desde cero hasta A = 5.5.J.
El decaimiento a tiempos cortos se corresponde con la Ec. (3.27), es decir 1 — M ;(t)
t*, lo cual puede verificarse analfticamente expandiendo los operadores evolucién hasta
orden cuarto. Luego del régimen de tiempos cortos, el LE decae monétonamente debido
a los términos no revertidos ﬁ), tal como en el paradigma estandar discutido en la Sec.
3.4.2. Dado que no tenemos una forma funcional explicita para ajustar al decaimiento,
definimos la escala de tiempo caracteristica 7 mediante la condicion M ;(7) = 2/3. Las
tasas 1/7 se grafican en la Fig. 5.2 como funcién de A, para diferentes magnitudes de
desorden W.

Luego del decaimiento, como se observa en la Fig. 5.1-(a), el LE satura en 1/N,
lo cual significa que la polarizacion inicial se ha distribuido uniformemente sobre to-
do el sistema de espines. Esto puede asimilarse con las observaciones realizadas en el
Capitulo 3, es decir, procesos decoherentes ocasionan un desparramo irreversible de la
polarizacién. Pero, si A aumenta significativamente, el decaimiento del LE se desacelera
y evidencia colas largas, ver Fig. 5.1-(b). Estas colas destruyen la saturacién al menos
en la ventana temporal considerada. Tal régimen se asocia con una dindmica “vitrea”
de la polarizacién, en la que una fuerte interaccién Ising domina sobre los términos
XY.

Si fijamos A = 0 y aumentamos el desorden W, el problema se reduce al caso

estandar de AL. En tal caso, la longitud de localizacién debe compararse con el ta-
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Asintota

M,

Asintota

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [A/] t [7/]]

Figura 5.1: El LE en funcion del tiempo, para diferentes elecciones de pardametros. La
escala de tiempo caracteristica esta definida por el decaimiento de las curvas hasta 2/3,
indicandose con una linea horizontal punteada. En todos los casos, la flecha gris indica
el orden creciente de la magnitud de la perturbacién (ya sea A o W, segin el caso). (a)
W =0,0< A < 1.5J. Decaimiento monétono, hasta alcanzar saturacién (linea horizontal
a trazos). (b) W =0, 1.5J < A < 4.8J. Las colas largas en el LE destruyen la saturacién.
La SP dada por la Ec. (5.6) determina la escala de tiempo limite (regién sombreada). (c)
A =0,0< W <1.0J. La longitud de localizacién permanece mayor que el tamafo del
sistema. (d) A =0, 1.0J < W < 5.5J. La longitud de localizacién resulta menor que el
tamano del sistema, y por lo tanto la polarizacién permanece cerca del sitio 1.
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mano finito del sistema. Luego, cuando el desorden es muy débil, el LE se degrada
suavemente y eventualmente satura cerca de 1/N para tiempo largos. Esto se debe a
que la longitud de localizacién £ es mayor que el tamano del sistema. Cuando el des-
orden es lo suficientemente grande, la longitud de localizacién es mas pequena que el
tamano del sistema, y por lo tanto la excitacién inicial permanece muy cerca del sitio
1 para tiempos arbitrarios. En efecto, el cruce entre las dos situaciones fisicas puede
cuantificarse igualando el tamano del sistema con la longitud de localizacién dada en
aproximacién FGR, & ~ 6.J%/W? [KM93]. Esto resulta en W = (v/2/2).J, lo cual con-
cuerda razonablemente con el comportamiento que se muestra en las Figs. 5.1 (c) y
(d).

Notar que en ningun caso, ya sea por interacciones Ising o por desorden de Anderson,
el LE puede decaer més rapido que una escala de tiempo bien definida (ver Figs. 5.1
(b) y (d)). Esta escala estd especificamente definida por la SP de una excitacién local

que evoluciona segun H,,
Py (26) = 2 (Wpeqlexp (1ot /1) S exp (~iHot /) Wneq) (5.6)

que es una funcion de autocorrelacién “hacia delante”. Enfatizamos ademas que la Ec.
(5.6) no tiene dependencia en 33, Tal “lfimite de decaimiento” controlado por Hy tiene
cierta semejanza con el PID experimental [LUP98] y el régimen Lyapunov en sistemas
con correlato clasico cadtico [JPO1].

En la Fig. 5.2 mostramos el rol de la escala de tiempo dada por la Ec. (5.6), actuando
como limite para las escalas de decaimiento del LE. Se obtienen resultados similares
para modelos con interacciones nnn (tanto en ﬁo como en i), siempre que )y tenga

s6lo términos Ising o desorden diagonal (es decir, [ﬁ), S'f] =0).

5.5. Ruptura de ergodicidad inducida por competencia de

interacciones y desorden

5.5.1. Un diagrama de fases dinamico

Para cuantificar ergodicidad en la dindmica de nuestro observable, calculamos el LE

promedio M IRE

T
W) = /0 My (t)dt. (5.7)
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Figura 5.2: Las tasas de decaimiento del LE como funcién de la magnitud A de las
interacciones Ising, para diferentes valores del desorden W. La linea horizontal a trazos
representa la escala de tiempo de la SP (ﬁo), es decir, Ec. (5.6). Los datos para A = 0 fueron
obtenidos para dindamicas de una particula con 500 realizaciones de desorden, mientras que
para A > 0 se realizaron simulaciones de muchos cuerpos con 10 realizaciones de desorden.

La suavidad del empalme evidencia la robustez de las simulaciones numéricas.
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El analisis estandar del problema de AL implicaria el calculo de limp_, MM(T).
Sin embargo, dado que nuestro céalculo involucra sistemas finitos, es de esperar que
recurrencias dindmicas (ME) aparezcan al tiempo de Heisenberg Tp. Como tales re-
currencias son ajenas a nuestro analisis del caso ideal N — oo, restringimos nuestro
estudio a T' < Ty. Las estimaciones de Ty se discutieron en la Seccion 3.4.1.

Especifiquemos algunos detalles que permitan la reproduccién de la simulacién
numérica. Evaluamos la Ec. (5.7) barriendo ambos A y W en el intervalo [0,5.J], con-
siderando incrementos de 0.2J en ambas cantidades. Las regiones paramétricas mas
relevantes se exploraron usando saltos de 0.1.J. Para cada juego de pardmetros, se pro-
mediaron 10 realizaciones de desorden, cada una de las cuales tiene segundo momento
<h2> = W?/3. Para el caso no interactuante A = 0, es decir el problema AL, se prome-
diaron 500 realizaciones de desorden. Con el propdsito de mantener bajas fluctuaciones
estadisticas, se realizé un promedio de extra de 10 realizaciones del estado |V,,,) defi-
nido en la Ec. (3.14). Este promedio se realiza sorteando la fase ¢, en el rango [0, 27).

La Fig. 5.3 muestra el diagrama de fases dindmico para el LE. Estd dada por un
grafico de niveles de M; 1 en T = 12h/J, como funcién de la interaccién A y la magnitud
del desorden W. Las estimaciones de la transicién MBL dadas por las Ecs. (5.2) y (5.3)

también se indican en el diagrama.

5.5.2. El andlisis del diagrama de fases y el rol de las incertezas de

energia

En la Fig. 5.4 redibujamos el diagrama de fases dinamico con la finalidad de estudiar
su estructura, indicando cada fase y algunas lineas criticas. En el diagrama, cinco
regiones (fases) se identifican de acuerdo con el mecanismo predominante: decoherente,
ergddica, vitrea, localizacion de Anderson, y localizacion de muchos cuerpos.

Para valores pequenos de ambos A y W, el sistema es casi reversible y la dindmica
estd dada por la propagacién de una particula. En tal caso, M ; permanece muy cerca
de 1. Esto significa que a pesar de pequenas perturbaciones de fase, la excitacion local
puede volver a su posiciéon original via la reversién de Hy. En consecuencia, la regién
paramétrica ubicada en la esquina inferior izquierda puede asociarse con decoherencia,
es decir, algun tipo de onda de espin débilmente perturbada por el control imperfecto

en los grados de libertad internos [MBSH97, FAP15].
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Figura 5.3: Diagrama de fases dindmico para M;(T) en T = 12h/J. El punto (a)

estd dado por la Ec. (5.3), es decir, la transicién MBL que se reporta en la Ref. [LS13].
El punto (b) corresponde a la Ec. (5.2), es decir, la transicién que se reporta en la Ref.
[PH10]. Estos puntos estan corridos ligeramente en el grafico respecto a A = 1.0J para

evitar su solapamiento.
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Si W o A aumentan, la propagacion de la excitacion local sufre de los efectos de
)y bajo la forma de multiples eventos de scattering con el potencial desordenado o con
los otros espines, respectivamente. Entonces la excitacién entra en un régimen difusivo
donde rapidamente se desparrama a lo largo del sistema. Precisamente, la polarizaciéon
queda distribuida uniformemente, 2 <5']Z > = 1/N para todo j. Dado que ese scattering
no puede revertirse, el desparramo se vuelve irreversible. Consistentemente, la regién
azulada estd asociada con un comportamiento ergddico de la polarizaciéon. El limite
ideal M; 1(T — 00) — 1/N se verifica a menos de un offset numérico que viene de la
dindmica transitoria del LE.

En el caso W = 0, un fuerte incremento en A implica la predominancia de la inter-
accion Ising por sobre los términos XY, lo cual “congela” la dindmica de polarizacion.
Dado que la difusién inducida por H, resulta entonces dristicamente limitada, M
permanece trivialmente alto. Este comportamiento se interpreta como una dinamica
vitrea con tiempos de relajacién muy largos. De hecho, este tipo de localizacién co-
rresponde a una variante (de temperatura infinita) de la fase aislante de Mott [Mot68].
Ademss, el contraste de colores en proximidad de A 2 2.J sugiere una transicién vitrea-
ergddica que resultaria abrupta incluso para desorden no nulo (W < 1.0J). En otras
palabras, la inclusién de desorden provocaria una genuina transicién de fase (abrup-
ta en el TL) entre una fase vitrea (no-ergédica) y una ergédica. Sin embargo, dado
que la dindmica transitoria es muy lenta, un finite size scaling confiable en esta regién
paramétrica requeriria tiempos de calculo excesivamente largos para capturar como el
desorden afecta a una dinamica vitrea.

Podemos esgrimir un argumento dimensional para estimar la linea critica que separa
la fase vitrea y la ergddica. En efecto, la transicion de Mott tipicamente ocurre cuando
la magnitud de la interaccién A es comparable con el ancho de banda B = 2J. Tal
valor especifico de interaccién se senala en la Fig. 5.4 con un circulo relleno negro. Si
agregamos un pequeno desorden, éste introducirda una incerteza dFE en los niveles de
energia que terminaria por ensanchar la banda B. Para estimar el ensanche, usamos la
escala de tiempo 7 asociada a esa escala de energia 0E = h/(27), que a su vez puede
evaluarse via la FGR. Con ese proposito, consideramos una excitacion local que puede

“escapar” ya sea a su derecha o a su izquierda, donde habria dos cadenas tight binding
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semi-infinitas acopladas simétricamente. Luego,
1 _2r (W2

—=2—|(— | N . 5.8

- =27 () Mo (5.9

Aqui, como dijimos arriba, W?2/3 representa el segundo momento de la distribucién de
desorden. El factor 2 viene de los dos decaimientos alternativos (derecha y izquierda).
Ademads, Nis(e) es la LDoS de superficie de una cadena semi-infinita con elemento de
hopping J/2, tal como se define en la Ec. (2.31).

Asociamos a los niveles de energia un ensanchamiento Lorentziano, que evaluado
en el centro de banda ¢ = 0, resulta:

SO

_aw?
3 J°

e=0

(5.9)

Dado que la mitad de los estados estan en el rango B + 20F, nuestra estimacion a la

linea critica para la transicién tipo Mott es:

AdW) ~ B+ 20E ~ 2] + gWTZ (5.10)
que se muestra en la Fig. 5.4 como linea a trazos.

Una dependencia funcional similar a la que proponemos en la transicién vitrea-
ergodica fue conjeturada por Kimball para el sistema electrénico en el estado funda-
mental [Kim81]. Ademas, resulta importante mencionar que una expectativa ingenua
acerca de la morfologia del diagrama de fases seria una estructura semi circular. De
hecho, ese tipo de comportamientos es comun para competencias entre dos magnitudes,
por ejemplo el caso de campo magnético vs. temperatura en el diagrama de fases del su-
perconductor tipo I. Una de las implicancias mas relevantes entonces de la reentrancia
de la fase ergédica para A grande, es descartar la expectativa de un diagrama circular.

Si A = 0, como dijimos, el problema se reduce a AL en sentido estricto. Aqui, una
estimacién de la longitud de localizacién sera razonable en tanto y en cuanto sea menor
que el tamano finito del sistema. Ese no es el caso para desorden débil, situacién en la
cual el LE se degrada suavemente como funcién del tiempo (no se puede distinguir de
una dindmica difusiva). Cuando el desorden es suficientemente grande, la longitud de
localizacion se vuelve comparable con el tamano del sistema y por lo tanto la excitacion

inicial no puede desparramarse.
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En sentido estricto, aun cuando los sistemas 1D estan siempre localizados para
cualquier desorden finito (es decir, W, = 0), existen dos mecanismos diferentes que
contribuyen a la localizacién. Uno de ellos es la llamada “localizacién fuerte”, es decir
la convergencia, término por término, de una teoria de perturbaciones para las GF
locales. El otro es la llamada “localizacion débil”, originada en las interferencias entre
caminos de perturbacién largos. Esto ultimo mecanismo fue una idea dificil de acunar,
tanto numeérica como analiticamente, hasta la teoria de scaling de la conductancia
desarrollada por la “gang of four” (“pandilla de los cuatro”) [AALRT79]. La localizacién
débil es particularmente relevante en sistemas 1D y 2D. Cuando esos sistemas son
de tamano finito, la dindmica permanece difusiva y casi completamente ergddica. En
efecto, tal es precisamente nuestro caso. Ni bien A > 0 las degeneraciones se rompen
por presencia de las interacciones y la dimensionalidad efectiva del espacio de Hilbert
accesible aumenta. Precisamente alli se originan las diferencias con el caso AL. Si bien
desconocemos el comportamiento preciso en la proximidad de A = 0, la competencia
entre A y W termina por producir una transicién (deslocalizado a localizado) en un
valor W.(A) > 0, similar a lo que ocurriria en AL para una red de alta dimensionalidad.
En efecto, la transicion MBL se produce al aumentar W para A > 0 fijo.

Se aprecia ademéas que la localizacién por desorden se debilita para 1.0J < A <
2.0J, dado que la regién ergddica se extiende para valores mayores de W. Nuevamente,
dado que consideramos un sistema finito, nuestro observable evidencia un cruce suave de
la fase ergddica a la localizada, en la cual la excitacién no difunde. Ese cruce corresponde
con la transiciéon MBL, que resulta genuinamente abrupta en el TL [OHO7, ZPPO08,
PH10, BPM12, LS13].

Tal como discutimos en la Sec. 5.5.1, T" < Ty « N, y por lo tanto aumentar
N en nuestras simulaciones (por ejemplo 10, 12 y 14) nos permitiria un tiempo de
integracién T més largo. En efecto, para A ~ 1.0J, verificamos que, a ambos lados de
la transiciéon MBL, M 1 se comporta de la manera esperada. En la fase ergédica, tiene
el comportamiento asintético correspondiente a la equilibracién M1,1 ~ 1/N, mientras
que en la fase localizada (W grande) satura en M ; ~ 1/€ independientemente de N.
La viabilidad de un finite size scaling radica en que OM;1/0W aumenta con N. Sin
embargo, nuestro rango de valores N accesibles no es suficiente para escalear M 1(T)

y obtener asi valores criticos precisos para la transicion MBL.
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En analogia con la transicion de Mott, un argumento dimensional puede esgrimirse
para estimar la linea critica W,(A). Aun cuando no hay transicién de fase en el sistema
1D no interactuante A = 0, se espera que la introduccién de interacciones rompa las
limitaciones 1D. Consideramos entonces como punto singular al valor de transicién para
dimensionalidad alta, que tal como en Mott, ocurre cuando la magnitud del desorden

es comparable con el ancho de banda|Zim69]
We(B)lazo = (¢/2)B. (5.11)

Este valor de desorden se senala en la Fig. 5.4 como un circulo vacio, dado que no
corresponde a un punto critico genuino del problema 1D. Nuevamente, incluir interac-
ciones introducirian incertezas de energia que ensancharian la banda consistentemente.
En este caso, la incerteza JF estd asociada a la vida media introducida por las inter-
acciones Ising. La evaluacién FGR de tal escala de tiempo viene dada por la Ec. (2.50)
y resulta:

% = 22%A237T42J‘ (5.12)

Como antes, el factor 2 extra viene de las dos contribuciones de cadenas semi-infinitas

(a derecha e izquierda). El factor 4/(372.J) viene de la correspondiente LDoS, tal como

en la Ec. (2.63), evaluada en € = 0. Luego,

h A?
sp=1_ 2

Esta incerteza agranda el ancho de banda y por consiguiente nuestra estimacion dimen-

sional de la linea critica para la transicion MBL es:

2.71 16 A2

que se dibuja en la Fig. 5.4 como una linea a trazos que comienza en el circulo vacio.

5.6. Conclusiones

Hemos simulado la dindmica del LE en un sistema de espines con presencia de
interacciones y desorden, para un amplio rango de competencia entre tales procesos.
Esta evaluacion numérica nos permitié construir un diagrama de fases que evidencia las

regiones paramétricas ergddicas y no-ergddicas. Mientras que las primeras implican la
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Figura 5.4: Fl diagrama de fases dindmico con las principales regiones indicadas: deco-
herente, vitrea, ergddica, localizacién de muchos cuerpos, y localizacién de Anderson. Las
estimaciones de las lineas criticas A.(W) y W,(A) se dibujan de acuerdo con las Ecs. (5.10)

y (5.14) respectivamente.
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5.6 Conclusiones

posibilidad de equilibracién, las segundas implican que el sistema no puede equilibrar
(al menos permaneciendo cerrado). Los comportamientos no ergddicos se clasificaron
y discutieron en términos de dindmica vitrea, localizacién de Anderson estdndar, y
localizacion de muchos cuerpos. Basdandonos en el cédlculo de incertezas de energia in-
troducidas por desorden e interacciones (débiles), pudimos estimar las lineas criticas
que separan tales fases. El acuerdo entre las lineas criticas estimadas y el diagrama
dindmico del LE es considerablemente bueno.

La naturaleza estrictamente local de nuestro observable constituye una limitacion
importante a la hora de realizar un finite size scaling que arroje valores criticos para
las transiciones de fase. A pesar de ello, nuestra estrategia permitié identificar una
posible transicién vitrea-ergddica inducida por introduccién de desorden. Ademas, re-
sulta prometedor investigar diferentes topologias de acoplamientos y diferentes maneras
de romper integrabilidad. Por ultimo, pero no menos importante, dado el estado del
arte en NMR [FLO05, MOB12], resaltamos la potencialidad de las funciones de correla-
cién de alta temperatura, como el LE, en el rol de testigos dindmicos relevantes para
estudiar transiciones de fase en general [ZCCT09] y en particular la transicion MBL
[FLO5, AS10, ASK15].

Las contribuciones originales de este Capitulo fueron publicadas en:
“Interaction-disorder competition in a spin system evaluated through the Loschmidt
echo”, Pablo R. Zangara, Axel D. Dente, Anibal Tucci, Patricia R. Levstein, Horacio
M. Pastawski, Phys. Rev. B 88, 195106 (2013).

“Role of energy uncertainties in ergodicity breaking induced by competing interactions
and disorder. A dynamical assessment through the Loschmidt echo”, Pablo R. Zangara,

Patricia R. Levstein, Horacio M. Pastawski, Papers in Physics 7, 070012 (2015).

111


http://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.88.195106
http://www.papersinphysics.org/index.php/papersinphysics/article/view/229

5. COMPETENCIA ENTRE INTERACCIONES Y DESORDEN EN UN
SISTEMA DE MUCHOS CUERPOS

112



Capitulo 6

Del LE local al LE global

Este Capitulo constituye un paso mds alld de la formulacion y evaluacion del LE
efectuadas los Capitulos 3 y 5. Pondremos especial énfasis en el juego de escalas de
tiempo con trasfondo experimental. Ademdas, estudiaremos la relacion entre la autoco-
rrelacion de un espin, es decir el LE local, y la definicion estandar del LE: el mddulo
cuadrado del producto interno entre funciones de onda. La extension de esta ultima
magnitud para sistemas de muchos cuerpos define en consecuencia al LE global o “LE
de muchos cuerpos”. Propondremos ideas operacionales para relacionar ambas magni-

tudes, incluso en un eventual experimento.

6.1. Atando cabos sueltos

Inspirados en los experimentos de NMR, definimos en el Capitulo 3 el LE como
una funcién de autocorrelacion de espin M171(t). Alli, M171(t) se empleaba como un
testigo dindmico para cuantificar decoherencia. En el Capitulo 5, la misma magnitud se
empled para estudiar fendmenos de localizaciéon. Aqui, presentaremos el LE en mayor
detalle, con un doble propédsito. Por un lado, analizaremos la relacién entre M 1(t) y
la versién ampliamente usada del LE, el overlap entre funciones de onda [JP01, JSBO1,
JABO2]. Por otro lado, discutiremos una imagen general del decaimiento de M; 1(t)
compatible con las observaciones experimentales.

Dado que M; ;(t) representa una polarizacién local, sera referido aqui como el LE
local. Ya discutimos en la Sec. 3.4.1, que en el caso de una excitaciéon en una cadena 1D

con interacciones XY, M ;(t) coincide precisamente con el overlap de dos funciones de

113
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onda de una particula. Sin embargo, este no es el caso general. De hecho, el cuadrado
del producto interno entre dos funciones de onda de muchos cuerpos define ' un LE
global o de muchos cuerpos, Mysp(t). Resulta importante notar que M5 (t) no ha sido
estudiado experimentalmente, pero constituye un objeto de natural interés para la teoria
(ver, por ejemplo, [Pro07, THVS14, THS14b]). En consecuencia, es necesario establecer
la relacién precisa entre el objeto de estudios tedricos y el de relevancia experimental,
es decir Myrp(t) y Mi 1(t) respectivamente. Esta conexién faltante serd la pregunta
central en este Capitulo.

En primer lugar, derivaremos Mj;p(t) como una de las contribuciones no locales
de M;j1(t). Mas ain, evaluaremos la dependencia en N o extensividad de My/p(t)
y como tal propiedad se evidencia en las escalas de tiempo involucradas. Esto nos
lleva a plantear que refocalizar (luego de la reversién) el estado de muchos espines
resulta como consecuencia de recuperar la configuracién de cada espin individualmente,
esencialmente como si se tratara de eventos estadisticamente independientes. Dado que
en el estado inicial de alta temperatura hay N/2 espines up, la independencia estadistica
implicaria un comportamiento de la forma My;g ~ (Ml,l)N/ 4. Esta relacion es exacta
para tiempos muy cortos. Para tiempos largos, la independencia estadistica falla pero la
extensividad permanece valida, tal como confirmamos mediante la evaluacién numérica
en un sistema especifico.

Discutiremos ademés un panorama general del decaimiento del LE, partiendo desde
el régimen a tiempos cortos. Analizaremos las expectativas de juego relativo entre
la escala de tiempo que caracteriza las interacciones reversibles (T3) y aquella que
caracteriza la perturbacién (7x). En tltima instancia, esto da origen a la escala de
tiempo observada experimentalmente, T3. En tal sentido, el andlisis que realizaremos
sirve de bisagra conceptual entre los dominios tedricos y experimentales.

Finalmente, usaremos una dindmica unitaria de “preparacién” para transformar la
excitacién local en un estado correlacionado que sirva de estado inicial para un proce-
dimiento de reversiéon. Més precisamente, proponemos y analizamos un protocolo que
inicia con una excitacién local, luego crea correlaciones via una evolucién idealmen-

te reversible, y a partir de alli se continiia en una reversién temporal perturbada. La

'La definicién precisa, compatible con el estado inicial definido en la Ec. (3.1), involucra un pro-

medio. Mostraremos esto explicitamente en la Sec. 6.2.
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6.2 Las contribuciones no-locales al LE local

reversion perfecta de la preparacion da lugar a una medicién local. Este LE dinamica-
mente preparado (DPLE) codifica la “sensibilidad” de estados correlacionados usando
una unica medicién local. Esta idea constituye un vinculo operacional entre el LE local
y el global. M4as ain, provee una descripcion sistematica de la reversibilidad del estado
de un sistema de muchos cuerpos a medida que el grado de correlaciones se incrementa
progresivamente en funcién del tiempo de preparacién. Confirmamos que el DPLE de-
cae mas rapidamente a medida que el tiempo de preparaciéon aumenta, lo cual resulta
en acuerdo con la idea preliminar de “mientras mas correlacionado, méas fragil ante
perturbaciones”. Si la dinamica de preparacién es capaz de producir la equilibracién
de la polarizacién (tal como en el caso de difusién de espin), el decaimiento del DPLE
coincide con el LE global de un estado de superposicién aleatoria [ADLPO08], en el cual
no se realiza preparacion. Esto significa que las fases especificas de los estados prepa-
rados son basicamente innecesarias, una idea que surgird nuevamente en el Capitulo

7.

6.2. Las contribuciones no-locales al LE local

Retomemos la formulacién del LE desde la Sec. 3.2. Primero, definimos la siguiente

probabilidad promedio:

M) = 33 o [1931 0o 18] (6.1)

€A jeA

la cual representa la probabilidad que el 1°" espin permanezca up luego de la evolucién

dada por U, (t). Luego, la Ec. (3.10) puede reescribirse en la forma:

Mia(t) =2 [Hu(t) _ %] . (6.2)

También podemos verificar que:

My a(t [Z N-1 (‘ (Bil Upp(t) 15:) T

€A

T S GO S R S AR OIS

JEA (j#1) jeB

(6.3)
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Aqui, recordamos que el conjunto de indices A etiqueta los estados de la base (compu-
tacional Ising) que tienen el 1°" espin up, es decir j € A & ﬁf |B;) = —|—% |8;). Ademas,
B representa el complemento de A, es decir j € B & S'f 1B;) = —% |8;). Luego, po-
demos identificar naturalmente los dos términos que contribuyen a Mj (). En efecto,
la primera suma en la Ec. (6.3) representa la probabilidad promedio de reobtener un

estado la base, que denotamos con My;p(t),

Mars(t) = 3 oy |61 Oustt) 163)] (6.4)

1€A
La segunda suma en la Ec. (6.3) representa la probabilidad promedio de cambiar la
configuracién de cualquier espin exceptuando al 1°7°. La tercera suma representa la
probabilidad promedio de que el 1 espin haya efectivamente cambiado a down (que
haya “flipeado”), es decir, todos aquellos procesos que no contribuyen a M 1 (t). Luego,

los procesos que si contribuyen a M171(t) pero no a Mysp(t) se denotan como:

D=Y o | = [0 - X[t ). ©s)

i€A FEA () JEB

Este balance de probabilidades conlleva finalmente al comportamiento asintético apro-
piado para M 1(t) de acuerdo con las simetrias que restringen la evolucién. La identi-
ficacién

Mya(t) = Myp(t) + Mx(t) (6.6)

es un paso muy importante para las proximas discusiones.

6.3. Una descripcion general del decaimiento del LE

En esta Seccién introduciremos algunas de las principales ideas fisicas subyacentes
en la dindmica de la autocorrelacion M; 1(t). Los argumentos aqui expuestos van mas
alld de cualquier evaluacién del LE en un modelo particular, y contribuyen a una

representacion pictorica de un experimento real.

6.3.1. Expansiones a tiempos cortos

Con el propésito de analizar la dependencia en N del LE y sus escalas de tiempo,

calculamos aqui la expansién a tiempos cortos de las magnitudes M 1(t), My p(t) vy
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6.3 Una descripcién general del decaimiento del LE

Mx (t). Tal como en la Ec. (3.26), hasta 29° orden en tiempo,

1 . A
Mia(t=2tr) =2 o=y (B UL p(0)5iU1p(t)16:)

ieA
1 A Aa A

= 1= (t/n) Y g (815218 — 248 285518 ) + 0 ((t/m)*)
i€A
) (6.7)

Analogamente, las contribuciones dominantes en My p(t) y Mx(t) son:
1 . 2
Mus(t) =Y 5= [(B Ooe(t) 18)
i€A
=1 /P Y sy (8152180 — (B18180%) +0 (W/mP). (68)

1€A

t)zzw% > [10es@18] - |61 s 18]

= jeA (G#0) jeB

= /"3 5 = (2818818180 - (8I2189°) +0 (/). (69)

cA

Tal como en la Ec. (3.19), consideremos una perturbacién genérica > dada por un

Hamiltoniano con anisotropia c,
N
S =3 )y [20875; - (287 + 5v8Y) . (6.10)

Entonces, las siguientes identidades pueden verificarse:

1 ~o o [ 1
> onr (BIE218) = 2No? (T4 <), (6.11)
1€A
1 & b a? 1 1
Z oN-1 (B;)] 252 (8;) = 2No? <§ + 1_6> - 502, (6.12)
€A
1 o ,a?
> on—T (Bil B16)" = 2No"—-. (6.13)
1€A
Aqui, 02 es el segundo momento local promedio de 5,
N N | N 2
1 1 (J5)ij
S iSere iyl (He) 619
=1 i=1 | j(#)
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Notemos que la definicién de 0% es consistente con las Ecs. (3.26) y (3.30). Siendo una
perturbacion, o debe ser mucho menor que el segundo momento local promedio 03 del

Hamiltoniano no perturbado Hy. En términos de escalas de tiempo,

Aqui, hemos introducido la escala de tiempo caracteristica del Hamiltoniano no per-
turbado, que en los experimentos es T5; y la de la perturbacién, 75. De las identidades

en las Ecs. (6.11), (6.12) y (6.13) se sigue que
My () = 1= (t/ms)? + 0 ((t/h)*) (6.16)

Y

- iN (t/m)* + 0 ((t/1)). (6.17)
My(t) = <¥) (1)) + 0 ((t/m)?). (6.18)

Myp(t)

Estas expansiones son vilidas para t < (75/N) y cuando [2,S7] # 0. Luego de este
régimen de tiempos muy cortos, un término genérico en la expansién de M; ;(t) serd de

la forma
covemt”/ (T3 ) (6.19)

con k > 2y el coeficiente ¢y ;) descrito por nimeros combinatorios de tamaro creciente
que dependen de la topologia de interacciones (ver, por ejemplo, [SALT14, DGSZ15]).
Dado que el escenario experimental se corresponde con el limite descrito por la Ec.
(6.15), esta expansion estard dominada por los términos con el orden més bajo posible

en la interaccién débil, es decir k = 2:

(t/Tg)Q 1+ZC(N7n)(t/T2)n_2 . (6.20)

La ecuacién (6.20) sugiere que tras los tiempos muy cortos, es decir para (15/N) < t <
Ts, la dependencia en 7y, se veria sustituida por términos divergentes en la escala 7.
Esto podria llevar a una nueva escala de tiempo, T3, que experimentalmente se observa
muy ligada a Th:

T ST < 75 (6.21)
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6.3 Una descripcién general del decaimiento del LE

En algin sentido, T3 se convierte en una escala caracteristica de la complejidad o
“caos” del sistema de espines, que amplifica el efecto de cualquier pequena perturbacion.
Resulta importante remarcar que, siendo una observacién experimental, la Ec. (6.21) se
corresponde con un sistema compuesto por un nimero macroscopicamente grande de
espines. En otras palabras, la Ec. (6.21) representa una relacién de escalas de tiempo
valida en el TL. Por el contrario, cualquier evaluacion numérica involucra un ntimero
de espines finito (y en rigor de verdad, muy pequeno). En este ultimo caso, el tiempo
caracteristico de irreversibilidad T3 estard irremediablemente dado por 7. Esta es
la razon por la cual el decaimiento del LE evaluado en un sistema finito serd siempre
dependiente de perturbacién. Nuestra hipdtesis central de irreversibilidad precisamente
radica en postular la Ec. (6.21) como una propiedad emergente. En este contexto, el TL
requiere tomar el limite N — oo primero, y luego 7> — oo. La no-uniformidad de estos
limites juega un papel crucial en las transiciones de fase cudnticas [And78, Pas07]. En
el Capitulo 7 volveremos sobre estas ideas.

La descripcién general expuesta se representa esquematicamente en la Fig. 6.1.
Alli, mostramos el juego esperado entre Myrp(t) y Mx(t) y la correlacién resultante,
M, 1(t). De hecho, tal como se plantea en las Ecs. (6.17) y (6.18), la dependencia a
tiempos muy cortos en ambas contribuciones es extensiva en N: My, p(t) decrece como
1 — No?t?/4 y Mx(t) crece como (N — 4)o?t?/4. Tal balance preciso determina el
decaimiento a tiempos cortos de M 1(t) segin la Ec.(6.16), es decir 1 — ot?. A priori
no hay razén para asumir que el decaimiento de Mjy;p(t) permanezca determinado
por 7. Luego del régimen de tiempos muy cortos, se espera que la escala de tiempo
T3 se evidencie en el decaimiento de Mjy,p(t) bajo la forma T5/N” con v ~ 1 (ver
discusiones siguientes). Mientras que Mp;p(t) decae monétonamente a cero, Mx (t)
muestra un comportamiento no trivial: aumenta alimentédndose de la caida de My;p(t)
hasta que alcanza un maximo. Este crecimiento indica la aparicién de correlaciones
de largo alcance. A posteriori, Mx(t) debe decaer por el sélo hecho que el estado del
sistema permanece normalizado para todo tiempo. Esto es precisamente lo que My 1(t)
representa: una polarizacion conservada que tiempos largos se equidistribuye entre los
espines del sistema. En un sistema aislado finito, esta equilibraciéon se observa como
un plateau asintético My, ~ 1/N. Tal como ya dijimos antes, el decaimiento de ambas

cantidades, M 1(t) y Mx(t) ocurrirfa en una escala de tiempo T3, que acorde con la
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6. DEL LE LOCAL AL LE GLOBAL

Ec. (6.20), es muy cercana (ligeramente mayor) a la escala de “difusién” T,. Este seria

el escenario propio de un experimento.

2
1.0 - f:o../—Ml,l(t)Nl- (t/TZ)
=, 038
=
; 0.6
=
=
= 0.4+
I
Q 0.2 M
=
0.0 "
2
{ N M) ~ %(N-4)(t/y)

Time

Figura 6.1: Una representacién pictérica de la dependencia temporal de M 1(t) (linea
punteada negra), Myp(t) (linea continua azul) y Mx(t) (linea continua verde). La depen-
dencia a tiempos cortos, tal como se describe en las Ecs. (6.16), (6.17) y (6.18), se indican
con flechas. En particular, la expansion a tiempos cortos de M 1(t) se dibuja con una linea

negra a trazos.

6.3.2. La hipédtesis de extensividad en el decaimiento

Las anteriores expansiones a tiempos cortos sugieren una relaciéon de escala entre
el LE local, M 1(t), y la versién global, M/g(t). En particular, comparemos primero
la probabilidad de recuperar la configuraciéon (up o down) de un sélo espin, es decir
I1; 1(t), y la probabilidad de recuperar un estado completo My;p(t). Si la refocalizacion
de cada espin individual pudiera tratarse como un evento independiente, entonces la

relacién de escala entre II; 1 y My p seria extensiva en N,
(1 (4)) Y% ~ My (1) (6.22)

Aqui, el factor 1/2 en el exponente viene de la Ec. (3.1), es decir el estado inicial de
alta temperatura, donde basicamente la mitad de los espines “estan” up y la mitad
down. Luego, podemos utilizar la analogia con un gas de red donde N/2 particulas

se mueven entre N sitios de red posibles. Como en la JWT [LSM61], un fermién se
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6.3 Una descripcién general del decaimiento del LE

asocia a un espin up y una vacancia a un espin down. Entonces, el microestado del gas
estd completamente descrito por la posiciéon de N/2 particulas.

En sentido estricto, el cardcter de extensivo estd reservado para magnitudes ter-
modindmicas como la entropia del sistema. Asimismo, tal como se discute en la Ref.
[UPL9S], S = —In(M; (t)) es precisamente una medida de entropfa. La validez de la
Ec. (6.22) implica entonces una relacién de extensividad entre la entropia por espin y
la entropia total del sistema.

De acuerdo con las Ecs. (6.2) y (6.16):
i(t) = 1— 5 (t/rs) + 0 ((1/)°). (6.23)

que a 2% orden en tiempo implica I 1 (t) ~ (Ml,l(t))l/Q. Por lo tanto, la Ec. (6.22) se

traduce en

(M1 ()N > Myp(t). (6.24)

que es precisamente la relaciéon que se verifica entre las Ecs. (6.16) y (6.17).

Seria de esperar que luego del decaimiento a tiempos muy cortos, cualquier autoco-
rrelacién local se desvie de la independencia estadistica. Sin embargo, esta desviacién
mantendria un caracter local y por consiguiente la extensividad en N permaneceria

siendo valida. En efecto, proponemos
(My1(t)" =~ Mpyp(t), (6.25)

donde el exponente 7 es una funcién adecuada n = n(N,t). Nuestra “hipétesis de

extensividad”en el decaimiento implica que 7 factoriza:
n(N,t) = N x f(1), (6.26)

donde f(t) es una funcién que contiene informacién de las correlaciones originadas por

la dindmica. Ademas,

lim f(t) = i (6.27)

t—0t

es una condicién necesaria para recuperar la Ec. (6.24), es decir la independencia es-

tadistica.
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6.4. Un modelo 1D

Pondremos a prueba ahora las ideas fisicas discutidas anteriormente usando un

modelo especifico. En particular, queremos estudiar la validez de las Ecs. (6.24) y

(6.26). Consideramos un sistema 1D con interaccién nn anisotrépica (o = —1/4):
N-1
: ls:os Ga g &y &y
Hyn = Z Jo §Si Si+1 +5; Sz‘+1 + Si Si+1 ) (6.28)
i=1

con condiciones de borde periédicas (anillo). Se introducen ademads interacciones nnn:

Hoyn = > Jo (%Sfé’;” + 5582 5+ S§/§§f+2> . (6.29)
i=1
Aqui, Jy representa las unidades de energia para la interaccion espin-espin.

Tal como en los casos discutidos en la Sec. 4.2, la proyeccion total de espin en la di-
reccién z se conserva en ambos casos dado que [Hy,,, Zfil 52 =0y [Hunn, Zfil S7) =
0. Tal simetria provee una estructura de subespacios segtin cada una de las proyecciones
en z:m, = ZZ]\LI S7 = %, (% —1),..., —%. En un sistema con N espines, hay N + 1
subespacios con m, definido y la dinamica estara confinada estrictamente a cada uno
de ellos. Ni ]:Inn ni ﬁnnn pueden acoplar estados de diferentes subespacios.

El calculo del LE esta dado por la eleccion:

A~ A~

Hy = H,,, (6.30)
S = A, (6.31)

donde A es el pardmetro que controla la perturbacién, AJy = Jx. Los segundos mo-
mentos locales O'S y 02 de H, y )y respectivamente pueden evaluarse como en la Ec.

(6.14):

1

o = 50" (6.32)
1

— §(>\J0)2:>\208, (6.33)

y constituyen las escalas de energia relevantes en el modelo.
En la Fig. 6.2 graficamos M 1(t), Myp(t) y Mx(t) para la eleccién particular A =
0.1. Las expansiones a tiempos cortos dadas por las Ecs. (6.16), (6.17) y (6.18) se evalian

de acuerdo con la Ec. (6.33). Se observa que Mj;p(t) se anula a tiempos muy largos. En
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realidad, una observacién més detallada muestra que My (t — co) ~ O(27Y) (datos
no mostrados). Ademds, notamos que Mx (t — 00) ~ 1/N. Tal contribucién asintética
es la responsable por la equidistribucién de la polarizacién local M 1 (t — co) ~ 1/N.
Esta saturacion a tiempos largos corresponde a la equilibracién del sistema finito.

En contraste a nuestro grafico esquemadtico que se muestra en la Fig. 6.1, aqui Mx (t)
no llega muy cerca de 1 y Ms5(t) no decae mucho mas répido que M171(t). Dado que
Mx (t) rige el comportamiento de M; ;(t) una vez que Mysp(t) decayé completamen-
te, la contribucién de Mx(t) es significativa sélo a tiempos largos. Estos efectos son
consecuencia del tamano relativamente pequeno del sistema considerado. De hecho, el
caso en la Fig. 6.2 corresponde a N = 14 espines, y por lo tanto el exponente que
vincula M 1(t) con Myp(t) es relativamente pequenio (N/4) = 3.5. El requerimiento
de sistemas grandes revela que los 6rdenes dominantes en la Ec. (6.20) es un desafio

numérico sustancial que quiza esté fuera del alcance de las técnicas computacionales

disponibles.
L) L) L) L) L)
1.0 |
= 08}
=
+
= 0.6}
Y
=
= 04F
I
=02}
=
0.0 F
[ [ [ [ [
0 5 10 15 20
t [h/JO]

Figura 6.2: E1 LE local y sus contribuciones no locales. My 1(t), Marp(t) y Mx (t) corres-
ponden a las lineas continuas negra, azul y verde respectivamente; N = 14, A = 0.1. Las
expansiones a tiempos cortos dadas por las Ecs. (6.16), (6.17) y (6.18) se muestran con un

lineas a trazos negra, azul y verde, respectivamente.

Con el propdsito de evaluar la validez de la “hipotesis de extensividad "en el decai-
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miento, analizamos en la Fig. 6.3 la relacién de escala entre M 1(t) y Marp(t) que discu-
timos en la Sec. 6.3.2. En particular, ponemos a prueba la factorizacién planteada en la
Ec. (6.26). Graficamos como funcién del tiempo la cantidad log(Masp(t))/ (log(Mi1(t))N),
y observamos una curva “unificada” que no depende de N ni de A, pero tiene una leve
dependencia en el tiempo. Tal curva es efectivamente f(¢) segin se define en la Ec.
(6.26). Esto significa que la relacién de extensividad entre M 1(t) y My p(t) es vélida.
La independencia estadistica, en cambio, falla progresivamente ni bien f(¢) se aparta
del factor ideal 1/4 que viene de las Ecs. (6.24) y (6.27). Dado que luego del régimen de
tiempos cortos f(t) disminuye con el tiempo, concluimos que reobtener la configuracién
de un espin esta ligado a reobtener la configuracién de sus vecinos. En otras palabras,
los espines estan correlacionados positivamente, lo cual facilita la refocalizacién de un
estado completo de IV espines. Este argumento es particularmente aplicable en sistemas
1D.

Luego de la saturacién, donde My ~ 1/N y Myp ~ O(27N), el escaleo universal
naturalmente se vuelve ruidoso y las curvas para diferentes N y A se separan unas de
otras. Dado que el decaimiento es mas rapido para perturbaciones mayores, la aparicién
de tal comportamiento espurio ocurre primero para el mayor valor de A considerado

(A = 0.3, lineas punteadas).

0.254

0.20

Log(M,,,())/(N*Log(M, (1))

0.15

. T .
0 5 t[h/JO] 10 15
Figura 6.3: La relacién log(Marp(t))/ (Nlog(My,1(t))) como funcién del tiempo para:

N =10 (negro), 12 (rojo), 14 (azul) y 16 (verde). La magnitud de la perturbacion esta dada
por A = 0.1 (lineas continuas), A = 0.2 (Iineas a trazos), y A = 0.3 (lineas punteadas).
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6.5. Estados preparados dinamicamente

6.5.1. Ideas operacionales

Discutiremos ahora cémo convertir la medicién local M; ;(t) en una medida global
de reversibilidad en un sistema de muchos cuerpos. La idea se basa en un preparacién
dindmica, que permite incrementar la complejidad del estado inicial en una manera
controlada. Esencialmente, el procedimiento consisten en una secuencia, esquematizada
en la Fig. 6.4, que viene dada por: preparacién, LE estandar, reversion perfecta de la
preparacién y finalmente medicién local. La preparacion resulta de una evolucién regida
por un Hamiltoniano flp durante un tiempo t,. Luego, un procedimiento tipo LE se
realiza tal como ya hemos analizado, es decir, una evolucién hacia delante, hacia atrds
imperfecta. A tal reversién temporal se le sigue una evolucién simétrica hacia atrds
regida por —flp que tiene por finalidad “desandar” la preparacién, terminando en una
observacion local. Este DPLE se denota con M ;(t,t,). La idea aqui es que el DPLE,
es decir la medicién en la Fig. 6.4(e), termina en un ultima instancia siendo equivalente
al overlap entre dos funciones de onda “térmicas” que describen el estado del sistema

luego de la preparacién (es decir, el overlap entre los estados correspondientes a la Fig.

Fig. 6.4(b) y Fig. 6.4(d)).

exp[-iHet:/7] expl-i(H+)te/n]  expl-i(-Hy+Z)te/h] expliHt./7]
0 fime t to+ts to+2t, 2tp+2'tR

Figura 6.4: El esquema de preparacion como modificaciéon del procedimiento ilustrado
en la Fig. 3.1. (a) El estado inicial dado por la Ec. (3.1) evoluciona y crea un estado
correlacionado dindmicamente Up(tp) |¥,eq) representado en (b). A posteriori, se realiza
el procedimiento de reversiéon temporal (c)-(d). La reversién “perfecta” de la preparacién

finalmente conduce a una observacién local en (e).

Seria de esperar que el esquema de preparacion codifique la excitacion local en un

estado extendido. Dado que el procedimiento del LE se ejecuta luego de tal preparacion,

125


7_From_Local_Global_LE/figures/leprep.eps

6. DEL LE LOCAL AL LE GLOBAL

el DPLE termina por representar la sensitividad ante perturbaciones de estados inicial-
mente correlacionados. Para cuantificar esta idea, asumimos primero que [ﬁp, S'%] =0
y consideramos un tnico estado de la base |5;), i € A, que pertenece a un subespacio
de proyeccion etiquetado por m, (i) = (5| 51} |8;). Este estado se “prepara” de acuerdo

con Up(tp) = exp[—ihﬁptp]:

Oyt 18y = D cilt)18) = vl ). (6.34)

mz(§)=mz (i)

Aqui, ‘ gl

e (i)> denota una superposicién coherente en el subespacio etiquetado por

m. (7). Es importante notar que dos estados base diferentes, |8x) v |5;), que pertene-
cen al mismo subespacio corresponderian a superposiciones completamente diferentes

(k]
Yo (k)
camos, con un superindice entre corchetes, el vector de la base especifico que “origin6”

> y ‘\IIE}LZ (l)> respectivamente, aun cuando m (k) = m,(l). Por esta razén indi-

tal superposicién.

Si reemplazamos U, () por (7;(tp)(7LE(t)Up(tp) en la Ec. (6.4),

Myp(tsty) = 3 s [ B (0) UL ()0, 1) 15
i€A

- Z 2]\}—1 ‘<\Ij1[i}bz(l')
A

2

Upp(t) ‘\I’ELZ(@')MQ (6.35)

1€,

Siendo la probabilidad de supervivencia de un estado especifico, esperamos que la Ec.
(6.35) no difiera de la Ec. (6.4), es decir My p(t,tp) ~ Muyp(t,0). Esta constituye
nuestra primera expectativa a ser analizada con un modelo especifico. Por otro lado,

en el caso de Mx(t,t,),

Myt =Y o | X G100, 18] +
icA JEA (§#1)
=3 |48 5 ) 000, 1) 155]
jEB
DI D SN (O Z [ OI LT
ieA JEA (j#1)

(6.36)
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A pesar que el balance asintético entre los dos términos de la Ec. (6.36) permanezca
en el mismo balance que la Ec. (6.5), la relacién transitoria entre esos términos deberia
ser diferente. En particular, esperamos que el crecimiento a tiempos cortos de Mx (t) sea
mucho mds lento. Tal como ya mencionamos, cuando ¢, = 0, el decaimiento a tiempos
muy cortos de M ;(t) resulta del juego relativo entre el decaimiento de My, p(t), dado
en una escala de tiempo ~ 7y /N, y el aumento de Mx(t), también en una escala
~ 75/N. Si esta tultima cantidad creciera en una escala ~ 7x (o incluso mas lento),
luego el decaimiento a tiempos cortos de M ;(t) estarfa caracterizado por la escala
de tiempo ~ 75,/N. En otros palabras, M i(t,t,) ~ Mug(t,ty) ~ Muyp(t,0). Esto
significa que la observacién local es esencialmente un overlap global entre estados de
muchos cuerpos. Esta constituye la segunda expectativa a poner a prueba.

Podemos proponer también una idea operacional. Consideremos entonces un estado
de la base |5;) que pertenece a un dado subespacio m.(i). Ademds, asumimos que pr
puede producir la equilibracion, es decir, la polarizacion local alcanza un valor estacio-
nario, que consiste en la distribucién homogénea entre los espines del sistema. Si t,, fuera

mayor que la escala tipica de equilibracién, luego uno diria que

gl > formalmente
m (i)
representa una funcion de onda equilibrada del sistema, definida en un subespacio es-

pecifico. Entonces, proponemos aqui reemplazar una superposicion coherente ‘\PZ}L (Z.)>

por un estado aleatorio ‘@mz (i)>,

‘q)mz(i)> = Ek; \/W 1Bk) (6.37)

donde ¢, es una fase aleatoria uniformemente distribuida en [0,27). Tal como en la
Ec. (4.2), Din. (i) representa la dimension del subespacio de proyeccién etiquetado segin
m. (). Notamos que ‘q)mz(i)> no depende del indice especifico i (se elimina el superindice

entre corchetes), pero si depende del nimero cudntico m,(z). Usando tal ansatz, la Ec.

2>> : (6.38)

donde D, representa el peso estadistico de cada subespacio m,:

1 (N-1) 1 N -1
D,,. = D = . 6.39
mz % 2N—1 (mz + % -1 ( )

(6.35) se reemplaza por:

Mirs(t )~ 3 Do (([(@n] Os) 2,
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Aqui, 9( . 1) es la dimensién del subespacio con proyeccion m, — %, en un sistema de
N -1 espmes

La promediacién sobre estados aleatorios ((-)) se realiza en la Ec. (6.38), que en
la préctica involucra ~ 10 realizaciones del conjunto {¢,}. Es importante notar la
diferencia en el nimero de operaciones necesarias para computar las Ecs. (6.35) y
(6.38): mientras que la primera involucra la evolucién de 2V~! estados base, la segunda
involucra algunos pocos estados superposicién en cada subespacio.

El LE local se reduciria a:

My (t1y) ~ Maa(8) = (1 - M) [gj Do (([(@n.| Oupt0]2,)]1))

+ Mo

(6.40)
donde imponemos el plateau asintético Moo = limy_,oo M7 1(2). La Ec. (6.40) representa
la tercera expectativa que pondremos a prueba.

Podemos dar un paso més y preguntarnos si es posible utilizar un tnico estado
superposicion para calcular simultaneamente todos los subespacios. En tal caso, el

candidato seria

Z Weis% 1Br) . (6.41)

Aqui, ¢ es, como antes, una fase aleatoria. El indice de suma k en la Ec.(6.41) corre
sobre todo el espacio de Hilbert. El estado ‘CIYQ‘N> difiere de las superposiciones alea-
torias no polarizadas |®,~) introducidas en la Sec. 4.2.1. De hecho, se puede verificar
facilmente que (Pyn| SZZ |®yn) = 0 Vi. Por otra parte, podemos verificar también que

|<I>’2*N> implica una polarizacién homogénea en el sistema de espines,
2(®hn| 57 |P5n) = N1 Vi, (6.42)

El estado aleatorio definido en la Ec. (6.41) provee de una alternativa para el calcu-
lo de subespacios individuales. En particular, tal como en las Ecs. (6.38) y (6.40),

proponemos

Mrp(t,ty) <<‘<<1>2N\ULE |<1>2N>‘2>>, (6.43)

My (t,tp) ~ Mga(t) = (1 — M) <<‘<®§N‘ Upp(t) |‘I)§N>‘2>> + Mo (6.44)

respectivamente. Esta constituye nuestra iltima expectativa a probar.

128



6.5 Estados preparados dinamicamente

6.5.2. Resultados numéricos para el modelo 1D

Discutiremos ahora las expectativas puntualizadas en la Sec. 6.5.1 en el contexto
especifico del modelo introducido en la Sec. 6.4. En particular, consideraremos dos
preparaciones dinamicas diferentes. En términos de los Hamiltonianos de espin definidos
en las Ecs. (6.28) y (6.29), las dos alternativas son: ]:Ip =Hpupy ]:Ip = Hpp+(1/3)Hpn.
Cada uno de estos Hamiltonianos define su correspondiente funcién de autocorrelacion

“hacia delante”

Pl,l(tp) =2 (‘I'neq| Ug(tp)gfﬁp(tp) |‘I’neq> ’ (6-45)

que se evalia explicitamente en la Fig. 6.5 para los dos ﬁp considerados. La polarizacién
se considera equilibrada al alcanzar el plateau asintético N~1. Esto se observa que
ocurre en una escala de tiempo! bien definida, Teq ~ 2h/Jy para ambos casos. Tal
escala provee de una referencia para estimar la ventana de tiempo donde tomamos
tp. En particular, consideramos t, < 7eq y tp > Teq. Las elecciones de ¢, se muestran
explicitamente en la Fig. 6.5. Consistentemente, el DPLE M, ;(¢,%,) se evalia en la
Fig. 6.6 para estos tiempos de preparacion. Fijamos la magnitud de la perturbacién en
A=0.7.

En todos los casos con t, # 0, M 1(t,t,) decae més velozmente que M; 1(t,0).
Esto confirma la expectativa mas sencilla segin la cual, mientras mé&s correlaciona-
do sea el estado, més fragil serd frente a perturbaciones. Cuando ¢, > 74, observa-
mos que M 1(t,t,) satura en unica curva de decaimiento. En particular, para flp =
Hy + (1/3)Hppy, (es decir Fig. 6.6(b)), tal decaimiento se corresponde con Mg (t,0).
Esta observacion anticipa nuestra idea principal: una medicién local termina por trans-
formarse en una global, M; 1(t,t,) ~ My p(t,0).

Veamos cada contribucién en la Ec. (6.6) por separado. Por un lado, graficamos
en la Fig. 6.7 Myp(t,0) y Myp(t,10h/Jy) para dos elecciones de H,. Verificamos
nuestra primer expectativa en la Sec. 6.5.1, es decir My;p(t) no cambia significativa-
mente al realizar la preparacién dindmica: Myrg(t,t,) ~ My p(t,0) Vt,. Por otro lado,
mostramos en la Fig. 6.8 Mx(t,0) y Mx(t,10h/.Jy) para dos elecciones de H,. Se evi-

dencian diferencias considerables para tiempos cortos e intermedios, mientras que el

! Aqui, 7.4 juega el papel de la escala de tiempo experimental Tb, es decir, relativa a una interaccién

espin-espin “controlada”.
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Figura 6.5: Funcién de autocorrelacién definida en la Ec. (6.45), N = 12. (a) y (b)
corresponden a ﬁp = H,, y I:Ip = Hyn + (1/3)ﬁmn respectivamente. Las lineas sélidas
verticales indican los tiempos de preparacién seleccionados: ¢, = 0.0h/Jy negro, t, =
1.0n/Jy rojo, t, = 2.0h/Jy azul, t, = 7.0h/Jy violeta, t, = 10.0h/Jy gris, y t, = 15.0h/Jy

verde.

1.0 J
b
@ B ot,~00 [A13y] ®) W =00 [A3g]
0.8 A‘AAA ® =10 [y ® -1o[mgg] | |
“a ¢ A =20[03] A =20y
0.64 AA‘AJ:::- v 4,70 [13,] V=70 [113g] ]
M1 1(t,t ) | ‘A::: & o=10[my] & =10 [m3]
’ P A‘A.% *t=15[A] * tp=15[h/J0]
A © P
0.4+ A‘A '0.. —M,,(t t =0) — M., (p:o) N
A‘A‘.s P
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0.0
0 2 40 2 4
t (/) t (/]

Figura 6.6: M 1(t,t,) como funcién del tiempo ¢ para diferentes tiempos de preparacién
tp, N = 12. La linea horizontal a trazos corresponde a la asintota de equidistribucién 1/N.

Como referencia, el eco global M/p(t, t, = 0) se dibuja en linea continua negra.
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plateau asintético permanece igual. De acuerdo con el inset a tiempos cortos, mien-
tras que Mx (t,0) crece en un escala de tiempo 75/N, el crecimiento de Mx (¢, 10h/Jy)
resulta en una escala incluso mas lenta a la local 5. Esto automaticamente implica
que el decaimiento a tiempos cortos de M 1(t,t,) ocurre en una escala 7s/N, como

plantedbamos en nuestra segunda expectativa.

v T

M, (tt)
0.4-

0.2

0.0 -

Figura 6.7: El LE global o de muchos cuerpos. M/ p(t, t, = 0) corresponde a la linea con-
tinua negra. Los tridngulos azules representan My, 5 (t, 10h/Jy) y I:Ip = H,,,. Los cuadrados
rojos a Myp(t, 10R/Jy) y I:Ip = H,n + (1/3)ﬁnnn La linea verde a trazos corresponde a

la Ec. (6.38). La linea a puntos marrén corresponde a la Ec. (6.43). Inset: escala log-lineal.

Finalmente, en la Fig. 6.9 comparamos M; 1(t,15h/Jy) con los dos LE globales
definidos en las Ecs. (6.40) y (6.44). Puede apreciarse un acuerdo considerable. Esto
constituye un resultado relevante, dado que provee un criterio para la existencia de
equilibracién, al menos en lo que concierne al observable polarizacion local. En efecto, si
consideramos dos tiempos de preparacién diferentes, digamos ¢, y t,2, éstos originarian

dos estados preparados practicamente ortogonales,
<\I'neq| U;;r(tpl)Up(tp?) |‘I’neq> ~ 0(27N)' (6'46)

La Ec. (6.46) es una consecuencia de las correlaciones (fases) contenidas en los estados

131


7_From_Local_Global_LE/figures/mbprep1.eps

6. DEL LE LOCAL AL LE GLOBAL

t [7/J,]

Figura 6.8: Mx(t,t,) como funcién del tiempo ¢ para diferentes preparaciones dindmicas.
La linea sélida negra corresponde a t, = 0, los tridngulos azules a ¢, = 10i/Jy y I:Ip = ﬁnn,
y los cuadrados rojos a t, = 10h/Jy y H, = Hp, + (1/3)Hpnn- Inset: dependencia a
tiempos cortos. Aqui, Mx (¢,t, = 0) se grafica con cuadrados negros. La linea negra solida
corresponde al crecimiento cuadratico ~ No?t? (especificamente, la Ec. (6.18)), mientras

que la linea negra a trazos corresponde al aumento cuadratico ~ o2¢2.

132


7_From_Local_Global_LE/figures/mxprep.eps

6.6 Conclusiones

Up(tpl) |Wneq) ¥ Up(tpg) |Wpeq). Luego, podriamos afirmar que estos estados son drésti-
camente diferentes. Sin embargo, si ambos ¢,; y tp2 son mucho mas grandes que T,
la observacién local no depende de las fases especificas codificadas en Up(tp) |Wpeq). En
otras palabras, M 1(t,t,) pierde su dependencia en t,. En tal caso, las correlaciones son
inttiles, y uno puede usar en su reemplazo estados aleatorios para calcular el DPLE,

tal como en la Ec. (6.40).

1.0#,,\ ' ' ' -
. = My, (6 € =15 (/)
% === Mg,
1 % — ]
%

t [71/d]

Figura 6.9: El DPLE M, ;(t, 15/ Jy) evaluado para I:Ip = ﬁnn+(1/3)ﬁmm es comparado
con el LE global My (t) y Mya(t) (es decir, Ecs. (6.40) y (6.44) respectivamente). La linea
a trazos horizontal corresponde con la equidistribucién asintética Mo, = 1/N.

6.6. Conclusiones

El andlisis del LE aqui realizado complementa la formulacién introducida en el
Capitulo 3. Por una lado, consideramos la versién local del LE, M; 1, que estd definida
como una funcién de autocorrelaciéon de un espin. Por otro lado, definimos una version
global del LE, Mg, como el promedio del cuadrado de overlap entre funciones de onda
que evolucionan de acuerdo a diferentes Hamiltonianos (perturbado y sin perturbar).

Mientras que la primer cantidad constituye un observable experimental especifico, la
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segunda sélo ha sido considerada a nivel tedrico. Aqui, mostramos la relacién formal
entre ambas cantidades, particularmente en cuanto a escalas de tiempo caracteristicas
y la dependencia en V.

Analizando la expansién a tiempos cortos de M; 1 y My/p derivamos una relacién
precisa entre sus escalas de tiempo. En tal régimen, el decaimiento de M ; esta dado
por el segundo momento local promedio de la perturbacién (h/7s = \/p), y el de-
caimiento de Mg por N veces dicha tasa local (Nh/7x.). Esta relacién induce una
ley de escala Myp ~ (M171)N/4 que representa la extensividad de Mj;p. En tal caso,
la refocalizacién de un estado de muchos espines resulta de la refocalizacion de cada
configuracién individual de espines, como si se tratara de eventos independientes. La
evaluacién numérica en un modelo especifico muestra que el exponente disminuye leve-
mente con el tiempo, comenzando con el valor inicial N/4. Esta disminucién significa
que la refocalizacion de un configuracion local esté positivamente correlacionada con la
probabilidad de recuperar la configuracién de los espines vecinos.

Por otra parte, discutimos un panorama general de la dindmica del LE luego del
régimen de tiempos muy cortos. En general, la dependencia temporal de M resul-
ta de un juego entre la escala de tiempo que caracteriza las interacciones reversibles
(Tz) y la de la perturbacién (7x). Esto conlleva en udltima instancia a la escala ob-
servada experimentalmente T3, que resulta ser aproximadamente independiente de 75
pero fuertemente ligada a T5. La busqueda tedrica de la escala de tiempo emergente
T3 permanece abierta y un intento numérico para detectarla se discutird en el Capitu-
lo 7. Como se indica en la Ec. (6.20), evaluar una estimacién analitica requeriria una
suma detallada de los 6rdenes altos que wisten el término cuadratico de la expansién
perturbativa.

Finalmente, discutimos una serie de ideas operacionales para transformar el LE local
en un LE global. Esto significaria que el LE local pueda utilizarse para medir el overlap
global entre estados de muchos cuerpos. Aqui, el procedimiento de LE se modifica para
introducir una preparacién dinamica del estado inicial, que crea correlaciones via una
evolucién idealmente reversible. En la practica, confirmamos que un estado es més fragil
a medida que sea mas correlacionado. Mas atn, el decaimiento satura en una escala
de tiempo bien definida, que se corresponde con LE global de estados superposicién

aleatoria. Cabe mencionar que el esquema de preparacién dindmica aqui propuesto
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puede implementarse en un experimento de NMR, tal como se reporta para simular el
fenémeno de localizaciéon [AS11, ASK15].

Las contribuciones originales en este Capitulo estan actualmente en proceso de pu-
blicacion:
“Loschmidt echo in many-spin systems: contrasting time-scales of local and global mea-
surements.”, Pablo R. Zangara, Denise Bendersky, Patricia R. Levstein, and Horacio M.
Pastawski, submitted to Phil. Trans. R. Soc. A. Preprint available at arXiv:1508.07284
[quant-ph].
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Capitulo 7

Proliferacion de interacciones
efectivas: equilibracion inducida
por decoherencia en un sistema

cuantico cerrado

En este Capitulo evaluaremos el LE en una serie de sistemas interactuantes ce-
rrados. Tanto las interacciones reversibles como la perturbacion corresponden a una
situacion experimental real. Describiremos los mecanismos emergentes responsables del
decaimiento del LE y de la equilibracion del sistema. Ademds, describiremos como una
equilibracion, consecuencia de una dindmica unitaria, se convierte en irreversible en el

TL.

7.1. Introduccion

Disponiendo de la formulacién LE introducida en el Capitulo 3 y elaborada en maés
detalle en el Capitulo 6, estamos en condiciones de simular (de manera simplificada) la
esencia de un experimento real. En realidad, nuestro propdsito va mas alla de la repro-
duccién precisa de las condiciones experimentales. En cambio, buscaremos identificar,
como prueba de principio, los mecanismos responsables de una equilibracién irreversible
en el TL.

Un experimento estandar en NMR involucra una muestra cristalina con un nime-
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ro infinitamente grande de espines interactuantes. En contraste, cualquier evaluacién
numérica de la dindmica de espines debe restringirse a sistemas finitos. Esto puede pa-
recer una limitacion sustancial, pero permite un enfoque no posible en un experimento:
moverse progresivamente desde tamanos pequenos a grandes con valores de perturba-
ciéon controlados. La expectativa entonces es que los mecanismos de decaimiento del
LE y equilibracién del sistema eventualmente emerjan del aumento progresivo del ta-
mano del sistema hacia el TL. Nos centraremos en tal pregunta considerando sistemas
cerrados de hasta 20 espines interactuantes, cuya dindmica involucra por completo un
espacio de Hilbert de dimensién 2V. Adoptaremos un modelo con interacciones dipo-
lares “todos contra todos”, el cual permite suavizar fluctuaciones estadisticas y por lo
tanto facilitar la extrapolaciéon al TL. Complementaremos el estudio con un modelo 2D
con condiciones de borde periddicas.

Mostraremos que, en presencia de una pequeinia perturbacién Hamiltoniana, el de-
caimiento del LE sigue una FGR tal como sucede en los sistemas abiertos tratados
en los Capitulos 2 y 3. Dado que el sistema aqui considerado es cerrado (la pertur-
bacién estd dada por interacciones internas no controladas), la FGR indicaria que el
sistema actia como su propio ambiente. Ademads, observamos que luego de suficiente
tiempo, la excitacién inicial permanecerd equilibrada (homogéneamente distribuida) en
el sistema a pesar de la reversion. En otras palabras, la equilibracién originada por
el Hamiltoniano no perturbado se vuelve completamente irreversible en presencia de
una pequena perturbacion. El mecanismo responsable de la mencionada FGR corres-
ponde a la proliferacion de interacciones efectivas de dos y cuatro cuerpos mediadas
por procesos virtuales. Mostraremos explicitamente como el dominio de validez de es-
ta descripcién se ensancha a medida que N aumenta. Tal observacién sugiere que, en
el TL, la proliferacién de interacciones efectivas es el mecanismo buscado que rige la

irreversibilidad.

7.2. Hacia la simulacién numérica de un experimento LE

real

Comenzaremos refraseando el procedimiento LE introducido en la Sec. 3.2 y discu-

tido en las Secs. 6.2 y 6.3. El objetivo es, como dijimos, realizar la simulaciéon de un
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experimento real con varias simplificaciones. Seguiremos entonces el protocolo experi-
mental que se reporta en la Ref. [UPL98]. El estado inicial del sistema, definido en la
Ec. (3.1), corresponde a N espines-1/2 a temperatura infinita més una polarizacién lo-
calmente inyectada. Esta polarizacion inicial estd orientada en la direccion z del sistema
de referencia (terna) laboratorio, direccién en la cual un enorme campo Zeeman separa
energéticamente los estados de acuerdo a su proyeccién total de espin. Luego, a pesar
que los espines estarian sujetos a la interaccién dipolo-dipolo completa, la evoluciéon

estd dada en cambio por Hamiltoniano dipolar truncado[SI1i80],

N
Hay = 3 JEP(N) [25*53; - (”*‘ 5T 4 S j’)} (7.1)
ivj
N
- Z J&r(N) [23;5‘; - % (S;FS; +8; j)} , (7.2)
2Y)

que corresponde con una anisotropia a = 1. Esta interaccién conserva proyeccioén total
. . . L N &4
de espin y recibe el nombre de secular. La simetria [Hgp, > ;1 S7] = 0 provee de la
estructura de subespacios etiquetados por el nimero cuantico m.,.
. . di .
Elegimos la constante de acoplamiento Jijlp (N) correspondiente a un modelo de

alcance “infinito” o “todos contra todos”,

THN) = TN = (1) x (<1 x S (73

Aqui, x es un nimero aleatorio tomado de una distribucién uniforme en [—0.1,0.1] que
remueve degeneraciones al mismo tiempo que mantiene pequenas las fluctuaciones del
segundo momento local promedio. Dado que el signo de la interaccién dipolar en un
cristal depende de la orientacién espacial del vector inter-espin, tomamos el nimero
k de una distribucién binaria aleatoria en {0,1}. El precio a pagar por la red todos
contra todos es la ausencia de una estructura dinamica jerarquica propia de los sistemas
experimentales.

El factor 1/ VN asegura que el segundo momento local de la interaccién dipolar O'Czh-p

permanece constante a medida que N cambia:

=l

N N dip 2
1 1 Jii " (N) J?
RSO (ﬂT ~ 2 (7.4)

i=1 =1 | j (1)
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Por lo tanto, independientemente del tamano de los sistemas involucrados, i/ agip
recupera el tiempo caracteristico espin-espin T, y consecuentemente Jy representa las
unidades de energia inherentes al problema. Ademas, afhp es el analogo de ag introdu-
cido en la Ec. (6.15).

Una evolucién “hacia delante” regida por fIdip puede revertirse experimentalmente
via una secuencia de pulsos apropiada [UPL9S8]. Con el propdsito de realizar la inversién
de signo I:[dip — —ﬁdip, el estado del sistema se rota en la direccién de un campo
de radiofrecuencia (rf) que se enciende inmediatamente después. Este campo de rf se
encuentra perpendicular al campo Zeeman original, y define un sistema de referencia
(terna) rotante. Redefiniendo la direccién z en tal terna, el campo de rf provee un
Hamiltoniano Zeeman: N

Hy =Y hws;. (7.5)
i=1
Notemos aqui que Hy crea gaps de energia finitos, de magnitud hwi, separando los
subespacios. Estas diferencias de energia no son tan grandes en comparacién con las
diferencias “infinitas” generadas por el campo Zeeman de la terna laboratorio. En
consecuencia, lo términos del Hamiltoniano dipolo-dipolo que no conservan polariza-
cién, llamados no-seculares, se vuelven relevantes en la terna rotante. El signo de la
contribucién no-secular no puede invertirse experimentalmente. Luego, esos términos
constituyen la perturbacién i], aqui representados por el Hamiltoniano double quantum
(DQ):
N N
S = Ha =Y JEN) [S787 = S8Y] = D Sa v [SHSF +8787] . (76)
0. 0]
La constante de acoplamiento ijq(N ) satisface una definicién andloga a la Ec. (7.3).
Notar que [I:[dmzi]i 1 S'f] % 0 dado que ﬁdq mezcla subespacios cuyas proyecciones
asociadas difieren en dm, = £2 [BMGP85, MPM8&7]. Experimentalmente, estas transi-
ciones inter-subespacio se suprimen parcialmente incrementando la magnitud de la rf,
es decir hw[Usa99, PLUT00].

Con el propédsito de simular el procedimiento de LE, asumimos que la evolucion
hacia delante ocurre segun el Hamiltoniano no perturbado flo = fldip + Hy. Atn
cuando esta evolucién corresponderia al sistema de referencia laboratorio, la inclusién

del término Hz responde a una reversién simétrica. Ademads, dado que [Hg;p,, Hz] = 0,
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no se introduce dindmica no-trivial al procedimiento. A tiempo tg, una secuencia de
pulsos cambia el signo de -gd'ipa y origina una evolucion hacia atrds en presencia de la
perturbacién. Entonces, la evolucién revertida estd descrita por —Hy+ 3 = —]:Idip —
Hy + I:qu, la cual en el experimento se corresponderia genuinamente con la terna

rotante. Los operadores evolucion para cada periodo de tiempo tr son

O, (tr) = exp[—iﬁﬁotlg] (7.7)

U_(tr) = expl—(~Ho + D)t (78)

respectivamente. Estas definiciones son diferentes a las Ecs. (3.2) y (3.3). Aqui, la
perturbacion 3 actda s6lo durante la evolucién “hacia atras”, dado que ocurre en la

terna rotante. Auin asi, el operador LE se define como en la Ec. (3.4),

ULE(QtR) = U—(tR)U+(tR)7 (7.9)

y produce una refocalizaciéon imperfecta a tiempo 2tg, que formalmente se define segin

la Ec. (3.5) pero en la practica se evalia conforme a la Ec. (3.13).

7.3. Ideas fisicas subyacentes respecto a la dinamica del

sistema

7.3.1. La estructura espectral

0. B (H,,) I P (H;,) I
=2 P n-0 Gn-z]
| |

Figura 7.1: Esquema de la LDoS correspondiente a la distribucién del estado inicial (Ec.

(3.1)) sobre la base de autoestados del Hamiltoniano sin perturbar Hy;, + Hyz.

La informacién contenida en el dominio temporal, esencialmente dada por la escala
de tiempo experimental T3, puede complementarse con la imagen espectral provista
por la LDoS. Tal como ya discutimos en los Capitulos 2 y 4, la LDoS exhibe cémo un

estado particular se distribuye entre los autoestados de un dado Hamiltoniano. Auin
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cuando nuestra evaluacién de la dindmica no involucra diagonalizacién (ver Apéndice
A), podemos inferir la estructura de la LDoS no perturbada (PAIdZ-p + Hy) respecto al
estado inicial definido en la Ec. (3.1). Para hw; = 0, los subespacios de proyeccién
estdn basicamente degenerados, y la LDoS es una tnica Gaussiana de ancho <H§ip> =

S 02/4~ Nagip/ll, es decir el segundo momento global de ]:Idip. Si hw 2 \/(H2 ), la

dip
LDoS evidencia la separacion de energia entre subespacios. Un subespacio de proyeccion

m, tiene energia media F,,, ~ m,hw;, y por lo tanto la LDoS sin perturbar en cada

subespacio es:

Panle) = ey |

27T<H§Z-p

(e = Em, )2

72<H021ip> (7.10)

La estructura de la LDoS aqui descrita se muestra en la Fig. (7.1). El dominio temporal
puede reobtenerse usando la transformada de Fourier de P, (¢)[THVS14, THS14b,
THS14a).

7.3.2. La probabilidad de supervivencia y equilibracién

Anéalogamente a discusiones previas, como por ejemplo en las Ecs. (5.6) y (6.45),
evaluamos las funciones de correlacion “hacia delante” Py ;(t) definidas para los Ha-

miltonianos introducidos en la Seccién (7.2). En particular, definimos

; i~ ne i

P (1) = 2 (Uneq| exp{ 5 Haipt } 57 exp{ = Haipt} [Vneq) . (7.11)
Lo o i

P (£) = 2 (Wneg| exp{5 Hagt} 5 exp{—3 Hugt} [Wneq) . (7.12)

y

P (t) = 2 (W, exp{% (ﬁdip + Hyy + ﬁz> £}$7 exp{—% (ﬁdip + Hyq + ﬁz) 1} [ Wrneq) -
(7.13)
La Fig. 7.2 muestra la dependencia temporal explicita de estas funciones de corre-
lacién. Por un lado, observamos que fldip produce equilibracién de la polarizacion en
el sistema,

PIP(t > 1) ~ N7, (7.14)

que esencialmente es el mismo comportamiento analizado para la Ec. (6.45). De he-

cho, aqui 7.4 ~ h/ Ufh.p ~ Ty. Por otro lado, ]:qu destruye la polarizacion ya que
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Total

\ 4
Pyi(t) \ _
\
1 \ 1 1 -
0.4 08 ([, 12 |
1 2 1
5 10

t [7ild,]

Figura 7.2: Funciones de autocorrelaciéon o SP definidas en las Ecs. (7.11), (7.12) y (7.13).
Pf{ P(t) corresponde la linea negra continua, Pﬁ 1(t) a la linea negra a trazos, y P{%*(t) a
las lineas en colores continuas (de abajo hasta arriba, aumentando fuwq ). Inset: dependencia

a tiempos cortos.

0.18 . . i ' ' ' ' ' ' | | |
sk HM H HHH{H} (a)_ 0301 (b) ]
0.25 ]
P S BRI TR EIETRITE |
1,1(00)0'09_ . ﬁ | Pl’l(;fg_ ;

TImET 2 E 3T EEE mm

0.06 | = x5 s se I 1
Eﬁ

W 'J' j 0.00
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d*Y 1 (ho) N

0.03} =

0.00

Figura 7.3: Asintotas de la autocorrelacién en la Ec. (7.13). (a) P{Y*(t > 74) como
funcién de la perturbacién. De arriba a abajo, N = 10,12,14,16, 18,20, 22. (b) P{5*(t >
Teq) Dara (qu)2 /(fuww1) — 0 como funcién de N. Esta cantidad corresponde a los plateaus

en (a). La linea azul continua es f(N) = N~1.
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[ﬁdm ZZ]\LI Sf] 7& 07
Pl(t> 1eq) =0 (27V), (7.15)

donde 7.4 ~ h/ J?lq ~h/ Ufhp.

Resulta natural entonces preguntar por el comportamiento asintético de Pff’f“l(t).
Este se corresponderia con el juego relativo entre la mezcla intersubespacio inducida por
H dq ¥ la efectividad de H en el truncamiento de tal mezcla. Luego, si hwy es pequeno en
comparacion a un elemento de matriz tipico J;qu, entonces el comportamiento asintotico
se corresponderia con la Ec. (7.15). Por el contrario, si hiw; es lo suficientemente grande,
la dindmica quedaria restricta dentro de los subespacios (intra-subespacio), y la asintota
serfa como en la Ec. (7.14). De hecho, esto es lo que efectivamente observamos en la
Fig. 7.2, y resumimos sistematicamente en la Fig. 7.3. En particular, en la Fig. 7.3(a)
mostramos Pf?f“l(t > Teq) como funcién de (J dq)2 /(fwn). Tal pardmetro cuantifica el
grado de truncamiento de las transiciones DQ debido a la potencia de la rf hwq. El
significado fisico de esta magnitud se analiza explicitamente en la Sec. 7.3.3.

Para sistemas pequenos, la equilibracién para hw; grande corresponde a un valor
levemente por encima del ideal 1/N. Este efecto artificial y se originarfa en algin tipo
de frustracién en el modelo especifico utilizado. La Fig. 7.3(b) muestra que la asintota

1/N se vuelve muy precisa para N 2 18.

7.3.3. De las interacciones virtuales a una FGR efectiva

Antes de evaluar explicitamente la dinamica LE, haremos un breve paréntesis para
discutir un mecanismo fisico crucial. Ya mencionamos en la Sec. 7.2 que la perturbacién
no secular 3 mezcla solamente estados de diferentes subespacios Zeeman (d6m, = £2).
En principio, esta condiciéon impide la aplicacion directa de la FGR en la manera
que se presento en la Sec. 2.4.2, pues se requiere la mezcla de infinitamente muchos
estados cuasidegenerados. Sin embargo, ya desde una idea sugerida por los experimentos
[PLUT00], la interaccién DQ puede producir términos seculares efectivos que resultarfan
importantes en el TL. Formalizaremos ahora estas ideas mostrando cémo una pequena
perturbacién no secular puede acoplar estados cuasidegenerados (mismo subespacio) a
través de procesos virtuales que involucran estados excitados.

Un dado subespacio con proyeccién total m, estd acoplado via la interaccion DQ a

los subespacios correspondientes con m,+2y m,—2. En otras palabras, la perturbacién
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>} produce transiciones con dm, = £2 que involucran una diferencia de energia de
2hwi. Sin embargo, hay transiciones de orden mas alto que evitan tal diferencia de
energia. Por ejemplo, cuando el estado |1/]) transiciona a |TM1) y luego a |||1) (de
regreso al subespacio inicial), obtenemos un flip-flop efectivo entre los espines 1 y 3.
Esto constituye un acoplamiento efectivo intra-subespacio de orden (J9)2/(hw;). Un
proceso mas sofisticado ocurre cuando [11].]) transiciona a [1111) y luego de regreso a
[4411). En tal caso, tenemos una interaccién efectiva de cuatro cuerpos. Luego, si los
gaps de energia hwi son muy grandes, las transiciones inter-subespacio quedan truncas,
pero cobran relevancia aquellas intra-subespacio mediadas por subespacios satélite. El
correspondiente Hamiltoniano efectivo que representa esta fisica es,

N N gdq ydq

- T dij (ot ata-o— | a-a—atat

Vers = 3% G (S8 8787 + 8788787 ). (7.16)
kJl ]

La derivacién de este Hamiltoniano efectivo se justifica ya sea usando GF [PTMO02] o
bien la teoria de Hamiltonianos promedio (AHT) [HW68]. Ambos procedimientos se
discuten en el Apéndice B. Es importante notar que v, #f puede de hecho mezclar estados
cuasidegenerados con el mismo nimero cudntico m,. Mas atin, puede acoplar estados en
el mismo subespacio que no estaban originalmente acoplados via ]:Idip. En la practica,
esto significa que aparecen elementos de matriz efectivos en lugares donde el H dip tenia
entradas nulas. Esto constituye una considerable proliferacion de interacciones.

En principio, pueden ocurrir interferencias destructivas. Por ejemplo, la transicién
del estado [T11)) a [T111) v luego de regreso a |} 11) cancelaria la transicién de |11]])
a [Lddd) v luego de regreso a ||{11). Muchas de estas interferencias destructivas se ori-
ginan en el modelo “todos contra todos”, es decir Jldq = J;qu para cualesquiera indices
l,k,7,j. En nuestro caso, removemos tales interferencias randomizando los pardametros
k y x. Otros modelos realistas, en los cuales la intensidad y el signo de las interacciones
espin-espin depende de su posicién espacial relativa, no exhibirian tales interferencias.
Por el mismo argumento, las correcciones de hopping representadas en la Ec. (7.16)
terminan por generar entradas casi aleatorias en el Hamiltoniano efectivo de cada
subespacio. Esta proliferaciéon justificaria el modelado de la dindmica usando Teoria
de Matrices Aleatorias en sentido estandar en vez del uso del Ensamble Aleatorio de

Dos Cuerpos [BF71, FGI96].
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El paso natural consiste ahora en formular una descripciéon FGR. efectiva inspirada
en el procedimiento estandar de la Sec. 2.4.2. Consistentemente, definimos el segundo

momento global de las interacciones efectivas:

V) <Z‘ (BI Vers le) ‘ > =

donde a es un coeficiente geométrico que representa el nimero medio de estados aco-

NEUON
2hw1

, (7.17)

plados a un dado estado «. Ademsds, (-), denota el promedio sobre autoestados no
perturbados a. En analogia a la Ec. (2.22),
2

dejy,

|y’
“ 2wy

Pep~m (Vi) dogy = (7.18)

donde ngCIf es la DDCS por la interaccién efectiva. Puede estimarse como dcyy ~ b.J dip,
con algin coeficiente geométrico b < 1. Tanto a como b representan un juego sutil entre
N, el numero de coordinacién de la red, las reglas de seleccién, etc.

En lo que sigue, presentaremos el estudio numérico de la dindmica LE para mostrar
su dependencia en la magnitud de la perturbacién efectiva X ¢ = (qu)2 /(fwn). Uno

de los propésitos sera verificar la validez de la FGR efectiva.

7.4. La dinamica LE

La Fig. 7.4 muestra dindmicas LE representativas para diferentes intensidades de
perturbacion X s . En particular, Figs. 7.4 (I) y (II) muestran una transicién Gaussiana
a exponencial a medida que Xy disminuye. Una transicién similar ya ha sido discutida
para la SP de estados especificos [F101b, SBI12a, SBI12b].

Las Figs. 7.4 (III) y (IV) muestran un plateau asintético finito para My (t —
o0) que aparece cuando la perturbacion es lo suficientemente pequena (es decir, hw;
grande). Para cuantificar esta observacion, graficamos en la Fig. 7.5 las asintotas del
LE como funcién de ¥.r¢. Por debajo de un umbral de perturbacién, alrededor de
Yerr S 0.05Jy en la Fig. 7.5, el LE se equilibra en un valor ligeramente superior a 1/N.
La equilibracién asintética 1/N se vuelve muy precisa para N mayor a 18, similar a lo
que se muestra en la Fig. 7.3(b). Es importante remarcar que esta equilibracién va més
alld de la equilibracién “hacia delante” de la Ec. (7.14). De hecho, la reversién perfecta

la evolucién dipolar desharia la equilibracion “hacia delante”. Sin embargo, el hecho
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Figura 7.4: La dependencia explicita del LE, N = 14. Las magnitudes de (J%)2/(fw;) en
unidades de Jp son, de arriba a abajo, (I): 0.67, 1.35, oo; (II): 0.19, 0.21, 0.23; (III): 0.071,
0.048, 0.038; (IV): 0.013, 0.009. Los gréficos (I) y (II) estdn en escala log-lineal, mientras
que los gréficos (ITI) y (IV) estan en escala lineal.
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7. PROLIFERACION DE INTERACCIONES EFECTIVAS:
EQUILIBRACION INDUCIDA POR DECOHERENCIA EN UN
SISTEMA CUANTICO CERRADO
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Figura 7.5: La asintota del LE Mj (t — o0) (puntos negros) como funcién de
(J9)2 /(hw) en unidades de Jy. Las etiquetas I, IT, IIT y IV corresponden a los casos repre-
sentativos que se muestran en la Fig. 7.4. Los puntos verdes corresponden a Pff’f“l (t — o0),
tomado de la Fig. (7.3). N = 14.

que M; 1 (t — 00) aun asi permanezca ~ 1/N significa que la perturbacién estabiliza el
desparramo de la polarizacién, convirtiéndolo en irreversible. Ademads, es notable que el
estado final es consistente con la conservacién de proyeccion total a pesar del caracter
no-secular de la perturbacion DQ. Esto indica la relevancia de las interacciones efectivas
discutidas en la Sec. 7.3.3, ya que provee de un mecanismo especifico de decaimiento
del LE respetando la conservacion de espin.

Para cuantificar el decaimiento del LE, definimos su tiempo caracteristico de de-
caimiento 74 segtiin M 1(74) = 2/3. Graficamos las tasas (inverso del tiempo) 1/74 en
la Fig. 7.6 como funcién de ¥ ¢ para N = 12,14,16. Para cada tamano de sistema,
identificamos el régimen donde la tasa de decaimiento es proporcional a ¥.ry y donde
aumenta con el cuadrado de tal magnitud. El primer caso puede entenderse como es-
trictamente perturbativo, como en el decaimiento cuadrético descrito en las Ecs. (3.26)

y (6.16). El segundo esta asociado con la FGR efectiva, es decir Ec. (7.18), dado que
1/7y — 1/T¢ N x X2 Sy 1/T¢N — 0 cuando N — oco. La observacién numérica de que
la entrada en el régimen FGR se mueve sistematicamente hacia perturbaciones mas

débiles a medida que N aumenta constituye uno de los principales resultados de este

148


6_Proliferations/figures/asintotasLE.eps

7.4 La dinamica LE

10°F™ u r .....;,...5., -
FGR & e
. LI
1 0-1 L Régimen efectiva £ ]
perturbativo w . 3
1z, [ R
107k Pt 1
E ':—'__-"
[ ,_,_)_f—’
10°F o 3
---------- o
—‘—— )
4 N=12 ]
10 2
0 -+ ettt ettty
10 Er anm " (I)I?
' FGR O s £
I l. = eff
10"k efectiva | &/ -
3 amga,’ E
f Régimen .34 3
1 /T¢ 3 F perturbativo ’,', 1
10 Er I‘ ot ~|Zeff| 15
: [. _-"—‘
N avy o
10° 3 yl E
E e E
4 el
10 .=~ N=14 5
0 Eﬂ——’l 3 1 . [
10 nagdl T T ..,‘. . = T .15
vy s 2
|t FGR £ 7 et
10 ; s,/ 2
0 Régimen efectiva 5 E
[berturbativo v ]
1/% o af pd
107 F e s 1
a L ~| eff4
of oy
10°F W ]
3 s 3
s 7,
"
4 “ -
10° f--" N=16
10° 10° 10" 10’

5 ="/ (ho)

Figura 7.6: Las tasas de decaimiento del LE, 1/74 (escala log, en unidades de Jy/k) como
funcién de la perturbacién efectiva Xcrp = (J)?/(hw;) (escala log, unidades de Jy), para

N = 12,14, 16. Las etiquetas I, II, IIT y IV de las Figs. 7.4 y 7.5 estan incluidas en el caso

N =14.
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Capitulo.

La comparaciéon entre las Figs. 7.5 y 7.6 para el caso N = 14 evidencia que el
régimen donde la FGR efectiva es valida coincide con la equilibracién ~ 1/N de la po-
larizacién. Esto contrasta con el comportamiento no-ergédico esperado para el régimen
perturbativo.

Reescribamos ahora nuestras observaciones explicitamente en términos de escalas
de tiempo. Un avezado fisico experimental podria tener a su disposiciéon una rf fuwy
extremadamente grande, pero en cualquier caso tal magnitud sera siempre inevitable-
mente finita. Esto significa que hay una perturbacién arbitrariamente pequena (pero
nunca nula) que tiene asociada un tiempo caracteristico (finito) de la FGR efectiva
7. Entonces, supongamos ademds que la evolucién dipolar U dip(t) lleva al sistema a
equilibrar como en la Fig. (7.2). Més atin, asumamos que el sistema permanece equi-
librado durante un tiempo ¢ > 74. Entonces tal equilibraciéon unitaria se convierte en

irreversible para cualquier propdsito practico.

7.5. Lared 2D

@) (b)

o
I

©
~

(©)

1 2 3 4 1 2 3 4 5

Figura 7.7: Las redes 2D con condiciones de borde periédicas. (a) N =9, (b) N = 12,
(¢) N=16,y (d) N = 20.
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7.6 Conclusiones

Los resultados numéricos discutidos anteriormente pueden reproducirse en una red
jerarquica, en la cual el nimero de coordinaciéon no dependen de N. En particular,
consideramos una serie de redes 2D con condiciones de borde periédicas tal como se
muestra en la Fig. 7.7. La emergencia de la FGR efectiva puede verificarse en la Fig.

(7.8) donde las tasas 1/74 se grafican como funcién de Y.
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Figura 7.8: Las tasas de decaimiento del LE 1/7, (escala log, en unidades de Jy/h)
como funcién de la perturbacién efectiva Yepp = (J9)%/(hwq) (unidades de Jp). Cada
caso corresponde a una de las redes que se muestran en la Fig. 7.7. La linea azul a trazos

representa la ley de potencias (X.f f)l, mientras que la linea verde a trazos representa
2
(Xerf)”

7.6. Conclusiones

Hemos evaluado el LE en una serie de sistemas finitos interactuantes cuya dindmica
involucra el espacio de Hilbert completo. Con el propésito de analizar la emergencia del
TL a medida que N aumenta, adoptamos primero un modelo con interacciones “todos

contra todos” y luego un modelo 2D con condiciones de borde periddicas. La dinamica
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dipolar “hacia delante” esta dada por un Hamiltoniano dipolar truncado H, que provee
una descomposicién natural del espacio de Hilbert en subespacios con proyeccién defi-
nida. Tal como en los experimentos originales, una perturbacién no revertida )y acopla
los subespacios, que a su vez estan separados por gaps de energia controlables.

Analizamos un régimen en el cual la perturbacion induce interacciones efectivas de
dos y cuatro cuerpos, que pueden mezclar estados cuasidegenerados. Estos estados no
estaban acoplados originalmente por la interaccién dipolar truncada. Ademds, dado
que las interacciones efectivas tienen menos restricciones en cuanto a sus reglas de
seleccion, terminan proliferando en cada subespacio. En tal régimen, el decaimiento
del LE esta caracterizado por una FGR efectiva cuyo dominio de validez se ensancha
hacia perturbaciones cada vez mas débiles a medida que N aumenta. El andalisis de este
umbral sigue una secuencia especifica en los limites: primero N — oo y luego ||%] — 0.
Concluimos que, en el TL, cualquier pequena perturbacién produce un decaimiento del
LE regido por una FGR efectiva que lleva a la equilibraciéon de la polarizacién en el
sistema.

En sentido estricto, la dinamica “hacia delante” puede equilibrar asintéticamente
la polarizacion local en el sistema. La observacién mas importante, radica en que si el
sistema permanece equilibrado por un tiempo mayor al de la FGR. efectiva, entonces
permanecerd irreversiblemente en ese estado. En otras palabras, la excitacién perma-
nece homogéneamente distribuida a pesar de la reversién. Por lo tanto, ain cuando el
estado equilibrado contenga correlaciones que codifican el estado inicial, tales correlacio-
nes son inutiles en presencia de una perturbacién arbitrariamente pequena. Cualquier
intento de revertir la dindmica resultaria infructuoso.

Las contribuciones originales en este Capitulo fueron publicadas en:

“Proliferation of effective interactions: Decoherence-induced equilibration in a closed
many-body system”, Pablo R. Zangara, Denise Bendersky, and Horacio M. Pastawski,
Phys. Rev. A 91, 042112 (2015).
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Capitulo 8

Conclusiones finales

En esta Tesis evaluamos sistematicamente la dinamica cuantica de sistemas de mu-
chos cuerpos con el fin de estudiar varios fenémenos interrelacionados: decoherencia,
equilibracién, localizacién e irreversibilidad. Los métodos involucrados incluyen tanto
técnicas analiticas como numéricas. Por un lado, la herramienta analitica mas relevante
empleada fue el formalismo de funciones de Green (GF), ya sea en la representacién
energia o como propagadores temporales. Por otro lado, la evaluacion numérica de la
dindmica de los sistemas de espines se realizdé mediante un algoritmo de Trotter-Suzuki
altamente optimizado implementado en procesadores grificos (GPU).

En primer lugar, consideramos un sistema de dos estados cuya dindamica coheren-
te se degrada progresivamente debido a la presencia de un ambiente 1D de espines
débilmente acoplado. Evaluamos la evolucién temporal (“hacia delante” en el tiempo)
y la dindmica de decoherencia se obtuvo a partir del decaimiento de una probabilidad
de supervivencia. Alli, nuestro principal objetivo era cuantificar las escalas de tiempo
involucradas en el proceso de decoherencia, utilizando la regla de oro de Fermi (FGR)
como nuestro paradigma fundamental. Las tasas de decaimiento FGR analiticas fueron
evaluadas de acuerdo con aproximaciones Markovianas y no Markovianas. En el primer
caso, la tasa FGR se evalia en el centro espectral y en consecuencia se pierde la depen-
dencia en energia. Por lo tanto, no hay efectos de memoria ni “juego coherente” entre el
sistema y el ambiente. En el segundo caso, la tasa FGR surge de un cédlculo exacto auto-
consistente que requiere el conocimiento preciso de los polos de la GF. En ambos casos,
la tasa FGR resulta ser el producto entre una apropiada densidad de estados directa-

mente conectados (DDCS) y el segundo momento de la interaccién sistema-ambiente.
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Ademas, la forma funcional de la DDCS depende no sélo de la estructura espectral
particular del ambiente sino también de cémo interactian especificamente sistema y
el ambiente. Por ejemplo, se demostré que una interacciéon Ising con un ambiente 1D
de espines produce una correspondiente DDCS que puede ser identificada como una
densidad 2D de estados de una particula.

El siguiente paso consiste en abordar el problema anterior en un escenario de muchos
cuerpos interactuantes. Entonces, consideramos la dinamica de un exceso de polariza-
cién local que evoluciona en un sistema de muchos espines. Como antes, la evolucién
coherente de tal excitacion se degrada por el acoplamiento débil a un ambiente de
espines. Con el fin de cuantificar la decoherencia, introdujimos un procedimiento de
reversién temporal que nos llevé a definir el eco de Loschmidt (LE) como una funcién
de autocorrelacion de espin M 1. Luego, evaluamos numéricamente el LE en una con-
figuracién tipo escalera de espines, es decir, dos cadenas XY (integrables) acopladas
lateralmente. Una de ellas hace las veces de sistema y la otra de ambiente, con lo cual
la dindmica en la primera es reversible, mientras que en la segunda no lo es. La inte-
grabilidad se pierde completamente debido al acoplamiento inter-cadena. Mostramos
que las tasas de decaimiento del LE escalan con la magnitud del acoplamiento segin la
FGR. Por otra parte, estas tasas pueden separarse en dos contribuciones asociadas a
dos procesos especificos en la interaccion sistema-ambiente. Estos son los términos XY
e Ising presentes en el Hamiltoniano inter-cadena. Siempre que haya una contribucién
Ising finita, se observa un offset en la dependencia de la tasa FGR como funcién del
acoplamiento (precisamente en el limite de acoplamiento cero). Esto sugiere que tal
interacciéon impone una ruptura abrupta de integrabilidad. Ademads, es muy sugerente
de un posible mecanismo hacia una decoherencia independiente de perturbacion (PID).
En general, el enfoque LE demostro ser particularmente 1til en un problema de muchos
cuerpos, ya que filtra la parte irrelevante de la dindmica (en este caso, la integrable y sus
interferencias especificas) y permite enfocarse precisamente sobre cémo una dindmica
coherente se destruye por la perturbacion. Ademds, dado que el LE proporciona un
acceso continuo a la dindmica de la decoherencia, compara favorablemente con respec-
to al analisis estandar basado en la degradacién de interferencias hacia delante en el
tiempo.

Luego pasamos a considerar sistemas cerrados de N espines. Alli, presentamos la

idea de equilibracion. En el caso de nuestra excitacién local, equilibracion significa que
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debido a las interacciones espin-espin, la polarizacién se desparrama en todos los espi-
nes del sistema, lo que conduce a una distribucién uniforme de tal observable. A partir
de entonces, el valor esperado de la polarizacién se mantiene cercano a 1/N durante la
mayor parte del tiempo, incluso cuando la dindmica es totalmente unitaria. Generaliza-
mos esta idea para varios observables de pocos cuerpos, y analizamos las fluctuaciones
temporales alrededor de los valores asintéticos estacionarios (equilibrados). Mostramos
que la amplitud de las fluctuaciones temporales disminuyen con N segin ~ exp(—krN),
anuldndose en el limite termodindmico (TL). Este comportamiento se cumple para una
amplia variedad de estados iniciales, Hamiltonianos y observables. En particular, el
coeficiente k guarda relacién con como se distribuye el estado inicial respecto a la base
de autoestados del Hamiltoniano (densidad local de estados). Mdas precisamente, k de-
pende de cuan cercana o similar es dicha distribucién respecto a la maxima distribucién
posible (“distribucién cadtica”) o energy shell. El maximo valor de k se observé para
estados iniciales dados por estados de superposicién aleatoria.

La llamada “ruptura de ergodicidad” impide que se produzca la equilibracién de
observables. Esta situacién particular ocurre cuando los sistemas son extremadamente
interactuantes o bien por presencia de un potencial desordenado. Mas precisamente, un
sistemas de espines limpio (sin desorden) pero con fuertes interacciones Ising evidencia
un comportamiento vitreo, asociado a la fase aislante de Mott. Paralelamente, un sis-
tema no interactuante, pero totalmente desordenado sufre una transicién de Anderson
a un régimen localizado, en el que una excitacion local no puede difundir. Si tanto
las interacciones como el desorden estan presentes, se produce un juego no trivial entre
tales procesos. Esto conduce a un diagrama de fases dinamicas que muestra las regiones
ergddicas y no ergédicas. Alli, una transicién especifica “de extendido a localizado” (es
decir, de ergddico a no ergddico) ha generado recientemente intenso debate: la localiza-
cion de muchos cuerpos. Esta tltima indica la apariciéon de una fase localizada cuando
el desorden aumenta para un valor fijo de interacciones.

Nuestro enfoque para estudiar el diagrama mencionado, basado en la evaluacion del
LE para un sistema finito dado, revelé una sorprendente topografia en la que las fa-
ses ergddicas y no ergddicas se interponen mutuamente. Ademds, proporcionamos una
estimacién de las lineas criticas que separan la fase ergddica de las fases no ergédicas
alrededor de las transiciones Mott y Anderson. Las incertidumbres de energia introdu-

cidas por, respectivamente, el desorden y las interacciones, promueven esos umbrales a
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lineas criticas que se doblan hacia perturbaciones mas fuertes. Cabe destacar que las
estimaciones de las lineas criticas se encuentran en buen acuerdo con el diagrama de
fases derivado de la dindmica LE. Adicionalmente, nuestros resultados indican que la
transiciéon vitrea-ergddico, que se observa al aumentar el desorden desde cero en un
sistema con fuertes interacciones, es un buen candidato para una abrupta QDPT.
Posteriormente, realizamos un analisis mas detallado del LE, definido como la au-
tocorrelaciéon local M 1, en el que identificamos sus dos contribuciones no locales. Esto
nos llevo a definir un LE global o de muchos cuerpos, Mg, que resulta ser el andlogo
a la definicién del LE de un cuerpo [JP01]. Mostramos también la relacién formal entre
M1y My, en lo que concierne a escalas de tiempo caracteristicas y dependencia en
N. En particular, mediante el andlisis de una expansién a tiempos cortos, derivamos
una ley de escala Myp ~ (Ml,l)N/ 4 que da cuenta de la extensividad de M;p. Esto
significa que la refocalizacién de un estado de muchos espines resulta de la refocalizacién
de la configuracién de cada espin individual, como si fueran eventos estadisticamente
independientes. La evaluacion numérica en un modelo de espines particular mostré que
el exponente disminuye ligeramente con el tiempo, a partir del valor inicial N/4. Es-
to implica que la refocalizacién del estado de un espin individual estd positivamente
correlacionada con la probabilidad de recuperar la configuracién de sus vecinos.
Discutimos una serie de ideas operacionales para transformar un LE local en uno
global, por medio de una preparacién dindmica (LE preparado dindmicamente, DPLE).
El DPLE se basa en una evolucién unitaria, una “preparacién”, que crea un estado
con NNy espines correlacionados. Tal nimero crece con el tiempo de preparacién, que
a su vez es representativo de la escala de tiempo espin-espin tipica, es decir T5. A
posteriori, el estado correlacionado de Ny espines juega el papel de estado inicial para
un procedimiento de LE. En la préactica confirmamos que cuanto més correlacionado
el estado es, mas fragil se vuelve frente a perturbaciones. Por otra parte, mientras
que para una sistema finito el decaimiento satura en una escala de tiempo especifica,
que se corresponde a la del LE global de una superposicién aleatoria, en un sistema
infinito la tasa de decaimiento aumentaria indefinidamente. Esto parece consistente con
la idea de una irreversibilidad emergente o hipdtesis central de irreversibilidad, dado
que ese crecimiento de la contribucién a la tasa de decaimiento que depende del tiempo

de preparacién, podria finalmente provocar que dicha contribuciéon controle todo el
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decaimiento. Ademads, es importante hacer hincapié en que la preparacién dindmica
propuesta puede ser, en principio, implementada experimentalmente.

Por 1ltimo, pero no menos importante, nos focalizamos en la pregunta sobre cémo
perturbaciones débiles, que son bastante ineficaces en sistemas pequenios, pueden pro-
ducir decoherencia y por lo tanto irreversibilidad cuando proliferan a medida que el
sistema aumenta su tamafio. Esta pregunta esta en el corazon de la NMR. Ciertamen-
te, los experimentos mostraron que el decaimiento del LE resulta de un juego sutil
entre la escala de tiempo que caracteriza las interacciones reversibles (T3) y las de
la perturbacién (7%). Esa competencia terminaria generando la escala observada ex-
perimentalmente, T5. Sorprendentemente, se encontré que 713 resulta ser mucho mas
pequena que Ty, y fuertemente dependiente de T5, resultado que se conoce como el régi-
men PID experimental. Tal PID disparé la idea que en sistema de espines interactuantes
infinitamente grande, la dindmica reversible (T%) podria favorecer la accién de cualquier
pequena interaccién no invertida que perturba al procedimiento de reversién. Asi, las
interacciones reversibles se volverian determinantes para la tasa de irreversibilidad.

Con el fin de poner a prueba la expectativa anterior, evaluamos el LE en una serie de
sistemas de espines cuyo tamano se incrementa progresivamente. Tanto las interaccio-
nes controladas (reversibles) como las perturbaciones (no reversibles) son compatibles
con un experimento real. Cuantificamos numéricamente las escalas de tiempo del de-
caimiento del LE en funcién de la magnitud de la perturbacién. Mostramos que si tal
perturbacién excede cierto limite inferior, que se identifica para cada tamano del siste-
ma, entonces el decaimiento estd gobernado por una FGR efectiva. Precisamente, tal
decaimiento esta originado por interacciones efectivas inducidas por la perturbacién
que proliferan con el tamano del sistema, y que conducen a una equilibraciéon completa
y uniforme de la polarizacion. Cabe destacar que el limite inferior de este régimen dis-
minuye cuando N aumenta (a expensas de la desaparicién del régimen perturbativo),
convirtiéndose en el mecanismo dominante para el decaimiento del LE en el TL. Asi,
en el TL y para una perturbacién arbitrariamente pequena, una vez que el polarizacién
quedd “equilibrada” por un tiempo mayor al de la FGR, permanecera equilibrada atin
cuando se aplique un procedimiento de reversién. Se trata entonces de un mecanismo
emergente por el cual la equilibracién unitaria de un observable se convierte, en iltima

instancia, en irreversible.
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8.1. De cara al futuro: algunas ideas emergentes

. Es posible ir mas alla y explicar, numéricamente o analiticamente, el régimen PID
observado experimentalmente? Esta pregunta fundamental atin permanece abierta.

Uno de nuestro resultados importantes radica en que, mas alla del régimen de tiem-
pos cortos, el decaimiento del LE debe estar completamente regido por la funcién de
correlacion Mx = My — My . Si bien el régimen de tiempos muy cortos estd entera-
mente gobernado por el segundo momento de la perturbacién, inmediatamente después
Mx amplia el efecto de las perturbaciones locales en la escala dindamica T5 construyen-
do correlaciones de largo alcance. Sin embargo, en una simulaciéon de N = 14 espines
mostramos que My ~ M;j; sélo para tiempos muy largos. Esta observacién indica
que la excitacién local inicial explora todo el espacio de Hilbert demasiado rapido. En-
tonces, si quisiéramos describir tal exploracion en un espacio casi ilimitado como el
correspondiente a un cristal real, tendriamos que disponer de tamanos de sistema con-
siderablemente mayores. Ademas, el sistema ideal deberia ser una red verdaderamente
jerarquica, en la cual el espacio de Hilbert se “habilite” progresivamente a medida que
la dinamica reversible conduzca a la excitacién a explorar el sistema. Por lo tanto, desde
el punto de vista numérico, los tamanos de sistema considerados en esta Tesis no son
suficientemente grandes para evidenciar la existencia de un régimen PID y en ltima
instancia, capturar la emergencia de la escala de tiempo T5.

El enfoque analitico parece haber abierto nuevos horizontes, que siguen siendo un
desafio. Por ejemplo, se podria intentar evaluar la expansion en serie que se presenté en
la Ec. (6.20). En concreto, serfa necesario calcular o quizés sélo estimar la suma de los
procesos de orden superior (en la escala T) que visten al término perturbativo.

En paralelo al enfoque LE, se podria también trabajar en la derivacién de una ecua-
cién cinética usando la técnica de Keldysh. Alli, el ingrediente crucial a emplear seria
bésicamente una condicién de autoconsistencia como la que discutimos en el Capitulo
2. Esto nos permitiria sumar un expansién a orden infinito en procesos seleccionados o
diagramas de Feynman. En este contexto, un ejemplo paradigmatico viene dado por la
derivacién de las ecuaciones de Bloch realizada por Langreth y Wilkins [LW72, SLW76].
Por supuesto, la pregunta crucial a responder es cudl seria la ecuacién de Dyson apro-
piada que debe plantearse, ya que la irreversibilidad en si misma es automadtica al

imponer la condicién de autoconsistencia.
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Apéndice A

El algoritmo de Trotter-Suzuki

A.1. Resolviendo la ecuaciéon de Schrodinger eficientemen-
te

La evolucion temporal de un sistema de espines cudnticos esta descrita por la ecua-
cién de Schrodinger, en la cual un operador Hamiltoniano H contiene toda la informa-
cién acerca de la dindmica, incluyendo campos externos e interacciones espin-espin. La
estrategia “académica” para resolver tal ecuacién se basa en encontrar los autovectores
de H y expandir el estado del sistema |)) en términos de dichos autovectores[Mer98].
Esta tarea puede convertirse en un desafio computacional importante, dado que la
dimensionalidad del espacio de Hilbert subyacente aumenta exponencialmente con el
numero de espines N en el sistema. En muchas aplicaciones précticas, este escenario
obliga a tratar problemas con pocos espines o bien invocar simetrias especificas para
acotar el espacio de Hilbert adecuadamente.

En la actualidad, existen muchas estrategias alternativas que pueden utilizarse pa-
ra obtener evolucién aproximada en lugar de la exacta (obtenida por diagonalizacién
de H ). Cualquier método confiable tiene que proveer una evolucién unitaria, es de-
cir, debe conservar la probabilidad durante la evolucién. Por ejemplo, la integracion
numérica del tipo Runge-Kutta no cumple tal condicién. En cambio, el algoritmo de
Trotter-Suzuki (TS) [DRDR83, DRMO6] si preserva unitariedad, dado que aproxima el
operador evolucion exacto mediante una secuencia de operadores de evolucion parcia-
les adecuadamente elegidos. Estos operadores parciales se corresponden con pequenos

pasos temporales, que deben ser lo suficientemente cortos en funcion de la precisién
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deseada. Ademads, conviene senalar que el método T'S no implica ningiin truncamiento
del espacio de Hilbert. Esta observacién es importante pues el truncamiento del espa-
cio de Hilbert conlleva a una reduccién de las escalas de tiempo accesibles (dentro del
rango de confiabilidad del método). De hecho, muchos métodos aproximados basados
en el truncamiento del espacio de Hilbert, tales como el grupo de renormalizaciéon de la
matriz densidad (dependiente del tiempo) [PZ07] o las técnicas tipo redes tensoriales
[MHCBn12], no proveen acceso a la dindmica asintética.

En los dltimos anos, las unidades de procesamiento grafico (GPU) se han empleado
exitosamente para acelerar algoritmos numéricos que resuelven la ecuacién de Schrodin-
ger [BD11, WC13, BK11]. La mayoria de estas implementaciones involucran dindmicas
de un cuerpo en presencia de un potencial externo. Sin embargo, la arquitectura de
la GPU tiene un potencial enorme en un amplio rango de problemas de muchos cuer-
pos interactuantes, tales como los sistemas de espines considerados en esta Tesis. En
particular, las interacciones espin-espin proveen una complejizacion sustancial que se
convierte en un desafio no sélo para la implementaciéon de métodos numeéricos, sino
también para la fisica de no-equilibrio.

En este apéndice introduciremos la implementaciéon de un algoritmo TS de orden
4t que constituye el corazén de nuestra evaluacién numérica de la dindmica de espi-
nes. Mds precisamente, utilizaremos la llamada descomposicién XYZ [DRHMDROO].
Al combinarse con la arquitectura de la GPU, tal descomposicién termina por pro-
veer un calculo masivamente paralelizado. Los detalles técnicos especificos acerca de la

programacion GPU se discuten en las Refs. [DBZP13] y [Denl2].

A.2. Dinamica de espines 1/2: la descomposiciéon XYZ

Resumimos aqui el algoritmo TS para sistemas de espines tal como se presenta en

la Ref. [DRMO06]. Consideramos un Hamiltoniano de espin independiente del tiempo:
N N
S LTS o e )
j=la=xy,z Jik=la=x.y,z

onde S¢ es el operador de espin en el sitio j y a = x, 9, z. Los pardmetros h¢ definen
donde S 1 dor d | sit Y, 2. L tros h§ defi
los campos locales o “corrimientos quimicos”, con la condicion (h;l> = 0, mientras que

J]‘?‘k son las constantes de acoplamiento entre espines.
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A.2 Dindmica de espines 1/2: la descomposicién XYZ

Asumimos que el sistema de IV espines esté inicialmente descrito por un vector de
estado |¥g), que es expandido en la base computacional Ising:

2N

[Wo) =) cilBi) - (A.2)

i=1

Aqui, ¢; son coeficientes complejos y |3;) son productos tensoriales de los autovectores
de cada 5‘;, comuinmente referidos como la base Ising. El estado del sistema a un
tiempo arbitrario ¢ estd dado formalmente por |¥;) = U(t) |¥q) = e~itH/h |Wy). Por
simplicidad, fijaremos aqui h = 1.

La idea central del método TS se basa en encontrar un “descomposicién” adecuada
de H que provea un conjunto de evoluciones parciales simples que aproximen la evolu-
cién exacta U(t). Si consideramos la Ec. (A.1) como una suma particular de términos

H=H +..+ ]:IK, luego:

m—o0

K . m
ﬂ(t) — e—itH —_ e*it(H1+...+HK) — hfm (H e—%) )
k

La aproximacién a U(t) a primer orden es
Ut) = Uy (t) = et ~ithx (A.3)
mientras que las aproximaciones de segundo y cuarto orden pueden escribirse como:
U (1) = U} (~1/2)Un(1/2),
U4(t) = Us(at)Usa(at) Uz ((1 — 4a)t)Ua(at)Ug(at),

donde a = 1/(4 — 41/3). Estas son buenas aproximaciones de U(t) bajo la condicién
que t sea suficientemente pequenio en comparacioén con la escala de tiempo mas rapida
determinada por H.Eserollo juega el segundo momento local de las interacciones. Esto
significa que las evoluciones parciales deben realizarse en sucesivos pasos temporales t
tal que:

14 -1

sz ] w

a=T,Y,z a=T,Yy,z

—1
< [ma:nHHj k||} ~ |max [
J:k ’ j:k

)

Veamos ahora cémo construir explicitamente un operador Uy (t) dado por la Ec.

(A.3) usando el Hamiltoniano total de la Ec. (A.1). La eleccién “natural” para la
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descomposicién viene dada por los términos un espin y los términos espin-espin. Cada
uno de ellos, debera rotarse adecuadamente para obtener su representacién diagonal.

Con tal propoésito, consideramos los operadores que rotan los ejes X e Y al eje Z:

1 (1 -1 1 (1 ¢
Yy T —
R7T/2 - \/5 |:1 1 :| ) R77r/2 \/5 |:’L 1:| ) (A5)

y satisfacen:

(Riw/2)T‘§ny7r/2 = SZ

Estos operadores rotan, respectivamente, S y SY a §%. El objetivo es aplicar sélo
correcciones de fase “diagonales” en la base computacional Ising. La evolucién parcial
exp [—ith;“gﬂ produce una fase trivial (desde el punto de vista de la implementacién)
para o = 2z, mientras que para a = x,y se requiere la aplicacion de las rotaciones
Rijog ¥ Blnpa
rotaciones globales se definen segin Y = ) ; Rz 25 Y X=@Q ; R 2.5°

respectivamente. El indice j etiqueta cada espin, y las correspondientes

Consideremos primero las operaciones de un espin,

N

N
exp | —it Z Z h;)‘g]o‘ Sa H exp —ich;“S‘f‘ . (A.6)
j=la=zy,z a=x,y,z 7j=1
Aqui, notamos que la igualdad aproximada se justifica en la validez de la Ec. (A.4).

Como mencionamos mas arriba, las exponenciales no triviales se rotan:

N N
exp —ichfS'f =Y exp —ichfS‘; YT,
j=1

i =1
[ N i N

exp | —it Z h?S;’ = Xexp [ —it Z h?Sj Xt (A.7)
j=1 j=1

Estas operaciones de un espin puede computarse exactamente sin recurrir a rota-
ciones ni a la aproximacién dada por la Ec. (A.6). Sin embargo, nuestro propédsito aqui
radica en escribir todas las evoluciones parciales en una forma explicitamente diagonal.
De hecho, la implementacién del método (y en particular, su paralelizacién) explota

particularmente esa manera de proceder.
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A.2 Dindmica de espines 1/2: la descomposicién XYZ

En analogfa con la Ec. (A.6), los operadores de espin-espin resultan:

N N
exp | —it Z Z Jﬁkgfﬁg -~ H exp | —it ZJﬁ‘kgf‘Sf (A8)
1,k=la=zy,z a=x,Y,z J,k=1

Nuevamente, los términos en la direcciéon Z involucran operadores diagonales:

GitE /4

itJ?, 9287 e Wikl
e ikCi Pk = it . (A.9)

thZk/4

Los restantes términos espin-espin deben rotarse adecuadamente,

N
exp | — Z SxSk =Yexp | —it ijx,k ]Z,j v,
k=1 | J,k=1 ]
= -
exp | — Z WUSY | = Xexp [ —it | > J7,.858%| | xT. (A.10)
Jik=1 [ j. k=1 ]

De las Ecs. (A.7) y (A.10), puede notarse que las rotaciones para operadores de
un espin y operadores espin-espin pueden realizarse simultdneamente. En tal sentido,
la implementacion del algoritmo TS aqui descrita ha sido intencionalmente adaptada

para permitir su paralelizacién.
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Apéndice B

El sistema de tres niveles

Consideremos un sistema tres niveles cuyo Hamiltoniano viene dado por:

) Ey Via Vig
H=| Voo E» Viy |. (B.1)
V31 V3o Ej3

La situacién fisica que nos interesa es V;; ~ Ey ~ Ey < FEj3, ya que en el caso de
espines se corresponde con la separacion de energias Zeeman entre dos subespacios de
diferente proyeccién (m;). Aqui, esta diferencia induce una descomposicién natural del
espacio de Hilbert en dos subespacios: uno de ellos expandido por los estados 1y 2, que
llamaremos A, y el subespacio expandido por el estado 3, que llamaremos B. Luego,
definimos los proyectores ortogonales P y Q = (I — P), los cuales proyectan sobre los
subespacios A y B respectivamente.

Asumimos que el subespacio A tiene una energia media Fy ~ %(El + E5), y que la
diferencia de energia F3 — Fj se corresponde con la diferencia de energia Zeeman hwq.
Presentaremos y discutiremos dos estrategias para construir explicitamente un Hamil-
toniano efectivo que provea una descripcién equivalente a la Ec. (B.1). Esencialmente,
queremos estudiar cémo un subespacio particular es afectado por el acople con otro de
energfa radicalmente diferente (fiw; > 0). El primer método consiste en una expansién
perturbativa para los propagadores (GF) en la representacién energia. El segundo se
basa en un promedio de los operadores evolucién de acuerdo con la teoria de Hamil-
tonianos promedio (AHT, por sus siglas en inglés), es decir, un célculo explicito en el

dominio temporal.
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B.1. Teoria de perturbaciones a orden infinito

Consideremos primero la proyeccién de H en el subespacio A, que describe al subes-

pacio A aislado:

H, = PHP, (B.2)

cuyo correspondiente propagador o GF es:

—1

0, | e—E =V
G, (e) = Ve e Ey . (B.3)
Anélogamente, siendo
Hp=QHQ=(I1-P)H(I-?P) (B.4)

la proyeccién al subespacio B aislado, la GF correspondiente es:

1

La interaccién que acopla ambos subespacios es:

Vag = PHQ=PHI-P), (B.6)

Vga = QHP = (1-2P)H?. (B.7)
La serie perturbativa para G 4 es:

Ga =GP + GOVAGCYVEACY + G VapGY Vi aGY VapGY VipaGY + ...

I 2 3
Gy =G 1+ V5GP V5.GY + (VABGSE?)VBAGEL?)> + (VABGSE?)VBAGES)> + ]

I 2
Gy =GV |1+ VapGPViaGY [I + <VABG%))VBAG(£)) + <VABG%))VBAGE£)) + H

GA == GEL?) :I + VABG(BP)VBAGA} (B8)

que es conocida como ecuacién de Dyson para G ,. Definiendo la self-energy 3, =
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B.1 Teoria de perturbaciones a orden infinito

Vi BGS_;)) Vg4, la ecuacién de Dyson toma la forma,

Ca= o 0, [A0] (B:9)
Gy —VapGp'Vpa [GA ] -3y,
e B :13‘]/;1 Vi ;/13‘/32
_ - 3 -
- Ve Vag V31 B V23V§2 (B-10)
L 2 g — E3 2 g — E3
o [( E — E1 —V12 > . ( 211(6) 212(6) >]1
Va1 e—Fy Yo1(e) Laa(e)
= [e] — Ha(e)] " (B.11)

Notemos que la self-energy es una matriz 3 ,(¢) que representa un acople efectivo
entre estados en el subespacio A mediado por un estado virtual en el subespacio B.

Similarmente, podemos escribir la serie perturbativa para G'p:

2
G =G+ G [ViaGVan G| + G [VeaGVan G+ .

0 0
Gy =Gy {I + VBAG(A)VABGB]
1

“p = o (0)
|:GB ] —VpaG 4" Vag
G 1
B e By <(€ — E1) V3aVas + (€ — Eo) Va1 Vig + Va1 ViaVag + V32V21V13>
(e — E1) (e — E3) — ViaVay
1
G p—
B e — (B3 +23(e))
—_———
B3
1
Gp=—+— B.12
2= RO (B.12)

Hasta aqui, todos los argumentos expuestos son exactos. El paso siguiente consiste
en introducir aproximaciones para construir explicitamente un Hamiltoniano efectivo
independiente de energia a partir de los dos bloques ortogonales correspondientes a
cada subespacio. Deshacerse de la dependencia en energia es esencialmente equivalente
a la WBA discutida en el Capitulo 2, es decir, la evaluaciéon de un tasa FGR en una
“energia representativa”. De hecho, para el subespacio A consideraremos F; = Eg+0E,
Ey = Ey— 6E y e ~ 3(E1 + E») = Ej. Por lo tanto aproximaremos X ,(¢) ~ X , (Ep).

Para el subespacio B, la aproximacién consiste en evaluar 33(Fs3) y quedarse con los
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ordenes dominantes. Luego, una buena aproximacién para la dindmica estd dada por

el siguiente Hamiltoniano efectivo:

N FEy Vis O
H=|Vy By 0 |, (B.13)
0 0 FEs
donde
B o= B - lsba (B.14)
(Es — Ep)
~ Vaz V3o
FEy = Fo— —— " B.15
~ Vi3V32
Vis = Vipg — ————— B.16
12 12 (Bs — Fo)’ ( )
~ V39 V- V31 V]
By = myy Vs Vaihis (B.17)

(Es — Eo) (B3 — Ep)
B.2. Teoria de Hamiltonianos promedio (AHT)

La idea ahora sera lidiar explicitamente con el dominio temporal usando la imagen
de interaccién para separar la dindmica rapida “Zeeman” cuyo periodo es t. = 27 /wy.
Nuestro propdsito es, como en el caso anterior, generar un Hamiltoniano efectivo
[HW68, EBW04] cuya dindmica aproxime la exacta al menos para un conjunto dis-
creto de tiempos t,, = nt..

Separemos entonces el Hamiltoniano original H = ﬁl + H B de acuerdo con la

diferencia de energia (F3 — Ey):

A~ ~

0 = H—Q(B;— E) (B.18)
E, Via Vi3
= Voo Ey Vo3 |, (B.19)
Va1 Vso  Ejp
y
Hp = Q(Es3— Fy) (B.20)
0 0 0
= |oo 0 . (B.21)

0 0 (E;— Ep)
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Siguiendo el procedimiento estandar de la AHT [EBWO04], el operador evolucién com-

pleto se separa en dos factores,

U(t) = Up(t)U, (1), (B.22)
Up(t) = exp [—%ﬁBt} (B.23)
10 0
= |01 0
0 0 exp[—7(E5— Eo)i]
y

Ur(t) = T exp [—% /0 t ﬁl(tl)dtl} . (B.24)

Aqui, T representa el operador ordenamiento temporal y H 1(t) es la representacién de

Hi en la imagen de interaccién con respecto a Hp,
H,(t) = UL I U (0). (B.25)

La receta a seguir implica la realizacién de observaciones estroboscépicas, lo cual se
traduce en U (nt.) = Uy (t.)™. El siguiente paso consiste en el célculo de los promedios

en la Ec. (B.24), y asi obtener

Ui(te) = exp [—%Hltc} (B.26)
= exp [—% (FI{O) +aY + B 4 > tc] . (B.27)
El orden cero es:
_ 1 [te R
79 = - /0 UL (t1) Y H Ug(ty)dty. (B.28)
E, Via O
= Vo Ey O
0 0 Ey
El orden 1 es:
Sy i [T 2 t =17 try-1F
c JO 0
i  Vi3Va VsV _ (E1 = Eg)Viz + ViaVas i
(B3 — Ey) (B3 — Ey) (3 — Ey)
_ Va3V _ VagVap (B — Ep)Vaz + Va1 Vig
(E3 — Ep) (E3 — Ey) (E3 — Ep)
_ (Er — Ep) Va1 + VoV (B2 — Eo)Vso 4+ V51 Vio Va1Vis VaaVas
i (Es — Ep) (E3 — Ey) (B3 — Eo) (B3 — Ep)
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El Hamiltoniano anterior puede simplificarse aproximando (E1 — Ey) ~ (E2— Ey) ~

0. Luego, hasta orden 1, el Hamiltoniano promedio H; estd dado por:

i B - ViaVai Vig — Vi3 Va2 ~ ViaVas T
(E‘?} —VEO) (E3 v Ey) (E‘} —VEO)
=0) | 71) A VoV ~ VaWs
"+ Hyt = Van (Es — Ep) 2 (Es — Ey) Es — Ey)
Vel VeV Fo+ V31Vi3 V32 Va3
L (E3 — Eo) (Es — Ey) (B3 — Eo) (B3 — Ep) |
(B.30)

Este Hamiltoniano representa un sistema de tres niveles cuyas energias son casi dege-
neradas (~ Ep). Una inspeccién detallada revela que el subespacio A esta acoplado al
subespacio B por elementos de matriz que son un orden de magnitud mas pequenos

que los elementos en A (que son del orden ~ Ej),

ViaVas
(Es — Ep)

~

E3 > E(),Vl'j = s

< V. (B.31)

Esto implica que los subespacios A y B estan de hecho débilmente acoplados. Es impor-
tante notar que hasta orden 1, el Hamiltoniano promedio H; proyectado en el subespacio

A provee el mismo Hamiltoniano efectivo que en la Ec. (B.13),

P (H{O) + H{”) P = PH?, (B.32)

que incluye la interaccién efectiva dentro del subespacio A mediada por el subespacio B.
Sin embargo, resultaria natural preguntarse por los elementos de matriz que acoplan
los subespacios A y B en la Ec. (B.30). Si asumimos que el subespacio A no tiene
dinamica, es decir V19 = V51 = 0, luego el mencionado acople desaparece y por lo tanto

ambas estrategias proveen el mismo Hamiltoniano efectivo,

g%+ 5" =H. (B.33)

En las Figs. B.1 y B.2 comparamos evoluciones tipicas usando: el Hamiltoniano
efectivo dado por la Ec. (B.13), la aproximacién a orden 1 obtenida por AHT, es decir
Ec. (B.30), y la diagonalizacién exacta de la Ec. (B.1). En particular, evaluaremos la
SpP

2

PLa(t) = |9l expl— B [4) (B.34)

donde [¢) = (1,0,0)T. La Fig. B.1 estd dada por Vi; = Jo Vi,j, E1 = 1.01Jy, By =

0.99Jy, E3 = 50Jy, mientras que la Fig. B.2 corresponde a el mismo caso pero sin
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B.2 Teoria de Hamiltonianos promedio (AHT)

dindmica intrinseca en el subespacio A, es decir V1o = Vo1 = 0. Observamos que
ambas estrategias reproducen la dinamica exacta satisfactoriamente. M&ds aun, dado
que la Ec. (B.13) ya provee una buena aproximacién a la solucién exacta, la inclusién

de términos efectivos inter-subespacio (como en la Ec. (B.30)) parece innecesaria.

T T T

0.994

Py 1(0)

0.987

1 1 1

0 2 4 6 8
t [Aldg]

3.l15 3.l24 3.:33
t [Aldg]

Figura B.1: La SP definida en la Ec. (B.34). Aqui, V;; = Jo Vi,j, E1 = 1.01Jy, By =

0.99Jy, F5 = 50Jp. Puntos negros: observacién estroboscépica correspondiente a la AHT,

Ec. (B.30). Las lineas continuas verde y azul corresponden al Hamiltoniano efectivo definido

en la Ec. (B.13) y la diagonalizacién exacta de la Ec. (B.1), respectivamente. (a) Varios

oscilaciones de Rabi; (b) seccién detallada de la dependencia temporal.
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1.000

0.995 |

Py1(t)

0.990 |

0.985 |

5‘0 I(‘)D I;D 200 14500 14.;50 14;00 14;50 14700
t [7ldg] t [Aldg] t (ildg]

Figura B.2: La SP definida en la Ec. (B.34). Aqui, V;; = Jo Vi,j & {1,2}, V12 = V51 =0,
FEy = 1.01Jy, B2 = 0.99Jy, E5 = 50Jy. Linea continua negra: observacién estroboscépica
correspondiente a la AHT, Ec. (B.30). Las lineas continuas verde y azul corresponden
al Hamiltoniano efectivo en la Ec. (B.13) y la diagonalizacién exacta de la Ec. (B.1),
respectivamente. (a) Una seccién detallada de la dependencia temporal, batidos de alta
frecuencia se observan en la solucién exacta. (b) Varias oscilaciones de Rabi. (c) Para
tiempos suficientemente largos, la diferencia de frecuencias entre la solucién exacta y las

dos aproximaciones se hace evidente.
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