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Resumen

Influencia de plasmas astrofísicos en la desviación de la luz

La propagación de la luz en el Universo se ve influenciada por diferentes fenó-
menos. Entre ellos es de particular importancia la influencia ejercida por el campo
gravitacional de objetos masivos como galaxias, cluster de galaxias o agujeros ne-
gros. Entre otros efectos, estos campos gravitacionales producen una desviación de
los rayos de luz respecto de la trayectoria que seguirían si estos objetos masivos no
estuvieran presentes, actuando de esta forma como focos deflectores. Este fenómeno
ha sido y continúa siendo extensamente estudiado y se lo conoce comúnmente como
efecto de lente gravitacional.

Sin embargo, existen otros procesos físicos que intervienen en la propagación de
la luz como es el caso de las distribuciones de plasma habidas tanto en el medio in-
terestelar como en las nubes de gas ionizado presentes en algunas galaxias, mientras
que a nivel del sistema solar, la distribución de electrones libres en la corona solar
también afecta a los rayos de luz que se propagan en su vecindad. Este fenómeno
es conocido usualmente como plasma lensing y si bien ha sido estudiado desde hace
décadas, recientemente ha vuelto a tomar relevancia debido a la observación de di-
ferentes fenómenos que ocurren en el Universo como son los eventos de dispersión
extrema cuyo origen físico aún es desconocido.

En esta tesis doctoral modelaremos dicho plasma como un plasma frío no mag-
netizado a fin de estudiar su influencia en la propagación de la luz. Para ello hemos
extendido un método novedoso y originalmente aplicado al estudio de la desviación
de la luz en gravedad pura al caso más general donde se tenga en cuenta la influen-
cia del plasma. Dicho, método basado en el teorema de Gauss-Bonnet, nos permite
relacionar el ángulo de deflexión de los rayos de luz con la geometría de una deter-
minada variedad Riemanniana 2-dimensional de una manera muy simple ya sea pa-
ra espaciotiempos esféricamente simétricos como axialmente simétricos. En base al
mismo, estudiaremos correcciones al ángulo de deflexión por distancias finitas tanto
del observador al foco deflector como de la fuente al mismo, y también correcciones
de orden superior que no suelen ser abordadas generalmente. Desarrollaremos a su
vez expresiones para los escalares ópticos en términos de las propiedades del en-
torno plasmático y de distintas componentes del tensor energía-momento del foco
deflector. A su vez, describiremos el movimiento de partículas cargadas en campos
de Einstein-Maxwell haciendo uso de una correspondencia entre el comportamiento
de éstas y el de la luz en medios plasmáticos particulares.

Por último, implementaremos un estudio numérico y perturbativo sobre la ecua-
ción de lente gravitacional, incluyendo la presencia del plasma en el régimen de lente
fuerte, determinando la posición, forma y magnificación de las imágenes de fuentes
lejanas extendidas, como a su vez de las curvas críticas y cáusticas que caracterizan
al foco deflector.
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Abstract

Influence of astrophysical plasmas on the light deflection

Light propagation across the Universe is influenced by different phenomena. Of
particularly importance among them is the influence of the gravitational field of
massive objects (e.g. galaxies, galaxy clusters, black holes) which produce the de-
flection of light-rays with respect to the trajectory they would follow if the massive
bodies were not present. This phenomenon has been and continues to be extensively
studied and it is commonly known as gravitational lensing effect.

However, there exist other physical processes that affect light propagation, both
at large scales, as in plasma distribution in the interstellar medium and ionized gas
in some galaxies, as well as at solar system scales where free electrons in the solar
corona also deflect light-rays in its vicinity. The plasma effect in light propagation
is known as plasma lensing and, although this phenomenon has been known for de-
cades, in recent years it has recently become relevant again due to the observation
of different phenomena that occur in the Universe such as extreme scattering events
whose physical origin is still unknown.

In this thesis, we will model plasma as a non-magnetized cold fluid in order
to study its influence on the propagation of light. For this, we will extend a geo-
metrical method originally applied to the study of pure-gravity light-deviation to
the more general setting including the effect of plasma. This method, based in the
Gauss-Bonnet theorem, allows to link the light’s deflection angle with the geometry
of a 2-dimensional Riemannian manifold in a simple way in the spherically as well
as in the axisymmetric cases. With this method, we also study corrections to the de-
flection angle due to finite distances between the observer and the deflecting focus
as well between the observer and the source. We also study higher-order corrections
which are usually ignored. We also present expressions for different optical scalars
in terms of the properties of the plasma environment and the different components
of the energy-momentum tensor. In turn, we describe the motion of charged parti-
cles in an Einstein-Maxwell field using a correspondence between their behaviour
and that of light in a particular plasma medium.

Finally, we implement a numerical and pertubative study of the gravitational
lens equation including plasma, in the strong-lensing regime and we determine the
position, shape and magnification of the images of far extended sources. We also
identify critical curves and the caustics that characterize the deflecting lens.

Keywords:
General relativity, Gravitational lenses, Astrophysical plasmas
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Capítulo 1

Introducción

El estudio de las lentes gravitacionales es una herramienta crucial en el estudio
de la dinámica, evolución y distribución de la materia en el Universo [1-4]. La res-
puesta de la radiación electromagnética a los campos gravitacionales ocurre en todas
las escalas del Univeso, desde agujeros negros [5] a clusters de galaxias [6].

Generalmente los efectos de lente gravitacional se estudian considerando única-
mente el efecto de los campos gravitacionales sobre los rayos de luz, sin embargo
tanto objetos compactos como galaxias y clusters de galaxias se encuentran inmer-
sos en algún tipo de plasma. En el espectro visible, el efecto de estos plasmas en la
desviación de la luz suelen ser despreciable aunque no se puede decir lo mismo si se
consideran observaciones en el espectro de las radiofrecuencias donde el índice de
refracción de estos plasmas causa efectos cromáticos realmente apreciables.

El efecto del plasma en la propagación de la luz ha sido estudiado al menos desde
la década del sesenta. En 1966, Muhleman y Johnston estudiaron la influencia sobre
el time delay debido a distribución de electrones de la corona solar en el régimen de
radiofrecuencias en la vecindad del campo gravitacional de nuestro Sol [7], mientras
que en 1970, Muhleman, Ekers y Fomalont calcularon por primera vez la deflexión
de la luz debida al plasma de la corona solar en el régimen de campo gravitacional
débil [8]. Una serie de estudios fue luego realizado sobre el viento solar y la distribu-
ción de electrones en la parte exterior de la corona solar, los cuales fueron usando en
diversas misiones espaciales tales como Viking, Mariner 6 y 7, y la misión espacial
Cassini [9, 10]. En la navegación de naves espaciales interplanetarias, la contribución
del plasma en la desviación de la luz es una variable que se tiene en cuenta rutinaria-
mente (ver Turyshev y Toth [11] para un review sobre este tema). Por otro lado, una
derivación rigurosa del Hamiltoniano que describe la propagación de la luz en un
plasma magnetizado sobre un fondo curvo fue llevada a cabo por Breuer y Ehlers en
1980 [12-14]. La deflexión de la luz en un plasma no-magnetizado fue calculada por
primera vez sobre el espaciotiempo de Schwarzschild, y sobre el plano ecuatorial del
espaciotiempo de Kerr, de forma exacta por Perlick en el año 2000 [15].

En la actualidad existen diversos radio-telescopios que operan en la banda de
frecuencias donde los efectos del plama son relevantes [16-20]. Por esta razón, en los
últimos años el estudio de la influencia de los plasmas astrofísicos en la propagación
de la luz ha sido un área de investigación muy activa [21-41].

Una de las cantidades principales asociada al estudio de las lentes gravitaciona-
les es el ángulo de deflexión el cual caracteriza la desviación de la luz en presencia
de una lente gravitacional. Su importancia se debe tanto al hecho de que en ciertas
circunstancias, como pueden ser algunos experimentos en el sistema solar, el ángu-
lo de deflexión puede ser escrito en términos de cantidades observables y por ende
puede ser estimado de una manera muy directa. En otros escenarios, el ángulo de
deflexión no es directamente un observable; sin embargo el mismo se encuentra ínti-
mamente relacionado a otras cantidades observables como la convergencia, el shear,
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la magnificación, los arcos gravitacionales, los anillos de Einstein, el time delay, por
citar algunos.

En general, las expresiones para el ángulo de deflexión se encuentran expresadas
en términos de derivadas de las componentes de la métrica que describen el campo
gravitacional en la vecindad de la lente gravitacional. Sin embargo, en [42] Gallo
y Moreschi introdujeron expresiones escritas en términos de escalares de curvatura
sobre un espaciotiempo plano a orden lineal, y en términos de las componentes del
tensor energía-momento para el caso de espaciotiempos esféricamente simétricos.
La generalización al contexto cosmológico fue llevada a cabo en [43], mientras que
expresiones a segundo orden sobre el espaciotiempo plano fueron abordadas en [44]
por el autor del presente trabajo como parte de su trabajo final de licenciatura.

La forma usual de obtener el ángulo de deflexión en el caso de gravedad pura
es a partir del estudio de las curvas geodésicas que siguen los rayos de luz. Recien-
temene, Gibbons y Werner han establecido un método alternativo para calcular el
ángulo de deflexión en el caso de gravedad pura, el cual hace uso del teorema de
Gauss-Bonnet [45]. Este nuevo método nos permite obtener una expresión muy sen-
cilla y compacta para el ángulo de deflexión expresada en términos de la curvatura
Gaussiana asociada a una métrica Riemanniana 2-dimensional la cual denominamos
métrica óptica [46]. Vale la pena mencionar que tanto el concepto de métrica óptica
como el principio de Fermat, asociado a medios dispersivos, para rayos de luz en
relatividad general fue introducido por primera vez por Weyl en 1917 [47].

A partir del trabajo de Gibbons y Werner, se han producido una gran cantidad
de trabajos científicos utilizando esta técnica para estudiar diferentes situaciones as-
trofísicas para el caso de gravedad pura [48-75].

En esta tesis doctoral mostramos cómo es posible extender este resultado al caso
más general donde se tenga en cuenta el medio plasmático que generalmente rodea
tanto a objetos compactos, como galaxias y cluster de galaxias [40]. La principal di-
ferencia respecto del caso de gravedad pura cuando uno quiere tomar en cuenta el
efecto del plasma en la propagación de la luz es que en este caso los rayos de luz no
siguen en general curvas geodésicas, tal es el caso para plasmas inhomogéneos, y por
otro lado dicha propagación depende fuertemente de la frecuencia de observación.
Sin embargo, como mostramos en este trabajo, a partir de una cuidadosa elección de
la métrica óptica que incluya el índice de refracción del medio en cuestión podemos
extender los resultados de Gibbons y Werner teniendo en cuenta no sólo el efecto del
campo gravitatorio de la lente sino también el efecto del medio que la rodea. Dicha
extensión la llevamos a cabo para espaciotiempos estacionarios tanto esféricamente
simétricos como axialmente simétricos.

Seguidamente, y teniendo siempre en cuenta la contribución del plasma, propo-
nemos una nueva definición de ángulo de deflexión basado en el uso del teorema
de Gauss-Bonnet, aplicable al caso donde ni el observador ni la fuente se encuentran
“infinitamente” lejos de la lente. Si bien la aproximación donde éstos se encuentran
suficientemente lejos de la fuente suele ser adecuada en muchas situaciones astro-
físicas de interés, en otras es necesario considerar que efectivamente se encuentran
a una distancia finita de la lente. En este contexto, estudiamos el efecto del campo
gravitatorio de nuestro Sol junto con el efecto de la corona solar sobre el ángulo de
deflexión utilizando nuestra definición alternativa y comparando el ángulo obtenido
con resultados firmemente consolidados en la literatura relacionada a la astrometría
de alta precisión, mostrando una coincidencia plena con los mismos, y descartan-
do a su vez, otras definiciones del ángulo de deflexión propuestas por otros autores
recientemente [59].
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Por otro lado, es posible identificar el movimiento de fotones en un plasma ho-
mogéneo bajo la acción de un campo gravitatorio con el movimiento de partículas
masivas en el caso de gravedad pura, a través de la identificación de la frecuencia
del plasma con la masa de la partícula masiva, y la frecuencia de observación de los
fotones en el plasma con la energía de la partícula con masa, ambas medidas por un
observador en la región asintótica. De esta forma, nuestros resultados pueden ser
fácilmente extendidos al estudio del movimiento de partículas masivas. Si bien esta
identificación sólo se puede llevar a cabo para densidades homogéneas de plasma,
en este trabajo introducimos por primera vez una identificación entre el movimiento
de fotones en un plasma inhomogéneo bajo la acción de un campo gravitacional con
el movimiento de partículas masivas y cargadas bajo la acción de un campo gravi-
tatorio y un campo eléctrico. Los resultados obtenidos a partir de esta identificación
son contrastados con resultados usuales en la literatura mostrando una concordan-
cia exitosa.

En este trabajo también presentamos expresiones a primer orden para el ángulo
de deflexión y para la convergencia y el shear en términos de las componentes del
tensor energía-momento así como también en términos de la frecuencia de observa-
ción y de la densidad de electrones del plasma para espaciotiempos esféricamente
simétricos generalizando de esta forma el trabajo original de Gallo y Moreschi [42].
Este estudio lo llevaremos a cabo utilizando tanto el enfoque introducido por Gallo
y Moreschi originalmente como así también utilizando el método introducido por
Gibbons y Werner llegando exactamente a los mismo resultados con ambos méto-
dos. También incluimos el estudio de estas cantidades ópticas a segundo orden para
el caso con plasma generalizando a su vez los resultados obtenidos en [44].

Estudiamos también expresiones para el ángulo de deflexión a orden superior
más allá del primer y segundo orden en la masa y en el spin para el espaciotiempo
de Kerr, y teniendo en cuenta el efecto del plasma. Se estudia además la magnitud
de la contribución de los términos de orden superior para un agujero negro con
parámetros similares al del agujero negro supermasivo del centro de nuestra galaxia,
Sgr A*.

Finalmente, en este trabajo estudiamos otras cantidades más allá del ángulo de
deflexión pero que están íntimamente relacionados a éste, y que resultan ser obser-
bables en la mayoría de las situaciones astrofísicas de interés como es el caso de la
formación de imágenes, time delay, magnificación, shear, convergencia, entre otros.
En este caso, estudiamos dichos observables a partir de resolver tanto perturbati-
va como numéricamente la ecuación de lente fuerte teniendo en cuenta el campo
gravitatorio de la lente como el plasma que la rodea. Utilizamos para ello perfiles
de densidad de masa comúnmente usados a la hora de modelar halos de materia
oscura en galaxias teniendo en cuenta su elipticidad, así como también modelos de
densidad electrónica frecuentemente utilizados para modelar el plasma en distintas
regiones de la lente. También estudiamos otros perfiles de densidad electrónica que
van más allá de los modelos con simetría esférica. Los resultados aportados en esta
tesis se encuentran publicados en [40, 76-78]. El último capítulo de la misma es parte
de un trabajo en desarrollo [79].
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Capítulo 2

Influencia del plasma en
espaciotiempos estáticos y
esféricamente simétricos

En este capítulo introducimos un nuevo método para calcular el ángulo de de-
flexión de los rayos de luz propagándose a través de un plasma astrofísico en la
vecindad de una lente gravitacional. Dicho método esta basado a su vez en el méto-
do introducido recientemente por Gibbons y Werner [45] donde se estudia el ángulo
de deflexión en el caso de gravedad pura, es decir, sin tener en cuenta la influencia
del plasma. Nos estaremos restringiendo a lentes gravitacionales estáticas y esféri-
camente simétricas donde tanto el observador como la fuente se encuentran a una
distancia suficientemente grande de la lente gravitacional. En cuanto al plasma esta-
remos considerando modelos tanto homogéneos como inhomogéneos que respetan
la simetría esférica dejando para capítulos posteriores modelos de lente y de plasma
más complejos.

Mostraremos cómo calcular el ángulo de deflexión utilizando este novedoso mé-
todo para distintos espaciotiempos, y a partir del mismo calcularemos observables
típicos de la teoría de lentes como la convergencia, shear y anillos de Einstein, a fin
de estudiar la influencia del plasma en los mismos.

Finalmente, a partir de una correspondencia bien conocida entre el movimiento
de fotones en un plasma homogéneo en presencia de un campo gravitacional y el
de partículas masivas en gravedad pura, que resumimos en este capítulo, mostra-
remos cómo es posible encarar el estudio del movimiento de partículas masivas en
gravedad pura utilizando este nuevo método.

2.1. Preliminares

2.1.1. Propagación de ondas electromagnéticas en plasmas

Revisemos brevemente la teoría covariante de propagación de campos electro-
magnéticos en plasmas fríos, isotrópicos y no magnetizados. Son muchos los autores
que han estudiado formulaciones covariantes que describan la dinámica de campos
electromagnéticos de plasma en espaciotiempos curvos. Entre ellos podemos citar
[12, 15, 80, 81]. Aquí seguiremos brevemente a Broderick et al[81] mostrando sola-
mente los resultados esenciales y refiriendo a dicho artículo para mayores detalles.

Recordemos que un plasma se puede caracterizar como un fluido conformado
por partículas ionizadas y electrones libres. En muchas situaciones, el plasma se
puede considerar cuasi-neutro, sin embargo ante una perturbación de origen elec-
tromagnético la dinámica de los electrones y los iones (mucho más masivos) no es
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la misma, lográndose desplazamientos relativos a los iones y generándose en res-
puesta campos electromagnéticos que a su vez influyen sobre la propagación de los
campos perturbadores iniciales.

Comencemos considerando las ecuaciones de Maxwell en un medio sobre el cual
puede haber corrientes Jµ en un espaciotiempo arbitrario,

∇αFαβ = 4π Jβ, (2.1)
∇α

⋆Fαβ = 0, (2.2)

con ⋆Fαβ = 1
2 ϵαβγδFγδ el tensor dual al tensor electromagnético de Faraday Fαβ y

ϵαβγδ el tensor de Levi-Civita.
Asumamos que el medio es un plasma moviéndose con 4-velocidad promedio

uα (uαuα = −1), entonces con respecto a un sistema de referencia localmente en re-
poso con respecto al plasma, los campos eléctricos Eµ y magnéticos Bµ asociados se
definen por Eµ = Fµνuν, Bµ = ⋆Fµνuν. Éstos son 4-vectores tipo espacial ortogonales
a uµ. A su vez asumiremos que vale la ley de Ohm, la cual en su formulación co-
variante se puede escribir como Jµ = σ

µ
ν Eν = σ

µ
ν Fνγuγ, con σ

µ
ν definiendo el tensor

covariante de conductividad.
En términos de Eµ y Bµ los tensores de Maxwell se descomponen como,

Fµν = uµEν − uνEµ + ϵµνγδuγBδ, (2.3)
⋆Fµν = uµBν − uνBµ + ϵµνγδuγEδ. (2.4)

Asumamos ahora que introducimos una perturbación sobre dicho medio plasmá-
tico, y limitémonos al régimen de óptica geométrica, es decir asumiremos que la
fase de los campos electromagnéticos perturbadores varía muy rápido en una cierta
región de escala espacial característica del plasma L, i.e. los campos tienen una lon-
gitud de onda λ mucho menor que dicha escala. Entonces, aproximando el campo
eléctrico como Eµ = Eµ

0 ei S
h̄ +O(λ/L) (con S = pµxµ, pµ = h̄∇µS = h̄kµ donde kµ es

el 4-vector número de onda) y similarmente para el campo magnético, las ecuaciones
de Maxwell se reducen, a este orden, de la siguiente forma,

kµ

(
Eµuν − Eνuµ + ϵµνβγuβBγ

)
= 4πiσν

µEν, (2.5)

kµ

(
Bµuν − Bνuµ + ϵµνβγuβEγ

)
= 0. (2.6)

Notar que si contraemos la ecuación (2.6) con uν y usando el hecho de que Bνuν = 0
concluimos que kµBµ = 0. Por lo tanto, de la ecuación (2.6) se deduce que

(kµuµ)Bν = ϵµνβγuβEγkν, (2.7)

con lo cual, debido a que pµuµ = −h̄ω es la frecuencia de la onda como medida en el
sistema de referencia en reposo con respecto al plasma, y dicha frecuencia se asume
distinta de cero, se concluye que

Bν = − 1
ω

ϵµνβγuβEγkν, (2.8)

y que por lo tanto EµBµ = 0, es decir, son ortogonales.
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Finalmente, reemplazando (2.8) en la ecuación (2.5) y luego de un poco de álge-
bra, llegamos a una ecuación de la forma

Ωµ
ν Eν = 0, (2.9)

donde Ωµ
ν conocido como tensor de dispersión está dado por

Ωµ
ν = kαkαδ

µ
ν − kµkν − 4πiωσ

µ
ν . (2.10)

Notar que en general el tensor de conductividad σ
µ
ν puede depender de las coor-

denadas xµ del evento donde se lo evalúe. Por lo tanto, para asegurar la existencia
no trivial de soluciones a la ecuación (2.9) se debe cumplir que el determintante del
tensor de dispersión se anule, es decir,

H(kµ, xµ) =
1
2

det[Ωµ
ν ] = 0, (2.11)

conocida comúnmente como relación de dispersión. El factor 1/2 es por simple conve-
niencia posterior.

Si quisieramos conocer la dinámica de los rayos con vector de propagación kµ

ortogonales a las superficies de fase S = constante, podemos proceder como sigue.
Teniendo en cuenta que kµ = ∇µS, la relación de dispersión puede ser pensada
como una ecuación diferencial de primer orden para S, cuyas curvas características
que siguen de la teoría general de PDEs de primer orden (ver por ejemplo Cap. 3
de [82]) y que asumiremos parametrizadas por un parámetro s̃, deben satisfacer lo
siguiente,

dxα

ds̃
=

∂H
∂kα

,
dkα

ds̃
= − ∂H

∂xα
; (2.12)

las cuales claramente cumplen que

dH
ds̃

=
∂H
∂kµ

dkµ

ds̃
+

∂H
∂xµ

dxµ

ds̃
= 0. (2.13)

Por lo tanto, las trayectorias de los rayos son obtenidas a partir de la solución de las
ecuaciones (2.12) junto a la relación de dispersión H = 0.

Distintos modelos de plasmas son descriptos a través de respectivos tensores de
conductividad σ

µ
ν . En esta tesis estaremos interesados en modelos de plasma frío

(esto es, con velocidades no relativistas y presiones despreciables), isotrópicos y no
magnéticos. Para este tipo de plasma el tensor de conductividad está dado por σ

µ
ν =

− ω2
e

4πiω δ
µ
ν [81], con ωe la frecuencia del plasma,

ω2
e (x) =

4πe2

me
N(x) = KeN(x), (2.14)

con e y me siendo la carga y la masa del electrón, respectivamente. N(x) es la densi-
dad de electrones en el plasma.

Por lo tanto el tensor de dispersión se reduce a

Ωµ
ν = (kαkα + ω2

e (x))δµ
ν − kµkν. (2.15)

Aquí podemos considerar dos tipos de modos de propagación de onda: longitudina-
les (i.e. donde la dirección del campo eléctrico es la misma que la de la parte espacial
del vector de onda y por lo tanto Eµkµ ̸= 0) y transversales, para los cuales el campo
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eléctrico es ortogonal a kµ. Para el modo longitudinal, se sigue de (2.8) que Bµ = 0.
Estos modos son conocidos como ondas electrostáticas y no serán de interés en el
resto de esta tesis. En cambio, para los modos transversales existe un campo magné-
tico no trivial. En tal situación sólo el primer término del tensor de dispersión actúa
no trivialmente sobre Eµ obteniéndose

Ωµ
ν Eν = [(kαkα + ω2

e (x))δµ
ν ]Eν = 0, (2.16)

cuyo determinante nos da la relación de dispersión responsable de la dinámica (mul-
tiplicando por h̄2 para reescribirla en términos de pα):

H(pα, xα) =
1
2

[
gαβ pα pβ + h̄2ω2

e (x)
]

. (2.17)

Este será el tipo de modelo de plasma sobre el cual describiremos la propagación
de rayos de luz. Para otros tensores de conductividad, correspondientes a plasmas
cálidos, magnétoactivos, etc. y sus respectivas relaciones de dispersión, referimos a
[81].

Alternativamente, se puede introducir un plasma frío como un caso particular de
estudio de medios dispersivos donde se analizan trayectorias de rayos en la aproxi-
mación de óptica geométrica (ver Synge[83]). En el sistema localmente en reposo de
un medio dispersivo arbitrario, el 4-vector de onda puede descomponerse como

pµ = h̄ωuµ + h̄Kµ, (2.18)

con Kµ el vector de onda espacial ortogonal a uα, i.e. Kµuµ = 0. A partir de ahora y
en lo que sigue tomaremos c = h̄ = 1. Con respecto a este sistema de referencia, la
velocidad de fase vph de un rayo está dada por

vph =
ω√

KµKµ
= − pαuα√

KµKµ
, (2.19)

con respectivo índice de refracción n (al cuadrado)

n2 =
1

v2
ph

=
KµKµ

(pαuα)2 =
[pµ + (pαuα)uµ][pµ + (pαuα)uµ]

(pαuα)2 =
[pµ pµ + (pαuα)2]

(pαuα)2 ,

(2.20)
la cual puede ser reescrita como

gαβ pα pβ − (n2 − 1)(pαuα)2 = 0. (2.21)

Por lo tanto, dado un índice de refracción asociado a un medio (independientemente
de si es de origen plasmático, dispersivo o no dispersivo), la expresión (2.21) define
la relación de dispersión de dicho medio, por lo cual podemos definir al Hamilto-
niano asociado por:

H(pα, xα) =
1
2

[
gαβ pα pβ − (n2 − 1)(pαuα)2

]
. (2.22)

En el caso particular de un plasma frío no magnético el índice de refracción viene
dado por [26, 27],

n2(x, ω(x)) = 1 − ω2
e (x)

ω2(x)
, (2.23)
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donde ω(x) es la frecuencia de observación de los rayos de luz medida por un ob-
servador estático mientras que ωe es la frecuencia del plasma dada por la ecuación
(2.14). Es fácil chequear que esta expresión para el índice de refracción reduce el
Hamiltoniano a la ecuación (2.17).

Notemos que sólo rayos de luz con ω(x) > ωe(x) se propagan a través del plas-
ma. Por otro lado, si ω(x) < ωe(x), el índice de refracción se vuelve imaginario, y
las ondas con tal frecuencia no se propagarán a través del plasma dando origen a
ondas evanescentes. La razón de que la frecuencia del plasma establezca la escala
física se puede entender como originada en la relación entre la corriente de conduc-
ción y la corriente de desplazamiento. En primer lugar, la corriente de conducción
siempre se opone a la corriente de desplazamiento. Por otro lado, si la frecuencia de
la onda electromagnética es más grande que la frecuencia del plasma, entonces la
corriente de conducción será menor que la corriente de desplazamiento y entonces
la propagación de la onda electromagnética ocurrirá. Sin embargo, para una onda
con la frecuencia del plasma la densidad de corriente cancelará exactamente la co-
rriente de desplazamiento, y para frecuencias más bajas, la corriente de conducción
será más grande que la de desplazamiento y por lo tanto la corriente efectiva total
(de conducción más la de desplazamimiento) tendrá el signo contrario para per-
mitir la propagación. En lo que sigue no consideraremos este tipo de situaciones,
sin embargo nos referimos a [84] para un estudio de la propagación de las ondas
electromagnéticas en medios no dispersivos con índice de refracción complejo en
espaciotiempos curvos usando una métrica efectiva que incluye la absorción.

Notemos además que dado el índice de refracción (2.23), los fotones se desvían
de las geodésicas nulas del espaciotiempo de manera que sus trayectorias dependen
de su frecuencia. Más aún, incluso en la presencia de un plasma homogéneo, es
decir, para ωe(x) = constante, si el espaciotiempo produce un redshift gravitacional
no trivial, esto es, la frecuencia de los fotones ω cambia a lo largo de la trayectoria,
se producirá una dispersión no trivial a través de (2.23) y por lo tanto permitirá de
nuevo una desviación de los rayos de luz respecto de las trayectorias geodésicas
nulas. Por supuesto, este último efecto no está presente en un espaciotiempo plano.

En síntesis, en este contexto la propagación de los rayos de luz en un plasma frío
no magnetizado se describirá a través del siguiente Hamiltoniano [26] (ver también
[15] para una discusión completa y detallada),

H(x, p) =
1
2

(
gαβ(x)pα pβ + ω2

e (x)
)

, (2.24)

donde los rayos de luz son soluciones de las ecuaciones de Hamilton,

ℓα :=
dxα

ds̃
=

∂H
∂pα

,
dpα

ds̃
= − ∂H

∂xα
; (2.25)

junto a la relación de dispersión,

H(x, p) = 0, (2.26)

mientras que s̃ es un parámetro a lo largo de los mismos.
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2.1.2. Métrica óptica asociada a un medio plasmático en un campo gravi-
tacional externo

A partir de la ecuación (2.26) podemos ver que en general, los rayos de luz en vez
de seguir geodésicas temporales o nulas con respecto a la métrica gαβ, siguen siem-
pre curvas temporales, no necesariamente geodésicas excepto para el caso de rayos
de luz propagándose en un plasma homogéneo. Esto puede ser entendido heurís-
ticamente notando que incluso para un espaciotiempo plano lleno por un plasma
homogéneo, se sigue de (2.23) y de n = c|k|/ω, con |k| siendo la norma del vector
número de onda, que la relación de dispersión viene dada por ω2 = c2|k|2 + ω2

e ,
y por lo tanto los fotones se comportan como si tuvieran una masa inercial efecti-
va meff = h̄ωe. Por otro lado, en un campo gravitacional, y usando el principio de
equivalencia, esta masa efectiva coincide con la masa gravitacional permitiendo a
los fotones seguir geodésicas temporales. Estas consideraciones heurísticas fueron
plasmadas con rigor matemático por Kulsrud y Loeb en [80]. Ver también referencia
[81], en la cual relaciones de dispersión más generales fueron estudiadas para una
basta variedad de modelos de plasma en forma covariante.

En el caso general, incluso cuando el hecho de que los rayos de luz no sigan
geodésicas no represente ninguna restricción para el estudio de su propagación en
el plasma, usualmente se suele realizar una transformación conforme de la métrica
de forma que los rayos de luz sigan geodésicas temporales respecto de la nueva
métrica (ver por ejemplo [28, 85]).

Notemos que definiendo el tensor

g̃αβ = gαβ + (1 − n2(x, ω(x))uαuβ, (2.27)

el Hamiltoniano (2.24) toma la forma,

H(x, p) =
1
2

g̃αβ(x, ω(x))pα pβ, (2.28)

con inversa g̃αγ (definida por g̃αβ g̃αγ = δ
β
γ),

g̃αβ = gαβ +

(
1 − 1

n2(x, ω(x))

)
uαuβ. (2.29)

En todas estas expresiones, usamos la frecuencia medida del fotón por un observa-
dor estático en reposo respecto del plasma con 4-velocidad uα con respecto a gαβ

dada por,
ω(x) = −pαuα, (2.30)

y la expresión (2.23) para el índice de refracción.
Como se explica en el texto de referencia [86], el tensor g̃αβ no es en general una

métrica debido a su dependencia en los 4-momentos pα. Sin embargo, para medios
no dispersivos, sí es efectivamente una métrica y los rayos de luz siguen geodésicas
nulas respecto a él (ver [86] para más detalles). En tales situaciones el tensor (2.29)
se denomica métrica de Gordon [87]. Retornaremos a ella en el capítulo 4.

Por otro lado, para el caso de espaciotiempos estáticos, incluso considerando
medios dispersivos existe un principio de Fermat (ver [86]) el cual establece que
las proyecciones espaciales de los rayos de luz, que son solución de las ecuaciones
de Hamilton en las hipersuperficies t = constante son también geodésicas de la
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siguiente métrica Riemanniana 3-dimensional denominada métrica óptica,

gopt
ij = − n2

g00
gij, (2.31)

siendo gij la métrica inducida en la hipersuperficie t =constante y g00 la componente
temporal de la métrica física.

En lo que sigue, daremos por sentado este resultado conocido. Sin embargo, en
el capítulo 4 presentaremos una prueba válida para espaciotiempos estáticos arbi-
trarios y en el capítulo 5 para espaciotiempos estacionarios y axisimétricos.

A partir de ahora nos concetraremos en espaciotiempos estáticos y esféricamente
simétricos llenos por un plasma frío no-magnetizado también con las mismas sime-
trías que el espaciotiempo, esto es, el espaciotiempo físico viene descripto por una
métrica de la forma,

gαβdxαdxβ = −A(r)dt2 + B(r)dr2 + C(r)(dϑ2 + sin2 ϑdφ2), (2.32)

y sólo con dependencia radial en la frecuencia del plasma, ωe = ωe(r). Por supuesto,
pudimos elegir un sistema de coordenadas adecuado para el cual el espaciotiempo
sea caracterizado sólo por dos funciones métricas A y B, sin embargo mantenemos la
forma (2.32) debido a que nos gustaría escribir expresiones generales que se manten-
gan válidas para una vasta familia de sistemas de coordenadas. Notemos también
que estamos despreciando la auto-gravitación del plasma debido a que este efecto
es sumamente despreciable en cuanto a la propagación de los rayos de luz se refiere.
Asumimos también que el espaciotiempo es asintóticamente plano y que el plasma
es estático respecto a observadores que siguen las curvas integrales del campo de
Killing temporal ξα = ( ∂

∂t )
α. Por consiguiente, podemos tomar uα como,

uα =
δα

t√
A(r)

. (2.33)

Debido al redshift gravitacional, la frecuencia de los fotones en una dada posición
radial r está dada por,

ω(r) =
ω∞√
A(r)

, (2.34)

donde ω∞ es la frecuencia de los fotones medida por un observador estático en el
infinito. Esto implica que el índice de refracción sólo tendrá una dependencia radial.
Sin pérdida de generalidad debido a la simetría esférica tanto del plasma como del
espaciotiempo podemos restringirnos a rayos propagándose en el plano ϑ = π/2.
Por otro lado, como estamos interesados en la aplicación del teorema de Gauss-
Bonnet para determinar el ángulo de deflexión siguiendo el procedimiento intro-
ducido por Gibbons y Werner en [46], haremos uso de la variedad 2-dimensional
Riemanniana asociada

(
Mopt, gopt

ij

)
donde variedad óptica Mopt está caracterizada

por t = constante y ϑ = π/2, mientras que la métrica óptica gopt
ij teniendo en cuenta

(2.31) viene dada por,

dσ2 = gopt
ij dxidxj =

n2(r)
A(r)

(
B(r)dr2 + C(r)dφ2

)
. (2.35)

Como vemos esta métrica está conformemente relacionada a la métrica inducida
en la subvariedad t = constante, ϑ = π/2 del espaciotiempo físico y por lo tanto
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FIGURA 2.1: Región D con borde ∂D = ∪i∂Di. En cada vértice hemos
definido el ángulo exterior en sentido positivo.

preserva ángulos formados por dos curvas en un mismo punto.

2.2. Ángulo de deflexión utilizando el teorema de
Gauss-Bonnet

Haremos un breve repaso del teorema de Gauss-Bonnet en variedades Rieman-
nianas 2-dimensionales y cómo podemos utilizar el mismo para calcular el ángulo
de deflexión en espaciotiempos estáticos.

El teorema de Gauss-Bonnet conecta la curvatura intrínseca de una superfice da-
da por la integral de la curvatura Gaussiana, con su topología caracterizada por el
número característico de Euler. De forma precisa lo podemos enunciar de la siguien-
te manera: sea D ⊂ S un dominio regular de una superficie 2-dimesional S orientada
equipada con un métrica Riemanniana ĝij cuyo borde ∂D : R ⊃ I → D es una curva
regular, orientada, simple y cerrada, entonces∫ ∫

D
KdS +

∫
∂D

kgdσ + ∑
i

ϵi = 2πχ(D), σ ∈ I, (2.36)

donde χ(D) y D son el número característico de Euler y la curvatura Gaussiana de
la región D respectivamente, kg es la curvatura geodésica de ∂D, y ϵi es el ángulo
exterior definido en el i-ésimo vértice, en sentido positivo, como se muestra en la
figura 2.1. Por otro lado resulta importante señalar que dada una curva γ con vec-
tor tangente normalizado γ̇ y vector aceleración γ̈, su curvatura geodésica puede
calcularse de la siguiente forma,

kg = ĝ(∇γ̇γ̇, γ̈), (2.37)

la cual es cero si y sólo si la curva γ es geodésica.
Siguiendo el trabajo de Gibbons y Werner [45] aplicaremos el teorema de Gauss-

Bonnet a un dominio específico equipado con la métrica óptica gopt
ij a fin de calcular

el ángulo de deflexión en un medio plasmático. Para hacer esto consideremos un do-
minio simplemente conexo DR como se muestra en la figura 2.2 cuyo borde consiste
de la curva espacial geodésica respecto de gopt

ij la cual codifica la información de un
rayo de luz que viaja desde la fuente hasta el observador, y una curva semicircular
CR dada por r(φ) = R = constante. Al tomar el límite del radio R de esta curva
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yendo a infinito, y usando el hecho de que en este límite la suma de los ángulos
exteriores debe ser igual a π y que en la situación bajo consideración χ(DR) = 1, el
ángulo de deflexión α resultante puede ser obtenido a partir de la siguiente expre-
sión (ver figura 2.2 para más detalles),

lı́m
R→∞

∫ π+α

0

[
kg

dσ

dφ

] ∣∣∣∣
CR

dφ = π − lı́m
R→∞

∫ ∫
DR

KdS, (2.38)

donde la curvatura Gaussiana puede ser calculada en términos de la única compo-
nente linealmente independiente del tensor de Riemann asociada a la métrica óptica,

K =
Rrφrφ(gopt)

det(gopt)
. (2.39)

Notemos además que, a partir de (2.35) se sigue que,

dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

= n(R)
(

C(R)
A(R)

)1/2

. (2.40)

En general, es posible corroborar que si el espaciotiempo ambiente es asintóticamen-
te plano entonces,

lı́m
R→∞

[
kg

dσ

dφ

] ∣∣∣∣
CR

= 1, (2.41)

y por lo tanto la ecuación 2.38 se simplifica sustancialmente,

α = − lı́m
R→∞

∫ ∫
DR

KdS. (2.42)

A diferencia de las expresiones usuales para el ángulo de deflexión, las cuales en
general se encuentran escritas en un dado sistema de coordenadas, vemos que la ex-
presión (2.42) sólo depende de la curvatura Gaussiana y de la región de integración
DR. Como veremos en el presente y próximos capítulos, expresiones como (2.42) no
sólo permiten obtener ángulos de deflexión en gravedad linearizada sino también
expresiones de alto orden, y también incluyendo correcciones a distancia finita. A su
vez, expresiones de este estilo serán útiles para describir el comportamiento no geo-
désico de partículas masivas y cargadas en campos de Einstein-Maxwell, es decir, su
aplicación no sólo se reduce al estudio de rayos de luz en medios dispersivos.

2.3. Ejemplos con plasmas homogéneos

En esta sección consideraremos una lente gravitacional rodeada por un plasma
homogéneo, es decir con una densidad electrónica constante N(r) = constante. Sin
embargo esto no implica que el índice de refracción deba ser constante lo cual no
produciría efecto de lente gravitacional alguno, sino que por el contrario debido al
redshift gravitacional en general el índice de refracción no será constante incluso
para este tipo plasmas. Recordemos que los plasmas homogéneos no sólo son in-
teresantes de por sí (ya que pueden modelar regiones del medio interestelar, por
ejemplo) sino que también a través del diccionario con las trayectorias geodésicas
de partículas masivas, permite en simultáneo describir las órbitas de las mismas.
Por ejemplo de neutrinos provenientes de distintas fuentes astrofísicas.
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S

O

C�

�

��opt; g
opt
ij )

FIGURA 2.2: ∂DR = CR ∪ γp. En este diagrama, el punto S representa
la posición de la fuente mientras que la del observador está identifi-
cada con el punto O. γp representa un rayo de luz emitido desde la
fuente hasta el observador. b es el parámetro de impacto. La región
sombreada en escala de grises representa el plasma en cuestión mien-
tras que el punto L indica la posición de la lente gravitacional. CR es
una curva semicircular definida por r(φ) = R = constante. Esta re-
gión pertenece a la variedad óptica dos dimensional (Mopt, gopt

ij ), y
por lo tanto la infromación del plasma se encuentra codificada en la

métrica óptica gopt
ij .

2.3.1. Schwarzschild

Como primer ejemplo calcularemos el ángulo de deflexión producido por una
lente esféricamente simétrica cuyo campo gravitacional está dado por la métrica de
Schwarzschild en este medio homogéneo, la cual viene caracterizada por las funcio-
nes coordenadas

A(r) = 1 − 2m
r

, B(r) =
1

1 − 2m
r

, C(r) = r2, (2.43)

para r > 2m. Si bien este espaciotiempo es asintóticamente plano y el ángulo de
deflexión puede ser calculado utilizando la expresión (2.42), calcularemos también
la cantidad kg

dσ
dφ a fin de corroborar la relación (2.41).

El índice de refracción en este caso es,

n(r) =

√
1 − ω2

e
ω2

∞

(
1 − 2m

r

)
. (2.44)

Por otro lado la métrica óptica viene dada por lo siguiente,

dσ2 =
1 − ω2

e
ω2

∞

(
1 − 2m

r

)
1 − 2m

r

(
dr2

1 − 2m
r

+ r2dφ2

)
, (2.45)

con determinante

det(gopt) =
r3(ω2

∞r − ω2
e r + 2ω2

e m)2

(r − 2m)3ω4
∞

, (2.46)
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y curvatura Gaussiana,

K =
ω2

∞m
r3(ω2

∞r − ω2
e r + 2ω2

e m)3 [(3ω2
e ω2

∞ − 2ω4
∞ − ω4

e )r
3

+ (3ω4
∞ − 9ω2

∞ω2
e + 6ω4

e )r
2m + (6ω2

∞ω2
e − 12ω4

e )rm2 + 8ω4
e m3].

(2.47)

La curvatura geodésica de la curva CR en este caso viene dada por lo siguiente,

κg =
ω∞|ω2

e R2 − ω2
∞R2 − 4Rω2

e m + 3mω2
∞R + 4ω2

e m2|
R3/2(ω2

∞R − ω2
e R + 2ω2

e m)3/2 , (2.48)

mientras que la cantidad dσ
dφ a lo largo de la curva CR esta dada por,

dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

=
R

ω∞

√
R(ω2

∞ − ω2
e ) + 2mω2

e
R − 2m

. (2.49)

Utilizando (2.48) y (2.49) podemos chequear que se satisface la relación (2.41) y por
lo tanto el ángulo de deflexión viene dado por la expresión (2.42).

Por otro lado, como en este ejemplo sólo buscamos obtener el ángulo de deflexión
a primer orden en la masa bastará trabajar con la cantidad KdS a primer orden en la
masa

KdS = − 2ω2
∞ − ω2

e
r2(ω2

∞ − ω2
e )

m drdφ +O(m2). (2.50)

y sólo necesitaremos aproximar la curva geodésica γp a orden cero parametrizada
por r = b/ sin φ, donde b representa el parámetro de impacto. Si consideráramos
correcciones de orden m en la curva γp, estos nuevos términos contribuirían a se-
gundo orden en m en la expresión final del ángulo de deflexión; por tal motivo no es
necesario considerar los términos de orden m en la curva γp.

Por lo tanto el ángulo de deflexión está dado por la siguiente integral de área,

α = − lı́m
R→∞

∫ π

0

∫ R

b
sin φ

KdS. (2.51)

Obteniendo finalmente,

α =
2m
b

(
1 +

1
1 − (ωe/ω∞)2

)
+O(m2), (2.52)

la cual coincide con trabajos previos donde el ángulo de deflexión fue obtenido
por otros medios [22]. En particular, en el caso sin plasma (ωe = 0) o en el caso
donde la frecuencia del plasma es despreciable respecto de la frecuencia del fotón
(ωe/ω∞ → 0), recuperamos la expresión conocida para el ángulo de deflexión en el
espaciotiempo de Schwarzschild en gravedad pura, α = 4m

b .

2.3.2. Un ejemplo más general

Ahora consideraremos una familia de soluciones esféricamente simétricas más
generales que han sido estudiadas con anterioridad [88, 89] donde las funciones
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coordenadas vienen dadas por,

A(r) = 1 − µ

rq +O(r−(q+1)), (2.53)

B(r) = 1 +
γ

rq +O(r−(q+1)), (2.54)

C(r) = r2
(

1 +
β

rq

)
+O(r−(q−1)), (2.55)

donde q ≥ 0. Como se explica en [88] se puede realizar un cambio de coordenadas de
tal forma que las componentes de la métrica conserven la forma de las ecuaciones
(2.53), (2.54) y (2.55) pero con β = 0 (coordenadas tipo Schwarzschild) o bien con
β = γ (coordenadas isotrópicas). Por el momento mantendremos esta libertad a la
hora de elegir el parámetro β. Además esta familia de métricas contiene como caso
particular el límite asintótico de la métrica de Schwarzschild (tomando µ = γ = 2m,
β = 0 y q = 1) y el agujero de gusano de Ellis (tomando µ = γ = 0, β = a2 y q = 2).

El índice de refracción para esta familia de métricas es,

n(r) =

√
1 − ω2

e
ω2

∞

(
1 − µ

rq

)
. (2.56)

Conservando sólo términos lineales en los parámetros µ, γ y β, la métrica óptica es
de la forma,

dσ2 =
ω2

∞[(ω
2
∞ − ω2

e )rq + (γ − µ)ω2
∞ − γω2

e ]

(ω2
∞ − ω2

e )
2rq dr2

+
ω2

∞[(ω
2
∞ − ω2

e )rq + (β − µ)ω2
∞ − βω2

e ]

(ω2
∞ − ω2

e )
2rq r2dφ2,

(2.57)

con determinante,

det(gopt) =
(rq + γ)(r2 + βr2−q)[rq(ω2

∞ − ω2
e ) + µω2

e ]
2

rq(rq − µ)2ω4
∞

. (2.58)

Por otro lado y a primer orden en los mismo parámetros tenemos,

KdS = − [(γ − β) + q(µ + β)]ω2
∞ − [(q − 1)β + γ]ω2

e

2(ω2
∞ − ω2

e )rq+1 drdφ, (2.59)

mientras que la expresión asintótica para κg
dσ
dφ a lo largo de la curva CR es,

κg
dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

= 1 − qω2
∞µ

(ω2
∞ − ω2

e )Rq − γ

2Rq +
(1 − q)β

2Rq +O(
1

Rq+1 ), (2.60)

y como podemos corroborar para R → ∞, se verifica la condición (2.41) ya que esta
familia de soluciones es asintóticamente plana.

Similar a como ocurrió en el ejemplo anterior, debido a que queremos obtener el
ángulo de deflexión a primer orden en los parámetros µ, γ y β, y la cantidad KdS es
al menos lineal en esos parámetros, bastará aproximar la curva geodésica γp a orden
cero en estos parámetros quedando parametrizada por r = b/ sin φ.
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Finalmente, el ángulo de deflexión nos queda,

α =

√
πΓ( q

2 +
1
2 )

2bqΓ(1 + q
2 )

[(q − 1)β + γ + qµ]ω2
∞ − [(q − 1)β + γ]ω2

e
ω2

∞ − ω2
e

, (2.61)

donde
Γ(u) =

∫ ∞

0
vu−1e−vdv, (2.62)

es la función Gamma. Esta expresión para el ángulo de deflexión generaliza otras
que se pueden encontrar en la literatura pero sin la presencia del plasma.

En coordenadas isotrópicas (β = γ) la expresión (2.61) se reduce a lo siguiente,

α =

√
πΓ( q

2 +
1
2 )q

2bqΓ(1 + q
2 )

(γ + µ)ω2
∞ − γω2

e
ω2

∞ − ω2
e

, (2.63)

mientras que en coordenadas tipo Schwarzschild-like (β = 0) tenemos,

α =

√
πΓ( q

2 +
1
2 )

2bqΓ(1 + q
2 )

(γ + qµ)ω2
∞ − γω2

e
ω2

∞ − ω2
e

. (2.64)

En ausensia de plasma, estas expresiones concuerdan con otras habidas en la lite-
ratura donde el ángulo de deflexión ha sido calculado con métodos completamente
diferentes [88, 89]. En particular, para la elección de parámetros µ = γ = 2m y q = 1,
las ecuaciones (2.63) y (2.64) reproducen el ángulo de deflexión para el espaciotiem-
po de Schwarzschild; mientras que para la elección µ = γ = 0, β = a2 y q = 2,
usando (2.61), obtenemos α = πa2

4b2 , lo cual es la expresión conocida para el ángulo de
deflexión a primer orden en a2 en el espaciotiempo de Ellis bajo la aproximación de
campo débil.

Analizemos un poco más en detalle esta familia de soluciones. Debido a la sime-
tría esférica existen relaciones simples entre el ángulo de deflexión y otros escalares
que son de interés en la teoría de lentes gravitacionales como ser el módulo del shear
γ̃ y la convergencia k̃ (para detalles de estas relaciones ver [90, 91]). A partir de la
expresión del ángulo de deflexión en coordenadas isotrópicas (2.63), el shear y la
convergencia estan dados por las siguientes expresiones,

γ̃(b) = −∆
√

πΓ( q+3
2 )[(γ + µ)ω2

∞ − γω2
e ]

bq+1Γ( q
2 )(ω

2
∞ − ω2

e )
, (2.65)

κ̃(b) = −∆
√

π(q − 1)Γ( q+1
2 )[(γ + µ)ω2

∞ − γω2
e ]

2bq+1Γ( q
2 )(ω

2
∞ − ω2

e )
; (2.66)

donde ∆ = dldls
ds

es un factor de escala que depende de las distancias diámetro-
angulares dl , ds y dls. En lo que sigue omitiremos este factor. En la siguiente clasi-
ficación hay algunas familias que están solapadas.

Familia I: distribuciones de polvo extendidas

Esta familia de soluciones se obtiene estableciendo µ = γ. En este caso la mé-
trica que estamos considerando puede ser interpretada como aquella que resulta de
las ecuaciones de Einstein considerando un tensor energía-momento efectivo de un
fluido perfecto con presión cero. Para esta familia el ángulo de deflexión, shear y
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convergencia están dados por lo siguiente,

α =

√
πΓ( q

2 +
1
2 )qµ

2bqΓ(1 + q
2 )

2ω2
∞ − ω2

e
ω2

∞ − ω2
e

, (2.67)

γ̃(b) = −
√

πΓ( q+3
2 )µ

bq+1Γ( q
2 )

2ω2
∞ − ω2

e
ω2

∞ − ω2
e

, (2.68)

κ̃(b) =

√
π(1 − q)Γ( q+1

2 )µ

2bq+1Γ( q
2 )

2ω2
∞ − ω2

e
ω2

∞ − ω2
e

. (2.69)

La métrica de Schwarzschild es un caso particular de esta familia con q = 1 y
µ = 2m. Notemos en particular que para este caso la convergencia es cero (cues-
tión que sabíamos era así para el caso de gravedad pura a primer orden puesto que
este escalar depende solamente del tensor del Ricci) pero que ahora vemos que dicha
situación se mantiene cuando incorporamos el plasma. Además, como se explica en
Bozza [88] para 0 < q < 1 y µ > 0, la densidad de energía es positiva mientras
que para q > 1 la convergencia es negativa y la misma es producida por una lente
exótica con una densidad de masa negativa.

Familia II: distribución de presión anisotrópica pura

Esta familia está caracterizada por q = 1 y la métrica puede ser interpretada
como aquella que resulta de considerar un tensor energía-momento con densidad
de energía cero y presión anisotrópica en las ecuaciones de Einstein. El ángulo y los
escalares ópticos son,

α =
(γ + µ)ω2

∞ − γω2
e

b(ω2
∞ − ω2

e )
, (2.70)

γ̃(b) = − (γ + µ)ω2
∞ − γω2

e
b2(ω2

∞ − ω2
e )

, (2.71)

κ̃(b) = 0. (2.72)

Si γ = µ = 2m, entonces recuperamos la solución de Schwarzschild. Si µ = 0 en-
tonces el plasma no tiene influencia ni en el ángulo de deflexión ni en los escalares
ópticos. El caso particular µ = −γ lo analizaremos más adelante.

Familia III: función lapse constante

En la familia anterior vimos que si µ = 0 entonces el plasma no tiene influencia ni
en el ángulo ni en los escalares ópticos y esto se debe a que para este caso la función
lapse es constante y por lo tanto no tenemos un redshift gravitacional. Debido a esto
el plasma homogéneo no influye en la desviación de la luz resultando,

α =

√
πΓ( q

2 +
1
2 )qγ

2bqΓ(1 + q
2 )

, (2.73)

γ̃(b) = −
√

πΓ( q+3
2 )γ

bq+1Γ( q
2 )

, (2.74)

κ̃(b) = −
√

π(q − 1)Γ( q+1
2 )γ

2bq+1Γ( q
2 )

; (2.75)
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las cuales son independientes del plasma.

Familia IV: nulo efecto de lente gravitacional en gravedad pura

La familia µ = −γ está caracterizada por no presentar efectos de lente en el caso
de gravedad pura. Sin embargo, para un plasma homogéneo el ángulo de deflexión
y los escalares ópticos no son nulos y esto se debe al hecho de que en este caso el
redshift gravitacional no es trivial. En este caso tenemos lo siguiente,

α =

√
πΓ( q

2 +
1
2 )

2bqΓ(1 + q
2 )

qµω2
e

ω2
∞ − ω2

e
, (2.76)

γ̃(b) = −
√

πΓ( q+3
2 )µω2

e

bq+1Γ( q
2 )(ω

2
∞ − ω2

e )
, (2.77)

κ̃(b) =

√
π(1 − q)Γ( q+1

2 )µω2
e

2bq+1Γ( q
2 )(ω

2
∞ − ω2

e )
. (2.78)

Familia V: curvatura espacial nula

Esta familia está caracterizada por γ = 0, para la cual las hipersuperficies t =
constante son planas. Curiosamente para esta familia tanto el ángulo de deflexión
como los escalares ópticos adoptan la misma forma que en la familia anterior.

2.3.2.1. Anillo de Einstein en presencia de plasma homogéneo

Por último analicemos como cambia la posisción angular de los anillos de Eins-
tein en la presencia de plasma para estas familias de soluciones. Consideremos que
los parámetros µ y γ son positivos; entonces a partir de la ecuación de lente (que
analizaremos en detalle en el capítulo 6) y de la expresión del ángulo de deflexión
en coordenadas isotrópicas tenemos que el radio angular del anillo de Einstein en
presencia de plasma θpl esta dado por,

θpl =

(√
πΓ( q

2 +
1
2 )q

2Γ(1 + q
2 )

(γ + µ)ω2
∞ − γω2

e
ω2

∞ − ω2
e

dls

dsd
q
l

) 1
q+1

. (2.79)

El cambio relativo en el radio de Eintein debido a la presencia de plasma respecto
del radio de gravedad pura θ0 esta dado por la expresión,

∆θ0

θ0
=

θpl − θ0

θ0
=

(1 − γ
γ+µ

ω2
e

ω2
∞

1 − ω2
e

ω2
∞

) 1
q+1

− 1, (2.80)

que bajo la aproximación ω2
e /ω2

∞ ≪ 1, la cual es cierta en muchas situaciones físicas
de interés, se reduce a lo siguiente,

∆θ0

θ0
≈ µ

(1 + q)(µ + γ)

ω2
e

ω2
∞

. (2.81)

En la figura 2.3 graficamos las curvas de nivel de la ecuación (2.81) para ωe/ω∞ =
6× 10−3. Para este particular valor podemos ver que si el radio del anillo de Einstein
para el caso sin plasma es de 1 arcsec entonces la presencia del plasma corrije este
valor entre un 10−6 arcsec y 10−5 arcsec.
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FIGURA 2.3: Curvas de nivel del cambio relativo en la posición de los
anillos de Einstein ∆θ0/θ0 para la clase de métricas dadas por (2.53)-
(2.55). Como esperábamos, para un valor fijo del cociente δ = γ/µ,
la diferencia relativa se hace cada vez más chica para valores cada
vez más grande de q. La curva de nivel que tiene el valor 9 × 10−6

contiene el punto particular (q = 1, δ = 1) correspondiente al cambio
en la posición relativa de los anillos de Einstein asociados a la métrica

de Schwarzschild para el mencionado ratio de frecuencia.

En el capítulo 6, haremos un estudio más exhaustivo de situaciones en el régi-
men de lente gravitacional fuerte, y veremos cómo para distintos modelos no ho-
mogéneos de plasma en entornos galácticos las correcciones en el corrimiento de las
imágenes pueden llegar a ser del orden de subarcsecs y que la multiplicidad de las
mismas también es función de la distribución electrónica del plasma.

2.4. Plasma inhomogéneo

Ahora consideraremos una lente gravitacional rodeada por un plasma inhomo-
géneo, esto es, donde la distribución electrónica N(xa) varía de un punto del plasma
a otro. Por simplicidad asumiremos que esta variación sólo ocurre en la dirección
radial desde el centro de la lente y que la derivada radial de la densidad electrónica
N′(r) es una función decreciente y menor que N(r)/r.

En coordenadas isotrópicas, el campo gravitacional producido por la lente está
codificado en las componentes de la métrica de la siguiente forma,

A(r) = 1 − µh00(r), B(r) = 1 + γhrr(r), C(r) = r2B(r). (2.82)

Por otro lado, el índice de refracción se lee,

n(r) =

√
1 − ω2

e (1 − µh00(r))
ω2

∞
. (2.83)
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y por lo tanto la métrica óptica asociada resulta

dσ2 =

(
(1 + γhrr)(ω2

∞ − ω2
e + µω2

e h00)

ω2
∞(1 − µh00)

)
(dr2 + r2dφ2), (2.84)

donde el determinante det(gopt) viene dado de la siguiente forma

det(gopt) =

(
(1 + γhrr)(ω2

∞ − ω2
e + µω2

e h00)

ω2
∞(1 − µh00)

)2

r2. (2.85)

Como sólo estamos interesados en expresiones lineales en µ y γ, escribimos la
curvatura Gaussiana a primer orden en esos parámetros,

K = Kpl + µKµ + γKγ, (2.86)

con

Kpl =
ω2

∞
2r(ω2

∞ − ω2
e )

3 ×
[

Ke(rN′)′(ω2
∞ − ω2

e ) + rK2
e N′2

]
, (2.87)

Kµ = − ω4
∞

2r(ω2
∞ − ω2

e )
2 ×

[
(rh00

′)′ +Fµ(h00N′, h00N′′, h00
′N′)

]
, (2.88)

Kγ = − ω2

2r(ω2
∞ − ω2

e )
×
[
(rhrr

′)′ +Fγ(hrr N′, hrr N′′, hrr
′N′)

]
, (2.89)

y donde las funciones Fµ y Fγ están definidas como,

Fµ(h00N′, h00N′′, h00
′N′) = 2Ke(ω

2
∞ −ω2

e )[h00(rN′)′+ rN′h00
′]+ 3h00rK2

e N′2, (2.90)

Fγ(hrr N′, hrr N′′, hrr
′N′) = Kehrr[r(ω2

∞ − ω2
e )N′′ + N′(ω2

∞ − ω2
e + KerN′)]. (2.91)

En esta notación, Kpl representa la contribución del plasma a la curvatura Gaussia-
na la cual está presente aún si el espaciotiempo fuera plano. Por otro lado, Kµ y Kγ

no sólo tienen información acerca del campo gravitacional sino tambíen de la in-
teracción de éste con el plasma. En principio uno podría utilizar esta expresión de
la curvatura Gaussiana para calcular el ángulo de deflexión. Sin embargo, debido a
que la influencia del plasma en general es pequeña en comparación con los efectos
de lente puramente gravitacionales, asumiremos al igual que en [22] que el ángu-
lo de deflexión es pequeño y por lo tanto a primera aproximación consiraremos la
geodésica γp como una línea recta en el espacio Euclídeo desde el observador a la
fuente. Por otro lado, despreciaremos todos los términos de orden alto de la for-
ma O(N′2, µN′, µN′′, γN′2, γN′′). Por lo tanto, descartaremos el último término en
Kpl así como también los términos Fµ and Fγ. Finalmente, teniendo en cuenta estas
consideraciones la 2-forma KdS se lee,

KdS =
1
2

[
Ke(rN′)′

ω2
∞ − ω2

e
− ω2

∞(rh00
′)′

ω2
∞ − ω2

e
µ − (rhrr

′)′γ

]
drdφ. (2.92)

Debido a que el espaciotiempo es asintóticamente plano se puede verificar que

lı́m
R→∞

κg
dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

= 1. (2.93)
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y por lo tanto el ángulo de deflexión está dado simplemente por (2.42). Explícita-
mente obtenemos,

α = −
∫ π

0

∫ ∞

b/ sin φ

1
2

[
Ke(rN′)′

ω2
∞ − ω2

e
− ω2

∞(rh00
′)′

ω2
∞ − ω2

e
µ − (rhrr

′)′γ

]
drdφ. (2.94)

Integrando por partes y despreciando términos de orden O(N′2, h00N′) podemos
reducir esta última expresión de la siguiente forma,

α =
∫ π

0

1
2

[
Ke(rN′)

ω2
∞ − ω2

e
− ω2

∞(rh00
′)

ω2
∞ − ω2

e
µ − (rhrr

′)γ

]∣∣∣∣
rφ

dφ, (2.95)

donde ahora el ángulo de deflexión está dado por una integral de línea en vez de
una integral de área. El integrando está evaluado en rφ = b/ sin φ.

Finalmente, si realizamos el cambio de coordenadas dado por z =
√

r2 − b2 don-
de además se tiene que tan φ = b/z, podemos escribir (2.95) como,

α =
∫ ∞

−∞

b
2r

[
KeN′

ω2
∞ − ω2

e
− ω2

∞h00
′

ω2
∞ − ω2

e
µ − (hrr

′)γ

]∣∣∣∣
rz

dz, (2.96)

donde el integrando está evaluado en rz =
√

b2 + z2. Esta expresión coincide com-
pletamente con la expresión (30) derivada por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22].
Por completitud, el ángulo de deflexión para dos perfiles de densidad electrónicos,
uno con decaimiento polinomial y otro exponencial, es calculado en el apéndice A.

2.5. Deflexión de partículas masivas

Como ha sido señalado por otros autores en el pasado [22, 23], existe una co-
rrespondencia entre la dinámica de rayos de luz a una dada frecuencia ω∞ propa-
gándose bajo la acción de un campo gravitacional bajo la influencia de un plasma
homogéneo con frecuencia electrónica ωe, y la dinámica de partículas de prueba con
masa µ y frecuencia medida por un observador en infinito E∞ propagándose en el
mismo campo gravitacional pero sin la influencia del plasma. Específicamente, si lle-
vamos a cabo las identificaciones ωe → µ = constante, y ω∞ → E∞, se sigue que la
dinámica de las partículas masivas está gobernada por las ecuaciones de Hamilton
asociadas al Hamiltoniano (2.24).

De esta forma, para cualquier espaciotiempos estático descripto por la métrica,

gαβdxαdxβ = −A(xi)dt2 + gijdxidxj, (2.97)

tenemos una métrica óptica asociada para cada partícula de masa µ y energía E∞.
Notemos que la energía local E(xa) medida por un observador estático está relacio-
nada a la energía medida por un observador en infinito E∞ por E(xi) = E∞/

√
A(xi).

Por lo tanto, la métrica óptica para cada partícula masiva es de la forma,

gopt
ij =

n2

A(xi)
gij =

(
1 − µ2

E2
∞

A(xi)

)
gij

A(r)
. (2.98)

Esta métrica está implícita en el trabajo de Synge sobre óptica geométrica en medios
dispersivos y no dispersivos (ver el capítulo XI de [86]); y también fue reintroducida
recientemente (a menos de un factor E2

∞) por Gibbons bajo el nombre de métrica de
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Jacobi [92]. Nos referimos a este último trabajo para una derivación elegante de la
misma y discución sobre sus propiedades.

Concentrémonos ahora en el movimiento geodésico de partículas masivas en un
espaciotiempo estático y esféricamente simétrico. En particular estamos interesados
en la descripción del movimiento de partículas que dejan la fuente situada en la re-
gión asintóticamente plana del espaciotiempo, y que se acercan a una distancia mí-
nima r0 de la fuente para continuar su camino hasta el observador también situado
en una región asintóticamente plana del espaciotiempo. Se asume que la partícula
arriba al observador asintótico con una velocidad v y por lo tanto con energía

E∞ =
µ√

1 − v2
, (2.99)

y momento angular

J =
µvb√
1 − v2

, (2.100)

La métrica óptica es entonces

dσ2 =
n2(r)
A(r)

(
B(r)dr2 + C(r)dφ2

)
, (2.101)

con

n2(r) = 1 − µ2

E2
∞

A(r) = 1 − (1 − v2)A(r). (2.102)

Estudiemos ahora las geodésicas espaciales de la métrica (2.101). Notemos que
lo que sigue es general para cualquier índice de refracción y no necesariamente sólo
para partículas masivas. En particular, el movimiento geodésico sigue del Lagran-
geano

L =
1
2

[
n2(r)
A(r)

(
B(r)

(
dr
dσ

)2

+ C(r)
(

dφ

dσ

)2)]
, (2.103)

con el vínculo
n2(r)
A(r)

[
B(r)

(
dr
dσ

)2

+ C(r)
(

dφ

dσ

)2]
= 1. (2.104)

De la ecuación (2.103) se sigue que

n2C
A

dφ

dσ
=

J
E∞

. (2.105)

Nos referimos a [92] para una justifiación de la identificación entre la constante aso-
ciada a esta cantidad conservada y J/E∞, donde uno debe también tomar en cuenta
que la metrica óptica definida en (2.98) está relacionada a la métrica ds2 utilizada
por Gibbons de la forma ds2 = E2

∞dσ2. De esta relación y de las expresiones (2.104)
y (2.105) se sigue que (

dr
dφ

)2

=
C
B

(
E2

∞Cn2

J2A
− 1
)

. (2.106)

Esta última expresión para la ecuación de la órbita también puede ser encontrada en
[23, 26] donde fue derivada en el formalismo Hamiltoniano.

Usando la métrica (2.101) con n(r) dado por (2.102) podemos aplicar el teorema
de Gauss-Bonnet al estudio de la desviación de partículas masivas en cualquier cam-
po gravitacional esféricamente simétrico. Por supuesto, si uno quisiera estudiar esta
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desviación a primer orden en la masa de la lente utilizando el teorema de Gauss-
Bonnet, bastará con aproximar la geodésica que sigue la partícula por su trayectoria
plana; sin embargo la motivación principal de escribir explícitamente (2.106) es que
aplicaremos por primera vez en la literatura el método de Gibbons-Werner al estudio
de la deflexión de partículas masivas a segundo orden en la masa de la lente, y pa-
ra ello necesitamos conocer la expresión para la curva geodésica al menos a primer
orden.

2.5.1. Ángulo de deflexión a segundo orden en el espaciotiempo de Sch-
warzschild

A modo de ejemplo calcularemos el ángulo de deflexión asociado a una partícula
masiva moviéndose en el espaciotiempo de Schwarzschild de masa m con A(r), B(r)
y C(r) dado por (2.43). Usando la variable u = 1/r, la ecuación (2.106) se lee,(

du
dφ

)2

= −u2 + 2mu3 +
2m(1 − v2)

b2v2 u +
1
b2 . (2.107)

Para v = 1 recuperamos la ecuación de la órbita asociada a partículas sin masa.
Estamos interesados en encontrar soluciones de esta ecuación bajo la condición

de que la partícula alcance la mínima distancia a la lente en φ = π/2. Para ello
asumimos que la solución puede ser expresada en potencias de m como,

u =
1
b

(
sin(φ) + mu1(φ) + m2u2(φ)

)
+O(m3). (2.108)

Luego, bajo la condición de mínimo acercamiento que hemos impuesto obtenemos

u(φ) =
sin φ

b
+

v2 cos 2φ + v2 + 2
2b2v2 m +

m2

16b3

[
(8 + 32v2 − 3v4)

v4 sin φ

+
6(4 + v2)(π − 2φ)

v2 cos φ − 3 sin 3φ

]
+O(m3).

(2.109)

Ahora utilizamos el método de Gibbons-Werner basado en el teorema de Gauss-
Bonnet para obtener el ángulo de deflexión a segundo orden en m.

A partir de la métrica óptica para partículas masivas (2.101) calculamos el deter-
minante de la misma y la curvatura Gaussiana

det(gopt) =
[2(1 − v2)m + v2r]2r3

(r − 2m)3 (2.110)

K =
m[8(1 − v2)2m3 + 6rm2(1 − v2)(2v2 − 1)− 3v2(1 − 2v2)mr2 − v2(1 + v2)r3]

[2m(1 − v2) + v2r]3r3 .

(2.111)
La 2-forma KdS a segundo orden en la masa de la lente viene dada por,

KdS =

(
− 1 + v2

v2r2 m − v4 + 6v2 − 4
v4r3 m2

)
drdφ +O(m3). (2.112)

Dado que el espaciotiempo es asintóticamente plano el ángulo de deflexión viene
dado simplemente por (2.42) donde ahora debemos considerar la geodésica calcu-
lada a segundo orden en m con rγ = u−1

γ (φ) y uγ(φ) dado por (2.109). Luego de
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realizar las integrales obtenemos

α =
2m
b

(
1 +

1
v2

)
+

3π

4b2

(
1 +

4
v2

)
m2 +O(m3). (2.113)

Podemos ver que para v = 1 recuperamos la expresión del ángulo de deflexión a
segundo orden para partículas sin masa. Para partículas masivas existen en la lite-
ratura dos expresiones diferentes. La primera obtenida por Accioly y Ragusa [93],
y la segunda por Bhadra, Sarkar y Nandi [94]. En un tercer trabajo de He and Lin
[95] se computa numéricamente el ángulo de deflexión verificando los resultados de
Accioly y Ragusa. Nuestros resultados también coinciden con estos resultados.

Para cerrar esta sección notemos que vía la identificación v2 ↔ 1 − ω2
e

ω2
∞

la ecua-
ción (2.113) se reduce a la expresión para el ángulo de deflexión a segundo orden
asociada a rayos de luz propagándose en un plasma homogéneo,

α =
2m
b

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
∞

)
+

3π

4b2

(
1 +

4
1 − ω2

e /ω2
∞

)
m2 +O(m3), (2.114)

la cual generaliza a segundo orden la ecuación (2.52).

2.6. Resumen del capítulo

En este capítulo hemos mostrado cómo extender el método introducido por Gib-
bons y Werner en [45] basado en el uso del teorema de Gausss-Bonnet para calcular
el ángulo de deflexión de rayos de luz propagándose únicamente bajo la acción de
un campo gravitatorio a situaciones donde se tenga en cuenta además la propaga-
ción de los mismos a través de un medio plasmático. Nos hemos restringido a la
propagación de los rayos de luz sobre espaciotiempos estáticos (con campo de Ki-
lling temporal ξa), esféricamente simétricos y asintóticamente planos en el régimen
de campo gravitacional débil. Por otro lado, hemos considerado un plasma frío, no-
magnetizado, esféricamente simétrico y en reposo respecto de las órbitas temporales
de ξa. Finalmente, utilizando una métrica óptica Riemanniana apropiada la cual sa-
tisface el teorema de Fermat para medios dispersivos y que es conforme a la métrica
inducida en la hipersuperficie Σt (ortogonal a ξa ) pudimos obtener una expresión
para el ángulo de deflexión en el caso con plasma en términos de cantidades geomé-
tricas y topológicas distinguiéndose de esta forma de las expresiones usuales escritas
en términos de las componentes de la métrica física.

Más aún, utilizando una correspondencia entre el movimiento de partículas ma-
sivas en gravedad pura y el movimiento de fotones a través de un plasma homo-
géneo bajo el mismo campo gravitatorio, hemos podido extender exitosamente el
método de Gibbons y Werner al estudio del ángulo de deflexión asociado a partí-
culas masivas. A lo largo del capítulo aplicamos nuestros resultados a diferentes
espaciotiempos y diferentes perfiles de plasma tanto homogéneos como inhomogé-
neos obteniendo en todos ellos expresiones a orden dominante del ángulo de defle-
xión. En el caso de partículas masivas obtuvimos también expresiones del ángulo de
deflexión a segundo orden en la masa para el espaciotiempo de Schwarzschild.

La extensión de este método a situaciones donde tanto el observador como la
fuente se encuentran a una distancia finita de la lente se verá en el capítulo 3 mien-
tras que su aplicación a espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos será
abordada en el capítulo 5.
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Capítulo 3

Corrección por distancias finitas

En este capítulo abordaremos el problema de calcular el ángulo de deflexión que
experimentan los rayos de luz que se propagan en la vecindad de una lente gravi-
tacional a través de un plasma astrofísico en la situación donde tanto el observador
como la fuente se encuentran a una distancia finita de la lente. Como veremos dichas
correcciones son rutinariamente tenidas en cuenta en astrometría de alta precisión
y nuestra intención es presentar fórmulas que contengan tanto estas correcciones
como la información del plasma, a fin de que puedan ser utilizadas en el futuro
cercano. Para ello extenderemos el procedimiento usual para medir ángulos de de-
flexión en gravedad pura al caso de plasma y estudiaremos en detalle un modelo de
plasma para la parte más externa de la corona solar considerando la distancia finita
que hay desde el Sol a un observador situado en la Tierra.

La definición de ángulo de deflexión no es una cantidad que goze de un consenso
unificado en el caso de distancias finitas o en general cuando se aborda la cuestión
en espaciotiempos no asintóticamente planos. En este sentido el método basado en
el uso del teorema de Gauss-Bonnet ha mostrado ser una herramienta propicia para
encarar diferentes definiciones del ángulo de deflexión [59-61, 68, 75]. Sin embar-
go, dichas definiciones no siempre coinciden unas con otras e incluso algunas no
recuperan expresiones bien conocidas y discutidas en textos clásicos y que son uti-
lizadas en la actualidad. En este sentido, comentaremos acerca de esta discrepancia
entre las diferentes definiciones y presentaremos una definición propia del ángulo
de deflexión que además puede ser utilizada en el caso de plasma y que recupera los
resultados clásicos y bien conocidos.

Aplicaremos nuestra definición para diferentes perfiles de plasma tanto homogé-
neos como inhomogéneos y discutiremos el procedimiento de Eddington para me-
dir el ángulo de deflexión a escala del sistema solar teniendo en cuenta el efecto
del plasma. En particular, calcularemos el ángulo de deflexión producido por el Sol
como lente gravitacional, modelado por una lente de Schwarzschild y un modelo
polinomial para la distribución de electrones en la parte más externa de la corona
solar.

Debido a la conexión profunda que existe entre la geometría y la topología de
un determinado dominio en la llamada variedad óptica que expone el método de
Gibbons y Werner en el estudio del ángulo de deflexión, varios grupos de autores
han propuesto extensiones alternativas de este método a situaciones donde se consi-
dera la distancia finita que existe entre la fuente y la lente, y el observador y la lente.
La primer alternativa fue presentada por Ishihara et al [60, 61, 68, 75] y la segunda
por Arakida [59]. Incluso cuando ambas propuestas están basadas en el método de
Gauss-Bonnet, no coinciden unas con otras en sus predicciones. Podemos por ejem-
plo comparar el ángulo de deflexión obtenido a partir de ambas definiciones para
el espaciotiempo de Schwarzschild para el caso de distancias finitas. Incluso cuando
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ambos autores utilizan los mismo sistemas de coordenadas (coordenadas tipo Sch-
warzschild usuales), Arakida obtiene términos adicionales en el ángulo de deflexión
a primer orden en la masa que no aparecen si se utiliza la definición de Ishihara et al
(ver ecuación (54) de [59] y el caso particular de la ecuación (A.3) con a = 0 de [75])1.

Antes de continuar, es importante tener en cuenta la siguiente advertencia. Los
dos grupos separados de autores mencionados anteriormente han considerado el
interesante efecto de la constante cosmológica en el ángulo de deflexión. Cuando se
incluye una constante cosmológica, estos grupos también obtienen diferentes expre-
siones para el ángulo de deflexión.

Volviendo a la discusión para espaciotiempos asintóticamente planos, ya que las
dos definiciones que hemos mencionado utilizan regiones de integración D y D′

distintas para la integración de la curvatura Gaussiana, es difícil ver de donde vie-
ne la discrepancia entre ambas definiciones. En particular, incluso cuando ambos
grupos de autores usan regiones cuadriláteras, en el caso de Arakida la misma es
una región finita mientras que en el caso de Ishihara et al la misma no está acotada.
Veremos cómo dicha discrepancia para el caso de espaciotiempos planos puede ser
fácilmente entendida a partir de presentar una región de integración diferente en la
definición de Ishihara et al. Segundo, incluso cuando las correcciones por distancias
finitas al ángulo de deflexión se derivan de estas dos definiciones alternativas, los
autores de [59-61, 68, 75] o [59] no intentan comparar sus resultados con expresiones
habidas en la literatura y obtenidas utilizando diferentes técnicas [96-104], las cuales
han sido testeadas por observaciones desde hace varias décadas [105-112]. Dada la
incompatibilidad entre estas dos definiciones que estamos discutiendo, que como
mencionamos no coinciden siquiera a primer orden en la masa para el espaciotiem-
po de Schwarschild, la comparación entre sus predicciones y cantidades conocidas
y testeadas durante años es un excelente test para ver la validez de sus definiciones
de ángulo de deflexión. En este capítulo llevaremos a cabo dichas comparaciones
mostrando que la definición propuesta por Ishihara et al coincide plenamente con
las expresiones ya conocidas previamente, y descartando de esta forma la validez de
la definición introducida por Arakida en [59].

Además de tratar las cuestiones técnicas en torno al cálculo del ángulo de defle-
xión, la principal motivación en este capítulo es estudiar cómo la consideración de
distancias finitas entre la fuente, la lente y el observador puede afectar la expresión
del ángulo de deflexión en situaciones astrofísicas donde un plasma astrofísico está
presente. La forma habitual de estudiar la desviación de los rayos de luz debido al
plasma y teniendo en cuenta el efecto gravitatorio de la lente es a través de las ecua-
ciones Hamilton para las curvas temporales seguidas por los rayos de luz en el plas-
ma. Por otro lado, como hemos discutido en el capítulo anterior, hemos presentado
una formulación geométrica del problema utilizando el método de Gibbons-Werner
[40]. Por lo tanto, es natural intentar utilizar esta nueva técnica para estudiar las co-
rrecciones por distancias finitas en las expresiones conocidas del ángulo de deflexión
en entornos plasmáticos.

Motivados por estas cuestiones, proponemos una serie de puntos para contribuir
a la discusión de este tema: por un lado, presentamos una formulación alternativa

1A orden lineal en la masa, dichos términos extras están dados por

δα = −m
b
(sin2(φ̂R) cos(φ̂R)− sin2(φ̂S) cos(φ̂S)) (3.1)

donde φ̂S, y φ̂R representan las coordenadas angulares de la fuente y del observador respectivamente,
mientras que δα es la diferencia entre las expresiones dadas por Arakida e Ishihara et al
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de la definición dada en [60] para el ángulo de deflexión a distancias finitas para es-
paciotiempos estáticos, esféricamente simétricos y asintóticamente planos2. Nuestro
enfoque está basado en la integración de la curvatura Gaussiana sobre una región fi-
nita que permite la comparación con la expresión dada por Arakida en [59]. Por otro
lado, además, en este capítulo llenamos el vacío en la comparación con expresiones
conocidas para el ángulo de deflexión a distancias finitas y los resultados obtenidos
por la definición dada por Ishihara et al en [60]. Esta comparación provee confianza
sobre la región de integración que vamos a considerar en este capítulo.

Finalmente, y como parte central de este capítulo, aplicaremos el método de
Gibbons-Werner a fin de calcular el ángulo de deflexión en el régimen de campo
gravitacional débil teniendo en cuenta la corrección por distancias finitas así como
también el efecto del plasma. En particular, para el caso de plasma homogéneo es-
tudiamos la corrección por distancias finitas para rayos de luz propagándose en la
vecindad de objetos astrofísicos descriptos por una métrica PPN (Parametrized-Post-
Newtonian) que tiene en cuenta la masa del objeto así como un posible momento
cuadrupolar. Incluso cuando nos concentramos en correcciones por distancias fini-
tas al ángulo de deflexión también obtenemos como casos particulares de nuestras
expresiones nuevas fórmulas que son válidas para el caso particular de distancias
infinitas entre el observador, la lente y la fuente.

3.1. Ángulo de deflexión para distancias finitas

3.1.1. Aspectos generales

Consideremos un espaciotiempo estático y esféricamente simétrico con elemento
de línea3,

ds2 = −A(r)dt2 + B(r)dr2 + C(r)(dθ2 + sin2 φdφ2), (3.2)

y un rayo de luz propagándose desde la fuente S hasta el observador R a lo largo
de una geodésica nula, la cual podemos considerar que se encuentra sobre el plano
θ = π/2 sin pérdida de generalidad. Esta geodésica puede ser puesta en corres-
pondencia uno a uno con la geodésica espacial de la métrica óptica asociada[46, 47,
86],

dσ2 =
B(r)
A(r)

dr2 +
C(r)
A(r)

dφ2. (3.3)

Ishihara et al [60] propusieron una nueva definición para el ángulo de deflexión
a distancias finitas usando el teorema de Gauss-Bonnet que se puede escribir de la
siguiente forma,

α = −
∫ ∫

∞
R □

∞
S

KdS. (3.4)

A fin de definir la región integración ∞
R □

∞
S se comienza con una región Dr, acota-

da por la geodésica γℓ con su origen en el punto S y terminando en R. Consideremos
dos geodésicas radiales γS y γR, definidas por φS = constante y φR = constante, pa-
sando por los puntos S y R, respectivamente. Luego, el segmento de arco circular
r = rC = constante cierra la región Dr. El segmento de arco se elige ortogonal a las
geodésicas radiales γR y γS. La región ∞

R □
∞
S se obtiene entonces como el límite de

la región Dr para rC tendiendo a infinito. Para una motivación de esta elección nos

2Como veremos , la definición puede también ser aplicada al plano ecuatorial para métricas estáti-
cas más generales con simetría SO(2).

3La restricción de simetría esférica no es del todo necesaria ya que la siguiente discusión puede ser
aplicada al plano ecuatorial de un espaciotiempo estático con simetría SO(2)
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referimos a los artículos originales [60, 61, 68, 75]. Ya que estamos interesado en la
comparación de esta fórmula con la definición propuesta por Arakida la cual está
basada en una región cuadrilátera finita diferente [59], daremos una presentación al-
ternativa de (3.4) la cual hace uso de una región cuadrilátera finita también. Cuando
hablamos de ángulo de deflexión estamos refiriéndonos a cómo la trayectoria de los
rayos de luz se curvan respecto del espaciotiempo plano, y por lo tanto es natural
relacionar el comportamiento de las geodésicas nulas en dos espaciotiempos.

Consideremos un espacio de dos dimensiones equipado con una métrica Eu-
clídea escrita en coordenadas polares estándar {r, φ}. En este espacio, sea Dr una
región delimitada por dos líneas rectas definidas por φ = φS = constante y φ =
φR = constante, tal que los extremos más alejados del origen están conectados por
una curva semi-circular γC definida por r = rC = constante, y los extremos más
cercanos al origen están unidos por una línea recta γℓ (ver figura (3.1)). Para toda la
discusión que sigue la coordenada angular azimutal φ está medida desde un eje po-
lar el cual es arbitrario por el momento, y es por esta razón que no hemos graficado
ningún eje o coordenada angular azimutal en la figura (3.1). Luego introduciremos
una coordenada azimutal en particular (ver apéndice C).
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FIGURA 3.1: La región Dr descripta en el texto. La misma está aco-
tada por cuatro curvas: una línea recta geodésica γℓ que conecta la
posición de la fuente S con la posición del observador R, dos curvas
geodésicas radiales γR y γS, y una curva semi-circular γC que inter-

secta ortogonalmente a γR y γS.

Si aplicacamos el teorema de Gauss-Bonnet a esta región obtendremos la siguien-
te relación que involucra la sumatoria de los ángulos interiores ϵi de la región Dr, los
cuales están relacionados a los ángulos exteriores Θi por Θi = π − ϵi,

∑
i

ϵi =
∫

γC

κ dσ + 2π, σ ∈ I, (3.5)

donde ∫
γC

κ dσ = φR − φS. (3.6)

De forma similar, consideremos un espacio 2-dimensional definido en una re-
gión R2/B, donde B es un conjunto compacto, de tal forma que permite un grupo
de simetría SO(2) y es también asintóticamente plano. Este espacio viene equipado
con una métrica Riemanniana que escribimos como dσ̃2 = a(r̃)dr̃2 + r̃2b(r̃)dφ̃2, con
a(r̃) y b(r̃) yendo a 1 para r̃ que va a infinito. Como esta métrica es asintóticamente
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Euclídea y por lo tanto tiende a la métrica Euclídea dr̃2 + r̃2dφ̃2 a medida que r̃ va a
infinito, podemos hacer la identificación de coordenadas {r, φ} usadas en el sistema
de coordenadas polares del espacio Euclídeo donde la región Dr fue definida y las
nuevas coordenadas {r̃, φ̃} de la variedad Riemanniana.

Consideremos ahora una región 2-dimensional D̃r ligeramente diferente a la dis-
cutida anteriormente. Esta vez consideramos una región equipada con una métrica
Riemanniana no plana con tres de sus lados definidos de forma similar a γR, γS y
γC, pero con el lado restante dado por la geodésica γ̃ℓ la cual coincide con la geodé-
sica espacial asociada a la órbita espacial de la geodésica (nula o temporal) seguida
por el rayo de luz que viaja de la fuente situada en S hasta el obervador en R (ver la
figura (3.2)).
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FIGURA 3.2: La región D̃r descripta en el texto. La misma está acota-
da por cuatro curvas: una geodésica espacial γ̃ℓ conectando los pun-
tos S y R, y tres curvas γ̃R, γ̃S y γ̃C identificadas con las respectivas
curvas en el espacio Euclídeo. Por construcción la curva γ̃C también
intersecta ortogonalmente a las curvas γ̃R y γ̃S. La región circular con
líneas reticulares en su interior representa la región donde se encuen-
tra algún cuerpo astrofísico actuando como lente, como puede ser una
galaxias, un agujero negro, etc. Esta región no está necesariamente cu-

bierta por las coordenadas polares descriptas en el texto.

Si aplicamos el teorema de Gauss-Bonnet a esta región obtenemos la siguiente
relación,

∑
i

ϵ̃i =
∫ ∫

D̃r

KdS +
∫

γ̃C

κ̃ dσ̃ + 2π, σ̃ ∈ I. (3.7)

Notemos que, por construcción la siguiente relación crucial se satisface, ϵ3 = ϵ̃3 =
ϵ4 = ϵ̃4 = π/2, y por lo tanto la diferencia entre la suma de los ángulos interiores
de las regiones Dr y D̃r está solamente relacionada a la diferencia en los ángulos
que las geodésica γℓ y γ̃ℓ formen con las geodésicas radiales γR y γS. Motivado por
esto es que poponemos la siguiente definición para el ángulo de deflexión válida en
particular para el caso donde el observador y la fuente se encuentran a una distancia
finita de la lente,

α := ∑
i
(ϵi − ϵ̃i). (3.8)
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Por otro lado, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.5) y (3.7) obtenemos expresión
alternativa para el ángulo de deflexión,

α = −
∫ ∫

D̃r

KdS −
∫

γ̃C(S→R)

κ̃ dσ̃ +
∫

γC(S→R)

κ dσ, (3.9)

donde la notación γ̃C(S→R) es para recordar que la integración debe realizarse sobre
el semi-círculo γC y desde la fuente hasta el observador.

Alternativamente, como las otras tres curvas en el cuadrilátero son geodésicas,
la ecuación (3.9) puede escribirse de esta manera

α = −
∫ ∫

D̃r

KdS −
∮

∂D̃r

κ̃ dσ̃ +
∮

∂Dr

κ dσ, (3.10)

donde las integrales de línea se realizan sobre los respectivos bordes ∂D̃r y ∂Dr de
las regiones D̃r y Dr en sentido anti-horario. Por construcción el lado derecho de
la ecuación (3.9) da el mismo resultado para cualquier curva γC definida por rC =
constante. Esta definición es una presentación alternativa de la definición propuesta
por Ishihara et al [60]. En particular, como se asume que la métrica es asintóticamente
Euclídea, podemos tomar el límte de rC yendo a infinito, y en tal caso

∫
γ̃C

κ̃ dσ̃ →∫
γC

κ dσ, resultando en una expresión para el ángulo de deflexión α que se reduce a
la fórmula (3.4) introducida por Ishihara et al[60].

De hecho, podemos repetir el mismo procedimiento pero sin asumir que la curva
γ̃ℓ es geodésica. En este caso, incluso cuando la región Dr no cambia, a fin de evitar
confuciones consideraremos otra región D̃∗

r similar a Dr pero recordando que ahora
γ̃ℓ no es geodésica; en ese caso el análogo a la ecuación (3.9) sería,

α =−
∫ ∫

D̃∗
r

KdS −
∫

γ̃ℓ(R→S)

κ̃ dσ̃ −
∫

γ̃C(S→R)

κ̃ dσ̃ +
∫

γC(S→R)

κ dσ

=−
∫ ∫

D̃∗
r

KdS −
∮

∂D̃∗
r

κ̃ dσ̃ +
∮

∂Dr

κ dσ.
(3.11)

Si asumimos una región D̃ ≡ ∞
R □

∞
S obtenida a partir D̃∗

r en el límite de rC yendo
a infinito, es fácil ver que la relación (3.11) se reduce formalmente a la expresión
encontrada en [75] para el ángulo de deflexión a distancias finitas válida para un
espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico general. Notar que en tales casos,
como se explica en detalle en [75], se necesita una modificación de la métrica óptica.

Con la expresión (3.9) estamos en condiciones de comparar nuestra definición
con la definición presentada en [59]. En dicha referencia el autor también considera
una región cruadrilátera finita pero en vez de utilizar una curva circular γC, elige
una nueva curva γΓ identificada con la geodésica espacial asociada a un rayo de luz
conectando los puntos R y S si el espaciotiempo fuera plano, esto es, en el espacio
Euclídeo dicha curva es una línea recta.

Manteniendo la definición (3.8) para el ángulo de deflexión con estas dos nuevas
regiones, y notando que para un cuadrilátero en el espacio Euclídeo, la suma de los
ángulo interiores siempre es igual a 2π, obtenemos un nuevo ángulo de deflexión,

α̃ = 2π − ∑
i

ϵ̃i; (3.12)

el cual coincide exactamente con la definición de Arakida [59] (en dicha referencia
los ángulos interiores están denotados como βi). Equivalentemente, para esta nueva
elección de regiones, la integración a lo largo de la curva γΓ, que reemplaza la curva
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γC, en el último término de (3.9) es exactamente cero debido a que está calculada
en el espaciotiempo Euclídeo de fondo y γΓ es una geodésica en el espacio Euclídeo
por construcción, y por lo tanto sólo el primer término en (3.9) sobrevive, y podemos
arribar a una expresión con exactamente la misma forma que la obtenida en [59] (ver
ecuación (35) de tal referencia). Por lo tanto, parece a primera vista que la definición
(3.8) también contiene como caso particular la definición propuesta por Arakida. Sin
embargo, notemos que en la motivación para la definición (3.8) la igualdad entre los
ángulos interiores ϵ3 y ϵ̃3, y entre ϵ4 y ϵ̃4 era crucial. Notemos también que pudimos
haber escrito el ángulo de deflexión directamente como la diferencia entre la suma
de los ángulos ϵ1 y ϵ2 y sus versiones tildadas, enfatizando de esta manera que dicha
definición sólo depende de los ángulos formados por la intersección de la geodésica
nula que conecta los puntos S con R con las curvas radiales en el espacio curvo
comparada con los ángulo similares en el espacio de fondo plano. Más precisamente,
también pudimos haber escrito el ángulo de deflexión sin referencia alguna a una
región cerrada,

α = (ϵ1 − ϵ̃1) + (ϵ2 − ϵ̃2). (3.13)

Ya que el ángulo de deflexión sólo depende de la diferencia entre los ángulos for-
mados por la geodésica nula y las geodésicas radiales en ambos espacios, la nueva
curva utilizada para cerrar la región debe ser elegida de tal forma que los ángulos
entre la nueva curva y las direcciones radiales sean los mismos en ambos espacios,
el curvo y el plano. Esto sólo se consigue si elegimos como nueva curva el segmen-
to circular γC cuyo vector tangente en cada punto es el campo vectorial de Killing
rotacional ∂

∂φ , y por lo tanto ortogonal siempre a las geodésicas radiales en ambos
espacios. Sin embargo, este no es el caso si elegimos en vez de la curva γC, la curva
γΓ como en el caso de Arakida. En tal situación, la curva γΓ forma diferentes ángu-
los internos con las direcciones radiales en ambos espacios, y por lo tanto el nuevo
ángulo de deflexión dado por (3.12) no sólo tiene la información concerniente a la
desviación de la luz que conecta la fuente con el observador sino también de la nue-
va curva introducida γΓ. Por lo tanto, el uso de la ecuación (3.12) parece no estar
bien motivada. De hecho, como hemos mencionado, la comparación entre las expre-
siones presentadas en [60] y [59] para el ángulo de deflexión a distancias finitas en
el espaciotiempo de Schwarzschild no coinciden incluso a primer orden en la masa.
Para este ejemplo, podemos ver que el origen de la diferencia entre la expresión de
Ishihara et al y la de Arakida se origina efectivamente en la diferencia entre los valo-
res de los ángulos internos que la curva γΓ forma con las curvas radiales en ambos
espacios: el Euclídeo y el curvo. Más precisamente, como sigue de la ecuación (44)
de [59] a orden lineal en la masa, la diferencia entre ϵ3 and ϵ̃3 es como sigue4,

ϵ3 − ϵ̃3 =
m
b

sin2(φ̂S) cos(φ̂S). (3.14)

Una expresión similar sigue de la diferencia entre los ángulos ϵ4 y ϵ̃4. El ángulo φ̂
es para diferenciarlo de otra coordenada angular azimutal asociada a otro eje polar
que será elegido luego. Este ángulo azimutal se elige de tal forma que el punto de
mínima distancia del rayo de luz a la lente se encuentra en la posición φ̂ = π/2.
Esta es la elección hecha por Ishihara et al y Arakida en sus respectivos trabajos.
Esta diferencia contribuirá al ángulo de deflexión incluso a primer orden en la masa.
Por lo tanto, de las dos definiciones obtendremos dos expresiones diferentes para
el ángulo de deflexión. En particular, utilizando la definición de [60], el ángulo de

4En la notación de Arakida nuestros ángulo interno ϵ3 se denota β2, y en particular β2 = E en su
definición. Ver ecuacuón (44) de[59]
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deflexión a orden lineal en la masa, denotado por α[60] se lee,

α[60] =
2m
b

(
cos(φ̂S)− cos(φ̂R)

)
. (3.15)

En comparación, la expresión αArakida dada por Arakida es,

αArakida = α[60] + δα; (3.16)

con

δα = −m
b

(
sin2(φ̂R) cos(φ̂R)− sin2(φ̂S) cos(φ̂S)

)
. (3.17)

Como anticipamos, dichos términos extras se originan de las expresiones como (3.14)
y su similar para ϵ4 − ϵ̃4.

Con respecto a las expresiones (3.15) y (3.16), necesitamos hacer algunas refle-
xiones. Primero, notemos que la discrepancia entre ambas expresiones es más que
relevante en cuanto a la observabilidad de las correcciones por distancias finitas se
refiere. Consideremos, por ejemplo, la deflexión producida por nuestro Sol cuan-
do los rayos de luz de una fuente lejana pasan en su cercanía y llegan a la Tierra.
Para tal situación podemos realizar la siguiente aproximación: φ̂S = 0 + O(m)5,
φ̂R = π − δφ̂, con δφ̂ = arcsin(b/ro) ≈ b/ro ≈ 4 × 10−3, donde ro es la distan-
cia Sol-Tierra, y b es igual al radio solar. Entonces, la diferencia entre la expresión
de distancia infinita y α[60] es del orden de 10−5arcsec. Más precisamente, haciendo
una expansión de Taylor de (3.15) obtenemos,

α[60] ≈
4m
b

− mδφ2

b
− mδφ4

4b
+O(δφ5). (3.18)

Por lo tanto, la primera corrección a la expresión de distancia infinita se puede apro-
ximar por mδφ2

b ≈ 10−5arcsec, lo cual está dentro de las capacidades observacionales
actuales. Incluso cuando Arakida no hace una estimación numérica de las correccio-
nes introducidas por su definición, podemos hacer el mismo ejercicio. Los nuevos
términos contribuyen de la siguiente manera,

δα ≈ mδφ2

b
− mδφ4

2b
+O(δφ5). (3.19)

Para nuestra sorpresa, como la expresión de Arakida se obtiene por la suma de (3.18)
y (3.19), notamos que existe una cancelación entre los términos cuadráticos en δφ,
resultando en una expresión final dada por,

αArakida ≈ 4m
b

− 3mδφ4

4b
. (3.20)

Por lo tanto, la corrección a la expresión usual de Schwarzschild es del orden de
10−5µsec, un valor indetectable con la capacidad actual de observación. Recorde-
mos que el ángulo de deflexión a nivel del sistema solar es rutinariamente medido a
través del procedimiento de Eddington en observaciones de la misma fuente en dos
sesiones diferentes: una cuando el Sol está presente entre la fuente y el observador,
y la otra cuando no. Más generalmente, el cambio en la posición angular de las imá-
genes es usualmente comparado con respecto a algún objeto de referencia usando

5Más precisamente, φ̂S → −α∞/2 donde α∞ es el ángulo de deflexión total si tanto la fuente como
el observador se encuentras suficientemente alejados de la lente
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astrometría diferencial [101, 113]. Alternativamente, observaciones en una sola se-
sión son llevadas a cabo al observar el paso del Sol a través de la línea de visión de
fuentes de radio [114]. Procedimiento similar es utilizado al estudiar la deflexión de
la luz por planetas en nuestro sistema solar [115]. Más aún, como veremos más ade-
lante, incluso considerando rayos de luz viniendo de fuentes sumamente alejadas
cuyas imágenes forman un ángulo de elongación6 de θI = 45◦ (φ̂R = 3π/4+O(m)),
la expresión de Arakida difiere de la de Ishihara et al por hasta 1mas (un milisegundo
de arco). Por lo tanto, las ramificaciones de estas fórmulas, y de ambas definiciones
en particular, no son sólo de interés académico sino también práctico.

Segundo, como mostraremos luego, tanto la expresión del ángulo de deflexión
dada por Ishihara et al como la nuestra coinciden con otras expresiones bien cono-
cidas utilizando técnicas post-newtonianas y que son aquellas que se utilizan en la
actualidad en astrometría de alta precisión, incluyendo tanto momentos cuadrupola-
res de la lente como correcciones a segundo orden en la masa. De hecho, la expresión
de Ishihara et al es un caso particular de expresiones bien conocidas obtenidas por
Shapiro en 1967 [97] (ver también [116]),

α =
(1 + γ)m

b
(1 + cos(θI)), (3.21)

donde θI es el ángulo de elongación entre la lente, el observador y la imagen rela-
cionado a φ̂R de la forma θI = π − φ̂R + O(m)7. En esta expresión, γ es el pará-
metro post-newtoniano de Eddington. La expresión usual de distancias infinitas se
recupera tomando θI → 0. La expresión (3.21) no sólo está extensamente discutida
en muchos textos de referencia [100, 101, 117], sino también ha sido continuamente
testeada experimentalmente utilizando fuentes distantes cuyas imágenes forman di-
ferentes ángulo de elongación con el Sol. Estos ángulos de elongación varían desde
arcsin(R⊙/ro), siendo R⊙ el radio del Sol, hasta 180◦. Incluso, dichas observaciones
son utilizadas para estimar el valor de γ como test de gravedad modificada [106,
108-112]; testear el principio de equivalencia observando el corrimiento de las posi-
ciones de los núcleos activos de galaxias (AGN) utilizando nuestras propia galaxia
como lente; y medir la desviación de la luz producida por la Tierra [118].

En comparación con (3.21), la expresión de Arakida tiene un término extra ob-
tenido de (3.17) tomando φ̂S = 0 + O(m) y φ̂R = π − θI + O(m), dado por (ver
apéndice C),

δα =
m
b

sin2(θI) cos(θI) =
m

2ro
sin(2θI), (3.22)

donde en la última igualdad hemos reemplazado b = ro sin(θI), con ro siendo la
distancia radial entre el observador y la lente. En la figura 3.3 hemos graficado la
expresión de Shapiro (con γ = 1) junto con la de Arakida para ro = 1 AU, y también
su diferencia δα dada por (3.22). A un ángulo de elongación θI igual a 45◦ ó 135◦, la
diferencia es tan grade como 1mas (1 milisegundo de arco). Recordemos que instru-
mentos como GAIA son capaces de medir en la actualidad variaciones angulares en
la posición de las estrellas con una resolución tan chica como 1µas para un ángulo
de elongación entre θI ≈ 45◦ y 180◦. Incluso para planetas como Júpiter, 1µas en la
deflexión de la luz es alcanzada para ángulos de elongación de 90◦ y de 17◦ para
Saturno [115, 119].

6Esto es, el ángulo entre el Sol, la Tierra y la imagen.
7Ver sección (3.1.2) y apéndice C. En términos de φ̂R y de la coordenada radial del observador ro

(relacionada a b por b = ro sin(φ̂R) +O(m)) la expresión (3.21) viene dada por α = (1+γ)m
ro

tan( φ̂R
2 ).
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FIGURA 3.3: Comparación entre las expresiones de Shapiro y Arakida
para el ángulo de deflexión en términos del ángulo de elongación θI
para un observador situado a 1 AU de nuestro Sol (γ = 1). Alrededor

de θI = 45◦ y 135◦ la diferencia es tan grande como 1mas.

Veremos más adelante cómo la expresión (3.21) y otras expresiones más generales
pueden ser recuperadas exitosamente de la definición de Ishihara et al. La discusión
presentada en esta sección nos da confianza en la definición propuesta por Ishihara
et al en [60] y dada por (3.4) o sus versiones equivalentes (3.9) y (3.10). Notemos
que incluso cuando (3.8) y (3.9) son equivalentes al trabajo original de Ishihara et al,
ellas no han sido presentadas en la literatura hasta ahora y en particular, (3.8) tiene
un sentido geométrico claro. Como un test que puede resultar útil, en el apéndice B
mostramos usando un ejemplo explícito cómo la versión original (3.4), o sus versio-
nes equivalentes (3.8) y (3.9) dan el mismo resultado. Por supuesto, la ecuación (3.4)
es más fácil de usar debido a que no necesitamos calcular las curvaturas geodésicas
y por lo tanto, de ahora en adelante utilizaremos esa expresión.

3.1.2. Ángulo de deflexión desde un enfoque post-newtoniano

El ángulo de deflexión para el espaciotiempo de Schwarzschild y para el espacio-
tiempos de Kottler fueron calculados utilizando la ecuación (3.4) en [60], y utilizando
la versión (3.12) en [59]. En particular, las posibilidades de medir estas correcciones
para el caso de Schwarzschild fueron discutidas en [61, 75]. Como previamente men-
cionamos, el cálculo de las correcciones por distancias finitas para el ángulo de defle-
xión ha sido abordado por varios autores en situaciones más generales y discutidas
en libros de texto desde hace muchos años. Por ejemplo, la ecuación (3.15) puede
ser encontrada en [101]. El cálculo de estas correcciones generalmente se lleva a ca-
bo utilizando métodos post-newtonianos resolviendo explícitamente la ecuación de
geodésicas en espaciotiempos [96-104, 120]. De hecho, incluso cuando tales expre-
siones son rutinariamente utilizadas en astrometría de alta precisión [121-123] los
autores de [61] y de [59] desafortunadamente no han tratado de validar sus resulta-
dos con estos resultados bien conocidos.
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En esta sección mostraremos que el ángulo de deflexión que sigue de la defini-
ción de Ishihara et al (3.4) dada por (3.4) coincide completamente con expresiones
bien conocidas del ángulo para el caso de distancias finitas incluso considerando
efectos de segundo orden y métricas más generales que la de Schwarzschild. En par-
ticular, compararemos las expresiones de Ishihara et al con los resultados de Richter
y Matzner para una métrica PPN (parametrized post-newtonian metric) [98]. Debido a
la completa equivalencia entre ambos resultados que mostraremos a continuación,
resulta contundente que la definición de Arakida no puede reproducir dichos resul-
tados.

Una discusión en detalle de la métrica PPN requiere primero revisar algunos he-
chos básicos y supuestos. Recordemos la forma general de una métrica PPN que re-
presenta el campo gravitacional externo de un objeto compacto estático y axialmente
simétrico con masa m y momentos multipolares Jn. Para este caso dicha métrica pue-
de ser expresada como sigue,

Ã(r, ϑ) =1 + 2Ũ(r, ϑ) + 2βŨ2(r, ϑ),

B̃(r, ϑ) =1 − 2γŨ(r, ϑ) +
3
2

νŨ2(r, ϑ),

C̃(r, ϑ) =B(r, ϑ)r2,

(3.23)

donde el potencial Ũ se puede expresar como,

Ũ(r, ϑ) = −m
r

[
1 −

∞

∑
n=2

(
R
r
)n JnPn(cos(ϑ))

]
, (3.24)

siendo Pn(x) el polinomio de Legendre de orden n. Aquí, β, γ y ν son tres paráme-
tros que toman el valor 1 en el caso de relatividad general. En este caso, si Jn = 0
esta métrica representa la versión a segundo orden en la masa de la métrica de Sch-
warzschild. En este caso asumiremos que además de la masa m el único multipolo
no nulo es el momento cuadrupolar J2.

Obviamente esta métrica no es esféricamente simétrica. Sin embargo si restrin-
gimos nuestro estudio a la propagación de rayos de luz sobre el plano ecuatorial
definido por ϑ = π/2, la métrica PPN restringida a este plano tiene simetría SO(2) y
las funciones de la métrica vendrán dadas por

A(r) = Ã(r, π/2) = 1 + 2U(r) + 2βU2(r), (3.25)

B(r) = B̃(r, π/2) = 1 − 2γU(r) +
3
2

νU2(r), (3.26)

C(r) = C̃(r, π/2) = B(r)r2, (3.27)

con

U(r) = −m
r

(
1 +

R2 J2

2r2

)
. (3.28)

Consideremos una situación como se muestra en la figura (3.4) donde el cam-
po gravitacional externo de la lente viene descripto por la métrica anterior. Por el
momento también asumimos que la fuente S se encuentra suficientemente lejos de
la lente L y elegimos la nueva coordenada angular azimutal φ tal que φS = 0. Más
detalles entre esta coordenada y la previamente definida φ̂ se pueden encontrar en
(3.3.1.2). Sin embargo, el observador R se asume que está a una distancia finita de la
lente. En este caso, la manera operacional estándar de definir el ángulo de deflexión
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es através de la siguiente cantidad,

δθ = θI − θ′, (3.29)

donde el ángulo de elongación θI es el ángulo entre la imagen de la fuente vista por
el observador y el eje observador-lente, mientras que θ′ es el valor que este ángulo
debería tener si la lente no estuviera presente [98-101]. Si fuéramos a asumir que
el observador se encuentra a una distancia infinita de la lente, entonces δθ debería
coincidir el ángulo de deflexión asintótico α∞. Sin embargo, debido a la distancia
finita entre el observador y la lente existe cierto desacuerdo entre ambos ángulos. Por
supuesto, δθ no es directamente un observable si uno usa una sola observación; el
mismo debe ser medido utilizando el procedimiento de Eddington en al menos dos
sesiones de observación diferentes. Utilizaremos luego esta cantidad para introducir
otra fórmula que tenga en cuenta la separación angular de la imagen de la fuente
con respecto a un objeto de referencia que no necesariamente sea la lente. Otras
cantidades observables que se pueden calcular a partir del ángulo de deflexión son
los escalares ópticos como el shear y la convergencia (ver por ejemplo [101, 113, 117,
124] y referencias allí para más detalles).

R

L

S

S�

��
��

'R 'S

ro

��

FIGURA 3.4: Los rayos de luz parten desde una fuente distante S has-
ta el obervador R a través de una región donde se encuentra presente
una lente gravitacional L. El ángulo θI está definido por el ángulo en-
tre la lente, el observador y la posición angular de la imagen S′. El
ángulo θ′ es la posición angular de la fuente en el caso en que ésta se
encontrara muy alejada de la lente. La diferencia entre estos ángulos

está definida como δθ.

Diferentes autores usando diferentes métodos han calculado el ángulo de defle-
xión δθ en términos de los parámetros de la lente y del ángulo observable θI . Dichas
expresiones se pueden encontrar de dos forma diferentes: o bien en términos del pa-
rámetro de impacto b, que a distancia finita no es un observable, o bien en términos
de la distancia radial ro entre la lente y el observador. Si sólo consideramos el cálcu-
lo de δθ a primer orden en la masa m y en J2, la relación entre ambas viene dada
simplemente por b = ro sin(φR), la cual debe ser corregida para órdenes más altos.

Antes de continuar señalemos una cuestión de notación. Incluso cuando δθ es
una notación comúnmente usada para el ángulo de deflexión a distancias finitas,
continuaremos denotándola como αS∞ , donde usamos el subfijo S∞ en α para recor-
dar que la fuente se asume estar posicionada a una distancia infinita de la lente. Por
otro lado, en el caso de distancias infinitas, tanto del observador a la lente como de
la fuente a la lente, el ángulo de deflexión se denotará como α∞.
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Hace más de tres décadas Richter y Matzner mostraron en [98] que el ángulo de
deflexión para las configuraciones previas de fuente, lente y observador en el campo
gravitacional representado por la métrica PPN dada por (3.25), (3.26) y (3.27), puede
ser escrito en términos del ángulo observable θI y del parámetro de impacto b como
sigue,

δθ ≡ αS∞ = α
(1)
S∞

+ α
(2)
S∞

, (3.30)

donde α
(1)
S∞

y α
(2)
S∞

son los términos lineales y cuadráticos en la masa del ángulo de
deflexión:

α
(1)
S∞
(b, ϑI) =

m
b
(1 + γ)(1 + cos(θI))

[
1 +

J2R2

2b2

(
2 + cos(θI)− cos2(θI)

)]
(3.31)

α
(2)
S∞
(b, ϑI) =

m2

b2 (2 − β + 2γ +
3
4

ν)(π − θI + sin(θI) cos(θI)). (3.32)

De hecho, en [98] una métrica más general que admita rotación del objeto com-
pacto que actúa como lente y distribuciones más generales de momento-energía tam-
bién fueron estudiadas, aunque para nuestros propósitos es suficiente restringirnos
al caso considerado.

Las ecuaciones (3.31) y (3.32) pueden también ser re-escritas en términos de la
coordenada radial ro relacionada a b por,

1
b
=

1
ro sin(ϑI)

− (1 + γ)
m

r2
o sin(ϑI)

+O(m2, mJ2). (3.33)

En términos de ro, las relaciones (3.31) y (3.32) se expresan de la siguiente manera
[98],

α
(1)
S∞
(ro, ϑI) =

m
ro
(1 + γ)

[
(1 + cos(θI))

sin(ϑI)
+

J2R2

2r2
o sin3(ϑI)

×
(

2 + 3 cos(θI)− cos3(θI)

)]
, (3.34)

α
(2)
S∞
(ro, ϑI) =

m2

r2
o

[
(2 − β + 2γ +

3
4

ν)
π − θI + sin(θI) cos(θI)

sin2(ϑI)

− (1 + γ)2 1 + cos(ϑI)

sin(ϑI)

]
. (3.35)

Nos queda por abordar la cuestión de si estas expresiones para el ángulo de
deflexión pueden ser recuperadas a partir de la definición introducida por Ishihara
et al o por Arakida. Veremos en efecto que dichas relaciones pueden ser recuperadas
a partir de la definición de Ishihara et al. Más aún, obtendremos este resultado para
nada trivial en un contexto más general donde la presencia del plasma será tenida
en cuenta.



40 Capítulo 3. Corrección por distancias finitas

3.2. Sobre la medición de la desviación de la luz en un en-
torno plasmático

A partir de ahora restringiremos nuestra atención a espaciotiempos estáticos y
axialmente simétricos en presencia de un plasma frío no-magnetizado, con métrica,

ds2 =− Ã(r, ϑ)dt2 + B̃(r, ϑ)dr2

+ C̃(r, ϑ)(Θ(r, θ)dϑ2 + sin2 ϑdφ2),
(3.36)

y con dependencia en las coordenadas r y ϑ para la frecuencia del plasma, ωe =
ωe(r, ϑ). Notemos que estamos despreciando la autogravitación del plasma. Tam-
bién asumimos que el espaciotiempo es asintóticamente plano y que el plasma es
estático con respecto a observadores que siguen las curvas integrales del campo de
Killing temporal ξα = ( ∂

∂t )
α. Debido al redshift gravitacional, la frecuencia del fotón

a una dada posición radial r está dada por

ω(r, ϑ) =
ω∞√
Ã(r, ϑ)

, (3.37)

donde ω∞ es la frecuencia del fotón medida por un observador en infinito. Nos
restringiremos también a la propagación de rayos de luz en el plano definido por
ϑ = π/2. Si el espaciotiempo bajo consideración es esféricamente simétrico esta res-
tricción no contribuye a ninguna pérdida de generalidad. Sin embargo, para el caso
axialmente simétrico debemos tener en cuenta que los resultados obtenidos sólo se-
rán válidos para rayos de luz propagándose en ese plano. Restringidos a ϑ = π/2,
todas las variables tendrán únicamente dependencia radial y las componentes de la
métrica se escribirán sin el tilde como hicimos en (3.25), (3.26), (3.27).

Como estamos interesados en la aplicación del teorema de Gauss-Bonnet en la
determinación del ángulo de deflexión, siguiendo nuestro trabajo previo [40] que a
su vez hemos descripto en el capítulo anterior, haremos uso de la variedad Rieman-
niana 2-dimensional

(
Mopt, gopt

ij

)
equipada con la métrica óptica (2.35) (restringida

al plano ϑ = π/2), que para comodidad del lector, volvemos a reproducir aquí,

dσ2 = gopt
ij dxidxj =

n2(r)
A(r)

(
B(r)dr2 + C(r)dφ2

)
. (3.38)

Como hemos mencionado anteriormente, esta métrica es conforme a la métrica indu-
cida en la subvariedad definida por t = constante, ϑ = π/2, y por lo tanto preserva
ángulos formados por dos curvas en un mismo punto.

El movimiento geodésico sigue del Lagrangeano

L =
1
2

[
n2(r)
A(r)

(
B(r)

(
dr
dσ

)2

+ C(r)
(

dφ

dσ

)2)]
, (3.39)

con la condición
n2(r)
A(r)

[
B(r)

(
dr
dσ

)2

+ C(r)
(

dφ

dσ

)2]
= 1. (3.40)
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En el caso de una plasma homogéneo (ωe = constante), se sigue de (3.39) y (3.40)
que la ecuación de la órbita viene dada por [40],(

dr
dφ

)2

=
C(r)
B(r)

[
C(r) n2(r)
A(r) n2

0 b2
− 1
]

, (3.41)

donde n2
0 = 1 − ω2

e
ω2

o A(ro)
, y con ωo siendo la frecuencia del rayo de luz medida por un

observador situado en ro (relacionado a ω∞ por ω∞ = ωo
√

A(ro)).
Definiendo u = 1

r , la ecuación anterior se escribe como,(
du
dφ

)2

=
u4C(u)

B(u)

(
C(u)n2(u)

n2
0(u0)b2A(u)

− 1
)

. (3.42)

En términos del tensor de curvatura asociado con la métrica óptica, la curvatura
Gaussiana K se puede calcular como,

K =
Rrφrφ(gopt)

det(gopt)
. (3.43)

Un procedimiento estándar para medir el ángulo de deflexión cuando una lente
está presente, consiste en observar cómo el ángulo relativo Θ entre dos fuentes situa-
das suficientemente lejos cambia cuando la lente (nuestro Sol, una estrella diferente
o incluso un planeta) pasa cerca de la línea de visión de la fuente [124]. Una de ellas
es la fuente S desde la cual emanan los rayos de luz, mientras que la otra Sr se toma
como fuente de referencia. Por lo tanto, a fin de estudiar cómo la posición angular
relativa entre estas dos fuentes cambia con las propiedades de la lente como su dis-
tribución de masa y su distribución electrónica, una expresión general que relacione
el ángulo de deflexión α con el ángulo relativo Θ es necesaria.

Recientemente, en [125, 126] Lebedev y Lake derivaron una relación muy útil
para el ángulo formado por dos curvas causales en la posición de un observador ar-
bitrario, el cual citamos explícitamente a fin de hacer esta tesis lo más autocontenida
posible. Sea Uα la 4-velocidad de un observador y sea Kα y Wα dos vectores causales
futuros con proyecciones espaciales en el frame local del observador, K̄i, y W̄ i. En-
tonces, el ángulo entre estos dos vectores espaciales en la posición del observador, el
cual es una cantidad medible, esta dado por,

cos(Θ) =
KαWα + (UαKα)(UβWβ)√

KαKα + (UαKα)2
√

WαWα + (UαWα)2
. (3.44)

Notar que ésta es una cantidad explícitamente invariante de gauge.
Como consecuencia de este resultado probamos el siguiente teorema que nos

será de gran utilidad.

Theorem 1. Sea γ y γ′ dos rayos de luz con 4-momento pα y p′α propagándose no necesaria-
mente a la misma frecuencia en un plasma frío sobre un espaciotiempo estático, esféricamente
simétrico y asintóticamente plano. Entonces, en la posición de un observador con 4-velocidad
Uα el ángulo (3.44) entre estos dos rayos de luz toma la forma,

cos(Θ) =
1

n(p)n(p′)

(
1 +

pα p′α

(pβUβ)(p′βUβ)

)
, (3.45)



42 Capítulo 3. Corrección por distancias finitas

donde n(p) y n(p′) es el índice de refracción donde se propagan γ y γ′. En términos de
la frecuencia observada en la posición del observador n2(p(ω)) = 1 − ω2

e (r)/ω2(r) y
n2(p′(ω′)) = 1 − ω2

e (r)/ω′2(r).

A pesar de ser ésta una fórmula muy simple, no tenemos conocimiento de que
la misma se encuentre presente en la literatura hasta el momento. Notemos que esta
fórmula se reduce a la expresión bien conocida para el caso de gravedad pura cuan-
do n(p) = n(p′) = 1 (ver por ejemplo [101]). Esta expresión nos permitirá relacionar
el ángulo relativo Θ entre la posición de las dos fuentes y el ángulo de deflexión α
teniendo en cuenta no sólo los efectos del campo gravitacional sino también aque-
llos inducidos por el plasma. Adicionalmente, esta expresión nos permitiría estudiar
los efectos de aberración producido por el movimiento relativo entre el observador
y la lente que están codificados en los factores pβUβ y p′βUβ, los cuales dependen de
Uα. Sin embargo, por simplicidad restringiremos nuestra atención al caso donde el
observador está estático respecto de la lente.

Demostración: A partir del Hamiltoniano dado por (2.24) se sigue que los vec-
tores tangentes a los rayos de luz son paralelos a los 4-momentos y por lo tanto
uno puede calcular el ángulo relativo (3.44) identificando los vectores K y W con
los 4-momentos pα y p′α. Por otro lado el índice de refracción correspondiente a la
propagación de estos rayos de luz se lee [22, 86],

n2(p) = 1 +
pα pα

(pβUβ)2 y n2(p′) = 1 +
p′α p′α

(p′βUβ)2 (3.46)

el cual puede ser re-expresado como√
pα pα + (pαUα)2 = n(p)(pαUα) (3.47)√

p′β p′β + (p′βUβ)2 = n(p′)(p′βUβ). (3.48)

Reemplazando estas últimas expresiones en (3.44) se obtiene (3.45).

Para un plasma estático, se puede ver a partir de las ecuaciones de Hamilton que

pα = ω(xi)

(
Uα + n(xi)êα

)
(3.49)

donde ω(xj) = −pαUα y n2(xi) = 1 − w2
e (xi)

w2(xi)
. Así mismo êα es un vector espa-

cial normalizado y ortogonal a Uα y tangente a la hiper-superficie Σt definida por
t = constante. La 4-velocidad también está normalizada de forma tal que Uα =

tα√
−g(tα,tα)

donde tα = (1, 0, 0, 0). Una expresión similar obtenemos para p′α con fre-

cuencia ω′(xi).
A fin de construir una relación entre el ángulo de deflexión y el ángulo relativo Θ

a partir de (3.45) que pueda ser fácilmente testeada por observaciones y que además
tenga en consideración los efectos cromáticos producidos por el plasma (así como
también los efectos gravitatorios producidos por el campo gravitacional de la len-
te) seguiremos el procedimiento descripto por Poisson y Will en [117] (ver también
[101]) el cual abarca solamente los efectos gravitacionales. Como estamos interesa-
dos en los cambios a primer orden del ángulo relativo Θ entre dos fuentes S y Sr,
esta última actuando como fuente de referencia, en presencia de una lente y el ángu-
lo relativo Θ′ sin la presencia de la lente, debemos tener en cuenta que la dirección
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espacial de los 4-momentos asociados a cada rayo de luz cambiará comparada con
su valor en el espaciotiempo plano sin perturbar.

Consideremos un rayo de luz con 4-momento pα partiendo de la posición de la
fuente S, y otro con 4-momento p′α emanando de la fuente de referencia Sr; ambas
llegan a la posición de un observador estático en R (ver figura 3.5). Como se da
en muchas situaciones astrofísicas de interés, consideremos que ambas fuentes se
encuentran suficientemente lejos de la lente.

Consideremos que el campo gravitatorio en la vecindad de la lente puede ser
descripto a primer orden en coordenas isotrópicas por la métrica gαβ = ηαβ + ϵhαβ

donde las únicas componentes no nulas de la perturbación son hαβ = (h00, hrrδij).
Las direcciones espaciales de los rayos de luz están dadas por k̂i para la fuente S
y k̂i

r para la fuente de referencia Sref, los cuales son versores respecto de la métrica
Euclídea. Por lo tanto, a primer orden en el parámetro ϵ, el vector espacial êα = (0, êi)
asociado al 4-momento pα del rayo de luz que emana de la fuente S, y el respectivo
vector espacial ê′α = (0, ê′i) asociado al 4-momento del rayo de luz proveniente de
la fuente de referencia Sref estarán dados por,

êi = (1 − ϵ

2
hrr)k̂i − αSb̂i

S +O(ϵ2), (3.50)

ê′i = (1 − ϵ

2
hrr)k̂i

r − αr b̂i
r +O(ϵ2), (3.51)

donde estamos asumiendo que αS y αr son cantidades O(ϵ) que representan los
ángulos de deflexión de los rayos de luz provenientes de S y Sref respectivamente,

mientras que b̂i
S =

b⃗i
S

bS
y b̂i

r =
b⃗i

r
br

son los versores (respecto de la métrica Euclídea) en
la dirección de los respectivos vectores de parámetro de impacto.
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FIGURA 3.5: R, L, S y Sref indican la posición del observador, la lente,
la fuente y la fuente de referencia, respectivamente. Las líneas sólidas
indican la trayectoria real de los fotones mientras que las líneas pun-
teadas indican la trayectoria de los fotones en el espacio de fondo.
Tanto las cantidades angulares como la posición lente-observador ro

son cantidades observables.

Calculemos ahora el ángulo Θ usando la fórmula (3.45) a primer orden en la
perturbación de la métrica Euclídea. Arribamos al siguiente resultado

cos(Θ) = k̂ · k̂r − αS(k̂r · b̂S)− αr(k̂ · b̂r) +O(ϵ2), (3.52)

donde el punto ("·") indica el producto escalar con respecto a la métrica plana. No-
temos que esta expresión es formalmente la misma que la ecuación 10.74 de [117],
la cual es un caso especial para n(p) = n(p′) = 1. En este caso, la ecuación (3.52)
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es válida para rayos de luz que siguen curvas causales y no sólo nulas. Los ángu-
los de deflexión αS y αr son aquellos debidos tanto al campo gravitatorio de la lente
como a la distribución electrónica que rodea a la misma. Siguiendo [117], se puede
re-escribir (3.52) de la forma

cos(Θ) = cos(Θ′)− αS

(
cos Φ′

r − cos Φ′
S cos Θ′

sin Φ′
S

)
− αr

(
cos Φ′

S − cos Φ′
r cos Θ′

sin Φ′
r

)
,

(3.53)
donde los ángulos Φ′

S y Φ′
r son los valores sin perturbar de los ángulos entre el ob-

servador, la lente y la fuente; y entre el observador, la lente y la fuente de referencia,
respectivamente. Señalamos que, a pesar del escenario mostrado en la figura (3.5),
el observador, la fuente, la lente y la fuente de referencia no se encuentra necesaria-
mente en el mismo plano.

Para desviaciones pequeñas respecto de la trayectoria sin perturbar definimos,

∆Θ := Θ − Θ′ ≪ 1, (3.54)

y expandimos el lado izquierdo de (3.53) como,

cos Θ ≈ cos Θ′ − sin Θ′∆Θ. (3.55)

Luego, reemplazando esta expresión en (3.53) obtenemos,

∆Θ =αS

(
cos Φ′

r − cos Φ′
S cos Θ′

sin Φ′
S sin Θ′

)
+ αr

(
cos Φ′

S − cos Φ′
r cos Θ′

sin Φ′
r sin Θ′

)
. (3.56)

Más aún, debido a que estamos considerando correcciones a primer orden, podemos
reemplazar los ángulos Φ′

S, Φ′
r y Θ′ por sus respectivas posiciones angular observa-

bles θIS, θIr y Θ (ver figura 3.6). Por lo tanto,

∆Θ =αS

(
cos θIr − cos θIS cos Θ

sin θIS sin Θ

)
+ αr

(
cos θIS − cos θIr cos Θ

sin θIr sin Θ

)
. (3.57)

De esta forma hemos obtenido una relación entre cantidades observables y el ángulo
de deflexión que nos permiten testear nuestras expresiones para distintos perfiles de
plasma así como también para distintos campos gravitacionales.

R

L

S

Sref

��S
��r

��

ro

�

FIGURA 3.6: Desde la posición del observador es posible medir dife-
rentes cantidades. Θ es el ángulo entre Sref y S; θIS es el ángulo entre

S, R y L; y θIr es el ángulo entre Sref, R y L.
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Notemos que si la fuente de referencia se elige en la misma dirección que la lente,
esto es, θIr = 0 y Θ = θIS, la ecuación (3.57) se reduce significativamente.

∆Θ = αS. (3.58)

Como las mediciones astronómicas desde la Tierra son realizadas en la esfera
celeste, resulta conveniente expresar (3.57) en términos de los ángulos proyectados
en el plano del cielo. Entonces, re-escribimos la ecuación (3.57) en términos de los
ángulos proyectados A y B como,

∆Θ = αS cos(B) + αr cos(A), (3.59)

donde A es el ángulo entre las direcciones proyectadas en la esfera celeste Sre f − S
y Sre f − L, mientras que B es el ángulo entre las direcciones proyectadas Sre f − S y
S − L. La relación (3.59) sigue inmediatamente de las identidades trigonométricas
esféricas [117],

cos(θIr) = cos(θIS) cos(Θ) + sin(θIS) sin(Θ) cos(B), (3.60)

cos(θIS) = cos(θIr) cos(Θ) + sin(θIr) sin(Θ) cos(A). (3.61)

En particular, si tanto la lente, como el observador y ambas fuentes se encuentran
en el mismo plano, con ambas fuentes en el mismo lado de la lente vistas por el
observador, entonces B = 0 y A = π; y la variación en la separación de los ángulos
se reduce a lo siguiente,

∆Θ = αS − αr; (3.62)

resultado que se sigue por simple inspección de la figura (3.6).
Relaciones como (3.59) con αS y αr dados por la fórmula de Shapiro, o el caso

más general dado por las expresiones de Richter y Matzner (3.31) son de uso común
en observaciones astronómicas del ángulo de deflexión no sólo producidos por el
Sol sino también por planetas como Jupiter[119]. La aplicación más simple de (3.62)
sigue de considerar el ángulo de deflexión producido por un campo gravitacional
monopolar, en cuyo caso dichos ángulos αS y αr están dados por la fórmula de Sha-
piro, ecuación (3.21). En esta situación, la ecuación (3.62) nos da,

∆Θ = (1 + γ)
2m
ro

sin( θIS−θIr
2 )

sin θIS
2 sin θIr

2

. (3.63)

Esta expresión fue recientemente utilizada por Turyshev [113] a fin de estimar
el ángulo de deflexión causado por el aspecto monopolar de los campos gravita-
cionales producidos por diferentes cuerpos celestes en el sistema solar y su posible
observabilidad en misiones interferométricas futuras. En dicha referencia, también
se realizó un estudio similar pero utilizando la fórmula de Richter y Matzner y una
generalización de la misma a fin de estimar la observabilidad de la contribución
cuadrupolar y octopolar del campo gravitacional en el corrimiento de las posiciones
angulares de objetos muy lejanos.

Como hemos mostrado en esta sección, las expresiones (3.59), (3.57) y (3.62), pue-
den ser utilizadas para testear el ángulo de deflexión en situaciones más generales
donde los rayos de luz se propagan en un medio con una dada distribución elec-
trónica. Teniendo en cuenta que las expresiones para αS y αr deben ser aquellas que
generalizan la expresión de Shapiro a fin de tener en cuenta la contribución del plas-
ma y que son objeto de estudio en esta tesis.
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En las siguientes secciones daremos expresiones para el ángulo de deflexión deri-
vadas utilizando el teorema de Gauss-Bonnet que no sólo recuperan las expresiones
de Shapiro y de Richter y Matzner, sino que además las generalizan a situaciones
astrofísicas más generales donde la presencia del plasma en la vecindad de la lente
es tenida en cuenta.

3.3. Plasma homogéneo

Consideremos una lente gravitacional rodeada por un plasma homogéneo con
densidad electrónica,

N(r, ϑ) = N0 = constante. (3.64)

En esta sección estudiaremos la desviación de la luz a segundo orden debido a la
presencia de una lente gravitacional cuyo campo gravitacional externo viene carac-
terizado por la métrica PPN introducida en (3.23) restringida al plano ϑ = π/2. En la
notación de esta sección no usaremos las tildes sobre las componentes de la métrica.

Debido al redshift gravitacional y considerando que ambos la fuente y el obser-
vador se encuentran a una distancia finita de la lente, el índice de refracción se lee

n(r) =

√
1 − ω2

e A(r)
ω2

o A(ro)
, (3.65)

donde ωo es la frecuencia del rayo de luz medida por un observador situado en la
posición radial ro respecto de la lente. Por lo tanto, la métrica óptica asociada en este
caso viene dada por,

dσ2 = Ω2(dr2 + r2dφ2); (3.66)

donde

Ω2 =
ω2

o − ω2
e

ω2
o

+
m

ω2
or3r3

o

[
(γ + 1)ω2

or3
o(J2R2 + 2r2)− ω2

e

(
J2R2(γr3

o + r3)

+ 2r2r2
o(γro + r)

)]
+

m2

2ω2
or2r2

o

[
ω2

or2
o

(
8γ − 4β + 3ν + 8

)
+ ω2

e

(
4(β − 2)r2 − 8γrro − 3νr2

o

)]
+O(m3, m2 × J2).

(3.67)

A fin de aplicar el método de Gauss-Bonnet para calcular el ángulo de deflexión
a distancias finitas, necesitamos primero resolver la ecuación de la órbita hasta el or-
den necesario. Como estamos interesados en correcciones a segundo orden en m en
el ángulo de deflexión, sólo necesitaremos resolver la ecuación de la órbita a primer
orden en m, la cual se lee(

du
dφ

)2

=
1
b2 − u2 +

m u
b2 (2 + J2R2u2)

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
, (3.68)

con la condición asintótica,
lı́m
φ→0

u(φ) = 0. (3.69)

Asumiendo una solución de la forma,

u(φ) =
1
b
[sin(φ) + mu1(φ)], (3.70)
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obtenemos a primer orden en m,

u(φ) =
sin(φ)

b
+

m(1 − cos(φ))

2b4

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)(
2b2 + J2R2(1 − cos(φ))

)
.

(3.71)
Por completitud, en la ecuación (3.71) hemos escrito explícitamente términos de or-
den O(m × J2). Sin embargo, queremos enfatizar que debido a que la curvatura
Gaussiana es orden O(m) (ver (3.72) más abajo), se sigue que términos de orden
O(m × J2) en u(φ) contribuirán con correcciones O(m2 × J2) en el ángulo de defle-
xión las cuales son correciones que no consideraremos en este ejemplo.

A fin de calcular el ángulo de deflexión debemos integrar la curvatura Gaussiana
K sobre el dominio ∞

R □
∞
S . La curvatura Gaussiana asociada a la métrica óptica a

segundo orden en m y descartando términos de orden O(m2 × J2) resulta ser,

K =
m(2r2 + 9J2R2)

2r5
ω2

o(γω2
e − (γ + 1)ω2

o)

(ω2
o − ω2

e )
2 +

m2ω2
o

ror4(ω2
o − ω2

e )
3

{
roω4

o

[
4β − 2

+ 4γ + 6γ2 − 3ν

]
− 2ω2

o ω2
e

[
(2 + γ)r + 2ro(β − 2 + γ + 3γ2)− 3roν

]
+ ω4

e

[
2γr + 6γ2ro − 3νro

]}
+O(m3, m2 × J2);

(3.72)

mientras que la 2-forma KdS se lee,

KdS =

{
− m(9J2R2 + 2r2)(ω2

o(γ + 1)− γω2
e )

2r4(ω2
o − ω2

o)
+

m2

r3ro(ω2
o − ω2

e )
2

×
[

ω4
oro

(
4(β + γ2 − 1)− 3ν

)
− 2ω2

o ω2
e

(
ro(2β + 4γ2 − 3ν − 4) + r

)
+ roω4

e (4γ2 − 3ν)

]}
drdφ +O(m3, m2 × J2).

(3.73)

Finalmente el ángulo de deflexión obtenido esta dado por,

α = −
∫ φR

φS

∫ ∞

rγℓ

KdS = α(1) + α(2), (3.74)

donde rγℓ
= 1

u(φ)
viene dado por,

rγℓ
=

b
sin(φ)

− 1 − cos(φ)

sin2(φ)

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
m +O(m2, m × J2). (3.75)

El término lineal en m es,

α(1) =
m
b

(
cos(φS)− cos(φR)

)(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)[
1 +

J2R2

4b2

(
4 − cos(2φS)

− cos(φR − φS)− cos(2φR)− cos(φS + φR)

)]
,

(3.76)
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mientras que la corrección a segundo orden,

α(2) =
m2

4b2(ω2
o − ω2

e )
2

{
(φS − φR)(ω

2
o − ω2

e )×
(

ω2
o(4β − 8 − 8γ − 3ν) + 3νω2

e

)
+ 4(ω2

o(1 + γ)− ω2
e γ)2

(
sin(φS)− sin(φR)

)
+

1
2

[
ω4

o

(
4(β − 1 + γ2)− 3ν

)
+ ω4

e (4γ2 − 3ν)− 2ω2
o ω2

e (2β + 4γ2 − 3ν)

](
sin(2φR)− sin(2φS)

)
+ 8ω2

o ω2
e cos(φS)

(
sin(φR)− sin(φS)

)}
.

(3.77)
En (3.77) hemos usado la aproximación ro ≈ b/ sin(φR) la cual puede ser usada sin
problemas a este orden.

Las expresiones (3.76) y (3.77) generalizan resultados previos de varias maneras.
En resumen, estas expresiones tienen en cuenta correcciones por distancias finitas
para rayos de luz propagándose en un plasma frío así como también tienen en cuenta
el efecto en la desviación de la luz debido a la masa m y al momento cuadrupolar J2.
No tenemos conocimiento de expresiones similares en la literatura. A continuación
estudiamos algunos casos especiales de estas expresiones.

3.3.1. Casos especiales de (3.76) y (3.77)

3.3.1.1. Caso I: PPN a distancias infinitas con plasma

Consideremos el caso límite donde tanto la fuente como el observador se encuen-
tran muy lejos de la lente. En tal situación podemos tomar,

φR → π + α
(1)
∞ y φS → 0. (3.78)

En principio deberíamos proceder como sigue: primero, como α
(1)
∞ es ya una can-

tidad de orden O(m), podríamos calcularla a partir de (3.76) tomando φR = π y
φS = 0. Luego de esto, en una segunda etapa, deberíamos reemplazar este valor ob-
tenido para α

(1)
∞ en (3.78) a fin de utilizar la ecuación (3.76) de nuevo para obtener tér-

minos extras de orden O(m2) que deben ser tenidos en cuenta en α
(2)
∞ . Sin embargo

en la práctica esto no es necesario debido a la siguiente relación: cos(n(x + α
(1)
∞ )) =

cos(nx)− n sin(nx)α(1)
∞ +O(m2) siendo n un número entero. En particular, en nues-

tro caso tenemos términos de la forma cos(φR) = cos(π + α
(1)
∞ ) = −1 +O(m2) en

α(1), y por lo tanto, las correcciones que se obtendrán serán de orden O(m3), las
cuales no estamos considerando en este caso.

De estas consideraciones vemos que al orden que estamos trabajando basta con
reemplazar φR = π y φS = 0 en (3.76) y (3.77) a fin de obtener el ángulo de deflexión
en este caso de distancias infinitas.

α =
2m(b2 + J2R2)

b3

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
+

πm2

b2

(
2 − β + 2γ

1 − ω2
e /ω2

o
+

3
4

ν

)
. (3.79)

A pesar de la simplicidad de esta expresión no tenemos conocimientos de que la
misma haya sido presentada previamente.
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En particular, en la ausencia de plasma, ωe = 0, o bien en el caso en que la
presencia del mismo es despreciable, ωe/ωo ≪ 1, la expresión anterior se reduce a
lo siguiente,

α = 2(γ + 1)
m
b
+ π(2 − β + 2γ +

3
4

ν)
m2

b2 , (3.80)

la cual coincide con expresiones que podemos encontrar en [44, 127].
Por otro lado, incluso considerando la presencia del plasma, si el objeto bajo es-

tudio tiene una distribución de masa esféricamente simétrica, J2 = 0 y el campo
gravitacional respeta la teoría de la relatividad de Einstein, γ = ν = β = 1, la expre-
sión (3.79) se lee,

α =
2m
b

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
+

3π

4

(
1 +

4
1 − ω2

e /ω2
o

)
m2

b2 . (3.81)

El primer término coincide con el resultado obtenido por Bisnovatyi-Kogan y Tsup-
ko en [21, 22], y considerando el término a segundo orden recuperamos el resultado
obtenido recientemente por nosotros en [40].

3.3.1.2. Caso II: Schwarzschild a distancias finitas

La contribución al ángulo de deflexión por distancias finitas para una lente de
Schwarzschild en presencia de un plasma homogéneo se obtienen estableciendo γ =
β = ν = 1 y J2 = 0 en las ecuaciones (3.76) y (3.77),

α(1) =
m
b

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)(
cos(φS)− cos(φR)

)
; (3.82)

α(2) =
m2

8b2(ω2
o − ω2

e )
2

[
6(φR − φS)(5ω4

o − 6ω2
o ω2

e + ω4
e ) + 16ω2

o ω2
e cos(φS) sin(φR)

− (ω2
o + ω2

e )
2 sin(2φS) + 8(ω2

e − 2ω2
o)

2
(

sin(φS)− sin(φR)

)
+ (ω4

o − 6ω2
o ω2

e + ω4
e ) sin(2φR)

]
.

(3.83)
Estas expresiones generalizan al caso con plasma los resultados obtenidos por Ishiha-
ra et al en [60, 75]. En ausencia de plasma o cuando la presencia del mismo puede
ser despreciada, ωe/ωo ≪ 1, recuperamos las expresiones de Ishihara et al,

α
(1)
vac =

2m
b

(
cos(φS)− cos(φR)

)
; (3.84)

α
(2)
vac =

m2

8b2

[
30(φR − φS) + sin(2φR)− sin(2φS) + 32

(
sin(φS)− sin(φR)

)]
.

(3.85)
Notar que incluso cuando nuestros resultados a primer orden (3.84) coinciden com-
pletamente con los resultados obtenidos en [60], pareciera haber cierta inconsistencia
con nuestro resultado a segundo orden (3.85) y el obtenido en [75], el cual repro-
ducimos a continuación con el nombre alternativo α̂

(2)
vac y variable angular φ̂ para
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diferenciarla de la que estamos usando,

α̂
(2)
vac =

m2

8b2

[
30(φ̂R − φ̂S) + sin(2φ̂R)− sin(2φ̂S)

]
. (3.86)

Pareciera haber cierta discrepancia entre las expresiones (3.86) y (3.85) debido a la
presencia del término,

δ = 32
(

sin(φS)− sin(φR)

)
; (3.87)

en (3.85). La diferencia es sólo aparente y se debe a que la coordenada φ̂ utilizada por
los autores de [75] está relacionada con nuestra coordenada angular φ de la forma,

φ̂ = φ − α∞

2
≈ φ − 2m

b
+O(m2). (3.88)

La transformación (3.88) sigue del hecho que nosotros hemos elegido el eje polar de
tal forma que las órbitas seguidas por los rayos de luz en la región asintótica r → ∞
(equivalentemente, u → 0) tienen una coordenada angular que toma el límite φ → 0
o bien φ → π + α∞ en esa región (como podemos ver de la ecuación (3.71) con γ = 1
y ωe = 0).

Por otro lado, los autores de [75] eligieron el eje polar de tal forma que la distancia
más cercana entre los rayos de luz y la lente ocurre cuando su coordenada angular
φ̂ toma el valor φ̂ = π/2, resultando en órbitas que son simétricas con respecto
a la dirección radial definida por φ̂ = π/2. Como el ángulo de deflexión total a
distancias infinitas es α∞, los puntos asintóticos de las órbitas ocurren cuando φ̂ →
−α∞/2 para la posición asintótica de la fuente, y cuando φ̂ → π + α∞/2 para la
posición asintótica del observador. Notemos que la diferencia entre φ y φ̂ es orden
m, i.e., O(m), y por lo tanto α(2) dado por la ecuación (3.85) preserva su forma en
términos de φ̂. Sin embargo, se sigue también de la relación (3.88) que a primer
orden en m tenemos,

cos(φ) ≈ cos(φ̂)− 2m
b

sin φ̂ +O(m2). (3.89)

Por lo tanto si reemplazamos la ecuación (3.89) en (3.84), se puede ver que un nue-
vo término cuadrático en m aparece como función de la variable φ̂ el cual cancela
exactamente el término δ presente en α

(2)
vac. Por lo tanto, cuando nuestras expresiones

para el ángulo de deflexión se escriben en términos de la coordenada angular φ̂ de
Ono et al [75] la relación (3.86) se recupera.

3.3.2. Ángulo de deflexión en términos del observable θI y su compara-
ción con expresiones previas conocidas

Comparemos entre nuestros resultados para distancias finitas y aquellos previa-
mente ya conocidos en la literatura [98, 99]. A fin de llevar a cabo esta comparación
asumiremos que la fuente se encuentra a una distancia suficientemente grande res-
pecto de la lente, infinita a fines prácticos. En este límite los ángulos de deflexión α(1)
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y α(2) toman las siguientes expresiones,

α
(1)
S∞
(b, φR) := lı́m

φS→0
α(1) =

m
b

(
1 − cos(φR)

)(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
×
[

1 +
J2R2

4b2

(
3 − 2 cos(φR)− cos(2φR)

)]
,

(3.90)

α
(2)
S∞
(b, φR) := lı́m

φS→0
α(2) =

m2

4b2(ω2
o − ω2

e )
2

{
φR(ω

2
e − ω2

o)

(
ω2

o(4β − 8 − 8γ − 3ν)

+ 3νω2
e

)
− 4 sin(φR)(ω

2
o(1 + γ)− ω2

e γ)2 +
1
2

[
ω4

o

(
4(β − 1 + γ2)− 3ν

)
+ ω4

e (4γ2 − 3ν)− 2ω2
o ω2

e (2β + 4γ2 − 3ν)

]
sin(2φR) + 8ω2

o ω2
e sin(φR)

}
.

(3.91)
Como se ve de la figura (3.4) tenemos la siguiente relación entre la posición angular
del observador φR y los ángulos θI y δθ,

φR = π − θI + δθ = π − θI + α
(1)
S∞

+O(m2). (3.92)

Finalmente, al reemplazar está relación en las ecuaciones (3.90) y (3.91) obtenemos,

α
(1)
S∞
(b, θI) =

m
b

(
1 + cos(θI)

)(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)[
1 +

J2R2

2b2

(
2 + cos(θI)− cos2(θI)

)]
,

(3.93)

α
(2)
S∞
(b, θI) =

m2

8b2(ω2
o − ω2

e )
2

[
16ω2

o ω2
e sin(θI) + (ω2

o − ω2
e )

(
2(π − θI) + sin(2θI)

)
×
(

ω2
o(−4β + 8γ + 3ν + 8)− 3νω2

e + 8 sin(2θI)ω
2
o ω2

e

)]
.

(3.94)
Las ecuaciones (3.93) y (3.94) son la generalización de las expresiones (3.31) y (3.32)
respectivamente al caso de espaciotiempos PPN inmersos en un plasma homogéneo.

Alternativamente, si tomamos en cuenta la siguiente relación entre el parámetro
de impacto b y la coordenada radial ro que sigue de (3.71) y (3.92)

1
b
=

1
ro sin(θI)

− m
r2

o sin(θI)

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
+O(m × J2, m2), (3.95)

entonces las ecuaciones (3.93) y (3.94) pueden ser reescritas como,

α
(1)
S∞
(ro, θI) =

m
ro

1 + cos(θI)

sin(θI)

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)[
1 +

J2R2

2r2
o

2 + cos(θI)− cos2(θI)

sin2(ϑI)

]
,

(3.96)

α
(2)
S∞
(ro, θI) =

m2

r2
o

{
1

8(ω2
o − ω2

e )
2 sin2(θI)

[
16ω2

o ω2
e sin(θI) + (ω2

o − ω2
e )

(
2(π − θI)

+ sin(2θI)

)(
ω2

o(−4β + 8γ + 3ν + 8)− 3νω2
e + 8 sin(2θI)ω

2
o ω2

e

)]
− 1 + cos(θI)

sin(θI)

(
γ +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)2}
.

(3.97)
En particular, podemos ver que en ausencia de plasma ωe = 0, o alternativamente



52 Capítulo 3. Corrección por distancias finitas

cuando la frecuencia del plasma es despreciable respecto de la frecuencia de obser-
vación ωe/ω0 ≪ 1, las ecuaciones (3.93) y (3.94), o bien sus versiones alternativas
(3.96), (3.97), se reducen a las expresiones (3.31), (3.32) introducidas por Richter y
Matzner en [98].

Resulta interesante el hecho de partir de una expresión compacta y geométrica
para el ángulo de deflexión dado por la ecuación (3.4) y poder luego recuperar fór-
mulas como (3.31) y (3.32). Esto no sólo demuestra el éxito de este método basado
en el uso del teorema de Gauss-Bonnet para recuperar resultados ya conocidos, lo
cual nos da aún más confianza en nuestra definición de ángulo de deflexión, sino
que además prueba que este método resulta ser extremadamente útil para obtener
generalizaciones a situaciones astrofísicas más generales. En particular, a partir de
(3.96), vemos que la correción producida por la presencia de un plasma homogéneo,
incluso considerando distancias finitas, está dado por un factor global, γ + 1

1−ω2
e /ω2

o
.

Esta característica peculiar no permanece válida si consideramos términos a segun-
do orden donde la contribución del plasma es mucho más complicada. En particular,
despreciando los momentos cuadrupolares y considerando la validez de las ecuacio-
nes de Einstein obtenemos que el ángulo de deflexión a primer orden α

(1)
S∞
(ro, θI) se

reduce de la siguiente forma,

α
(1)
S∞
(ro, θI) =

m
ro

1 + cos(θI)

sin(θI)

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
. (3.98)

Esta expresión puede ser comparada con la expresión a primer orden introducida
por primera vez por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko [21, 22],

α(1) =
2m
b

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
o

)
. (3.99)

La fórmula (3.99) fue obtenida bajo el supuesto de distancias infinitas. La ventaja de
(3.98) es que ésta se encuentra expresada en términos de la cantidad observable θI y
la distancia coordenada ro.

3.4. Plasma inhomogéneo

En esta sección estudiaremos las correcciones por distancias finitas sobre el án-
gulo de deflexión para rayos de luz propagándose en un plasmo inhomogéneo.

Consideremos una lente gravitacional esféricamente simétrica inmersa en un
plasma inhomogéneo cuya densidad electrónica N(r) es una función decreciente
respecto de la coordenada radial r. Asumiremos también que su derivada radial
N′(r) es también decreciente y menor que N(r)/r.

En coordenadas isotrópicas las componentes de la métrica en el espaciotiempo
físico están codificadas en las siguientes expresiones,

A(r) = 1 − µh00(r), B(r) = 1 + ϵhrr(r), C(r) = r2B(r). (3.100)

Por otro lado el índice de refracción viene dado por lo siguiente,

n(r) =

√
1 − ω2

e (1 − µh00(r))
ω2

∞
, (3.101)

donde ω∞ = ωo
√

A(ro).
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La métrica óptica asociada con este espaciotiempo es entonces,

dσ2 =

(
(1 + ϵhrr)(ω2

∞ − ω2
e + µω2

e h00)

ω2
∞(1 − µh00)

)
(dr2 + r2dφ2). (3.102)

En general, la desviación de los rayos de luz debido a la presencia de un plasma
ya sea con una distribución electrónica uniforme o no, es sensiblemente menor a la
desviación puramente gravitacional. Por ello asumiremos despreciables los términos
de orden superior O(N′2, µN′, µN′′, ϵN′2, ϵN′′) y consideraremos que los rayos de
luz a orden dominante se propagan a lo largo de una línea recta geodésica en el
espacio plano euclídeo.

Por lo tanto, a orden lineal en µ y ϵ obtenemos lo siguiente para la 2-forma KdS,

KdS =
1
2

[
Ke(rN′)′

ω2
o − ω2

e
− ω2

o(rh00
′)′

ω2
o − ω2

e
µ − (rhrr

′)′ϵ

]
drdφ. (3.103)

Notemos que esta expresión se encuentra escrita en términos de la frecuencia ωo
observada por un observador en ro. Insertando esta expresión en (3.4), obtenemos el
ángulo de deflexión,

α ≈ − lı́m
R→∞

∫ ∫
Dr

KdS = −
∫ φR

φS

∫ ∞

b/ sin φ

1
2

[
Ke(rN′)′

ω2
o − ω2

e
− ω2

o(rh00
′)′

ω2
o − ω2

e
µ − (rhrr

′)′ϵ

]
drdφ.

(3.104)
Aplicando integración por partes en los primeros dos términos de la integral radial
y despreciando una vez más términos O(N′2, µN′) podemos escribir el ángulo de
deflexión para un plasma inhomogéneo como una integral de línea,

α ≈
∫ φR

φS

1
2

[
Ke(rN′)

ω2
o − ω2

e
− ω2

o(rh00
′)

ω2
o − ω2

e
µ − (rhrr

′)ϵ

]∣∣∣∣
rφ

dφ, (3.105)

donde rφ = b/ sin φ. Esta ecuación nos da una fórmula general para calcular el
ángulo de deflexión en un espaciotiempo esféricamente simétrico en presencia de
un plasma inhomogéneo y teniendo en consideración la correción por distancias
finitas tanto de la fuente como del observador. Esta expresión también puede ser
derivada con la técnica usada por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22], donde ellos
han obtenido una expresión similar para el caso de distancias infinitas resolviendo
las ecuaciones de Hamilton perturbativamente para un espaciotiempo descripto por
una métrica no necesariamente esféricamente simétrica de la forma gαβ = ηαβ + hαβ.

Ahora bien, en numerosas situaciones astrofísicas de interés la frecuencia del
plasma suele ser despreciable respecto de la frecuencia de observación, lo que justi-
fica el uso de la siguiente aproximación ωe/ωo ≪ 1. Por lo tanto, en esta aproxima-
ción, la expresión (3.105) se puede descomponer de la siguiente manera,

α = α1 + α2 + α3 + α4, (3.106)
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donde,

α1 = −1
2

∫ φR

φS

rφ

(
h′rr(rφ)ϵ + h

′
00(rφ)µ

)
dφ, (3.107)

α2 = − µ

2ω2
o

∫ φR

φS

rφh
′
00(rφ)ω

2
e (rφ)dφ, (3.108)

α3 =
Ke

2ω2
o

∫ φR

φS

rφN′(rφ)dφ, (3.109)

α4 =
Ke

2ω4
o

∫ φR

φS

rφN′(rφ)ω
2
e (rφ)dφ. (3.110)

Estas expresiones son la generalización a distancias finitas de los resultados ob-
tenidos en [22]. En particular, el primer término α1 es la contribución puramente
gravitacional al ángulo de deflexión mientras que el segundo término α2 es la corre-
ción al primer término debido a la presencia del plasma, el cual está presente incluso
para plasmas homogéneos. El tercer término α3 es una contribución puramente re-
fractiva al ángulo de deflexión, la cual está presente incluso sin la presencia de un
campo gravitacional. El último término α4 es una correción al tercer término. Como
se discute en [22] por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko, en numerosas situaciones físicas
de interés la contribución más importante al ángulo de deflexión viene dada por los
términos α1 y α3, y en general α3 < α1.

3.4.1. Espaciotiempo de Schwarzschild con un perfil de densidad electró-
nica de la forma N(r) = Nor−h

Apliquemos este resultado al caso de un espaciotiempo de Schwarzschild con un
perfil de plasma de la siguiente forma,

N(r) = Nor−h, h > 0. (3.111)

Para este caso, necesitamos hacer la siguiente identificación,

ϵ = µ = m, h00 = hrr =
2
r

. (3.112)

Por completitud escribimos las expresiones para cada término individual (3.107),
(3.108), (3.109), (3.110), aunque como comentamos previamente, la contribución prin-
cipal al ángulo de deflexión está dado por α1 y α3. Explícitamente,

α1 =
2m
b

(
cos(φS)− cos(φR)

)
, (3.113)

α2 =
mKeNo

ω2
o bh+1

[
cos(φS) 2F1

(
1
2

,−h
2

;
3
2

; cos2(φS)

)
− cos(φR) 2F1

(
1
2

,−h
2

;
3
2

; cos2(φR)

)]
,

(3.114)

α3 = −KeNoh
2ω2

o bh

[
cos(φS) 2F1

(
1
2

,
1 − h

2
;

3
2

; cos2(φS)

)
− cos(φR) 2F1

(
1
2

,
1 − h

2
;

3
2

; cos2(φR)

)]
,

(3.115)
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α4 = −K2
e N2

o h
2ω4

o b2h

[
cos(φS) 2F1

(
1
2

,
1 − 2h

2
;

3
2

; cos2(φS)

)
− cos(φR) 2F1

(
1
2

,
1 − 2h

2
;

3
2

; cos2(φR)

)]
,

(3.116)

donde 2F1(a, b; c; x) son funciones hipergeométricas ordinarias[128].
Estas expresiones cerradas generalizan sus equivalentes para el caso de distan-

cias infinitas. En particular para recuperar este caso necesitamos tomar únicamente
los límites φS → 0 y φR → π +O(m). Explícitamente,

a∞
1 =

4m
b

, (3.117)

α∞
2 =

√
πmKeNoΓ

(
h
2 + 1

)
bh+1ω2

o Γ
(

h+3
2

) , (3.118)

α∞
3 = −

√
πKeNoΓ

(
h+1

2

)
bhω2

o Γ
(

h
2

) , (3.119)

α∞
4 = −

√
πK2

e N2
o b−2hΓ

(
h + 1

2

)
2ω4

o Γ(h)
, (3.120)

donde Γ(x) es la función Gamma. La fórmula (3.119) fue obtenida primeramente por
Giampieri[129] y re-derivada por Bisnovatyi-Kogan and Tsupko in [22].

Comparando los signos en las expresiones (3.117) y (3.119), podemos ver clara-
mente el efecto que tiene la presencia del plasma en la desviación de la luz. Mientras
el término puramente gravitacional desvía los rayos de luz hacia la lente gravitacio-
nal (efecto de convergencia) el término de plasma, sensiblemente inferior al término
gravitacional en situaciones astrofísicas realistas, tiende a desviar los rayos de luz
hacia afuera de la lente (efecto de divergencia). Como consecuencia la presencia del
plasma produce un desvío neto menor al que tuvieran los rayos de luz si el plasma
no estuviera.

Como aplicación práctica, estudiaremos en la próxima subsección un perfil de
plasma particular que describe suficientemente bien la distribución electrónica en
la parte más externa de la corona solar y estudiaremos cómo este plasma altera la
desviación de los rayos de luz en su vecindad.

3.4.1.1. Un modelo de plasma para la parte más externa de la corona solar

Consideremos el siguiente perfil de densidad electrónica el cual ha sido estu-
diado y contrastado con diferentes observaciones en el estudio de la corona solar
despreciando variaciones angulares[10, 129-131],

N(r) =
[

C2

(
R⊙
r

)2

+ C6

(
R⊙
r

)6

+ C16

(
R⊙
r

)16]
cm−3, (3.121)

con

C2 = 3,44 × 105, (3.122)
C6 = 1,55 × 108, (3.123)

C16 = 2,99 × 108, (3.124)
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y r ≥ R⊙, donde R⊙ es el radio de nuestro Sol. El valor de los coeficientes Ci han sido
determinados empíricamente en el pasado a partir del estudio de la corona solar.
Consideremos únicamente la contribución principal del plasma dada po α3. En este
caso resulta apropiado situar la fuente en la región asintótica donde la aproximación
de distancia infinita es adecuada, mientras que la posición angular del observador
esta dada en términos del observable θI de la siguiente manera φR = π − θI . Por lo
tanto, la contribución principal del plasma viene dada como sigue,

α3 =− 1
(2π)2

(
1Hz

f

)2[ C̃2

2

(
R⊙
ro

)2
π − θI + cos(θI) sin(θI)

sin2(θI)
+

C̃6

64

(
R⊙
ro

)6

×
(

60(π − θI) + 45 sin(2θI)− 9 sin(4θI) + sin(6θI)

)
1

sin6(θI)

+
C̃16

458752

(
R⊙
ro

)16(
720720(π − θI) + 640640 sin(2θI)− 224224 sin(4θI)

+ 81536 sin(6θI)− 25480 sin(8θI) + 6272 sin(10θI)− 1120 sin(12θI)

+ 128 sin(14θI)− 7 sin(16θI)

)
× 1

sin16(θI)

]
,

(3.125)
donde

C̃2 = (5,64 × 104)2 C2 = 1,09 × 1015 , (3.126)
C̃6 = (5,64 × 104)2 C6 = 4,93 × 1017 , (3.127)

C̃16 = (5,64 × 104)2 C16 = 9,51 × 1017 . (3.128)

De esta forma la contribución principal del plasma dada por (3.125) queda expresada
sólo en término de cantidades observables: el ángulo de elongación θI y la distancia
Sol-Tierra ro. Es posible ver que si uno considera observaciones desde la Tierra a pa-
rámetros de impacto pequeños del orden de algunos radios solares, lo cual implica-
ría ΘI ≈ 0 y por ende que la aproximación de distancia infinita resultaría adecuada,
la fórmula (3.125) se reduce a la expresión dada por Giampieri[129] (ver también
[130]) y recientemente re-derivada por Turyshev y Toth en [132] utilizando las ecua-
ciones de Maxwell. Finalmente, para este caso y por completitud, reescribimos α3 en
términos de la longitud de onda λ = c/ f y del parámetro de impacto b = ro sin θI ,

α3∞ =−
(

1Hz
f

)2[ C̃2

8π

(
R⊙
b

)2

+
15C̃6

64π

(
R⊙
b

)6

+
6435C̃16

16384π

(
R⊙
b

)16]
=−

(
λ

1µm

)2 1
(2,99792458 × 1014)2

[
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8π

(
R⊙
b

)2

+
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64π

(
R⊙
b

)6

+
6435C̃16

16384π

(
R⊙
b

)16]
=−

(
λ

1µm

)2[
4,82 × 10−16

(
R⊙
b

)2

+ 4,09 × 10−13
(

R⊙
b

)6

+ 1,32 × 10−12
(

R⊙
b

)16]
,

(3.129)

Volviendo a la expresión (3.125), en la figura (3.7) graficamos su contribución
(con signo opuesto) así como también la contribución debido al término puramente
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gravitacional α1 para varias frecuencias. Dependiendo de la banda de frecuencias de
observación la contribución del plasma puede llegar a ser del orden de 1µas incluso
para ángulos de elongación grandes, y del orden de 1mas para frecuencias en el
banda S hasta ángulos de elongación de 25◦. Por supuesto a frecuencias cada vez
menores la contribución del plasma es cada vez más significativa.
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FIGURA 3.7: Contribución del plasma al ángulo de deflexión (grafica-
do con signo opuesto) como función del ángulo de elongación θI para
tres frecuencias diferentes en diferentes bandas. Por completitud se
muestra también la contribución del término de Shapiro para grave-
dad pura con parámetro de Eddington γ = 1. En la región aumentada
se muestran los valores del ángulo de deflexión en la vecindad de la

superficie del Sol.

3.5. Resumen del capítulo

En este capítulo abordamos el estudio del ángulo de deflexión asociado a rayos
de luz propagándose a través de un plasma frío no-magnetizado y bajo la acción de
un campo gravitatorio para el caso en que tanto el observador como la fuente se en-
cuentran a una distancia finita de la lente gravitacional. Dicho estudio lo llevamos a
cabo utilizando el teorema de Gauss-Bonnet. En este contexto presentamos una de-
finición alternativa del ángulo de deflexión y discutimos otras definiciones habidas
en la literatura basadas en el mismo método para el caso de gravedad pura. Hicimos
especial hincapié en obtener expresiones en términos de cantidades observables co-
mo ser el ángulo de elongación y dedicamos una sección a discutir cómo llevar a
cabo el procedimiento de Eddington para medir el ángulo de deflexión en el sistema
solar teniendo en cuenta la influencia del plasma. Comparamos nuestros resultados
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con expresiones clásicas del ángulo de deflexión para distancias finitas coincidien-
do plenamente con las mismas y dando de este modo validez a nuestra definición.
En cuanto al plasma, estudiamos modelos de distribución electrónica tanto homo-
géneos como inhomogéneos. A modo de aplicación estudiamos un perfil de plasma
polinomial para describir la densidad de electrones en la parte más externa de la
corona solar y de este modo estudiar cómo influye la misma en la propagación de
los rayos la luz teniendo en cuenta la distancia finita entre el Sol y un observador
situado en la Tierra.
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Capítulo 4

Desviación en términos de la
distribución de energía-momento y
correspondencia con partículas
masivas y cargadas

Como hemos mencionado a lo largo de esta tesis una de la cantidades cruciales
en el estudio de las lentes gravitacionales es el ángulo de deflexión. En general las
expresiones para el ángulo de deflexión están presentadas en términos de derivadas
de las componentes de la métrica. Sin embargo, en [90], Gallo y Moreschi introdu-
jeron una expresión para el ángulo de deflexión en el régimen de lente débil escrita
en términos de escalares de curvatura utilizando un formalismo basado en tetradas
nulas. Más precisamente, en el caso de un espaciotiempo estático y esféricamente si-
métrico, mostraron que el ángulo de deflexión α en el régimen de campo débil puede
ser escrito a primer orden en términos del parámetro de impacto b, los escalares de
Ricci y de Weyl proyectados Φ̂00 y Ψ̂0 = −ψ̂0e2iϑ (nos referimos a [90] para más
detalles) en una forma muy compacta que reproducimos aquí,

α(b) = b(Φ̂00(b) + ψ̂0(b)). (4.1)

La ventaja de (4.1) es que está escrita en términos de cantidades geométricas con un
claro sentido físico en vez de las tradicionales expresiones dependiente de las coor-
denadas y escritas en términos de las componentes de la métrica. Recientemente este
resultado fue extendido al contexto cosmológico por Boero y Moreschi [43], y por
Crisnejo y Gallo a segundo orden sobre un fondo plano [44]. Además, este enfoque
fue también utilizado en el estudio del fenómeno de materia oscura y alternativas a
la métrica de Schwarzschild [88, 133].

Por lo tanto, para el caso de gravedad pura tenemos al menos dos métodos al-
ternativos para calcular el ángulo de deflexión y cantidades ópticas relacionadas en
términos de cantidades que no dependen de las coordenadas utilizadas, a saber: por
un lado el enfoque basado en tetradas nulas [44, 90], y por el otro el enfoque introdu-
cido por Gibbons y Werner [45]. Notemos que incluso cuando ambos métodos son
geométricos, las cantidades geométricas asociadas se refieren a dos variedades dife-
rentes: una variedad 4-dimensional Lorentziana en el caso de [90], y una variedad
2-dimensional Riemanniana en el caso de [45]. Como hemos visto a lo largo de este
trabajo, hemos recientemente extendido el uso del método de Gibbons-Werner a si-
tuaciones más generales donde la presencia de un medio dispersivo como el plasma
es tenida en cuenta. Por lo tanto, surge una pregunta natural: ¿Se puede extender
también el método basado en tetradas nulas para estudiar la desviación de los rayos
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correspondencia con partículas masivas y cargadas

de luz propagándose a través del plasma? En este capítulo responderemos de mane-
ra positiva a esa pregunta para espaciotiempos estáticos y esféricamente simétricos.

Más aún, mostraremos que para esta clase de espaciotiempos es posible escri-
bir el ángulo de deflexión, el shear y la convergencia en términos de las diferentes
componentes del tensor energía-momento y de los parámetros que caracterizan el
plasma. Estas nuevas expresiones presentan una ventaja clara con respecto a las ex-
presiones usuales basadas en derivadas e integrales de las componentes de la métri-
ca debido a que en este último caso no es fácil ver cómo las diferentes componentes
deltensor energía-momento contribuyen a los escalares ópticos. En particular, en [90]
se probó que el ángulo de deflexión puede ser escrito de la siguiente manera,

α = b
∫ λls

−λl

[
4π

(
ϱ + Pr

)
+

b2

r2

(
3M
r3 − 4πϱ

)]
dy, (4.2)

donde b es el parámetro de impacto, ϱ, Pr y M son la densidad de masa, presión ra-
dial y función de masa respectivamente; r está definido por r =

√
b2 + y2 mientras

que −λl , y λls representan el valor de la coordenada y del observador y de la fuente
respectivamente. La lente se asume situada en r = 0. En este capítulo veremos cómo
extender este resultado al caso con plasma así como también hacerlo para expresio-
nes similares para la convergencia y el shear que fueron obtenidas en [90] y que se
pueden obtener a partir de (4.2).

Un punto crucial en [90] que permitió llegar a la ecuación (4.2) y que es funda-
mental en dicho trabajo fue el uso de la ecuación de desviación de geodésicas la cual
nos da información de cómo una familia de geodésicas nulas se desvían unas de
otras. El primer problema que surge cuando uno trata de extender este enfoque al
estudio de la propagación de rayos de luz en el plasma es que los fotones en gene-
ral no siguen geodésicas nulas. Por ejemplo, para una distribución inhomogénea de
plasma los fotones siguen curvas temporales no-geodésicas. Una discusión detallada
y formulación para este problema usando la ecuación de desviación de geodésicas
fue recientemente presentada en [85]. Sin embargo, queremos presentar aquí una
elección más práctica que hace uso de una métrica óptica 4-dimensional y donde
el cálculo de los diferentes escalares ópticos sigue del estudio de las proyecciones
espaciales de geodésicas nulas en este espaciotiempo óptico.

Una idea esencial para incorporar el efecto del plasma en este enfoque es la mé-
trica de Gordon, introducida por Gordon en 1923 [87]. Como es sabido, esta métrica
es una métrica Lorentziana 4-dimensional efectiva cuyas geodésicas nulas están en
correspondencia uno a uno con las curvas temporales respecto de la métrica del es-
paciotiempo seguidas por los rayos de luz en un medio no-dispersivo. Sin embargo,
incluso cuando esta propiedad no permanece válida para medios dispersivos, como
es el caso del plasma que estamos considerando, veremos que en el caso de espacio-
tiempos estáticos, y teniendo en cuenta el plasma, las órbitas espaciales de los rayos
de luz derivadas del estudio de las geodésicas nulas de una métrica modifica de tipo
Gordon coinciden con las órbitas espaciales obtenidas a partir del enfoque usual de
estudiar la propagación de los rayos de luz partiendo del Hamiltoniano. Esta carac-
terística será precisamente la que nos permitirá extender el enfoque presentado por
Gallo y Moreschi en [90] a la descripción del movimiento de fotones en un medio
dispersivo como el plasma.

Por otro lado, existe una conocida correspondencia entre la propagación de fo-
tones en un plasma homogéneo y partículas masivas de prueba en gravedad pura
[80]. En este capítulo también extenderemos esta correspondencia a casos más ge-
nerales. En particular, estableceremos por primera vez una correspondencia entre el
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movimiento de rayos de luz en un plasma inhomogéneo y las órbitas de partícu-
las masivas y cargadas de prueba en presencia de un campo eléctrico externo y el
campo gravitacional. Esta correspondencia es posible debido a la existencia de una
métrica Riemanniana, conocida como métrica de Jacobi, introducida por Gibbons y
colaboradores en [92] y exhaustivamente estudiada en trabajos posteriores [134-137].
De esta forma, mostraremos que el método de Gibbons-Werner originalmente con-
cebido para estudiar geodésicas nulas, y extendido por nosotros al caso de plasma,
puede también ser utilizado para estudiar el movimiento no geodésico de partícu-
las masivas y cargadas de prueba que no sólo interactúan gravitatoriamente sino
también a través de la presencia de un campo externo de origen no gravitacional.

4.1. Órbitas espaciales asociadas a una métrica de tipo Gor-
don

En esta sección consideraremos medios dispersivos generales. Por otro lado, a
fin de hacer conexión con la formulación basada en tetradas nulas, cambiaremos la
signatura de la métrica a −2. Es por este cambio, que en lo que sigue, volveremos
a escribir las ecuaciones que describen la dinámica Hamiltoniana de rayos de luz
en medios dispersivos, ya que las mismas tienen diferencia de signo en algunos
términos con respecto a las presentadas en el capítulo 2. Consideremos un rayo de
luz con 4-momento pα propagándose en un medio dispersivo que se desplaza con
4-velocidad uα en un espaciotiempo (M, gαβ). En este espaciotiempo la frecuencia
de los fotones observada por un observador en reposo con el medio viene dada
por ω(xα) = pαuα. El medio dispersivo, por otro lado, viene caracterizado a su vez
mediante su índice de refracción ñ(xα, ω(xα)) que depende tanto de las coordenadas
como de la frecuencia de observación, y que satisface la siguiente relación [86]1,

ñ2 = 1 − pα pα

(pβuβ)2 . (4.3)

El Hamiltoniano que gobierna la dinámica de los fotones es el siguiente,

H(x, p) =
1
2
(gαβ + (ñ2 − 1)uαuβ)pα pβ, (4.4)

y por ende, la trayectorias de los rayos de luz se obtienen a partir de las ecuaciones
de Hamilton,

dxα

dλ
=

∂H
∂pα

,
dpα

dλ
= − ∂H

∂xα
; (4.5)

mientras que la relación de dispersión viene dada por

H(x, p) = 0. (4.6)

En 1923 Gordon introdujo por primera vez un tensor simétrico no-degenerado g̃αβ

con respecto al cual es posible describir la propagación de los rayos de luz en un
medio caracterizado por un índice de refracción ñ(xa, ω) [87]. Dicho tensor se puede
escribir como,

g̃αβ(x, p) = gαβ + (ñ2 − 1)uαuβ, (4.7)

1Comparar con la relación que se deduce para n en la ecuación (2.21). La diferencia en el signo del
segundo término se debe al cambio de signatura.
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con inversa g̃αβ, definida como g̃αβ g̃αγ = δ
β
γ,

g̃αβ(x, p) = gαβ −
(

1 − 1
ñ2

)
uαuβ. (4.8)

En términos de este tensor el Hamiltoniano (4.4) se puede reescribir como sigue,

H̃(x, p) =
1
2

g̃αβ(x, p)pα pβ. (4.9)

En general este tensor no es una métrica debido a que depende del 4-momento pα

a través de la frecuencia de observación ω. A partir de (4.9) y (4.7) se sigue que las
ecuaciones de movimiento se pueden escribir explícitamente como,

dxα

dλ
= g̃αβ pβ +

∂ñ2

∂ω
ω2uα, (4.10)

dpα

dλ
= −1

2
g̃βγ

,α pβ pγ. (4.11)

Notemos que en el caso en que el medio sea no-dispersivo, es decir, donde el índice
de refracción no depende de la frecuencia de observación,

∂ñ
∂ω

= 0, (4.12)

el tensor g̃αβ sólo dependerá de las coordenadas xα y por lo tanto será una métri-
ca Lorentziana, conocida como métrica óptica de Gordon [86]. Más aún, en tal caso el
segundo término en la ecuación (4.10) desaparece y los rayos de luz siguen geodési-
cas nulas respecto de la métrica g̃αβ. La situación cambia radicalmente para medios
dispersivos.

A lo largo de este capítulo estaremos considerando un espaciotiempo estático
con vector de Killing temporal ξα =

(
∂
∂t

)α cuya métrica la escribimos de la siguiente
manera,

ds2 = g00dt2 + gijdxidxj. (4.13)

Asumimos que los rayos de luz se propagan a través de un medio dispersivo tam-
bién estático, esto es, las componentes espaciales de la 4-velocidad uα del medio
con respecto al sistema de coordenadas {t, xi} son nulas. De esta forma el resultante
tensor introducido por Gordon depende únicamente de las coordenadas xi, posible-
mente también de N parámetros físicos sN caracterizando la geometría del espacio-
tiempo, y del 4-momento pα a través de la frecuencia de observación ω = pαuα =
p0u0. Las ecuaciones correspondientes que describen la trayectoria de los rayos de
luz se reducen a lo siguiente,

dx0

dλ
= g̃00 p0 +

∂ñ2

∂ω
ω2u0, (4.14)

dxi

dλ
= g̃ij pj, (4.15)

dp0

dλ
= 0, (4.16)

dpi

dλ
= −1

2
g̃βγ

,i pβ pγ, (4.17)

junto con el vínculo (4.6).
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Motivado por estas ecuaciones de movimiento, nos gustaría construir una mé-
trica similar al tensor de Gordon pero que sea efectivamente una métrica para me-
dios dispersivos, es decir, que no dependa del 4-momento pα, y que además, si bien
sus geodésicas nulas no necesariamente estén en correspondencia uno a uno con
las curvas determinadas por las ecuaciones (4.14)-(4.17) en el espaciotiempo, sus ór-
bitas espaciales sí coincidan. Notemos que en el caso estático tenemos ω = p0u0,
y por lo tanto, el índice de refracción ñ para un medio dispersivo sólo dependerá
de la componente temporal del 4-momento, p0. En particular, ∂n

∂p0
= ∂n

∂ω u0 ̸= 0. A
fin de construir una métrica que evite esta dependencia introducimos la cantidad
ω̂ = p̂0u0, donde p̂0 es un nuevo parámetro que por el momento no tiene ninguna
relación con la componente temporal p0 del 4-momento pα.

Consideremos ahora una nueva métrica (estática) ĝαβ(x) de la misma forma que
en (4.8) pero donde el índice de refracción es reemplazado por una función que
sólo depende de las coordenadas espaciales de la siguiente forma n = n(xi) =
ñ(xi, ω̂(xi)). Esto es, hemos reemplazado ω (la cual depende de pα) por ω̂ que no
comparte esta dependencia. Reemplazando esta expresión para el índice de refrac-
ción en la ecuación (4.8) obtenemos la siguiente métrica óptica, similar a la métrica
de Gordon,

ĝαβ(x, sN , p̂0) = gαβ −
(

1 − 1
n2

)
uαuβ, (4.18)

donde hemos hecho explícita la dependencia de la métrica ĝαβ(x, sN , p̂0) respecto
de los N parámetros físicos sN describiendo la métrica física y también del nuevo
parámetros sN+1 = p̂0. Las geodésicas nulas de ĝαβ siguen del Hamiltoniano,

Ĥ =
1
2

ĝαβ(x, sN , p̂0)pα pβ (4.19)

el cual es una función homogénea de pα y del vínculo Ĥ = 0. Explícitamente, las
ecuaciones de evolución nos quedan de la siguiente manera,

dx0

dλ
= ĝ00(x, sN , p̂0)p0, (4.20)

dxi

dλ
= ĝij(x, sN , p̂0)pj, (4.21)

dp0

dλ
= 0 (4.22)

dpi

dλ
= −1

2
ĝβγ

,i(x, sN , p̂0)pβ pγ. (4.23)

Asumamos ahora que resolvemos las ecuaciones de movimiento eligiendo el nuevo
parámetro p̂0 de forma que coincida con el valor de p0, el cual debe ser constante a lo
largo de la trayectoria de los rayos de luz debido a la ecuación (4.22). En esta situa-
ción vemos que, con excepción de la primera ecuación, todas las demás coinciden
exactamente con las ecuaciones (4.14)-(4.17), y en particular las órbitas espaciales se-
rán exactamente las mismas. Esto es, las órbitas espaciales de las curvas temporales
seguidas por los rayos de luz en un medio dispersivo respecto de la métrica física
gαβ son las mismas que salen del estudio de las geodésicas nulas de la nueva métrica
ĝαβ satisfaciendo las ecuaciones (4.20)-(4.23) luego de elegir el valor del parámetro
p̂0 igual al de la componente temporal del 4-momento, p0.

Hasta ahora hemos hecho consideraciones generales sobre el medio dispersivo.
En lo que sigue nos concentraremos específicamente en un plasma frío como medio
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dispersivo.
Por lo tanto, consideremos un espaciotiempo estático (M, gαβ) y un plasma frío

caracterizado por el índice de refracción,

ñ2(x, ω(x)) = 1 − ω2
e (x)

ω2(x)
. (4.24)

Nuevamente, ω(x) es la frecuencia del fotón medida por un observador estático
mientras que ωe(x) es la frecuencia del plasma. En este tipo de plasmas que estamos
considerando el Hamiltoniano que gobierna la trayectoria de los fotones y que viene
dado por (4.4) se reduce de la siguiente manera [15]2,

H(x, p) =
1
2
(gαβ pα pβ − ω2

e (x)), (4.25)

donde la trayectoria de los rayos de luz son obtenidas como solución de las ecuacio-
nes de Hamilton (4.5) junto a la relación de dispersión (4.6).

Si consideramos un espaciotiempo estático y esféricamente simétrico con métri-
ca,

gαβdxαdxβ = A(r)dt2 − B(r)dr2 − C(r)dΩ2, (4.26)

donde dΩ2 = dϑ2 + sin2 ϑdφ2 es la métrica inducida en la esfera unidad y también
consideramos un perfil de plasma con las misma simetrías que el espaciotiempo,
esto es, ω2

e (x) = ω2
e (r), se puede ver a partir de (4.5) que las órbitas espaciales están

descriptas por la ecuación [15],(
dr
dφ

)2

=
C(r)
B(r)

(
p2

t
p2

φ

C(r)ñ2(r)
A(r)

− 1
)

, (4.27)

con pt ≡ p0 y pφ siendo las constantes de movimiento asociadas a la conservación
de la energía y del momento angular, respectivamente.

Como hemos mencionado a lo largo de este capítulo, si el medio es dispersivo,
como es el caso del plasma frío que estamos considerando, las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton asociadas con (4.19) no coincidirán con aquellas asociadas
a (4.25) y entonces el Hamiltoniano Ĥ no describirá la trayectoria real de los fotones
en el espaciotiempo. A pesar de esta limitación, las órbitas espaciales sí coinciden.

Veamos este caso particular en más detalle. Asumamos además que el plasma
es estático respecto de observadores siguiendo las curvas integrales del vector de
Killing temporal ∂

∂t , entonces

uα =
δα

0√
A(r)

. (4.28)

En este caso, la métrica construida anteriormente ĝαβ, similar a la métrica de Gordon,
está dada por lo siguiente

ĝαβdxαdxβ =
A(r)
n2(r)

dt2 − B(r)dr2 − C(r)dΩ2, (4.29)

con

n2(r) = 1 − ω2
e (r)

ω̂(r)
= 1 − ω2

e (r)A(r)
ω2

∞
, (4.30)

2Notar nuevamente, la diferencia de signo en el segundo término proveniente del cambio de signa-
tura de la métrica.
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donde hemos utilizado que ω̂(r) = p̂0u0 = ω∞/
√

A(r) y hemos identificado p̂0 con
el valor numérico que será luego la frecuencia observada por el observador en la
región asintótica, ω∞.

Consideraremos además que tanto el espaciotiempo como la distribución de elec-
trones en el plasma tienen simetría esférica, de tal forma que podemos restringir la
propagación de los rayos de luz al plano ϑ = π/2 sin pérdida de generalidad. Lue-
go a partir del Hamiltoniano Ĥ(x, p) = 1

2 ĝαβ(x)pα pβ y de la relación de dispersión
Ĥ(x, p) = 0 obtenemos que las geodésicas nulas deben satisfacer lo siguiente,

p2
t n2(r)
A(r)

− p2
r

B(r)
−

p2
φ

C(r)
= 0; (4.31)

donde hemos renombrado p0 como pt. A partir de las ecuaciones de Hamilton aso-
ciadas al Hamiltoniano Ĥ obtenemos,

dr
dλ

= − pr

B(r)
,

dφ

dλ
= −

pφ

C(r)
; (4.32)

y además que tanto pt como pφ son cantidades conservadas asociadas a los campos
vectoriales de Killing ∂

∂t y ∂
∂φ , respectivamente. Por lo tanto, la ecuación de la órbita

espacial viene dada por,
dr
dφ

=
C(r)
B(r)

pr

pφ
. (4.33)

Finalmente, luego de substituir pr de la ecuación (4.31) obtenemos la ecuación,(
dr
dφ

)2

=
C(r)
B(r)

(
p2

t
p2

φ

C(r)n2(r)
A(r)

− 1
)

, (4.34)

la cual coincide exactamente con la ecuación para la órbita espacial descripta por la
métrica física (4.26).

Es importante señalar una vez más que la condición necesaria para obtener esta
equivalencia entre las órbitas espaciales es considerar un medio dispersivo en repo-
so respecto de observadores estáticos. En general, si consideramos una 4-velocidad
cuya parte espacial es distinta de cero (ui ̸= 0), tendremos términos de la forma
∂n2

∂ω ω2ui en la ecuación de movimiento asociada a la métrica de tipo Gordon y esto
hará que sus órbitas espaciales no coincidan con aquellas asociadas a la métrica del
espaciotiempo.

4.2. Métrica tipo Gordon aplicada al estudio de lentes gravi-
tacionales usando el enfoque basado en tetradas nulas

Debido a que las órbitas espaciales de los rayos de luz en un plasma frío en par-
ticular coinciden con aquellas que vienen de estudiar las geodésicas nulas asociadas
a la métrica del tipo Gordon descripta en la sección anterior, es posible aplicar el
formalismo de tetradas nulas al estudio de la propagación de rayos de luz en este
tipo de plasmas.
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4.2.1. Revisión del formalismo basado en tetradas nulas para el estudio
de lentes gravitacionales

En lo que sigue revisaremos el formalismo introducido en [90] y que generaliza-
mos a segundo orden en [44].

Consideremos una congruencia de geodésicas nulas orientada hacia el pasado de
tal forma que comienza en la posición del observador en O y finaliza en la posición
de la fuente en S. El vector tangente a la geodésica nula fiducial de esta congruen-
cia está dado por ℓ = ∂

∂λ . Asuminos que el observador se encuentra en λ = 0 y
la fuente en λ = λs. Completamos una tetrada nula en la posición del observador
{ℓα, nα, mα, m̄α}, donde mα y m̄α son ortogonales a la 4-velocidad uα del mismo. Lue-
go realizamos el transporte paralelo de la tetrada a lo largo de la congruencia hasta
la posición de la fuente.

El vector de desviación, con derivada de Lie nula a lo largo de la congruencia, se
puede escribir como,

ζα = ζm̄α + ζ̄mα + ζℓℓ
α. (4.35)

Como ha sido discutido extensamente en el pasado (ver por ejemplo [138-140]), la
ecuación de desviación de geodésicas que describe el vector de desviación a lo largo
de la congruencia se puede escribir de la siguiente manera,

ℓ(ℓ(X )) = −QX , (4.36)

donde

X =

(
ς
ς̄

)
, Q =

(
Φ00 Ψ0
Ψ̄0 Φ00

)
, (4.37)

y

Φ00 = −1
2

Rαβℓ
αℓβ, Ψ0 = Cαβγδℓ

αmβℓγmδ, (4.38)

siendo Rαβ y Cαβγδ los tensores de Ricci y de Weyl, respectivamente. Aunque la ecua-
ción (4.36) no determina la evolución de la componente ζℓ, la misma es suficiente
para obtener expresiones de los escalares ópticos y del ángulo de deflexión de la
aproximación de campo débil [44, 90]. A fin de usar este enfoque sólo necesitamos
conocer cómo cambia el vector de desviación en el plano expandido por mα y m̄α.

Asumamos que una lente delgada está situada en λ = λl y definamos λls = λs −
λl . Como se explica en [44], en este enfoque la convergecia y el shear normalizados
a segundo orden definidos como,

κ̃ =
λs

λlsλl
κ, γ̃ =

λs

λlsλl
γ, (4.39)

estan dados por las expresiones,

κ̃ = κ̃Φ(1) + κ̃Φ(2) + κ̃δΦ + κ̃ΦΦ + κ̃ΨΨ, (4.40)
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donde

κ̃Φ(i) =
∫ λs

0
Φ(i)

00 dλ, i = 1, 2, (4.41)

κ̃δΦ =
∫ λs

0
δx(1)α(λ)

∂Φ(1)
00

∂xα

∣∣∣∣
x(0)(λ)

dλ, (4.42)

κ̃ΦΦ = − 1
λlλls

∫ λs

0

∫ λ

0
λ′(λs − λ)(λ − λ′)Φ(1)

00 (λ
′)Φ(1)

00 (λ)dλ′dλ, (4.43)

κ̃ΨΨ = − 1
λlλls

∫ λs

0

∫ λ

0
λ′(λs − λ)(λ − λ′)Ψ(1)

0 (λ′)Ψ(1)
0 (λ)dλ′dλ; (4.44)

y
γ̃ = γ̃Ψ(1) + γ̃Ψ(2) + γ̃δΨ + γ̃ΦΨ + γ̃ΨΦ, (4.45)

con

γ̃Ψ(i) =
∫ λs

0
Ψ(i)

0 dλ, i = 1, 2, (4.46)

γ̃δΨ =
∫ λs

0
δx(1)α(λ)

∂Ψ(1)
0

∂xα

∣∣∣∣
x(0)(λ)

dλ, (4.47)

γ̃ΦΨ = − 1
λlλls

∫ λs

0

∫ λ

0
λ′(λs − λ)(λ − λ′)Φ(1)

00 (λ
′)Ψ(1)

0 (λ)dλ′dλ, (4.48)

γ̃ΨΦ = − 1
λlλls

∫ λs

0

∫ λ

0
λ′(λs − λ)(λ − λ′)Ψ(1)

0 (λ′)Φ(1)
00 (λ)dλ′dλ. (4.49)

La notación debe ser entendida como sigue. Los términos κ̃Φ(i) indican la contribu-
ción a la convergencia debido al escalar Φ00 a orden i, mientras que el término κ̃δΦ

indica que la corrección a primer orden de la trayectoria de los rayos de luz δx(1)α

está incluida vía el término δx(1)α∂αΦ(1)
00 . La cantidad Φ(1)

00 indica el escalar Φ00 a
primer orden. Los últimos dos términos en (4.40) indican la contribución debida
a Φ(1)

00 (λ)Φ
(1)
00 (λ

′) y Ψ(1)
0 (λ)Ψ(1)

0 (λ′), respectivamente. Interpretación similar corres-
ponde para cada término en (4.45). Además en [44] se puede consultar una expresión
del escalar óptico asociado a la rotación el cual es una cantidad de segundo orden
que para espaciotiempos esféricamente simétricos es cero. Finalmente, el ángulo de
deflexión se puede expresar en términos de κ̃ y γ̃,

α = b(κ̃ + γ̃), (4.50)

donde b es el parámetro de impacto.
Notemos además que a primer orden los únicos términos que sobreviven son

(4.41) y (4.46), y por lo tanto a este orden se obtienen expresiones muy compactas y
fáciles de calcular tanto para los escalares ópticos como para el ángulo de deflexión
[90].

La ventaja de este enfoque radica en que se puede estudiar de forma separada la
contribución a los escalares ópticos y al ángulo de deflexión debido a la distribución
de energía-momento a través del tensor de Ricci y de las ecuaciones de Einstein; y
debido a la curvatura a través del tensor de Weyl.

Como mostramos en la sección anterior, los rayos de luz siguen exactamente las
mismas órbitas espaciales asociadas a la métrica física como aquellas asociadas a la
métrica de tipo Gordon. Por lo tanto, ya que las métricas inducidas en las secciones
espaciales t = constante son iguales, ambas miden exactamente los mismos ángulos.
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En particular, esto aplica al ángulo de deflexión de los rayos de luz, lo cual implica
que podemos usar la misma maquinaria originalmente adaptada sólo para el caso de
gravedad pura para estudiar también la deflexión de los rayos de luz en un campo
gravitacional y en presencia de un medio dispersivo, como ser un plasma frío.

4.2.2. Lentes gravitacionales rodeadas por un plasma homogéneo

En esta subsección usaremos dos ejemplos simples para demostrar el uso del
formalismo previamente presentado para calcular los escalares ópticos y el ángulo
de deflexión en presencia de un plasma homogéneo (ωe = constante). Examinemos
primero una lente de Schwarzschild a orden lineal en la masa, y luego un modelo de
lente descripto por la métrica PPN (parametrized-post-Newtonian) a segundo orden en
la masa.

4.2.2.1. Lente de Schwarzschild

Calculemos a primer orden las contribuciones al ángulo de deflexión y a los es-
calares ópticos en un espaciotiempo descripto por la métrica de Schwarzschild. En
coordenadas isotrópicas,

ds2 =
(1 − m

2r )
2

(1 + m
2r )

2 dt2 −
(

1 +
m
2r

)4

dx⃗2, (4.51)

donde dx⃗2 = dx2 + dy2 + dz2 y r =
√

x2 + y2 + z2. Consideremos el caso en que la
lente se encuentra rodeada por un plasma homogéneo (ωe = constante) con índice
de refracción,

n2(r) = 1 − ω2
e

ω2(r)
= 1 − ω2

e
ω2

∞

(1 − m
2r )

2

(1 + m
2r )

2 , (4.52)

donde hemos ya tenido en cuenta el redshift gravitacional, esto es, ω(r) = ω∞/
√

A(r)
con ω∞ siendo la frecuencia medida por un observador asintótico. Dicha frecuencia
está relacionada con la frecuencia medida por un observador situado a una distancia
radial ro desde la lente por ω∞ = ωo

√
A(ro). En este capítulo estaremos consideran-

do situaciones donde el observador se encuentra suficientemente lejos de la fuente
de tal forma que podemos aproximar ω∞ ≈ ωo.

La métrica de tipo Gordon asociada a la métrica física (4.51) esta dada por lo
siguiente,

dŝ2 =
1

n2(r)
(1 − m

2r )
2

(1 + m
2r )

2 dt2 −
(

1 +
m
2r

)4

dx⃗2. (4.53)

Haciendo el cambio de variable,

t̃ =
t√

1 − ω2
e

ω2
∞

, (4.54)

y expandiendo a primer orden en el parámetro de masa, obtenemos la siguiente
expresión para la métrica de tipo Gordon,

dŝ2 ≈
(

1 − 2m
rn2

o

)
dt̃2 −

(
1 +

2m
r

)
dx⃗2, (4.55)
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donde hemos definido,

no =

√
1 − ω2

e
ω2

∞
. (4.56)

A fin de calcular el ángulo de deflexión y los escalares ópticos usando el formalismo
descripto en esta sección, tenemos que integrar los escalares ópticos Φ00 y Ψ0 a lo
largo de la curva nula real que siguen los rayos de luz respecto de la métrica de tipo
Gordon desde la fuente al observador. En el régimen de lente gravitacional débil
la trayectoria real de los rayos de luz puede ser pensado como una geodésica nula
en el espaciotiempo plano de fondo más correcciones de orden superior. Ya que los
escalares de curvatura son al menos cantidades de primer orden, es decir, valen cero
en el espaciotiempo plano de fondo que estamos considerando, a fin de calcular los
escalares ópticos y el ángulo de deflexión a primer orden es suficiente aproximar
la trayectoria de los rayos de luz por la geodésicas nulas en el espaciotiempo sin
perturbar. Esto se conoce como aproximación de Born.

Elegimos un sistema de coordenadas cartesianas con respecto al cual los rayos de
luz se propagan en la dirección y negativa. Realizaremos la integral hacia el pasado
desde la posición del observador a la posición de la fuente. Por lo tanto la tetrada
nula adapatada a esta curva en el espaciotiempo sin perturbar se puede elegir como
sigue,

la =(−1, 0, 1, 0), ma =
1√
2
(0, i, 0, 1),

m̄a =
1√
2
(0,−i, 0, 1), na =

1
2
(−1, 0,−1, 0).

(4.57)

Resulta conveniente introducir las coordenadas b y ϑ representando el parámetro de
impacto y el ángulo polar medido desde la coordenada cartesiana z,

z =b cos(ϑ),
x =b sin(ϑ).

(4.58)

Debido a la simetría esférica tanto del espaciotiempo como del plasma podemos
trabajar en el plano ϑ = π/2 sin perder generalidad. De esta forma nos queda que
z = 0 y x = b.

Elegimos el origen del sistema de coordenadas en la posición de la lente λl y
parametrizamos la geodésica por,

(x(λ), y(λ), z(λ)) =(x, y − λl , z)
=(b, y − λl , 0).

(4.59)

Los escalares de curvatura Φ00 y Ψ0 a primer orden en la masa vienen dados por,

Φ00 =
m
2

b2 − 2λ2 + 4λλl − 2λ2
l

(b2 + (λ − λl)2)5/2

(
1 − 1

n2
o

)
, (4.60)

Ψ0 = −3m
2

b2

(b2 + (λ − λl)2)5/2

(
1 +

1
n2

o

)
. (4.61)

En particular, vemos que para el caso de gravedad pura (n2
o = 1) tenemos que Φ00 =

0 y por lo tanto la convergencia es cero.
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Usando las relaciones (4.40) y (4.45) a primer orden obtenemos las siguientes
expresiones para los escalares ópticos,

κ =0,

γ =
λlλls

λs

2m
b2

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
∞

)
.

(4.62)

Notemos que incluso cuando la métrica de tipo Gordon no satisface las ecuaciones
de Einstein, la convergencia coincide con el valor que tendría en el caso de gravedad
pura (κ = 0 en gravedad pura). Esto es, a primer orden el plasma homogéneo no
tiene influencia alguna en la convergencia.

Finalmente, a partir de (4.50) obtenemos el ángulo de deflexión,

α =
2m
b

(
1 +

1
1 − ω2

e /ω2
∞

)
, (4.63)

el cual coincide completamente con la expresión encontrada en [22] por otros autores
utilizando métodos estándar y dependientes de las coordenadas utilizadas. Si bien
llevamos a cabo las cuentas en coordenadas isotrópicas, las expresiones obtenidas
tanto para los escalares ópticos como para el ángulo de deflexión no dependen de
esta elección.

4.2.2.2. Lente PPN (Parametrized-post-Newtonian)

Como ejemplo de como proceder con este método a segundo orden considera-
remos un modelo de lente más general descripto por la métrica PPN (parametrized-
post-Newtonian) cuyo elemento de línea a segundo orden se puede escribir como,

ds =
(

1 − 2m
r

+
2βm2

r2

)
dt2 −

(
1 +

2µm
r

+
3νm2

2r2

)
dx⃗2, (4.64)

Haciendo el cambio de variable t̃ = t
no

, la métrica de tipo Gordon asociada a la
métrica PPN viene dada por

dŝ2 =

(
1 − 2m

n2
or

+
2m2

n4
or2 (βn2

o + 2(1 − n2
o))

)
dt̃2 −

(
1 +

2µm
r

+
3νm2

2r2

)
dx⃗2. (4.65)

A fin de calcular el ángulo de deflexión y los escalares ópticos necesitamos realizar
el transporte paralelo de la tetrada nula (4.57) a primer orden a lo largo del vector
tangente ℓa. Obtenemos lo siguiente,

ℓt = −1 +
(

1√
b2 + λ2

l

− 2√
b2 + (λ − λl)2

)
m
n2

o
(4.66)

ℓx =
(1 + n2

oµ)

b

(
λl − λ√

b2 + (λ − λl)2
− λl√

b2 + λ2
l

)
m
n2

o
, (4.67)

ℓy = 1 −
(

n2
oµ − 1√

b2 + (λ − λl)2
+

1√
b2 + λ2

l

)
m
n2

o
, (4.68)

ℓz = 0; (4.69)
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mt =
i

b
√

2

(
λ − λl√

b2 + (λ − λl)2
+

λl√
b2 + λ2

l

)
m
n2

o
, (4.70)

mx =
i√
2
− i µ√

2
m√

b2 + (λ − λl)2
, (4.71)

my =
µ√
2

i
J

(
λ − λl√

b2 + (λ − λl)2
+

λl√
b2 + λ2

l

)
m, (4.72)

mz =
1√
2
− µ√

2
m√

b2 + (λ − λl)2
; (4.73)

El transporte paralelo de m̄a es trivial a partir del transporte de ma y no necesitamos
realizar el transporte de na para nuestro propósito.

La corrección a la geodésica nula de fondo, que sigue de integrar las componen-
tes de ℓa a primer orden nos queda como sigue,

δxt =

(
λ√

b2 + λ2
l

− 2 arcsinh(
λ − λl

b
)− 2 arcsinh(

λl

b
)

)
m
n2

o
, (4.74)

δxx =
(n2

oµ + 1)
b

(√
b2 + λ2

l −
√

b2 + (λ − λl)2 − λλl√
b2 + λ2

l

)
m
n2

o
, (4.75)

δxy =

[
(1 − n2

oµ)

(
arcsinh(

λ − λl

b
) + arcsinh(

λl

b
)− λ√

b2 + λ2
l

)
− µλ√

b2 + λ2
l

]
m
n2

o
,

(4.76)
δxz = 0. (4.77)

CUADRO 4.1: Convergencia. Mostramos las expresiones de cada tér-
mino en (4.40) para la métrica PPN

PPN
κ̃Φ(1) 0
κ̃Φ(2)

πm2

16n2
ob3 (

3
n2

o
− 16 − 6νn2

o + 2µ + 9n2
oµ2 + 8β)

κ̃δΦ − πm2

8n4
ob3 (−2 + n2

oµ + n4
oµ2)

κ̃ΦΦ
πm2

32n4
ob3 (1 − 2n2

oµ + n4
oµ2)

κ̃ΨΨ − 15πm2

32n4
ob3 (1 + 2n2

oµ + n4
oµ2)

Los correspondientes escalares de curvatura vienen dados por,

Φ00 = Φ(1)
00 + Φ(2)

00 , (4.78)

Ψ0 = Ψ(1)
0 + Ψ(2)

0 , (4.79)

donde las expresiones para los términos lineales son,

Φ(1)
00 =

m
2

b2 − 2λ2 + 4λλl − 2λ2
l

(b2 + (λ − λl)2)5/2

(
µ − 1

n2
o

)
, (4.80)
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CUADRO 4.2: Shear. Mostramos las expresiones de cada término en
(4.45) para la métrica PPN

PPN
γ̃Ψ(1)

2m
b2 (µ + 1

n2
o
)

γ̃Ψ(2)
πm2

16n2
ob3 (48 − 3

n2
o
− 24β + 18n2

oν + 6µ − 39n2
oµ2)

γ̃δΨ
3πm2

8n4
ob3 (2 + 7n2

oµ + 5n4
oµ2)

γ̃ΦΨ
9πm2

32n4
ob3 (n4

oµ2 − 1)

γ̃ΨΦ
9πm2

32n4
ob3 (n4

oµ2 − 1)

Ψ(1)
0 = −3m

2
b2

(b2 + (λ − λl)2)5/2

(
µ +

1
n2

o

)
; (4.81)

mientras que para los términos a segundo orden tenemos,

Ψ(2)
0 =

m2

[b2 + (λ − λl)2]5/2(ω2
∞ − ω2

e )
2 ×

{
−

3[µ(ω2
∞ − ω2

e ) + ω2
∞]

2(2b2 + λ2
l + λλl)√

b2 + λ2
l

+
(ω2

∞ − ω2
e )

2[b2 + (λ − λl)2]1/2

[
b2[2ω2

∞(4β + µ) + (ω2
∞ − ω2

e )(15µ2 − 6ν)]

− 6(ω2
∞ − ω2

e )(λ − λl)
2µ2 − 12ω2

∞(λ − λl)
2µ

− 13ω2
∞(ω

2
∞ − 2ω2

e )b2 + 6ω4
∞(λ − λl)

2

ω2
∞ − ω2

e

]}
,

(4.82)

Φ(2)
00 =

m2

2(ω2
∞ − ω2

e )

{
1

(b2 + (λ − λl)2)3

[
b2
(

4βω2
∞ − 3µ2(ω2

∞ − ω2
e ) + 4µω2

∞

)
− b2ω2

∞
ω2

∞ − ω2
e
(5ω2

∞ − 8ω2
e ) + (λ − λl)

2
(

18µ2(ω2
∞ − ω2

e )− 4βω2
∞ − 10µω2

∞

− 6ν(ω2
∞ − ω2

e ) + 2ω2
∞

ω2
∞ − 4ω2

e
ω2

∞ − ω2
e

)]
+

1√
b2 + λ2

l (b
2 + (λ − λl)2)7/2

×
[

2b4
(

µ2(ω2
∞ − ω2

e )− 2µω2
∞

)
+ 2b4 ω4

∞
ω2

∞ − ω2
e
+ 8µω2

∞(λ − λl)
4

+ 2b2(λ − λl)

(
2µω2

∞(λ − λl)− µ2(λ − 4λl)(ω
2
∞ − ω2

e )

)
− 2b2(λ − λl)(λ + 2λl)

ω4
∞

ω2
∞ − ω2

e
− 2µ2(ω2

∞ − ω2
e )(2λ − 5λl)(λ − λl)

3

− 2(2λ + λl)(λ − λl)
3 ω4

∞
ω2

∞ − ω2
e

]}
.

(4.83)
Al reemplazar estas expresiones en las ecuaciones (4.40) y (4.45), y tomando los

límites λl → ∞ y λls → ∞, obtenemos los escalares ópticos,

κ̃ =
πm2

8n2
ob3 (−8 + 4β − 3n2

oν − 8µ), (4.84)
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γ̃ =
2m
b2

(
µ +

1
n2

o

)
+

3
8

πm2

n2
ob3 (8 − 4β + 3n2

oν + 8µ). (4.85)

Estas expresiones generalizan aquellas halladas en [44] para el caso de considerar la
presencia de un plasma homogéneo.

En las tablas 4.1 y 4.2, podemos ver la contribución de cada término a la conver-
gencia y al shear, respectivamente. Excepto por el término κ̃Φ(1) , que permanece igual
a cero como en el caso de gravedad pura, cada término está modificado por la pre-
sencia del plasma. En particular, si sólo consideramos correcciones a primer orden
en el parámetro de masa, la presencia del plasma contribuirá al shear pero no a la
convergencia.

Finalmente, a partir de la relación (4.50) obtenemos el ángulo de deflexión a se-
gundo orden en la masa,

α =
2m
b

(
µ +

1
n2

o

)
+

πm2

b2

(
2 − β + 2µ

n2
o

+
3
4

ν

)
, (4.86)

recuperando de esta forma el resultado previamente obtenido en [76] utilizando el
teorema de Gauss-Bonnet.

4.3. Ángulo de deflexión y escalares ópticos en término de la
distribución de energía-momento

En [90] Gallo y Moreschi probaron que para espaciotiempos esféricamente simé-
tricos, las expresiones para el ángulo de deflexión y los escalares ópticos podían ser
escritas en términos de la distribución de energía-momento para el caso de gravedad
pura. El método utilizado en dicho trabajo se basó principalmente en el uso de una
tetrada nula adaptada a la distribución de materia y cómo la misma se relacionaba
con una tetrada nula adaptada a la trayectoria de los rayos de luz a primer orden.
Por otro lado, recientemente De Leon y Vega obtuvieron expresiones similares para
el ángulo de deflexión utilizando el método basado en el teorema de Gauss-Bonnet
[141]. En esta sección veremos cómo extender estos resultados al caso más gene-
ral donde se tiene en cuenta la presencia de un plasma frío rodeando la lente. Para
ello emplearemos los dos métodos descriptos previamente. Probando de esta forma
una vez más el extraordinario alcance que tiene el método basado en el teorema de
Gauss-Bonnet a la hora de describir fenómenos de lentes gravitacionales.

4.3.1. Enfoque basado en tetradas nulas

Consideremos un espaciotiempo (M, gαβ) estático, esféricamente simétrico y asin-
tóticamente plano con elemento de línea,

ds2 = A(r)dt2 − B(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (4.87)

donde
A(r) = e2Φ(r), B(r) =

1

1 − 2M(r)
r

. (4.88)

La distribución de energía-momento más general compatible con simetría esférica
es descripta por el tensor de energía-momento,

Ttt = ϱe2Φ(r); (4.89)
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Trr =
Pr(

1 − 2M(r)
r

) ; (4.90)

Tθθ = Pt r2; (4.91)

Tφφ = Pt r2 sin(θ)2; (4.92)

donde hemos introducido la noción de componente radial Pr y tangencial Pt de la
presión

Las ecuaciones de Einstein,

Gαβ = −8πTαβ, (4.93)

en términos de las variables previas vienen dadas por lo siguiente [90],

dM
dr

= 4πr2ϱ, (4.94)

r2 dΦ
dr

=
M + 4πr3Pr

1 − 2M(r)
r

, (4.95)

r3
(

d2Φ
dr2 + (

dΦ
dr

)2
)
(1 − 2M

r
) + r2 dΦ

dr
(1 − M

r
− dM

dr
)− r

dM
dr

+ M = 8πr3Pt;

(4.96)

mientras que la ecuación de conservación nos queda,

dPr

dr
= −(ϱ + Pr)

dΦ
dr

− 2
r
(Pr − Pt). (4.97)

4.3.1.1. Métrica tipo Gordon

En la sección 4.1 hemos probado que las órbitas espaciales seguidas por los ra-
yos de luz en un plasma frío son las mismas tanto respecto de la métrica física gαβ

como de una métrica óptica efectiva ĝαβ dada por (4.29), donde para un plasma frío
esféricamente simétrico el índice de refracción esta dado como sigue,

n2(r) = 1 − ω2
e (r)

ω2
∞

A(r). (4.98)

Como antes, ω∞ es la frecuencia de observación medida por un observador asintóti-
co.

Como estamos interesados en pequeñas desviaciones respecto del espaciotiempo
plano de fondo, es adecuado hacer las siguientes aproximaciones en las componen-
tes de la métrica,

A(r) ≈ 1 + 2Φ(r), (4.99)

B(r) ≈ 1 +
2M(r)

r
=: B̃(r). (4.100)

Por otro lado, vamos a considerar una frecuencia de plasma de la siguiente forma,

ω2
e (r) ≈ ω2

e0 + KeN1(r), (4.101)
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donde Ke =
4πe2

me
, siendo e y me la carga y masa del electrón, respectivamente. En este

caso estamos asumiendo además que ω2
e0 = constante y que,

KeN1(r)
ω2

e0
≪ 1, lı́m

r→∞
N1(r) = 0. (4.102)

Introducimos la siguiente definición,

ño =

√
1 −

ω2
e0

ω2
∞

, (4.103)

y hacemos el cambio de variable,

t̃ =
t

ño
. (4.104)

De esta forma, la métrica de tipo Gordon se puede expresar como sigue,

dŝ2 = Ã(r)dt̃2 − B̃(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (4.105)

donde

Ã(r) = 1 +
2Φ(r)

ñ2
o

+
KeN1(r)

ω2
∞ñ2

o
, (4.106)

y B̃(r) está dado por (4.100).

4.3.1.2. Tetrada nula adaptada a la geometría de la distribución de materia y com-
ponentes de la curvatura

A fin de incluir los efectos del plasma utilizando el enfoque de las tetradas nulas
podemos repetir el mismo procedimiento utilizado en [90] para obtener una tetra-
da nula principal {ℓ̃a

P, ña
P, m̃a

P, ˜̄ma
P} adaptada a la métrica de tipo Gordon (4.105) en

términos de las componentes Ã(r) y B̃(r). Explícitamente,

ℓ̃a
P =

1
Ã

(
∂

∂t̃

)a

+
1√
ÃB̃

(
∂

∂r

)a

, (4.107)

ña
P =

1
2

[(
∂

∂t̃

)a

−

√
Ã
B̃

(
∂

∂r

)a]
, (4.108)

m̃a
P =

eiφ
√

2r

[(
∂

∂θ

)a

− i
sin(θ)

(
∂

∂φ

)a]
, (4.109)

donde los coeficientes Ã(r) y B̃(r) están dados por (4.106) y (4.100), respectivamente.
Sin embargo, notemos que a fin de calcular las contribuciones a orden lineal de los
escalares de curvatura sólo necesitamos considerar la tetrada nula principal a orden
cero, esto es, podemos aproximar Ã = B̃ = 1.

Como se muestra en [90], a orden lineal, la transformación entre la tetrada nula
{ℓa, ma, m̄a, na} adaptada a la trayectoria de los rayos de luz y la tetrada nula princi-
pal adaptada a la distribución de energía-momento induce la siguiente transforma-
ción en los escalares de curvatura Φ00 y Ψ0,

Ψ0 = 3
b2

r2 Ψ̃2(r)e2iϑ, (4.110)
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Φ00 =
2b2

r2 (Φ̃11 −
1
4

Φ̃00) + Φ̃00, (4.111)

donde Ψ̃2, Φ̃00 y Φ̃11 son los escalares de curvatura calculados a partir de la métrica
de tipo Gordon (4.105) y usando la tetrada principal a primer orden. Explícitamente,
están dados por lo siguiente,

Φ̃00 =
rM′(r)− M(r)

r3 +
1

rñ2
o

(
KeN′

1(r)
2ω2

∞
+ Φ′(r)

)
, (4.112)

Φ̃11 =
M(r)
2r3 +

1
4ñ2

o

(
KeN′′

1 (r)
2ω2

∞
+ Φ′′(r)

)
, (4.113)

Ψ̃2 =
rM′(r)− 3M(r)

6r3 − 1
6rñ2

o

(
Ke

2ω2
∞
(N′

1(r)− rN′′
1 (r)) + Φ′(r)− rΦ′′(r)

)
.

(4.114)
Usando las ecuaciones de Einstein (4.94), (4.95) y la ecuación de conservación

(4.97) es posible expresar dichas componentes de curvatura en términos de las com-
ponentes del tensor energía-momento y de la función M(r), la cual debido a (4.94)
contiene la misma información que la densidad de energía ϱ(r),

Φ̃00 =4π

(
ϱ(r) +

Pr(r)
ñ2

o

)
+

M(r)
r3

(
1 − 1

ñ2
o

)
+

Ke

2rω2
∞ñ2

o
N′

1(r), (4.115)

Φ̃11 =
π

ñ2
o

(
ϱ(r) + 2Pt(r)− Pr(r)

)
+

M(r)
2r3

(
1 − 1

ñ2
o

)
+

Ke

8ω2
∞ñ2

o
N′′

1 (r), (4.116)

Ψ̃2 =
4π

3ñ2
o

(
Pt(r)− Pr(r)

)
+

(
2
3

πϱ(r)− M(r)
2r3

)(
1 +

1
ñ2

o

)
+

Ke

12rω2
∞ñ2

o

(
rN′′

1 (r)− N′
1(r)

)
.

(4.117)

Las relaciones (4.110) y (4.111) junto con las expresiones previas para los escalares
de curvatura nos permiten escribir los escalares ópticos y el ángulo de deflexión
en términos de las componentes del tensor energía-momento y de la densidad de
electrones en el plasma. En particular, a partir de las relaciones (4.40), (4.45) y (4.50)
obtenemos finalmente,

κ̃ =
∫ λls

−λl

[
4π

(
ϱ +

Pr

ñ2
o

)
+

4πb2

ñ2
or2 (Pt − Pr) +

1
r2

(
3b2

2r3 M − M
r
− 2πb2ϱ

)(
1 − 1

ñ2
o

)
− b2Ke

4r3ω2
∞ñ2

o
(N′

1 − rN′′
1 ) +

Ke

2rω2
∞ñ2

o
N′

1

]
dy,

(4.118)

γ̃ =
∫ λls

−λl

b2

r2

[
4π

ñ2
o
(Pr − Pt) +

(
3
2

M
r3 − 2πϱ

)(
1 +

1
ñ2

o

)
+

Ke

4rω2
∞ñ2

o
(N′

1 − rN′′
1 )

]
dy,

(4.119)

α = b
∫ λls

−λl

[
4π

(
ϱ +

Pr

ñ2
o

)
+

b2

r2

(
3M
r3 − 4πϱ

)
− M

r3

(
1 − 1

ñ2
o

)
+

KeN′
1

2rω2
∞ñ2

o

]
dy, (4.120)
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donde estamos integrando en la coordenada y definida en (4.59).
Como antes, λl indica la distancia desde el observador a la lente si el espacio-

tiempo fuera plano. De forma similar, λls = λs − λl . Estas expresiones generalizan
los resultados obtenidos en [90] para el caso de gravedad pura (ño = 1 y N1 = 0).

4.3.1.3. λls → ∞ y λl → ∞

En situaciones astrofísicas típicas, resulta conveniente asumir que tanto el obser-
vador como la fuente se encuentran suficientemente lejos de la lente. Como veremos
a continuación, en este caso al reemplazar los límites de integración λls → ∞ y
λl → ∞ e integrando por partes, podemos ver que la dependencia explícita en ϱ(r)
puede ser omitida en (4.118), (4.119) y (4.120). Al utilizar las ecuaciones de Einstein
(4.94) podemos escribir ϱ(r) como una derivada primera de M(r) y entonces inte-
grar por partes todos los términos que contengan ϱ(r). Haciendo esto, resulta trivial
obtener las siguientes identidades,∫ ∞

−∞
ϱ(r)dy =

1
4π

∫ ∞

−∞

M(r)
r3

(
1 − r2

b2 − r2

)
dy, (4.121)

∫ ∞

−∞

ϱ(r)
r2 dy =

1
4π

∫ ∞

−∞

M(r)
r5

(
3 − r2

b2 − r2

)
dy, (4.122)

donde los términos de borde decaen debido a que el espaciotiempo es asintótica-
mente plano, lo cual implica en particular que,

lı́m
y→±∞

M(r)
r2 = 0 y lı́m

y→±∞

M(r)
r4 = 0. (4.123)

Usando las identidades (4.121) y (4.122) podemos expresar los escalares ópticos
y el ángulo de deflexión como sigue,

κ̃ =
∫ ∞

−∞

[
4π

ñ2
o

(
Pr +

b2

r2 (Pt − Pr)

)
+

M
2r3

(
1 − r2

b2 − r2

)(
1 +

1
ñ2

o

)
− b2Ke

4r3ω2
∞ñ2

o
(N′

1 − rN′′
1 ) +

Ke

2rω2
∞ñ2

o
N′

1

]
dy,

(4.124)

γ̃ =
∫ ∞

−∞

b2

r2

[
4π

ñ2
o
(Pr − Pt) +

M
2r

(
1

b2 − r2

)(
1 +

1
ñ2

o

)
+

Ke

4rω2
∞ñ2

o
(N′

1 − rN′′
1 )

]
dy,

(4.125)

α =
∫ ∞

−∞

b
r

[
M
r2

(
1 +

1
ñ2

o

)
+

4πrPr

ñ2
o

+
KeN′

1
2ω2

∞ñ2
o

]
dy. (4.126)

Vale la pena mencionar que incluso cuando estas expresiones son muy compactas y
potencialmente muy prácticas, no tenemos conocimiento de las mismas en la litera-
tura hasta ahora.

4.3.1.4. Analogía entre fotones en un plasma frío y partículas masivas en grave-
dad pura

Como es bien sabido existe una correspondencia uno a uno entre el movimiento
de fotones en un plasma homogéneo (N′

1 = 0) sobre un dado espaciotiempo y el
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movimiento de partículas masivas en el mismo espaciotiempo
En el contexto de este capítulo, dicha correspondencia se alcanza tomando N′

1 =
0 e identificando ño con la velocidad v, la cual representa la velocidad inicial de una
partícula masiva medida por un observador estático y asintótico cuando la partícula
se encuentra suficientemente alejada de la lente. Para más detalles de esta correspon-
dencia sugerimos referirse a los siguientes trabajos [22, 40, 80]. Entonces, el ángulo
de deflexión para partículas masivas αmp viene dado por,

αmp =
∫ ∞

−∞

b
r

[
M
r2

(
1 +

1
v2

)
+

4πrPr

v2

]
dy. (4.127)

Alternativamente, se puede reescribir como,

αmp =
αM

2

(
1 +

1
v2

)
+

αPr

v2 , (4.128)

donde
αM = 2b

∫ ∞

−∞

M
r3 dy, y αPr = 4π

∫ ∞

−∞
rPrdy. (4.129)

La expresión (4.128) generaliza los resultados obtenidos en [90] al incluir la deflexión
de partículas con masa. En particular, si v = 1, esto es, si consideramos partículas
sin masa, el ángulo de deflexión se reduce a α = αM + αPr , donde podemos apre-
ciar claramente la contribución tanto de la masa total como de la presión radial por
separado. Notemos que este resultado es independiente de la distribución de masa
y de presión radial adoptadas. Más aún, si el espaciotiempo es tal que la presión
radial puede ser despreciada entonces la relación entre el ángulo de deflexión para
partículas masivas αmp y el ángulo para partículas sin masa αγ ≡ αM está dado por,

αmp =
αγ

2

(
1 +

1
v2

)
. (4.130)

Nuevamente, queremos señalar que este resultado es completamente general a or-
den dominante en el sentido que es independiente del modelo de distribución de
materia.

4.3.2. Enfoque basado en el teorema de Gauss-Bonnet

En esta sección utilizaremos el método basado en el uso del teorema de Gauss-
Bonnet a fin comparar con los resultados obtenidos en la subsección anterior.

Como se describió en los capítulos anteriores, para un espaciotiempo (M, gαβ)
con elemento de línea dado por (4.87), las proyecciones espaciales de los rayos de
luz propagándose a través de un medio con índice de refracción n en la sección
t = constante, son geodésicas de la siguiente métrica óptica Riemanniana,

dσ2 = gopt
ij dxidxj =

n2(r)
A(r)

(
B(r)dr2 + r2dφ2

)
, (4.131)

donde nos hemos restringido al plano ecuatorial ϑ = π/2 sin pérdida de generali-
dad debido a la simetría esférica. Expresamos las funciones A(r) y B(r) como,

A(r) = e2Φ(r), B(r) =
1

1 − 2M(r)
r

. (4.132)
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Para un plasma frío el índice de refracción dado por (4.98) puede ser reescrito como,

n2(r) = 1 − (1 − n2
o(r))A(r), (4.133)

donde n2
o(r) está dado por,

n2
o(r) = 1 − ω2

e (r)
ω2

∞
. (4.134)

A fin de calcular el ángulo de deflexión usando el teorema de Gauss-Bonnet tene-
mos que elegir un dominio específico en la variedad óptica (Mopt, gopt

ij ). Hay varias
maneras de elegir este dominio, la forma más simple, y siguiendo el trabajo original
de Gibbons y Werner, es considerar un espacio simplemente conexo como se muestra
en la figura 2.2, donde su borde está formado por la geodésica espacial γp seguida
por el fotón en la variedad óptica y la curva CR definida como r(φ) = R = constante.
Luego, el ángulo de deflexión α se puede calcular como sigue,

lı́m
R→∞

∫ π+α

0

[
κg

dσ

dφ

]∣∣∣∣
CR

dφ = π − lı́m
R→∞

∫ ∫
DR

KdS, (4.135)

donde K es la curvatura Gaussiana, dS es el elemento de superficie en coordenadas
(r, ϑ) y κg es la curvatura geodésica de CR.

Como estamos interesado solamente en expresiones lineales en M(r) y Φ(r) para
el ángulo de deflexión, es suficiente aproximar rφ por la trayectoria en el espacio de
fondo seguida por los rayos de luz, esto es,

rφ =
b

sin(φ)
, (4.136)

y por otro lado, sólo necesitamos calcular KdS y κg
dσ
dφ a primer orden en M(r) y Φ(r),

KdS =

[
(rΦ′)′

n2
o

+

(
M
r

)′
− (rn′

o)
′

no
+F

]
drdφ, (4.137)

donde

F =F (Φn′
o, Φn′′

o , Φ′n′
o, (n′

o)
2, Mn′

o, Mn′′
o , M′n′

o)

=r
(n′

o)
2

n4
o

− 2Φ
(rn′

o)
′

n3
o

+ 6Φr
(n′

o)
2

n4
o

− 4Φ′r
n′

o
n3

o
+

(n′
o M)′

no
− (n′

o)
2M

n2
o

,
(4.138)

y ′ indica la derivada respecto de la coordenada radial. Por otro lado,

κg
dσ

dφ
= 1 − rΦ′

n2
o
− M

r
+

rn′
o

no
+ G, (4.139)

donde G = G(Φn′
o, Mn′

o) está dado por

G = 2
rΦn′

o
n3

o
− M

n′
o

no
. (4.140)

De aquí en adelante, despreciaremos las contribuciones de la forma plasma ×
gravedad dada por las funciones F y G. Consideraremos además dos casos por se-
parado. El primero cuando KdS ̸= 0 y el otro cuando esta 2-forma se anula.
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4.3.2.1. KdS ̸= 0

Si KdS ̸= 0 nos queda la siguiente expresión para el ángulo de delfexión,

α = −
∫ π

0

∫ ∞

rφ

[
(rΦ′)′

n2
o

+

(
M
r

)′
− (rn′

o)
′

no

]
drdφ. (4.141)

Al integrar por partes y descartar los términos de orden O((n′
o)

2, Φ′n′
o), podemos

reescribir (4.141) como una integral de línea,

α =
∫ π

0

[
rΦ′

n2
o
+

M
r
− rn′

o
no

]∣∣∣∣
r=rφ

dφ, (4.142)

donde hemos asumido que,

lı́m
r→∞

rn′
o

no
= 0 y lı́m

r→∞

rΦ′

n2
o

= 0, (4.143)

Cambiemos a una nueva coordenada y relacionada a r de la manera y =
√

r2 − b2

y por lo tanto satisfaciendo tan φ = b/y. Usando las ecuaciones de Einstein a primer
orden en M y Pr obtenemos,

Φ′ =
M(r)

r2 + 4πrPr(r). (4.144)

Finalmente podemos obtener una expresión para el ángulo de deflexión en términos
de las componentes del tensor energía-momento para una lente en presencia de un
plasma frío de la siguiente forma,

α =
∫ ∞

−∞

b
r

[
M
r2

(
1 +

1
n2

o

)
+

4πrPr

n2
o

− n′
o

no

]∣∣∣∣
r=ry

dy (4.145)

donde ry =
√

b2 + y2.

4.3.2.2. KdS = 0

En gravedad pura esta situación aparece por ejemplo cuando uno considera una
distribución de masa determinada por un perfil de densidad isotérmico [45]. Dicho
caso se podría presentar también para algún perfil de plasma muy específico, de
modo que vale la pena averiguar que pasaría en este caso. Si KdS = 0 entonces al
descartar F y también todos aquellos términos de orden O((n′

o)
2, Φ′n′

o), podemos
ver lo siguiente a partir de la ecuación (4.137),(

rΦ′

n2
o
+

M
r
− rn′

o
no

)′
= O((n′

o)
2, Φ′n′

o)−F

= O
(

Φn′
o, Φn′′

o , Φ′n′
o, (n′

o)
2, Mn′

o, Mn′′
o , M′n′

o

)
;

(4.146)

lo cual implica que, a primer orden, la siguiente cantidad es constante con respecto
a la coordenada radial,

rΦ′

n2
o
+

M
r
− rn′

o
no

= C = constante. (4.147)
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Notemos que esta constante C es una cantidad a primer orden y por lo tanto, a este
orden, [

κg
dσ

dφ

]∣∣∣∣
CR

=

[
1 − rΦ′

n2
o
− M

r
+

rn′
o

no

]∣∣∣∣
R(φ)

=

[
1 − rΦ′

n2
o
− M

r
+

rn′
o

no

]∣∣∣∣
rφ

.
(4.148)

donde en la última igualdad hemos usado el hecho de que el lado derecho de la
igualdad es constante y por lo tanto puede ser evaluado a lo largo de la trayectoria
de los rayos de luz rφ = b/ sin(φ) en vez de R(φ) = constante. Luego, la ecuación
(4.135) para calcular el ángulo de deflexión se reduce a lo siguiente,∫ π+α

0

[
1 − rΦ′

n2
o
− M

r
+

rn′
o

no

]∣∣∣∣
rφ

dφ = π. (4.149)

Finalmente, separando el dominio de integración desde 0 hasta π y desde π hasta
π + α, y haciendo la aproximación,∫ π+α

π

[
1 − rΦ′

n2
o
− M

r
+

rn′
o

no

]∣∣∣∣
rφ

dφ ≈ α, (4.150)

obtenemos finalmente

α =
∫ π

0

[
rΦ′

n2
o
+

M
r
− rn′

o
no

]∣∣∣∣
r=rφ

dφ = Cπ. (4.151)

Notemos que esta ecuación coincide con la expresión para α en el caso KdS ̸= 0. De
esta forma, a fines prácticos no es necesario hacer la distinción entre ambos casos.

4.3.2.3. Comparación

Adicionalmente, si separamos la frecuencia del plasma ω2
e como se hizo en (4.101),

obtenemos,

n2
o = ñ2

o

(
1 − KeN1(r)

ñ2
oω2

∞

)
(4.152)

y entonces,

− n′
o

no
=

KeN′
1(r)

2n2
oω2

∞
. (4.153)

Por otro lado, dado que estamos asumiendo que Ke N1(r)
ω2

e0
≪ 1, podemos hacer la

aproximación n2
o ≈ ñ2

o y obtener finalmente,

α =
∫ ∞

−∞

b
r

[
M
r2

(
1 +

1
ñ2

o

)
+

4πrPr

ñ2
o

+
KeN′

1
2ω2

∞ñ2
o

]
dy, (4.154)

la cual coincide completamente con la ecuación (4.126). De esta forma, hemos obteni-
do la misma expresión para el ángulo de deflexión en términos de las componentes
del tensor energía-momento utilizando dos métodos geométricos distintos.
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4.4. Correspondencia entre el movimiento espacial de los fo-
tones en un plasma inhomogéneo y partículas masivas
en un campo externo

Como mencionamos anteriormente, existe una correspondencia bien conocida
entre el movimiento geodésico de partículas masivas de prueba en un campo gravi-
tacional y el movimiento de fotones en un plasma frío. En esta sección mostramos
que existe también una correspondencia entre el movimiento no geodésico de par-
tículas de prueba, masivas y cargadas, en un campo gravitacional donde además se
encuentra presente un campo eléctrico, y el movimiento de fotones en un plasma
frío inhomogéneo.

Consideremos un espaciotiempo estático con elemento de línea,

ds2 = A(xi)dt2 − gijdxidxj, i, j, k, ... = 1, 2, 3. (4.155)

La acción para una partícula de prueba con carga q y masa µ moviéndose bajo la
influencia de un campo gravitacional y un campo eléctrico estático determinado por
un potencial U(xi) viene dada por,

S =
∫

L(xi, ẋi)dt, (4.156)

donde la integral se hace a lo largo de la línea mundo de la partícula, y la densidad
lagrangiana L es

L(xi, ẋi) = −µ
√

A(xi)− gij ẋi ẋj − qU(xi). (4.157)

Antes de continuar recordemos que la densidad lagrangiana más general que
uno puede escribir para partículas masivas cargadas en un campo de Einstein-Maxwell

está dado por L = −µ
√

gαβuαuβ − qAαuα. Aquí estamos asumiendo que en las coor-

denadas {t, xi} sólo tenemos A0 ̸= 0. Más aún, nuestras consideraciones son válidas
para cualquier campo escalar central U(xi) no necesariamente de naturaleza electro-
magnética.

El movimiento de partículas puede ser estudiado a partir de las correspondien-
tes ecuaciones de Euler-Lagrange o equivalentemente a partir de las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi del Hamiltoniano H(xi, pi) dado por la transformación de Legen-
dre,

H(xi, pi) = pi ẋi −L(xi, ẋj), (4.158)

donde ẋi = ẋi(xj, pk). El 4-momento está definido como,

pi =
∂L
∂ẋi . (4.159)

Para este caso el Hamiltoniano toma la forma,

H(xi, pi) =
√

µ2A(xi) + A(xi)gij pi pj + qU(xi). (4.160)

Como se mencionó en capítulos anteriores en el pasado reciente, Gibbons intro-
dujo una formulación basada en la métrica de Jacobi a fin de estudiar el movimiento
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de partículas de prueba masivas en espaciotiempos estáticos [92]. En esta formula-
ción las trayectorias de estas partículas están dadas por las geodésicas de una métri-
ca Riemanniana (dependiente de la energía de las partículas) conocida como métrica
de Jacobi.

Más aún, cualquier movimiento no geodésico puede ser descripto como una geo-
désica asociada a la métrica de Jacobi derivada a partir de un Hamiltoniano. En parti-
cular, para partículas de prueba cuyo movimiento sea descripto por el Hamiltoniano
(4.160), la métrica de Jacobi Jij vendrá dada como sigue,

Jij = E2
∞ ĝopt

ij , (4.161)

donde

ĝopt
ij =

[(
1 − qU(xi)

E∞

)2

− µ2A(xi)

E2
∞

]
gij

A(xi)
. (4.162)

Para partículas de prueba sin masa, esta métrica coincide con la métrica óptica gopt
ij

en gravedad pura.
Por otro lado, sabemos que las trayectorias de los fotones en un medio descripto

por un índice de refracción n son geodésicas respecto de la métrica óptica

gopt
ij = n2(xi)

gij

A(xi)
, (4.163)

donde en particular para un plasma frío n está dado por (4.98).
Al escribir la frecuencia del plasma ω2

e como,

ω2
e (xi) = ω2

eo + KeN1(xi), (4.164)

con ωeo = constante y, comparando el índice de refracción n con el factor que prece-
de a gij

A(xi)
en (4.162) vemos que si hacemos la siguiente identificación,

ωeo ↔ µ, ω∞ ↔ E∞, (4.165)

N1(xi) ↔ qU(xi)

Ke A(xi)
(2E∞ − qU(xi)), (4.166)

con N1(xi) > 0, entonces las órbitas espaciales de una partícula masiva y cargada
en un dado espaciotiempo con un campo eléctrico presente son equivalentes a las
órbitas espaciales de un fotón en un plasma inhomogéneo particular y dependiente
de la energía del fotón, y viceversa. Notemos que esta analogía no sólo es válida en
presencia de un campo gravitacional sino que la misma se da por ejemplo en el es-
paciotiempo de Minkowski. Por ejemplo, si asumimos que tenemos una carga fija Q
generando el potencial U(r) = Q/r, entonces las órbitas de una partícula de prueba
de masa µ, carga q y energía total E∞ gobernada por la fuerza de Lorentz, coinciden
con las órbitas de un fotón con la misma energía moviéndose en un plasma en el
cual además de la parte homogénea de la densidad de electrones en el plasma dada
por Keµ

2 tenemos una densidad de electrones en el plasma no homogénea que debe
estar dada por qQ

Ker (2E∞ − qQ
r ). La cual a su vez será positiva si qQ > 0, esto es, el

carácter repulsivo entre las cargas puede ser descripto como el efecto divergente de
la trayectoria de un fotón en particular con energía E∞ en un perfil de plasma parti-
cular. Por supuesto, para el resto de los fotones con diferentes energías moviéndose
en el mismo plasma esta correspondencia no es tal.

Por otro lado, la métrica de Jacobi no sólo nos permite hacer la analogía previa
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entre fotones en un plasma frío y partículas en un campo externo, sino que además
nos permite estudiar la dispersión de partículas relativistas siguiendo movimientos
no geodésicos a través del teorema de Gauss-Bonnet. Más precisamente, para un
espaciotiempo esféricamente simétrico podemos usar la expresión (4.145) con no(r)
dada por,

n2
o(r) = 1 − 1

E2
∞

(
µ2 +

2qU(r)E∞

A(r)
− q2U(r)2

A(r)

)
, (4.167)

a fin de calcular el ángulo de deflexión. Quedándonos sólo con términos de orden
dominante obtenemos que el ángulo de deflexión se reduce a (4.154), el cual si sólo
consideramos términos a orden lineal en U(r) nos queda,

α ≈
∫ ∞

−∞

b
r

[
M
r2

(
1 +

1
v2

)
+

4πrPr

v2 +
qU′

E∞v2

]∣∣∣∣
r=ry

dy. (4.168)

Esta ecuación generaliza la expresión obtenida en [90] a la situación más general
donde partículas masivas y campos centrales externos no-gravitacionales son per-
mitidos.

En la siguiente subsección mostramos el alcance de esta técnica al calcular el
ángulo de deflexión de partículas relativistas con carga sobre el espaciotiempo de
Reissner-Nordström quedándonos con términos de orden más alto que en (4.168).
Para una descripción más detallada de la métrica de Jacobi para este caso en parti-
cular nos referimos al trabajo reciententemente publicado por Das, Sk y Ghosh [137].

4.4.1. Deflexión de partículas masivas y cargadas en el espaciotiempo de
Reissner-Nordström

Consideremos una partícula de prueba con masa y carga moviéndose en un es-
paciotiempo de Reissner-Nordström,

ds2 =

(
1 − 2m

r
+

Q2

r2

)
dt2 − dr2

1 − 2m
r + Q2

r2

− r2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2), (4.169)

y bajo la acción de un potencial Coulombiano,

U(r) =
Q
r

. (4.170)

La energía E∞ y el momento angular J de una partícula medida por un observador
estático y asintótico están dados por las siguientes expresiones [40],

E∞ =
µ√

1 − v2
y J =

µvb√
1 − v2

(4.171)

donde v es la velocidad de la partícula cuando la misma está en la región asintótica
y b es el parámetro de impacto.

Comencemos calculando la expresión para el ángulo de deflexión a primer orden
en términos de las componentes del tensor energía-momento y del potencial a partir
de la ecuación (4.168). Como es sabido, en el espaciotiempo de Reissner-Nordström
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la función de masa M(r) y la presión radial Pr(r) están dadas por lo siguiente,

M(r) = m − Q2

2r
, (4.172)

Pr(r) = − Q2

8πr4 . (4.173)

Reemplazando estas relaciones así como también la expresión (4.170) para el po-
tencial de Coulomb en la ecuación (4.168) y teniendo en cuenta que r =

√
b2 + y2

obtenemos la siguiente expresión para el ángulo de deflexión a primer orden,

α =
2m
b

(
1 +

1
v2

)
− πQ2

4b2

(
1 +

2
v2

)
− 2qQ

bv2E∞
. (4.174)

Ahora calculemos correcciones a orden más alto para el ángulo de deflexión uti-
lizando el teorema de Gauss-Bonnet directamente. A fin de llevar a cabo esto, po-
demos proceder de diferentes maneras. Por ejemplo, podemos calcular el ángulo de
deflexión de un fotón moviéndose en un plasma frío inhomogéneo con una densi-
dad de electrónes dada por el perfil (4.164) y luego usar las identificaciones (4.165)
y (4.166) con el potencial no gravitacional U dado por (4.170). En este caso la co-
rrespondencia es física sólo si la partícula de prueba tiene una carga con el mismo
signo que la carga total del agujero negro. Sin embargo, el uso de la métrica óptica
dada por (4.163) es independiente del signo de las cargas. En este caso el índice de
refracción efectivo esta dado de la siguiente manera,

n2(r) = 1 −
(

1 − 2m
r

+
Q2

r2

)
(1 − v2)− 2qQ

rE∞
+

q2Q2

r2E2
∞

, (4.175)

donde hemos usado la primera identidad en (4.171) a fin de expresar el índice de
refracción en términos de la velocidad, carga y energía de la partícula.

Por otro lado, la métrica óptica viene dada por lo siguiente,

dσ2 = n2(r)
(

dr2

(1 − 2m
r + Q2

r2 )2
+

r2dφ2

1 − 2m
r + Q2

r2

)
. (4.176)

Resultará conveniente introducir los siguientes parámetros adimensionales los cua-
les asumiremos que son suficientemente "pequeños",

β =
m
b

, γ =
Q2

b2 , δ =
qQ
b2 . (4.177)

Estamos interesados en calcular el ángulo de deflexión conservando todos los tér-
minos de orden O(β, γ, δ, β2, δ2, βδ); y por lo tanto necesitamos la 2-forma KdS al
siguiente orden,

KdS =

[
− bβ

r2

(
1 +

1
v2

)
+

b2δ

r2v2E∞
− (v4 + 6v2 − 4)

b2β2

r3v4 + 2(3v2 − 4)
b3βδ

r3v4E∞

+ (2 + v2)
b2γ

r3v2 + (2 − v2)
2b4δ2

r3v4E2
∞

]
dφdr +O(γ2, β3, δ3, δβ2, βγ, βδ2, δγ),

(4.178)
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o equivalentemente, en términos de la variable u = 1/r como sigue,

KdS =

[
bβ

(
1 +

1
v2

)
− b2δ

v2E∞
+ (v4 + 6v2 − 4)

ub2β2

v4 − 2(3v2 − 4)
ub3βδ

v4E∞

− (2 + v2)
ub2γ

v2 − (2 − v2)
2ub4δ2

v4E2
∞

]
dφdu +O(γ2, β3, δ3, δβ2, βγ, βδ2, δγ).

(4.179)
A fin de calcular el ángulo de deflexión al orden deseado, el cual incluye términos

de orden β2 y δ2, debemos integrar a lo largo de la órbita espacial teniendo en cuenta
correcciones de orden β y δ. Estas correcciones en la órbita espacial son necesarias
debido a que incluso cuando KdS ya tiene contribuciones de orden β2 y δ2, la misma
contiene términos lineales en estos parámetros y por lo tanto, se sigue que la integral
de esos términos lineales evaluados a lo largo de la órbita espacial, la cual contiene
términos lineales en los mismo parámetros, producirá términos de orden β2 y δ2 en
el ángulo de deflexión. Como se muestra en el apéndice E, al orden considerado la
órbita espacial viene dada por lo siguiente,

u(φ) =
1
b

[
sin φ +

(
(1 − cos φ) + v2(cos2 φ − cos φ)

)
β

v2 − (1 − cos φ)
√

1 − v2 δ

v2µ

]
.

(4.180)
Es importante señalar nuevamente que en este caso sólo tenemos que resolver la
ecuación de la órbita hasta el orden β y δ. Esta es la principal diferencia entre el uso
del método de Gauss-Bonnet para calcular el ángulo de deflexión y la forma usual
de calcularlo a partir de resolver la ecuación de la órbita al mismo orden que tendrá
el ángulo de deflexión como mostramos en el apéndice E. Lo cual es más laborioso
de realizar.

Finalmente, usando la ecuación (4.135) donde el lado izquierdo se reduce a α +
π debido a que el espaciotiempo es asintóticamente plano, obtenemos la siguiente
expresión para el ángulo de deflexión,

α =
2m
b

(
1 +

1
v2

)
+

3πm2

4b2

(
1 +

4
v2

)
− πQ2

4b2

(
1 +

2
v2

)
− 2qQ

bv2E∞
+

πq2Q2

2b2v2E2
∞
− 3πqQm

b2v2E∞
.

(4.181)

Los primeros tres términos coinciden con los obtenidos recientemente por Pang y
Jia [142], donde han estudiado el ángulo de deflexión de partículas neutras en un
espaciotiempo de Reissner-Nordström. El cuarto y quinto término también están
presentes en el espaciotiempo de Minkowski. Para este caso, una expresión exacta
del ángulo de deflexión fue hallada por Synge (ver apéndice C de [83]). En nuestra
notación, el resultado de Synge se escribe como,

α = −π +
4
K

arctan
√

Γ; (4.182)

donde

K =

√
1 − δ2b2

E2
∞ − 1

, (4.183)

y

Γ =

√
δ2b2µ2 + (E2

∞ − µ2)2 − δE∞b√
δ2b2µ2 + (E2

∞ − µ2)2 + δE∞b
, (4.184)
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y δ está definido en (4.177).
Teniendo en cuenta las expresiones (4.183) y (4.184), y realizando la expansión en

series de Taylor de (4.182) en el parámetro δ obtenemos,

α = − 2E∞b
E2

∞ − µ2 δ +
b2π

2(E2
∞ − µ2)

δ2 +O(δ3). (4.185)

Resulta trivial corroborar que esta expresión coincide con el cuarto y quinto término
de la ecuación (4.181). El último término es un término novedoso asociado a la fuer-
za de Lorentz el cual indica que la dinámica se lleva a cabo efectivamente en un
espaciotiempo curvo.

4.5. Resumen del capítulo

En este capítulo hemos mostrado cómo el formalismo basado en tetradas nu-
las, originalmente propuesto en [44, 90, 91] para expresar el ángulo de deflexión en
términos de escalares de curvatura y/o distribuciones de energía-momento, para el
caso de gravedad pura, puede ser extendido al caso más general de rayos de luz
propagándose a través de un plasma, teniendo en cuenta tanto contribuciones a pri-
mer como a segundo orden. Para ello hemos definido una métrica 4-dimensional,
que hemos denominado métrica tipo Gordon, con la cual hemos probado que para
espaciotiempos estáticos arbitrarios, las órbitas (no geodésicas) de rayos de luz en
medios dispersivos pueden ser puestas en correspondencia con órbitas espaciales
provenientes de proyecciones a t = constante de geodésicas nulas de la métrica tipo
Gordon. A su vez hemos podido obtener una expresión para el ángulo de deflexión
en términos de las componentes del tensor energía momento y de la distribución de
electrones en el plasma. Estos últimos resultados también los hemos podido obtener
a través del uso del teorema de Gauss-Bonnet mostrando una vez más los alcances
de este novedoso método.

Finalmente, hemos establecido una correspondencia entre el movimiento espa-
cial de fotones en el plasma bajo la acción de un campo gravitatorio, y el de partículas
masivas y cargadas en un campo electro-estático externo y bajo la acción del mismo
campo gravitacional. Dicha correspondencia, que vale además para cualquier cam-
po externo central estático, nos permite extender tanto el método basado en tetradas
nulas como el método de Gibbons y Werner, al estudio de partículas cargadas sobre
un espaciotiempo esféricamente simétrico de una manera muy sencilla y elegante.
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Como hemos visto a lo largo de este trabajo, y publicado en [40], hemos exten-
dido el uso del método de Gibbons-Werner para calcular el ángulo de deflexión en
gravedad pura a situaciones más generales donde se consideran rayos de luz pro-
pagándose a través de un plasma sobre un espaciotiempo estático y esféricamente
simétrico. A su vez hemos extendido este método al estudio de partículas de prue-
ba con masa en gravedad pura gracias a la discutida correspondencia entre éstas y
fotones moviéndose en un plasma homogéneo [80]. Esta correspondencia fue exten-
samente utilizada por otros autores en el pasado. En [22] Bisnovatyi-Kogan y Tsupko
usaron esta correspondencia para calcular el ángulo de deflexión de partículas ma-
sivas en espaciotiempos estáticos en la aproximación de campo débil mientras que
en [23] y [143] esta correspondencia fue utilizada para estudiar el límite de deflexión
fuerte. Ambos resultados sin utilizar el teorema de Gauss-Bonnet.

En este trabajo también hemos visto una correspondencia entre la propagación
de rayos de luz en un plasma inhomogéneo particular y la de partículas masivas y
cargadas de prueba en gravedad pura. Dichas correspondencia fue establecida por
primera vez en [77]. Por otro lado también hemos visto cómo aplicar el método de
Gibbons-Werner para calcular el ángulo de deflexión en términos de las componen-
tes del tensor energía-momento y de la distribución electrónica del plasma genera-
lizando de esta forma resultados previos restringidos al caso de gravedad pura [43,
44, 90, 133].

Un ejemplo bien conocido de la importancia del plasma y que también hemos
abordado en este trabajo es el de la influencia de la corona solar en la propagación
de los rayos de luz. Si bien en dicho ejemplo, un modelo de lente estática con sime-
tría esférica fue suficiente para nuestros propósitos existen otras situaciones donde
también el momento angular de la lente puede influir significativamente en la pro-
pagación de la luz. Un caso de esto es el reciente anuncio de la primer imagen concer-
niente a la detección de un horizonte de eventos de un agujero negro supermasivo
en el centro de la galaxia M87 por la colaboración Event Horizon Telescope [144-149].
En general, la imagen de un agujero negro rodeada por un disco de acreción aparece
distorcionada debido a los efectos de lente gravitacional fuerte. De esta manera, se
espera que los agujeros negros proyecten sombras sobre el fondo brillante, lo que está
relacionado con la existencia de un horizonte de eventos y, por lo tanto, una región
de fotones inestable [150]. Esta sombra que se proyecta sobre el fondo brillante es
de gran importancia científica debido a que su estudio puede ayudar a probar la
estructura geométrica del agujero negro y tal vez medir su momento angular.
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Debido a la importancia que puede llegar a tener el momento angular de algunos
cuerpos compactos en los efectos de lentes gravitacionales, en este capítulo extende-
remos nuestros resultados presentados en el capítulo 2, válidos para espaciotiempos
estáticos y esféricamente simétricos, al caso de espaciotiempos estacionarios y axial-
mente simétricos, teniendo en cuenta también el efecto del plasma. Estos resultados
fueron publicados en [40]. Para llevar a cabo dicha tarea utilizaremos una métrica
de tipo Finsler-Randers. Por otro lado, aunque muchos otros trabajos abordan el uso
del teorema de Gauss-Bonnet para espaciotiempos estacionarios (sólo para el caso
de gravedad pura), en general no abordan el problema de correcciones de orden
más alto de la deflexión de la luz para esta clase de espaciotiempos. En este capítulo
ahondaremos en dicha discusión calculando el ángulo de deflexión hasta tercer or-
den en el régimen de campo débil tanto para distribuciones homogéneas de plasma
(incluyendo el caso de partículas masivas) como para distribuciones inhomogéneas.

5.1. Métrica óptica para espaciotiempos estacionarios y axial-
mente simétricos en un plasma frío

Consideremos un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico (M, gαβ)
con elemento de línea,

ds2 = g00dt2 + 2g03dtdφ + gabdxadxb, (5.1)

y un plasma frío no-magnetizado. En lo que sigue los índices latinos corren de 1 a
3, y serán reservados los griegos para índices espaciotemporales (de 0 a 3). Como
hemos visto en el capítulo 1, el índice de refracción para este tipo de medios viene
dado por la ecuación (2.23), mientras que la dinámica de los rayos de luz se sigue de
las ecuaciones de Hamilton asociadas al Hamiltoniano (2.24) con la relación de dis-
persión (2.26). En este capítulo estaremos trabajando con la signatura de la métrica
(−+++).

Como se explica en [15], este Hamiltoniano define una estructura de rayos óp-
ticos en M y más aún, bajo las condiciones apropiadas, es posible construir una
estructura de rayos ópticos reducida en una variedad 3-dimensional M̂ a fin de dis-
cutir las trayectorias espaciales de los rayos de luz.

En esta sección llevaremos a cabo el proceso de reducción descripto en [15] (ver
teorema 6.5.1 en dicha referencia) a fin de construir una estructura de rayos ópticos
reducida para un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico arbitrario con
elemento de línea dado por (5.1).

A fin de llevar a cabo este proceso, tenemos que restringirnos a regiones del es-
paciotiempo donde el campo vectorial de Killing ∂

∂t sea temporal y donde la propa-
gación de los rayos de luz esté permitida, ie, ω2(x) > ω2

e (x).
Antes que nada notemos que el Hamiltoniano (2.24) puede ser reescrito como

sigue,

H =
1
2
(gij pi pj + g33(p3 +

g03

g33 p0)
2 − p2

0Ω2), (5.2)

donde

Ω2 :=
(g03)2 − g00g33

g33 − ω2
e

p2
0

. (5.3)

Como la métrica es estacionaria, p0 es una constante de movimiento la cual puede
ser identificada con la frecuencia medida por un observador estacionario en infinito,
esto es, p0 := −ω∞.
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Debido a que las ecuaciones básicas a partir de las cuales la dinámica de los rayos
de luz puede ser deducida es la relación de dispersión (2.26), podemos multiplicar
el Hamiltoniano (5.2) por una función no nula sin alterar la dinámica de los rayos de
luz1. Entonces podemos reescribir el Hamiltoniano como,

H = Ω2H̃, (5.4)

donde

H̃(xα, pα) =
1
2

 gij pi pj + g33(p3 +
g03

g33 p0)2

Ω2 − p2
0

 , (5.5)

y como veremos, Ω es una función no nula. En particular, a partir de las identidades,

(g03)2 − g00g33

g33 = − 1
g00

, (5.6)

− g03

g33 =
g03

g00
, (5.7)

podemos expresar el Hamiltoniano (5.5) como sigue,

H̃ =
1
2

( gij pi pj + g33(p3 − g03
g00

p0)2

Ω2 − p2
0

)
, (5.8)

con

Ω2 = − 1
g00

(
1 − ω2

e (x)
(p0/

√−g00)2

)
. (5.9)

Como fue discutido en [15] una estructura reducida de rayos ópticos dada por el
Hamiltoniano H̃ puede ser obtenida simplemente reemplazando el momento p0 el
cual es una cantidad conservada por la constante −ω∞, es decir, por la frecuencia
del fotón medida por un observador asintótico. Entonces la estructura reducida 3-
dimensional de rayos ópticos queda definida por el Hamiltoniano Ĥ,

Ĥ(xa, pa) =H̃(xa, pa, p0 = −ω∞)

=
1
2

( gij pi pj + g33(p3 +
g03
g00

ω∞)2

Ω2 − ω2
∞

)
,

(5.10)

donde

Ω2 = − 1
g00

(
1 − ω2

e (x)
(ω∞/

√−g00)2

)
= − n2

g00
̸= 0; (5.11)

siendo n el índice de refracción del medio en cuestión dado por la ecuación (2.23)
y donde la frecuencia de observación medida por un observador en una posición
arbitraria del espaciotiempo, ω(x), viene dada por

ω(x) =
ω∞√−g00

. (5.12)

De esta forma podemos reescribir el Hamiltoniano (5.10) como sigue,

Ĥ =
1
2
(ĝab(pa + β̂aω∞)(pb + β̂bω∞)− ω2

∞), (5.13)

1Esto induce una reparametrización en las ecuaciones de Hamilton.
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donde

ĝab(x)
∂

∂xa
∂

∂xb ≡ − g00

n2

(
gij ∂

∂xi
∂

∂xj + g33(
∂

∂x3 )
2
)

, (5.14)

con inversa ĝab (definida como ĝab ĝbc = δc
a) dada por,

ĝab =
n2

−g00

(
gab −

g0ag0b

g00

)
, (5.15)

donde hemos usado la siguiente identidad para llegar a esta expresión,

1
g33 = g33 −

(g03)2

g00
. (5.16)

Por otro lado, β̂a son las componentes de la 1-forma β̂ dada por,

β̂ ≡ β̂a(x)dxa =
g03

g00
dφ. (5.17)

Es importante señalar que ĝab es una métrica 3-dimensional Riemanniana y, como si-
gue de las ecuaciones de Hamilton asociadas al Hamiltoniano (5.13), el movimiento
de los rayos de luz quedan determinados por las ecuaciones [15],

ĝab ẋa ẋb = 1, (5.18)
ẍa + Γ̂a

bc ẋb ẋc = ĝad (∂e β̂d − ∂d β̂e
)

ẋe (5.19)

donde Γ̂a
bc son los símbolos de Christoffel asociados a la métrica ĝab. A partir de

(5.19) vemos que si β̂ ̸= 0 entonces los rayos de luz no seguirán curvas geodésicas
respecto de la métrica ĝab. Para espaciotiempos estáticos, los rayos de luz seguirán
efectivamente curvas geodésicas respecto de esta métrica, y en tal caso la misma
se reduce a la métrica dada por la ecuación (2.31) del capítulo 2, también conocida
como métrica de Jacobi).

Por último, vale la pena señalar que la dinámica de los rayos de luz puede ser
derivada a partir de la variación δI = 0 de la acción

I = ±
∫ s̃2

s̃1

F (x, ẋ)(s̃)ds̃, (5.20)

donde
F (x, ẋ) =

√
ĝab(x)ẋa ẋb − β̂a(x)ẋa, (5.21)

es una métrica de tipo Finsler-Randers. Acorde al principio de Fermat, los rayos de
luz son extremos de la funcional (5.20) y en particular siguen geodésicas respecto
de la métrica F . Nos referimos a [151] para un tratamiento más detallado de las
geometrías de Finsler.

Expresiones explícitas de la métrica de Finsler-Randers (5.21) han sido obtenidas
para el caso particular de rayos de luz propagándose en un plasma frío no magne-
tizado sobre el espaciotiempo de Kerr (ver [15]). Las ecuaciones (5.15) y (5.17) son
sus generalizaciones a espaciotiempos estacionarios arbitrarios. Aún cuando dichas
expresiones no aparecen en la literatura (a nuestro mejor entender), las mismas están
implícitamente derivadas en [15]. Por otro lado, recientemente fue reportado en [136]
una expresión de la métrica de Finsler-Randers para partículas masivas propagán-
dose en un espaciotiempo de Kerr. Las ecuaciones (5.15) y (5.17) también contienen
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este caso particular a través de la bien conocida correspondencia entre el movimien-
to de partículas masivas y el movimiento de fotones en un plasma homogéneo. A lo
largo de este capítulo usaremos esta correspondencia a fin de estudiar el movimiento
de partículas masivas.

5.2. Ángulo de deflexión en espaciotiempos estacionarios y
axi-simétricos usando el teorema de Gauss-Bonnet

A fin de aplicar el teorema de Gauss-Bonnet para obtener una expresión del án-
gulo de deflexión de rayos de luz propagándose en un espaciotiempo estacionario y
axialmente simétrico seguiremos el procedimiento descripto por Gibbons y Werner
en [45] para el caso de gravedad pura y extendido al caso de plasma como parte de
este trabajo (ver [40]). Esto es, aplicaremos el teorema de Gauss-Bonnet al dominio
DR que se muestra en la figura 2.2 pero a diferencia de los trabajos mencionados pre-
viamente, consideraremos que los rayos de luz no siguen necesariamente geodésicas
respecto de la métrica óptica gopt

ij
2. En todos los casos estaremos asumiendo que los

rayos de luz se propagan sobre el plano ecuatorial. Esto implica en particular que la
curvatura geodésica de los rayos de luz proyectada sobre la variedad óptica no es
cero, y por lo tanto obtenemos la siguiente expresión para el ángulo de deflexión α,∫ π+α

0

[
κg

dσ

dφ

]∣∣∣∣
CR

dφ = π −
( ∫ ∫

DR

KdS +
∫

γp

kgdl
)

, (5.22)

donde el límite R → ∞ en ambos lados de la igualdad está sobreentendido. Como ha
sido previamente mencionado en este trabajo, para espaciotiempos asintóticamente
planos se tiene que [kg

dσ
dφ ]CR → 1 a medida que el radio del semicírculo CR tiende a

infinito. En este caso particular se obtiene una expresión incluso mucho más simple
para el ángulo de deflexión, el cual queda expresado en términos de la curvatura
Gaussiana del dominio DR así como también de la curvatura geodésica de los rayos
de luz en la variedad óptica,

α = −
∫ ∫

DR

KdS −
∫

γp

kgdl. (5.23)

Esta expresión es similar a la obtenida por Ono et al (ver ecuación (30) en [75]) donde
la diferencia está en el dominio de integración utilizado debido a que en dicho tra-
bajo están analizando también la contribución al ángulo de deflexión por distancias
finitas. En este capítulo estaremos asumiendo que tanto el observador como la fuen-
te se encuentran suficientemente lejos de la lente como para tener en cuenta dichas
correcciones.

En general existen dos maneras de implementar la ecuación (5.23) para calcu-
lar el ángulo de deflexión en un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico
que han sido llevadas a cabo para el caso de gravedad pura y que pretendemos im-
plementar en esta capítulo para el caso de plasma. Las describiremos brevemente a
continuación. Uno de los métodos, desarrollados en [75], consiste en usar la métri-
ca Riemanniana ĝab restringida al plano ecuatorial a fin de calcular las curvaturas
Gaussiana y geodésica en (5.23). En este caso, debido a que los rayos de luz no si-
guen curvas gedésicas respecto de esta métrica, la curvatura geodésica asociada a γp
no será cero. En particular, para rayos de luz propagándose en el plano ecuatorial

2Luego, identificaremos esta métrica con la métrica ĝij.
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caracterizado por θ = π/2, su curvatura geodésica se puede calcular como sigue,

kg = − 1√
ĝĝθθ

∂r β̂φ, (5.24)

donde ĝ es el determinante de ĝab.
El otro método, reportado por Werner en [69] para espaciotiempos estaciona-

rios y axialmente simétricos en el caso de gravedad pura consiste en construir una
métrica Riemanniana a partir de una métrica de Finsler utilizando el método de Na-
zım [152]. La ventaja de este método es que, en este caso, los rayos de luz sí siguen
geodésicas respecto de esta nueva métrica y por lo tanto su curvatura geodésica kg
será cero. La desventaja es que, incluso a orden dominante, los cálculos suelen ser
bastante engorrosos.

A continuación veremos cómo implementar ambos métodos para estudiar el án-
gulo de deflexión asociado a los rayos de luz propagándose en un plasma frío en la
aproximación de campo débil.

5.3. Ángulo de deflexión en la aproximación de campo débil
usando el enfoque de Ono et al

En esta sección calcularemos el ángulo de deflexión en el régimen de campo gra-
vitacional débil para rayos de luz propagándose en un plasma frío no magnetizado
sobre un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico con el método imple-
mentado en [75] para el caso de gravedad pura. En particular, obtendremos una
expresión general para el ángulo a orden lineal. Para ello, consideremos un espacio-
tiempo caracterizado por el elemento de línea,

ds2 = −(1 + ϵ1htt(r, θ))dt2 + (1 + ϵ2hrr(r, θ))dr2 + 2ϵ3htφdtdφ + r2(dθ2 + sin2 θdφ2),
(5.25)

quedándonos sólo con aquellos términos lineales en los parámetros ϵ1, ϵ2 y ϵ3. En
general, se asume que htφ es proporcional al parámetro de spin a y restringimos
toda la discusión al plano ecuatorial θ = π/2. Al orden deseado, la métrica óptica
ĝab, así como la 1-forma β̂, vienen dadas como sigue,

ĝabdxadxb = n2[(1 − ϵ1htt + ϵ2hrr)dr2 + r2(1 − ϵ1htt)dφ2],
β̂ = ϵ3htφdφ. (5.26)

Para un plasma frío no magnetizado con densidad de carga de la forma N(r) =
N0 + N1(r), tal que N0 = constante, se sigue que el índice de refracción viene dado
por lo siguiente,

n2 = 1 − KeN(r)
ω2

∞
(1 + ϵ1htt), (5.27)

donde hemos usado que ω2
e = KeN(r). El ángulo de deflexión se escribe entonces

como sigue

α = −
∫ ∫

DR

KdS︸ ︷︷ ︸
αK

−
∫ S

R
κgdl︸ ︷︷ ︸

αkg

. (5.28)

Al orden deseado, la 2-forma KdS viene dada de la siguiente manera,

KdS = (ϵ2K̃ϵ2 + ϵ1K̃ϵ1 + K̃plasma)drdφ; (5.29)



5.3. Ángulo de deflexión en la aproximación de campo débil usando el enfoque de
Ono et al

95

con

K̃ϵ2 =
d
dr

(
hrr

2

)
, (5.30)

K̃ϵ1 =
d
dr

(
ω2

∞rh′tt
2(ω2

∞ − ω2
e0)

)
, (5.31)

K̃plasma =
d
dr

(
KerN′

1

2(ω2
∞ − ω2

e0)

)
. (5.32)

Asumamos que K̃ϵ2 , K̃ϵ1 y K̃plasma son simultáneamente distintas de cero, es decir,
ni hrr ni rh′tt ni rN′

1 toman valores constantes simultaneamente. Por el momento, sólo
consideraremos órbitas prógradas, esto es, órbitas cuyo momento angular orbital se
encuentra en la misma dirección que el spin de la métrica considerada.

Como estamos interesados en contribuciones a primer orden para el ángulo de
deflexión es suficiente integrar sobre el dominio DR donde la curva γp se puede
aproximar por la trayectoria seguida por los rayos de luz en el espaciotiempo plano
de fondo, esto es, por líneas rectas. Por lo tanto, la ecuación para γp en el dominio
de integración DR puede ser reemplazada por la línea recta rφ = b

sin φ , donde la
coordenada angular polar φ va de 0 a π. En tal caso, la integración de (5.29) nos da
lo siguiente,

αK =
1
2

∫ π

0

(
ϵ2hrr + ϵ1

ω2
∞rh′tt

ω2
∞ − ω2

e0
+

rKeN′
1

ω2
∞ − ω2

e0

)∣∣∣∣
rφ

dφ. (5.33)

Como veremos en la sección 5.5.1, para obtener correcciones de orden más alto esta
aproximación debe ser mejorada.

Veamos ahora αkg ,

αkg =
∫ π

0

(
kg

dl
dφ

)∣∣∣∣
rφ

dφ. (5.34)

La curvatura geodésica kg obtenida a partir de la ecuación (5.24) viene dada por,

kg = −ϵ3
h′tφ

r
ω2

∞

ω2
∞ − ω2

e0
+O(ϵ3ϵ1, ϵ2

3). (5.35)

Por otro lado, para órbitas prógradas,

dl
dφ

=

√
ω2

∞ − ω2
e0

ω∞b
r2
∣∣∣∣
rφ

. (5.36)

Luego,

αkg = −
∫ π

0

ϵ3

b

( rω∞h′tφ√
ω2

∞ − ω2
e0

)∣∣∣∣
rφ

dφ. (5.37)

Finalmente, se obtiene la siguiente expresión para el ángulo de deflexión,

α =
1
2

∫ π

0

(
ϵ2hrr + ϵ1

ω2
∞rh′tt

ω2
∞ − ω2

e0
+

rKeN′
1

ω2
∞ − ω2

e0
− ϵ3

2rω∞h′tφ

b
√

ω2
∞ − ω2

e0

)∣∣∣∣
rφ

dφ. (5.38)

Para espaciotiempos estáticos (ϵ3 = 0) esta expresión puede ser comparada con
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el resultado obtenido por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22] (ver ecuación (30) de
dicha referencia), con la diferencia que nuestra expresión para el ángulo de deflexión
está dada en coordenadas radiales en vez de las cartesianas utilizadas en [22]. Luego
de un cambio de coordenadas se puede ver que son completamente equivalentes.

El caso de órbitas retrógradas puede ser analizado de forma similar integrando
bajo un dominio correspondiente D′

R, resultando en una expresión similar a (5.38)
pero con el signo opuesto en el último término. Alternativamente, esto puede ser
entendido como que el movimiento retrógrado del fotón, con momento angular or-
bital pφ < 0, en la expresión coordenada original para la métrica (con spin a positivo
y comenzando en la región asintótica en φS = 0 y con el observador en φR = −π)
es equivalente al movimiento de un fotón con momento angular positivo pφ > 0 en
una métrica de la misma forma coordenada que en (5.25) pero obtenida reemplazan-
do a por −a y estudiando las órbitas que emanan de la región asintótica en φS = 0 y
terminan en φR = π.

Vale la pena notar que a diferencia de la expresión exacta para el ángulo de defle-
xión en términos de la distancia de menor acercameinto en el espaciotiempo de Kerr
para plasmas inhomogéneos derivada por Perlick en [15], en la práctica resulta ser
más conveniente trabajar con una expresión aproximada del mismo en términos del
parámetro de impacto (en vez de la distancia de mínimo acercamiento) debido a que
este es un parámetro definido asintóticamente y que no depende de las coordenadas
elegidas. Por lo tanto, para aplicaciones en la aproximación de campo gravitacional
débil, la expresión (5.38) es más conveniente que la obtenida por Perlick en [15]. Por
otro lado, la expresión derivada en [15] no está limitada a la aproximación de campo
débil y por lo tanto puede ser utilizada en el caso general. En la sección 5.5 deriva-
remos una expresión para el ángulo de deflexión con las misma características que
(5.38) en el espaciotiempo de Kerr y para diferentes perfiles de plasma teniendo en
cuenta incluso correcciones de orden superior.

5.3.1. Correspondencia entre fotones propagándose en un plasmo homo-
géneo y partículas masivas

A partir de la identificación entre el movimiento de fotones en un medio plas-
mático y el de partículas masivas en gravedad pura como explicamos en la sección
2.5, y estableciendo los parámetros ϵ1 = ϵ2 = ϵ3 = 1, podemos expresar el ángulo
de deflexión para partículas masivas como sigue,

αmp =
1
2

∫ π

0

(
hrr +

rh′tt
v2 − 2s

rh′tφ

bv

)∣∣∣∣
rφ

dφ, (5.39)

con s = +1 para órbitas prógradas y s = −1 para órbitas retrógradas. Como aplica-
ción de esta expresión consideraremos la propagación de una partícula masiva en el
espaciotiempo de Kerr-Newmann y en el agujero de gusado rotante de Teo.

5.3.1.1. Espaciotiempo de Kerr-Newman

Consideremos un espaciotiempo de Kerr-Newman caracterizado por el siguiente
elemento de línea a primer orden en a, M y Q2,

ds2 =− (1 − 2M
r

+
Q2

r2 )dt2 − 4aM sin2 θ

r
dtdφ + (1 +

2m
r

− Q2

r2 )dr2+

r2(dθ2 + sin2 θdφ2) +O(M2, a2, aQ2).
(5.40)
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Restringiéndonos al plano ecuatorial θ = π/2 podemos hacer la siguiente identifi-
cación,

htt(r) = −2M
r

+
Q2

r2 , (5.41)

hrr(r) =
2M

r
− Q2

r2 , (5.42)

htφ(r) = −2aM
r

. (5.43)

Usando la expresión (5.39) obtenemos el ángulo de deflexión asociado a partícu-
las masivas para órbitas prógradas/retrógradas,

αmp =
2M

b

(
1 +

1
v2

)
− πQ2

4b2

(
1 +

2
v2

)
− 4saM

b2v
, (5.44)

el cual coincide con el resultado obtenido en [153] para partículas sin carga.

5.4. Ángulo de deflexión en la aproximación de campo débil
usando el enfoque de Werner: partículas masivas

A continuación mostramos un método alternativo propuesto originalmente por
Werner (para el caso de gravedad pura) para calcular el ángulo de deflexión en espa-
ciotiempos estacionarios y axialmente simétricos. Debido a que este método requiere
la construcción de una métrica Riemanniana no trivial, incluso para expresiones li-
neales y lentes rotando lentamente, resulta una tarea tediosa obtener una expresión
similar a la obtenida en la ecuación (5.39). Por esta razón, utilizaremos este enfo-
que sólo a fin de recuperar expresiones conocidas para el ángulo de deflexión de
partículas masivas propagándose sobre el espaciotiempo de Kerr.

5.4.1. Espaciotiempo de Kerr

Consideremos la métrica de Kerr restringida al plano ecuatorial θ = π/2,

ds2 = −
(

1 − 2M
r

)
dt2 +

r2

∆
dr2 − 4aM

r
dtdφ +

(
r2 + a2 +

2Ma2

r

)
dφ2 (5.45)

donde
∆ = r2 − 2Mr + a2. (5.46)

En lo que sigue usaremos la métrica (5.45) para obtener el ángulo de deflexión de
partículas masivas. Para ello debemos primero obtener la métrica de Finsler-Randers
F asociada a la métrica de Kerr, la cual, para una variedad M con x ∈ M y X ∈
Tx M, viene dada por el Hessiano,

gij(x, X) =
1
2

∂2F2(x, X)

∂Xi∂X j . (5.47)

Usando la correspondencia entre fotones en un plasma homogéneo y partículas
con masa discutidas en (5.3.1) podemos estudiar la propagación de partículas masi-
vas sobre el espaciotiempo de Kerr.
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En particular, se asume que la partícula con masa m deja la región asintótica con
velocidad v medida por un observador asintótico y por lo tanto con energía,

E∞ =
m√

1 − v2
. (5.48)

De la misma manera, asumimos que la partícula tiene un momento angular,

J =
mvb√
1 − v2

. (5.49)

Considerando únicamente partículas siguiendo órbitas prógradas y propagándose
en un medio efectivo con índice de refracción,

n2(r) = 1 − m2

E2 (1 −
2M

r
) = 1 − (1 − v2)

(
1 − 2M

r

)
, (5.50)

se sigue que la métrica de Finsler-Randers viene dada por la siguiente expresión,

F
(

r, φ,
dr
dt

,
dφ

dt

)
=

[
1 − (1 − v2)

(
1 − 2M

r

)]1/2

×
[

r4∆
(∆ − a2)2

(
dφ

dt

)2

+
r4

∆(∆ − a2)

(
dr
dt

)2
]1/2

− 2Mar
∆ − a2

dφ

dt
.

(5.51)
Cómo hemos mencionado previamente en este trabajo, acorde al principio de

Fermat en relatividad general, las partículas masivas (debido a la correspondencia
con fotones en un plasma homogéneo) siguen geodésicas con respecto a la métrica de
Finsler-Randers F . Esto es, partículas de prueba con masa siguen geodésicas dadas
por la condición,

0 = δ
∫

γF

F (x, ẋ)dt. (5.52)

Vale la pena destacar que γF representa una geodésica de la métrica de Kerr-
Randers F . Siguiendo el método propuesto por Werner [69], uno puede ahora cons-
truir una variedad Riemanniana (M, ḡ) usando el llamado método de Nazım [152]
que consiste en tomar un campo vectorial tangente X̄ a la geodésica γF con X̄(γF ) =
ẋ para obtener una métrica Riemanniana como sigue,

ḡij(x) = gij(x, X̄(x)). (5.53)

Por otro lado, es imprescindible destacar el hecho crucial de que la curva geo-
désica γF asociada a la métrica de Finsler-Randers es también una geodésica de la
métrica Riemanniana ḡ (ver [69] para más detalles). Por lo tanto, la curvatura geo-
désica de esta curva es cero. En lo que sigue utilizaremos esta métrica Riemanniana
para calcular el ángulo de deflexión de partículas de prueba con masa. A orden lineal
es suficiente utilizar la aproximación de Born, por lo tanto uno puede considerar las
componentes del vector tangente como sigue,

X̄r = − cos φ +O(a, M), (5.54)

X̄φ =
sin2 φ

b
+O(a, M). (5.55)
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Para espaciotiempos asintóticamente planos, y debido a que la curvatura geodé-
sica es cero, el ángulo de deflexión viene dado por la expresión,

αmp = − lı́m
R→∞

∫ ∫
DR

KdS, (5.56)

donde K y dS son la curvatura Gaussiana y el elemento de superficie asociados a la
métrica ḡ.

Utilizando el método descripto previamente, la métrica Riemanniana ḡ a orden
dominante viene dada por lo siguiente,

ḡrr = v2 +
2(1 + v2)M

r
− 2Marv sin6 φ(

r2 sin4 φ + cos2 φ b2
)3/2 +O(

M2

b2 ,
a2

b2 ), (5.57)

ḡφφ = r2v2 + 2Mr − 2Mav sin2 φr(2 sin4 φr2 + 3 cos2 φb2)(
r2 sin4 φ + cos2 φ b2

)3/2 +O(
M2

b2 ,
a2

b2 )(5.58)

ḡrφ =
2avM cos3 φ

r
(

r2 sin4 φ+cos2 φ b2

b2

)3/2 +O(
M2

b2 ,
a2

b2 ), (5.59)

con determinante,

det ḡ = r2v2 + 2v2Mr(v2 + 2)− 6Mav3r sin2 φ√
r2 sin4 φ + cos2 φ b2

+O(a2, M2); (5.60)

mientras que la curvatura Gaussiana nos queda,

K = −M (v2 + 1)
v4r3 +

M a
r2v3 f (r, φ) +O(

M2

b4 ,
a2

b4 ) (5.61)

donde

f (r, φ) =
1(

r2 sin4 φ + cos2 φ b2
)7/2

(
30 cos4 φ sin8 φb2r3 − 6 sin14 φr5

+ 12 cos2 φ sin10 φb2r3 − 48 cos4 φ sin7 φb3r2 − 24 cos2 φ sin9 φb3r2

− 30 cos6 φ sin4 φb4r − 27 cos4 φ sin6 φb4r

− 12 cos2 φ sin8 φb4r + 12 cos6 φ sin3 φb5 + 6 cos4 φ sin5 φb5
)

.

(5.62)

Usando las ecuaciones (5.61) y (5.62), y a partir de la expresión (5.56), el ángulo
de deflexión se puede expresar como sigue,

αmp = −
π∫

0

∞∫
b

sin φ

(
−M(v2 + 1)

v2r2 +
Ma
rv

f (r, φ)

)
dr dφ. (5.63)

Finalmente, realizando la integral obtenemos,

αmp =
2M

b

(
1 +

1
v2

)
− 4Ma

b2v
, (5.64)

el cual coincide con (5.44) si tomamos Q = 0. En el límite v → 1, recuperamos
el ángulo de deflexión de rayos de luz propagándose en el espaciotiempo de Kerr
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[154-156].
De esta manera, hemos mostrado que es posible calcular el ángulo de deflexión

para partículas masivas usando el enfoque de Werner, o equivalentemente, el ángulo
de rayos de luz propagándose en un plasma homogéneo. A fin de estudiar la pro-
pagación de rayos de luz en un plasma inhomogéneo preferimos utilizar el método
discutido en la sección 5.3 debido a que es más directo. Estudiaremos este caso en la
sección 5.5.1.

5.5. Correcciones de orden superior al ángulo de deflexión

5.5.1. Ángulo de deflexión para partículas masivas a tercer orden en el
espaciotiempo de Kerr

Como hemos mostrado, a orden lineal, la expresión (5.39) es una fórmula general
y por lo tanto no es necesario volver a repetir el cálculo de las curvaturas Gaussianas
y geodésicas para cada una de las métricas bajo estudio.

Sin embargo, la misma no se puede aplicar al estudio de correcciones de orden
superior. Más aún, a orden superior la aproximación de Born no resulta suficiente
y el dominio de integración depende cada vez más de los detalles de la órbita. A
nuestro mejor entendimiento, todos los cálculos existentes del ángulo de deflexión
en espaciotiempos estacionarios basados en el uso del teorema de Gauss-Bonnet se
han limitado a encontrar expresiones a orden lineal debido al spin intrínseco de las
métricas (ver por ejemplo [68, 72, 157]).

Nos proponemos aquí a llenar ese bache al calcular el ángulo de deflexión de
partículas de prueba relativistas con masa en el espaciotiempo de Kerr incluyendo
correcciones de orden superior, esto es, expresiones que contengan términos de la
forma M3

b3 , M2a
b3 y Ma2

b3 . En particular, veremos que para el caso de partículas sin masa
nuestras expresiones se reducen a fórmulas conocidas obtenidas utilizando otras
técnicas [156, 158].

Como mencionamos, a orden superior, necesitamos ir más allá de la aproxima-
ción de Born y en particular, necesitamos conocer la órbita de las partículas masivas
o sin masa, según corresponda, al menos a segundo orden.

Antes de llevar a cabo esto, escribamos una expresión general para la órbita en
el plano ecuatorial para un espaciotiempo estacionario general descripto por el si-
guiente elemento de línea,

ds2|θ= π
2
= −Adt2 − 2Hdtdφ + Bdr2 + Ddφ2. (5.65)

A partir del Hamiltoniano H = 1
2 (gαβ pα pβ +m2), se sigue que la ecuación de la órbi-

ta para órbitas prógradas de una partícula que se asume dejando la región asintótica
con una velocidad v medida por un observador asintótico y por lo tanto con una
energía y momento angular dados por las ecuaciones (5.48) y (5.49) viene dada por
lo siguiente,(

duγ

dφ

)2

=
u4

γ∆
(H + Abv)2B

[−∆(1 − v2) + D − 2Hbv − Ab2v2)]; (5.66)

con ∆ = AD + H2 y donde uγ = 1/rγ. Para partículas sin masa (v = 1), se reduce a
la expresión obtenida en [75].

Particularicemos para el espaciotiempo de Kerr. Para otras métricas estacionarias
el procedimiento será similar. En este caso, las componentes de la métrica en el plano
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ecuatorial vienen dadas como sigue,

A = 1 − 2M
r

, (5.67)

H =
2aM

r
, (5.68)

B =
r2

∆
, (5.69)

D = r2 + a2 +
2a2M

r
; (5.70)

con ∆ = r2 + a2 − 2Mr. Mientras que la ecuación de la órbita nos queda,(
duγ

dφ

)2

=
1 + a2u2

γ − 2Muγ

[2Muγ(a − bv) + bv]2

[
2M(a − bv)2u3

γ

+ v2(a2 − b2)u2
γ + 2M(1 − v2)uγ + v2

]
.

(5.71)

Como estaremos trabajando en el régimen de campo gravitacional débil, vamos a
definir los siguientes parámetros y realizar expansiones alrededor de ellos,

γ =
M
b

≪ 1; δ =
a
b
≪ 1. (5.72)

En particular, como estaremos interesados en una expresión para el ángulo de defle-
xión que sea correcta hasta tercer orden en estos parámetros, esto es, que contenga
términos de la forma γ3, γ2δ y γδ2, necesitamos conocer uγ al menos a segundo or-
den en dichos parámetros, esto es, requerimos una expresión para uγ de la siguiente
forma,

uγ = u0 + u1γ + u2δ + u3γ2 + u4δγ + u5δ2 +O(γ3, γδ2, δγ2, δ3). (5.73)

Reemplazando este ansatz en la ecuación (5.71), e imponiendo la condición asintótica
lı́mφ→0 u = 0, obtenemos la solución a segundo orden para la ecuación de la órbita,

u0 =
sin φ

b
,

u1 =
(cos φ − 1)(v2 cos φ − 1)

bv2 ,

u2 =0,

u3 =− 1
16bv2

[
12φ cos φ(4 + v2) + 3v2 sin(3φ)

+ (11v2 − 16) sin φ − 16 sin(2φ)(1 − v2)

]
u4 =− 2(1 − cos φ)

bv
,

u5 =
sin3 φ

2b
.

(5.74)

El hecho que u5, que es proporcional a a2

b2 , sea diferente de cero incluso para un
espaciotiempo plano (M = 0) debe ser esperado debido a que las coordenadas r, φ
son esferoidales en vez de esféricas, y por lo tanto a orden a2 en estas coordenadas
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una línea recta no viene dada por r = b/ sin φ. Por la misma razón, el hecho que u2,
proporcional a a

b , sea cero también debe ser esperado debido a que cuando M = 0
la correspondiente métrica plana depende de a2 y por lo tanto a orden lineal en a las
coordenadas se comportan como coordenadas polares estándar.

Veamos ahora la métrica óptica asociada, la cual se obtiene a partir de la ecuación
(5.15),

ĝrr =
n2r4

(r2 − 2Mr)∆
, (5.75)

ĝφφ =
n2r2∆

(r − 2M)2 . (5.76)

con índice de refracción dado por la ecuación (5.50).
Para calcular el ángulo de deflexión utilizando el teorema de Gauss-Bonnet, ne-

cesitamos definir primero el dominio de integración. Este dominio está acotado por
debajo por la órbita bajo análisis determinada por rγ ≡ 1/uγ, y la curva semi-circular
CR con radio R → ∞ por arriba. Para la coordenada angular φ, elegimos la posición
de la fuente en φS = 0, y la posición del observador en φR = π + α(1), donde α(1) es
la expresión a primer orden en la masa del ángulo de deflexión, esto es, dado por el
primer término de la ecuación (5.44).

Al orden considerado la 2-forma KdS viene dada como sigue,

KdS =

[ (
1 +

1
v2

)
M︸ ︷︷ ︸

K̂M

+

(
1 +

6
v2 − 4

v4

)
M2u︸ ︷︷ ︸

K̂M2

+
3
2

(
1 +

15
v2 − 20

v4 +
8
v6

)
M3u2︸ ︷︷ ︸

K̂M3

+ 3
(

1 +
1
v2

)
a2Mu2︸ ︷︷ ︸

K̂Ma2

]
dudφ,

(5.77)

y por lo tanto la contribución de la curvatura Gaussiana al ángulo de deflexión se
puede escribir de la siguiente manera,

αK =
∫ π+ 2M

b (1+ 1
v2 )

0

∫ uγ

0
(K̂M + K̂M2 + K̂M3 + K̂Ma2)dudφ

=
2M

b
(1 +

1
v2 ) +

3π(4 + v2)

4v2
M2

b2 +
2(15v2 + 5v6 + 45v4 − 1)

3v6
M3

b3

− 2π(1 + v2)

v3
aM2

b3 +
2(1 + v2)

v2
a2M
b3 +O(

M4

b4 ,
M3a
b4 ,

M2a2

b4 ,
Ma3

b4 ).

(5.78)

En la integración sobre la variable angular aparecen funciones trigonométricas que
deben ser evaluadas en φR y por lo tanto deben ser re-expandidas en términos de
γ y δ alrededor de π. Como mencionamos anteriormente, se puede chequear por
integración directa que si en vez de considerar φR = π + α(1) consideráramos φR =
π + α(1) + α(2), con α(2) formado por términos de orden δ2 = M2/b2 y δγ = Ma/b2,
la contribución a αK de este nuevo término sería de orden superior al tercero. Esto
se puede ver del hecho que sólo términos que potencialmente contribuirían a tercer
orden sobre el ángulo de deflexión (al introducir correcciones a segundo orden en
φR) vendrían de la integración en la variable angular del siguiente término,∫ uγ

0
K̃Mdu = (1 +

1
v2 )

M
b

sin φ +O(M2, Ma2, M3). (5.79)
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Sin embargo, como la integración de (5.79) en la variable angular producirá un tér-
mino proporcional a

M cos φR = M cos
(

π + a1
M
b

+ a2
Ma
b

+ a3
M2

b2 +O(
Ma2

b2 ,
M3

b3 )

)
, (5.80)

con a1, a2 y a3 constantes, se sigue que luego de re-expandir este término en poten-
cias de M, sólo el primer término en M de φR (proporcional a a1) contribuirá a tercer
orden. Por lo tanto, a fin de calcular el ángulo de deflexión a tercer orden, necesi-
tamos conocer la órbita a segundo orden y el ángulo de deflexión a primer orden.
Usando el mismo argumento, se puede ver que para conocer el ángulo a orden n
usando (5.28), necesitamos conocer la órbita a orden n − 1 y el ángulo de deflexión
a orden n − 2.

Para finalizar, necesitamos además conocer la contribución de ακg al ángulo de
deflexión. En nuestro caso,

β̂ = − 2Mar
r2 − 2Mr

dφ. (5.81)

La curvatura geodésica asociada viene dada por lo siguiente,

κg =− 2aM√
r(r − 2M)[2Mr(1 − v2) + r2v2]

∣∣∣∣
rγ

. (5.82)

Por otro lado, el elemento de línea dl nos queda,

dl =

√(
ĝrr(

dr
dφ

)2 + ĝφφ

)∣∣∣∣
rγ

dφ. (5.83)

Al orden deseado vemos que la cantidad κgdl resulta de la siguiente forma,

κgdl
∣∣∣∣
rγ

= dφ

[
− sin φ

v
2Ma

b2 +
2(cos φ − 1)(2v2 cos φ + 3v2 + 1)

v3
M2a
b3

]
. (5.84)

Por lo tanto, la contribución ακg al ángulo de deflexión será la siguiente,

ακg =
∫ φR

0
κgdl ≈

[
− 4Ma

b2v
− 2π(1 + 2v2)

v3
M2a
b3

]
. (5.85)

Finalmente, utilizando las ecuaciones (5.78) y (5.85), y definiendo el parámetro adi-
mensional â = a

M , que para agujeros negros satisface |â| ≤ 1, el ángulo de deflexión
al orden que estamos considerando se puede escribir como sigue,

α =
2M

b

(
1 +

1
v2

)
︸ ︷︷ ︸

α(1)

+

[
3π

4

(
1 +

4
v2

)
− 4â

v

]
M2

b2︸ ︷︷ ︸
α(2)

+

[
2
3

(
5 +

45
v2 +

15
v4 − 1

v6

)
− 2π(2 + 3v2)â

v3 +
2(v2 + 1)â2

v2

]
M3

b3︸ ︷︷ ︸
α(3)

.
(5.86)
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Para partículas sin masa se obtiene la siguiente expresión,

α =
4M

b
+

[
15π

4
− 4â

]
M2

b2 +

[
128
3

− 10πâ + 4â2
]

M3

b3 ; (5.87)

la cual coincide con los resultados obtenidos por otros autores utilizando técnicas
diferentes [156, 158]. Al igual que en los casos previos que hemos analizado en este
capítulo, para órbitas retrógradas sólo debemos cambair el signo de los términos
lineales en â para obtener el ángulo de deflexión correspondiente.

De esta forma hemos mostrado por primera vez que el método propuesto por
Ono et al en [75] puede ser aplicado de manera exitosa al cálculo del ángulo de de-
flexión a orden superior para espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos,
y más aún, se puede aplicar para estudiar partículas masivas. No tenemos conoci-
miento de una presentación previa de la ecuación (5.86) en la literatura.

Por último, utilizando la correspondencia entre partículas de prueba con masa y
fotones en un plasma homogéneo, la ecuación (5.86) nos da el ángulo de deflexión
de rayos de luz con frecuencia ω∞ en un plasma homogéneo caracterizado por ωe =
constante, simplemente reemplazando v en la ecuación (5.86) por la velocidad de
grupo vgr = n0 =

√
1 − ω2

e /ω2
∞, en unidades donde c = 1.

De manera ilustrativa en las figuras (5.1) y (5.2) consideramos un agujero negro
con parámetros similares a los del agujero negro supermasivo del centro de nuestra
galaxia, Sgr A*, a fin de analizar las diferentes contribuciones del ángulo de defle-
xión. Consideramos los siguiente valores: M = 4,1 × 106M⊙, â = 0,6 y asumimos
que b = 100M. En ambas figuras graficamos las contribuciones α(1), α(2) y α(3) al án-
gulo de deflexión total. En la figura (5.1) graficamos dichas contribuciones en térmi-
nos de la velocidad de la partícula masiva mientras que en la figura (5.2) lo hacemos
en términos del cociente ωe/ω∞. En ambas situaciones consideramos tanto órbitas
prógradas (s = 1) como retrógradas (s = −1), como así también el caso â = 0.
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FIGURA 5.1: Diferentes contribuciones al ángulo de deflexión total
dado por la ecuación (5.86) para una lente con parámetros M = 4.1 ×
106M⊙ y â = 0.6 en términos de la velocidad v de la partícula masiva.

Asumimos además que b = 100M.

En el apéndice (F) presentamos una derivación alternativa de la ecuación (5.86)
generalizando un método originalmente propuesto por Aazami, Keeton y Petters en
[156].
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FIGURA 5.2: Diferentes contribuciones al ángulo de deflexión para
un plasma homogéneo con ωe = constante (obtenido a partir de la
ecuación (5.86) reemplazando v2 por 1− ω2

e /ω2
∞). Consideramos una

lente con parámetros M = 4.1 × 106M⊙, â = 0.6 y b = 100M.

5.5.2. Ángulo de deflexión de rayos de luz en un plasma inhomogéneo
hasta tercer orden en el espaciotiempos de Kerr

Consideremos un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico en presen-
cia de un plasma frío no magnetizado cuyo elemento de línea restricto al plano ecua-
torial toma la forma de la ecuación (5.65). Para este caso, la ecuación de la órbita se
puede escribir como sigue,(

du
dφ

)2

= −
u4(ω2

e ∆ − Dp2
t − 2Hpt pφ + Ap2

φ)∆
B(−Hpt + Apφ)2 (5.88)

En general, para un fotón propagándose en una órbita prógrada en un plasma se
suele identificar las constantes de movimiento pt y pφ de la forma,

pt = −h̄ω∞ (5.89)
pφ = −ptbn0, (5.90)

donde b es el parámetro de impacto y n0 el valor asintótico del índice de refracción
del medio en cuestión. En la discusión que sigue estaremos asumiendo un modelo
de plasma caracterizado por

ωe0 = 0, N1(r) =
Ñ0

rk , (5.91)

siendo Ñ0 una constante y k un número entero positivo. En el caso de espaciotiempos
esféricamente simétricos, una discusión detallada de la contribución de un plasma
con este perfil sobre el ángulo de deflexión a orden dominante puede ser consultada
en [22].

Esta familia de perfiles de plasma suele ser útil para describir los entornos de
plasmas en galaxias y cluster de galaxias. Por otro lado, para el agujero negro del
centro de nuestra galaxia, un perfil de plasma con dependencia radial de la forma
r−1.1 ha sido también considerado por diferentes autores [159, 160]. A pesar de que
este caso no pertenece a la famila descripta por (5.91), para k = 1 podemos tener una
buena aproximación al ángulo de deflexión para esta clase de sistemas. Como se dis-
cutió en el capítulo 3 modelos con potencia de orden más alto, incluyendo k = 6 y
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k = 16, también aparecen en discusiones sobre la propagación de la luz en el sistema
solar teniendo en cuenta la influencia de la corona solar [10, 76, 129, 130, 132]. En
[22] expresiones analíticas cerradas a primer orden fueron derivadas para cualquier
valor de k. Para órdenes más altos es más difícil obtener expresiones generales y los
pasos intermedios son poco ilustrativos. Por esta razón, en lo siguiente sólo consi-
deraremos los casos k = {1, 2, 3}, mostrando en detalle la manera de proceder para
el caso k = 2, y sólo dando las expresiones finales para los otros dos casos. Para
cualquier otro valor de k que no sea considerado en este trabajo, la expresión para el
ángulo de delfexión se puede derivar de la misma forma en que procederemos para
k = 2.

Nuestras expresiones finales también pueden ser utilizadas para espaciotiempos
esféricamente simétricos. En lo que sigue estaremos considerando que la frecuencia
del fotón en la región asintótica, ω∞, es mucho más grande que la frecuencia del
plasma ω̃e ≡ ωe(b) en r = b. Esto es, asumiremos que ϵ = ω̃2

e
ω2

∞
≪ 1. Notemos que

para la situación presente, n0 = 1; y por lo tanto, la ecuación de la órbita se puede
reescribir como, (

du
dφ

)2

= −u4[ω2
e ∆ − (D + 2Hb − Ab2)ω2

∞]∆
Bω2

∞(H + Ab)2 (5.92)

Restrinjamos nuestra atención al espaciotiempo de Kerr con funciones coordenadas
A, H, B y D dadas por (5.67)-(5.70). Utilizando el ansatz,

u =u0(φ) + uM(φ)γ + ua(φ)δ + uϵ(φ)ϵ + uMa(φ)γδ

+ uϵ a(φ)ϵ a + uMϵ(φ)γϵ + uM(φ)γ2 + ua2(φ)δ2 + uϵ2(φ)ϵ2,
(5.93)

e imponiendo la condición asintótica lı́mφ→0 u = 0, obtenemos la siguiente solución
iterativa para uγ,

u0 =
sin φ

b
, (5.94)

um =
(cos φ − 1)2

b
, (5.95)

ua = uϵ a = 0, (5.96)

uϵ = −cos φ(tan φ − φ)

2b
(5.97)

uMa = −2(1 − cos φ)

b
(5.98)

uMϵ = − (cos φ − 1)(cos φ + φ sin φ − 1)
b

, (5.99)

uM2 = − 1
4b

[3 sin φ cos2 φ + 15φ cos φ (5.100)

−2 sin φ(1 + 8 cos φ)],

ua2 =
sin3 φ

b
, (5.101)

uϵ2 = − [(φ2 − 3) sin φ + 3φ cos φ]

8b
(5.102)
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Al orden que estamos considerando la 2-forma KdS se escribe como,

KdS =

[
2M︸︷︷︸
K̂M

−2b2ϵ u︸ ︷︷ ︸
K̂ϵ

+3M2u︸ ︷︷ ︸
K̂M2

+12Mb2ϵ u2︸ ︷︷ ︸
K̂Mϵ

−4b4ϵ2u3︸ ︷︷ ︸
K̂

ϵ2

+6M3u2︸ ︷︷ ︸
K̂M3

−10b2ϵ M2u3︸ ︷︷ ︸
K̂

ϵ M2

+6Ma2u2︸ ︷︷ ︸
K̂Ma2

+30Mb4ϵ2u4︸ ︷︷ ︸
K̂Mϵ2

−4b2ϵ a2u3︸ ︷︷ ︸
K̂

ϵ a2

−6b6ϵ3u5︸ ︷︷ ︸
K̂

ϵ3

]
dudφ.

(5.103)
A fin de calcular el ángulo de deflexión a órdenes superiores, necesitamos tam-

bién conocer la expresión del ángulo de deflexión a primer orden. Esto se puede
obtener directamente a partir de la ecuación (5.38),

α(1) =
4M

b
− πϵ

2
− 4Ma

b2 . (5.104)

Por lo tanto, la contribución αK al ángulo de deflexión incluyendo términos de tercer
orden queda determinada por lo siguiente3,

αK =
∫ φR=π+α(1)

0

∫ uγ

0
KdS

=
4M

b
− ϵ

π

2
+

15π M2

4b2 − 4Mϵ

b
+

3
8

πϵ2 +
128M3

3b3 − 4π aM2

b3

− 45πϵ M2

8b2 +
4a2M

b3 +
8Maϵ

b2 +
4Mϵ2

b
− 3πϵ a2

4b2 − 5π

16
ϵ3.

(5.105)

La curvatura geodésica por otro lado viene dada como sigue,

κg = − 2Mau3

[1 − ϵ b2u2(1 − 2Mu)]
√

1 − 2Mu

∣∣∣∣
uγ

(5.106)

mientras que el elemento de línea dl,

dl =

√(
ĝrr(

dr
dφ

)2 + ĝφφ

)∣∣∣∣
rγ

dφ

=

√√√√(ĝrr

(
1
u2

du
dφ

)2

+ ĝφφ

)∣∣∣∣
uγ

dφ

=
[1 − ϵ b2u2(1 − 2Mu)](1 + a2u2 − 2Mu)

u2[2aMu + b(1 − 2Mu)](1 − 2Mu)

∣∣∣∣
uγ

dφ.

(5.107)

3Como vimos en la sección (5.5.1), se puede chequear que agregar términos a φR con correcciones
a segundo orden en γ, δ y ϵ (notar que el último término en la ecuación (5.104) es uno de ellos) no
contribuye al ángulo de deflexión al orden que estamos considerando. Más precisamente, los únicos
términos que potencialmente podrían producir correcciones vienen de la integración de K̃M y K̃ϵ. Sin
embargo, usando argumentos similares a los utilizados en la sección (5.5.1) se puede mostrar que sólo
aquellos términos que contribuyen al orden deseado son en efecto términos de primer orden presentes
en α(1).
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Luego,

κgdl =− 2Mau(1 + a2u2 − 2Mu)
(1 − 2Mu)3/2[2aMu + b(1 − 2Mu)]

∣∣∣∣
uγ

dφ

≈
[
− 2Ma

b2 sin φ +
4aM2

b3 (cos φ + 2)(cos φ − 1) + cos φ(tan φ − φ)
aMϵ

b2

]
dφ

(5.108)
Por lo tanto, la contribución ακg al ángulo de deflexión total viene dada por lo si-
guiente,

ακg =
∫ φR

0
κgdl ≈

[
− 4

aM
b2 − 6π aM2

b3 +
4aMϵ

b2

]
. (5.109)

Finalmente, agrupando los resultados obtenidos en las ecuaciones (5.105) y (5.109),
y escribiéndolos en términos de la cantidad â = a/M, obtenemos,

α = αvac + αp (5.110)

donde

αp ≈ − ϵ
π

2
+

3
8

πϵ2 − 5
16

πϵ3 − 4Mϵ

b
+

4Mϵ2

b
−
[

45
2

π − 48â + 3π â2
]

ϵ M2

4b2 ,

(5.111)

es la contribución al ángulo de deflexión total debido a la presencia del plasma;
mientras que αvac es la contribución al ángulo de deflexión total para el caso de
gravedad pura y viene dado por la ecuación (5.87).

Los primeros tres términos en la ecuación (5.111) representan la contribución al
ángulo debido puramente a la presencia del plasma mientras que el resto de los tér-
minos se debe al acople entre el plasma y los efectos gravitacionales. Como antes, el
ángulo de deflexión para órbitas retrógradas se obtiene a partir de (5.111) al cambiar
el signo en todos los términos lineales en â.

La contribución de cada componente al ángulo de deflexión dependerá de los
parámetros M, a y b, y del cociente ϵ entre la frencuencia del plasma y la frecuencia
de observación ω∞.

Por completitud, y siguiendo el mismo procedimiento descripto para el caso k =
2, escribimos las expresiones para el ángulo de deflexión correspondiente a los casos
k = 1 y k = 3. Para el caso k = 1, i.e. N = Ñ0/r, la expresión final para el ángulo de
deflexión viene dada como sigue,

α = αvac + αp, (5.112)

con αp dada por,

αp = −ϵ +
1

12
ϵ3 − πMϵ

2b
+ (2πâ − â2 − 8)

ϵM2

b2 . (5.113)

Notemos que en este caso no hay una contribución debida puramente a la presencia
del plasma a segundo orden en ϵ. Similarmente, para k = 3, i.e. N = Ñ0/r3, la
contribución αp al ángulo de deflexión se escribe como,

αp = −2ϵ +
15π

16
ϵ2 − 16

3
ϵ3 − 9πMϵ

4b
+ (6πâ − 4â2 − 32)

ϵM2

b2 . (5.114)
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En todos los casos el término lineal en ϵ puede ser considerado como caso particular
de la expresión obtenida por Giampieri en [129], y reobtenida en un contexto más
general por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22],

α
(1)
p = −ϵ

√
π

Γ( k+1
2 )

Γ( k
2 )

, (5.115)

con Γ(x) siendo la función Gamma.
En la figura (5.3) consideramos un agujero negro con los mismos parámetros que

en las figuras 5.1 y 5.2, asumiendo de nuevo b = 100M. Graficamos la contribución
de orden dominante al ángulo de deflexión dada por α

(1)
vac = 4M/b y α

(1)
p para los

casos considerados en términos de ϵ ∈ [0.01, 0.018]. Para este rango de valores el
ángulo de deflexión producido por el plasma es del mismo orden que el ángulo en
el espaciotiempo de Kerr para el caso de gravedad pura, pero con sentido opuesto.
Esto es, como es sabido y se puede ver directamente de la ecuación (5.38), el efecto
de un plasma inhomogéneo que decae con r es producir un efecto de lente divergen-
te. Notemos que para el mismo valor de ϵ, mientras más rápido decae el perfil de
plasma, más grande es el efecto divergente en los rayos de luz. Por supuesto, este es
un efecto cromático y por lo tanto, diferentes valores de ϵ contribuirán de diferentes
maneras.

Similarmente, en la figura 5.4 graficamos la contribución al ángulo de deflexión
debido a los demás términos en αvac y αp para los tres perfiles de plasma considera-
dos. El caso s = ±1 corresponde a órbitas prógradas/retrógradas. Por completitud,
graficamos también las contribuciones al ángulo de deflexión para agujeros negros
no rotantes, ie, â = 0.
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FIGURA 5.3: Contribución de orden dominante al ángulo de deflexión
para una lente con parámetros M = 4.1 × 106M⊙ y â = 0.6, y para
diferentes perfiles de plasma de la forma N(r) = Ñ0r−k. Asumimos
que b = 100M. Aquí α

(1)
vac = 4M/b y α

(1)
p = −ϵ para k = 1, α

(1)
p =

−ϵπ/2 para k = 2, y α
(1)
p = −2ϵ para k = 3. Todos ellos son casos

particulares de la expresión (5.115). Aquí ϵ ∈ [0.01, 0.018].

5.6. Resumen del capítulo

En este capítulo hemos utilizado el teorema de Gauss-Bonnet a fin de estudiar
la deflexión de fotones a través de un plasma y de partículas masivas en gravedad
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FIGURA 5.4: Contribución de orden superior al ángulo de deflexión
para una lente con parámetros M = 4.1 × 106M⊙ y â = 0.6. Asumi-
mos que b = 100M. Aquí α

(2,3)
vac = αvac − α

(1)
vac y α

(2,3)
p = αp − α

(1)
p .

ϵ ∈ [0.01, 0.018]. Como en la figura 5.3 cada uno de ellos se considera
para los diferentes perfiles determinados por k = 1, 2 y 3.

pura, ambas sobre espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos. Para ello
obtuvimos una métrica de tipo Finsler-Randers la cual utilizamos para calcular el
ángulo de deflexión vía una extensión del método de Gibbons y Werner original-
mente presentado para espaciotiempos estáticos. Dicha extensión fue llevada a cabo
desde dos enfoques diferentes: el enfoque de Ono et al y el de Werner. Presentamos
una expresión general del ángulo de deflexión en gravedad linealizada (ver ecuación
(5.38)) y particularizamos para los espaciotiempos rotantes de Kerr y Kerr-Newman.

Por otro lado, fuimos capaces de obtener por primera correcciones de orden su-
perior (hasta tercer orden) al ángulo de deflexión en el espaciotiempo de Kerr, tanto
para partículas masivas en gravedad pura (equivalentemente, para fotones propa-
gándose en un plasma homogéneo) así como también para fotones en un plasma
inhomogéneo, utilizando el método de Gibbons-Werner.
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Capítulo 6

Lentes fuertes con plasma: enfoque
numérico y perturbativo

En esta capítulo abordaremos el estudio de cómo la presencia de un plasma frío
no-magnetizado influye en la posición de las imágenes en el régimen de lente gravi-
tacional fuerte, es decir, estaremos interesados en aquel tipo de imágenes formadas
a partir de la deflexión de los rayos de luz provenientes de fuentes en las cercanías
de las curvas cáusticas asociadas a la lente, dando origen a la formación de anillos
de Einstein, arcos gravitacionales y sistemas de imágenes múltiples. Dicho estudio
será llevado a cabo a partir de la resolución de forma perturbativa de la ecuación de
lente gravitacional en la aproximación de lente delgada, contrastando la misma con
una solución numérica, pudiendo testear de esta forma la precisión de la solución
perturbativa.

Mientras que la solución numérica será implementada a partir del paquete Lens-
tronomy1, el cual editamos de forma conveniente a fin de incluir la contribución del
plasma, la solución perturbativa será llevada a cabo siguiendo el método propuesto
por Alard [161], originalmente propuesto para gravedad pura. La idea del método
es la siguiente. Consideramos primero una lente gravitacional con una densidad de
masa proyectada circularmente simétrica y con la línea de la visión pasando exacta-
mente por el centro de la distribución. A su vez, consideramos una fuente puntual
alineada con la línea de la visual. Bajo estas hipótesis la imagen formada será la de
un anillo perfecto, conocido como anillo de Einstein en el caso de gravedad pura.
Los sistemas de imágenes múltiples así como los arcos gravitacionales se pueden
obtener a partir de resolver perturbativamente la ecuación de lente gravitacional
alrededor del anillo de Einstein. Para ello, se consideran dos tipos diferentes de per-
turbaciones: a) que la fuente no se encuentra perfectamente alineada con la línea de
la visual, y/o b) que la distribución de materia proyectada de la lente no sea circu-
larmente simétrica. En cuanto al plasma, consideraremos en todo momento que la
distribución de electrones proyectada del mismo se encuentra centrada con la línea
de la visual pero no necesariamente que sea circularmente simétrica. De esta forma
en algunas situaciones el plasma intervendrá únicamente como una perturbación
(en el caso de distribuciones proyectadas no circularmente simétricas) y en otras el
plasma también afectará el radio de los anillos de Einstein comparado a la situación
sin plasma.

Por otro lado, debido a que es un método perturbativo, el mismo pierde pre-
cisión obviamente si apartamos demasiado la fuente de la línea de la visual, o si
consideramos una lente con una elipticidad suficientemente alta e incluso cuando
consideramos una frecuencia de observación muy baja o una densidad de electrones

1https://github.com/sibirrer/lenstronomy



112 Capítulo 6. Lentes fuertes con plasma: enfoque numérico y perturbativo

muy alta; esto último para distribuciones de plasma proyectadas no circularmen-
te simétricas. Por este motivo implementamos también una corrección iterativa del
método y la comparamos gráficamente con la solución numérica a fin de apreciar
cómo mejora la solución perturbativa con las iteraciones.

Por último, estudiamos numéricamente cómo influye el plasma en la estructura
de las curvas críticas y cáusticas así como también en la magnificación. Para los mo-
delos estudiados, encontraremos una estructura mucho más rica en la configuración
geométrica de las curvas cáusticas, lográndose un desdoblamiento y una multiplici-
dad extra de imágenes comparado a la observación de la misma fuente lenteada en
el régimen de frecuencias altas.

6.1. Ecuaciones básicas

En la aproximación de lente delgada, la ecuación de lente que relaciona la posi-
ción de la fuente con la posición de las imágenes a través del ángulo de deflexión se
puede escribir de la siguiente manera,

β⃗ = θ⃗ − α(⃗θ), (6.1)

donde β⃗ y θ⃗ denotan la posición angular de la fuente y de la imagen, respectiva-
mente; mientras que α(θ) es una cantidad relacionada al ángulo de deflexión α̂ de
la siguiente manera α = Dls

Ds
α̂(θ)2. Por otro lado, las cantidades Dl , Ds y Dls hacen

referencia a las distancias diámetro-angular del observador a la lente, de la fuente a
la lente y de la lente a fuente, respectivamente. Dichas distancias dependen a su vez
de la cosmología considerada.

Consideremos un modelo de lente en un espaciotiempo estático y asintótica-
mente plano con coordenadas {x0, xi}, siendo xi, i = 1...3 coordenadas espaciales.
Por otro lado consideraremos también que las componentes espaciales del tensor
energía-momento son despreciables, por lo que la lente gravitacional (sin contar el
plasma) estará completamente descripta por su distribución de materia. Bajo esta su-
posición la ecuación de lente se puede reescribir en términos del potencial de lente
ψgrav como sigue,

β⃗ = θ⃗ −∇θ⃗ψgrav(⃗θ), (6.2)

el cual está relacionado con α a través de α(⃗θ) = ∇θ⃗ψgrav(⃗θ), donde ∇θ⃗ es el gradien-
te con respecto a la posición angular θ⃗ en el plano de la lente. Nos referimos a ψgrav
como potencial de lente efectivo y está relacionado con el potencial Newtoniano de la
siguiente manera,

ψgrav(⃗θ) =
Dls

Dl Ds

2
c2

∫
Φ(Dl θ⃗, x)dx, (6.3)

donde x es la distancia a lo largo de la línea de la visual entre el observador y la
fuente.

En analogía con la teoría de lentes gravitacionales en gravedad pura, los efectos
del plasma en la desviación de los rayos de luz puede ser codificada en un potencial
de plasma efectivo dependiente de la frecuencia de observación [162],

Φ(xi) ≈ c2ωe(xi)

4ω2(xi)
, (6.4)

2En este capítulo denotaremos el ángulo de deflexión como α̂
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donde ωe(xi) es la frecuencia del plasma y ω la frecuencia de observación. En la
expresión previa hemos utilizado el límite de alta frecuencia ω(xi) ≫ ωe(xi) que
suele ser adecuado en aplicaciones de radioastronomía. A su vez, en su viaje desde
la fuente hasta el observador la luz experimentará un redshift gravitacional debido
a la presencia de la lente y un redshift cosmológico, siendo el primero despreciable
respecto del segundo debido a que la distancia lente-observador es suficientemente
grande. Por tal motivo sólo tendremos en cuenta el efecto del redshift cosmológico
de forma que la frecuencia de los fotones en la posición de la lente será (1 + zl)ω,
siendo zl el redshift de la lente y ω, como dijimos, la frecuencia de observación.

Considerando la propagación de los rayos de luz a través del plasma en una
dirección x̂, la densidad de electrones proyectada a lo largo de la línea de la visual
viene dada por la siguiente cantidad conocida como medida de dispersión,

Ne (⃗θ) =
∫

ne(xi(x))dx, (6.5)

la cual puede ser estimada a partir de mediciones del time delay. Finalmente, el
potencial efectivo de plasma en términos de la frecuencia angular ω, viene dado por
[162],

ψplasma(⃗θ, ω) =
Dls

DsDl

2πc2

ω2(1 + zl)2 reNe (⃗θ), (6.6)

donde re = e2

mec2 es el radio clásico del electrón y la frecuencia de observación ν

medida en Hz está relacionada con ω por ν = ω
2π .

Señalamos además que en este capítulo no estaremos considerando los térmi-
nos de interacción plasma-gravedad ya que como hemos visto en general suelen ser
despreciables respectos de los términos de gravedad y de plasma puros.

6.1.1. Solución perturbativa de la ecuación de lente

A continuación repasaremos brevemente una solución perturbativa de la ecua-
ción de lente en régimen de lentes gravitacionales fuertes que suele ser acertado pa-
ra describir arcos gravitacionales así como también formaciones de imágenes múlti-
ples. Este método introducido por Alard [161], y luego extensamente utilizado, parte
de una solución exacta de la ecuación de lente gravitacional para una fuente puntual
alineada con la línea de la visión para una lente esféricamente simétrica, resultando
en una imagen circular de la fuente conocida generalmente como anillo de Einstein.

Consideremos una fuente circular de radio δβs localizada en (δβ10, δβ20). Explí-
citamente,

δβ⃗ =

(
δβ1
δβ2

)
=

(
δβ10 + δβs cos ϕs
δβ20 + δβs sin ϕs

)
, con 0 ≤ ϕs ≤ 2π. (6.7)

Por otro lado, cada punto del borde de la fuente nos dará una imagen localizada en
θ⃗ a través de la ecuación de la lente,

θ⃗ =

(
θ1
θ2

)
=

(
θ cos ϕ
θ sin ϕ

)
, con 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (6.8)

donde θ = |⃗θ|.
Por lo tanto, en un sistema de lente gravitacional donde se tenga en cuenta tam-

bién el efecto del plasma circundante a la lente, la ecuación de lente viene dada como
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sigue,

δβ10 + δβs cos ϕs = θ cos ϕ − cos ϕ
∂ψ

∂θ
+

sin ϕ

θ

∂ψ

∂ϕ
, (6.9)

δβ20 + δβs sin ϕs = θ sin ϕ − sin ϕ
∂ψ

∂θ
− cos ϕ

θ

∂ψ

∂ϕ
. (6.10)

donde
ψ = ψ(θ, ϕ) = ψgrav(θ, ϕ) + ψplasma(θ, ϕ). (6.11)

En particular, estas ecuaciones implican lo siguiente [163],

θ = δβ10 cos ϕ + δβ20 sin ϕ +
∂ψ

∂θ
±
√

∆exact, (6.12)

siendo

∆exact = δβ2
s −

(
1
θ

∂ψ

∂ϕ
− δβ10 sin ϕ + δβ20 cos ϕ

)2

. (6.13)

Notemos que la ecuación (6.12) es una ecuación exacta e implícita para θ.
Revisaremos ahora el método perturbativo introducido por Alard para resolver

la ecuación de lente y presentaremos una nueva expresión iterativa que mejora la
aproximación a primer orden del método perturbativo. Cabe aclarar que este méto-
do fue presentado en el caso de gravedad pura y aquí estamos extendiéndolo al caso
con plasma.

Comencemos considerando una lente esféricamente simétrica caracterizada por
un potencial de lente ψ0(θ) alrededor de la línea de la visión. Este potencial puede
tener la contribución tanto gravitacional como del medio plasmático. Y considere-
mos una lente puntual situada a lo largo de la línea de la visual en β⃗ = 0. En esta
situación la ecuación de la lente se reduce de la siguiente manera,

θ − ∂ψ0(θ)

∂θ
= 0. (6.14)

Denotamos su solución como θp. En el caso de gravedad pura, la solución de esta
ecuación se conoce como anillo o radio de Einstein y se suele denotar como θE o
bien |⃗θE|. Como veremos en este capítulo la solución θp también tendrá una forma
de anillo en el plano de las imágenes pero reservaremos el término anillo de Einstein
para el caso de gravedad pura.

Por otro lado, en este capítulo trabajaremos con perfiles de masa y de plasma
que son comúnmente utilizados en estudios de astrofísica. Es importante señalar
dos cosas: para dichos modelos existe solución de la ecuación (6.14) y por otro lado,
las soluciones presentan una única solución circular (anillo de Einstein en el caso de
gravedad pura) en el plano de las imágenes. Otros perfiles de plasma, diferentes a los
utilizados en este trabajo nos permiten obtener varias de estas soluciones circulares
como solución de la ecuación (6.14), como son los modelos de plasma polinómicos
[164]. Si bien el método perturbativo presentado en este capítulo no presenta ningún
impedimento para tratar estos casos, dejaremos su estudio para trabajos posteriores.

Consideremos ahora una pequeña desviación en la posición de la fuente así como
también en la simetría circular del potencial de lente, es decir introduciremos una
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pequeña elipticidad en el potencial de lente,

β⃗ = δβ⃗,

ψ(⃗θ) =ψ0(|⃗θ|) + δψ(⃗θ).
(6.15)

Asumiremos además que estas pequeñas desviaciones en la simetría circular y en
la posición de la fuente, implicarán una pequeña desviación de la solución de fon-
do, que como hemos dicho presenta una forma circular en el plano de las imágnes.
Introducimos entonces el siguiente ansatz,

θ⃗ = θ⃗
p
E + δ⃗θ, (6.16)

y la ecuación de la lente se puede reescribir como,

δβ⃗ = θ⃗
p
E + δ⃗θ −∇θ⃗ [ψ0(|⃗θ|) + δψ(⃗θ)]⃗θ=θ⃗p+δ⃗θ . (6.17)

Asumiremos además que las tres cantidades δβ⃗, δψ(⃗θ) y δ⃗θ son del mismo orden de
magnitud. A este orden la ecuación de lente perturbada se escribe como,

δβ⃗ = δ⃗θ − [(δ⃗θ · ∇θ⃗)∇θ⃗ψ0(|⃗θ|) +∇θ⃗δψ(⃗θ)]|⃗θ=θ⃗p
. (6.18)

Consideremos una fuente circular localizada en (δβ10, δβ20) con un radio δβs.
Explícitamente,

δβ⃗ =

(
δβ1
δβ2

)
=

(
δβ10 + δβs cos ϕs
δβ20 + δβs sin ϕs

)
, con 0 ≤ ϕs ≤ 2π. (6.19)

Por otro lado, la posición de la imagen se puede escribir como,

θ⃗ =

(
θ1
θ2

)
=

((
θp + δθ

)
cos ϕ(

θp + δθ
)

sin ϕ

)
, con 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (6.20)

donde θ
p
E = |⃗θp

E|.
La ecuación de la lente perturbada nos queda de la siguiente forma

δβ10 + δβs cos ϕs =
[
δθ cos ϕ

(
1 − ∂2ψ0

∂|⃗θ|2

)
− cos ϕ

∂δψ

∂|⃗θ|
+ sin ϕ

|⃗θ|
∂δψ
∂ϕ

] ∣∣∣∣
|⃗θ|=θp

, (6.21)

δβ20 + δβs sin ϕs =
[
δθ sin ϕ

(
1 − ∂2ψ0

∂|⃗θ|2

)
− sin ϕ

∂δψ

∂|⃗θ|
− cos ϕ

|⃗θ|
∂δψ
∂ϕ

] ∣∣∣∣
|⃗θ|=θp

. (6.22)

Finalmente combinando estas ecuaciones obtenemos la solución de la ecuación de la
lente perturbada de la siguiente manera

δθ =
1

1 − ∂2ψ0

∂|⃗θ|2

[
∂δψ

∂|⃗θ|
+ δβ10 cos ϕ + δβ20 sin ϕ ±

√
∆

] ∣∣∣∣
|⃗θ|=θp

, (6.23)

donde

∆ = δβ2
s −

(
1

|⃗θ|
∂δψ

∂ϕ
− δβ10 sin ϕ + δβ20 cos ϕ

)2

. (6.24)
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A partir de (6.24) podemos ver que la región en el plano de las imágenes donde la
formación de imágenes es posible está caracterizada por la condición,

∆
(
|⃗θ| = θp, ϕ

)
≥ 0. (6.25)

6.1.2. N iteraciones

A fin de construir la primera aproximación a la posición de la imagen comen-
zamos con la imágen a orden cero situada en θ⃗ = θ⃗

p
E y encontramos correcciones a

las imágenes situadas en θ⃗
p
1 = θ⃗

p
E + δ⃗θ

p
1 . Este método se puede extender fácilmente

a órdenes más altos. Por ejemplo, asumamos que las imágenes en la i-ésima aproxi-
mación son conocidas y luego perturbemos los potenciales alrededor de dichas po-
siciones y calculemos las correcciones. Esto es, conociendo θ⃗

p
i−1, podemos construir

una nueva corrección dada por θ⃗
p
i = (|⃗θp

i−1|+ δθ
p
i )(cos ϕ, sin ϕ) con,

δθ
p
i =

∂ψ0(θ)
∂|θ| − θ + c

1 − ∂2ψ0
∂|θ|2

∣∣∣∣⃗
θ=θ⃗

p
i−1

(6.26)

donde

c =

[
∂δψ

∂|⃗θ|
+ δβ10 cos ϕ + δβ20 sin ϕ ±

√
∆

] ∣∣∣∣
|⃗θ|=θ

p
i−1

. (6.27)

6.2. Modelo de galaxia-lente y formación de imágenes

A fin de estudiar el efecto del plasma en la formación de imágenes así como tam-
bién su influencia en la estructura de curvas cáusticas y críticas necesitamos primero
especificar el perfil de densidad de masa de la lente, o alternativamente su potencial
de lente, y luego el perfil de densidad electrónica del plasma. Estaremos conside-
rando un modelo de galaxia-lente con elipticidad descripto por el potencial de lente
singular isotérmico elíptico (SIE) que es extensamente utilizado para modelar ha-
los de materia oscura en galaxias tanto en la teoría de lentes gravitacionales como
también en estudios de dinámica estelar. Dicho perfil SIE viene caracterizado por el
siguiente potencial de lente,

ψgrav(⃗θ) = |⃗θE||⃗θ|
√

1 − η cos 2ϕ (6.28)

donde η es la elipticidad y |⃗θE| es el anillo de Einstein que en términos de la veloci-
dad de dispersión σ viene dado como sigue,

|⃗θE| = 4π
σ2

c2
Dls

Ds
. (6.29)

En cuanto al perfil de densidad electrónica del plasma comenzaremos con una
distribución esféricamente simétrica de electrones con un decaimiento exponencial
para luego considerar otros perfiles menos restrictivos.

Antes que nada debemos especificar los sistemas de coordenadas que utilizare-
mos. Como se puede ver en la figura 6.1 hemos elegido el eje x de tal forma que
coincida con la línea de la visual mientras que el plano de la lente coincide con el
plano yz. Además, hemos definido en el mismo plano el ángulo φ como se muestra
en la misma figura y una coordenada cilíndrica radial rc definida en el plano xy (no
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FIGURA 6.1: Sistemas de coordenadas utilizados.

se muestra). Reservamos la letra r para denotar la coordenada esférica radial con
origen en el centro de la lente. Por lo tanto, resulta trivial corroborar las siguientes
relaciones,

y = b cos φ = Dlθ cos φ, (6.30)
z = b sin φ = Dlθ sin φ, (6.31)

rc =
√

x2 + (Dlθ cos φ)2, (6.32)

r =
√

x2 + (Dlθ)2. (6.33)

En las próximas subsecciones describimos los modelos de plasma que utilizaremos.

6.2.1. Modelo de plasma esféricamente simétrico con decaimiento expo-
nencial

Como primer modelo consideraremos una densidad electrónica esféricamente
simétrica con decaimiento exponencial dada por la siguiente expresión,

ne(r) = n0e−r/r0 . (6.34)

Este tipo de perfiles de plasma han sido analizados de forma numérica en el pa-
sado por Er y Mao en [41]. Aquí desarrollaremos un análisis perturbativo de los
mismos. A su vez, este tipo de modelo servirá de semilla para obtener la medida de
dispersión en modelos más genéricos que no respeten simetría esférica y que serán
discutidos en las próximas subsecciones. Este modelo está inspirado en ajustes ob-
servacionales propuestos en el pasado para estudiar la distribución de iones en las
regiones H II de diversas galaxias. En [165], basándose en observaciones de la gala-
xia M51 (galaxia que se encuentra de cara a la línea de visual), se estimaron valores
de la densidad electrónica n0 = 10cm−3 y de 1kpc para el radio característico r0. Si
bien en dicha galaxia r cumple el rol de radio galactocéntrico (medido en la dirección
del plano que contiene a la galaxia), en la ecuación (6.34) r se asume una coordenada
esférica.
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FIGURA 6.2: El error en el ajuste es de menos del 0.25 % en este rango.

Dado que la integral (6.5) no puede resolverse analíticamente de forma cerrada
para este modelo de plasma, no podemos obtener una expresión analítica exacta de
la densidad electrónica proyectada sobre la visual Ne. Lejos de ser esto una limita-
ción para este modelo ya que tal integral siempre se puede hacer de forma numérica,
elegimos ajustar Ne por una función en un rango adecuado a fin de obtener una ex-
presión analítica para la solución de la ecuación de la lente. Entonces, aproximamos
Ne como sigue,

Ne(θ) ≈ An0r0e−(θ/Bθ0)
C
, (6.35)

donde θ0 = r0/Dl , y A, B, C son parámetros adimensionales que se obtienen a partir
del ajuste. Notemos que los valores de A, B y C dependerán de la elección particular
de r0. En la figura 6.2 mostramos gráficamente a modo de ejemplo el ajuste (6.35)
para una configuración de lente que detallaremos más adelante cuando describamos
la formación de imágenes. Vemos que en el rango bajo consideración, que es el rango
donde tendremos formación de imágenes en dicho caso (ver figura 6.3), el ajuste que
implementamos es adecuado con un error de menos del 0.25 %, mientras que los
parámetros de ajuste nos quedan de la siguiente forma: A = 2.003 ± 0.002, B =
1.55 ± 0.01, C = 1.47 ± 0.01.

El potencial de plasma para este modelo es entonces,

ψplasma(θ, ω) =
Dls

DsDl

2πc2

ω2(1 + zl)2 Aren0r0e−
(

θ
Bθ0

)C

. (6.36)

A fin de simplificar las expresiones reescribiremos (6.36) de la siguiente manera,

ψplasma(θ, ω) = ψ2
ωe−

(
θ

Bθ0

)C

, (6.37)
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donde

ψ2
ω =

Dls

DsDl

2πc2

ω2(1 + zl)2 Aren0r0. (6.38)

Finalmente, la solución perturbativa de la ecuación de la lente se puede expresar
como,

δθ± =
|⃗θE|

(√
1 − η cos 2ϕ − 1

)
+ δβ10 cos ϕ + δβ20 sin ϕ ±

√
∆

1 − ψ2
ω

θ2
p

Cζe−ζ(1 + C(ζ − 1))
, (6.39)

donde ζ = (
θp

Bθ0
)C, y

∆ = δβ2
s −

(
δβ20 cos ϕ − δβ10 sin ϕ +

η |⃗θE| sin 2ϕ√
1 − η cos 2ϕ

)2

. (6.40)

Como hemos señalado la formación de imágenes viene caracterizada por la des-
igualdad (6.25). A partir de esta condición podemos analizar de forma analítica, pa-
ra algunos casos particulares, las regiones en el plano de la lente donde tendremos
formación de imágenes en términos de los parámetros de la fuente y de la lente. Lo
primero que podemos notar de forma general es que el plasma no tendrá efecto en
la posición angular de las imágenes ya que ∆ no depende ni de la frecuencia de ob-
servación ni de la distribución de electrones en el plasma. Por lo que el efecto del
plasma en la posición de las imágenes se dará completamente en la dirección radial.

Veamos el caso sin elipticidad (η = 0) para tres disposiciones distintas en la posi-
ción de la fuente. Para el caso en que la fuente se encuentra horizontalmente alineada
en el plano de la fuente, es decir para fuentes situadas a lo largo de la recta caracteri-
zada por δβ10 ̸= 0 y δβ20 = 0, vemos a partir de (6.40) que las imágenes en el plano
de la lente estarán ubicadas en las regiones ϕ con 0 ≤ ϕ ≤ 2π, donde se satisfaga
además que sin2 ϕ ≤ (δβs/δβ10)

2. Por otro lado para fuentes verticalmente alineadas,
es decir, para fuentes situadas a lo largo de la recta δβ10 = 0 y δβ20 ̸= 0, la formación
de imágenes estará restringida a regiones donde se satisfaga cos2 ϕ ≤ (δβs/δβ20)2,
con 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Finalmente, dentro del caso sin elipticidad podemos obtener tam-
bién una condición explícita para la formación de imágenes para fuentes localizadas
a lo largo de la diagonal y contradiagonal en el plano de la fuente caracterizadas por
δβ10 = ±δβ20 ̸= 0. En tal caso la formación de imágenes en el plano de la lente estará
caracterizada por la condición sin2(π/4 ∓ ϕ) ≤ 1

2 (δβs/δβ20)2, con 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
Por otro lado podemos analizar también el caso donde la elipticidad de la lente

es extremadamente pequeña (η ≪ 1) pero donde la fuente se encuentra ubicada en
el origen del plano de la fuente, es decir, δβ10 = δβ20 = 0. En este caso la formación
de imágenes se dará en la región del plano de la lente caracterizada por sin2(2ϕ) ≤
( δβs

ηθE
)2, con 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

En la figura 6.3 analizamos gráficamente el alcance del método perturbativo
con este modelo de plasma en particular para la siguiente configuración de lente.
Consideramos una lente gravitacional descripta por los parámetros: n0 = 60cm−3,
r0 = 1kpc, σv = 180km/s, η = 0.3 y una frecuencia de observación ν = 80Mhz.
El radio angular del anillo de Einstein para esta configuración es es θE = 0.555 (lí-
nea verde) mientras que θ

p
E = 0.517arcsec (línea negra). Los parámetros de la fuente

son (radio y posición): δβs = 0.06θE, δβ10 = 0.08θE, δβ20 = 0.0. La lente y la fuen-
te se encuentran en zl = 0.04 y zs = 0.1, respectivamente. Los calculos se realizan
en base al modelo estándar de la cosmología ΛCDM con parámetros Ωm = 0.314 y
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h = 0.674. En dicha figura mostramos la solución de la ecuación de la lente para el
caso de gravedad pura en líneas rojas, mientras que en líneas azules mostramos la
solución para el caso con plasma. En este caso particular vemos que el plasma no
cambia la multiplicidad de imágenes ni la morfología de las mismas y en particular
podemos ver que dicha solución perturbativa coincide plenamente con la solución
numérica (línea gris) para el caso de una única iteración. Sin embargo, vemos que
para está configuración, con parámetros completamente razonables, el efecto princi-
pal del plasma es el corrimiento en la dirección radial hacia el centro de la lente de
la posición de las imágenes.

6.2.2. Modelo exponencial para un disco de plasma visto de lado

Si bien una distribución esféricamente simétrica de electrones en el plasma per-
mite mostrar los efectos básicos de la influencia del plasma sobre la formación de
imágenes puede resultar no ser un modelo suficientemente realista, por lo cual va-
le la pena también estudiar distribuciones electrónicas que respeten otras simetrías.
En esta subsección consideraremos una distribución de electrones con simetría azi-
mutal respecto del eje coordenado z. En este caso resulta conveniente trabajar con
coordenadas cilíndricas de tal forma que la densidad de electrones en el plasma sólo
dependa explícitamente de las coordenadas z y rc. Recordemos que la coordenada
radial cilíndrica rc está definida sobre el plano xy perpendicular al plano de la lente
como se muestra en la figura 6.1. Elegimos un decaimiento exponencial en la direc-
ción radial y haremos dos elecciones diferentes para el comportamiento de la den-
sidad de electrones en la dirección z. De este modo consideraremos una densidad
electrónica de la forma,

ne(rc, z) = n0e−rc/r0 f (z). (6.41)

Este tipo de modelos más realista que aquellos esféricamente simétricos (ver
ecuación (6.34)) también han sido considerados en el pasado, obteniendo diversas
estimaciones para la densidad electrónica promedio n0 y el radio característico r0
a partir del estudio de la distribución de iones en las regiones H II para diversas
galaxias. En [166] se obtuvieron valores de n0 = 500cm−3 y r0 = 8kpc para la
galaxia NGC 1232, mientras que en [167] se estimaron valores para n0 en el ran-
go de ≈ [30− 260]cm−3, basados en el estudio de más de 600 galaxias de los surveys
KMOS y SAMI.

En este caso, la desidad de electrones proyectada a lo largo de la visual nos que-
da,

Ne(θ, φ) =
∫ Dls

−Dl

ne(rc, z)dx

= n0 f (z)
∫ Dls

−Dl

e−
√

x2+(Dl θ cos φ)2

r0 dx

= n0r0 f (z)
∫ Dls/r0

−Dl/r0

e−
√

x2+(Dl θ cos φ)2

r0 dx̃,

(6.42)

donde x̃ = x/r0. Como no podemos calcular esta integral de forma analítica y cerra-
da, decidimos ajustarla por una función exponencial de la siguiente forma,

Ne(θ, φ) = n0r0 f (z)
(

Ae−(θ| cos φ|/Bθ0)
C
)

, (6.43)

donde θ0 = r0/Dl , y A, B, C son parámetros adimensionales. Como hemos men-
cionada previamente los parámetros A, B y C dependen de la elección particular de
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FIGURA 6.3: Modelo SIE con plasma esférico y decaimiento exponen-
cial.
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r0. Por lo tanto el potencial de plasma para este perfil de plasma viene dado por lo
siguiente,

ψplasma(⃗θ, ω) = ψ2
ωe−

(
θ| cos φ|

Bθ0

)C

f (z), (6.44)

donde

ψ2
ω =

Dls

DsDl

2πc2

ω2(1 + zl)2 Aren0r0. (6.45)

Lo primero que notamos en este tipo de modelos es que debido a que la densidad
de electrones no tiene simetría esférica, el potencial de plasma tampoco tedrá esta
simetría. De tal forma que la solución de la ecuación de la lente a orden cero θp dada
por (6.14) coincidirá con el radio del anillo de Einstein, es decir, θp = θE. A diferencia
del modelo esféricamente simétrico que describimos anteriormente, en este caso el
potencial de plasma interviene como una perturbación en la ecuación de la lente.

Finalmente, elegiremos dos tipos diferentes de decaimiento a lo largo de la direc-
ción z, tanto para valores positivos como negativos de esta coordenada. Primero un
decaimiento exponencial y luego uno Gaussiano. En ambos casos la idea es simular
que los electrones se encuentran mayormente distribuidos a lo largo del plano xy,
es decir que el decaimiento en la dirección z debe ser más rápido que a lo largo del
plano xy. Al igual que hicimos en el caso anterior, a fin de describir las imágenes en
el plano de la lente, expresaremos el potencial de lente en términos de las coordena-
das b = Dlθ y φ adaptadas al plano de la lente.

6.2.2.1. Decaimiento exponencial en la dirección z

En este caso elegimos una función f (z) de la forma

f (z) = e−|z|/z0 = e−θ| sin φ|/θz , (6.46)

donde θz = z0/Dl , mientras que el potencial de plasma estará dado por,

ψplasma(⃗θ, ω) = ψ2
ωe−

(
θ| cos φ|

Bθ0

)C

e−
θ| sin φ|

θz . (6.47)

De este modo, la solución de la ecuación de la lente viene dada por la siguiente
expresión,

δθ± =δβ10 cos φ + δβ20 sin φ + θE(
√

1 − η cos 2φ − 1)

− ψ2
ω

θp
e−χ

(
χ + (C − 1)(

θp

Bθ0
)C| cos φ|C

)
±
√

∆,
(6.48)

donde χ = (
θp

Bθ0
)C| cos φ|C +

θp
θz
| sin φ|, y

∆ =δβ2
s −

(
δβ20 cos φ − δβ10 sin φ +

ηθE sin 2φ√
1 − η cos 2φ

+
ψ2

ω

θp
e−χ

(
C(

θp

Bθ0
)C| cos φ|C tan φ −

θp

θz
| sin φ| cot φ

))2

.

(6.49)

Obtenemos de esta forma una solución analítica para determinar la posición de las
imágenes en el plano de la lente. Si bien en este caso también se puede realizar un
estudio sobre la posición de las imágenes para diferentes posiciones de la fuente
como hicimos para el modelo esférico, las expresiones que resultan de dicho análisis
no aportan tanta claridad como en el caso anterior y por ello decidimos directamente
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FIGURA 6.4: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
exponencial en la dirección z.

encarar un análisis gráfico de las imágenes. Lo que sí podemos decir a partir de la
solución analítica es que, a diferencia del caso esféricamente simétrico el efecto del
plasma en las imágenes se dará no sólo en la dirección radial sino también en su
posición angular debido a que en este caso la función ∆ sí depende de los parámetros
del plasma.

En la figura 6.4 consideramos los siguientes parámetros: n0 = 10cm−3, r0 =
10kpc, z0 = 1kpc, σv = 180km/s, η = 0.3, θE = 0.555arcsec (línea verde), zl = 0.04,
zs = 0.1. Consideramos una fuente circular con radio δβs = 0.06θE centrada en
δβ10 = 0.08θE, δβ20 = 0.0. El modelo cosmológico es el estándar ΛCDM con Ωm =
0.314, h = 0.674, mientras que los parámetros de ajuste nos dan A = 2.00004 ±
0.00002, B = 1.16 ± 0.01, C = 1.719 ± 0.006. En trazos azules vemos la solución de la
ecuación de la lente para el caso de gravedad pura mientras que en rojo graficamos
la solución perturbativa con plasma y la comparamos con la integración numérica
de la ecuación de la lente (línea gris) a fin de corroborar la la exactitud del método.

En este caso graficamos las imágenes para tres frecuencias de observación dife-
rentes, de izquierda a derecha: 350Mhz, 170Mhz y 80Mhz. Para la frecuencia más
alta que estamos considerando el efecto del plasma es poco distinguible del caso en
gravedad pura, y es correcto que esto sea así debido a que debemos recuperar los
resultados de gravedad pura para el caso en que no haya distribución de electrones
o bien en el caso de altas frecuencias. Para una frecuencia menor de 170Mhz, vemos
que las imágenes más alejadas del eje horizontal, el cual coincide con el eje z = 0 en
el plano de la lente, tienden a acercarce al centro de la lente también se aprecia un
cambio en la posición angular de las imágenes respecto del caso de gravedad pura.
Por otro lado, vemos que las imágenes cercanas al eje horizontal, que a su vez coinci-
de con el disco de plasma, tienden a separarse formando dos imágenes nuevas cada
una, debido a que algunos rayos de luz se desvián por encima y otros por debajo del
disco de plasma de forma simétrica. Estos hechos se ponen en evidencia en el últi-
mo gráfico para una frecuencia aún menor de 80Mhz, mostrando en este caso que el
plasma no sólo puede interferir en la morfología de las imágenes sino también en su
multiplcidad.

Señalamos finalmente que dichos graficos fueron obtenidos con una única ite-
ración de nuestro método y en comparación con la solución numérica vemos que
el método es bastante preciso al menos para esta configuración, aunque mostrando
que es menos preciso para frecuencias cada vez más bajas.
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6.2.2.2. Decaimiento Gaussiano en la dirección z

En este caso elegimos una función f (z) de la forma

f (z) = e−(z/z0)
2
= e−(θ sin φ/θz)2

, (6.50)

donde θz = z0/Dl , mientras que el potencial de plasma estará dada por,

ψplasma(⃗θ, ω) = ψ2
ωe−

(
θ| cos φ|

Bθ0

)C

e−
(

θ sin φ
θz

)2

. (6.51)

De este modo, la solución de la ecuación de la lente viene dada por la siguiente
expresión,

δθ± =δβ10 cos φ + δβ20 sin φ + θE(
√

1 − η cos 2φ − 1)

− ψ2
ω

θp
e−ξ

(
ξ + (C − 1)(

θp

Bθ0
)C| cos φ|C +

θ2
p

θ2
z

sin2 φ

)
±
√

∆,
(6.52)

donde ξ = (
θp

Bθ0
)C| cos φ|C +

θ2
p

θ2
z

sin2 φ, y

∆ =δβ2
s −

(
δβ20 cos φ − δβ10 sin φ +

ηθE sin 2φ√
1 − η cos 2φ

+
ψ2

ω

θp
e−ξ

(
C(

θp

Bθ0
)C| cos φ|C tan φ − 2

θ2
p

θ2
z

cos φ sin φ

))2

.

(6.53)

Vemos nuevamente que el plasma tendrá efectos tanto en la posición radial como
angular de las imágenes en el plano de la lente ya que ∆ depende también de los
parámetros del plasma.

En la figura 6.5 consideramos los siguientes parámetros: n0 = 40cm−3, r0 =
10kpc, z0 = 1kpc, σv = 180km/s, η = 0.3, θE = 0.730arcsec (línea verde),zl = 0.2,
zs = 1.2. Consideramos una fuente circular con radio δβs = 0.06θE centrada en
δβ10 = 0.08θE, δβ20 = 0.0. Estamos considerando el modelo cosmológico están-
dar ΛCDM con Ωm = 0.314, h = 0.674. Los parámetros de ajuste en este caso son
A = 2.008 ± 0.002, B = 1.590 ± 0.005, C = 1.430 ± 0.008. En trazos azules vemos la
solución de la ecuación de la lente para el caso de gravedad pura mientras que en
rojo graficamos la solución perturbativa con plasma y la comparamos con la integra-
ción numérica de la ecuación de la lente (línea gris) a fin de corroborar la la exactitud
del método.

En este caso graficamos las imágenes para cuatro frecuencias de observación di-
ferentes, de izquierda a derecha: 320Mhz, 170Mhz, 140Mhz, 130Mhz. Nuevamente
para frecuencias altas el efecto del plasma es bastante tenue. Aunque a medida que
vamos a frecuencias de observación cada vez menores vemos una situación pareci-
da con el modelo anteior. Las imágenes que están cerca del eje horizontal z = 0 co-
mienzan a separarse pero esta vez en tres imágenes cada una, mientras que las dos
imágenes que están más alejadas del eje z = 0 permanecen prácticamente inmuta-
bles respecto al caso de gravedad pura debido a que, para este modelo en particular,
el decaimiento a lo largo de la dirección z es mucho más rápido que en el modelo
anterior y por lo tanto la influencia del plasma en estas imágenes es muy leve. Es
por este motivo también que la solución perturbativa resuelve bastante bien estas
imágenes y no tan bien aquellas cercas del eje z = 0. En particular vemos que para la
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ν=320 Mhz ν=170 Mhz ν=140 Mhz ν=130 Mhz

- Einstein ring - Pure gravity case - Plasma case ● Numerical solution

FIGURA 6.5: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
Gaussiano en la dirección z.

frecuencia de observación de 130Mhz, la solución perturbativa necesitaría al menos
otra iteración para poder reproducir las imágenes adecuadamente.

El efecto que produce el plasma en la multiplicidad de imágenes está íntima-
mente relacionado con el efecto que produce el plasma sobre la estructura de curvas
cáusticas, y por ende también, sobre la estructura de curvas críticas. En la sección 6.4
estudiaremos el efecto del plasma en estas clases de curvas mostrando de esta forma
a qué se debe este desdoblamiento en las imágenes que produce el plasma.

6.2.3. Modelo Gaussiano para un disco de plasma visto de frente

Consideremos ahora un disco de plasma visto de frente con decaimiento Gaus-
siano tanto a lo largo como a lo ancho en el plano perpendicular a línea de la visual.
En este caso la densidad de electrones estará dada de la siguiente manera,

ne(x, y, z) = n0e
− y2+z2

r2
0 e

− x2

z2
0 . (6.54)

Luego, la densidad de electrones proyectada a lo largo de la línea de la visual nos
queda de la siguiente forma,

Ne(y, z) =
∫ Dls

−Dl

ne(x, y, z)dx

= n0e
− y2+z2

r2
0

∫ Dls

−Dl

e
− x2

z2
0 dx

= n0z0e
− y2+z2

r2
0

∫ Dls/z0

−Dl/z0

e−x̃2
dx̃,

(6.55)

donde x̃ = x/z0. Veamos la integral. En general para las situaciones que estaremos
considerando las distancias Dl y Dls son del orden de Mpc (megaparsec) mientras
que z0, la escala característica del disco de plasma, es del orden de los kpc (kilo-
parsec). Sumado al hecho que el integrando e−x̃2

decae lo suficientemente rápido,
podemos reemplazar los límites de integración Dl/z0 y −Dls/z0 en la integral an-
terior por los valores asintóticos ∞ y −∞, respectivamente; y obtener de este modo
una buena aproximación de la misma. Además esto nos permitirá resolver la integral
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de forma analítica. Por lo tanto,

Ne(y, z) ≈ n0z0e
− y2+z2

r2
0

∫ ∞

−∞
e−x̃2

dx̃

= n0z0e
− y2+z2

r2
0
√

π.

(6.56)

Reescribiendo Ne en términos de la coordenada angular θ utilizando las relaciones
(6.30) y (6.31) obtenemos,

Ne(θ) = n0z0e−θ/θ0
√

π, (6.57)

donde θ0 = r0/Dl . Finalmente, el potencial de plasma estará dado como sigue,

ψplasma(⃗θ, ω) = ψ2
ωe−θ/θ0 , (6.58)

donde

ψ2
ω =

Dls

DsDl

2πc2

ω2(1 + zl)2 ren0z0
√

π. (6.59)

Notemos que este perfil de plasma tendrá un efecto similar al perfil de plasma es-
féricamente simétrico que consideramos en (6.34) debido a que en ambos casos la
densidad de electrones proyectada Ne es axialmente simétrica respecto de la línea
de la visual. En efecto, podemos ver la similitud de los potenciales de plasma si
comparamos las ecuaciones (6.58) y (6.59) con las ecuaciones (6.37) y (6.38). Por este
motivo, en lo que resta del capítulo no haremos mención de este perfil debido a que
cualquier análisis que pudiéramos realizar se encuentra de alguna forma contenido
en el análisis llevado a cabo para el perfil de densidad esféricamente simétrico dado
por (6.34).

Por último, el efecto que un disco de plasma como el que estamos considerando,
para una orientación arbitraria respecto de la línea de la visual, tiene en la formación
de las imágenes fue abordado recientemente y puede ser consultado en [168].

6.3. Comparación gráfica para varias iteraciones

Debido a que este es un método perturbativo es de esperar que en algunas si-
tuaciones las soluciones obtenidas a través del mismo disten demasiado de las solu-
ciones exactas. En esta sección nos tomamos la libertad de llamar soluciones exactas
a aquellas obtenidas numéricamente ya que podemos obtenerlas con un alto grado
de precisión, aunque estrictamente no lo sean. Se puede llegar a esta situación don-
de el método perturbativo no es suficientemente preciso en varias circunstancias, ya
sea debido a que la elipticidad de la lente sea muy alta o bien porque la fuente se
encuentra centrada muy lejos de la línea de la visual o que su radio sea excesivamen-
te grande. O bien una combinación de ellas. Estas situaciones han sido estudiadas
tanto en el trabajo original de Alard como en trabajos subsiguientes.

Por otro lado el plasma también influirá en la precisión del método perturbativo
ya que para potenciales de plasma sin simetría esférica el mismo intervendrá como
una perturbación del potencial de lente en gravedad pura, tal es el caso, por ejemplo,
del disco de plasma visto de lado que analizamos en la sección anterior. Pero tam-
bien los potenciales de plasma con simetría esférica tendrán efecto en la precisión
del método ya que, como vemos, la solución a primer orden dada por (6.23) debe
ser evaluada en θp que corresponde con la solución a orden cero de la ecuación de
la lente la cual se ve afectada por el plasma. Obviamente, la influencia del plasma



6.3. Comparación gráfica para varias iteraciones 127













































































































































































































































































































































































-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

θ1(arcsec)

θ
2
(a
rc
se
c)

-0.10 -0.08 -0.06 -0.04
-0.004
-0.002
0.000
0.002
0.004













































































































































































































































































































































































-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

θ1(arcsec)

θ
2
(a
rc
se
c)

-0.11 -0.10 -0.09 -0.08 -0.07

-0.004
-0.002
0.000
0.002
0.004













































































































































































































































































































































































-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

θ1(arcsec)

θ
2
(a
rc
se
c)

-0.11 -0.10 -0.09 -0.08 -0.07

-0.004
-0.002
0.000
0.002
0.004

1st iteration 2nd iteration 3th iteration

- Einstein ring - 'Einstein ring' with plasma - Pure gravity case - Plasma case ● Numerical solution

FIGURA 6.6: Modelo SIE con plasma esférico y decaimiento exponen-
cial. Comparación para las tres primeras iteraciones.

en la precisión del método perturbativo será mayor a medida que la densidad de
electrones aumente así como también para frecuencias de observación cada vez más
bajas.

Como hemos visto, en 6.1.2 introdujimos una corrección iterativa del método
perturbativo a fin de atender aquellas situaciones donde, por los motivos que he-
mos discutido, el método perturbativo (con una sola iteración) no es suficientemente
preciso para reproducir las soluciones exactas.

En la figura 6.6 volvemos al modelo de plasma esférico para la siguiente confi-
guración. ν = 80Mhz, n0 = 300cm−3, r0 = 1kpc, σv = 180km/s, η = 0.3, θE =
0.555arcsec (línea verde), θ

p
E = 0.381arcsec (línea negra), zl = 0.04, zs = 0.1. Pará-

metros de la fuente (radio y posición donde se encuentra centrada): δβs = 0.06θE,
δβ10 = 0.5θE, δβ20 = 0.0. Utilizamos el modelo cosmológico estándar con pará-
metros: Ωm = 0.314, h = 0.674; mientras que los parámetros de ajuste son: A =
2.003 ± 0.002, B = 1.55 ± 0.01, C = 1.47 ± 0.01. En dicha figura vemos la formación
de las imágenes para las tres primeras iteraciones de nuestro método perturbativo.
En gris se encuentra la solución exacta (o numérica propiamente dicha). Tanto para
el caso de gravedad pura (líneas azules) como para el caso con plasma (líneas rojas)
vemos que se forman dos imágenes: a la derecha un arco gravitacional que es una
deformación tangencial de la solución a orden cero, y en lado izquierdo una imagen
deformada en sentido radial, la cual ampliamos a fin de una mejor visualización. Las
correcciones introducidas por la segunda y la tercera iteración se ponen claramente
de manifiesto en la región ampliada donde vemos cómo mejora sustancialmente la
precisión del método perturbativo, mientras que la corrección en el arco gravitacio-
nal no parece cambiar demasiado a simple vista. En este caso el efecto del plasma
es relevante en la precisión del método tanto porque estamos trabajando con una
frecuencia de observación relativamente baja de 80Mhz como así también porque
estamos considerando una densidad electrónica relativamente alta de 300cm−3 en
comparación con los casos que veníamos analizando hasta ahora.

Por otro lado analizamos también las correcciones iterativas del método pertur-
bativo para el disco de plasma visto de lado con decaimiento Gaussiano en la direc-
ción z. En este caso repetimos la misma configuración de parámetros que utilizamos
en la figura 6.5 y en particular nos vamos a concentrar en las últimas dos subfiguras
de la derecha que corresponden a frecuencias de observación de 140Mhz y 130Mhz,
respectivamente. En ambos casos veremos cómo una tercera iteración del método
perturbativo produce correcciones significativas del método perturbativo. Dichas
correcciones las podemos ver en las figuras 6.7 para la frecuencia de 140Mhz, y 6.8
para la frecuencia de 130Mhz. Iteraciones de orden más alto no muestran correccio-
nes significativas.
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FIGURA 6.7: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
Gaussiano en la dirección z, repitiendo la configuración de la figura

6.5 con frecuencia de observación ν = 140Mhz. Tercera iteración.
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FIGURA 6.8: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
Gaussiano en la dirección z, repitiendo la configuración de la figura

6.5 con frecuencia de observación ν = 130Mhz. Tercera iteración.
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De esta forma mostramos gráficamente para algunos ejemplos particulares cómo
las correcciones iterativas del método perturbativo resultan útiles a fin de reprodu-
cir la posición de las imágenes de forma más fidedigna. Resaltamos que en todos los
casos correcciones de orden cuatro o superiores no resultaron necesarias. Por otro
lado, si bien es posible mostrar cómo son las soluciones analíticas para las diferentes
iteraciones dichas expresiones son bastante engorrosas y carecen de carácter ilus-
trativo alguno, y por ese motivo decidimos realizar sólo un análisis gráfico de las
mismas.

6.4. Curvas críticas, cáusticas y magnificación

Como vimos en la sección 6.2.2, para ciertos perfiles de plasma, en particular pa-
ra un disco de plasma visto de lado con decaimiento tanto exponencial como Gaus-
siano en la dirección perpendicular al disco, el plasma tiene un efecto claro en la
multiplicidad de las imágenes respecto del mismo caso en gravedad pura (ver figu-
ras 6.4 y 6.5). Lejos de ser el objetivo de esta sección establecer un criterio general o
condiciones necesarias que nos permitan predecir el número de imágenes dado un
determinado perfil de plasma, vamos a analizar el efecto del plasma en las curvas
críticas y cáusticas asociadas a la figura 6.5, la cual corresponde al modelo con de-
caimiento Gaussiano en la dirección z. Un efecto similar tendrá el plasma sobre las
curvas críticas y cáusticas asociadas a la figura 6.4 aunque en este caso, debido a que
el potencial de lente no es diferenciable en z = 0, las mismas deben ser calculadas
con mayor cuidado cerca de dicha zona.

Las curvas críticas, que son aquellas curvas definidas a partir de la condición J = 0

en el plano de la lente, donde J = det ∂β⃗

∂⃗θ
es el determinante de la matriz Jacobiana,

tienen una importancia significativa debido a que están relacionadas a dos de los
efectos más notorios de la teoría de lentes gravitacionales: la magnificación de imá-
genes y la multiplicidad de las mismas (este último, propio de lentes gravitacionales
fuertes). Debido al efecto de magnificación, la imagen de una fuente infinitesimal-
mente pequeña situada en una posición θ⃗ se iluminará o se oscurecerá por un factor
|µ(⃗θ)| donde µ se conoce como magnificación (o magnificación puntual) y está defi-
nido por µ = 1

J . De esta forma, vemos que las curvas críticas son aquellas regiones
en el plano de la lente donde la magnificación de las imágenes es infinita. Esta di-
vergencia indica que la aproximación de óptica geométrica falla en esta región. Sin
embargo, al tratar en la práctica con fuentes extendidas la magnificación se calcula
promediando la magnificación puntual sobre la fuente y a su vez, pesándola y nor-
malizándola por el brillo superficial de la misma. Para una discusión detallada de
este tema nos referimos a [169].

En la figura 6.9 vemos las curvas críticas asociadas a la figura 6.5 para varias
frecuencias de observación. En verde graficamos el anillo de Einstein mientras que
en azul y rojo se presentan las curvas críticas para el caso de gravedad pura y para
el caso con plasma, respectivamente. Podemos ver que incluso para frecuencias de
320MHz, la influencia del plasma es notoria y que su principal influencia, al menos
en este perfil que estamos considerando, se da a lo largo del eje horizontal definido
por z = 0 en el plano de la lente, debido a que el mismo coincide con el disco de
plasma vsito de lado. Si bien dichas curvas también pudieron ser obtenidas a par-
tir de un enfoque perturbativo, decidimos estudiar numéricamente tanto las curvas
críticas como cáusticas a fin de evitar cualquier sesgo que una solución perturbativa
pudiera introducir.
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FIGURA 6.9: Curvas críticas asociadas a la figura 6.5.
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FIGURA 6.10: Curvas de nivel asociadas a la magnificación para
la misma configuración de 6.5 con frecuencia de observación ν =

130Mhz.

Para la frecuencia de 130Mhz podemos ver además en la figura 6.10 las curvas de
nivel asociadas a la magnificación en el plano de la lente hasta un valor de µ = 2.5
apreciando de esta forma cómo el valor de la magnificación es mayor en las regiones
próximas a las curvas críticas.

Por otro lado, como mencionamos previamente las curvas críticas también están
relacionadas con la multiplicidad de imágenes, aunque de una forma indirecta ya
que la evaluación de la ecuación de lente a lo largo de estas curvas nos da lo que
se conoce como curvas cáusticas, y la posición relativa de la fuente con respecto a
estas nuevas curvas es lo que nos dará información acerca de la multiplicidad de las
imágenes. Dicho de otro modo, aquellas fuentes que generan imágenes localizadas
a lo largo de curvas críticas en el plano de la lente, se encuentran situadas a lo largo
de curvas cáusticas en el plano de la fuente. Un ejemplo sencillo de esto se da en
el caso de una lente y una fuente puntuales alineada esta última con la línea de la
visual. La imagen que se produce en este caso es un anillo de Einstein que a su vez
coincide con una curva crítica, y por lo tanto la curva cáustica será en este caso el
punto donde se encuentra localizada la fuente.

En la figura 6.11 podemos ver las curvas cáusticas asociadas a la figura 6.5. En
azul vemos las curvas cáusticas para el caso de gravedad pura con forma de astroide
mientras que en rojo se muestran las curvas cáusticas para el caso con plasma para
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las distintas frecuencias de observación que estamos considerando. En negro pode-
mos ver la posición relativa de la fuente respecto a estas curvas. Es notable el efecto
que tiene el plasma para frecuencias cada vez más bajas, lo cual tiene su correlato
con las imágenes que se forman en el plano de la lente. Para la frecuencia de 320Mhz
vemos que si bien el efecto del plasma en las curvas cáusticas es apreciable, las imá-
genes cambien muy poco debido a que la fuente se encuentra relativamente alejada
de las mismas. Sin embargo para frecuencias cada vez más bajas vemos efectos sus-
tanciales en las imágenes formadas a lo largo del eje z = 0 en el plano de la lente,
situación que se condice con una aproximación cada vez mayor entre la fuente y las
curvas cáusticas. Para la frecuencia de 130Mhz podemos ver incluso que el plasma
produce un cambio en la multiplicidad de las imágenes perfectamente distiguible
coincidiendo con un solapamiento entre la fuente y las curvas cáusticas en múltiples
lugares. Finalmente en la figura 6.12 vemos en simultáneo las imágenes que se for-
man (subfigura de abajo) para distintas posiciones relativas de la fuente respecto de
las curvas cáusticas (subfigura de arriba). De esta forma es posible apreciar mejor la
importancia de las curvas cáusticas en la morfología y multiplicidad de las imágenes
en el plano de la lente.

6.5. Resumen del capítulo

En este capítulo hemos utilizado el método perturbativo introducido por Alard
en [161], originalmente presentado para el caso de gravedad pura y extendido en
esta tesis al caso de plasma, a fin de estudiar el efecto que tiene un plasma frío y no
magnetizado en la formación de las imágenes en el régimen de lentes gravitaciona-
les fuertes. Estudiamos el efecto que tiene el mismo en los anillos de Einstein, arcos
gravitacionales y sistemas de imágenes múltiples desde un enfoque analítico, gráfico
y numérico; este último a fin de poder corroborar la precisión del método perturba-
tivo. Implementamos también una corrección iterativa de este método y estudiamos
cómo mejoraba la precisión del mismo hasta la tercera iteración.

La distribución de materia fue caracterizada por un modelo de lente SIE, común-
mente utilizado para modelar halos de materia oscura en galaxias tanto en el contex-
to de lentes gravitacionales como en estudios de dinámica estelar. Para la distribu-
ción de electrones en el plasma nos enfocamos en dos modelos: uno esféricamente
simétrico con decaimiento exponencial, y otro donde los electrones se encuentran
distribuidos a lo largo de un disco visto tanto de lado como de frente, con dos tipos
de decaimiento diferentes: uno exponencial y otro Gaussiano.

Por último, estudiamos el efecto del plasma en la estructura de las curvas críticas,
cáusticas y en la magnificación. En particular, estudiando el disco de plasma visto
de lado con un decaimiento Gaussiano, vemos que la posición relativa de la fuente
respecto de las curvas cáusticas en el plano de la fuente explican el cambio en la
multiplicidad de las imágenes producido por la presencia del plama debido a que
en algunas situaciones la posición de la fuente se solapa con la de las curvas cáusticas
en uno o varios lugares. Para dicho modelo mostramos a su vez los diferentes tipos
de imágenes que se obtienen para distintas posiciones donde se encuentra centrada
la fuente.
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FIGURA 6.11: Curvas cáusticas asociadas a la figura 6.5.
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FIGURA 6.12: Imágenes para distintas posiciones de la fuente respec-
to de las curvas cáusticas para la misma configuración de 6.5 con fre-

cuencia de observación ν = 130Mhz.
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Capítulo 7

Conclusión

En esta tesis doctoral hemos abordado el estudio de la influencia que tienen los
plasmas astrofísicos fríos y no magnetizados en la desviación de la luz, estudiando
principalmente su influencia sobre el ángulo de deflexión por ser éste no sólo una
cantidad indirectamente observable a escala del sistema solar sino porque a partir
de él y de la ecuación de lente se pueden estudiar otros observables de relevancia
como el shear, la convergencia, los anillos de Einstein, los arcos gravitacionales, los
sistemas de imágenes múltiples, etc.; todos ellos abordados en este trabajo.

La herramienta central que hemos utilizado en este trabajo (excepto en el ca-
pítulo 6) a fin de estudiar la influencia del plasma ha sido el uso del teorema de
Gauss-Bonnet para determinar el ángulo de deflexión, en el régimen de lente débil,
de una manera sencilla en términos de cantidades geométricas e independiente del
sistema de coordenadas utilizado, lo cual consituye un cambio significativo respecto
de los métodos tradicionales. Dicho método que fue originalmente presentado por
Gibbons y Werner para calcular el ángulo de deflexión en el caso de gravedad pura,
fue extendido en este trabajo permitiendo tener en cuenta la influencia de un medio
dispersivo por el cual se propagaran los rayos de luz. Pudimos llevar a cabo esta
generalización tanto para espaciotiempos estáticos y esféricamente simétricos como
para espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos.

Otro de los temas abordados en este trabajo, y para el cual nos hicimos nue-
vamente con el teorema de Gauss-Bonnet, fue el efecto que tienen las correcciones
por distancias finitas en la estimación del ángulo de deflexión teniendo en cuenta
además el efecto del plasma. Es decir, estimar cuánto influyen la distancias finitas
lente-fuente y lente-observador en la desviación de los rayos de luz que se propagan
a través del plasma. Vimos que el uso del teorema de Gauss-Bonnet permite llevar
a cabo diferentes definiciones de ángulo de deflexión en este caso, algunas de las
cuales ni siquiera coinciden con expresiones clásicas y bien probadas en astrometría
de alta precisión. Por nuestro lado, propusimos una nueva definición que coincide
con expresiones clásicas y rebatimos otras que a nuestro entender eran desacertadas.
En este contexto discutimos la forma de llevar a cabo el procedimiento de Edding-
ton para medir el ángulo de deflexión a escala del sistema solar teniendo en cuenta
la presencia de un medio dispersivo, y estudiamos en detalle un modelo de plasma
para la parte más externa de la corona solar (modelando el Sol como una lente de
Schwarzschild) mostrando cómo influye la distancia (finita) Tierra-Sol en el ángulo
de deflexión para distintas frecuencias.

Complementamos este enfoque con el método basado en tetradas nulas e intro-
dujimos una métrica de tipo Gordon para poder incluir los efectos del plasma en
la desviación de los rayos de luz, obteniendo de esta forma expresiones, incluso a
segundo orden, para el ángulo de deflexión, el shear y la convergencia en térmi-
nos de escalares de curvatura asociados al tensor de Ricci y de Weyl. La ventaja
de este método es que también nos permite escribir cantidades ópticas en términos
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de cantidades geométricas con un significado claro e independiente del sistema de
coordenadas utilizado. A su vez, con ambos métodos pudimos obtener expresiones
para estas mismas cantidades ópticas en términos de las componentes del tensor
energía-momento, la frecuencia de observación y la distribución de electrones en el
plasma.

El teorema de Gauss-Bonnet nos permitió también estudiar de una manera senci-
lla la deflexión que sufren las partículas masivas sujetas únicamente al campo gravi-
tatorio vía una identificación entre el movimiento de éstas y el de fotones propagán-
dose en un plasma homogéneo bajo el mismo campo gravitacional. Cómo vimos, en
este trabajo fuimos capaces de establecer una nueva correspondencia, esta vez en-
tre la propagación partículas masivas y cargadas en un campo gravitacional y bajo
la acción de un campo eléctrico externo, y la propagación de fotones en un plasma
inhomogéneo particular. Con esta identificación, y a través del teorema de Gauss-
Bonnet, pudimos estudiar la deflexión que experimentan estas partículas masivas y
cargadas, en dicha situación, de una manera sencilla.

Otra ventaja que presenta este método es que nos permite calcular de una ma-
nera bastante directa el ángulo de deflexión a ordenes superiores, tanto para fotones
propagándose en un espaciotiempo esféricamente simétrico o axialmente simétrico
para distintos perfiles de plasma como para partículas masivas en gravedad pura.
En todos los casos fuimos capaces de obtener el ángulo de deflexión incluso hasta
tercer orden sobre el espaciotiempo de Kerr.

En cuanto al estudio de la influencia del plasma en el régimen de lente fuerte
nos enfocamos principalmente en el efecto que tiene el mismo sobre la posición, la
forma y la multiplicidad de las imágenes, estudiando tanto anillos de Einstein como
arcos gravitacionales y sistemas de imágenes múltiples. Para ello llevamos a cabo
un enfoque perturbativo (y cuando se requirió numérico también) de la ecuación de
la lente utilizando un método originalmente propuesto por Alard para el caso de
gravedad pura, y el cual fue extendido en este trabajo para incluir los efectos del
plasma. A su vez estudiamos el efecto del plasma en las curvas críticas y cáusticas
así como también en la magnificación. Por último implementamos una corrección
iterativa de este método a fin de obtener soluciones analíticas de la ecuación de lente
tan precisas como necesitemos.

Vale destacar, que las técnicas desarrolladas en este trabajo no se limitan a me-
dios plasmáticos, sino que siguen siendo válidas para otros medios dispersivos y no
dispersivos, incluso en ausencia de gravedad, por lo cual las técnicas presentadas
también pueden resultar útiles para estudios en el límite de óptica geométrica en
condiciones de laboratorio donde los efectos de la gravedad puedan ser considera-
dos despreciables.

Lejos de ser el objetivo de esta tesis llevar a cabo un análisis completo de todos
los efectos asociados al plasma lensing, creemos haber contribuido a un mejor enten-
dimiento de los fenómenos ópticos asociados al mismo tanto con resultados nuevos
y originales como así también con la introducción de nuevos métodos, propios de
la geometría diferencial como son los basados en el teorema de Gauss-Bonnet o el
formalismo de tetradas nulas a través de la identificación de órbitas de rayos de luz
(no geodésicas) en espaciotiempos físicos con órbitas provenientes de geodésicas
nulas en métricas ópticas 4-dimensionales tipo Gordon. Métodos que nos permiten
obtener y/o simplificar a través de invariantes geométricos el cálculo de una de las
cantidades ópticas más relevantes en el formalismo de lentes gravitacionales: el án-
gulo de deflexión.
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Apéndice A

Ángulo de deflexión para modelos
de plasma particulares

Por completitud, en este apéndice calularemos explícitamente el ángulo de de-
flexión para dos modelos de plasma inhomogéneos diferentes bajo la aproximación
ωe
ω∞

≪ 1.

A.1. Modelo de plasma con perfil N(r) = N0r−h, h > 0 en el
espaciotiempos de Schwarzschild

Consideraremos una lente gravitacional rodeada por un plasma inhomogéneo
con densidad electrónica,

N(r) = N0r−h, h > 0, (A.1)

sobre un espaciotiempo de Schwarzschild con métrica (2.43). En este caso el índice
de refracción viene dado como sigue,

n(r) =

√
1 − KeN0

rhω2
∞

(
1 − 2m

r

)
, (A.2)

mientras que la métrica óptica asociada esta dado por lo siguiente,

dσ2 =
r(ω2

∞ − KeN0r−h + 2mN0Ker−(1+h))

ω2
∞(r − 2m)

(
dr2

1 − 2m
r

+ r2dφ2
)

, (A.3)

con determinante gopt,

gopt =
(rh+1ω2

∞ − KeN0r + 2mKeN0)2r3

(r − 2m)3r2hω4
∞

, (A.4)

y curvatura Gaussiana como sigue,

K =− 1
2

ω2
∞

r3(rh+1ω2
∞ − KeN0r + 2KeN0m)3 × {8ω2

∞m3KeN0(h − 1
2
)(h + 3)r2h+1

− 12ω2
∞m2KeN0(

5
3

h + h2 − 3
2
)r2h+2 + 6ω2

∞mKeN0(h +
3
2
)(h − 2

3
)r2h+3

− r2h+4KeN0h2ω2
∞ + 8m[

1
2

r3h+3ω4
∞ − 3

4
mr3h+2ω4

∞ + (m3rh − 3
2

m2rh+1

+
3
4

mrh+2 − 1
8

rh+3)K2
e N2

0 (h − 2)]}.
(A.5)
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A fin de comparar con expresiones del ángulo de deflexión obtenidas con otros
métodos, sólo tomaremos en cuente términos lineales en m y N0, y despreciaremos
aquellos proporcionales al producto mN0,

KdS =

(
− 2m

r2 +
h2r−(h+1)KeN0

2ω2
∞

)
drdφ +O(m2, N2

0 , mN0). (A.6)

Por otro lado, necesitamos calcular kg y dσ
dφ a lo largo de la curva CR asociada a la

métrica óptica (A.3),

κg =
R

h−3
2 ω∞|4KeN0(h − 2)(m − R

2 )
2 + 6Rh+1ω2

∞(
R
3 − m)|

(2Rh+1ω2
∞ − KeN0R + 2mKeN0)3/2 , (A.7)

y

dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

=
R

ω∞

√
ω2

∞R − R1−hKeN0 + 2R−hKeN0m
R − 2m

. (A.8)

A partir de estas expresiones podemos verificar que,

lı́m
R→∞

κg
dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

= 1. (A.9)

Finalmente, obtenemos el ángulo de deflexión,

α =
4m
b

− KeN0

ω2
∞

√
π Γ( h

2 +
1
2 )

bh Γ( h
2 )

+O(m2, N2
0 , mN0). (A.10)

La expresión (A.10) coincide con la fórmula derivada por Bisnovatyi-Kogan y Tsup-
ko en [22].

A.2. Modelo de plasma con perfil N(r) = N0e−r/r0 en el espa-
ciotiempo de Schwarzschild

Consideremos una métrica de Schwarzschild con una densidad electrónica del
plasma dada por,

N(r) = N0e−r/r0 . (A.11)

El índice de refracción nos queda,

n(r) =

√
1 − KeN0e−r/r0

ω2
∞

(
1 − 2m

r

)
, (A.12)

mientras que la métrica óptica,

dσ2 =
r[ω2

∞ − ω2
e (r)] + 2mω2

e (r)
(r − 2m)ω2

∞

(
dr2

1 − 2m
r

+ r2dφ2
)

, (A.13)

donde
ω2

e (r) = KeN0e−r/r0 . (A.14)
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El determinante gopt de la métrica óptica (A.13) viene dado como sigue,

gopt =
[ω2

∞r − ω2
e (r)(r − 2m)]2r3

(r − 2m)3ω4
∞

, (A.15)

y la curvatura Gaussiana,

K =
ω2

∞

2r2
0r3[(ω2

∞ − ω2
e (r))r + 2ω2

e (r)m]3
× {r(r − 2m)ω2

∞ω2
e (r)[r

4 − (4m + r0)r3

+ (4m2 − mr0)r2 + 6mr0 (r0 + m) r − 6m2r0
2]− r0[ω

4
e (r)(r − 2m)3(m(2r0 + r)

− r2) + 2ω4
∞mr0r2(2r − 3m)]}.

(A.16)
A orden lineal en m

KdS =

(
− 2m

r2 +
ω2

e (r)[ω2
∞(r − r0) + r0ω2

e (r)]
2r2

0(ω
2
∞ − ω2

e (r))2

)
drdφ +O(m2, N0m). (A.17)

Por otro lado, la curvatura geodésica de CR se lee,

κg =

√
(R − 2R0)(R − 2m)2w2

e (R) + 2ω2
∞r0R(R − 3m)

2ω−1
∞ r0R3/2[(ω2

∞ − ω2
e (R))R + 2mw2

e (R)]3/2
. (A.18)

mientras que,

dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

=
R

ω∞

{
[ω2

∞ − ω2
e (R)]R + 2mω2

e (R)
R − 2m

}1/2

, (A.19)

y por lo tanto podemos verificar que se satisface el límite,

lı́m
R→∞

κg
dσ

dφ

∣∣∣∣
CR

= 1. (A.20)

Finalmente, obtenemos el ángulo de deflexión,

α =
4m
b

− bKeN0

r0ω2
∞

K0(
b
r0
) +O(m2, N2

0 , mN0); (A.21)

donde K0 es la función de Bessel modificada de segundo tipo. Una expresión similar
obtenida utilizando otros métodos puede ser consultada en [41].
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Apéndice B

Comparación explícita de las
fórmulas (3.4), (3.8) y (3.9)

En este apéndice usaremos un ejemplo particular para ilustrar cómo las expre-
siones alternativas para el ángulo de deflexión dadas por las ecuaciones (3.4), (3.8)
y (3.9) dan el mismo resultado. Concentrémonos en la métrica de Schwarzschild es-
crita en coordenadas isotrópicas,

ds2 = −
(

1 − m
2r

1 + m
2r

)2

dt2 +

(
1 +

m
2r

)4[
dr2 + r2

(
dϑ2 + sin2(ϑ)dφ2

)]
, (B.1)

y restrinjamos nuestra atención al plano definido por ϑ = π/2. Vamos a calcular el
ángulo de deflexión a segundo orden en la masa m. Sin embargo, por el momento
escribiremos relaciones exactas. La métrica óptica asociada en este caso viene dada
como sigue,

dσ2 =
(1 + m

2r )
6

(1 − m
2r )

2

(
dr2 + r2dφ2

)
; (B.2)

mientras que la curvatura Gaussiana se escribe,

K = −128mr3(4r2 − 2rm + m2)

(2r + m)8 . (B.3)

El elemento de superficie es,

dS =
√

det(gopt
ij )drdφ =

(2r + m)6

16r3(2r − m)2 drdφ. (B.4)

Luego, a segundo orden en la masa,

KdS =

(
− 2m

r2 +
m2

r3

)
drdφ +O(m3), (B.5)

la cual puede ser reescrita en términos de la variable u = 1/r como,

KdS =

(
2m − m2u

)
dudφ +O(m3). (B.6)

Ahora usaremos la ecuación (3.9) para calcular el ángulo de deflexión. Para llevar
a cabo esto debemos integrar sobre una región D̃r acotada por las curvas radiales
γR, γS, la geodésica γ̃ℓ y el segmento de arco γC. Las curvas radiales γR y γS están
dadas por φ = φR y φ = φS, respectivamente. En términos de la coordenada u, γC
está definida por u = 1/rC = constante, y finalmente la geodésica espacial γ̃ℓ que



144 Apéndice B. Comparación explícita de las fórmulas (3.4), (3.8) y (3.9)

describe la órbita de los rayos de luz entre la fuente y el obserador está dada como
sigue,

uℓ =
sin(φ)

b
+

2m(1 − cos(φ))

b2 +
15m2 cos(φ)(tan(φ)− φ)

4b3 +O(m3). (B.7)

Esta expresión para uℓ sigue de resolver la ecuación (3.42) a segundo orden en la
masa, (

duℓ

dφ

)2

=
1
b2 − u2

ℓ +
4muℓ

b2 +
15m2u2

ℓ

2b2 , (B.8)

con la condición asintótica
lı́m
φ→0

uℓ(φ) = 0. (B.9)

Notemos sin embargo que a fin de calcular la integral de la curvatura Gaussiana
sólo necesitamos considerar los primeros dos términos de (B.7) debido a que KdS
ya es una cantidad de al menos orden m. Luego, para el primer término en (3.9)
obtenemos,

−
∫ ∫

D̃r

KdS =
∫ φR

φS

∫ sin(φ)
b + 2m(1−cos(φ))

b2

1/rC

(
2m − m2u

)
dudφ +O(m3)

=
2m
b

[
cos(φS)− cos(φR) +

b
rC

(φS − φR)

]
+

m2

8b2

[
30(φR − φS) + sin(2φR)− sin(2φS) + 32(sin(φS)− sin(φR))

+
4b2

r2
C
(φR − φS)

]
+O(m3).

(B.10)
También debemos calcular los otros dos términos en la ecuación (3.9). El último

término se calcula en el espacio Euclídeo y por lo tanto está dado simplemente por
la ecuación (3.6). A fin de calcular el segundo término necesitamos primero conocer
la curvatura geodésica de γ̃C definida por r = rC = constante. El valor exacto de
esta curvatura está dado por,

κ̃γ̃C =
4rC[4rC(rC − 2m) + m2]

(2rC + m)4 , (B.11)

y por lo tanto, el segundo término en (3.9) viene dado por lo siguiente,

−
∫

γ̃C(S→R)

κ̃ dσ̃ =
∫ φS

φR

κ̃γ̃C

√
gopt

φφ dφ =
∫ φS

φR

(
1 − 2

rC
+

m2

2r2
C

)
dφ +O(m3)

=φS − φR +
2m
rC

(φR − φS) +
m2

2r2
C
(φR − φS) +O(m3).

(B.12)

A partir de las ecuaciones (3.6), (B.10) y (B.12), y reemplazándolas en la fórmula
(3.9) obtenemos finalmente el ángulo de deflexión,

α =
2m
b

[
cos(φS)− cos(φR)

]
+

m2

8b2

[
30(φR − φS) + sin(2φR)− sin(2φS)

+ 32(sin(φS)− sin(φR))

]
+O(m3),

(B.13)
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el cual coincide con nuestras expresiones previas dadas por (3.84) y (3.85) obtenidas
usando directamente la ecuación (3.4).

Ahora repetiremos el cálculo pero usando la expresión dada en (3.8). Para llevar
a cabo este cálculo debemos calcular la suma de ángulos en la región Dr sobre el
espacio Euclídeo y también en la región D̃r sobre la variedad óptica.

En el espacio Euclídeo, la suma de los ángulos interiores viene dada simplemente
por,

∑
i

ϵi = 2π + φR − φS, (B.14)

mientras que para la región D̃r en la variedad óptica tenemos

∑
i

ϵ̃i = π + ϵ̃1 + ϵ̃2; (B.15)

siendo ϵ̃1 y ϵ̃2 los ángulos formados por la curva γ̃ℓ y las curvas radiales γ̃R y γ̃S,
respectivamente. Como queremos calcular el ángulo de deflexión a segundo orden
en la masa necesitamos usar la expresión para la ecuación de la órbita que describe
γ̃ℓ con todos los términos que aparecen en (B.7).

El ángulo ϵ̃1 puede ser calculado a partir de la siguiente relación (ver figura (3.2)),

tan ϵ̃1 =−
[√gopt

φφ√
gopt

rr

dφ

dr

]∣∣∣∣
γ̃ℓ(φR)

= −
[

r
dφ

dr

]∣∣∣∣
γ̃ℓ(φR)

= u(φR)
dφ

du

∣∣∣∣
φ=φR

, (B.16)

y similarmente, ϵ̃2 = π − χ̃2 con χ̃2 siendo el ángulo suplementario a ϵ̃2 el cual
satisface,

tan χ̃2 =−
[√gopt

φφ√
gopt

rr

dφ

dr

]∣∣∣∣
γ̃ℓ(φS)

= −
[

r
dφ

dr

]∣∣∣∣
γ̃ℓ(φS)

= u(φS)
dφ

du

∣∣∣∣
φ=φS

. (B.17)

Usando (B.7) obtenemos,

tan ϵ̃1 = tan(φR)−
2m
b

1 − cos(φR)

cos2(φR)

+
m2

8b2
15(sin(2φR)− 2φR) cos(φR)− 16 sin(2φR) + 32 sin(φR)

cos3(φR)
.

(B.18)

Luego, al orden considerado,

ϵ̃1 = φR − 2m
b
(1 − cos(φR))−

m2

8b2 (30ϕR + sin(2φR)− 32 sin(φR)) +O(m3), (B.19)

y repitiendo para χ̃2, el cual obtenemos a partir de (B.17), obtenemos

χ̃2 = φS −
2m
b
(1 − cos(φS))−

m2

8b2 (30ϕS + sin(2φS)− 32 sin(φS)) +O(m3). (B.20)
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Por lo tanto,

∑
i

ϵ̃i =2π + ϵ̃1 − χ̃2

=2π + φR − φS +
2m
b
(cos(φR)− cos(φS)) +

m2

8b2

[
30(φS − φR) + sin(2φS)

− sin(2φR) + 32(sin(φR)− sin(φS))

]
.

(B.21)
Finalmente, reemplazando las ecuaciones (B.14) y (B.21) en la definición del ángulo
de deflexión dada por la ecuación (3.8), recuperamos la fórmula (B.13).

Como comentario final notemos que Ishihara et al también expresa el ángulo
de deflexión en términos de dos ángulos ΨS y ΨR y un ángulo coordenado φRS =
φR − φS. El ángulo de deflexión en este caso se expresa como [60],

α = ΨR − ΨS + φRS. (B.22)

Por otro lado, los ángulos interiores ϵ̃1 y ϵ̃2 utilizados están relacionados a los ángu-
los ΨS y ΨR como sigue,

ϵ̃1 = π − ΨR, (B.23)
ϵ̃2 = ΨS. (B.24)

Luego, teniendo en cuenta las relaciones (B.14) y (B.15), podemos ver que la defini-
ción (3.8) la cual se basa en la suma de ángulos interiores de regiones cuadriláteras
finitas coincide con la fórmula (B.22), la cual no hace mensión a ninguna región.
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Apéndice C

Relación entre las diferentes
coordenadas angulares y el ángulo
de elongación

En este apéndice haremos una discusión general sobre las expresiones para el
ángulo de deflexión, la ecuación de la órbita y la relación con el ángulo de elongación
θI cuando uno usa diferentes coordenadas angulares azimutales, con la restricción
que ellas definen el mismo campo vectorial de Killing rotacional y por lo tanto sólo
pueden diferir en una constante δ.

Consideremos la figura (C.1) la cual es básicamente la misma figura que (3.2)
pero con la diferencia que ahora hemos introducido dos sistemas de coordenadas
angulares diferentes con respecto a los ejes polares Aaxis y δaxis.

��`

��S

��R

R

S

��C

���

��2

��3

��4

L
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��

'	

FIGURA C.1: Relación entre coordenadas angulares azimutales en tér-
minos de la separación angular δ entre los respectivos ejes polares.

Nombramos estas coordenadas como φ y φδ, respectivamente. Como podemos
ver en la figura (C.1), ellas están relacionadas por,

φ = φδ + δ. (C.1)

Asumamos que la fuente se encuentra suficientemente alejada de la lente y del
observador. Entonces, cada una de estas coordenadas angulares azimutales pue-
den ser identificadas por el ángulo φS que el rayo de luz conectando la fuente S
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con el observador R toma en este límite. Denotaremos este ángulo por ∆, esto es,
lı́mS→∞ φδ S = ∆, donde el límite se toma a lo largo del rayo de luz desde la fuente
hasta el observador. Por ejemplo, la coordenada angular φ̂ utilizada por Ishihara et
al y también por Arakida es tal que el punto de mínimos acercamiento del rayo de
luz a la lente se encuentra en φ̂min = π/2, o equivalentemente, dada la simetría de
la trayectoria de los rayos de luz alrededor de la dirección radial definida por φ̂min
podemos codificar la misma información tomando ∆ = −α∞/2. Otra posibilidad
natural fue considerada en el cuerpo de este trabajo donde tomamos una variable
angular tal que para una fuente lejana lı́mS→∞ φS = 0.

Queremos escribir expresiones para el ángulo de deflexión y el ángulo de elon-
gación que sean válidas para cualquier coordenada angular azimutal definida por
diferentes valores de ∆. Una manera de llevar a cabo esto es comenzar eligiendo
un eje polar particular Aaxis donde la correspondiente coordenada angular φ es tal
que lı́mS→∞ φS = 0. Por lo tanto, como hemos dicho antes, cualquier otro eje polar
δaxis puede ser identificado por un ángulo ∆ (ver figura (C.2) la cual es básicamente
la misma figura (C.1) pero rotada de tal forma que ahora el eje polar Aaxis queda
graficado de forma horizontal).

L

R

S
�

� �'

'�

Aaxis

�axis

FIGURA C.2: Elección particular para la coordenada φ de tal forma
que para una fuente lejana S, φS → 0. Cualquier otra coordenada
azimutal ϕδ tal que φδ S → ∆ para una fuente lejana está relacionada

a φ por δ = −∆.

Notemos también que por construcción el corrimiento δ está dado simplemen-
te por δ = −∆, y como conocemos las expresiones para la órbita, en coordenadas
isotrópicas, para el ángulo de deflexión y para el ángulo de elongación en las coor-
denadas asociadas al eje polar Aaxis, podemos directamente escribir las expresiones
para las mismas cantidades en otros sistemas de coordenadas relacionados por (C.1).

Comencemos con el ángulo de elongación θI . El mismo está dado en la coorde-
nada φ de la figura (C.2) por θI = π − φR + δθ y por lo tanto en términos de la
coordenada azimutal φδ estará dado por,

θI = π − (φδ R − ∆) + δθ. (C.2)

En particular, si el eje polar δaxis se elige de tal forma que ∆ = −α∞/2 (por ejemplo,
este es el caso en los trabajos de Ishihara et al y de Arakida) tenemos el siguiente
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resultado,

ΘI = π − φ̂R −

O(m)︷ ︸︸ ︷
α∞

2
+ δθ

= π − φ̂R +O(m);

(C.3)

De forma similar podemos proceder con la ecuación de la órbita y con el ángulo de
deflexión. En particular, para la métrica de Schwarzschild escrita en coordenadas
isotrópicas la ecuación de la órbita a orden lineal en la masa está dada por los dos
primeros términos de la ecuación (B.7), y por lo tanto para cualquier otra elección de
coordenada azimutal tenemos que u está dado por,

uℓ(φδ) =
sin(φδ − ∆)

b
+

2m(1 − cos(φδ − ∆))
b2 +O(m2). (C.4)

Por otro lado, como conocemos las expresiones para el ángulo de deflexión en las
coordenadas asociadas al eje Aaxis (B.13), podemos calcular el ángulo de deflexión
para cualquier otra elección de coordenada angular azimutal (por simplicidad con-
tinuaremos escribiendo expresiones para el caso donde la fuente se encuentra sufi-
cientemente alejada de la lente, es decir φS = 0 y φδS = ∆),

α =
2m
b

[
1 − cos(φδ R − ∆)

]
+

m2

8b2

[
30(φδ R − ∆) + sin(2(φδ R − ∆))

− 32(sin(φδ R − ∆))
]
+O(m3).

(C.5)

Esta expresión es válida para cualquier valor de ∆, pero en el caso del trabajo de
Ishihara et al la coordenada φ̂ fue elegida de tal forma que ∆ = −α∞/2, una canti-
dad de al menos O(m) y por lo tanto la expresión se puede re-expandir como fue
explicado en (3.3.1.2).

De todas formas, incluso cuando obtuvimos todas las cantidades de una manera
muy fácil a partir de expresiones conocidas en coordenadas relacionadas al eje Aaxis,
las mismas pueden también ser explícitamente obtenidas a partir de la ecuación de
la órbita en coordenadas isotrópicas y la definición de ángulo de deflexión. A saber,
resolvemos directamente la ecuación (B.8) con la condición asintótica,

lı́m
φδ→∆

u(φδ) = 0. (C.6)

Para hacer esto elegimos el ansatz

u(φδ) =
sin(φδ − ∆)

b
+

2mu1(φδ)

b
+O(m2), (C.7)

donde el primer término describe la órbita plana sin perturbar en este sistema de
coordenadas. A partir de (B.8) obtenemos que a primer orden en la masa m, u1(φδ)
debe satisfacer la siguiente ecuación diferencial,

b cos(ϕδ − ∆)
du1

dϕδ
+ sin(ϕδ − ∆)(bu1 − 1) = 0. (C.8)

La solución general de esta ecuación viene dada por,

u1(φδ) =
1
b
+ C cos(φδ − ∆); (C.9)
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siendo C una constante de integración que queda fija a partir de implementar la
condición asintótica (C.6), resultando en C = −1/b. Por lo tanto a orden lineal en m
la ecuación de la órbita queda,

u(φδ) =
sin(φδ − ∆)

b
+

2m(1 − cos(φδ − ∆))
b2 +O(m2); (C.10)

la cual coincide con la expresión obtenida previamente. Usando esta expresión para
la órbita y repitiendo el mismo procedimiento que en la ecuación (B.10) del apéndice
B obtenemos la siguiente expresión para el ángulo de deflexión,

α =
2m
b

[
cos(φδ S − ∆)− cos(φδ R − ∆)

]
+

m2

8b2

[
30(φδ R − φδ S) + sin(2(φδ R − ∆))

− sin(2(φδ S − ∆)) + 32(sin(φδ S − ∆)− sin(φδ R − ∆))
]
+O(m3);

(C.11)
el cual para una fuente suficientemente alejada ϕδ S = ∆, coincide con la expresión
(C.16).

Finalmente, escribimos el ángulo de deflexión en términos del ángulo de elonga-
ción θI . A partir de las expresiones (C.2) y (C.5) se sigue que a orden lineal en m, el
ángulo de deflexión está dado como esperábamos por la fórmula de Shapiro (3.21),
con γ = 1. A fin de calcular el ángulo de deflexión a partir de (C.5) a segundo orden
en θI debemos tener en cuenta que,

δθ = α
(1)
S∞

+O(m2) =
2m
b

[
1 + cos(θI)

]
+O(m2). (C.12)

Por lo tanto reemplazando,

φδ R − ∆ = π − θI + δθ, (C.13)

en la ecuación (C.5) y tomando en cuenta que

cos(φδ R − ∆) = cos(π − θI + δθ)

=− cos(θI)−
m
b

[
2 sin(θI) + sin(2θI)

]
+O(m2),

(C.14)

y además, que el segundo término en (C.5) se puede expresar en términos de θI
como,

m2

8b2

[
30(π − θI)− sin(2θI)− 32 sin(θI)

]
; (C.15)

podemos escribir el ángulo de deflexión en términos de θI como sigue,

α =
2m
b

[
1 + cos(θI)

]
+

15m2

4b2

[
π − θI + sin(θi) cos(θI)

]
+O(m3); (C.16)

el cual coincide con la relación más general dada por las expresiones (3.31) y (3.32)
para el caso particular donde todos los parámetros PPN son iguales a 1 y J2 = 0.
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Apéndice D

Espaciotiempo de Schwarzschild
con una densidad de plasma de la
forma N(r) = Nohr−h. Casos
particulares

A fin de calcular la contribución al ángulo de deflexión debida a la presencia de la
corona solar, necesitamos calcular la forma explícita de α3 para los casos particulares
h = 2, 6, 16, y con las respectivas constantes numéricas No2, No6 y No16. En términos
de funciones trigonométricas estándar tenemos que,

h = 2 : α3 =
KeNo2

2b2ω2
o

[
φS − φR + cos(φR) sin(φR)− cos(φS) sin(φS)

]
,

h = 6 : α3 =
KeNo6

64b6ω2
o

[
60(φS − φR) + 45

(
sin(2φR)− sin(2φS)

)
+ 9
(

sin(4φS)− sin(4φR)

)
+ sin(6φR)− sin(6φS)

]
,

h = 16 : α3 =
KeNo16

458752b16ω2
o

[
720720(φS − φR) + 640640

(
sin(2φR)− sin(2φS)

)
+ 224224

(
sin(4φS)− sin(4φR)

)
+ 81536

(
sin(6φR)− sin(6φS)

)
+ 25480

(
sin(8φS)− sin(8φR)

)
+ 6272

(
sin(10φR)− sin(10φS)

)
+ 1120

(
sin(12φS)− sin(12φR)

)
+ 128

(
sin(14φR)− sin(14φS)

)
+ 7
(

sin(16φS)− sin(16φR)

)]
.

(D.1)
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Apéndice E

Ángulo de deflexión de partículas
de pureba masivas y cargadas en el
espaciotiempo de
Reissner-Nordström: solución de la
ecuación de la órbita

En este apéndice calcularemos el ángulo de deflexión asociado a partículas de
prueba masivas y cargadas en el espaciotiempo de Reissner-Nordström integrando
directamente la ecuación de la órbita espacial a fin de corroborar la validez del mé-
todo basado en el teorema de Gauss-Bonnet al utilizar otro método completamente
distinto. Como hemos visto en 4.1, la ecuación de la órbita viene dada como sigue,(

dr
dφ

)2

=
C(r)
B(r)

(
p2

t
p2

φ

C(r)n2(r)
A(r)

− 1
)

, (E.1)

donde A, B y C son las componentes de la métrica mientras que pφ y pt son constan-
tes asociadas a los campos vectoriales de Killing axial y temporal, respectivamente.
En general, se suelen identificar dichas constantes con el momento angular J y la
energía E de una partícula de prueba la cual medida por un observador asintótico
se reduce a (4.171). Entonces,

p2
t

p2
φ

=
1

v2b2 . (E.2)

Por otro lado, para el espaciotiempo de Reissner-Nordström tenemos que,

A(r) = B−1(r) = 1 − 2m
r

+
Q2

r2 , C(r) = r2. (E.3)

Haciendo el cambio de variable u = 1/r y tomando en cuenta la ecuación (4.175), la
ecuación de la órbita (E.1) se puede reescribir como sigue,(

du
dφ

)2

=
1
b2 +

(
m(1 − v2)− qQ

µ

√
1 − v2

)
2u

b2v2 −
(

1 − Q2(1 − v2)

b2µ2v2 (µ2 − q2)

)
u2

+ 2mu3 − Q2u4,
(E.4)

A diferencia del método de Gauss-Bonnet, si queremos calcular el ángulo de de-
flexión a orden O(β, γ, δ, β2, γ2, δ2, βδ) debemos resolver la ecuación de la órbita al



154Apéndice E. Ángulo de deflexión de partículas de pureba masivas y cargadas en el
espaciotiempo de Reissner-Nordström: solución de la ecuación de la órbita

mismo orden. Consideremos entonces el siguiente ansatz en términos de los paráme-
tros adimensionales definidos en (4.177),

u(φ) =u0 + u1(φ)β + u2(φ)δ + u3(φ)γ + u4(φ)βδ + u5(φ)β2 + u6(φ)δ2

+O(γ2, β3, δ3, δβ2, βγ, βδ2, δγ),
(E.5)

donde u0 = sin φ
b e impongamos la condición asintótica,

lı́m
φ→0

ui(φ) = 0. (E.6)

Se sigue que cada una de las funciones ui(φ) (i = 1...6) debe satisfacer una ecuación
diferencial de la forma,

cos φ
dui(φ)

dφ
+ sin φ ui(φ) = Fi(φ, uj(φ)), (E.7)

con j ̸= i. Explícitamente, las funciones Fi están dadas como sigue,

F1(φ) =
sin φ

b
(

1
v2 − cos2 φ), (E.8)

F2(φ) = −sin φ

µv2

√
1 − v2, (E.9)

F3(φ) =
1
2b

(
sin2 φ

v2 − cos4 φ + 3 cos2 φ − 2), (E.10)

F4(φ, u1(φ), u2(φ)) = u2(φ)(3 sin2 φ +
1
v2 − 1) (E.11)

− bu1(φ)

√
1 − v2

µv2 − b
(

u1(φ)u2(φ) +
du1

dφ

du2

dφ

)
, (E.12)

F5(φ, u1(φ)) = u1(φ)(2 +
1
v2 − 3 cos2 φ)− b

2

[
u2

1(φ) +

(
du1

dφ

)2]
(E.13)

F6(φ, u2(φ)) = − b
2µ2v2

{
sin2 φ(1 − v2) + 2µ

√
1 − v2u2(φ) (E.14)

+

[
u2

2(φ) +

(
du2

dφ

)2]
µ2v2

}
. (E.15)

Por lo tanto, podemos resolver las primeras tres ecuaciones para u1(φ), u2(φ), u3(φ),
fijando las respectivas constantes de integración a través de la condición asintótica
(E.6), y luego podemos resolver las siguientes ecuaciones para u4(φ), u5(φ) y u6(φ)
usando las expresiones obtenidas para u1(φ) y u2(φ), y fijando las demás constantes
de integración con la condición asintótica.
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Haciendo esto obtenemos la solución de la ecuación de la órbita en términos de
los parámetros físicos como sigue,

u(φ) =
1
b

[
sin φ +

(
(1 − cos φ) + v2(cos2 φ − cos φ)

)
m

bv2 +

(
(2 + v2)φ cos φ

− 2 sin φ − v2 cos2 φ sin φ

)
Q2

4b2v2 −
(

3v2 cos2 φ sin φ − [8 sin φ(1 + v2)

− (12 + 3v2)φ] cos φ + 2 sin φ(v2 − 2)
)

m2

4b2v2 − (1 − cos φ)
√

1 − v2 qQ
bv2µ

− (sin φ − 3φ cos φ + 2 cos φ sin φ)
√

1 − v2 qQm
b2v2µ

− (φ cos φ − sin φ)(1 − v2)

× q2Q2

2b2v2µ2

]
.

(E.16)
En este punto es importante señalar que si hubiéramos calculado el ángulo de de-
flexión usando el método de Gauss-Bonnet sólo hubiéramos necesitado calcular las
funciones u1 y u2. Si bien tendríamos que calcular además la 2-forma KdS al mismo
orden, esto suele ser mucho mas sencillo que calcular las funciones ui (i = 3, 4, 5, 6).

Finalmente, podemos calcular el ángulo de deflexión α como sigue,

α ≈ tan α = lı́m
φ→π

ẏ(φ)

ẋ(φ)
, (E.17)

donde el punto significa derivada respecto de φ y

x(φ) = r(φ) cos φ, (E.18)
y(φ) = r(φ) sin φ. (E.19)

Notemos que en principio deberíamos calcular el límite de φ yendo a π + α en vez
de π. Sin embargo, se puede chequear que si en la ecuación (E.17) tomamos el límite
φ → π + ∆ donde ∆ se asume que es una cantidad compuesta de términos de orden
β, γ, y δ, éstos contribuirán al ángulo de deflexión con términos de orden superior a
los deseados, y por lo tanto es consistente tomar el límite φ → π.

Por último, utilizando la relación (E.17) obtenemos,

α =
2m
b

(
1 +

1
v2

)
− 2qQ

bv2

√
1 − v2

µ
+

3πm2

4b2

(
1 +

4
v2

)
− πQ2

4b2

(
1 +

2
v2

)
− 3πqQm

b2v2

√
1 − v2

µ
+

πq2Q2

2b2v2
1 − v2

µ2 .

(E.20)

Usando la ecuación (4.171) para la energía de la partícula podemos ver que esta
última expresión para el ángulo de deflexión concide con la expresión obtenida en
(4.181).
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Apéndice F

Ángulo de deflexión a tercer orden
en el espaciotiempo de Kerr:
integración de la ecuación de la
órbita

Como validación de nuestra expresión obtenida para el ángulo de deflexión dada
por la ecuación (5.86) integraremos directamente la ecuación de la órbita a través de
una extensión que haremos del método presentado por Aazami, Keeton, Petters y
Hansen en [156] originalmente introducido para estudiar geodésicas nulas.

La ecuación de la órbita tanto para trayectorias prógradas (s = +1) como retró-
gradas (s = −1) en el plano ecuatorial puede ser expresada como sigue,

dφ

dr
= ± s

√
rb(r − 2MF)

[a2 + r(r − 2M)]
√

r3 + b2(2MF2 − Gr) + 2MΓ r2
, (F.1)

donde

F ≡ 1 − s
a

bv
= 1 − sâ

M
bv

, (F.2)

G ≡ 1 − a2

b2 = 1 − â2 M2

b2 , (F.3)

Γ =
1 − v2

v2 . (F.4)

La expresión (F.1) se reducie a la ecuación (B14) de [156] en el caso de geodésicas
nulas (Γ = 0). El ángulo de deflexión se obtiene de la forma usual,

α = 2
∫ ∞

r0

∣∣∣∣dφ

dr

∣∣∣∣dr − π, (F.5)

donde r0 es el valor de la coordenada radial en la distancia de menor acercamiento
a la lente. La relación entre r0 y el parámetro de impacto b sigue de requerir que
dr
dφ

∣∣∣∣
r=r0

= 0, lo cual implica a partir de (F.1) la siguiente relación,

r3
0 + b2(2MF2 − Gr0) + 2mΓ r2

0 = 0. (F.6)
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La solución real positiva de esta ecuación es,

b =

√
r0 + 2MΓ√
G − 2M

r0
F2

. (F.7)

Al substituir la ecuación (F.7) en (F.1), y cambiando la variable de integración r en la
ecuación (F.5) por x = r0

r , el ángulo de deflexión se obtiene a partir de la siguiente
expresión,

α = 2
∫ 1

0

(1 − 2hx + â2h2x2)−1
√

1 + 2Γh(1 − 2hFx){
G(1 − x2)− 2F2h(1 − x3) + Γ(1 − x)h[2Gx − 4x(1 + x)F2h]

}1/2 dx − π;

(F.8)
donde h = M/r0.

Asumiendo que h ≪ 1, podemos hacer una expansión de Taylor en h del in-
tegrando en (F.8), la cual luego de la integración y conservando términos de tercer
orden en h nos queda,

α = b0π + a1h + (a2 + b2π)h2 + (a3 + b3π)h3 +O(h4); (F.9)

donde

b0 = (
1

G1/2 − 1), (F.10)

a1 =
2{2[G(1 − F) + F2] + Γ G}

G3/2 , (F.11)

a2 = −a1
F2 + Γ G

G
, (F.12)

b2 =
15F4 − 4G(F − 1)(3F2 + 2G)− 2â2G2 + 4Γ G[3F2 + 2G(1 − F)]

4G5/2 , (F.13)

a3 =
1

3G7/2

{
122F6 − 90F4(F − 1)G − 16F2(−4 + â2 + 4F)G2 + 8(4 + â2(F − 2)− 4F)G3

+ Γ[12G2(1 − F)(9F2 + 4G) + 153F4G − 12â2G3] + Γ2(30G3(1 − F) + 48G2F2)

+7Γ3G3
}

, (F.14)

b3 = −2b2
F2 + Γ G

G
. (F.15)

Estas expresiones generalizan los resultados obtenidos en [156] al caso de partículas
de prueba con masa. Podemos también escribir el ángulo de deflexión en términos
de una expansión en γ = M/b usando que h puede ser obtenida perturbativamente
a partir de (F.7),

h =
1√
G

γ +
F2 + Γ G

G2 γ2 +
5F4 + Γ G(6F2 + Γ G)

2G7/2 γ3 +O(γ4). (F.16)

En términos de γ el ángulo de deflexión se escibe como,

α = A0π + A1γ + A2γ2 + A3γ3 +O(γ4), (F.17)
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donde

A0 = b0, (F.18)

A1 =
a1√

G
, (F.19)

A2 =
a1(F2 + Γ G) + G(a2 + b2π)

G2 , (F.20)

A3 =
1

2G7/2

{[
6a1Γ F2 + 4F2(a2 + b2π)

]
G

+

[
Γ(Γ a1 + 4a2 + 4b2π) + 2(a3 + b3π)

]
G2

+ 5a1F4
}

(F.21)

Como F y G son ya funciones de γ, los coeficientes Ai deben ser expandidos
en γ, y luego de esto, al reemplazar en la ecuación (F.17) recuperamos el ángulo de
deflexión dado por la ecuación (5.86) con el término lineal en â multiplicado por s.
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