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Resumen

Los materiales compuestos de matriz polimérica reforzados con fibras (FRP, por sus siglas en
inglés) son cada vez més utilizados en la industria debido a sus excelentes relaciones resistencia-peso y
rigidez-peso. Su empleo depende, entre otros aspectos, de la certeza en el conocimiento de su
comportamiento mecanico. La micromecénica computacional provee un marco de andlisis apropiado
en el que, en una escala microscopica, se tienen en cuenta los detalles de la microestructura y, en la
escala macroscopica se representa un material homogéneo equivalente. En esta tesis se presenta una
metodologia de post-proceso para el célculo de tensiones macroscopicas a partir de modelos de
micromecanica computacional con microestructuras sometidas a deformaciones finitas (MPP-DF) con
materiales constituyentes no lineales. Se utiliza el principio de Hill-Mandel, o la igualdad de potencias
entre las escalas microscopica y macroscépica, para obtener formulas que permiten calcular las
tensiones macroscopicas evitando el empleo de algoritmos de integracién numérica. La MPP-DF es
implementada mediante el método de elementos finitos (MEF) convencional a través de la utilizacion
de nodos de control en las condiciones de borde en la celda unitaria (CU). Esta nueva técnica es
aplicada, en primer lugar, a la evaluacion del comportamiento elastico de un FRP con dafio en la
interfaz fibra-matriz. Con el fin de evaluar el médulo de Young transversal cuando el FRP esta
sometido a tensiones de traccion y de compresion, se representa el dafio en una CU tridimensional
incluyendo un modelo de contacto. Se obtienen ecuaciones analiticas para las propiedades elasticas de
un FRP unidireccional con dafio a través del método de los minimos cuadrados y se utilizan en un
modelo de placa en la escala macroscépica. Esto permite realizar un analisis macroscépico incluyendo
variables microscépicas. La MPP-DF se aplica, en segundo lugar, a la simulacién del fenémeno de
micropandeo en FRP unidireccionales. Se lleva a cabo un extenso estudio paramétrico modificando la
fraccion de volumen de fibra, el desalineamiento de las fibras y la tension de fluencia de la matriz,
entre otros. Se encontr6 que el micropandeo estad dominado por la fraccion de volumen de fibra y por la
tension de fluencia de la matriz s6lo para pequefios angulos de desalineamiento de fibra, mientras que,
para grandes angulos la tension de fluencia es el parametro dominante en el fendmeno. A través de las
aplicaciones de la MPP-DF a los casos antes mencionados se muestra que la metodologia desarrollada
es una herramienta apropiada para evaluar el comportamiento mecanico de los FRP.

Palabras Clave: Micromecanica Computacional, Polimeros Reforzados con Fibra, Deformaciones
Finitas.






Abstract

Fiber-reinforced polymer matrix composites (FRPs) are increasingly used in industry because
of their excellent strength-to-weight and stiffness-to-weight ratios. Its use depends, among other
aspects, on the certainty in the knowledge of its mechanical behavior. Computational micromechanics
provide an appropriate framework for analysis in which, on a microscopic scale, details of the
microstructure are taken into account and an equivalent homogeneous material is represented on the
macroscopic scale. This thesis presents a post-process methodology for the calculation of macroscopic
stresses from computational micromechanics models with microstructures subjected to finite
deformations (MPP-DF) with nonlinear material constituents. The Hill-Mandel principle, or the
equality of powers between microscopic and macroscopic scales, is used to obtain formulas that allow
the calculation of macroscopic stresses, avoiding the use of numerical integration algorithms. The
MPP-DF is implemented using the conventional finite element method (FEM) through the use of
control nodes on the boundary conditions in the unit cell (CU). This new technique is applied, first, to
the evaluation of the elastic behavior of a FRP with damage in the fiber-matrix interface. In order to
evaluate the transverse Young's modulus when the FRP is subjected to tensile and compression
stresses, damage is represented in a three-dimensional CU including a contact model. Analytical
equations are obtained for the elastic properties of a unidirectional FRP with damage through the least
squares method and are used in a plate model on the macroscopic scale. This allows a macroscopic
analysis including microscopic variables. The MPP-DF is applied, second, to the simulation of the
micro-buckling phenomenon in unidirectional FRP. An extensive parametric study is carried out by
modifying the fiber volume fraction, the misalignment of the fibers and the yield stress of the matrix,
among others. It was found that the micro-buckling is dominated by the fiber volume fraction and by
the yield stress of the matrix only for small fiber misalignment angles, whereas for large angles the
yield stress of the matrix is the dominant parameter in the phenomenon. Through the applications of
MPP-DF to the cases mentioned above it is shown that the developed methodology is an appropriate
tool to evaluate the mechanical behavior of the FRP.

Keywords: Computacional Micromechanics, Fiber Reinforced Polymers, Finite Strains.






Resumo

Os materiais compositos de matriz polimérica refor¢cados com fibra (FRPs) sdo cada vez mais
utilizados na industria devido a sua excelente relacdo resisténcia-peso e rigidez em peso. Seu uso
depende, entre outros aspectos, da certeza no conhecimento de seu comportamento mecanico. A
micromecanica computacional fornece uma estrutura apropriada para a analise em que, a uma escala
microscopica, os detalhes da microestrutura sdo levados em conta e um material homogéneo
equivalente é representado na escala macroscopica. Nesta tese desenvolve-se uma metodologia para o
calculo das tensGes macroscopicas baseada nos modelos de micromecénica computacional com
microestruturas submetidas a deformagdes finitas (MPP-DF) com materiais constituintes ndo lineares.
Utilizou-se o de Hill-Mandel, ou a igualdade de poténcia entre escalas microscépicas e macroscopicas,
para obter formulas que permitem o célculo das tensdes macroscépicas, evitando o uso de algoritmos
de integragdo numérica. O MPP-DF é implementado usando o método convencional de elementos
finitos (FEM) através do uso de nos de controle nas condi¢des de contorno na célula unitaria (UC).
Aplica-se a técnica, em primeiro lugar, na avalicdo do comportamento elastico de um FRP com dano
na interface fibra-matriz. Na avaliagdo do modulo de Young transversal, utilizou-se um modelo de
dano com contato. Obtém-se equagdes analiticas para as propriedades elasticas de FRP unidirecional
com danos através do método dos minimos quadrados e, seguidamente, sdo utilizadas em um modelo
de placa na escala macroscopica. Isto permite uma analise macroscopica incluindo variaveis
microscopicas. O MPP-DF é aplicado, em segundo lugar, a simulacdo do fenémeno de micro
flambagem em FRP unidirecional. Realizou-se um extenso estudo paramétrico modificando a fracéo de
volume, o desalinhamento das fibras e a tens@o de cedéncia da matriz, entre outros. Encontrou-se que o
micro flambagem é dominado pela fracdo de volume da fibra e tensdo de cedéncia da matriz apenas
para pequenos angulos de desalinhamento das fibras, enquanto que para angulos grandes a tensdo de
cedéncia da matriz é o pardmetro dominante no fenémeno. Atraves das aplicacdes da MPP-DF aos
casos mencionados acima, é mostrado que a metodologia desenvolvida é uma ferramenta adequada
para avaliar o comportamento mecanico dos FRPs.

Palavras-chave: Micromecanica Computacional, Polimeros Reforcados com Fibra, Deformacdes
Finitas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién

En la actualidad, los materiales compuestos, o simplemente compuestos, son reconocidos por la
mayoria de las personas y forman parte de diversas estructuras de la vida cotidiana, ya sean
embarcaciones, estructuras civiles, aviones, articulos para deportes, etc. Un material compuesto esta
formado por méas de un material con el fin de obtener un nuevo material con propiedades mejoradas
[1]. Los materiales que forman un compuesto reciben también los nombres de fases o constituyentes
microscopicos. Son muchos los materiales que se pueden catalogar como compuestos, incluyendo
materiales naturales, como la madera o tejidos bioldgicos, el hormigén empleado en construcciones
civiles y compuestos ceramicos aplicados en turbinas de aeronaves para soportar altas temperaturas,
entre otros. Una de las caracteristicas comunes en la mayoria de los compuestos es la existencia de un
material que constituye la matriz y otro material que actia como refuerzo. La matriz provee la forma
geométrica a la pieza final, transfiere cargas al refuerzo y lo protege contra ataques de agentes externos
presentes en el medio ambiente en el que se encuentra, mientras que el material de refuerzo provee
rigidez y resistencia al material compuesto. Esta tesis se focaliza en materiales formados por una
matriz polimérica reforzada con fibras. Las fibras son el refuerzo mas resistente y esto se debe a que un
material en forma de fibra tiene una menor cantidad de defectos que cuando el mismo material toma
otras formas. Generalmente, los materiales compuestos son fabricados como un ensamble de capas o

laminas, con las fibras orientadas a distintos angulos, para formar un laminado (Figura 1.1).

Debido a la gran variedad de compuestos que existen su clasificacion no es sencilla, pero se

pueden mencionar los principales factores que determinan una clasificacion:

(i) La matriz: polimérica, metélica y ceramica.
(ii) El refuerzo:

- fibras largas: unidireccional, bidireccional, orientacion aleatoria.
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- fibras cortas: orientacion aleatoria, orientacién preferencial.

- particulas o pastillas (whiskers): orientacion aleatoria, orientacion preferencial.

(iii) Configuracion de laminado: unidireccional, laminado.

(b)

Figura 1.1: Laminado de material compuesto reforzado con fibras: (a) ldminas unidireccionales, (b) laminado.

Las principales ventajas tradicionalmente reconocidas de los materiales compuestos de matriz
polimérica reforzados con fibras (FRP, por sus siglas en inglés) son sus excelentes relaciones
resistencia-peso y rigidez estructural-peso comparadas con las de otros materiales. Estas caracteristicas
siguen motivando la aplicacién de FRP en el transporte en general y en la industria aeroespacial en
particular, entre otros sectores [1]. En otras aplicaciones se aprovechan propiedades como por ejemplo
la resistencia a la corrosion, la reduccion de nimero de partes, la transparencia a ondas
electromagnéticas, la mayor vida util de fatiga, la alta o baja conductividad térmica, la baja expansion
térmica, la aislacién térmica o acustica, la proteccidn contra el efecto erosivo de gases de propulsion,
etc. [2]. Estas propiedades se consiguen principalmente adecuando la microestructura del material

compuesto [3].

Las técnicas experimentales para el anélisis de las microestructuras resultan de gran importancia. A
traves del tratamiento de imégenes obtenidas mediante microscopia de barrido electronico (SEM, por
sus siglas en inglés) se evaltan variables tales como la fraccion de volumen de refuerzo, la geometria
de las inclusiones, las dimensiones de poros, el tamafio de fisuras, etc. La tomografia computada de
rayos X (XCT, por sus siglas en inglés) se ha utilizado para llevar a cabo un escaneo tridimensional de

la microestructura capturando detalles tales como la longitud y orientacion de fibras (ver por ejemplo,
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[4] y [5]). También existen técnicas tales como la indentacién a nivel micrométrico y nanométrico para

evaluar propiedades elasticas y plasticas a nivel microestructural [6].

En términos de mercado, el sector aeronautico es el sector mas importante en el que se emplean
estos compuestos. En aeronaves como el Boeing 787 y el Airbus A350 XWB el material compuesto
constituye alrededor del 50% de su peso [7]. Ambas comparfiias Boeing (Chicago, Illinois) y Airbus
(Toulouse, Francia) pronostican construir mas de 33.000 nuevas aeronaves en los préximos 20 afios
[8]. Las aplicaciones de materiales compuestos en ingenieria civil varian desde combinaciones de
materiales convencionales con FRP a estructuras fabricadas completamente de FRP ([9], [10] y [11]).
El mercado de las construcciones civiles aun esta en crecimiento, por ejemplo, en Estados Unidos se
realizaron varios cambios regulatorios sobre el uso de materiales FRP en reemplazo de materiales
convencionales [12]. En el campo de la ingenieria mecéanica los compuestos no estan tan establecidos
como en los campos antes mencionados. Sin embargo, desde hace ya varios afios el 75% de la
produccion mundial de fibras de carbono es consumido por la industria automovilistica y la industria
energética; se espera que este sector sea el de mayor crecimiento en el consumo de fibras de carbono
[13]. En el contexto local, se esta incentivando la investigacion y desarrollo tecnolégico de materiales
compuestos de matriz polimérica reforzados con fibras para su insercion en el sector autopartista [14].
Entre las motivaciones del uso de FRP en vehiculos se destaca el ahorro de energia ya que el 75% del

consumo de combustible se debe directamente al peso del vehiculo [15].

Entre las desventajas de los FRP se puede mencionar que el costo de la materia prima necesaria
para su manufactura es relativamente alto [16]. La rigidez y la baja resistencia en la direccion
transversal a la direccion longitudinal de la fibra, que involucran principalmente a las propiedades de la
matriz, pueden constituir también un punto débil en los FRP. Otra caracteristica de los FRP que suele
desalentar a los disefiadores es que la matriz polimérica y las fibras suelen estar sometidas a
degradacion debida a agentes ambientales diversos, con consecuencias devastadoras sobre las
propiedades mecénicas finales [17]. Ademas, los modos de falla de un FRP son especificos de estos
materiales, y por lo tanto, la correcta prediccion de la ocurrencia de dafio y de su evolucion hasta la
falla final del compuesto constituye un gran desafio. Incluso en la actualidad existen modelos de falla

en competencia [18].

Existen dos enfoques principales para el modelado del comportamiento mecéanico del FRP: (i) el

modelado fenomenoldégico y (ii) el modelado multiescala [19]. EI modelado fenomenoldgico es el mas
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comunmente usado en la industria debido a su simplicidad pero tiene la desventaja de no poder
representar comportamientos complejos [1]. Un enfoque més sofisticado es el estudio multiescala en el
que se tiene en cuenta, por un lado, la microestructura del material compuesto y su evolucion en un
dominio o escala microscopica y, por otro lado, el problema global de la pieza con las cargas en un
dominio denominado escala macroscopica (Figura 1.2) [20]. Esta técnica tiene la capacidad de
considerar la interaccion entre los componentes del FRP y de diferenciar la falla de cada componente
[16]. Los mecanismos de deformacion microscopicos también se pueden estudiar en detalle mediante
este enfoque y, a su vez, éstos ayudan a la explicacion del comportamiento macroscopico.

Escala Microscépica Escala Macroscopica

[/

(@) (b)

Figura 1.2: Escalas de andlisis en modelos multiescala: (a) escala microscopica, (b) escala macroscopica.

1.2. Motivacion

Reducir la cantidad de ensayos experimentales durante el desarrollo de una nueva estructura, o
durante la evaluacion del comportamiento de un elemento estructural bajo nuevas condiciones de
servicio es una necesidad siempre presente en la ingenieria ya que de esta manera se reducen los costos
y tiempos involucrados. Las técnicas computacionales son una buena alternativa para la prediccion del
comportamiento mecanico en estos casos Y, por lo tanto, lograr la disminucién de la cantidad de

pruebas en condiciones de servicio ([19] y [3]).

Técnicas de simulacion como la micromecanica computacional [3] permiten incluir un mayor nivel
de detalle del fenémeno estudiado dando lugar a mejores predicciones tanto a nivel de la

microestructura como a nivel macroscépico. Por ejemplo, esta técnica ayuda a la comprension de los
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mecanismos microestructurales de deformacion y puede dar lugar al disefio de nuevos materiales como
asi también de nuevos métodos de prediccion basados en los resultados de modelos multiescala [16].
Las capacidades de célculo disponibles en la actualidad, en términos de hardware y de software,
permiten la realizacion de este tipo de estudios computacionales que, en general, demandan muchos
recursos computacionales y algoritmos especializados. Sin embargo, aun hoy se requiere simplificar
los métodos de calculo para una utilizacion més eficiente de los recursos disponibles.

Las técnicas para el calculo de las tensiones macroscépicas en modelos de micromecanica
computacional mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF) implican, en ocasiones, el uso de
recursos de almacenamiento computacional, como por ejemplo el almacenamiento del valor de las
tensiones en muchos puntos del dominio microscépico ([21], [1]). Ademas, la implementacion de estas
técnicas es laboriosa en algunos casos. Si tales técnicas utilizaran menos recursos y se hicieran mas
sencillas de implementar, se podrian destinar tales recursos al estudio de problemas mas detallados y se
podrian implementar en cédigos computacionales comerciales. Esto ayudara a que estas técnicas mas
avanzadas sean utilizadas en la industria. Pero esto s6lo podra llevarse a cabo a través de una mayor

comprension del rol de las variables puestas en juego en modelos de micromecéanica computacional.

Por otro lado, en la prediccion del comportamiento de los FRP también existen en la actualidad
algunos aspectos a mejorar. Por ejemplo, en FRP de matriz epoxi y fibras de vidrio se ha detectado
dafio en la interfaz fibra-matriz cuando el compuesto es sometido a condiciones de humedad y
temperatura elevadas ([22], [23] y [24]). Los modelos disponibles para la prediccion del
comportamiento elastico del FRP con este dafio no tienen en cuenta detalles de las fisuras observables
en la microestructura y, por lo tanto, se desconoce la influencia de tal dafio ([25] - [37]), tanto en la

escala microscopica como en las variables macroscépicas.

Otro ejemplo de comportamiento de FRP que requiere revision es el fendmeno de micropandeo de
fibras en FRP unidireccionales cuando se aplica un estado de compresion en la direccion de las fibras.
Este fendbmeno involucra la pérdida de capacidad de carga del material, por ello es importante
identificar las variables que tienen influencia en dicha capacidad de carga [1]. Las técnicas de
prediccion de las tensiones limites de micropandeo estan basadas en modelos bidimensionales donde se
supone que la fibra forma una curva plana ([38] - [44]), sin tener en cuenta la posibilidad de que la
fibra forme una curva tridimensional. Ademas, en ensayos experimentales [45] se reportan valores de

desviacion de fibras mayores a los que se evaluaron mediante modelos predictivos [46]. Surgen
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entonces los interrogantes: ¢Se modifican las cargas de micropandeo al considerar a la fibra formando

una curva tridimensional? ;Cémo se modifica el fenébmeno de micropandeo cuando el desalineamiento

es tan grande como el reportado en ensayos experimentales? ;Como intervienen las demés variables

ante estas situaciones?

1.3.

1.4.

Objetivos

El objetivo general de esta tesis es:

Explicar el comportamiento mecanico de materiales compuestos de matriz polimérica
reforzados con fibras a partir de los detalles de su microestructura mediante técnicas

computacionales.

Los objetivos especificos de esta tesis son:

Establecer una relacion entre las variables de la implementacion computacional, como
fuerzas y desplazamientos, y las variables macroscopicas en el contexto de la

micromecanica computacional.

Explicitar la dependencia entre las ecuaciones de las condiciones de borde periédicas de

celdas unitarias en modelos de micromecanica computacional.

Evaluar las propiedades elasticas de compuestos de matriz polimérica reforzados con fibras

de vidrio con dafio en la interfaz fibra-matriz.

Acoplar las escalas microscopica y macroscépica incluyendo el comportamiento elastico

del material compuesto con dafio en la interfaz fibra-matriz.

Evaluar las cargas de micropandeo en compuestos de matriz polimérica reforzados con

fibras de vidrio considerando detalles de la microestructura.

Identificar el papel de cada variable microestructural sobre la tensién de micropandeo.

Alcance

En esta tesis se utiliza el principio de Hill-Mandel ([47] y [48]) para establecer una relacion entre

las variables del modelo micromecéanico y la tensiébn macroscOpica. Para esto se emplea la

micromecanica computacional incluyendo modelos de medios continuos y técnicas computacionales

deterministicas. En los Capitulos 4 y 5 se estudian en detalle materiales compuestos de matriz epoxi
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reforzados con fibras de vidrio (GFRP, por sus siglas en inglés). La microestructura analizada en el
Capitulo 5 es aquella obtenida después del proceso de fabricacion del compuesto y de curado de la
matriz polimérica y, en el Capitulo 4 se utiliza la microestructura resultante de un proceso de
envejecimiento por temperatura y humedad. La metodologia empleada en esta tesis, Ilamada
Micromecéanica Computacional, pertenece a las técnicas de homogeneizacion denominadas de primer
orden, en las que la informacion proveniente del nivel macroscopico incluye solo al tensor de
deformaciones (finitas o infinitesimales) despreciando el gradiente de dicho tensor [49], en contraste a
las teorias de homogeneizacion de orden superior ([50], [51] y [52]).

1.5. Contenido de esta tesis

Se dedica el Capitulo 2 al andlisis de los modelos y técnicas existentes en la literatura sobre
micromecanica computacional. Se describen los procedimientos y conceptos generales de dicha técnica
en el contexto de la teoria de homogeneizacion. En la Seccion 2.4 se presentan y discuten los
procedimientos disponibles en la literatura para el calculo de las tensiones macroscopicas en modelos

de micromecéanica computacional.

El Capitulo 3 esta dedicado al desarrollo de una nueva metodologia de post-proceso para el calculo
de tensiones macroscépicas bajo deformaciones finitas (MPP-DF) en modelos de micromecéanica
computacional. En esta parte de la tesis se obtienen las ecuaciones para el calculo de la tension
macroscopica a partir de principios fundamentales de la teoria de homogeneizacion. Para el desarrollo
de estas ecuaciones es vital contar con la implementacién de las condiciones de borde del dominio
microestructural, o celda unitaria (CU), expresadas en términos de nodos de control. En el Apéndice A
se explica la implementacion de las condiciones de borde periddicas para celdas unitarias con forma de
prisma y de octaedro truncado utilizando nodos de control y la técnica llamada restricciones
multipunto. Se comparan los resultados de la MPP-DF en diversos problemas con los resultados de

modelos numéricos y analiticos reportados en la literatura.

En el Capitulo 4 se evalian las propiedades elasticas de materiales compuestos de matriz
polimérica reforzados con fibras largas con dafio en la interfaz fibra-matriz. En este capitulo se
presentan las CU tridimensionales y la metodologia de célculo empleadas. Se muestran y discuten los
valores calculados de las propiedades elasticas de un material ortétropo equivalente. Los resultados

logrados mediante micromecénica computacional se expresan en forma de expresiones analiticas,
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detalladas en el Apéndice B, para las propiedades elasticas de un FRP con dafio usando el método de
los minimos cuadrados. Finalmente, el acoplamiento de las escalas microscdpica y macroscopica se
logra a través de la utilizacion de las ecuaciones obtenidas en un modelo de elementos finitos de una

placa laminada de FRP con dafio en diferentes regiones de la misma.

En el Capitulo 5 se aborda el problema del micropandeo en compuestos reforzados con fibras
sometidos a cargas de compresion en la direccion de la fibra utilizando la micromecanica
computacional. Se detallan las caracteristicas de la CU curva tridimensional empleada en este capitulo
y se muestra que la metodologia desarrollada en el Capitulo 3 también es aplicable a este tipo de
problemas. Se presenta un estudio paramétrico sobre la tension de micropandeo incluyendo variables
tales como fraccion de volumen de fibra, angulo de desalineamiento de fibras, tension de fluencia de la
matriz polimérica, ordenamiento de fibras; también se modifican caracteristicas tales como el tipo de
ondulacién de fibras (bidimensional y tridimensional) y el tipo de estado de carga de compresion
(tension uniaxial y deformacion uniaxial). Se comparan los resultados obtenidos en este capitulo con
los resultados de modelos disponibles en la literatura logrando, ademas, la identificacion de la
importancia de cada variable en la carga de micropandeo de fibras.

Las conclusiones obtenidas de esta tesis se exponen en el Capitulo 6. Por Gltimo, se enumeran los

aportes originales y las lineas propuestas de futuras investigaciones.



Capitulo 2

Aspectos fundamentales de la micromecanica
computacional

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan y analizan los conceptos fundamentales de la micromecéanica
computacional, técnica de homogeneizacion utilizada a lo largo de esta tesis, partiendo desde las
consideraciones generales en la Seccién 2.2, hasta las condiciones de borde empleadas en el problema
de valores de frontera del elemento de volumen representativo (EVR) en la Seccion 2.3. La Seccion 2.4
se dedica a la revision y discusion de las metodologias para el calculo de tensiones macroscopicas
reportadas en la literatura. Se hace énfasis en esta Gltima seccion ya que la tematica tratada en la misma

esta intimamente vinculada con el primer objetivo especifico, establecido en la Seccion 1.3.

2.2. Consideraciones generales

La teoria de homogeneizacién tiene por objetivo conocer el comportamiento macroscopico de un
material, considerado heterogéneo en alguna escala de analisis, teniendo en cuenta el comportamiento
de cada constituyente y su ordenamiento geométrico. Considérese el problema de una estructura
construida de un material heterogéneo y solicitado a ciertas cargas. Para resolverlo se podria utilizar
una técnica numérica para discretizar toda la geometria incluyendo detalles microestructurales en un
Unico modelo; en la literatura esto se denomina analisis numérico directo (DNA por sus siglas en
inglés). Sin embargo, este enfoque tiene algunos inconvenientes. Por un lado, las capacidades actuales
de hardware y software restringen este tipo de analisis debido a: (i) la dificultad para representar a la
vez la geometria de la microestructura y la pieza; (ii) el tiempo y recursos computacionales requeridos
cuando el problema es no lineal. Por otro lado, si fuese resuelto tal modelo no seria sencillo interpretar
la gran cantidad de informacion en los resultados [3]. Es asi que surge la idea de separar el problema
segun las escalas de analisis (0 niveles de analisis): en la escala microscépica se representa el

comportamiento y la geometria de los constituyentes y en la escala macroscépica se representa la
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estructura y las cargas. En general, se aplica la hipdtesis de medio continuo a nivel de la escala
microscopica de forma tal que el material de las fibras de un compuesto y el de su matriz son

considerados mediante la teoria de solidos continuos.

Dentro de la teoria de homogeneizacion se puede identificar, al menos, tres enfoques: (i) la
homogeneizacion analitica o matematica, (ii) la homogeneizacion numérica, también denominada
micromecanica computacional, y (iii) la homogeneizacién computacional [20]. En esta clasificacion, el
primer enfoque tiene el menor costo computacional mientras que los demas enfoques involucran
mayores recursos computacionales. La homogeneizacion analitica esta usualmente limitada a
geometrias simples, modelos sencillos. Numerosos ejemplos de este enfoque se pueden encontrar en el
libro de Nemat-Nasser y Hori [47]. En la literatura se encuentran los modelos mas sencillos, como la
regla de las mezclas, hasta llegar a los modelos mas complejos, tales como las cotas (limites) de orden
superior para constantes elasticas disponibles en Torquato [53]. Los resultados de este tipo de
homogeneizacion suelen servir como referencia para evaluar los resultados de las técnicas mas costosas
en términos de recursos computacionales. En el otro extremo de la clasificacion antes mencionada se
encuentra la homogeneizacién computacional en la que se discretizan los dominios de ambas escalas
microscdpica y macroscopica. En este enfoque se resuelven los problemas de valores de frontera de las
dos escalas en forma simultanea. Un importante caso particular de modelos de homogeneizacion
computacional es el denominado FEM?, descrito en [46], en el que se emplea el método de elementos
finitos en ambas escalas. La ventaja principal de la homogeneizacién computacional es que permite
tener en cuenta la evolucién de la microestructura durante el proceso de carga y la influencia de estos
cambios en los resultados del nivel estructural. Este enfoque, el mas costoso de los tres en términos de

recursos computacionales requeridos, también se denomina analisis multiescala.

A lo largo de esta tesis se utiliza el enfoque llamado micromecanica computacional. En esta
técnica, en primer lugar se obtiene el comportamiento del material mediante la simulacion explicita de
la microestructura y, en segundo lugar, se realiza la simulacion de la estructura en el nivel
macroscopico. La micromecanica computacional puede tener como objetivo la obtencién del
comportamiento macroscopico del material heterogéneo, funcionando como un modelo constitutivo.
Pero también se pueden emplear para obtener los mecanismos de deformacion en el nivel microscépico

con el fin de mejorar la comprension del fenémeno analizado.
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En la micromecanica computacional se pueden identificar al menos dos etapas. La primera es la
resolucion del problema de valores de frontera mediante una técnica numérica tal como el método de
elementos finitos. La segunda etapa es el post-proceso donde, a partir de los resultados obtenidos en la
escala microscopica se calculan los valores buscados en la escala macroscopica, tales como tensiones
macroscépicas. Dado que esta Ultima etapa es de mayor interés en esta tesis, se dedica la Seccion 2.4 a

la revision y analisis de las diferentes formas de post-proceso reportadas en la literatura.

Los ingredientes basicos para la teoria de homogeneizacién, para cualquiera de los enfoques antes
mencionados, fueron listados por Nguyen et al. [20] y pueden identificarse en la mayoria de los
trabajos relativos a dicha teoria. Entre los ingredientes necesarios se puede nombrar a los siguientes: el
elemento de volumen representativo, el principio de separacion de escalas, los teoremas de
deformacién promedio, el principio de Hill-Mandel, las condiciones de borde, la obtencion de
tensiones o propiedades constitutivas macroscépicas y el comportamiento de los constituyentes
microscopicos. A continuacién se da una breve descripcion de cada uno de ellos. Las condiciones de

borde se detallan en la Seccion 2.3.

El EVR es una porcién del material bajo estudio que incluye la informacion de la microestructura
de dicho material. En el caso de los compuestos de matriz polimérica reforzados con fibras, tal
informacién incluye la geometria del material de refuerzo, el comportamiento mecanico de los
constituyentes, la presencia de defectos, poros y fisuras, etc. (ver Figura 2.1). EI EVR puede ser
construido a partir de un relevamiento experimental mediante técnicas de tratamientos de imagenes
(ver, por ejemplo, [6] y [54]), como asi también en forma sintética a través de programas

computacionales controlando algunos parametros de la geometria [55].

Borde de EVR

Fisura

Figura 2.1: Ejemplo de elemento de volumen representativo con detalles de la microestructura.
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Un EVR esté asociado a un punto del dominio de la escala macroscépica; en un modelo FEM? el
EVR estard asociado a un punto de integracién de Gauss. En el caso de materiales compuestos
reforzados, la cantidad de particulas o fibras originan dominios microestructurales denominados celdas
unitarias y celdas multiparticula [21]. La definicion adecuada del tamafio de dicho dominio
microscopico ha sido objeto de estudio a lo largo de los afios y se ha mostrado que depende del
fendmeno representado, de la propiedad analizada, de las condiciones de carga, de las condiciones de
borde impuestas y de la localizacion de bandas de deformaciones, entre otros. En algunos casos, el
comportamiento macroscépico del material puede calcularse como el promedio del comportamiento de
varias celdas multiparticula; esto suele aplicarse en microestructuras con ordenamiento aleatorio de
inclusiones. En este caso, el concepto de EVR es mas amplio y estd compuesto por varias celdas
multiparticula. Por otro lado, en modelos simplificados, se suelen emplear celdas unitarias para
representar el comportamiento macroscopico a las que, frecuentemente, se le aplican condiciones de

borde periddicas.

Otra cuestion importante en la teoria de homogeneizacion es el principio de separacion de escalas;
mediante este principio se supone que el EVR utilizado es suficientemente pequefio como para que las
variaciones a lo largo de la escala microscopica de las cantidades macroscopicas, tension y
deformacién, puedan ser consideradas despreciables. Ademas, debido a esta separacion, se desprecian
los efectos de las fuerzas de inercia y fuerzas de cuerpo dado que no producen grandes cambios en los

resultados a nivel microscépico y macroscopico.

El teorema de deformacion promedio establece, para pequefias deformaciones, la relacion entre la

deformacion en la escala microscépica &;" y la deformacién en la escala macroscopica &;
1
_ = m
& Y J.gij dv (2.1)
v

donde V es el volumen del EVR. Para grandes deformaciones se utilizan otras medidas de deformacion,
pero tienen una estructura similar. La ecuacion (2.1) provee una de las vinculaciones entre las dos

escalas.

El principio de Hill-Mandel establece que la potencia mecéanica desarrollada en un instante de

tiempo dado durante el proceso de deformacion en el EVR, debe ser igual a la potencia mecéanica
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desarrollada en el punto del dominio de la escala macroscépica asociado ([47] y [48]). Tal igualdad se
puede expresar de varias formas; una de ellas, valida para casos de grandes deformaciones, se utiliza en
el Capitulo 3. En algunos modelos, utilizando el principio de Hill-Mandel y condiciones de borde que
cumplan con el teorema de la deformacion promedio, se puede obtener la forma de la ecuacion para el
célculo de la tensidn asociada (ver ecuacion (3) en [20]). Por ejemplo, para pequefias deformaciones la
tension en la escala macroscopica o Se expresa a partir de la tension en la escala microscopica o™

como

I
Oj :\7_[0“' dv (2.2)

v

En algunos modelos de homogeneizacion reportados en la literatura, la mayoria de los
componentes de la teoria surgen de asunciones independientes entre si. Sin embargo, existen trabajos
donde se suponen algunos de los ingredientes y los demas son obtenidos a partir de ellos y de los
principios fundamentales. Por ejemplo, en el procedimiento utilizado en [50], denominado por los
autores Method of Multiscale Virtual Power, se adopta el comportamiento cinematico del material de
las escalas microscopica y macroscopica, y también el vinculo cinematico entre ellas. Luego, es posible
identificar las cantidades energéticamente conjugadas (tensiones y otras cantidades conjugadas tales
como fuerzas), obtener la definicion del problema de equilibrio microscépico a resolver y hallar las
ecuaciones de homogeneizacion para el calculo de tensiones macroscopicas. Esta técnica tiene la

importante ventaja de generar modelos consistentes.

Finalmente, el comportamiento mecanico de los constituyentes del material es de gran importancia
en un modelo de homogeneizacién. El enfoque mas sencillo es suponer que el comportamiento en la
escala microscopica de un constituyente es idéntico al que presentaria un material de una probeta en la
escala macroscépica. Sin embargo, en la mayoria de los casos es dificil conseguir una probeta
construida de un Unico material. En estos casos se utilizan andlisis inversos para determinar el
comportamiento de un material en la escala microscopica a través del conocimiento del
comportamiento del material en la escala macroscopica. En otros casos, para predecir el
comportamiento de dicho material, se utilizan ensayos experimentales y técnicas numéricas
desarrolladas para tal fin; como por ejemplo, la utilizacién de indentaciones micrométricas y

nanomeétricas en el trabajo de Fernandino et al. [6].
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2.3. Condiciones de borde

Existen diversas condiciones de borde que se pueden imponer al EVR o a la CU. Entre las
condiciones de borde mas utilizadas en la literatura se pueden nombrar las siguientes: de
desplazamiento lineales (DL), traccion uniforme (TU), periddicas (CBP) y de minima restriccion
cineméatica (MRC) [56]. Aunque son menos utilizadas, en la literatura se reportan las llamadas
condiciones de borde mixtas en las cuales hay especificacion tanto de desplazamientos como de
vectores traccion [57].

Las dos primeras condiciones, DL y TU, son de las més féciles de implementar en un cédigo de

elementos finitos tradicional. Basicamente, las condiciones de desplazamiento lineal, DL, implican que

el desplazamiento u, ubicado en la coordenada X en el borde del EVR 6V , cumpla la ecuacién

uX)=¢X (2.3)

donde € es el tensor de deformaciones macroscopicas. Su implementacion en un programa de
elementos finitos es trivial, ya que a cada punto del borde se le debe imponer dicho desplazamiento.

Las condiciones TU exigen que el vector traccion t cumpla con la ecuacién

t(X) =o n(X) (2.4)

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy macroscépico y n(X) es la normal saliente a la superficie
del borde del EVR. En el método de elementos finitos la implementacion de las condiciones de borde
TU es directa. Para algunas microestructuras, las condiciones DL y TU proveen el limite superior e
inferior para las propiedades macroscopicas. Sin embargo, dichas condiciones generan un
comportamiento que puede estar alejado del comportamiento real del material, tanto a nivel
microscopico como macroscopico. Por ejemplo, las condiciones de borde DL exigen que los bordes
rectos permanezcan rectos durante la deformacion, haciendo que el comportamiento macroscopico

estimado mediante ciertas condiciones se aleje del resultado real.

Por otro lado, las condiciones de borde periddicas (CBP) tienen como fin poder predecir el
comportamiento de un arreglo infinito de celdas iguales, ya sean unitarias o multiparticula, mediante el

uso de una Unica celda. Este arreglo infinito de celdas se denomina microestructura periédica. Ademas
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las restricciones impuestas al EVR no son tan severas como en los casos de las condiciones de borde
DL y TU. Las condiciones de borde periddicas se detallan en la Seccion 3.3 del siguiente capitulo, ya

gue son utilizadas en los modelos de esta tesis.

Las condiciones de borde periddicas, implementadas en su forma usual, requieren que la
discretizacion del EVR se realice de manera tal que los nodos situados en los bordes ocupen posiciones
especificas, tales mallas se denominan mallas periddicas. En general, en geometrias microestructurales
sencillas tales como fibras o particulas, es facil obtener mallas de elementos finitos que cumplan con
dicha condicion. Sin embargo, en los casos en los que la geometria es compleja, como por ejemplo en
estructuras granulares o en aleaciones con varias fases y distribucion espacial aleatoria, conseguir una
malla periddica suele ser el problema mas dificil de resolver. Este inconveniente fue abordado en la
literatura mediante técnicas en las cuales las condiciones de borde periddicas se expresan en forma
débil ya sea a través de aproximaciones mediante polinomios [58], combinaciones lineales de
funciones de forma [59], una formulacidn variacional mixta con discretizacién del vector traccion en el
borde de la celda [60], restricciones entre superficies de los bordes de la celda [61] y [62], restricciones

lineales multipunto entre superficies adicionales y el borde del EVR [63], entre otros (ver por ejemplo,

[64]).

Existen estudios sobre las constantes elasticas de un compuesto heterogéneo con EVR de distintos
tamafios y condiciones de borde DL, TU y CBP [65]. Analizando diferentes compuestos con
ordenamiento de constituyentes aleatorio, se concluyé que los valores de propiedades elasticas y
energia elastica obtenidos utilizando CBP resultaron comprendidos entre los obtenidos con las

condiciones de borde de DL y TU.

Otras condiciones de borde son las de MRC. Estas condiciones se expresan en forma de integrales
de contorno, en lugar de hacerlo punto por punto como en el caso de las condiciones de borde antes
mencionadas. De esta manera se puede prescindir de una malla periddica u otros requerimientos para la
malla del EVR. Dado un tensor de deformaciones infinitesimales macroscopicos, &;, las condiciones de

borde de MRC se pueden expresar como

1
& = [ wn;+ujn)ds (2.5)

j
v



16 2 - Aspectos fundamentales de la micromecanica computacional

Algunos autores argumentan que, para condiciones de carga de corte, las CBP imponen una restriccion
gue muestra al material mas rigido de lo que realmente es. Para microestructuras granulares se han
reportado diferencias en el mddulo de corte del orden del 6 a 7% entre las CBP y las MRC [56]. Sin

embargo, tales diferencias pueden ser consideradas, en muchos casos, despreciables.

2.4. Post-procesos para calculo de tensiones macroscopicas

Como ya se comentd en la Seccion 2.2, el post-proceso de un problema de micromecanica
computacional es la etapa en la cual, a partir de los resultados numéricos del problema de valores de
frontera microestructural, se calculan las cantidades macroscopicas tales como los tensores de
tensiones y de deformaciones, en los casos de problemas gobernados por deformacion o tension,
respectivamente. Eventualmente, se suelen utilizar estos tensores para obtener propiedades del material
de interés, utilizando las relaciones constitutivas asociadas a la escala macroscopica. A continuacién se
revisan y analizan las metodologias de céalculo de tensiones macroscdpicas mas relevantes para el

propésito de esta tesis.

El tensor de tensiones de Cauchy macroscépico [47], o, para pequefias deformaciones, se puede

expresar como

(2.6)

donde ™ es el tensor de tensiones de Cauchy en la escala microscopica, y V es el volumen del EVR.
Para grandes deformaciones la expresion de la tension macroscépica es similar en la que el dominio de
integracion y el volumen corresponden a la configuracion actual o deformada [48]. A partir la

expresion (2.6) se pueden derivar distintas formas de evaluar la tensién macroscopica.

En el contexto de las pequefias deformaciones y dado un EVR en el que, por medio del método de
los elementos finitos, se han calculado las tensiones en los puntos de Gauss, es posible calcular la

tension efectiva por medio de una cuadratura de Gauss-Legendre:
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donde &‘ij es la componente ij del tensor de tensiones de Cauchy en el punto de Gauss k en la malla de
elementos finitos con la que se discretiza el EVR; V, es el peso de integracién (en términos del
volumen asociado al punto de Gauss k) para una malla con N puntos de Gauss. La implementacion de
esta ecuacion se puede ver en Barbero [66], Barbero et al. [67] y en Caporale et al. [68]. Abadi [69]

implementd una ecuacién similar a (2.7) pero valida para deformaciones finitas:

Via (2.8)

donde v es el peso de integracion en términos del volumen asociado al punto de Gauss k, pero en este

caso correspondiente a la configuracion deformada.
La integral de volumen de la expresion (2.6) puede transformarse en una integral de superficie
mediante el teorema de Gauss resultando

6= jX@tdS (2.9)
ov

L
v

donde OV es el contorno del EVR, X es la coordenada de un punto en 6V , t es el vector traccion que
actla en el mismo punto de AV , y las componentes cartesianas del producto tensorial entre los

vectores X y t se expresan como

[X@t]ij =Xt (2.10)

donde X; y t; son las componentes cartesianas de X y t. Se puede implementar una aproximacion de la
ecuacion (2.9) con una cuadratura sobre la superficie del borde ([68], [70]). Tanto la integracion
numeérica en el volumen, ecuacion (2.6), como la integracion numérica en la superficie, ecuacion (2.9),
pueden utilizarse en problemas que involucran fisuras en el EVR y en problemas bajo deformaciones

finitas.

Zahr-Vifiuela y Pérez-Castellanos [21] implementaron dos procesos de homogeneizacion para el

calculo de la tension macroscopica en problemas bajo deformaciones finitas, llamados por los autores
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“medida exterior” y “medida interior”. Las metodologias fueron aplicadas al célculo de tensiones en
compuestos de matriz metalica reforzados con particulas. En [21] la implementacién de las condiciones
de borde fue realizada mediante el uso de nodos de control, es decir, nodos adicionales que sirven para

aplicar las deformaciones al EVR. En la “medida exterior” se calcula la tensiéon macroscopica COmo

f ...
1 Sl I=]
H(L0+ckk)
k#i
O = f, (2.11)
— Si Q%]
[T(L+cw)
k#j

donde L, es la longitud de la arista del EVR con forma de paralelepipedo rectangular en la
configuracion de referencia y c;; es el desplazamiento del nodo de control i en la direccion j; fij es la
fuerza de reaccion en el nodo de control i en la direccion j. De esta forma, el denominador en la
ecuacién (2.11) es el area transversal en la configuracion actual. Esta técnica para calcular la tension
macroscopica resulta menos dependiente de la cantidad de elementos del EVR al utilizar la fuerza en el
nodo de control sin realizar integracion como en las ecuaciones (2.7) y (2.8). Un procedimiento similar
fue utilizado por Bonora y Ruggiero para compuestos de matriz metalica en [71] y [72] y para funcion
nodular ferritica en [73], donde se obtiene una fuerza como un promedio de las fuerzas del borde del
EVR y luego se obtiene la tension usando el area correspondiente del EVR. A pesar de que esta
metodologia podria aplicarse para EVR con fisuras internas, no ha sido empleada en tales problemas.
Por otro lado, Zahr-Vifiuela y Pérez-Castellanos [21] se concentran en EVR con forma de

paralelepipedo rectangular, lo cual genera una limitacion si interesa considerar otra forma para el EVR.

El procedimiento Ilamado “medida interior”, presentado en [21], es la aproximacién de la integral
(2.6) mediante la ecuacion (2.8) que es adecuado para EVR con grandes deformaciones, al igual que

las implementaciones de Guo et al. [70] y Abadi [69], entre otros.

En el trabajo de Li y Wongsto [74], se define una metodologia para calcular la tension
macroscopica mediante una Unica ecuacion obtenida a partir de la equivalencia energética entre la
escala microscépica y la macroscépica (principio de Hill-Mandel, ver Nemat-Nasser y Hori [47]) que

no requiere de integracion numérica. Li y Wongsto [74] aplican la metodologia a problemas de



2.4 - Post-procesos para calculo de tensiones macroscopicas 19

compuestos reforzados con particulas, usando diversos EVR con formas que permiten modelar
distintos empaquetamientos de las particulas de refuerzo. Sun y Vaidya [75] habian presentado una
idea similar pero no se aplicé a EVR con formas complejas. A pesar de que en las Referencias [74] y
[75] se evita el calculo de una integracion, tanto Li y Wongsto como Sun y Vaidya expresan sus

formulaciones en deformaciones infinitesimales.

Algunas técnicas han logrado unir las etapas de solucion del EVR y post-proceso en una Unica
etapa de solucion [76] y [49]. El llamado “método de los grados de libertad macroscopicos” fue
presentado en [76] y empleado en [77] y [78] para compuestos reforzados con particulas, en [79] para
esponjas metélicas solidificadas, entre otros. En este método se agregan nodos adicionales a la
conectividad de cada elemento finito de la microestructura y, luego, al grado de libertad de dicho nodo
se le asigna la deformacion macroscépica. De esta manera en el nivel ensamblado del vector de fuerzas
aparecera la tensién macroscopica. Esta metodologia evita el calculo de la tension por integracion
numérica ya que, al resolver el problema de valores de frontera en el nivel microscdpico, se obtienen
las tensiones macroscopicas como reaccion a la deformacion impuesta. La desventaja de aplicar este

método reside en que se requiere modificar el elemento finito agregando un nodo a su formulacion.

Mas recientemente, van Dijk [49] ha presentado una formulacién e implementacion para un
problema de homogeneizacion computacional que emplea el método de los multiplicadores de
Lagrange en la implementacion de las condiciones de borde periédicas para imponer las
deformaciones. Las tensiones macroscopicas surgen naturalmente como reacciones a las deformaciones
aplicadas, de manera similar a la metodologia presentada en [76]. La formulacion permite tratar
problemas gobernados por tension o por deformacién. En la formulacion se utilizan los tensores de
deformacion de Green-Lagrange y el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. Se debe resaltar
que esta metodologia evita la evaluacion de una integral pero, por otro lado, esta limitada a condiciones

de borde periddicas y a una implementacion particular mediante multiplicadores de Lagrange.

Por altimo, en [50] se han utilizado multiplicadores de Lagrange para expresar la equivalencia
energética, lo que ha revelado la naturaleza reactiva de las tensiones macroscopicas en respuesta a las
restricciones cinematicas impuestas en dicho problema. Este aspecto reactivo de las tensiones
macroscopicas se puede identificar también en los trabajos de Michel et al. [76] y van Dijk [49] ya que
en estas Gltimas formulaciones las que las tensiones macroscépicas son obtenidas en conjunto con la
solucion del EVR.






Capitulo 3

Calculo de tensiones macroscopicas

3.1. Introduccion

En la micromecanica computacional, los valores de las tensiones macroscopicas se pueden evaluar
en un proceso de célculo, denominado post-proceso, que se realiza después de resolver el problema de
valores de frontera en el EVR. En general, esta evaluacion se lleva a cabo por medio de una integracion
numérica realizada ya sea en el contorno o en el volumen del EVR. Existen trabajos en la literatura,
revisados en la Seccion 2.4, que proponen metodologias mas sencillas para realizar el célculo de
tensiones. En este capitulo se presenta una metodologia de post-proceso para el calculo de las tensiones
en el nivel macroscopico de un problema de micromecéanica computacional. Partiendo de principios
fundamentales se establece su campo de aplicacién. Aun cuando el ahorro de tiempo y recursos
computacionales pueda no resultar relevante con respecto al tiempo requerido para la solucién del
problema de valores de frontera del EVR, esta metodologia evita la implementacion y el célculo de una
integral numérica. Ademas, esta metodologia tiene un amplio rango de aplicacién, siendo valida para
problemas cuasi-estaticos con plasticidad o hiperelasticidad, problemas de EVR con fisuras internas
gue entran en contacto, problemas con no linealidades geométricas e incluso en CU de formas
complejas. Finalmente, se verifica el desempefio de la metodologia comparando los resultados
numéricos de la misma con resultados disponibles en la literatura, tanto numéricos como analiticos. La

metodologia desarrollada en este capitulo ha sido publicada en [80].

En la Seccion 3.2 se presenta la geometria de las celdas unitarias empleadas en este y en los
capitulos siguientes. En La Seccion 3.3 se detallan las condiciones de borde periddicas utilizadas para
todos los modelos de esta tesis. La formulacion de la metodologia presentada en este capitulo es
desarrollada en la Seccién 3.4. Finalmente, en las Secciones 3.5 y 3.6 se presentan los casos numericos

considerados para verificar dicha metodologia.

21
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3.2. Geometria de celdas unitarias

En esta tesis se utilizan dos tipos de CU tridimensionales: el prisma con base en forma de
paralelogramo de lados iguales y el octaedro truncado (Figura 3.1). El octaedro truncado ha sido
empleado en la literatura para representar una gran variedad de materiales entre los que se puede
mencionar los materiales compuestos reforzados con particulas [74], las estructuras cristalinas [81] y
los materiales de células abiertas tales como esponjas metalicas [82]. En esta tesis, ambas formas de
CU se utilizan para representar un material compuesto reforzado con fibras unidireccionales en el que

la fibra se ubica en la direccién 1 segun puede verse en la Figura 3.1.

Para modelar la microestructura en un material periddico es posible emplear el concepto de vector
de periodicidad (Oller et al. [83]). En este trabajo se utilizaron tres vectores de periodicidad para cada
CU, como se muestra en la Figura 3.1; para la CU prismatica se tiene

P =11
P,=2bj (3.1)
P, =2bcos(8)j+ 2bsin(8)k

donde Is es la longitud de la fibra, mientras que las cantidades 8y b se muestran en la Figura 3.2 y se

relacionan con la fraccién de volumen de fibra V¢ por medio de la expresion

’ T

donde Ry es el radio de la fibra. EI &ngulo 8toma valores de 60° para la configuracion hexagonal (HXx) y
de 90° para la configuracion cuadrada (Sq). Los vectores de periodicidad utilizados para el octaedro

truncado son

P=Ii
|
P2=—fi+|f\Fj+£|f k (3.3)
3 37 3
2\2

P=21 i+2Y40 k
3 3f 3 f
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donde la longitud de la fibra I; es obtenida a partir de la expresion
(3.4)

f J3
I. =+61; con |I. =R JN2
f \Fe e f 8Vf

siendo |, la longitud de arista del octaedro truncado (Figura 3.2b).

-
-
-4

(b)

(@)

Figura 3.1: Vectores de Periodicidad en cedas unitarias de un compuesto reforzado con fibras: (a) Prisma; (b) Octaedro
truncado.

b ol

2b
‘ /

(@) (b)

Figura 3.2: Vista frontal de las celdas unitarias utilizadas: (a) Prisma; (b) Octaedro truncado.

3.3. Condiciones de borde periddicas
Las condiciones de borde periodicas (CBP) utilizadas en la micromecénica computacional para

deformaciones finitas han sido ampliamente tratadas en la literatura (ver por ejemplo [69] y [84]). A

continuacion se describen las CBP y la forma de implementacion llevada a cabo en esta tesis.
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Siguiendo la nomenclatura adoptada por Zhar-Vifiuela y Pérez-Castellanos [21], dos puntos en una
microestructura periddica son llamados “puntos correspondientes” si la posicion de uno de ellos puede
ser obtenida como la suma de la posicion del otro méas una combinacién lineal de vectores de
periodicidad siendo los coeficientes de dicha combinacion nimeros enteros. Para ilustrar el concepto
en la Figura 3.3 se muestran los vectores de periodicidad P; y P, y los pares de puntos
correspondientes: (Co; C1), (Co; Co) Y (Co; Cy).

Figura 3.3: Ejemplo de puntos correspondientes en un material periddico.

Las condiciones de borde son relaciones que involucran fuerzas y desplazamientos en el borde de
la CU [84]. Si los vectores traccion en un punto del borde y su correspondiente son t* y t
respectivamente, entonces la siguiente condicion debe ser satisfecha en todos los pares de puntos

correspondientes del contorno de la CU
t=—t (3.5)

La condicién (3.5) se denomina anti periédica. Suponiendo que las posiciones, en la configuracion
deformada, de los puntos del borde son x* y las de sus puntos correspondientes X, entonces la
condicién

+ - _ + oy
aplica a todos los puntos del borde [84], donde X" y X son las posiciones de los puntos en la

configuracion de referencia. En la ecuacion (3.6), F es el gradiente de deformacion macroscopica que

se desea imponer en la CU. A continuacion, la ecuacidon (3.6) se expresa en funcion de los
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desplazamientos de los nodos del borde para asi poder implementarla en el codigo comercial ABAQUS
[85] mediante el comando *EQUATION. Sabiendo que

F=VU+I (3.7)

donde VU es el gradiente de desplazamiento macroscopico en la configuracion de referencia, | es el

tensor identidad y las componentes del operador V son
o)

se puede expresar la ecuacion (3.6) como

X=X =VUX = X)+ X =X (3.9)

y, teniendo en cuenta que el desplazamiento de un punto se puede obtener como la diferencia de la

coordenada actual menos la de referencia, se puede expresar

u'—u =VUP, (3.10)

donde P, es un vector de periodicidad (0 una combinacion lineal de ellos) que satisface la condicion

—_— + -
P,=X"-X (3.11)

Para una CU modelada con elementos finitos solo es necesario especificar las condiciones (3.10)
para los desplazamientos. Las condiciones anti periodicas (3.5) para las fuerzas de borde son
automaticamente satisfechas ya que se usa una formulacién variacional basada en desplazamientos,

como explican Li y Wongsto [74] y Caporale et al. [68].

En esta tesis las condiciones (3.10) fueron implementadas por medio de restricciones multipuntos

lineales. Basicamente, siguiendo (3.10), debe cumplirse la ecuacion escalar siguiente
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ui+_ui__ivvilpvx_ivvizR/y_iW3P :O (312)
a, (04

1" vz
u u

parai=1, 2, 3, donde w;l son las componentes de desplazamientos en la direccion i del nodo adicional
J que ha sido incluido como nodo de control. Se utilizan tres nodos de control y se asigna una
condicion de borde a cada uno de ellos en términos de las componentes macroscopicas del gradiente de
desplazamiento a imponer a la CU
w' =a,[VU], (3.13)

La ecuaciones (3.12) y (3.13) incluyen un factor ¢, con unidades de longitud para homogeneizar
unidades. Las ecuaciones (3.10) son, entonces, implementadas por medio de la ecuacion (3.12) y las
condiciones de borde (3.13). Estas ecuaciones son validas para cualquier forma de EVR o UC. Los
detalles de la implementacion en ABAQUS usando el comando *EQUATION se presentan en el
Apéndice A.

Cuando se aplican las condiciones de periodicidad mediante las ecuaciones (3.12) y (3.13), se
tienen tres nodos de control a los que se les puede imponer desplazamientos, a partir de un cierto
gradiente de deformacion F macroscopico adoptado. Por lo tanto, en los nodos de control donde se
especifique un desplazamiento apareceran fuerzas de reaccion como resultado del modelo de elementos
finitos. Estas fuerzas y desplazamientos en los nodos de control son utilizados en el post-proceso de

homogeneizacién presentado en esta tesis, cuyas ecuaciones se obtienen en la siguiente seccion.

3.4.  Formulacion de la metodologia propuesta para el calculo de tensiones

Se considera un material heterogéneo modelado mediante micromecanica computacional con
nodos de control y condiciones de borde periddicas, como se indica en la seccion anterior. Los
materiales de las fases constituyentes podran tener una ley constitutiva arbitraria y la microestructura

podra tener caracteristicas tales como inclusiones, fisuras u otros defectos.

La idea principal de la formulacién de la metodologia de calculo de tensiones macroscopicas que

se propone en esta tesis es utilizar el principio de Hill-Mandel involucrando variables de la
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implementacion computacional tales como fuerzas y desplazamientos en nodos de control. La potencia
en la escala macroscopica se expresa mediante la tension y deformacion en dicha escala, mientras que
la potencia desarrollada en el nivel microscépico se expresa por medio de la fuerza y velocidad en los
nodos de control. A partir de la igualdad de potencias se obtiene una ecuacién para el célculo de la
tension correspondiente a cada estado de deformacion impuesto al EVR.

Bajo un estado de deformacion dado, se induce un campo de tensiones en el EVR. La potencia
interna o la derivada respecto al tiempo del trabajo mecanico interno, identificado como Pint(t), es un
escalar asociado al campo de tension actuando en el EVR en la configuracion de referencia V en un
instante de tiempo t. Siguiendo a Holzapfel [86], Pi(t) esta dado por

P (t)= [P FTaV (3.14)
\

donde P™ es el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y F" es la derivada respecto al tiempo del
gradiente de deformacién F. El supra indice m indica que la cantidad es perteneciente al dominio
microscopico. Piy(t) se expresa en unidades de potencia. EI doble producto punto entre dos tensores de

segundo orden es

A:B= AJ. Bij (3.15)
El primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff satisface la igualdad

P=Jo(F?) (3.16)

donde J = det(F) es el Jacobiano de F. La derivada respecto al tiempo del gradiente de deformacion es

F=V(Vel(Xt)) (3.17)

donde Vel es el vector velocidad escrito en términos de la configuracion de referencia X y para el

tiempo t.

Para un EVR, la condicion de Hill-Mandel puede ser escrita como [48]
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P:ﬁ:\%jpm:#mdv
v (3.18)

donde P™ y P son el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en las escalas microscopica y

macroscépica, respectivamente; F~ y F son las derivadas respecto al tiempo del gradiente de
deformacidn, nuevamente, pertenecientes a las escalas microscépica y macroscopica. Las fuerzas de
volumen y los efectos de inercia no han sido incluidos en este trabajo ya que se considera el principio

de separacion de escalas; estos efectos si se tuvieron en cuenta en el trabajo [87].

Luego, la potencia resulta en

P.(t)=V P:F (3.19)

Para el caso particular de corte simple, en el que se aplica un gradiente de deformacién

1
F(t)=|yt
0 (3.20)
para 0 <t <1 [seg], se tiene
P (t)cone =V oy, 7; (3.21)

Es importante notar que para el caso de corte se debe aplicar un tensor de corte simple en lugar de
uno de corte puro ya que este Ultimo generaria una potencia interna en la que intervendria méas de una

componente de la tension macroscépica.

Para el caso particular de tension uniaxial, se aplica el estiramiento principal A, en la direccion 1y

se calculan 2, y Az para que se cumpla o, = o3 = 0 a través del gradiente de deformacion
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Alt) 0 0
F(t)=| 0 A (t) O
0 0 AW (3.22)

con el estiramiento principal para 0 <t < 1 [seg] expresado como
A (t) =1+(4e -1t (3.23)
donde A+¢ es el estiramiento final aplicado, la potencia se reduce a la expresion

P (t)uniaxial =V 44 (AlF _1)011 (3.24)

nuevamente, a excepcion de V, todas las cantidades son dependientes del tiempo t.

En el caso de deformacion uniaxial, en el que durante el proceso de carga 1, =1y A3=1, la

potencia queda expresada por la expresion
Pint (t)uniaxial =V (//ilF _1) On (325)

Si la variacion de energia cinética en el EVR es nula, entonces se esta frente a un problema cuasi-
estatico, donde las cantidades asociadas pueden adn ser dependientes del tiempo. Luego, la ecuacion de

balance de energia mecanica resulta
P (1) =Py (1) (3.26)

donde P.y(t) es la potencia mecénica externa, o la derivada respecto al tiempo de trabajo mecanico
externo (ver ecuacion 4.102 en Holzapfel [86]), y se define como la potencia desarrollada por las

fuerzas externas en una region de volumen V en un instante t.

En un modelo de elementos finitos de un EVR, con nodos de control, se realiza trabajo externo
solo a través de las fuerzas que actdan en los nodos de control. Por lo tanto, la potencia externa para

cada uno de los casos de carga considerados seré el producto de la fuerza (reaccion) por la velocidad en
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la direccion de la fuerza. Esta forma de expresar la potencia externa es una de las principales
diferencias entre la formulacion presentada en esta tesis y las encontradas en la literatura. Para corte
simple se escribe

Poi (t)corte =Ry, 7 (3.27)

donde Ry, es la fuerza en la direccion 1 actuando en el nodo de control 2; mientras que para el estado

de tension o deformacién uniaxial resulta
Pt (t)uniaxial =o,R, (ﬂ'lF _1) (3.28)

en la cual Ry; es la fuerza en la direccion 1 actuando en el nodo de control 1.

Ahora, considerando el balance de energia (3.26), y las ecuaciones (3.21) y (3.27) para el estado de

corte simple, se obtienen la tension macroscopica de Cauchy o3,

(04
o == Ry (3.29)

Por otro lado, para el estado uniaxial (tension o deformacién), la tension de Cauchy o1, se puede

obtener mediante las ecuaciones (3.24), (3.26) y (3.28), quedando

au Rll
0= (330)
VA,
Es importante recordar que en las ecuaciones (3.29) y (3.30), a excepcion del volumen en la

configuracion de referencia V, todas las cantidades son dependientes del tiempo t.

De esta manera el procedimiento de célculo de las tensiones macroscopicas se resume en: (i) una
vez obtenidos los desplazamientos en el EVR para el tiempo t se calcula la fuerza (Ry; 0 Ryp) en el

nodo de control; (ii) se calculan los estiramientos principales macroscopicos A, y A5 a partir de
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ﬂz(t)=1+a—Wz (3.31)
1 5
%(t)=1+a—ws (3.32)

donde w,” y ws* son los desplazamientos de los nodos de control 2 y 3 en las direcciones 2 y 3,
respectivamente; (iii) se aplica la ecuacion correspondiente, (3.29) o (3.30), para obtener la

componente del tensor de tensiones de Cauchy macroscapico.

Las ecuaciones para el calculo de la tension macroscépica bajo estados de deformacién de corte
simple en una direccion distinta a la de la ecuacién (3.29) se obtienen con un razonamiento similar al

utilizado para dicha ecuacion, resultando en

au
O3 = VR13
(3.33)
_ Ry
Oy Vv

para las componentes de corte; mientras que para las restantes componentes normales se obtiene

_ Ry

Op =
Vi,

AL

O3 =
Va4,

(3.34)

3.5. Resultados para corte simple

Para verificar los resultados de la MPP-DF para corte simple se resuelven distintos casos usando
ABAQUS [85]. Para los casos con materiales incompresibles o material plastico, se emplearon
elementos finitos lineales, disponibles en la libreria de ABAQUS; los andlisis de convergencia fueron
realizados aumentando la densidad de la malla alcanzando, en casos con plasticidad, los 200,000

elementos finitos, aproximadamente.
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3.5.1. Problema en pequefas deformaciones

Como un ejemplo inicial, se resuelve un caso de pequefias deformaciones reportado en la literatura
(ejemplos 6.2 y 6.3 en [66]). EI problema consiste en la evaluacion del médulo de corte axial Gy,, de
un compuesto periddico de matriz polimérica reforzada con fibras de carbono. La CU adoptada por
Barbero [66] es un paralelepipedo rectangular en el cual las fibras tienen una distribucién hexagonal.
Se considera a la matriz y a la fibra como materiales elasticos lineales is6tropos con valores del médulo
de Young para la fibra E™ = 241 GPa, el coeficiente de Poisson v = 0.2, y para la matriz: EV = 3.12

GPa, v™ = 0.38; la fraccion de volumen de fibra es del 40%.

A partir del gradiente de deformacion macroscopica aplicado, el gradiente de desplazamiento

expresado en la configuracién de referencia es (ecuacion 2.45 en [86])

VU=F-I (3.35)

Bajo deformaciones infinitesimales, el gradiente de desplazamiento en la descripcién inicial
(ecuacioén (3.35)) y en la descripcion deformada son aproximadamente iguales. Luego, el tensor de
deformaciones infinitesimales se puede obtener como la parte simétrica del gradiente, ecuacion (3.35)
(ver, por ejemplo [88] , ecuacién 5.6.4)

a=%(VU+VUT) (3.36)

En este ejemplo se aplicé un gradiente de deformacion F del tipo (3.20) con % = 1x10™. Luego, el

tensor de pequefias deformaciones queda

0 5x10° 0
£=|5x10"° 0 0
0 0 0

(3.37)

Finalmente, se realiza el célculo del médulo de corte Gy, por medio del cociente entre la tension de
Cauchy, obtenida por medio de ecuacion (3.29), y la componente correspondiente del tensor de

deformaciones infinitesimales. En la Figura 3.4 se muestra la malla de 15.974 elementos cuadréaticos
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tipo cufia (wedge) y tetraedros. En la Tabla 3.1 se aprecia la buena concordancia entre los resultados de
Barbero [66] y los obtenidos con la presente metodologia utilizando una CU con forma de octaedro
truncado.

Tabla 3.1. Comparacion de médulo de corte G,.

Barbero [66] MPP-DF
Gy, [GPa] 2.579 2.583

Figura 3.4: Malla de octaedro truncado para el caso de pequefias deformaciones.

3.5.2. Comparacion con modelo analitico en deformaciones finitas

Para evaluar la respuesta de la MPP-DF bajo deformaciones finitas de corte se comparan los
resultados obtenidos mediante la metodologia desarrollada en esta tesis con los resultados del modelo
analitico utilizado por Abadi [69] para compuestos de fibra y matriz hiperelasticos del tipo Neo-
Hookeanos incompresibles. La densidad de energia de deformacion W en un material hipereléstico
Neo-Hookeano incompresible se puede expresar como [86]

W(t) =Cy(1,(t)-3) (3.38)

donde Cy, es una constante del material y el primer invariante de deformacion I, es

() =tr[ F(O)'F(t) |

(3.39)
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La traza de un tensor de segundo orden A se define como
tr[A]=A, (3.40)

Cuando el compuesto es sometido a una deformacion de corte simple transversal o axial, la
densidad de energia de deformacion W° en un material compuesto de matriz y fibra hiperelasticos
incompresibles (J=1) se expresa como [69]

WE(t) = Cp (1,(t) -3)

(3.41)
donde la constante material del compuesto Cyo° se obtiene mediante la formula
. (+VF)Cg+(1-VF)Ch
10 — f
(1-Vf)C, +(A+Vf)CP (3.42)

donde Cy"y Cio™ son las contantes materiales de la fibra y la matriz, respectivamente. Para el caso
particular de un compuesto sometido a una deformacion de corte transversal simple, con un gradiente

de deformacién dado por

10 O
F(t)=[0 1 pt
00 1 (3.43)
la densidad de energia de deformacion en el compuesto, ecuacion (3.41), se reduce a
c _C 242
W (t)_Clo )/f t (344)

y, la derivada respecto al tiempo de la densidad de energia resulta

WO _ e

dt (3.45)
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Por otro lado, al expresar la derivada respecto al tiempo de la densidad de energia en funcién de la
tension y de la derivada respecto al tiempo del gradiente de deformacion que actlan se tiene

WO _p.¢

dt (3.46)

que para el caso de deformacion de corte particular y teniendo en cuenta (3.16), se reduce a

dw (t) _

O3+

dt (3.47)

Igualando (3.45) y (3.47) la tensién de Cauchy resulta

023 = 2Cf07/ft (348)

Finalmente, se obtiene la expresion de la tension de Cauchy

c
033 = 2C,,Fy (3.49)
Para comparar resultados numéricos, se considera un compuesto reforzado con fibras en una CU
con un ordenamiento de fibras cuadrado (€ = 90° que puede verse en la Figura 3.2a), constantes
materiales Cyo = 2C1" = 2 MPa y diversos valores de fracciones de volumen de fibra. Se emplearon
mallas con 400 elementos tridimensionales tipo cufia (Figura 3.5). Se impone un gradiente de

deformacion (3.43) y para el calculo de la tension macroscépica se aplica la ecuacion (3.33).

En la Figura 3.6 se contrastan los resultados de la tension de Cauchy macroscopica obtenidos
mediante la metodologia presentada en esta tesis y la ecuacion analitica (3.49) en funcion de la
componente F,; del gradiente de deformacién macroscopico impuesto. Se puede notar que, bajo este
estado de corte transversal simple en grandes deformaciones, la metodologia desarrollada muestra un

muy buen desempefio.
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@ (b)

Figura 3.5: Mallas para ordenamiento de fibra cuadrado Sq y Vs = 30%: (a) configuracion inicial, (b) configuracion
deformada para Fp; = 1.

3500 ;

3000] x MPP-DF
Analitico
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Figura 3.6: Tension de Cauchy en [MPa] para compuesto hiperelastico bajo corte transversal simple: comparacion entre
MPP-DF y modelo analitico.

3.5.3. Comparacion con integracion numérica en deformaciones finitas

La presente metodologia ha sido aplicada a un compuesto reforzado con fibras continuas con
ordenamiento hexagonal utilizando una CU prismatica con € = 60° (Figura 3.2a) y 0.1 <V; <0.67. Se
supone que la fibra y la matriz tienen comportamiento hipereléstico incompresible con modelos Neo-
Hookeano (3.38) y de Ogden (3.50), respectivamente [86]. Para el modelo de Ogden se tiene

W(t):i%[ﬂf“ + 45+ A5 =3

i (3.50)
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donde 4 y a son constantes del material, N es el nUmero de términos del modelo y 4; son los
estiramientos principales del gradiente de deformacion que actta en el material. EI modulo de corte

inicial, 1", del modelo Neo-Hookeano est4 dado por

#y =2C,, (3.51)

mientras que para el material con modelo de Ogden, el modulo de corte inicial del material de la

matriz, 1", es
" N
=1 (3.52)
i=1

Los parametros materiales para el modelo de Ogden se muestran en la Tabla 3.2 mientras que para
el modelo de Neo-Hookeano se tiene C;o = 2112.5 kPa. La relacion entre el médulo inicial de corte de
la fibra y el de la matriz es aproximadamente 4" /145" = 6.8. En la Figura 3.7 se muestran las mallas de

462 elementos finitos lineales tipo cufia para una Vi = 60%.

La deformacién impuesta a la UC es un corte transversal simple, con un gradiente de deformacion
igual al del ejemplo anterior, ecuacion (3.43). Se aplico la ecuacion (3.33) para el célculo de la tensién

de Cauchy.

En la Figura 3.8 se muestran los valores de tensién de Cauchy en funcion de la componente F,; del
gradiente de deformacién impuesto, obtenidos con la MPP-DF y con la integracion numérica (2.8). Los

resultados obtenidos por ambos métodos estan en muy buen acuerdo.

Tabla 3.2. Propiedades materiales

Matriz: Ogden
i IN/m?] a;
6.3 x10° 1.3

0.012 x10° 5
-0.1 x10° 2
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(@) (b)

Figura 3.7: Mallas para ordenamiento de fibra hexagonal Hx y V; = 60%: (a) configuracion inicial, (b) configuracion
deformada con Fy3 = 1.
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Figura 3.8: Tension de Cauchy en [GPa] para compuesto hiperelastico bajo corte transversal simple: Comparacion entre
MPP-DF e integracion numérica.

3.6. Resultados para estado uniaxial

3.6.1. Comparacion con modelo analitico en deformaciones finitas

En esta seccion los resultados obtenidos con la regla de las mezclas son comparados con los de la
MPP-DF. La teoria de las mezclas, obtenida a partir de principios termodinamicos, como discuten
Martinez y Oller [16], permite escribir el tensor de tensiones macroscépico para N materiales

constituyentes en la escala microscopica como
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6= va i Oj (3.53)

donde Vj es la fraccion de volumen del componente i y o; es el tensor de tensiones en el material o
componente microestructural i-ésimo. La ecuacion (3.53) es aplicable a materiales heterogéneos con
cualquier ley constitutiva en la escala microscépica. Ademas, es muy precisa en la determinacion de

propiedades macroscopicas en la direccion de la fibra en compuestos de fibras largas [16].

Para ilustrar el comportamiento de la MPP-DF, en este caso se considera una CU prismatica
(Figura 3.2a) con un ordenamiento de fibras cuadrado (& = 90°) bajo un estado de tension uniaxial,
dado por la ecuacion (3.22). El material de la matriz y el de la fibra se consideraron hiperelasticos con
las mismas propiedades que las utilizadas en la Seccién 3.5.2. En la homogeneizacion se utilizo la
ecuacion (3.30).

Para este compuesto la ecuacién (3.53), en la direccion de la fibra, queda

o, =V,o, +(1-V,)o, (3.54)

donde ot y o, son las tensiones normales de Cauchy en la direccion de la fibra que acttan en la fibra 'y
en la matriz, respectivamente. A continuacion se obtienen dichas tensiones a partir de los modelos

hiperelasticos y de la deformacién impuesta.

Para la fibra se puede expresar la densidad de energia de deformacion por medio de la ecuacion

(3.38), W(t) =Cy (1,(t) -3)

Al estado de tension uniaxial (donde o, = o3 = 0) de un material incompresible le corresponde un

gradiente de deformacion

0 4° (3.55)
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Es importante notar que J = det(F) =1. Luego, el primer invariante de deformacion I; es
|, =tr| F'F] (3.56)
en funcion del estiramiento principal queda

|, =4 +— (3.57)

La densidad de energia de deformacién queda expresada por

W =Cy(2+---3
A (3.58)

En un material con modelo hiperelastico cuya densidad de energia de deformacion esta expresada en
funcion de los estiramientos principales (4,), se pueden calcular las tensiones principales de Cauchy

mediante (ver ecuacion 6.45 [86])

o,=1 1/1 W
(% (3.59)
finalmente, la tension en la fibra resulta en
1
o =24C (4 ——)
ﬁl (3.60)

Procediendo de forma similar para el material de la matriz, con un modelo de Ogden, la densidad de

energia de deformacion es

S 2U T a g, e
Wza[ + A%+ —]

i1 & (3.61)
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que, bajo un estado de tension uniaxial, se reduce a
: 2/u| Qi -4
W=t A% +24,7 -3
=L O (3.62)
Luego, considerando las ecuaciones (3.59) y (3.62), la tension de Cauchy para la matriz resulta
3 9 w
H; o —
ou= A -1
=1 i (3.63)

El modelo analitico utilizado para la verificacion presentada en esta seccion, ecuacion (3.54), se

completa con las tensiones de la fibra y la matriz, ecuaciones (3.60) y (3.63), respectivamente.

En la Figura 3.9 se muestran los resultados de las ecuaciones (3.30) y (3.54) para valores de

fraccion de volumen de fibra V¢ desde 10% hasta 75%. Los resultados muestran muy buen acuerdo.

3.6.2. Comparacion con integracién numeérica en deformaciones finitas

Los resultados obtenidos con la MPP-DF son comparados con los calculados con la integracién
numérica realizada mediante la ecuacion (2.8) para un compuesto sometido a un estado de tension

uniaxial transversal a la direccién de la fibra:

0.12 :

x

T

MPP-DF
Analitico

0.1

0.08
11

0.06

0.04

0.02

Figura 3.9: Tension de Cauchy en [GPa] para compuesto hiperelastico bajo estado uniaxial de tensidn: comparacion entre

MPP-DF y el modelo analitico.
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Aty o 0
F(t)=] 0 4(t) O
0 0 A

(3.64)

donde A, es impuesto y 1, y A; se calculan de modo tal que se cumpla o; = 63 =0, es decir, que exista
un estado de tension uniaxial en la direccion 2. Las propiedades de los materiales son las mismas que

en la seccion 3.5.3. Se aplico la ecuacion (3.34) para el célculo de la tension de Cauchy.

En la Figura 3.10 se comparan los valores de tension de Cauchy o3, en funcién de la componente
F,, = A, del gradiente de deformacion impuesto, obtenidos con la ecuacion (3.34) presentada en esta

tesis y con la integracién numérica (2.8). Las dos metodologias muestran resultados muy similares.

3.6.3. Problemas de CU con fisuras internas

En esta seccion se comparan los resultados obtenidos mediante la MPP-DF vy los reportados por
Kushch et al. [30] para la componente C,,, del tensor constitutivo macroscépico de un FRP con un
despegue en la interfaz fibra-matriz. EI material esta representado por una CU periddica bidimensional
con ordenamiento cuadrado (Sq) incluyendo una fisura en forma de arco de circunferencia (Figura

3.11). Cabe destacar que en este ejemplo no se estudia el proceso de crecimiento del despegue.

0.03 , , :
1 1 |V, =67%
X MPP-DF |
0.025T | —Integracién Numérica |~~~ TTTTTN K
1
0.02F------- w: —————————— !
|
0015} - e G, o it

N

9,

0.01F-—----- X T

0.005F——---~ Y e P AR

Figura 3.10: Tension de Cauchy en [GPa] para compuesto hiperelastico bajo estado tensional uniaxial: Comparacidn entre
MPP-DF e integracion numérica.
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o |2
b
=3 ~____ fisura

Figura 3.11: Celda unitaria de un FRP con una fisura con forma de arco de circunferencia en la interfaz fibra-matriz.

Para realizar la comparacion se define un parametro de dafio en el perimetro definido como

P, zzi, ver Figura 3.11. En [30] se consider6 a la fibra y a la matriz como materiales elasticos
T

lineales con las propiedades: E™ = 107.848 GPa, v" = 0.22 para la fibra y E = 6.453 GPa y v™ = 0.35
para el material de la matriz. La deformacién impuesta es nula con excepcion de la componente &,

(deformacion uniaxial). La ecuacion constitutiva en el nivel macroscépico es

0 =Cijaéu (3.65)
Considerando la deformacién impuesta y la tension resultante, se obtiene
Oy
Cor = g_
2 (3.66)

Es importante destacar que debido al ordenamiento cuadrado, a la orientacién de la fisura y a la
pequefa deformacion impuesta el problema no involucra contacto entre las superficies de la fisura. En

otras palabras, las superficies de la fisura siempre se abren.

En la Figura 3.12, se comparan los resultados de la MPP-DF con aquellos reportados en [30] en
funcion de la fraccién de volumen de fibra y para diversos valores del parametro de dafio. Los
resultados estdn normalizados con respecto a la componente C“5,, = 10.37 GPa, que es una
componente del tensor constitutivo del material de la matriz. Se identifica un excelente acuerdo entre

los resultados de la metodologia desarrollada en esta tesis y los de Kushch et al.
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Figura 3.12: Componente del tensor constitutivo macroscopico Cayp,, Normalizada con respecto a CM,,,,, obtenido mediante
la MPP-DF y Kushch et al. [30] en funcién de la fraccion de volumen de fibra V;. Se considera ordenamiento cuadrado (Sq) y
diversos valores del pardmetro de dafio en el perimetro pg.

3.6.4. Problemas que involucran contacto en la CU

En esta seccion se contrastan los resultados de problemas de homogeneizacién que involucran
contacto en un problema de pequefias deformaciones. El interés en este tipo de problemas surge debido
a que si sobre la direccién perpendicular a las superficies de la interfaz fibra-matriz despegada actuara
un estado tensional de traccion, las superficies se separarian sin ofrecer ninguna resistencia (Figura
3.13a). En cambio, al aplicar tensiones de compresion (Figura 3.13b) entre las superficies se
desarrollard un estado tensional resultado de la imposibilidad de la interpenetracion entre dichas
superficies, originando una transferencia de carga entre las mismas [37]. Cuando un compuesto tiene
dafio en la interfaz fibra-matriz presenta distinto mddulo de Young a traccion que a compresion y esto
suele ser denominado como comportamiento bimodular. EI problema de contacto se resuelve con la

técnica mencionada en la Seccién 4.3.

10 -

(@) (b)

Figura 3.13: Celdas unitarias de material compuesto con dafio completo en la interfaz fibra-matriz bajo: (a) traccién y (b)
compresion.
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Este problema fue estudiado por Teng [37], entre otros, para un compuesto con fraccion de
volumen de fibra desde 10% hasta 70% usando un EVR con una distribucion de fibras cuadrada de
10x10 fibras. Los materiales se consideraron elésticos lineales e isotropos con propiedades: E™ = 80
GPa, vF = 0.2, y EM = 4 GPay v = 0.35. Teng [37] utiliz6 condiciones de borde de traccion uniforme
y logré representar un material cercano a uno periddico mediante el EVR con 100 fibras. Para estudiar
los médulos elasticos iniciales del compuesto se utiliz6 una deformacion transversal de valor bajo (g3
= 0.1%)

La MPP-DF se utiliz6 en una CU bidimensional con ordenamiento cuadrado de fibras. Se utilizd
una formulacion de deformacion plana generalizada que permite, entre otras caracteristicas, imponer
una tension uniaxial en la direccidon 3 (perpendicular a la direccion de la fibra). Se aplicé la ecuacion
(3.34) para el calculo de la tensién de Cauchy y se emplearon condiciones de borde periddicas. Tanto
en el trabajo de Teng [37] como en el presente, el contacto entre fibra y matriz se considera sin friccién
ni cohesién. En las Figuras 3.14 y 3.15 se muestran las tensiones o33 Y 62, respectivamente, con los
desplazamientos amplificados 175 veces para facilitar la interpretacion de los resultados. Se puede

notar que sobre la zona de contacto existen tensiones de compresion.

En la Figura 3.16 se comparan los resultados para compuestos con union perfecta y con despegue
en la interfaz, bajo un estado tensional uniaxial de traccién y otro de compresion. Se puede ver que hay
un buen acuerdo entre los resultados de ambos modelos. Las pequefias discrepancias podrian obedecer

a la diferencia de condiciones de borde utilizadas en ambas metodologias.
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Figura 3.14: Tension de Cauchy o33 [x10”® GPa] en la celda unitaria sometida a compresion.
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Figura 3.15: Tension de Cauchy o,, [x10™® GPa] en la celda unitaria sometida a traccion.
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Figura 3.16: Médulo de Young transversal Es3, normalizado con respecto al mdulo de la matriz E, en funcién de la
fraccién de volumen de fibra, Teng [37]. Resultados para compuestos con unién perfecta y con despegue en la interfaz fibra-
matriz bajo estado tensional uniaxial de traccion y de compresion.

3.6.5. Problemas que involucran plasticidad en la CU

Michel et al. [76], consideraron la tensién de Cauchy macroscopica en la direccién 3
(perpendicular a la direccion de la fibra) en un compuesto periédico con ordenamiento de fibras
hexagonal incluyendo plasticidad. La matriz y la fibra se consideran materiales elasticos-perfectamente
pléasticos con propiedades: EM = E" = 100 GPa para el médulo de Young, vV = v7 = 0.25 para la
relacion de Poisson y o, =100 MPa, c,” = 500 MPa para la tension de fluencia segtin el criterio de
fluencia de von Mises y una regla de flujo asociada. La fraccion de volumen de fibra es de 56.25% en

una CU tridimensional. Se utiliz6 la CU prismatica con un €= 60°. Se aplica la ecuacién (3.34) para la
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homogeneizacion. Se impone una deformacion correspondiente a un estado tensional uniaxial en la
direccion 3, por lo tanto, el gradiente de deformacion impuesto esta dado por la ecuacion (3.22). De
forma similar a los casos anteriores de tension uniaxial, se impone A3 y se calcula A, y A, de manera tal

que las tensiones normales en las direcciones 1y 2 sean nulas.

En la Figura 3.17 se muestran los resultados de Michel et al. [76] junto a los obtenidos con la
MPP-DF. En la Figura 3.18, con los desplazamientos ampliados 5 veces, se muestran las tensiones css
en la CU correspondientes a los estados de deformacion de los puntos A, B, C y D indicados en la
Figura 3.17. Al igual que en los ejemplos anteriores, los resultados evidencian el buen desempefio de la
nueva metodologia, incluso en casos con plasticidad.

Figura 3.17: Tension de Cauchy macroscopica en la direccion 3 normalizada con la tension de fluencia de la matriz oy'v'.
Comparacion entre los resultados de la MPP-DF y los de Michel et al. [76] para un compuesto periddico hexagonal con matriz
y fibras elasto-plasticas perfectas.



48 3 - Calculo de tensiones macroscopicas

s, 533
+1.600e-04
+1.417e-04
+1.233e-04
+1.050e-04
+8.667e-05
+6.8332-05
+5.0008-05
+3.167e-05
+1.333e-05
-5.000e-06
-2.333e-05
-4.167e-05
-6.000e-05

Figura 3.18: Tensiones de Cauchy o33 expresadas en [GPa x107%] correspondientes a los estados de deformacién A, B, Cy D
indicados en la Figura 3.17.
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3.7. Comentarios finales

La principal ventaja de la MPP-DF, presentada en este capitulo, es que evita la implementacion de
rutinas de integracién numérica disminuyendo, por lo tanto, la complejidad de la implementacion y el
tiempo requerido para el post-proceso. Debido a que no se requiere la tension en la escala microscopica
este procedimiento requiere de menor espacio de almacenamiento que las metodologias de integracion
reportadas en la literatura. Ya que es obtenida a partir del balance de energia mecénica, ecuacién
(3.26), la MPP-DF aplica a todos los problemas mecénicos cuasi-estaticos incluso a aquellos que
presenten no linealidades tanto materiales como geométricas. Esta metodologia es adecuada para todas
las condiciones de borde que puedan ser implementadas mediante nodos de control, como por ejemplo
las condiciones de borde de desplazamientos lineales. Por ultimo, es importante resaltar que la MPP-

DF no tiene restricciones en cuanto a la forma de EVR que puede emplearse.

Es importante remarcar que la presente metodologia s6lo puede abordar los estados de tension o
deformacion uniaxial y estado de corte simple, con los cuales se pueden obtener los tensores

constitutivos tangentes efectivos asociados a dichos estados de tensién.






Capitulo 4

Evaluacion de propiedades elasticas en GFRP
con dano en la interfaz

4.1. Introduccion

El analisis de estructuras de materiales compuestos reforzados con fibras es cominmente realizado
usando lo que se conoce como la Teoria Clasica de Laminado (TCL, [1] y [104]) o bien teorias de
orden superior [89], mas sofisticadas, en las cuales el material heterogéneo fibra-matriz es reducido a
un material equivalente ortdtropo en el nivel macroscépico. Con el incremento de las capacidades de
hardware y software ha sido posible simular el comportamiento mecanico en el nivel microscopico;
este enfoque es adecuado para representar detalles en el nivel microscopico tales como fisuras, poros y
otros defectos a través del uso de un modelo tridimensional de celdas unitarias. Sin embargo, para
recuperar la vision completa del problema es necesario acoplar los niveles microscopico y
macroscopico, y este puede ser un proceso costoso cuando ambos niveles son modelados mediante
elementos finitos en un analisis no lineal. Este capitulo, cuyos resultados ya han sido publicados en
[90], se enfoca en el modelado computacional de la micromecanica de un GFRP con dafio localizado
en la interfaz fibra-matriz, utilizando la metodologia para el calculo de tensiones macroscdpicas
presentada en el Capitulo 3. El objetivo es identificar la influencia del dafio y otras caracteristicas
microscopicas en las propiedades macroscopicas, pero también, derivar funciones analiticas para
dichas propiedades macroscOpicas en términos de los parametros de dafio en el nivel microscépico.
Tales expresiones pueden ser facilmente incorporadas al nivel macroscépico por medio de la TCL o de
una discretizacion de elementos finitos de la estructura con un esquema off-line (o precalculado), es
decir, sin la necesidad de realizar calculos en el nivel microscopico durante la solucion del problema
estructural en el nivel macroscépico. Es importante mencionar que en esta tesis no se estudia el

crecimiento de este dafio en la interfaz fibra-matriz.

51
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En la Seccién 4.2 se analizan los antecedentes reportados en la literatura, mientras que en la
Seccion 4.3 se presenta la metodologia empleada en este capitulo. En la Seccion 4.4 se detallan las
caracteristicas de las celdas unitarias con dafio. Los resultados de las propiedades elasticas se resumen
y discuten en la Seccion 4.5. Finalmente, se presenta una aplicacion a una estructura macroscépica en

la Seccién 4.6.

4.2. Revision bibliografica

La ocurrencia de dafio en la interfaz fibra-matriz en GFRP ha sido detectada en estructuras
sometidas a ambientes con humedad y temperatura elevada [17]. La evidencia de tal dafio también ha
sido provista por ensayos de laboratorio. En el trabajo reportado por Kajorncheappunngam et al. [91]
se sumergieron muestras de resina y material compuesto a temperatura ambiente y a 60 °C, en varias
soluciones de agua por cinco meses. Estos autores concluyeron que el médulo elastico del GFRP no
fue afectado por el proceso higrotérmico, pero se identificaron significativas reducciones en su
resistencia debido a que aparecieron fisuras en la matriz y en la interfaz fibra-matriz. El dafio en la
escala microscopica fue observado mediante SEM. En un estudio de degradacion higrotérmica a 80 °C
de resina y compuestos de turbinas edlicas, Faguaga et al. [23] encontraron significativos niveles de
degradacion en la matriz y en la interfaz fibra-matriz mediante la observacion de las superficies de
fractura. Para fibras orientadas aleatoriamente se reporté una reduccion del 20% en el moédulo de
elasticidad. De la Osa et al. [92] estudiaron una matriz de vinil-ester y sus compuestos con fibras de
vidrio largas bajo tiempos de exposicion de 5 horas en agua destilada a 80 °C. La influencia del
envejecimiento sobre el comportamiento a flexion fue estudiada mediante ensayos experimentales,
siguiendo la norma ASTM D790-93, para diversas orientaciones de fibra: unidireccional, bidireccional
y aleatoria. Se reportaron reducciones desde 13% hasta un 30% en el mddulo de elasticidad a flexion.
Kotani et al. [93] ensayaron una Unica fibra en matriz para medir las consecuencias de la degradacién
higrotérmica en agua desionizada a 80 °C durante 1000 horas. Los autores, que también proponen un
modelo numérico, mostraron que hubo una pérdida de resistencia derivada de la degradacion de la
interfaz fibra-matriz. El médulo de elasticidad no se vio afectado, muy probablemente debido a que los

ensayos de traccion fueron realizados con la carga en la direccion de las fibras.

Existen técnicas experimentales avanzadas que han sido también empleadas para identificar dafio
en el nivel microscopico. La tomografia computada de rayos X fue usada en [4] para llevar a cabo un

escaneo tridimensional de la microestructura de compuestos de fibras cortas, mientras que en [5] se
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relevo la geometria de tejidos 3D. La técnica XCT es capaz de capturar detalles de la microestructura

tales como la longitud y orientacidn de fibras.

Las observaciones y ensayos como los antes descritos no son suficientes para explicar los
mecanismos que originan las fisuras. Dependiendo del tiempo de exposicion, de la temperatura, del
tipo de compuesto y del tipo de agente de envejecimiento empleado se pueden presentar dos tipos
principales de degradacion: (i) a corto plazo se presenta la degradacidon fisica cuyos efectos sobre el
comportamiento macroscépico suelen ser reversibles y (ii) la degradacién quimica, manifestada a
largos tiempos de exposicién, con dafios severos e irreversibles en las propiedades del compuesto,
incluyendo reacciones quimicas y fisuras visibles a nivel microscopico [17]. Una de las principales
reacciones quimicas es la hidrolisis [94] y algunos estudios indican que podria ser la causa de las
fisuras encontradas en la escala microscopica [91]. Se han reportado modelos numéricos acoplando
dicha reaccion quimica y la difusién de agua en el polimero [95]. A pesar de que los resultados del
modelo numérico tienen muy buen acuerdo con los resultados experimentales, dicho modelo no tiene
aun la capacidad de predecir la generacién de fisuras por hidrélisis, sino que sélo predice una etapa

temprana de la reaccion quimica (ver [96], [97] y [94]).

Debido a la limitacién actual en el conocimiento sobre el origen de las fisuras no es posible
predecir su nucleacion y crecimiento. Por lo tanto, los modelos creados para predecir propiedades
mecanicas de FRP envejecidos suponen que las fisuras ya han sido introducidas en el nivel
microscopico, sin considerar la causa de la aparicion de dicho dafio. En estos modelos, el interés de
centra en los cambios producidos en el comportamiento mecanico del material compuesto con respecto
al estado inicial o sin envejecimiento. Modelos de dafio de este tipo fueron desarrollados por Kaminski
[25] en los que el dafio se representa como vacios semi-circulares en la interfaz fibra-matriz y el radio
y el nimero de vacios son variables del modelo. Un enfoque similar fue llevado a cabo por Godoy et
al. [26] para identificar redistribuciones de tensiones causadas por dafio en la interfaz fibra-matriz de la
celda unitaria. Teng [27] evalu6 el modulo de corte axial y longitudinal (G, y Gy3) de un compuesto
con un arreglo simétrico de fisuras arriba y debajo de cada fibra. EI parametro de dafio en este caso es
el angulo que abarca el despegue entre la fibra y la matriz, con valores desde 0 hasta 2r. Los resultados
mostraron que hubo una pérdida inicial de la isotropia transversal del material. EI médulo de corte
axial en un compuesto con dafio en la interfaz fibra-matriz fue investigado en la Referencia [28]

usando una distribucion estadistica de tamafios de dafio y teniendo en cuenta que las fibras pueden o no
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tener dafio en la interfaz fibra-matriz. Se encontré que la mayor reduccién en el médulo de corte
elastico ocurrié para una fraccion de volumen de fibra del 80%. Kim et al. [29] investigaron una
configuracion con fisuras en la interfaz con orientacion y tamafio aleatorios para evaluar el modulo de
Young transversal y el médulo de corte transversal. En la celda unitaria considerada, cada fibra tiene
una fisura en la interfaz fibra-matriz. Los resultados obtenidos por medio del método auto consistente
(Self-Consistent Method) se compararon con resultados del MEF sobre una CU con condiciones de
borde de TU. Se reporté una reduccion del valor de los modulos mayor al 50% para un 30% de
fraccién de volumen de fibra. Los estudios reportados por Kushch et al. [30] a nivel de la celda unitaria
incluyendo dafio en la interfaz fibra-matriz permitieron la evaluacion del tensor constitutivo elastico a
nivel macroscépico para valores de fraccion de volumen de fibra desde un 10% hasta 70%. Los autores
utilizaron un modelo analitico de una CU con condiciones de borde periodicas y fue resuelto mediante
una aproximacién numérica. Los resultados estan basados en un trabajo previo de los mismos autores
[31] para un compuesto con fisuras abiertas, es decir sin considerar la posibilidad de que las superficies
de la fisura entren en contacto entre si. Otra manera de modelar dafio en la interfaz fibra-matriz es por
medio de una capa que rodea la fibra con propiedades basadas en los mecanismos de transferencia de
carga entre la fibra y la matriz. Este modelo es capaz de representar interfaces fuertes o débiles [32 -

34], pero no puede tener en cuenta las interacciones de las superficies de la fisura.

El contacto entre las superficies de la fisura tiene una gran importancia en el comportamiento del
FRP a nivel macroscépico. Existen muy pocos estudios que consideran tal fenémeno de contacto en la
fisura. En la Referencia [35] se evalud la influencia del despegue completo de las fibras en las
propiedades elasticas transversales de un compuesto con matriz metalica unidireccional. Por medio de
aproximaciones con expresiones analiticas los autores evaluaron los médulos transversales a traccion y
compresioén, lo que se conoce en la literatura como comportamiento bimodular. Shan y Chou [36]
incluyeron la posibilidad de comportamiento bimodular considerando la separacion y el contacto en la
interfaz fibra-matriz para modelar el médulo transversal, el médulo de corte transversal y la relacién de
Poisson transversal. Teng [37] representd un despegue completo en la interfaz fibra-matriz en un
compuesto reforzado con fibras mediante un EVR con 100 fibras con ordenamiento cuadrado. El
modelo bidimensional del EVR fue resuelto mediante el MEF con condiciones de traccion uniforme.
El nimero de fibras con dafio fue incrementado hasta que todas las fibras mostraron dafio. Se
reportaron los mddulos transversales a traccion, a compresion y la relacion de Poisson transversal en

funcion de la fraccion de volumen de fibra, del nUmero de fibras con dafio.
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Los modelos antes revisados tienen diversas limitaciones. En primer lugar, la mayoria de dichos
modelos son bidimensionales con estados de deformacion plana y, por lo tanto, supone que el dafio en
la interfaz fibra-matriz se encuentra a lo largo de toda longitud de la fibra. Es importante tener en
cuenta esta configuracion de dafio ya que representa un caso extremo del tamafio de las fisuras. Sin
embargo, esta configuracidn de dafio no es observada en ensayos experimentales, sino que dicho dafio
se localiza en una porcion de la longitud de las fibras. De aqui surge la necesidad de evaluar el
comportamiento eléstico del FRP con la interfaz fibra-matriz parcialmente despegada. En segundo
lugar, empleando un modelo de CU de un FRP con la posibilidad de ocurrencia de contacto entre las
superficies de la fisura, se tendré la posibilidad de evaluar el comportamiento bimodular del FRP bajo
tensiones normales de traccion y compresion. Ademas, un modelo de CU tridimensional permite no
solo representar las caracteristicas de la fisura en forma mas cercana a la realidad, sino también permite
evaluar el comportamiento elastico en todas las direcciones. Esta forma de evaluar las propiedades
macroscopicas constituye el calculo off-line y permite derivar ecuaciones analiticas para las constantes
elasticas de un material homogéneo equivalente en funcién de los parametros de dafio de la escala
microscopica para su implementacion posterior en modelos macroscopicos como se explica en la
Seccién 4.6. Es importante destacar que en esta tesis no se estudia el proceso de propagacion de este

dafio en la interfaz fibra-matriz.

4.3. Metodologia

En esta seccion se presenta la metodologia general utilizada para la obtencién de las expresiones
analiticas y el estudio paramétrico de las propiedades macroscdpicas. EI dominio al nivel microscopico
es modelado mediante la micromecanica computacional. Se utilizaron celdas unitarias tridimensionales
con dafio localizado en la interfaz fibra-matriz, presentada en detalle en la siguiente seccion. Se
utilizaron condiciones de borde periddicas, como se explica en la Seccion 3.3, para lograr representar

un material periédico.

La evaluacion de las propiedades elasticas se realiza a partir de las componentes apropiadas de
tension y deformacién macroscépicas obtenidas con la metodologia presentada en la Seccién 3. Los

maodulos de Young transversales se obtienen como

(4.1)
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y el modulo de corte Gy; es

O3
Gl3 = 2
€3 (4.2)
Los coeficientes de Poisson se calculan como
E..
__Ci
Vij = —8—
i (4.3)

donde g; es la deformacion impuesta, y g; es la deformacion resultante (ecuacion 4.32 en Ref. [1]).

En la celda unitaria se considera contacto sin friccion para modelar la fisura en la interfaz fibra-
matriz y se implementa usando un enfoque de penalizacion. En la formulacion de ABAQUS empleada
en esta tesis, la superficie de la fisura se divide en una superficie maestra y una esclava, que estan
asociadas a la fibra y a la matriz, respectivamente. EI modelo empleado para representar el
comportamiento en la direccion normal a las superficies de contacto, conocido como “contacto duro”,

establece

p=0 para h<0 (abierta),y 4.4)

h=0 para p>0 (cerrada) '
donde h es la longitud de penetracion de un nodo esclavo en la superficie maestra, y p es la presion de
contacto asociada a ese nodo. Entones, el contacto entre las superficies de la fisura s6lo incluyen

tensiones normales de compresién en dichas superficies.

El programa de elementos finitos de propésito general ABAQUS [85] fue utilizado en los calculos
a nivel microscépico usando elementos cuadraticos de 15 y 10 nodos identificados como C3D15 y
C3D10 en la nomenclatura de ABAQUS (ver Figura 4.1). Se utilizan mallas de 30,000 elementos
finitos ya que al aumentar el nimero de elementos mas del doble (82,000 elementos) las propiedades
elasticas presentaron cambios menores al 0.1%. Para asegurarse de que el modelo de contacto presente
un comportamiento que esté dentro de lo estipulado se aument6 el valor del pardmetro de penalizacion.

El valor de dicho parametro en ABAQUS es igual 10 veces la mayor rigidez de un elemento finito en
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el modelo. Se multiplicé ese penalizador por 10° y no se observaron cambios significativos en las

propiedades macroscépicas.

Con los resultados numéricos de las propiedades elasticas en términos de los pardmetros de dafio se
utilizé la técnica de minimos cuadrados para expresar dichas propiedades elasticas como funciones
analiticas. Tales relaciones analiticas son luego utilizadas para modelar dafio en la escala macroscépica
como propiedades modificadas pre-definidas. En general, se utilizaron ecuaciones polinomiales
lineales en los coeficientes con algunas excepciones en las cuales se utilizaron ecuaciones no lineales
en los coeficientes. Las ecuaciones fueron ajustadas usando el método de Levenberg - Marquardt
descrito en la Referencia [98] (pag. 624 - 625). La metodologia para la obtencién de la forma final de
las ecuaciones se presenta en el Apéndice B en conjunto con las ecuaciones y los valores de los

coeficientes asociados.

a) b)

Figura 4.1: Ejemplos de mallas de elementos finitos en celdas unitarias: (a) Prisma; (b) Octaedro truncado.

4.4. Celdas unitarias con dafo en la interfaz fibra-matriz

Es este capitulo se utilizaron las mismas formas de celda unitaria empleadas en el capitulo anterior,
prismética y octaedro truncado, con la diferencia de que en este caso se considera dafio en la interfaz
fibra-matriz (ver Figura 4.2). Se usaron los mismos vectores de periodicidad del capitulo anterior. Para

la CU prismatica se tiene
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P, =20R, i

P, = 2bcos(0)j + 2bsin(d)k

donde Rf y If son el radio y la longitud de la fibra; la relacion de aspecto de laCU es g =If /Df; 6 y b

se muestran en la Figura 4.2a. Mientras que para el octaedro truncado se tienen los vectores de

periodicidad
P =1l
2. 2
P:—|+I +—1
2 =3 f31 3 (4.6)
2, . 22
P,==1i+ 3 I, k
2
P a
L
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Figura 4.2: Posicion y dimensiones de las celdas unitarias con dafio en la interfaz fibra-matriz: (a) Prisma; (b) Octaedro
truncado.
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Para construir la CU con forma de octaedro truncado se utilizan como datos de entrada a Rf y V;. El
dominio prismético tiene como datos de entrada Ry, Vs, 5, y 6, a partir de los cuales se evaltan los
valores de If y b. El angulo 6 toma valores de 8 = 60° para configuraciones hexagonales (Hx), o 8 = 90°
en configuraciones cuadradas (Sq). En teoria, se establecen limites superiores para V¢ cuando la fibra
entra en contacto con las aristas de la CU. Para el dominio prismatico, V; " = n/4-sen(6) originando
VM® = 0,785 para la configuracion Sq, y ViV = 0.68 para Hx. Para el octaedro truncado,

v _ 3\3
3

v, , =051 (4.7)

En este capitulo se representa el dafio en la interfaz fibra-matriz como un despegue o separacion de
la misma y por lo tanto, dicho dafio, siempre es una superficie cilindrica. En otras palabras, la curva
generatriz de las superficies del dafio es un arco de circunferencia y la generatriz es un segmento. La
ubicacion del dafio se muestra en la Figura 4.2, donde los dos planos de simetria del dafio son paralelos
a los planos coordenados 1-2 y 2-3 en la celda prismética y a los planos 2-3 y 1-3 en el octaedro
truncado. Se utilizan dos parametros adimensionales para cuantificar la cantidad de dafio: py es el
parametro de dafio que indica la fraccién del perimetro y I, es el parametro de dafio que representa la
fraccion de longitud de fibra despegada. Los parametros py y g se evalian con las medidas de dafio de

la Figura 4.2

_9. w (4.8)

donde w es expresado en radianes. Ambos pardmetros toman valores desde 0 (cero) hasta 1 (uno),
donde 0 (cero) se refiere a la configuracion sin dafio y 1 (uno) corresponde al maximo nivel de dafio.
Es importante notar que cuando alguno de los dos parametros de dafio es nulo el modelo representa un

material sin dafo.

Para & = 60° ambos tipos de CU representan el mismo ordenamiento hexagonal de fibras pero
estan asociadas a dos distribuciones de dafio distintas, como se aprecia en la Figura 4.3 para la misma
relacion de aspecto S. Para comparar las propiedades elasticas provistas por ambas CU, se debe
orientar las CU como se muestra en la Figura 4.3 de manera tal que el dafio esté ubicado de forma

similar en ambos dominios. Por lo tanto, debido a la posicion del dafio utilizada en esta tesis, las
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propiedades a lo largo del eje 2 en la CU prismética son comparables a las propiedades a lo largo del

eje 3 del octaedro truncado.
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Figura 4.3: Distribucion de dafio provista por las dos celdas unitarias: octaedro truncado y prisma.

En la literatura estéa reportado (ver por ejemplo, la revision de Comninou [99]) que al evaluar las
tensiones en puntos cercanos a un extremo de fisura, situada en una interfaz entre dos materiales
elasticos, los valores de las tensiones tienden a infinito cuando el punto de analisis tiende al extremo de
fisura; esto suele denominarse singularidad de tensién. Sin embargo, se ha demostrado que tales
valores sélo son elevados en las cercanias de dicho extremo [99]. Para tener en cuenta estos valores
elevados de tensiones en el modelo de propiedades elasticas macroscépicas presentado en este capitulo
se utiliza una mayor densidad de malla de elementos finitos en las cercanias de los extremos de fisura
(Figura 4.4). De esta manera, las celdas unitarias con forma de prisma se discretizaron hasta obtener

convergencia en la malla analizando las propiedades elésticas macroscopicas resultantes.

4.5. Resultados y discusion

4.5.1. Verificacion para casos extremos

Como ya se discutié en la Seccion 4.2, en un modelo bidimensional (2D) con dafio en la interfaz
fibra-matriz se supone que el dafio abarca toda la longitud de la fibra. De hecho, en todo modelo 2D,

con o sin dafio, se considera que todas las caracteristicas (formas geométricas, propiedades mecénicas,
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cargas, etc.) no se modifican a lo largo de la fibra. Por otro lado, un modelo tridimensional (3D) tiene
la posibilidad de representar un dafio localizado en zonas particulares que no necesariamente abarcan
toda la longitud de la fibra. De esta manera, es posible identificar a los modelos 2D, con y sin dafio,
como casos extremos de un modelo 3D. En otras palabras, el modelo 3D presentado en la seccion
anterior, con lg = 0, recupera la geometria de un modelo 2D sin dafio (Figura 4.5), mientras que si se
utiliza Iy = 1 se obtiene una geometria idéntica a la de un modelo 2D con dafio (Figura 4.6). Asi, los
resultados de los modelos 2D y 3D, para estos valores de Iy en particular, deben ser iguales. Por lo
tanto, es de esperar que cuando en un modelo 3D el parametro |4 tienda a los valores extremos (uno y
cero), los valores de las propiedades elésticas del modelo 3D también tiendan a los valores del modelo
2D. Esto se utiliza en esta seccion para verificar los resultados del modelo 3D comparados con los
resultados del modelo 2D utilizado en la Seccion 3.6.3.

c) d)

Figura 4.4: Densificacion localizada en celdas unitarias con forma de prisma: (a) celda unitaria sin cargas, (b) estado
deformado de celda unitaria sometida a traccion en direccion 2 con los desplazamientos aumentados 200 veces, (c) vista en
corte de mallado, (d) detalle de un extremo de fisura.
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Figura 4.5: Comparacion de microestructuras de modelos de materiales sin dafio. Ambos modelos representan el mismo
material: (2) modelo bidimensional (2D) y (b) modelo tridimensional (3D).

)2

fisura

a) b)

Figura 4.6: Comparacion de microestructuras de modelos de materiales con dafio. Ambos modelos representan el mismo
material: (2) modelo bidimensional (2D) y (b) modelo tridimensional (3D).

Para esta verificacion se adoptan valores de f=5, E" = 80 GPa, v = 0.2, EM =4 GPay v" = 0.35.
En las Figuras 4.7 y 4.8 se grafica el valor del médulo de corte transversal G,s, mientras que el médulo
elastico a compresiéon Esc es graficado en las Figuras 4.9 y 4.10. Puede notarse que cuando |y se
aproxima a los valores 1 (uno) y 0 (cero), los resultados del modelo 3D tienden a los del 2D lo cual

indica que el modelo 3D tiene buen comportamiento.
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Figura 4.7: Mddulo de corte transversal G,3 para los modelos 3D y 2D en funcién de la fraccion de volumen de fibra V; con
pg = 1y ordenamiento Sq.
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Figura 4.8: Mddulo de corte transversal G,3 para los modelos 3D y 2D en funcion de la fraccion de volumen de fibra V; con
pq = 0.5 y ordenamiento Sq.

Figura 4.9: Mddulo de Young transversal en compresion E;¢ para los modelos 3D y 2D en funcion de la fraccion de volumen
de fibra Vi con pg = 1 y ordenamiento Sq.
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Figura 4.10: Médulo de Young transversal en compresion Esc para los modelos 3D y 2D en funcion de la fraccion de
volumen de fibra V¢ con pg = 0.5 y ordenamiento Sq.

4.5.2. Estudios paramétricos

Para estudiar la influencia de cada una de las caracteristicas microscépicas del material en las
propiedades macroscépicas del mismo, se analiza un compuesto particular con EF = 80 GPa, vF = 0.2,
EM = 4 GPay v™ = 0.35 en el que tanto el material de la fibra como el de la matriz son modelados
como elasticos lineales e isétropos. La Figura 4.11 muestra el modulo elastico transversal a traccion
E,r normalizado con respecto al mismo médulo pero del material sin dafio para dos configuraciones de
fibras Hx pero con distribuciones tridimensionales distintas. Dichas distribuciones son las mostradas en
la Figura 4.3 para la CU prismética y el octaedro truncado. Ambas CU tienen la misma relacién de

aspecto Sy una Vs = 50%.

Para pequefios valores de pd, ambas configuraciones predicen los mismos valores; sin embargo, se
encuentran algunas diferencias para ps = 1y 0.2 < Iy < 0.9. Para Iy cercano a 1 (uno), ambas
distribuciones arrojan similares valores de E,; esto indica que el médulo de ambos modelos 3D se

acercan al modulo de un modelo 2D.
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Figura 4.11: Influencia de la distribucion de dafio en el médulo de Young transversal normalizado con respecto al valor del
madulo correspondiente a un material sin dafio; se considera ordenamiento Hx y V¢ =50%.

Respecto a la influencia de la relacién de aspecto, en la Figura 4.12 se muestran los resultados de
E,r para compuestos con 1 < < 100, Vs = 70%, una configuracion de fibras Sq, Iy = 0.99 y varios

valores de pg. Los resultados muestran pequefas variaciones en funcion de £ aunque, para valores

menores a =5, se presentan modulos E,r con valores mas grandes.
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Figura 4.12: Influencia de la relacion de aspecto g en el mddulo de Young transversal normalizado con respecto al médulo de
la matriz para un compuesto con ordenamiento Sq, V; = 70%, y I3 = 0.99.

La influencia de la configuracion de fibra (ya sea Sq o Hx) en el E,r, de un material con dafio,

normalizado con respecto al de un material sin dafio E, = 13.87 GPa para Hx y E,° = 17.4 GPa para Sq
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se muestra en la Figura 4.13. Para los célculos se consideraron valores de Vi = 60% y = 5. Puede
verse que hay una reduccion casi lineal en el modulo E,r respecto de lg. Los resultados muestran que,

para el mismo dafio, el médulo del material con la configuracién Sq es el mas afectado.

Figura 4.13: Influencia del ordenamiento de fibra en el médulo transversal normalizado con respecto a los valores de
mddulos correspondientes a materiales sin dafio para cada ordenamiento de fibras. Resultados para V; = 60%, y 5= 5.

La influencia de V; en el modulo E, ha sido estudiada para la configuracion f=5y py; = 1. En la
Figura 4.14 se grafican los valores de los E, resultantes bajo traccion y compresion para Id =0.3,0.6 y
0.99, en conjunto con los valores del médulo del compuesto con unién perfecta. EI médulo de traccion
muestra mayores cambios que el médulo de compresion; Teng [37] reportd tendencias similares para
modelos con Iy = py = 1, identificando al material como bimodular. Los médulos transversales
presentan reducciones respecto al médulo del material sin dafio (unién perfecta) para todos los valores
de V¢ pero los efectos son mas severos para grandes valores de V:. Tal tendencia ha sido también
reportada para médulos de corte en direccion axial en la Referencia [28] para Id =1 (modelos

bidimensionales).

4.5.3. Formas analiticas de las constantes elasticas

Los estudios paramétricos reportados en las secciones precedentes ilustran el comportamiento de
una CU con dafio; sin embargo, el propdésito de este estudio no es solo proveer los aspectos cualitativos

de la respuesta sino también obtener expresiones analiticas de las propiedades elasticas, tal como se



4.5 - Resultados y discusion 67

usan en la TCL, modificadas para considerar los efectos en la escala macroscépica del dafio en la
interfaz fibra-matriz. Para lograr esto, los resultados son aproximados por funciones analiticas en

términos de los parametros de dafio.
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Figura 4.14: Influencia de la fraccion de volumen de fibra en el mddulo transversal normalizado con respecto al médulo de la
matriz. Resultados para ordenamiento Sq, pg =1, and S =5.

Para construir las funciones analiticas basadas en modelado 3D se utiliza la técnica de minimos
cuadrados. Las funciones estan limitadas a Vs = 70%, ordenamiento Sq y parametros de dafio py y g
entre 0 (cero) y 1 (uno). Para realizar las aproximaciones, se utilizaron: E" = 80 GPa, vi = 0.2, EM = 4
GPay vM = 0.35, con Ry = 3.5 x10®m y 8 = 5. Los graficos de los resultados analiticos y numéricos
para los modulos elasticos normalizados con respecto al valor del médulo del material sin dafio se

muestran en las Figuras 4.15 a 4.23. Las expresiones analiticas son resumidas en el Apéndice B.

El mddulo en la direccion de la fibra E; no es significativamente afectado por el dafio, resultando
57.23 GPa en compresion y 57.19 GPa en traccion para el méximo nivel de dafio dado por pg=1y Iy =
0.99. Por lo que, esta propiedad eléstica puede determinarse por medio de la regla de las mezclas con la

que se obtiene 57.2 GPa.
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Los modulos Esc y Exc (bajo compresion) mostraron las menores reducciones debidas al dafio (ver
Figuras 4.15 y 4.16). Estas propiedades muestran una pequefia no linealidad con respecto a ly. Los
modulos Esr y Er en las Figuras 4.17 y 4.18, respectivamente, tienen una marcada disminucion con el

aumento del dafio. Dicha reduccion tiene un comportamiento casi lineal respecto a |g.

Los mddulos Gus, G1, y Eor, presentan significativas reducciones con pequefios valores de pq (por
ejemplo py = 0.25), mientras que, para los mismos valores de pg, los médulos Giz y Esr presentaron
cambios menores al 4%. Esto ocurre debido a la orientacidn del despegue con respecto de la direccion

de la carga; esta tendencia ha sido reportada para Il = 1, en modelos bidimensionales, en la Ref. [27].
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Figura 4.15: Mddulo de Young E;c normalizado con respecto al valor del modulo correspondiente a un material sin dafio del
modelo 3D y de la funcion analitica en términos de los parametros de dafio l4 y pq con ordenamiento Sq, V; =70%y S =5.
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Figura 4.16: Médulo de Young E,c normalizado con respecto al valor del médulo correspondiente a un material sin dafio, del
modelo 3D y de la funcién analitica en términos de los parametros de dafio I3y pg con ordenamiento Sq, V; =70%y #=5.
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Figura 4.17: Mddulo de Young E,t normalizado con respecto al valor del médulo correspondiente al material sin dafio, del
modelo 3D y de la funcion analitica en términos de los pardmetros de dafio |4y pg con ordenamiento Sq, Vi =70%y S =5.
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Figura 4.18: Mdédulo de Young Est normalizado con respecto al valor del mddulo correspondiente al material sin dafio, del
modelo 3D y de la funcion analitica en términos de los parametros de dafio |4y pg con ordenamiento Sq, V; =70%y S =5.
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Figura 4.19: Médulo de corte G,;3 normalizado con respecto al valor del mddulo correspondiente al material sin dafio, del
modelo 3D y de la funcion analitica en términos de los pardmetros de dafio |4y pg con ordenamiento Sq, V; =70%y #=5.
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Figura 4.20: Modulo de corte G,; normalizado con respecto al valor del médulo correspondiente al material sin dafio, del
modelo 3D y de la funcién analitica en términos de los pardmetros de dafio |3y pg con ordenamiento Sq, V; =70%y S =5.
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Figura 4.21: Mdédulo de corte G;, normalizado con respecto al valor del médulo correspondiente al material sin dafio, del
modelo 3D y de la funcion analitica en términos de los parametros de dafio |4y pg con ordenamiento Sq, V; =70%y S =5.

La relacion de Poisson vysc se refiere a las deformaciones en la direccion 3 causada por la
compresion en la direccion 2; los resultados para esta relacion se presentan en la Figura 4.22. Se
identifica un incremento de vy cuando se aumenta el nivel de dafio. Debido al dafio en la interfaz
fibra-matriz la fibra no puede transferir carga a la matriz en las zonas donde la normal a la interfaz
fibra-matriz es casi paralela a la direccion 3. En tales zonas, la fisura se abre incrementando la

deformacion macroscopica en la direccion 3 con respecto al valor de v,sc de un material sin dafio.

7 T T
Funcién analitica
61 o Modelo3D -

Figura 4.22: Relacién de Poisson vy3c normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcién analitica en términos de los parametros de dafio |4y pg con ordenamiento Sq, V; =70% y 5 =5.
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La Figura 4.23 muestra el valor de la relacion de Poisson v,sr en funcion del parametro de dafio pg.
En este caso, una deformacién de traccion en la direccién 2 incrementa la deformacion macroscépica
en esta direccién debido a que la fisura se abre en las zonas donde la normal es paralela a la direccion
2. Sin embargo, para ps = 1 hay un pequefio incremento en v,y causado por un incremento en la
deformacién macroscopica en la direccion 3 en comparacion con la restriccion debida a la fibra para pq

=0.75. En la Figura 4.24 se muestra la relacion de Poisson vzt en funcion del parametro .
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Figura 4.23: Relacion de Poisson v,z normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcién analitica en términos de los parametros de dafio l4y pg con ordenamiento Sq, Vs =70% y 5= 5.
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Figura 4.24: Relacidn de Poisson vyt normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcidn analitica en términos de los pardmetros de dafio Iy y py con ordenamiento Sq, Vs =70% y 5= 5.
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Las relaciones de Poisson vaic, Vait, Vaic, Y Vart S0n graficadas en las Figuras 4.25 a 4.28. Aquellos
coeficientes correspondientes a traccion muestran cambios lineales respecto a lg, mientras que los
coeficientes correspondientes a compresion presentan una variacion no lineal respecto a ly. Las
reducciones observadas se deben a que la fisura en la interfaz fibra-matriz no permite una efectiva

transferencia de carga en la direccion 1.
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Figura 4.25: Relacion de Poisson v,;c normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcion analitica en términos de los parametros de dafio l4y pg con ordenamiento Sq, V; =70% y 5 =5.
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Figura 4.26: Relacién de Poisson v, normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcién analitica en términos de los pardmetros de dafio l4y pg con ordenamiento Sq, V; =70% y 5 =5.
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Figura 4.27: Relacién de Poisson vs;c normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcion analitica en términos de los pardmetros de dafio 14y pg con ordenamiento Sq, V; =70%y S =5.
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Figura 4.28: Relacidn de Poisson vt normalizada con respecto al valor correspondiente al material sin dafio, del modelo 3D
y de la funcion analitica en términos de los parametros de dafio l4y p4 con ordenamiento Sq, V; =70%y S =5.

4.6. Aplicacién a la teoria clasica de laminado

Las ecuaciones para obtener las propiedades elasticas de la CU basadas en las caracteristicas del
dafio en la interfaz fibra-matriz, reportadas en la seccién anterior y detalladas en el Apéndice B, pueden
ser usadas como parte de un andlisis en el nivel macroscopico. Esta seccion reporta una aplicacion
donde se obtiene el maximo desplazamiento en una placa plana laminada usando TCL [1] en un
modelo de elementos finitos; esto permite realizar el analisis macroscopico teniendo en cuenta

variables microscépicas y macroscapicas a la vez.
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Se considera una placa laminada [0/90] con dafio y por lo tanto con un material bimodular (ver
Referencia [100]) simplemente apoyada, y con el origen del eje (x, y) ubicado en una esquina. Las

condiciones de borde empleadas se expresan como

w=0 en y=0; y=a; x=0; x=a (4.9)
v=0 en x=0 , x=a (4.10)
u=0 en y=0 , y=a (4.11)
La placa estd sometida a una presion dada por
q=-1[kPa] xsin(g x)sin(% y) (4.12)

El problema de la placa es resuelto con el MEF utilizando el programa ABAQUS. La placa
cuadrada tiene un lado de a = 2 m y cada l&mina tiene 10 mm de espesor. Para la simulacién se emplea
una malla de 16x16 elementos lineales tipo cascara (elemento S4R en la nomenclatura de ABAQUS).
Se tiene en cuenta las diferentes propiedades en traccion y compresion, de manera que la ldmina en
compresion en la direccion 2 (orientacion 0°) tiene un médulo E,c, mientras que el laminado a 90° tiene

un modulo E,r.

Para investigar el comportamiento incluyendo dafio se consideraron diversos escenarios. Se
considera que la placa esta dafiada en una region cuadrada de la misma, que se ubica ya sea en una
esquina o en el centro de la placa (Figura 4.29). Se supone que el dafio afecta a la lamina superior (90°)
0 ambas. Las propiedades elasticas se evaltan para los valores de parametros de dafio Iy = 0.4, py = 0.7
y lg = ps = 1 utilizando las ecuaciones desarrolladas en este Capitulo. En las Tablas 4.1 y 4.2 se
presentan los resultados para el desplazamiento méximo de la placa. Como se esperaba, el incremento
mas severo en el desplazamiento ocurre cuando el dafio afecta a la zona central y a todas las ldminas y
para valores de lg = pg =1, con un incremento del 68% respecto a la configuracion sin dafio. Dado que
el laminado [0/90] est4d en flexion los resultados reflejan, principalmente, la influencia de la

degradacion del modulo de Young transversal y, en menor medida, la degradacion del médulo de corte.
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®m Material sin dafio

O Material con dafio

(@)
(© (d)
Figura 4.29: Placas con regiones dafiadas de distintos tamafios y diferentes ubicaciones. Placa cuadrada de lado a = 2 m. (a):
region dafiada de tamafio a/4 x a/4 ubicada en el centro de la placa, (b) region dafiada de tamafio a/2 X a/2 ubicada en el

centro de la placa, (c) region dafiada de tamafio a/4 x a/4 ubicada en una esquina de la placa, (d) region dafiada de tamafio a/2
X a/2 ubicada en una esquina de la placa.

Tabla 4.1. Desplazamiento en el centro de la placa, normalizado con respecto al valor sin dafio w° = 2.107 mm, para regiones

de diferentes tamafios y con diferentes ubicaciones. Los pardmetros de dafio microscopicos son Iy = pg = 1.

Posicion de region dafiada

Lamina dafiada  Tamafio de regién dafiada

Esquina Centro

90° al4 x al4 1.107 1.205
90° al2 x al2 1.267 1.415
0°y90° al4 x al4 1.130 1.292
0°y90° al2 x al2 1.399 1.684

Un segundo estudio consiste en el analisis de la influencia de los parametros de dafio Iy y pg en la
respuesta de la placa con una region dafiada de dimension a/2 x a/2 ubicada en la zona central. El
desplazamiento en el punto central se grafica en la Figura 4.30 y muestra una respuesta no lineal con el

incremento de los parametros de dafio. En la Figura 4.31 se muestra el desplazamiento en direccion z
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en toda la placa para el caso con mayor dafio: ambas laminas con la zona central de tamafio a/2 x a/2

dafada con parametros de dafio I3 = pg = 1.

Tabla 4.2. Desplazamiento en el centro de la placa, normalizado con respecto al valor sin dafio w° = 2.107 mm, para regiones

de diferentes tamafios y con diferentes ubicaciones. Los parametros de dafio microscopicos son Iy =0.4y pg = 0.7.

Posicién de region dafiada
Lamina dafiada  Tamafio de regién dafiada

Esquina Centro

90° al4 x al4 1.080 1.093
90° al2 x al2 1.107 1.130
0°y90° al4 x al4 1.090 1.089
0°y90° al2 x al2 1.120 1.127
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Figura 4.30: Desplazamiento en el centro de la placa, normalizado con respecto al valor sin dafio w° = 2.107 mm, en funcién
de los pardmetros de dafio pg y lg.
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U, us
+3.549e+00
+3.254e+00
+2.958e+00
+2.662e+00
+2.366e+00
+2.071e+00
+1.775e+00
+1.479e+00
+1.183e+00
+8.874e-01
+5.916e-01
+2.958e-01
+0.000e+00

Figura 4.31: Desplazamiento en direccion z en la placa expresado en [mm)]. Region dafiada de tamafio a/2 % a/2 ubicada en el
centro de la placa. Ambas Id&minas [0/90] estan dafiadas con valores de los parametros de dafio en la interfaz fibra-matriz Iy = 1
ypa=1



Capitulo 5

Pandeo de fibras en GFRP unidireccionales

5.1. Introduccion

A diferencia de los materiales, tales como el cemento, que son mas resistentes en compresion que
en traccion, los compuestos reforzados con fibras son mas débiles en compresion que en traccion.
Debido a que casi ninguna estructura puede ser disefiada sin que una parte de ella experimente
compresion es que el disefio de las estructuras construidas en material compuesto esta frecuentemente

controlado por el fenémeno de falla a compresion.

Hay un gran interés en predecir la resistencia de compuestos reforzados con fibras, en primer lugar
debido a la dificultad y costo de los estudios experimentales y, en segundo lugar, para permitir el
desarrollo de nuevos materiales. Para estos materiales la resistencia a compresion depende en gran
parte de la ondulacion interna de las fibras, que debido a limitaciones de manufactura se desvian de la
configuracion recta ideal. Tal desviaciéon constituye una imperfeccién que ha sido reconocida como

perjudicial a la resistencia a compresion del material (ver Rosen [39], Jones [104], Barbero [101] y

[1]).

En el contexto de los materiales compuestos se utiliza el término micropandeo para referirse al
pandeo de las fibras en el nivel microscopico. Todos los modelos reportados en la literatura para la
simulacion de este fendmeno utilizan una ondulacion bidimensional (2D), mientras que en la realidad
las fibras pueden presentar una ondulacion tridimensional (3D). Por lo tanto, surge la pregunta de si

una aproximacion bidimensional de la ondulacién es suficientemente representativa de la realidad.

En este capitulo se utiliza la micromecanica computacional para estudiar el efecto de las
caracteristicas microestructurales en GFRP unidireccionales sometidos a compresion. Se utiliza un
modelo tridimensional explicito de la microestructura del compuesto con fibras onduladas en dos y en
tres dimensiones y se emplea la metodologia de calculo de tensiones presentada en el Capitulo 3. Los

dos tipos de ondulaciones se caracterizaron por medio de un angulo de desalineamiento maximo, como

79
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es usual en este campo de trabajo. Se evalUan dos tipos de estados de carga en los que se restringe o no
la deformacién transversal. Se consideran dos fuentes de no linealidad: en el material y en las
relaciones deformacion desplazamiento. Se presentan estudios paramétricos en términos de
caracteristicas de la microestructura, tales como tipo de imperfeccién, fraccién de volumen de fibra,
tensién de fluencia de la matriz, arreglo de fibras, orientacion de ondulacion 2D y angulo de

desalineamiento. En este capitulo el analisis se restringe al nivel microscépico.

Los resultados presentados en este capitulo se publicaron en [102]. Este capitulo esta organizado
como se indica a continuacién: en la Seccion 5.2 se revisan los antecedentes relativos al problema de
micropandeo, su modelacion y experimentacion. En la Seccién 5.3 se resume la metodologia empleada,
mientras que en la Seccidén 5.4 se detallan las caracteristicas de las celdas unitarias utilizadas. Por

Gltimo, en la Seccion 5.5, se presentan y discuten los resultados obtenidos.

5.2.  Revision bibliografica

Por analogia con el comportamiento estructural, el micropandeo de fibras es frecuentemente
modelado como el pandeo de una columna soportada lateralmente por una matriz elastica; este
problema ha atraido a varios investigadores desde el trabajo pionero de Rosen [39]. Hay dos maneras
generales en las cuales la inestabilidad de una CU o EVR puede ocurrir, debido al pandeo elastico de la
fibra involucrando deformaciones de la matriz (un problema usualmente llamado micropandeo), o por
deformaciones pléasticas (Ilamado pliegue o kinking en inglés), tal como reportaron Budiansky y Fleck
[103]. Sun y Tsai [44], entre otros, hicieron una comparacién entre ambos modos y concluyeron que a
pesar de que son problemas distintos que involucran diferentes hipdtesis, los valores de carga de

kinking o micropandeo no son muy distintos.

El micropandeo puede ocurrir en dos modos: uno con deformaciones periddicas de las fibras
involucrando corte en la matriz y con deformacion transversal insignificante, llamado modo “en fase”
(in-phase) y, por otro lado, el modo llamado “desfasado” (out-of-phase) en el cual el corte en la matriz
es despreciable y el pandeo estd dominado por deformaciones transversales en la misma, similar a los
que ocurre con una viga en una fundacion elastica. Ambos casos fueron discutidos por Rosen [39] y
fueron revisados en el texto clasico de Jones [104]. En cuanto a la estabilidad de la trayectoria post-

critica, Maewal [38] anticip6 un comportamiento de trayectoria post-critica estable para el problema
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“en fase”. Por otro lado, Yugartis y Sternstein [105] realizaron ensayos que mostraron la influencia

perjudicial del desalineamiento de la fibra en el proceso de micropandeo.

Dentro de la teoria general de la estabilidad, Tomblin et al. [40] investigaron la sensibilidad del
micropandeo de fibra a la imperfeccion causada por el desalineamiento de la fibra bajo compresion en
la direccion de la misma. La influencia de la no linealidad del material fue introducida en las
ecuaciones constitutivas de corte por medio de una relacion hiperbdlica y el EVR fue considerado para
el modo “en fase”. Esto origind la identificacion de un comportamiento de bifurcacion inestable
simétrico para un EVR sin desalineamiento, y ademas se encontr6 que una ley de potencia 2/3
caracteriza la sensibilidad a la imperfeccion causada por el desalineamiento de fibra. Tales resultados
deterministicos tedricos indicaron la naturaleza del comportamiento esperado y fueron seguidos de

estudios probabilisticos realizados por Tomblin y Barbero [41] y por Barbero [101].

La importancia de la secuencia de laminado en el micropandeo fue estudiada por Drapier et al. [42]
con referencia a ensayos de flexion que se realizaron para identificar estados limites bajo compresion.
En lugar de considerar una CU, estos autores emplearon un modelo bidimensional de un compuesto
laminado homogeneizado. Para la misma configuracién periddica de desalineamiento de fibras, bajo un
modo “en fase”, Drapier et al. [43] utilizaron un modelo de elementos finitos no lineal para
compuestos unidireccionales de fibra de carbono y matriz epoxi. Los resultados bajo compresion con
desalineamiento mostraron una pérdida significativa de la capacidad de carga con alta sensibilidad a la
imperfeccion. Este fue el primer estudio numérico para cuantificar el efecto de las imperfecciones en el
micropandeo. En el trabajo [46], los autores reportan un modelo de FEM? para el célculo de la
resistencia a compresion. Se analiz6 la pérdida de estabilidad en las escalas microscopicas y
macroscopicas. Sus resultados muestran un comportamiento con sensibilidad a la imperfeccion pero
estan basados en modelos microscopicos de dos dimensiones. Ademas, los valores del angulo de
desalineamiento van desde 0.28° hasta 1.72° aproximadamente, valores muy pequefios comparados con

los observados en ensayos experimentales, que alcanzan los 10° [45].

Como puede notarse, los modelos disponibles consideran a la fibra con forma de curva plana. Esto
hace que los modelos sean facilmente tratados utilizando ecuaciones analiticas y que sean mas
econémicos en el caso de modelos numéricos. Sin embargo, la fibra podria tomar también una forma
de curva tridimensional tal como una hélice. Por otro lado, los valores de los desalineamientos

utilizados para predecir el fendémeno de micropandeo en la literatura son muy pequefios comparados
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con los valores reportados en ensayos experimentales. En otras palabras, no se ha evaluado el
comportamiento a micropandeo para grandes angulos de desalineamiento. Mediante el modelo de FRP
con desalineamiento presentado en la seccidn siguiente se podran evaluar las cargas de micropandeo
considerando CU curvas con fibras de forma bidimensional y tridimensional, ademéas de las variables
gue usualmente son evaluadas en micropandeo: fraccion de volumen de fibra, resistencia de la matriz y
angulo de desalineamiento. Se evallan las cargas de micropandeo para dos casos de carga de
compresién con la deformacién lateral restringida y con la deformacién lateral libre. Con estos casos se

intenta representar una lamina aislada o formando parte de un laminado o libre.

5.3. Metodologia

En esta seccién se presentan el modelo y metodologia utilizados para realizar un analisis de la
carga de micropandeo empleando la micromecanica computacional. La celda unitaria utilizada,
presentada en la Seccion 5.4, incluye la representacion explicita de la geometria de la fibra con
ondulacién y condiciones de borde periddicas como se explica en la Seccion 3.3 y en el Apéndice A. El

célculo de las tensiones macroscopicas se realiza utilizando la MPP-DF presentada en el Capitulo 3.

Bajo una compresion en la direcciéon 1, una lamina Unica puede deformarse libremente en la
direccion transversal. Sin embargo, si ésta es usada como parte de un laminado entonces no puede
deformarse transversalmente en la misma manera ya que las otras laminas producen un efecto de
restriccion transversal. Surge asi la pregunta ¢esta restriccion puede afectar a la carga de micropandeo?
Para distinguir entre estas dos situaciones modelando una Unica fibra se consideraron dos casos de
carga: uno con la deformacidn transversal restringida y otro sin dicha restriccion. Es importante notar
que el primer caso no es completamente representativo del estado de deformacion de la lamina en un

laminado, pero puede ser visto como una condicién limite en el problema.

Ambos casos de carga incluyen deformaciones macroscépicas sin distorsiones, es decir, el tensor
de deformacion macroscopico tiene componentes nulas fuera de la diagonal y de compresion en la
direcciéon 1. En un caso, identificado en lo que sigue como caso A, las componentes de deformacion
transversal no estan especificadas, de tal manera que la CU puede expandirse en las direcciones
transversales mientras es comprimida en la direccion 1. En el otro caso de carga, identificado como
caso B, las componentes de deformacién transversal son nulas, con la consecuencia de que no ocurre

ninguna expansion lateral bajo compresion axial.
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La implementacién de estos casos de carga, A y B, se realiza por medio de las ecuaciones (3.12) y
(3.13). Para el caso de carga B se especifican las nueve componentes del tensor de deformacion

macroscopico; en otras palabras, se especifican todos los desplazamientos de los tres hodos de control.

Para el caso de carga A, se especifican los desplazamientos relacionados a la componente ¢, y a las

componentes nulas fuera de la diagonal, mientras que los desplazamientos, W,2 y ws®, relacionados a las

componentes transversales ¢y, Yy €55, sSon mantenidos como grados de libertad del modelo y pueden

ser obtenidos de la solucion numérica del EVR.

Con el objetivo de investigar la sensibilidad a la imperfeccion, este modelo incluye dos fuentes de
no linealidad: la matriz epoxi es modelada como un material no lineal, y, por otro lado, las relaciones
entre la deformacion y el desplazamiento son geométricamente no lineales. Las trayectorias de

equilibrio no lineales son obtenidas usando el algoritmo de Riks disponible en ABAQUS [85].

Se considera un compuesto con fibras de vidrio y matriz epoxi donde Rf = 3.5x10° m. Ambos
materiales se consideran isotropos: la fibra se modela como material eléstico lineal con médulo EF = 84
GPa, y vF = 0.22, mientras que la matriz se modela como un material elastico perfectamente pléstico
con E = 4 GPa, v = 0.38. Se consideran dos valores de tensiones de fluencia , = 48.26 MPa y o, =
100 MPa. Se utiliza una regla de flujo asociada en conjunto con una superficie de fluencia de von

Mises.

Aproximadamente 30.000 elementos (C3D8 en la libreria de ABAQUS, un hexaedro lineal de
ocho nodos) fueron usados en las mallas de elementos finitos. Este elemento no sufre el problema de
blogueo volumétrico cuando se simula un material con plasticidad. En el andlisis de convergencia,
realizado para algunos casos particulares, se utilizaron mallas de hasta 200,000 elementos. Las
tensiones maximas tuvieron cambios inferiores al 0.7% respecto a los valores reportados en la Seccion
5.5.

5.3.1. Célculo de tensiones macroscopicas

En esta seccién se muestra que las ecuaciones obtenidas en el Capitulo 3 de esta tesis para el
calculo de tensiones macroscopicas, particularmente la ecuacion (3.30), puede ser utilizada en casos de

micropandeo.
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La trayectoria de equilibrio correspondiente al micropandeo, como ocurre en otros fenémenos de
inestabilidad, puede involucrar deformaciones de compresion que varian en el tiempo presentando
aumentos y disminuciones durante el proceso de carga. Sin embargo, la ecuacion (3.30), para el calculo
de las tensiones macroscopicas, ha sido obtenida suponiendo una variacion lineal de A,(t) respecto al
tiempo, ver ecuacion (3.23). A continuacion se muestra que la ecuacion (3.30) es también valida para

casos en los que A4(t), es una funcidn arbitraria del tiempo.

Suponiendo que en el EVR actla un gradiente de deformacién macroscopico dado por

At) 0o 0
Fit)=] 0 4() O
0 0 At)

(5.1)

donde A;(t) son funciones arbitrarias del tiempo cuyas derivadas, dependientes a su vez del tiempo, se

denotan como
A (t)=—4(t) (5.2)

y, usando la igualdad (3.16), se puede expresar el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff como

LAoy Aoy, 4404
P=| 4,40, Ak, 440y (5.3)
A0y MOy A0

Luego, la potencia interna para el instante de tiempo t puede calcularse utilizando la expresién (3.19)

resultando en
P (t)uniaxia| :V( Ay Ay Moy, + Ay Ay 4505, + A4 4, 13,033) (5.4)

Si en el gradiente de deformaciones macroscopico aplicado se restringe la deformacion lateral

(deformacion uniaxial) durante la compresion se tiene
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A ()=4 (t)=0 (5.5)

Por otro lado, si no se restringe la deformacion lateral (tension uniaxial) se tendra
o,(t)=0,(t)=0 (5.6)

Por lo tanto, cuando la deformacion macroscépica en direcciones X, y Xs esta restringida o libre la

potencia interna resulta en
P (t)uniaxial =V 4, 4 Aoy, (.7)
Considerando el desplazamiento en direccion x; del nodo de control asociado:
W =a(4(t)-1) (5.8)

la velocidad de dicho punto se expresa como
—W =aA, (5.9)

Luego, la potencia externa para el instante de tiempo t se puede expresar como el producto de la fuerza

aplicada en el nodo y la velocidad del nodo, quedando
PeXt (t)uniaxial - aRﬂ 21, (510)

Si se igualan las expresiones de las potencias interna y externa para el tiempo t se puede obtener la

misma expresion para el célculo de la tensidn macroscopica ya obtenida en el Capitulo 3:

Oon= VaRﬂ
Ay (5.11)



86 5 - Pandeo de fibras en GFRP unidireccionales

Esto quiere decir que el calculo de tensiones macroscdpicas para un proceso de carga que involucra
inestabilidad, como en el caso de micropandeo, se puede realizar mediante la ecuacién (3.30) derivada
en el Capitulo 3 de esta tesis.

5.4. Geometria de ondulacion de fibra y celda unitaria curva

Se construye un modelo de material compuesto periddico utilizando CU curvas. Las fibras de
dichas celdas siguen lineas curvas u ondulaciones. La CU se obtiene por medio de un barrido con la
seccion transversal (ver Figura 5.1b), desplazando la misma sin rotacion siguiendo la linea de la
ondulacion (Figura 5.2). Esta forma de crear la CU permite representar la ondulacion y obtener una
geometria que puede ser facilmente mallada. Como se muestra en la Figura 5.1b, se construyeron

modelos de elementos finitos con ordenamientos de fibras hexagonales (Hx) y cuadrados (Sq).

Figura 5.1: (a): Dimensiones de celda unitaria. (b): Secciones transversales (ordenamiento de fibras). (c) Mallado de celdas
unitarias curvas.

Para un radio de fibra R las dimensiones de la celda unitaria se obtienen mediante la fraccion de
volumen de fibras V¢ y la relacion entre longitud de la CU I y didmetro de fibra Dy, £ = I¢/Ds. Dado que

en esta tesis se utiliza una metodologia de homogeneizacion de primer orden, las dimensiones
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absolutas de la CU tales como R; no afectaran los resultados. Para tener en cuenta tales efectos se
requiere usar teorias de homogeneizacion de mayor orden, como explica van Dijk [49], entre otros. La

longitud de la mitad de la arista se calcula como

b=R, /L (5.12)
4V, sin(@)

donde 6, al igual que en la Seccién 3.2, toma valores de 60° para la configuracion hexagonal (Hx) y de

90° para la configuracion cuadrada (Sq).

Se consideraron dos tipos de ondulaciones: (i) Tridimensional (3D), donde la fibra toma forma de
hélice y (ii) Bidimensional (2D) en el que la fibra tiene la forma de una curva plana sinusoidal. En las
posiciones iniciales se considera que las fibras estan “en fase”. La imperfeccion 3D esta contenida en
un cilindro mientras que la 2D pertenece a un plano (Figura 5.2).

Con referencia a la Figura 5.2, el alineamiento perfecto estaria dado por una fibra ubicada en la
direccion del eje x;; una ondulacion 2D se ilustra en un plano que contiene al eje x; y que forma un
angulo & medido respecto al plano x; - X,; en otras palabras, & define la orientacion del plano donde se
desarrolla la ondulacion 2D. Siguiendo la definicion usual en este campo de conocimiento, ambos tipos
de ondulaciones tienen un angulo maximo de desalineamiento (o) medido entre la fibra y el eje x;
(Figura 5.2).

Se debe enfatizar que los angulos ay 6 son distintos. La orientacion del plano que contiene a la
fibra ondulada en el modelo 2D es caracterizada por &, por lo tanto, s6lo tiene sentido para dicho
modelo. Mientras que o es el maximo angulo de la linea de la fibra respecto al eje x; y se utiliza como

pardmetro en ambos modelos, 2D y 3D.

Las ecuaciones cartesianas de la linea de ondulacion 2D estan dadas por

X, :Zl—fﬂtan(a)cos(5)si {I—” ]
(5.13)

X
X, :2|—tan(a)sm(5)sm( J
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donde I¢ es una de las dimensiones de la CU (Figura 5.1a).

Las ecuaciones cartesianas para la linea de ondulacién 3D son

.| 2
X, =1, sin| =%
f

(5.14)
27
X, =T, |1-cos I—x1
f
donde res el radio del cilindro que contiene a la hélice. Este valor se obtiene como
. l (5.15)

X: linea de la
ondulacion 3D DPlang X~ X
2

X1

~ linea de la
ondulacion 2D

(@) (b)
Figura 5.2: Lineas de ondulacién: (a) ondulacién bidimensional (2D), (b) ondulacidn tridimensional (3D).

5.5. Resultados y discusion

Se resolvieron 384 casos bajo la condicion de carga A (sin restriccion lateral) y 432 casos para la
condicion B (con restriccion lateral). Los casos bajo estudio cubren los cambios en las variables de
interés: tipo de ondulacion (2D o 3D), &ngulo de orientacién de la ondulacion 2D, ordenamiento de
fibras, tension de fluencia de la matriz, fraccion de volumen de fibras V; y angulo de desalineamiento

a. Se utilizaron los valores de V; = 10%, 30%, 50% y 70% con &ngulos de desalineamiento desde 0.01°
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hasta 20° y g entre 12.5 y 200 para tener una amplia perspectiva del fendbmeno de micropandeo,
cubriendo de este modo los valores de reportados en ensayos experimentales; por ejemplo, Jochum y
Grandidier [45] midieron valores de g entre 20 y 50 con desalineamientos de hasta 10° en muestras de

laboratorio.

Para facilitar la presentacion de los resultados se identificd cada caso con un nimero de grupo que
va desde el 1 al 24, una letra para distinguir el caso de carga (A o B), un angulo de desalineamiento oy
la tension de fluencia de la matriz. Los nimeros de grupos corresponden a un valor de V;, a un tipo de
imperfeccion, a un ordenamiento de fibras especifico y un angulo &en los modelos 2D. Por ejemplo, el

grupo 4 incluye casos con V; = 70%, ordenamiento cuadrado (Sq), ondulacion 2D,y 6= 0°.

5.5.1. Trayectorias de equilibrio

En la Figura 5.3 se muestran las trayectorias de equilibrio para algunos casos de los grupos 4A y
4B (Vi = 70%, 2D, Sq, § = 0° y o, = 48.26 MPa; los valores del angulo de desalineamiento o se
muestran en cada caso. Dado que se investiga el comportamiento bajo compresién solamente se
reportan valores negativos de tension y deformacion. Para pequefios angulos de deformacion, la
trayectoria de equilibrio es casi lineal y alcanza un valor maximo en la carga de bifurcacion; luego, la
trayectoria cae en una trayectoria post-critica. Esto concuerda con los resultados reportados en la
Figura 8 de [46]. Para grandes &ngulos de desviacion, la trayectoria de equilibrio exhibe no linealidad
hasta que se alcanza un méximo; este es un punto limite en la nomenclatura de la teoria de estabilidad
elastica (ver Godoy [106]); a partir de alli, la trayectoria cae en un comportamiento inestable. En la
Figura 5.4 se muestran las trayectorias de equilibrio para algunos casos de los grupos 4A y 4B en una
grafica con la escala ampliada respecto a la Figura 5.3 para apreciar los detalles de las curvas. Una
comparacion entre los casos de carga A y B muestra que la pendiente es ligeramente superior en los
casos B debido a que la deformacion transversal ha sido restringida a cero. Para configuraciones con
valores de ondulaciones moderadas se producen méaximos locales en las trayectorias de equilibrio. Pero
para grandes valores de « dichos méaximos desaparecen, con la consecuencia de que la tension aumenta
con la deformacion de compresion sin existir singularidades en la trayectoria; de esta manera, no
ocurre micropandeo en tales casos sino que el problema pasa a ser de grandes desplazamientos. Este

comportamiento en el que existe un valor de angulo limite a partir del cual deja de existir un maximo,
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ocurre en la mayoria de los casos estudiados en esta tesis y es tipico de problemas de pandeo de
cascaras (Godoy [106]).
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Figura 5.3: Trayectorias de equilibrio para algunos casos del Grupo 4 en funcion del &ngulo de desalineamiento «.
Resultados para o, = 48.26 MPa. (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.
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Figura 5.4: Detalle de trayectorias de equilibrio para algunos casos del Grupo 4 en funcion del angulo de desalineamiento c.
Resultados para o, = 48.26 MPa. (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.

Los valores de las cargas maximas, correspondiente a los puntos limite en las trayectorias de
equilibrio, se muestran en las Tablas 5.1 - 5.4. En los casos donde no existe un valor significa que no se
encontré un maximo, es decir, no ocurrié micropandeo. Para todos los casos reportados en las Tablas
5.1 - 5.4 se adoptd un valor de g = 50. Dicho valor fue seleccionado en base a resultados

experimentales reportados en la literatura [45]. Para ilustrar la influencia de g, se resolvieron casos
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para los grupos 1, 7, 13 y 19 (imperfeccién 3D y ordenamiento de fibras Hx), para el caso de carga B,

a = 0.01°y o, = 48.26 MPa. Las maximas tensiones resultantes se muestran en la Figura 5.5

observandose un pequefio cambio para altos valores de f.

Tabla 5.1. Tensiones limites en [GPa] para el caso de carga A (sin restriccion) y oy = 48.26 MPa.

_ s % Angulo de desalineamiento ¢

X S g
N TS5 e

> 2 é 0.01° 0.1° 1° 25° &° 100 15°  20°

° 35

1 3D Hx - 3.706 2591 1.023 0.558 0.318 0.177 0.130 0.106
2 Sg - 3960 2674 1.011 0.552 0.321 - - -
3 70 Hx 0° 3.752 2.639 1.158 0.592 0.372 - - -
4 2D Sq 0° 3.987 2677 1.017 0.561 0.335 - - -
5 Hx 30° 3.624 2.636 1.087 0.575 0.336 - - -
6 Sqg 45° 3.965 2.794 1.179 0.627 0.358 - - -
7 3D Hx - 2303 1.702 0.813 0.479 0.286 0.162 0.116 0.093
8 Sg - 2329 1.681 0.809 0.479 0.287 0.162 0.117 0.094
9 50 Hx 0° 2346 1.744 0.867 0.519 0.318 0.207 - -
10 2D Sq 0° 2337 1.724 0.756 0.487 0.304 0.195 - -
11 Hx 30° 2.333 1.722 0.824 0.495 0.306 0.201 - -
12 Sq 45° 2379 1.787 0.878 0.516 0.312 0.241 - -
13 3D Hx - 1480 1.146 0.626 0.398 0.256 0.152 0.110 0.088
14 Sg - 1505 1.157 0.624 0.397 0.255 0.151 0.110 0.088
15 30 Hx 0° 1525 1.175 0.656 0.426 0.284 0.184 0.149 0.128
16 °D Sq 0° 1515 1.150 0.643 0.417 0.280 0.179 0.142 0.121
17 Hx 30° 1.521 1.161 0.651 0.419 0.281 0.181 0.147 0.128
18 Sq 45° 1529 1.177 0.660 0.425 0.283 0.184 0.150 0.130
19 3D Hx - 0.851 0.674 0.419 0.296 0.206 0.132 0.099 0.081
20 Sg - 0.845 0.672 0.418 0.296 0.206 0.132 0.099 0.081
21 10 Hx 0° 0.857 0.685 0.430 0.311 0.229 0.157 0.125 0.105
22 °D Sqg 0° 0.852 0.681 0.430 0.311 0.228 0.157 0.123 0.104
23 Hx 30° 0.855 0.689 0.428 0.312 0.228 0.157 0.124 0.104
24 Sq 45° 0.862 0.681 0.429 0.313 0.228 0.157 0.125 0.105

En la Figura 5.6 se grafican las trayectorias de equilibrio para

los grupos 19A y 19B (V; = 10%,

ondulacion 3D, ordenamiento de fibras hexagonal y o, = 48.26 MPa) para casos con « = 0.01°, 2.5°y

20°. Se muestra una linea con la pendiente inicial del caso mas cercano a la alineacion perfecta (« =

0.01°). Durante el proceso de carga de la CU, la plastificacion de la matriz genera un cambio en la

pendiente de la curva tension-deformacion. Este cambio se da aproximadamente a una deformacion &,

= -0.012 y es mas evidente en el caso de carga A que en el B. Para los demas casos con Vi = 10% se

encontré un comportamiento similar, pero el cambio de pendiente debido a plasticidad no es

observable en casos con mayor fraccion de volumen de fibra porque la matriz tiene menos incidencia

en larigidez de la CU.
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Tabla 5.2. Tensiones limites en [GPa] para el caso de carga A (sin restriccion) y o, = 100 MPa.

c 2
Y % k5] Angulo de desalineamiento «
N T € s
g [} c
> & o
E E 0.01° 0.1° 1° 25 50 10° 15°  20°
1 . Hx - 4.839 3.624 1.787 1.019 0.607 0.340 0.249 0.202
2 Sqg - 5162 3.758 1.647 1.008 0.607 0.348 0.259 0.216
3 0 Hx 0° 4.889 3.652 1.875 1.134 0.686 - = =
4 2D Sq 0° 5157 3.701 1.722 1.008 0.617 - = =
5 Hx 30° 4.880 3.641 1.824 1.068 0.631 - - -
6 Sq 45° 5293 3973 1.932 1.098 0.676 0.432 - =
7 3D Hx - 2964 2.364 1.324 0.853 0.536 0.312 0.229 0.185
8 Sq - 2986 2.292 1.294 0.847 0.537 0.315 0.231 0.188
9 0 Hx 0° 20982 2.300 1.346 0.872 0.590 0.372 0.308 -
10 2D Sqg 0° 2984 2.368 1.325 0.871 0.559 0.356 0.292 -
11 Hx 30° 2978 2.392 1.369 0.887 0.563 0.365 - -
12 Sq 45° 3,028 2.435 1.402 0.873 0.580 0.373 0.312 -
13 3D Hx - 1928 1576 0.978 0.681 0.466 0.289 0.215 0.175
14 Sqg - 1.925 1577 0.977 0.680 0.467 0.290 0.216 0.176
15 5 Hx 0° 1.943 1594 1.015 0.717 0.504 0.333 0.272 0.236
16 2D Sq 0° 1931 1.570 0.997 0.705 0.496 0.327 0.263 0.227
17 Hx 30° 1.943 1585 1.006 0.710 0.498 0.330 0.271 0.237
18 Sq 45° 1929 1.601 1.001 0.719 0.502 0.333 0.275 0.24
19 3D Hx - 1.134 0.936 0.635 0.480 0.358 0.246 0.192 0.160
20 Sqg - 1.132 0.930 0.637 0.480 0.358 0.246 0.192 0.160
21 10 Hx 0° 1.138 0.937 0.654 0.508 0.391 0.286 0.234 0.201
22 . Sq 0° 1.137 0944 0.659 0.507 0.391 0.286 0.233 0.199
23 Hx 30° 1.139 0.944 0.654 0.508 0.391 0.287 0.234 0.202
24 Sq 45° 1138 0.944 0.660 0.508 0.392 0.287 0.235 0.203
6 T T i
| | |
| | |
S5p---*== s P L PP PP
| | —x—\V; =70%
! ! v-50%
? 4'77777777 77777777 T T T —e—30% -
@ v | | ——10%
= L | | T
S T a
© | | |
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Figura 5.5: Tension limite en funcion de la relacion = L;/Dy. Resultados para casos de carga restringido B, o, = 48.26 MPa,
imperfeccion 3D, ordenamiento Hx (Grupos 1, 7, 13 y 19).
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Tabla 5.3. Tensiones limites en [GPa] para el caso de carga B (con restriccion) y oy = 48.26 MPa.

— é % Angulo de desalineamiento o
N S8 E
> é % 0.01° 01° 1° 25° 50 750 10° 15° 20°
- o
1 - Hx - 4.958 3.388 1.303 0.637 0.381 - s o =
2 Sqg - 5156 3.363 1.145 0.633 - - = = =
3 70 Hx 0° 5001 3.451 1.350 0.741 0437 - = = =
4 2D Sqg 0° 5203 3.387 1.257 0.675 - - = = =
5 Hx 30° 5021 3.419 1.302 0.679 - - = o =
6 Sq 45° 4559 3.242 1.375 0.730 - - - - -
7 o Hx - 3138 2.301 1.023 0.592 0.351 - = o =
8 Sq - 3145 2.267 0.992 0.575 0.353 - - - -
9 - Hx 0° 3.171 2.345 1.088 0.630 0.387 - S
10 ’D Sq 0° 3143 2.281 1.040 0.602 0.368 - = = =
11 Hx 30° 3.155 2.322 1.065 0.608 0.367 - = = =
12 Sq 45° 3224 2346 1.102 0.625 0.375 - = = =
13 3D Hx - 2163 1.590 0.834 0.526 0.338 - = o =
14 Sq - 2159 1590 0.834 0526 0.339 - s o =
15 - Hx 0° 2.178 1.662 0.879 0.553 0.357 - S
16 2D Sq 0° 2163 1.628 0.850 0536 0.354 - = o =
17 Hx 30° 2171 1.659 0.858 0.536 0.351 - - - -
18 Sq 45° 2174 1.655 0.870 0549 0.356 - = = =
19 3D Hx - 1.656 1.288 0.771 0.538 0.380 - = o =
20 Sqg - 1.658 1.288 0.774 0539 0.381 - = = =
21 10 Hx 0° 1.666 1.307 0.790 0.538 0.386 - = o =
22 2D Sq 0° 1659 1.296 0.782 0536 0.386 0.317 - - -
23 Hx 30° 1.665 1.305 0.787 0.541 0.385 0.317 - -
24 Sq 45° 1668 1.310 0.788 0541 0.386 0.318 - - -
A T A N B
° I I I I
SR I R
—tt 1 1 PO
5 1 1 1 Pt 1
S 1 - i i A St i
Flo o e
! I oL I I I
05F---- Fo-——3elpeetto - F---- Fo---1-
Py 1 1 1
sl 1 1 1 1
X X l l l l
00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
1 (a)

Figura 5.6: Detalle de trayectorias de equilibrio para algunos casos del Grupo 19 en funcién del angulo de desalineamiento .
(a): Caso de carga A, sin restriccidn; (b): Caso de carga B, con restriccion.
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Tabla 5.4. Tensiones limites en [GPa] para el caso de carga B (con restriccion) y oy = 100 MPa.

s £ Angulo de desalineamiento o
ST B8 2
N =8 E
> 28 001° 01° 1° 25 5 750 100 150 20°
E §
1 3D Hx - 6.337 4719 2.142 1.227 0723 - = o =
2 Sqg - 6.019 4390 2.065 1.170 0.726 - s o =
3 = Hx 0° 6.392 4.805 2.316 1.351 0.806 - s o o«
4 Sq 0° 6.468 4.674 2.153 1.234 0.752 - s = o«
2D
5 Hx 30° 6.378 4.765 2.240 1.253 0.738 - - - -
6 Sq 45° 6220 4.629 2.331 1.341 0.798 - = = =
7 - Hx - 3.874 3.014 1682 1.041 0652 - - - -
8 Sq - 3911 3.079 1.633 1.035 0.654 - = = =
9 50 Hx 0° 3933 3.111 1.747 1.110 0689 - 5 = o=
10 Sqg 0° 3937 3.042 1.687 1.041 0.669 - = o =
2D
11 Hx 30° 3932 3.125 1.716 1.065 0.671 - - - -
12 Sq 45° 3995 3188 1.795 1.111 0.690 - = = =
13 3D Hx - 2667 2168 131 0.901 0615 0482 - - -
14 Sq - 2666 2159 1.32 0906 0612 0482 - - -
15 20 Hx 0° 2643 2.206 1.34 0.937 0637 - = o =
16 Sqg 0° 2671 2187 1.33 0905 0.624 0497 - - -
2D
17 Hx 30° 2682 2.159 1.29 0.911 0624 0.497 - - -
18 Sq 45° 2693 2194 1.36 0933 0.629 - = o =
19 3D Hx - 2103 1.621 1.144 0.852 0641 - s o =
20 Sqg - 2108 1.622 1.145 0.853 0.641 - = o =
21 10 Hx 0° 2113 1.547 1.137 0.857 0.651 0550 - - -
22 Sq 0° 2113 1.547 1.159 0.857 0.649 0549 - - -
2D
23 Hx 30° 2.118 1.587 1.137 0.856 0.650 0.549 - - -
24 Sq 45° 2114 1588 1.157 0.857 0.650 0549 - - -
T T T T T T
1 1 1 1 P
LSf--—%—a=001°}~~7-~"~~ Sy danit i
et I P B
—a =20° I ,A' I |
=z | | Pl 1 1
o 1 D A .
= 1 .l 1 1 1
9 I | g I I I I
1 g 1 : 1 1
0-5 ***** T g~~~ 7 — I r———~"T~7
‘ ‘ 1 1 1 1
| | | | | |
| | | | |
| | | | | |
0 1 1 1 1 i i
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
“1n (b)

Figura 5.6 (continuacion): Detalle de trayectorias de equilibrio para algunos casos del Grupo 19 en funcion del angulo de

desalineamiento «. (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.
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5.5.2. Tensiones en los constituyentes

En las Figuras 5.8 y 5.9 se muestran las tensiones de von Mises para la matriz de la CU de los
casos 4A 'y 2A (con a = 2.5°y o, = 100 MPa), respectivamente. Los estados de deformacion mostrados
corresponden a los puntos marcados en la curva tension-deformacion de la Figura 5.7. De estas figuras
se puede notar que existen grandes zonas donde la matriz ha plastificado y, posiblemente, la union de
estas bandas genera la pérdida de capacidad de carga en el nivel macroscépico. En las Figuras 5.10 y
5.11 se muestra la componente o, de la tension de Cauchy en las fibras de los mismos casos 4A 'y 2A,
con « = 2.5°y para los mismos estados de deformacion marcados en la Figura 5.7. Se advierte que las

tensiones en la fibra son de compresién pero no son uniformes a lo ancho y a lo largo de la misma.

Y. ~

b - -——

0.013 0.014 0.015 0.016 0.017

“n

Figura 5.7: Tensiones de Cauchy macroscopicas para casos 2A y 4A.

(a) (b)

Figura 5.8: Tensiones de von Mises en [10° GPa] para la matriz en el caso 4A (V; = 70%, 2D, Sq), « = 2.5°. Los cuadros
marcados como a, b, ¢ y d corresponden a los puntos de la Figura 5.7.
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Figura 5.8 (continuacién): Tensiones de von Mises en [10° GPa] para la matriz en el caso 4A (Vi = 70%, 2D, Sq), a = 2.5°.

(d)

Los cuadros marcados como a, b, ¢ y d corresponden a los puntos de la Figura 5.7.
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Figura 5.9: Tensiones de von Mises en [107 GPa] en la matriz. Caso 2A (V; = 70%, 3D, Sq), « = 2.5°. Los cuadros marcados
como a, b, ¢, d, e y f corresponden a los puntos de la Figura 5.7.
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Figura 5.9 (continuacién): Tensiones de von Mises en [10°° GPa] en la matriz. Caso 2A (V;

2.5% Los

cuadros marcados como a, b, ¢, d, e y f corresponden a los puntos de la Figura 5.7.
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Figura 5.10: Tensiones de Cauchy oy, en [10 GPa] para la fibra en el caso 4A (V;

70%, 2D, Sq), =

marcados como a, b, ¢ y d corresponden a los puntos de la Figura 5.7.
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Figura 5.11: Tensiones de Cauchy o, en [10° GPa] para la fibra en el caso 2A (V; = 70%, 3D, Sq), & = 2.5°. Los cuadros
marcados como a, b, ¢, d, e y f corresponden a los puntos de la Figura 5.7.

5.5.3. Estudios paramétricos

Se realizaron estudios paramétricos teniendo en cuenta las tensiones limite reportadas en las Tablas

5.1 a 5.4; los resultados se presentan (como en muchos problemas de estabilidad) en términos de un
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factor de reduccion o knock-down factor n; dicho factor se obtiene dividiendo la tension resultante para

un « dado por la tensién correspondiente a un « igual a cero.

En la Figura 5.12, se grafica el factor n como una funcion del desalineamiento « para los casos con
una ondulacion 3D, o, = 48.26 MPa y ambos ordenamientos de fibra. Los resultados indican que el
ordenamiento de fibra no tiene incidencia en los resultados. Utilizando los valores de las Tablas 5.1 a

5.4 para imperfecciones 2D se encontraron similares resultados.

(b)

Figura 5.12: Influencia de ordenamiento de fibras cuadrado (Sq) y hexagonal (Hx) sobre el factor n, para imperfecciones 3D
(Grupos 1, 2,7, 8, 13, 14, 19y 20) con o, = 48.26 MPa. (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con
restriccion.

La influencia de la fraccion de volumen de fibra V; sobre la carga de micropandeo para varios

angulos de desalineamiento se muestra en la Figura 5.13 considerando una ondulacién 3D y
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ordenamiento de fibras Hx (Grupos 1, 7, 13 y 19). Los resultados tienen una gran sensibilidad a
pequefias ondulaciones; por ejemplo, para a = 1° el factor n cae méas del 50% en todos los casos.
Ademas, la sensibilidad aumenta con el incremento de V. Un comportamiento similar fue obtenido

para imperfecciones 2D, 6, = 100 MPa y para ordenamientos Sq.

La influencia del tipo de imperfeccion (2D y 3D) se investigd para los grupos 1, 3, 7,9 13,15y 21
considerando un ordenamiento de fibras hexagonal (Hx) y o, = 100 MPa. El factor n para estos casos
se muestra en la Figura 5.14 y se puede observar que las graficas de los casos con diferentes tipos de
ondulacidn son casi idénticas. La conclusion es que el tipo de imperfeccion considerado (2D o 3D) no

tiene influencia en el factor n.

T
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Figura 5.13: Sensibilidad de micro pandeo. Factor n para ondulacién 3D y ordenamiento Hx (Grupos 1, 7, 13 y 19) con o, =
48.26 MPa. (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.
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(a)

(b)

Figura 5.14: Influencia del tipo de imperfeccion: bidimensional (2D) y tridimensional (3D). Factor n para Grupos 1, 3,7, 9,
13, 15, 19y 21 (ordenamiento Hx y o, = 100 MPa). (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con
restriccion.

La influencia del &ngulo & (orientacion del plano de la ondulacion 2D) para los Grupos 3, 5, 8, 11,
15, 17, 21 y 23 para ambos casos de carga, A y B, para el mismo ordenamiento de fibras (Hx) y oy =
100 MPa se ha graficado en la Figura 5.15. Los resultados indican que ¢ no tiene influencia en la

tension limite. EI mismo comportamiento se encuentra con ordenamiento cuadrado (Sq) y o, = 48.26
MPa.
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Figura 5.15: Influencia del angulo & (orientacion del plano de la ondulacién 2D). Factor n para Grupos 3, 5, 9, 11, 15, 17, 21
y 23 (ondulacion 3D, o, = 48.26 MPa y ordenamiento Hx) para 5= 0°y 30°. (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de
carga B, con restriccion.

Los casos con mayor tensidn de fluencia de la matriz generaron mayores tensiones limites. En la
Figura 5.16 se muestran los resultados para los casos 4 y 22 (imperfeccion 2D, ordenamiento Sq, 6=0
y o, = 48.26 MPa) y el mismo comportamiento fue encontrado para todos los casos considerados en
esta tesis. La influencia de la tension de fluencia de la matriz en el factor | se muestra en la Figura 5.17
para los casos 4, 16 y 21 con imperfeccion 2D, ordenamiento Sq y & = 0. Los resultados muestran un

incremento en el factor n pero el problema sigue siendo altamente sensible a la imperfeccion.
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I
A o= 48.26 MPa

x 0.= 100 MPa
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Figura 5.16: Influencia de la resistencia de la matriz en la tension limite para los casos 4 y 22 (imperfeccion 2D y
ordenamiento Sq) (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.
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Figura 5.17: Influencia de la resistencia de la matriz en el factor de reduccion n para los casos 4, 16 y 22 (imperfeccién 2D y
ordenamiento Sq) (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.
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T
A a,= 48.26 MPa

x 0.= 100 MPa
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(b)

Figura 5.17 (continuacion): Influencia de la resistencia de la matriz en el factor de reduccién n para los casos 4, 16 y 22
(imperfeccion 2D y ordenamiento Sq) (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con restriccion.

5.5.4. Comparacion con un modelo simplificado

En esta seccion se realiza una comparacion entre los resultados obtenidos mediante el método de
elementos finitos presentados en la seccion anterior y un modelo simplificado desarrollado por Barbero
[101]. La ecuacién analitica (ecuacion 4.93 en [1]) para el calculo de la tensidn limite esta dada por

o(c) =G, + 16C,a  42C,a(8C,a +37G,,)
3z 3
c G
2 AF,

(5.16)

Esta ecuacion analitica aproxima la tension limite o(o) de un compuesto unidireccional bajo cargas
de compresion sin tener en cuenta los efectos transversales. Las propiedades del compuesto requeridas
en este modelo son la resistencia a corte en el plano F¢ y el modulo de corte Gy,. Para este ejemplo
numeérico y en base al criterio de fluencia de von Mises empleado se adoptd un valor de Fg = 27.86
MPa en concordancia con o, = 48.26 MPa. EI modulo elastico G;, fue obtenido usando el Modelo de

Microestructura Periédica (PMM por sus siglas en inglés), ecuacion 4.39 en Barbero [1].

En la Figura 5.18 se comparan los resultados de la tension limite o, para los grupos 1 y 11

(ondulacién 3D y ordenamiento Hx). Los resultados del presente modelo de elementos finitos y del
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modelo analitico aproximado estan en muy buen acuerdo. Los casos con restriccién A originaron

tensiones limites menores. Se encontraron tendencias similares para todos los casos considerados.

En la Tabla 5.5, las tensiones limite o, para ambos casos de carga fueron normalizadas con

respecto a las cargas de bifurcacion del modelo de Rosen [39].

Analizando los casos de los grupos 1, 7, 13 y 19 (ondulacion 3D y ordenamiento Hx) para a =
0.01° y se encontrd que los casos de carga A (sin restriccidn) tienen menores valores que los casos con
restriccion B. Tales discrepancias entre el modelo simplificado de Rosen y el presente modelo puede
deberse a diferentes hipétesis en los estados tensionales de la fibra y la matriz, consideracion de
desalineamiento y plasticidad en la matriz, entre otras razones. Las mismas tendencias se producen

para ordenamiento Sq y ondulacién 2D.

M I O Vi =70% Numérico I
1| %X Vi =10% Numérico
| |= = V; = 70% Barbero (2010)
) i ——V; =10% Barbero (2010)| |

a[] (a)

] |
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Figura 5.18: Comparacién con resultados analiticos. Curvas de sensibilidad para Grupos 11y 1 (ondulacién 3D y
ordenamiento Hx) y ecuacién analitica por Barbero [1] (a): Caso de carga A, sin restriccion; (b): Caso de carga B, con
restriccion.
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Tabla 5.5. Tensiones limite normalizadas con respecto a las cargas de bifurcacién de Rosen [39]. Resultados para

=0.01°.
o, = 48.26 MPa o, =100 MPa
Vi[%] CasoA CasoB Caso A CasoB
10 0.529  1.029 0.704  1.306
30 0.715  1.045 0.931  1.289
50 0.794  1.082 1.022  1.336
70 0.767 1.027 1.002 1.312

En las Figuras 5.16 y 5.18 también se puede apreciar que existe una pérdida de la contribucion de
la fibra para grandes angulos de desalineamiento. También, para tales angulos de desalineamiento, un
cambio en la tensién de fluencia de la matriz produce tensiones limite que son comparables e incluso
mayores gue aguellas generadas por el cambio en V. Como un ejemplo, el caso 22A en la Tabla 5.1 (V;
= 10%, imperfeccion 2D, oy = 48.26 MPa y ordenamiento Sq) con « = 5° tiene una tension limite de
0.228 GPa. Si se incrementa V; hasta un 70% (se recupera el caso 4A de la Tabla 5.1), entonces se
obtiene un valor de 0.335 GPa. Si se considera nuevamente el caso 22A con o =5°de la Tabla 5.1y se
modifica la tension de fluencia de la matriz desde o, = 48.26 MPa hasta o, = 100 MPa, recuperandose
el caso 22A de la Tabla 5.2, se obtiene un valor de 0.391 GPa. Nuevamente, si se analizan los demas
casos considerados se obtienen las mismas tendencias. Finalmente, los resultados parecen mostrar que,
para grandes angulos de desalineamiento, la tension de fluencia de la matriz juega un papel mas

importante que la fraccion de volumen de fibra.






Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Introduccion

En este capitulo se presentan las principales conclusiones que surgen de esta tesis. En primer lugar,
se presentan las conclusiones relativas a la metodologia de calculo de tensiones macroscdpicas
presentada en el Capitulo 3. En segundo lugar, y como aplicacion de la metodologia desarrollada, se
exponen las principales conclusiones sobre el estudio de las propiedades elasticas en compuestos de
matriz polimérica con fibras largas y unidireccionales con dafio en la interfaz fibra-matriz, discutido en
el Capitulo 4. Finalmente, se expresan las conclusiones relativas al Capitulo 5 en el que se modela el
fendmeno de micropandeo utilizando micromecénica computacional. En las Secciones 6.3 y 6.4, se
enumeran los principales aportes originales y se establecen posibles lineas de investigacién futuras,

respectivamente.

6.2. Conclusiones

En concordancia con el primer objetivo especifico establecido en la Seccion 1.3, en esta tesis se ha
logrado explicitar las relaciones entre las variables microscépicas presentes en la implementacion del
modelo de micromecanica computacional, tales como fuerzas y desplazamientos de nodos de control, y
la tensidn en la escala macroscépica. Estas relaciones originaron el desarrollo de una metodologia para
el calculo de tensiones macroscépicas en el marco de la micromecanica computacional. Mediante una
formulacion basada en el Principio de Hill-Mandel se establece que esta metodologia es adecuada para
todas condiciones de borde que puedan ser implementadas mediante nodos de control, tales como las
condiciones de borde periddicas y las condiciones de desplazamiento lineal. Esta metodologia es
adecuada para procesos de carga cuasi-estaticos en deformaciones infinitesimales o finitas, en
problemas con o sin inestabilidad en la respuesta, con no linealidades geométricas y/o materiales en la
escala microscopica. La metodologia desarrollada en esta tesis se puede aplicar para cualquier forma de

elemento de volumen representativo sin necesidad de modificar la implementacién. A pesar de que el
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ahorro en tiempo y costo de calculo puede ser pequefio en comparacién al tiempo de solucién del
problema de valores de frontera del elemento de volumen representativo, esta metodologia tiene la
ventaja de evitar la integracién numérica y de requerir menor informacion. El desempefio de la
metodologia se ha verificado mediante la comparacion de los resultados de la misma con resultados
reportados en la literatura, tanto numéricos como analiticos. Los resultados revelaron la buena
performance de la metodologia desarrollada. Es importante hacer notar que dicha metodologia puede
usarse para los estados de deformacidn uniaxial, tension uniaxial y de corte simple, por lo tanto, las

tensiones que se pueden calcular serén las asociadas a dichos estados de carga.

Por otro lado, dado que las condiciones de borde expresadas en funcion de nodos de control son un
elemento importante para la metodologia desarrollada, se ha presentado una técnica para identificar las
relaciones a imponer en el borde del dominio microscépico (ya sea celda unitaria o elemento de
volumen representativo) cuando se desean emplear condiciones de borde periddicas y nodos de control.
Las relaciones se seleccionan en funcion de la dependencia lineal de los vectores de periodicidad
involucrados como se explica en el Apéndice A. Esta técnica es Gtil cuando la geometria del elemento

de volumen representativo es compleja tal como la de un octaedro truncado.

En segundo lugar, en el Capitulo 4 de esta tesis, se ha presentado un modelo para la evaluacion de
las propiedades elasticas de compuestos de matriz polimérica reforzados con fibras con dafio en la
interfaz fibra-matriz utilizando micromecéanica computacional, en cumplimiento con el tercer objetivo
especifico enunciado en la Seccion 1.3. Mediante un modelo de elementos finitos tridimensional se
representa el dominio microscépico con dafio localizado en la interfaz fibra-matriz en parte de la
longitud de la fibra y del perimetro de la seccidn transversal de la misma. Se considera la posibilidad
de contacto entre las superficies de la fisura por medio de un modelo de contacto sin friccion, lo que
permite capturar el comportamiento bimodular eléstico; esto es, cuando el material exhibe diferentes
valores de moédulos de Young a traccion y a compresion. Se ha realizado un extenso estudio
paramétrico incluyendo caracteristicas tales como la fraccion de volumen de fibra, el tamafio de dafio a
lo largo de la fibra, el tamafio de dafio en el perimetro de la seccion transversal de la fibra, el
ordenamiento de fibras, la distribucién tridimensional de dafio y la relacion de aspecto de la celda
unitaria. Para la verificacion del modelo se utilizd un modelo bidimensional con y sin dafio, que
constituye los casos extremos para el modelo tridimensional con dafio localizado. Los resultados de la

presente metodologia muestran que el modulo en la direccién de la fibra no sufre ninguna modificacion
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debida a la presencia del dafio en la interfaz fibra-matriz. Las demas constantes elasticas de lamina se
vieron fuertemente afectadas por el dafio, llegando, en algunos casos, a reducciones mayores al 95%
respecto al valor del mismo mddulo del compuesto sin dafio. Por otro lado, la distribucion
tridimensional del dafio muestra una leve modificacion en los valores del médulo transversal a traccion
solo cuando el pardmetro de dafio en el perimetro de la fibra es igual a la unidad y para valores de dafio
a lo largo de la fibra de entre 0.4 y 0.8, mientras que para las deméas configuraciones de dafio no se

observan cambios relevantes.

La utilizacion de dominios en el nivel microscopico con detalles microestructurales
tridimensionales no s6lo permite el estudio cualitativo del problema, sino también, la derivacién de
todas las propiedades elasticas macroscopicas como funciones analiticas de los parametros de dafio a
nivel microscopico. Para ello se utilizd el método de minimos cuadrados y, de esta forma, con las
propiedades de lamina pre-definidas (off-line, en inglés), se pudo acoplar el problema microscopico
con un calculo macroscopico de una estructura, sin necesidad de realizar calculos en el nivel
microscopico cuando se resuelve el problema en el nivel macroscépico. Esto permite incluir, en un
mismo andlisis, variables de los dominios microscépico y macroscopico tales como tamafio de zonas
macroscopicas afectadas por el dafio, nimero de laminas afectadas por el dafio, niveles de dafio
microscopico, etc. Los resultados de una placa laminada simplemente apoyada sometida a una presion
revelaron un aumento del desplazamiento de un punto de la estructura del 68% respecto al valor sin

dafio.

Abordando los Gltimos dos objetivos especificos planteados en la Seccidn 1.3, en el Capitulo 5 se
ha presentado un modelo del fendmeno de micropandeo en compuestos de matriz polimérica con fibras
largas sometidos a compresion en la direccién de la fibra utilizando la micromecanica computacional.
Dicho fenémeno ha sido capturado considerando las ondulaciones o desviaciones de las fibras respecto
de la direccion ideal e incluyendo dos fuentes de no linealidad: material y relaciones deformacion-
desplazamiento. Se consideraron dos tipos de curva de imperfeccion para la fibra en dos y tres
dimensiones. En el primer tipo de imperfeccion, la fibra sigue una curva sinusoidal y, en el segundo
tipo, la fibra tiene forma de helicoide. La imperfeccién se caracterizd6 mediante el maximo angulo de
desalineamiento, como es usual hacerlo en este campo de conocimiento. Se consideraron, ademas, en
un estudio paramétrico, caracteristicas microestructurales tales como la fraccion de volumen de fibra,

la tension de fluencia de la matriz, el angulo de desalineamiento, la orientacion del plano de la
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imperfeccién sinusoidal, el tipo de imperfeccion de fibra y el tipo de ordenamiento de fibras. Se
considerd un caso de carga donde se restringe la deformacion transversal a la direccién de la fibra y
otro caso de carga en el que a medida que se comprime el material, el mismo puede deformarse en

direccion transversal.

Los resultados del modelo desarrollado para micropandeo muestran un buen acuerdo con los
resultados reportados en la literatura. Mediante este modelo ha sido posible identificar la gran
sensibilidad a la imperfeccion de las tensiones de micropandeo, ya reportada en la literatura para
pequefios angulos de desalineamiento. Por otro lado, se puede concluir que el tipo de ondulacién
(bidimensional o tridimensional), el ordenamiento de fibra y la orientacién del plano de la ondulacion
bidimensional no tienen gran influencia en las tensiones de micropandeo. Ademas, para grandes
desalineamientos existe una pérdida del efecto de refuerzo provisto por las fibras. También, para tal
nivel de desalineamiento, el incremento de la tensién de fluencia de la matriz produce tensiones limites
comparables, e incluso mayores, a las tensiones limite generadas por el aumento de la fraccion de
volumen de fibra. En otras palabras, el micropandeo esta dominado por la fraccion de volumen de fibra
y por la tension de fluencia de la matriz sélo para pequefios angulos de desalineamiento, mientras que,
para grandes angulos el micropandeo se muestra como una propiedad dominada por la tension de
fluencia de la matriz. Una consecuencia de este resultado es que, al momento del disefio de piezas de
compuesto, incrementar la fraccion de volumen de fibra no es una manera efectiva de aumentar la
tension limite a menos que se mantenga el desalineamiento de las fibras en valores pequefios mediante

un proceso de fabricacion adecuado.

En términos de modelado, y utilizando los resultados presentados en el Capitulo 5, se puede
concluir que no es necesario modelar la geometria tridimensional compleja del compuesto para el
problema de micropandeo. En su lugar, se pueden utilizar modelos 2D o aproximaciones analiticas que
tengan en cuenta al menos las variables: fraccion de volumen de fibra, angulo de desalineamiento y

tension de fluencia de la matriz.

6.3. Aportes originales

Las contribuciones originales presentadas en esta tesis pueden resumirse como:
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(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

6.4.

Se ha desarrollado una metodologia de post-proceso para el calculo de tensiones

macroscépicas en problemas de micromecénica computacional bajo deformaciones finitas.

Se han evaluado las propiedades elésticas de lamina de compuestos de matriz polimérica
reforzados con fibras de vidrio con dafio localizado en la interfaz fibra-matriz, utilizando

micromecéanica computacional con dominios microscopicos tridimensionales.

Se han obtenido férmulas analiticas para las propiedades elasticas macroscopicas de
lamina modificadas considerando dafio en la interfaz fibra-matriz para su incorporacién en

problemas de estructuras macroscopicas.

Se ha logrado identificar las variables microscopicas de mayor importancia en el problema
de micropandeo de plasticos reforzados con fibras de vidrio unidireccionales sometidos a

compresion.

Se ha establecido una recomendacion de disefio de piezas de compuesto sometidas a
compresién: si la tecnologia de fabricacion disponible no permite mantener el
desalineamiento de las fibras en valores bajos, no se debe aumentar la fraccion de volumen

de fibra, ya que esto no produce incremento significativo en la tensidn de micropandeo.

Se ha desarrollado una metodologia para identificar las ecuaciones a implementar para las

condiciones de borde periddicas mediante la técnica de restricciones multipunto.

Posibilidades para trabajo futuro

En base a la metodologia desarrollada y a los resultados obtenidos en esta tesis se establecen las

siguientes lineas de trabajo futuras:

1- Sobre la metodologia de post-proceso desarrollada:

e Extender la metodologia a estados de deformacion generales, distintos de deformacion
uniaxial, tensién uniaxial y corte simple, para poder calcular el tensor de tensiones
completo. Esto permitira estudiar fendmenos que dependen de estados de deformacion
mas complejos tales como materiales bimodulares anisotrépicos 0 modos de falla

complejos.
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2- Sobre el problema de compuestos con dafio en la interfaz fibra-matriz:

Estudiar la influencia del dafio en la interfaz fibra-matriz sobre el comportamiento

mecanico de compuestos con ordenamiento aleatorio tridimensional de fibras.

Estudiar el fenémeno de fractura de un compuesto laminado como la evolucion de una
fisura en la interfaz fibra-matriz a través de las expresiones analiticas para las

propiedades elasticas de lamina desarrolladas en esta tesis.

Utilizando ensayos experimentales de envejecimiento higrotérmico determinar la
relacién existente entre el tiempo de envejecimiento y el nivel de dafio involucrado.

Luego, evaluar el comportamiento elastico bimodular.

Medir los pardmetros de dafio en la interfaz fibra-matriz en compuestos con dafio
higrotérmico mediante técnicas experimentales (SEM o XCT) y contrastar las
predicciones del modelo con mediciones experimentales de propiedades elasticas y de

fractura.

3- Sobre el problema de compuestos sometidos a compresion:

Considerar el despegue en la interfaz fibra-matriz en un compuesto sometido a
compresién en la direccion de la fibra mediante las propiedades elasticas de lamina

expresadas en funcion del dafio en la interfaz fibra-matriz en el nivel microscopico.

Acoplar las escalas microscépicas y macroscopicas incluyendo el fenémeno de

micropandeo considerando dafio en la interfaz fibra-matriz en el nivel microscépico.

Evaluar las contribuciones a la energia de deformacion total de cada componente de
tension y deformacion en GFRP sometidos a compresion utilizando micromecanica
computacional. Esto permitira identificar las contribuciones mas importantes para
entender el fendmeno en mayor detalle; esta informacion sera atil para generar

modelos simplificados basados en los resultados de la micromecanica computacional.

Evaluar el comportamiento post-critico considerando la objetividad de la respuesta con

respecto al tamafio del elemento de volumen representativo utilizado.
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Apéndice A: Condiciones de borde periodicas
mediante restricciones multipunto

En esta seccion se presenta una metodologia de identificar qué ecuaciones implementar para

aplicar condiciones de borde periddicas sobre un octaedro truncado con malla periddica (Figura A.3)

mediante la técnica de restricciones multipunto, también conocida como eliminacion de incégnitas

redundantes. No obstante, dicho enfoque puede aplicarse a otras formas de celdas unitarias con

cualquier conjunto de vectores de periodicidad. Se presentan también las ecuaciones para una celda

unitaria de forma prismatica. En las Figuras A.1 - A.3 se muestra la identificacion de caras, aristas y

vértices para la CU con forma de prisma, CU curva y octaedro truncado, celdas utilizadas a lo largo de

esta tesis. Las dimensiones de las CU se aprecian en las Figuras 3.1y 3.2.
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Figura A.2: Identificacion de caras, aristas y vértices en una celda unitaria curva.

Para los pares de nodos de las caras, excluyendo los de los vértices y aristas, se pueden

implementar las ecuaciones del tipo (3.12) utilizando los grados de libertad (GL) y vectores P, como se
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indica en la Tabla A.1. Para los pares de nodos de las aristas no se podrian implementar todas las

relaciones, directamente. Para explicar esto, considérense las aristas E1, E25 y E4 del octaedro

truncado (Figura A.4). Todas las relaciones que se deberian cumplir para los pares de nodos de estas

(excluyendo los vértices) son: entre E4 y E1 (por pertenecer a las caras L y R, respectivamente)

CSF o/

Figura A.3: Identificacion de caras, aristas y vértices en una celda unitaria octaedro truncado.
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Figura A.4: Vectores P, en aristas E1, E4 y E25.

(A.1)

Para hacer reducir la expresion se puede expresar la ecuaciéon anterior en funcién de un

producto escalar de vectores
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A.2
con w,=[w W T a2

T
Pl = [Plx I:)ly Plz]
Entre E4 y E25, por pertenecer a las caras CF y CP se debe satisfacer

U= —u = —iwi -P,=0 (A3)
(04

Finalmente, entre E25 y E1, por pertenecer a las caras HF y HP, se debe cumplir

L.EZ _uiEl _lwi -(P,-P,)=0 (A.4)
a

Es posible notar que si, por ejemplo, se implementaran las ecuaciones (A.2) y (A.3) entonces se
eliminarian los GL de los nodos de las aristas E1 y E25, respectivamente, imposibilitando la
programacion de la ecuacién (A.4). Sin embargo, para este conjunto de aristas, la ecuaciéon (A.4) es
linealmente dependiente de las ecuaciones (A.2) y (A.3). Esto quiere decir que, si se programaran las
ecuaciones (A.2) y (A.3), entonces no seria necesario programar la ecuacion de restriccion (A.4) ya
gue, a través de las dos primeras, se cumplira la tercera ecuacion. De esta manera, a través del analisis
de la dependencia lineal de las ecuaciones de restriccion, es posible determinar qué ecuaciones se
pueden programar para cumplir con todas las restricciones necesarias, en estas aristas. Sin embargo,
analizar la dependencia lineal de las ecuaciones puede resultar una tarea compleja. Pero, por otro lado,
se puede notar que la dependencia lineal de las ecuaciones se dard con la dependencia lineal de los
vectores involucrados en ellas. Por ejemplo, la ecuacion (A.4) es dependiente de las ecuaciones (A.2) y
(A.3) dado que el vector P, utilizado en la primera es P3-Py, esto es, una combinacion lineal de P, y P3
utilizados en las ultimas ecuaciones. En definitiva, se puede reemplazar el anélisis de la dependencia
lineal de las ecuaciones de restriccion por el analisis de la dependencia lineal de los vectores P, con la

notable ventaja de ser, este Gltimo, un proceso mas simple. Asi, utilizando por ejemplo un simple



128 Apéndice A

esquema de los vectores y del OT se podré determinar la dependencia lineal de los mismos, por

ejemplo, verificando que pertenezcan al mismo plano.

Aplicando este procedimiento a las restantes aristas y a los vértices del octaedro truncado se
determinaron las ecuaciones a implementar del tipo (3.12) para los pares de nodos de los mismos segin
se indica en las Tablas A.1, A.2 y, A.3. Para una celda unitaria prismatica (Figura A.1) se pueden

aplicar las ecuaciones (3.12) segln las Tablas A.4, A5y A.6.

Tabla A.1. Vectores P, de diferentes pares de puntos de caras de la celda unitaria octaedro truncado.

1" GL 2% GL Py

R L P,

QF QP Ps

HF HP Ps- Py
QSF QIP P,- Py
HSF HIP P,
QSP QIF P+ P,-Ps
HSP HIF P,-Ps

Tabla A.2. Vectores P, de diferentes pares de puntos de aristas de la celda unitaria octaedro truncado.

1GL 2 GL P, 1GL 2%°GL P,
El E4 P, E18  E13 Py-Ps
E25 E4 Ps E31  E13 P:-P,
E26 E2 PP, || E14  E17 Py-Ps
E3 E2 P, E32  E17 P,-Ps
E5 E10 P, E16  E19 P;-P;
E33  E10 P-P, | E35 E19 -P,
E9 E6 P, E20  E15 P1-Ps
E34 E6 P, E36  E15  Py+P,-P,
E7 E12 P, E21  E24 Ps
E27  E12 PP, | E29  E24 Ps-P,
E11 E8 P, E23  E30 Ps-P,
E28 E8 P+P-P;| E22  E30 -P,
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Tabla A.3. Vectores P, de diferentes pares de puntos de vértices de la celda unitaria octaedro truncado.

1GL 2°GL P, 1GL 2°GL P,
V17 V12 Ps V7 V10 P,
V5 V12 P, V19 V10 Ps
V24 V12 P, V21 V10 P4-P,
V9 V8 P V3 V2 P,
V22 V8  Pi#P,Py|| V16 V2 P+P,-Ps
V20 V8 PPy || VI3 V2 P,
Vil V6 P, Vi V4 P,
V23 V6 P-P, || V14 V4 P;-P,
Vi V6 P-P; || VIS5 V4 P+-P,

Tabla A.4, A5y A.6. Vectores P, de diferentes pares de puntos de caras, aristas y vértices de la celda unitaria

prismatica y curva.

Caras Vértices Aristas
1GL 2*°GL P, 1"GL 2*GL Py 1GL 2*°GL P,
R L P, V2 V1 P, E3 El P,
S | P, V5 V1 P, E11 El Ps
F P Ps V3 V1 Ps E12 El  Py+Ps
V4 V1 P, + Ps E8 E5 P,
V7 V1 P, + Ps E7 E5 P,
V6 V1 P, + P, E10 E5 P, +P,
V8 V1 P, +P,+Ps E4 E2 P,

E6 E2 P,
E9 E2 P, +P,




Apéndice B: Expresiones analiticas para
propiedades elasticas de lamina

En esta seccidn se presentan las ecuaciones analiticas para las propiedades de ld&mina, tal como son
utilizadas en la teoria clasica de laminado TCL, para un compuesto con dafio en la interfaz fibra-matriz
como se discute en Capitulo 4. En este apéndice, para simplificar las expresiones se utiliza la
nomenclatura x = lg, y = pq. Para obtener las ecuaciones (B.3) a (B.15) se emplearon polinomios por su
simplicidad. La forma final de dichas ecuaciones fue obtenida por prueba y error como se explica a
continuacion. Para cada propiedad considerada el procedimiento comienza con un polinomio de prueba

de la forma
N . .
p(x,y) =D cx'y' (B.1)
i=0

Los coeficientes ¢; son calculados por medio del método de minimos cuadrados y se evalla el error
relativo de la propiedad para cada valor de los pardmetros de dafio, x e y, obtenido mediante el Método

de los Elementos Finitos peem

abs(P(X, y) = Peew (X ¥)) 1 5305

T

(B.2)

donde max(prem) €S el maximo valor para la propiedad eléstica obtenido mediante el modelo fe
Elementos Finitos. Si el error relativo, para algun valor de x e y, es mayor que el 2%, entonces el valor
de N es aumentado hasta que se alcance el valor aceptable en el error. Para reducir la cantidad de
términos en el ecuacion se prosigue eliminando términos de la misma; si el error es aceptable se

continta quitando mas términos.

Si el polinomio encontrado presenta oscilaciones, tipicamente observadas en el proceso de
regresion utilizando polinomios, se reemplaza dicho polinomio por un cociente de polinomios. En

primer lugar se consideran polinomios de segundo orden y se evallan los coeficientes mediante el
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método de minimos cuadrados. Si el error es mayor que el 2% se agregan nuevos términos al divisor y
al dividendo. Por lo tanto, todas las ecuaciones presentadas en este Apéndice tienen un error menor al
2% respecto de los valores obtenidos mediante el modelo de Elementos Finitos presentado en el
Capitulo 4 de esta tesis.

Los valores de los coeficientes estan dados en las Tablas B.1 y B.2. Los médulos obtenidos estan

expresados en GPa.

Tabla B.1. Coeficientes de ecuaciones para médulos de corte y coeficientes de Poisson.

VoaT Vaac Vot Vaic Va1t Viic G Gis Gas

a 0.2188 0.2187 0.102 0.102 0.102 0.102 7.984 7.996 5.442
a, -0.5318 1246 -0.3912 -0.2327 -0.00293 -0.00191 -18.67 -1.568 -14.29
a 1.0515 -1.288 0.6027 0.4535 -0.0099 -0.0252 45.37 1.559  0.522
az -0.5952 59.53 -0.5756 -0.2587 -0.0826 0.01727 -30.55 0.5858 -9.801
a, -1.6723 -67.02 0.2891 -0.023  0.0107 05762 -1109 -3.691 -3.254

as 2643 -16.26 -0.1572 - 0.9542 -0.1516 101.6 -40.53 9.834
as -0985 -114.1 0.1982 - 00641 05885 221 2556 2915
a; 11808 41.07 0.2894 - 0.0482  -0.4068 177.8 0.4392 -8.064
ag -1.1436 -3457 -0.0898 - -0.0565 0.01988 -183.4 -0.2514 12.41
a, -15203 2789 -0.6349 - 2478 222 415 7471 -5.749
a, 14287 -84.37 0.4429 - 2.465 3.399 1581 6243 227
an - -80.33  0.1729 - - -1.648 -85.4 4389  1.138
a - 1556  -0.244 - - - 105 - -1.475
an 2 : s - - - -43.81 - -

Tabla B.2. Coeficientes de ecuaciones para modulos transversales.

Eor Eaxc Ear Eac
o 25.02 25.02 25.11 25.12
a; -106.5 -64.92 -2579 5.56
a 236.2 133.2 1098 -34.17
ag -2243 -77.88 -218.2 21.02
a 7463 -4.881 -2.59E4 -73.41
as  -66.49 - -1784 16.2
as 51 - 1560 4.426
az 73.32 = -225.2 2.87
ag -3091 = 279.5 -2.246
ag -22.04 = -122.5 -18.14
Ao -28.1 = -4667 20.5
ag 19 = 4349 -2.996

dio = = 34.77 =
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Vst =ao+alxy+azxy2+33Xy3+a4X2y2+a5X2y3+a6x2y4+...

3,2 3,3 4,3 4,4 (B.3)
T XY A XYy A Xy +a, Xy
+a,xy+a,x’y+a, y+a,x)x
Vaac =8+ (alz é i S ITRITR )2 ’ 3 (B.4)
8+, X" +ag X +a xy+a,y+a,y +a,y
2 4 5 2 3 3,6 4
Vo =8 +a, xy+a, Xy’ +a,xy’ +a,xy* +a X y+a, x°y+a, x’yt +a X'y +... ©5)
+a X'y +a, X’y +a, X'y +a,x'y®
V21c=ao+a1W2+asz3+aSXy4+a4X4y3 (B.6)
a +a x+a, y +a,x?)x
Var =8+ ( —— gasy ) : ) 4 5 (B.7)
8 ta X+, X+ X +a y+a,y
(a, +a,xy+a, y*x)xy
Vslczao"'a_'_a a4+’ > > 3 (B.8)
y Fa X+ X +a, X+ Xy  +a, y+a,y +a,y
Gy, =8, +a,xy+a, Xy’ +a;xy’ +a,x’y+a,x’y* +a, X’y +a, x’y +... (B.9)
+a8, Xy +a, Xy +a, X’y +a, X'y +a, X'y’ +a, xy’
+a,x+a,x*+a,y> +a. xy’ )x
Gy=a,+ (aj - a: <J 25 Y ) 4yz (B.10)
8+ X+a X" +a y+a, Yy +a,y X
+a,x+a,x*+a, y*+a. x’y?)x
G, =a,+ (a'l 2 : a; : ») 5 )2/) y _ (B.11)
85+, X+ag X +a; X" +a,y+a, y +a,yx
E,r =a,+a,xy+a,xy’ +a,xy’ +a,xy’ +a,x’y+a, x’y* +a, X’y +.. (B.12)
+a,Xy? +a Xy +a, Xty +a, X'y :
E = + 2+ 3+ 4+ 4.,3
oc T Fa Xy +a, Xy taxy +a,x'y (B.13)
+a,x+a,x’+a, y*+a, x’y’)x
£ — o+ (a,+a,x+a,x* +a,y° +a,x’y? ) xy 1

2 3 2 33
a6+a7X+a8X +a9X +a10y+a11y +a12y X
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2 3 3
(8, +a,x+a,x* +a,y° +a;xy* ) xy

B =3+ (B.15)

a6+a7X+a8X2+a9y+a10y2+a11y4X2
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