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46B70. Interpolation between normed linear spaces.

46E30. Spaces of measurable functions (LP-spaces, Orlicz spaces, Kthe func-
tion spaces, Lorentz spaces, rearrangement invariant spaces, ideal spaces,
etc.)

46G12. Measures and integration on abstract linear spaces.

Resumen

En el capitulo I presentamos el “Teorema de convexidad de Riesz-Thorin”
y diferentes aplicaciones. Y concluimos con el “Teorema de interpolacion de
Riesz-Stein”.

En el capitulo II, hacemos un breve estudio de “operadores de tipo débil y
funcion distribuciéon”, definimos la clase de Marcinkievicz y demostramos los
“Teoremas de interpolaciéon de Marcinkievicz. Caso diagonal y caso general”.
Damos algunas aplicaciones. Concluimos este capitulo con las “Condiciones
de Kolmogoroff y Zygmund”.

Este trabajo contiene un Apéndice donde destacamos variados resultados
matematicos, fundamentales para el entendimiento de los dos capitulos.

Palabras claves: interpolacion, transformada de Fourier, operadores de
convolucién, espacios LP.
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Introduccion

En el campo de la Matematica, se denomina interpolacion a la construc-
cion de nuevos puntos a partir de un conjunto discreto de puntos. Problemas
de este tipo son comunes en la Fisica o Analisis Numérico. La teoria de in-
terpolacion de operadores en espacios LP esta fuertemente ligada con este
concepto y encuentra muchas aplicaciones en andlisis funcional y armonico.
El amplio conocimiento actual sobre la teoria de la medida e integracién en
diferentes espacios, y los problemas mas destacados de este tema, son los que
brindan el argumento de la importancia en el desarrollo de interpolacién de
operadores.

Frecuentemente, ciertos operadores de distinta clase son estudiados y es
importante conocer si son acotados o no desde un espacio de medida en otro.
Muchas veces estos operadores, tienen una expresion analitica que toma sen-
tido para un determinado conjunto o tipo de funciones “facilmente mane-
jables”, pero carece de sentido cuando queremos extenteder el dominio del
operador a un espacio mas general o a otro espacio de funciones. La inter-
pretacion de los teoremas de interpolacion, puede dar alguna informacion
para la solucién de este tipo de problemas. A lo largo de este trabajo, apli-
caremos los teoremas de interpolacién a operadores destacados como el de
Fourier, los de convolucion y los potenciales de Riesz.

Nuestro objetivo es hacer una exposicién detallada sobre los teoremas de
convexidad de Riesz-Thorin y los teoremas de interpolaciéon de Riesz-Stein y
Marcinkievicz. También, mostrar importantes aplicaciones sobre operadores
y generalizacion de desigualdades clasicas.

Para comenzar, en el capitulo I damos los preliminares necesarios para
poder enunciar el “Teorema de convexidad de Riesz-Thorin”. El conocimien-
to de la teoria de la medida, el analisis funcional de operadores y espacios de
Lebegue, son los que nos pemitiran entender esta primera parte. Luego enun-
ciamos el teorema de convexidad y damos diferentes aplicaciones. Seguimos
con el desarrollo de la demostracién del teorema a través del llamado méto-
do complejo. Y concluimos este capitulo con el “Teorema de interpolacién de
Riesz-Stein”.

El capitulo II, basicamente consta de dos partes. En la primera, hace-
mos un breve estudio de “operadores de tipo débil y funcién distribucién”,
definimos la clase de Marcinkievicz. Luego demostramos el “Teorema de in-
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terpolacion de Marcinkievicz. Caso diagonal y mostramos algunas de sus
aplicaciones mas conocidas. En la segunda parte, nos concentramos en el es-
tudio del “Teorema de interpolacién de Marcinkievicz. Caso general” y una
de sus importantes aplicaciones. Concluimos este capitulo con las “Condi-
ciones de Kolmogoroff y Zygmund”.

Este trabajo contiene una tercera parte, que es el Apéndice. En éste desta-
camos importantes resultados matematicos, clasicos y actuales, los cuales son
fundamentales para la entendimiento de los dos capitulos. Teoremas como
“La desigualdad de Holder”, “Desigualdad integral de Minkowski” y “De-
sigualdad de Young” son ejemplos de los resultados clasicos. El llamado
“Principio del maximo” de Phragmén-Lindelof y el “Teorema de las tres
lineas” son el argumento principal en el desarrollo de la demostracion del
teorema de Riesz-Thorin a través del método complejo.
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Breve resena historica

El primer resultado de interpolaciéon de operadores data del ano 1911 y
es debido a I. Schur. Dos anos mas tarde, Young prueba un resultado del
mismo tipo referente a espacios LP y a un operador 7T'. La extensién de estos
resultados a operadores lineales entre espacios LP generales son los teoremas
de Riesz-Thorin (Riesz en 1926 y Thorin, por el método complejo, en 1948)
y Marcinkiewicz (usando el método real en 1939). La demostracion de este
ultimo teorema, en su caso mas general, es debida a Zygmund en el ano
1956. En el mismo ano A. P. Calderéon y Zygmund extienden los teoremas de
interpolacion al caso de operadores sub-lineales y, E. M. Stein demuestra un
teorema de interpolacion relativo a familias analiticas de operadores. En la
década de los 60, A. P. Calderdn, J. L. Lions y J. Peetre desarrollan una teoria
que incluye espacios de Banach abstractos y que generaliza los resultados
anteriores. Esta teoria puede ser resumida del siguiente modo. Sean (Ag, A;)
y (By, B1) dos pares compatibles de espacios de Banach (esto es, existen
dos espacios vectoriales topolégicos separados A y B tales que Ay, A; estan
contenidos continuamente en A, y By, By en B) yseaT : A — B un operador
tal que su restriccion a A; da un operador continuo de A; en B;, 1 = 0, 1.
Un método de interpolacion consiste en construir espacios de Banach Ay B
tales que T': A — B resulte lineal continuo (propiedad de interpolacion).
Existen dos diferentes puntos de vista segin que las técnicas empleadas sean
de variable real o de variable compleja. Se llaman respectivamente método
real (desarrollado por J. L. Lions, J. Peetre) y método complejo (desarrollado
por J. L. Lions, A. P. Calderén).

http : //biblioteca.universia.net/html_bura/ ficha/params /id/34895540.html
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Capitulo I

Teorema de convexidad de Riesz-Thorin

1.Preliminares

Sea (2 ,u) un espacio de medida o-finito, donde i es una medida positiva
y LP = LP(Z, 1) el correspondiente espacio de Lebesgue sobre los niimeros
complejos (o reales), de todas las funciones f a valores en C (o R) y medibles,

con ||fll, = ([, |fIPdu)¥ < oo.

Para toda funcién f y para todo A >0 cosideremos:

_ fla) siff(x)] <A
fk(m)_{o si [f(z)] > A

A\ _J o si|f(z)] <A
/ @)—{ f(z) si|f(z)] > A

f=hHh+ LfIP = 1A+ [P

Luego

A< AL AL

Entonces, para p; > p, tenemos que

|f)\’P1*p S )\plfp implica |f)\‘p1 S )\pl*p‘f)\’p S )\pl*P’f’p’

y para po < p,

|f>\|p07p < \Po—P implica |f’\]p° < )\p07p|fA’p < >\p07p’f|p.

(1.1a)

(1.1b)

Ahora consideremos el espacio vectorial sobre C (6 R) LP°+LP* de todas

las funciones de la forma f = fy + f1 donde f, € LP° y f, € LPL.

Lema 1.1 Sean 1 <py<p<p; <ocoyA>0.
(a) Si f € LP entoces fy € LP° y f* € LP1.
(b) LP C LPo + LPr,

(c) Si f € LN LP* yp; < oo entonces Hng < Hngg—i— Hngi

13
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(d) Si f € LPoN L™ entonces f € LP.

Demostracién: (a) y (b) resultan de los comentarios anteriores al lema.

Para probar (c¢) tomamos A = 1 y usamos
il <1 implica |fi]Pe P > 1 implica |fiPo > [ fuf?

y [fHP <1 implica [P < [fY

por lo tanto
2= AP+ P < e+ [P < | f1P + | fP

Probemos (d): en los casos p = pg 6 p = 00, es inmediato. Veamos el caso
Po < p < 00, sabemos que | f(x)| < || f|lco p-p- * € 2"y tomamos 2~ = E1UE,
donde Fy = {x € 2 : |f(x)| <1}y By ={x € Z :|f(x)| > 1}, entonces

/ Pda= [ IfPdu+ [ 17Pdu <
A FEq FEo>

: |f|p°du+/E [ 1Eedp < (1F150 + [[F1%n(E2),

como |f(x)| > 1 en E, tenemos
u(E) = [ dn< [ 1mdas [ i<,
E> Es v

luego f € LP.
O

De las partes (¢) y (d) del Lema 1.1 podemos observar que, en general, si
1<ps<p<p <ooyfe€LPNLP, entonces f € L.

Fijemos dos espacios de medidas (£ ,u), (#,v) y consideremos oper-
adores lineales T' definidos en un subespacio de funciones p-medibles sobre
Z con imagen en el espacio de las funciones v-medibles sobre %/.

Sil < py<p <ooyT es un operador lineal definido en LP0 4 LP*,
entonces T esta definido en el conjunto LP° U LP' y es lineal en LP° y LP'.
Reciprocamente, si T esta definido en el conjunto LP° U LP! y es lineal en los
espacios LP° y [P existe un unico operador lineal T} definido en el espacio
Lo + [P tal que Ty = T en LP U LP* (dado por Ti(g + h) = T(g) + T'(h)
para g € LP° y h € LP).

14
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Por lo tanto, si tenemos un operador lineal 1" definido en LP° + LP', 6 un
operador T" definido en el conjunto L”° U LP* tal que es lineal en los espacios
LPoy [P por la parte (b) del Lema 1.1 T se extiende a todo espacio LP con

Po < p<pr1.

Un operador lineal T' se dice sub-lineal si T'(f + g) estd univocamente
definido, siempre que T(f) y T(g) estén definidos y ademas |T'(f + g)| <

TN+ 1T (g)-

Definicién 1.2 Un operador lineal T (o sub-lineal) definido en un espacio
vectorial L C LP(2, ) es de tipo (p,q) sobre L con constante M, < oo, si
Tfeli¥,v)y

T fllq < Mpgl| f1l, para toda f € L.

Si L = LP, simplemente diremos que T es de tipo (p,q) con constante
My, 1o cual es equivalente a decir que T" es un operador acotado o continuo
desde LP(Z", ) en LYY ,v) con norma ||T||,, < Mp,.

Definicién 1.3 El conjunto tipo de T, es el conjunto 7(7") de todos los
puntos (}D, é) en R? tales que L estd contenido en el dominio de definicién
de Ty T es de tipo (p,q).

En general trabajaremos con operadores de tipo (p,q) donde 1 < p, ¢ < oo,
y estamos interesados en los conjuntos tipo contenidos en el cuadrado unidad
del plano {(z,y) e R*: 0 < z,y < 1}.

Por ejemplo, si sabemos que T es de tipo (p,p), el conjunto 7(T") contiene

el punto (%, %) el cual pertenece a la diagonal principal. Y si T es de tipo
(p,p’) donde 110 + :z% = 1, 7(T') contiene el punto (}17, I%) el cual pertenece a

la diagonal secundaria: podemos apreciar los siguientes graficos asociados al
ejemplo:

(1/p, 1/p)

(1/g, 1/p")

15
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Sean S un subespacio vectorial denso de L = LP(Z, u) para todo 1 <
p < ooy T un operador lineal definido en S. Sea 1 < ¢ < 0o, entonces T es de
tipo (p,q) sobre S si y sélo si existe un tnico operador 7} definido sobre todo
el espacio LP tal que T es de tipo (p,q) y Ty =T en S (ver 1 del apéndice).
En general, consideraremos:
(i) S la clase de todas las funciones simples definidas en 2", esto es

S = {f:ZGkXAk L ag GC,Ak C A medibleyAkﬂAj #@,1 S /{Z,j Sn}
k=1

(i7) En el caso 2" = R™, S es la clase de todas las funciones continuas (o
suaves) de soporte compacto, es decir

S = { f:R" — C, f funcién continua (o suave) y de soporte compacto }

Tanto en (i) como en (ii), S es denso en LP para todo 1 < p < co. Més atn,
si S es como en (i), entonces es denso en L.

Lema 1.4 Sea S como en (i) o (ii), T un operador lineal definido en S
y 1 <po,p1 <00, 1< qo,q <oo. Entonces, T es de tipo (po,qo) y de tipo
(p1,q1) sobre S con constantes My y My respectivamente si y sdlo si T se
extiende a un operador en LPO + LP' tal que la restriccion a LP° es de tipo
(po,qo) v la restriccion a LP* es de tipo (p1,q1) con las mismas constantes
My y My respectivamente.

Demostracion: Primero probaremos la implicaciéon. Como T' es de tipo
(pi,qi) sobre S coni = 1,0 ; T se extiende a un operador Ty de tipo (po,q0) en
LP° con constante M, y también se extiende a un operador 77 definido en L
de tipo (p1,q1) con constante M;. Definimos el operador 7" en L0 + LP* de
la siguiente manera: supongamos que To =T en LPPNLP' si h = fo+ fi €
LPo + [Pr entonces T'h = Ty fo + 11 f1. Veamos que T” esta bien definido, en
efecto

sih=fo+fiy h=g0+ g1, O=fo—9o+fi—o

luego  fo— g0 = f1 — g1, donde fo—go€ L™y fi—gi € L™
entonces T fo — Togo = T1f1 — Tigw 6 bien Ty fo +Tifi = Togo + Thg:.
Por lo tanto T” estd bien definido, siempre que Ty = T} en LP° N LP1,

16
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Si S es como en (i7) y f € LP N LP, existe una sucesion { f,, }men en S
tal que f,, converge a f en LP° y en LP', entonces

T,f = lim T;f,, = lim Tf, en L¥, i=0,1;
y podemos elegir una subsucesion { f,,, } de {f,} tal que

T.f = kh’m T fon, p-p- en R, para i =0,1;

luego Ty = T7 (ver 2 del apéndice).

Si S es como en (7), supongamos que f > 0y f € LPo N LP'. Existe una
sucesion de funciones simples {f,,} tal que 0 < f; < fo... < f,,, < f para
todo m € Ny f,, converge a f p.p. en Z . Como

T ([~ fy bo< 2],
por el teorema de la convergencia dominada f,, converge a f en LPi para
i =0, 1; y podemos concluir, como antes, que Ty f = T} f (ver 2 del apéndice).

La reciproca del lema es bastante inmediata. Sean T' el operador lineal
definido en S y T” definido en L0+ LP! la extension de T tal que su restriccion
a LPi es de tipo (p;,q;) con constante M; parai = 0,1. Como S C L' i =0, 1
yT" =T en S, entonces T es de tipo (p;,q;) sobre S con constante M; i = 0, 1.

O

Definicién 1.5 Dados 1 < pg, p1, g0, 1 < 00. Para cada t € [0, 1] definimos
los intermedios p; y ¢; dados por

1 1—t¢ t 1 1—1¢ t
Dt Po b1 qt qo q1

Notemos que el conjunto de todos los intermedios p, (respectivamente ¢;)
coincide con el intervalo que tiene como extremos py y p1 (respectivamente

QY q)

Ademas p=p; siysélosi t= po=p) (1.5.1)
p

(Po — p1)

Para otener (1.5.1) hay que despejar ¢t de la ecuacién 110 = pit.

17
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Si tomamos pj, v p) los conjugados de py y p; respectivamente, obtenemos
el intermedio pj}, que es el conjugado de p;, en efecto

1 1 t
l—-—=(1—-t+t)—-(1—t)— - — =
yg; Po D1
1 1 1 1 1
(1_”{1__] +t{1_—} =(1—t)> +t-=—.
Po D1 P P D

2. Teorema de Riesz-Thorin
Teorema 2.1 “Teorema de interpolacién o convexidad de Riesz-thorin”

(a) Sea S el conjunto de todas las funciones simples a valores complejos
definidas en 2 y sea T' un operador lineal definido en S, tal que T f es una
funcién v-medible en % . Si T es de tipo (po, qo) y de tipo (p1,q1) sobre S con
constantes My y My respectivamente, donde 1 < pg, p1,qo, 1 < 00. Entonces
T es de tipo (pt, q;) sobre S para todo t € [0, 1], con constante M, que satisface

M, < MMt (2.1a)

Mas ain, T se extiende a un operador lineal T' definido sobre el espacio
vectorial generado por

tal que la restriccion a cada LP* es un operador acotado desde LP* en L% de
norma ||T"||pg, < Mo "My" siempre que p; < co.

(b) Si T es un operador lineal definido en el espacio vectorial complejo
LPo + [P donde la restriccion de T a LPi es de tipo (p;,q;) con constante
M;, i = 0,1; entonces la restriccion de T a LP* es de tipo (ps, q) para todo
t € [0,1] con constante My que satisface (2.1a).

18
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Corolario 2.2 Si S es la clase de todas las funciones continuas (o suaves)
a valores complejos y de soporte compacto definidas en & =R" y T es un
operador lineal de tipo (p;,q;) sobre S, i =0,1; donde 1 < pg,p; < oo y 1<
Go, 1 < 0o. Entonces T se extiende a un operador lineal T definido en el
espacio vectorial complejo LP° 4+ LP' tal que la restriccion a LP* es un oper-
ador acotado de LP* en L% con norma ||T"||pq < M; para todo t € [0,1] y
M, satisface (2.1a).

Demostracién: usando el Lema 1.4 , T se extiende a un operador lineal 7’
definido LPo 4 LP' tal que la restriccién a LP es de tipo (p;,q;) con constante
M;, i =0,1. Luego T" satisface la parte (b) del Teorema 2.1 , lo cual prueba
el corolario.

O

Podemos hacer los dos siguientes comentarios, que justifican el nombre de
“convexidad”del Teorema 2.1. Bajo las hipdtesis de este teorema se cumple:
e 7(7T) es un conjunto convexo contenido en el cuadrado unidad del plano.

[ ] Sl (ao,ﬂo), (Oél,ﬁl) € T(T) y plt = (1 — t)ao + tﬂo, qlt = (1 — t)Oél + tﬁl,

entonces la funcién p(t) = log(||7||,,4 ) es una funcién convexa de ¢, en efecto:
llamemos M, = ||T||p,q, luego  p(t) = log(My),
como M; < Mol_tMlt, entonces
o(t) < (1 —t)log(My) + tlog(M)

luego  o(t) = p((1 =)0 +¢1) < (1 —1)p(0) + ¢ ©(1)

Por lo tanto ¢ satisface la definicién de funcién convexa para t € (0, 1).

3. Aplicaciones del teorema de convexidad

Observacién 3.1 Consideremos la transformada de Fourier .# actuando
en LY(R", dz) y en L?*(R",dx), donde dz es la medida de Lebesgue. Sabemos
que .Z : L' — L™ es lineal y se satisface || f||oe < ||f]]1, es decir, .Z es de tipo
(1,00) con constante menor o igual que 1. Por otro lado, .% es una isometria
de L? en L2, es decir, ||f]|s = ||f]|2, luego .Z es de tipo (2,2) con constante
menor o igual que 1. Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.

19
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Teorema 3.2 “Desigualdad de Hausdorff-Young en R™”
St f € LP para 1 < p < 2, entonces

. , . 1
Fr=relr g \flly <[lfflp, donde —4 7 =1
Demostracién: Como % es de tipo (1, 00) y es de tipo (2,2) con constantes
My, M; < 1, por el Corolario 2.2 % es de tipo (p;,q;) con constante M; < 1.

Ademas se cumple

1 1—-t ¢ t 1
e 1 2 2 @ 2
1 1 /
entonces —+ —=1, por lo tanto G = P;.
bt G

O

El teorema anterior afirma que % es de tipo (p,p’) con 1 <p <2 pyp
conjugados. Por lo tanto, el conjunto 7(.%) tiene el siguiente grafico:

/
//
(172, 112),
7 N\ (1/p, 1pY)

/
/s

Ahora, consideremos # actuando en L'(T,du) y en L*(T,dp) donde
T =S'" du= 2r)'de y Zf = {ca}nez, con ¢, = fo% f(x)e ™ du(z) el
coeficiente n-ésimo de Fourier de f, entonces . f es una funcién medible en
el espacio (Z,v) donde v es la medida discreta, asi I? = LP(Z,dv). Asum-
iendo que .# : L'(T) — [ es continua e inyectiva con sup |c,| < fo% | fldu,
lo cual nos dice que Z es de tipo (1,00) con constante menor o igual que
1. Y que . : L*(T) — [? es una isometria, o sea ||[{c,}||5 = 3 |cal? =
OZW | fI2du = || f||3. Entonces, podemos probar el siguiente resultado, usando
el Corolario 2.2 de manera analoga a como hicimos en el Teorema 3.2 .

20
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Teorema 3.3 “Desigualdad de Hausdorff-Young para series de Fourier”

Si felP(T) y chem’” es la serie de Fourier asociada a f, entonces
neEL

1
7

Y 1o z 11
(Z\cn|p> < (%/ |f(m)|pdx> , donde —+—=1yl<p<2
0

nez p p
O

Observacién 3.4 (i) Sea T un operador de convolucién de tipo (p,q) con
p > q, entonces T' = 0. En efecto, sabemos que T es lineal y conmuta con las
traslaciones, entonces

||Th(Tf)+Tf||q = ||T(Thf+f)||q < MquThf‘i‘pr (3.4.1)

donde consideramos que M,, = ||T||,,- Haciendo tender |h| a infinito en la
desigualdad (3.4.1) obtenemos

1 1
24(|T fllg < Mpg27[|f1lp,
(ver 3 del apéndice). Entonces

1_1
T fllg <277 s My||f]l, paratoda f € L7,

luego, como M, = ||T||,4, resulta

2 i M,y > M

pg»
asi, si M,, # 0 se debe cumplir que

1 1
-—=-20,

p g
entonces ¢ > p. Esto nos dice que si p > ¢, debe ser M,, = 0 y por lo tanto
T = 0. Esto prueba la afirmacion.

(ii) Sea k fijo en L' y K el correspondiente operador convolucién, entonces
K es de tipo (1,1) con constante menor o igual a ||k||;; también K es de
tipo (00, 00) con constante menor o igual a ||k||;. Luego, por el teorema de
convexidad, si p = p; con 1 < p < oo, K es de tipo (p,p) con constante menor
o igual que ||k||;7" ||k||} = ||k||1 (ver 4 del apéndice).

Sean ahora k fijoen L1 < ¢ < ooy K : L' — L4 el operador convolucién
definido por K f = k * f, entonces K es de tipo (1,q) con constante menor o
igual a ||k||,. Ademds, si g € L7 con %+§ = 1 entonces ||k*g|eo < |K|l4l19]]q s
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lo cual nos dice que K es un operador de tipo (¢, 00) con constante igual
a ||k||, - Como K es un operador lineal que estd definido en L' y en L7,
entonces podemos extender K adecuadamente a LP con 1 < p < (.

Teorema 3.5 “Desigualdad generalizada de Young”
. 1 1
Sifel’ yge L1, 1 <p,q <00, con —+— > 1, entonces fxge L", y
p g

1 1
f gl < 11fllp 119l donde = 4oL

Demostracion: fijamos g € L9 y sea K el operador definido por Kh = hxg,
entonces K es de tipo (1,q) y de tipo (¢’, 00) con constantes My y M, iguales
a ||g||, donde é+$ = 1. Luego por el teorema de Riesz-Thorin, K es de tipo

(pt,r+) donde t € [0, 1] con constante menor o igual que ||g||, ¥

1 1—t t t t

—=—— 4t —=1l-t+—-=1-—-,

Dt 1 q q q
1 1—t 1 t 1 1
—————+(1——>—1——+——1.
T q q q q D

Llamamos p = p; y r = ¢, entonces se deduce el teorema.

O

Entonces el teorema anterior afirma que el conjunto 7(K) tiene el sigu-
iente grafico:

/ (1, 1/q)

ey (1/p}, 1/r)
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4. Prueba del teorema de convexidad. Método complejo

Sean LP = LP(Z 1), 1 <py<p<p; <ooyS el conjunto de todas las
funciones simples definidas en Z". El Teorema 2.2 se refiere a la norma de
un oprador 7' en diferentes espacios LP, entonces, expresaremos la norma p
en términos de las normas p; ¢ = 0, 1. Una manera sencilla de hacer esto, es
la siguiente, si 0 < f € LP,

/fpdu:/ (ff'z;)pod,u:/ (fﬁ)pld,u<oo entonces

2

P b
fo=froelr,  fi=frel? y |fl[;=Ilflly = lIAll}-

Maés en general, definimos

Jotiy = f(Hi)% Y fiiy = f(1+i)£ para todo y € R, esto implica

| fotiyl = fRe((Hi)%) = f% = fo y de manera similar |fi4;,| = fi.

Ademas se satisface

/ frdp = / fosay[Pdpt — / i di,

A = fiwllpe = [l para todo y € R.

entonces

Ahora extenderemos la relacion anterior para funciones simples a valores
complejos haciendo una leve modificaciéon en la definicién de “foriy v fitiy” -
Tomamos el conjunto D = {z =z +iy € C: 0 <z <1} C C, acotado
lateralmente por Ag = {z =iy : y e R}y Ay ={z=1+41iy: y € R}.

Dados 1 < pg, p1 < o0, para cada z definimos p, por
1 1—=z

z
— = + — ( entonces p, =
P Po D1

PoP1
zpo + (1 — 2)p1

) sipp < o0

1
1 —

Yy DP:=Do sl p; = o0.
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Fijamos ¢ € (0,1) de modo que p; = p. Sea f(z) = > apXa, (x) funcién
simple, denotemos el argumento de f por ¢(x), entonces f(z) = | f(z)|exp(id(z)).
Para cada z € D definimos f,(z) = | f(z)| exp(i¢(z)), entonces

f Z \ak

pz ez arg ak)XAk § ak bk

donde ax(z) = lay P exp(zarg(ay)), funcién analitica y acotada en D, y
bp(x) = Xy, (z), por lo tanto f, es una funcién simple para cada z fijo,
y

_ Re(2) P\ _ [ p/po siz=iy€
@) =17 donde  fie (pz) { p/p1 siz=1+1iy €A

Luego

/ [ fogPo = / |[fI7dp para todo iy € A, (4.1a)

/ |f1+iy|p1dM:/ |f|Pdp  para todo 1+iy € Ay (4.1b)
x x

y por lo tanto [|f|[} = [[fiy[I53 = [|fi+iy]l5} para todo y € R.

Para continuar, usaremos la siguiente definicién, una funcién a valores
en LP(Z,pu) =LP, F:D — LP lacual asigna a cada z € D una funcién
F(z) = F, € L?, se dice analitica, si para toda funcién simple 9, la funcién
numérica < F,, ¢ >= [ F,(z)y(x)dp es analitica en el sentido usual.

Ahora, definiendo ®(z) = f, para cada z € D, obtenemos:

(a) D:z+— f, €S C LPo N LP', & es una funcién a valores en LPi, i = 0, 1;
acotada y analitica en D.

(b) ®(t) = f, es decir f; = f, que resulta de p, = p.

(c) definiendo

@[] = sup{[[®(@y)[lpy, [|2(1 + iy)[lp, tal que y € R}, (4.1.1)

tenemos que
M¢H%=n9x{wﬂé%),wﬂéa)}

entonces

@l <1 st [Ifll, <1 (4.1.2)
1@l =1 si [Ifll, = 1.
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Probaremos la afirmacién (a): Tomamos ® : z +— f, € S C LP°, entonces
por la desigualdad de Minkowski y usando que ax(z) es acotada, otenemos
que

12 = 111 = [ \fz(:r)|p°du(:c))plo _

([ S i) < )

Z (/ CZOXAk(x)d,u(x)> - ch M(Ak)% < oo paratodo z € D,
z

donde ¢, es la constante que acota a ax(z) en D.
Por lo tanto, ® es acotada como funciéon de D en LP°. De manera analoga,
se puede ver que ® es acotada como funciéon de D en LP'.

Po

ey

Ademas, sea ¥ en S,

<fot>= [ S @@t = L) | @i

es analitica en D, pues ax(z) es analitica en D. Luego tenemos que & es
analitica en D.

Ahora veremos que ax(z) es analitica y acotada en D, en efecto

an(2) = lag ey

entonces, si p; =00 ag(z) = |ak|(172)%eiarg(“k)

ysi pr<oo ap(z) = |ak|(<1*Z>%+Zﬁ)eiarg<ak>,

de donde resulta claro que ax(z) es analfica en D.
Como )
lan(2)| = a7,z =2+ iy,

tenemos que

si pp =00 Re<£>:(1—x)£ con z € (0,1),
22 Pbo

si pp < o0 Re(ﬁ) :(1—x)£—i-x£ con z € (0,1).
D Po h

Luego a(z) es acotada en D.
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Definicién 4.2 Dada f € LP N L y t fijo en (0,1),
Sr(posp) =85 ={P: D — LN L : O satisface (a) y (b)}
Para una ® € §y, |||®||| estd definido como en (4.1.1).

Para una funcién f simple, podemos deducir que §; es no vacio. Para
una funcién general f € LP°N LP', lo probaremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3 Sea f € LP° N L' y t fijo en (0,1). Se cumple:
(i) Tf(po,p1) es no vacio.
(i1) 51D € Fy(p0.p0), |1 D)l < Mo y |0+ ig)ll,s < My para todo
y € R, entonces ||f]|,, < My "M!. En particular, se satisface la reciproca de
(4.1.2), esto es, si |||®]|| <1 entonces ||f]|, < 1.

Demostracién: Probemos (7). Del Lema 1.1 sabemos que si f € LP° N L™
y po < pr < p; entonces f € LPt.

Elegimos una sucesion { fi }ren en S tal que || f — fi||,; tiende a cero cuan-
do k tiende a infinito, para ¢ = 0,¢, 1.

Para cada funcién simple f, existe ®; € §¢(po,p1). Definimos ®(z) =
(I)k<2) + f - fk

Luego @ es acotada y analitica en D, pues ®; lo es. Y como ®(t) =
O(t) + f — fr = f, entonces © € F¢(po, p1)-

Probemos (ii): tomamos p = p; y sean py, p}, p; conjugados de py, p1, py
respectivamente y g simple tal que ||g||,; < 1. Entonces existe ®* € §(pj, p}),
con ®*(t) =g ¥ [0yl <1, [|"(1+iy)ll,, < 1 para todo y € R

Consideremos la funcién F(z) = [, ®(2)®*(z)dp definida en D. Como
®* es de la forma ®*(z) = g,, también ®(z) = f,,

g.(x) = Z ap(2)bg(z) con ag(z) analitica en D, by funcién simple,
ademds, como @ € Fy(po,p1) entonces / f-brdp  es analitica en D,
Z

y ®(2)0*(z) = f. Zak(z)bk, por lo tanto  F(z) = Zak(z) /% fbrdpu

y cada integral es una funcién analitica de z en D. Luego F' es una funcion
analitica en D.
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Por la desigualdad de Holder,
[E ()| < ([ (iy)[po ||9* (i)lpy < Mo para todoy € R,y

[E (1L +ay)| < |1+ iy)[p, ||97(1 + i)l < My para todo y € R.

Luego, por el “Teorema de las tres lineas” (ver 5 del apéndice), resulta
|F(t)| < My~*M! para 0 < t < 1. Como ®(t) = f y ®*(t) = g, entonces

(1)) = ]/ B (¢ du‘ ‘/ fgdu‘ < MM,
ahora, usando que se satisface

151 =so{| [ gads] s 55 loly <1}

(ver 6 del apéndice), podemos deducir || f||,, < My "M}
Para demostrar la reciproca de (4.1.2), elegimos My = |||®||| y M1 =
||@]|| y usamos (7).

O

Demostracion del teorema de convexidad 2.2

Parte (a)

Sea T' un operador lineal definido en S que satisface ||Tf]],, < Mol|f||po
T fllq < Ml fl|p, paratoda f €S,y sea p=p,.

Dada f = > apXa, € S con ||f||, = 1, tenemos definida ®(2) = f, y
satisface ® € §¢(po,p1), con |||@]]| =1 =|[f|l,-

Como g =T f € L®NLY", tenemos definida U(z) = T(P(2)) = > ar(2)T(by).
U es una funcién analitica y acotada de D en L% N L9, con la propiedad

U(t) =T(@t) =Tf =g,y

W (iy)lla < Mo||®(iy)llp, < Moll|®[I| = Mol[f]l, para todo y € R,

1WA +iy)llg, < M|®(1+iy)llp, < Mi||®[]| = Mi]|f]l, para todoy € R.

Luego tenemos que ¥ € F,(qo, ¢1) y luego por la Proposicién 4.3 (i7):

1-t t —
lglle = llglle. < (Mollf1lp) " (Mullfll)" = Mo =" Mill f1],

entonces ||Tf|l, < My "Mj||f||,, paratoda f € S con ||f]|,=1.
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Si f € S con norma “p” distinta de 1, tomamos f = f Ifll;" y como T
es lineal, se cumple

||Tf||q < Mol_tMltHpr para toda f € S.

Probemos el “Més atun” de la parte (a) del teorema. Por hipétesis, T
estd definido en S'y es de tipo (p;,q;) con constante M;, i = 0, 1. Por la parte
(a), T es de tipo (p,q;) sobre S con constante M, < My ' M.

Para cada ¢ fijo en (0,1), existe T} : LP* — L% extensién de T': S — L%
tal que Ty es de tipo (py,q;) sobre LP' con la misma constante M,.

Ahora, dados s y t fijos en (0,1) y f € LP* N LPs, f > 0, existe sucesién
creciente {fi} en S tales que 0 < f, < f para todo k € Ny f; converge a f

(1998 [1P%h]

en norma “p” y en norma “s” cuando k tiende a infinito. Por lo tanto
(|73 f = Tfillg = M |[Tof = Tifellg =0
k—o0 k—o0

y de manera analoga

ka Tsf —T fillg. =0

luego, existe una subsucesién { fi, }; tal que

lim |T,f —Tfi,] =0 pp.en, y lim [Tof —Tfi| =0 pp.en .
Jj—00 Jj—00

Entonces T; y T coinciden en LP* N LPs.
Definimos, para J conjunto finito de indices

T < U LP*> — % como T’(Zcefpte) IZCQTptG (fptg)

pt<oo oeJ oeJ

y T es la extensién de T que buscamos.

Parte (b)

Por hipétesis T' estd definida en LP° + LP' y es de tipo (p;,q;) en LPi
i =0, 1. Queremos ver que la restriccién de T a LP* es de tipo (p;,q;). Por la
parte (a), sabemos que T restringido a .S es de tipo (p¢,q;) con constante M.
Luego existe 7" extension continua de 7', definida en LP* y de tipo (p;,q) con
la misma constante M;. Veamos que T'=T" en LP*.
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Sea 0 < f € LPt C LPo+4 LP', entonces existen fy € LP°, fi € LP* tales que
f = fo+ f1. Para fy existe sucesién creciente {gi} en S tal que 0 < g < f
para todo k € N, || fo — gkl|p, tiende a cero cuando k tiende a infinito, y gi
converge a f p.p. en 2 . De la misma forma, para f; existe sucesion {hy}
con las mismas propiedades. Y entonces se cumplen

]}Lfgogk—i‘hk =fot+ =1
T [[Tg ~ Thilly, =0 v lim [Th — Tl =0.
Luego existen subsucesiones {gx; }, {hx, } tales que
lim [Tgr, —Tfol =0 vl [Thi, = T =0 pp.en &
y por el “teorema de la convergencia dominada”
1 [lg, + A, — flly =0
Como 7" es continua
i ([T (g6, + h,) — TSl =0,
de la misma manera que antes, existen subsucesiones {gx, }, {hs, } tales que
1111?0|T’(gkji +hi, ) =T'f|=0 pp.end.
Entonces, para casi todo punto tenemos
T'f = }H}}O T (gkji + hkag) - }E}}O T (gkji) + T/(hkji) -

lim T(gkji) + T(hkji) =Tfo+Tfi=Tf, porlotantoT' =T.
0

Para concluir esta seccién, daremos una generalizacién del teorema de
convexidad, dada por E. M. Stein.
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Teorema 3.4 “Teorema de interpolacién de Riesz-Stein”

Sean (2", 1), (¥ ,v) dos espacios de medida, S el conjunto de funciones
simples definidas en 2", T, un operador que transforma cada f € S en T, f
medible en (% ,v) para cada z fijo en D, y 1 < po,qo,p1,q1 < 00. Si T, f es
una funcion analitica y acotada en D, tal que Ty, f € L®(% ,v), Ti1yf €
L™ ,v) y

Ty fllgo < Mol|fllp, para toda f € S y para todo iy € Ay,

Tty fllg < Mil|fllpy  para toda f €S y para todo 1 + iy € Ay,
entonces, para todo t en [0,1], T,f € L%(¥ ,v) y

1T fllee < My~ M7 ||fllp,  para toda f € S

donde
1 1—t t 1 1—1¢ t
Dt Do b1 qt qo0 q1

Demostracion: Es suficiente probar el teorema para f € S con norma p; igual
a uno. En el caso de f € S con norma distinta de uno, procedemos como en
(a) del teorema de convexidad.

Sea f = > apXa, € S con ||f||,, = 1. Y como en la prueba de (a) del
teorema de convexidad, sean ®(z) = f, y U(z) = T, f, definidas en D, de la
siguiente manera

fo(x) = | f(2)|7 exp (iarg f(z))
1.10) = T Caeh) ) = S o)L b))

donde

b .
ar(z) = |ax|?= exp(iarg(ar)) v bp(x) = X4, ().
Por lo tanto ¥ es una funcién analitica y acotada en D, pues T f, lo es,

y tal que ¥(t) = T3(f;) = T3 f. Esto implica que ¥ € Fr1,7(qo, ¢1). Luego, por
las hipétesis sobre T, y por (4.1a), (4.1b)

1% (iy)llg = 1 Tig fiullay < Mollfigllpo = Mo([1f]]p.)? = Mo, para todo iy € Ay,

de manera andloga ||¥(1 + iy)||, < M; para todo 1+ iy € A;. Entonces,
por (ii) de la Proposicién 4.3 ,

T2 fllq < My~" My = My~ " M;||f],-
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Capitulo II

Teorema de Marcinkievicz

1. Funciéon Distribucién y Operadores de tipo débil

Definicién 1.1 Sea (27, 1) espacio de medida y f una funcién p-medible
definida en 2. Para cada o > 0 definimos el siguiente conjunto medible

Eo=Eo(f) ={z € 2 :|f(z)] > a}
y la funcién f, : (0,00) — [0, 0] dada por
fela) = p(Eq),

llamada funcién distribucién de f.

Ejemplo 1.2 Sea 2" = R, p la medida de Lebesgue y f(z) = x, entonces
E,={x eR:|z| > a} y luego f.(a) = oo para todo o > 0.

Ejemplo 1.3 Sea 2" = R, p la medida de Lebesgue y f(z) = 1, entonces
fula) = oo sia<l1
10 sia>1

Ejemplo 1.4 Sea A C 2 tal que u(A) = a < o0, y sea f(z) = cXa(x)
con ¢ constante positiva, entonces

f*(a):{a sia<c

0 sia>c

Ejemplo 1.5 Sean {A}7-; una coleccion de subconjuntos medibles y dis-
juntos en 2" con pu(Ay) = ar < 0o; {cg bpt, coleccién de constantes tales que
C1>2¢C...20, 20y

fla) = e, (x)

k=1
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Entonces, 51oz>cl,E—Q)luegof() 0.Sicr >a>cy, BE,=A
luego fi(a) = ai. Sice > a > ¢3, E, = A; U Ay, luego fi(a) = ag + as.
Siguiendo asi, podemos obtener que

f*(@) = alX[Cz,Cl)(a) + (0,1 + a2)X[03702)(O‘) T+
+ (a1 +as + ...+ am) X ().

Proposicién 1.6 Sea f una funcion p-medible definida en Z°, su funcion
distribucion f, tiene las siguientes propiedades:
(a) f. es decreciente y continua a derecha.
(b) Si |f(x)] < lg(x)|, entonces para todo a > 0,  f.(a) < g.(«).
(c) Si{fx} sucesion creciente de funciones p-medibles tales que 0 < fr, < f
para todo k € N y fr converge a f p.p. en X, entonces

ka (fe)e = f« v {(fe)«} es una sucesion creciente.
—00

(@) i 1£(2)] < |g(@)|+ ()] entonces f.(a) < g.(3) + A (3).
Demostracién: (a) Si a > 3,
Eo={ve 2 :[f(x)] > a} C{zr e 2 :[f(x)] > 0} = Ep

entonces u(E,) < p(Es), por lo tanto fi es decreciente.
Si {a, } es una sucesién decreciente que converge a «, entonces E, = UE,,,
donde {E,, }, es una sucesién creciente de conjuntos, entonces

I f.(0n) = f.(a).
(0) 1(2)| < lg(a)| mplica E,(f) € Eal9).

(c) Como E,(f) = U FEua(fr) vy {Ea(fr)} sucesion creciente de conjuntos,
entonces

lim (fi)«(@) = fu(e).

k—o00

(d) Sea z € 2 tal que |f(z)| > a,

9@ >5 6 Ih(@)] > T luego Ba(f) € Eglg)U By (h),
oy <a(3) 4 (3)
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Proposicién 1.7 Sean f y f. como en la Proposicion 1.6, entonces

(a) “Desigualdad de Chebyshev”
Para cada 0 < p < 00, y para todo o > 0

fl0) < o [ 1f@Pd

oP

@

(b) Sifel”(Z),1<p<oco. Entonces, para cada o > 0, f.(a) es
finito y
sup{a? fi(a) 1 a > 0} < Hng.

(c) SifelP(Z),1<p<oo, entonces o f,(«) tiende a cero cuando
a tiende a cero.

()

Si / o’ (a) da < 0o, entonces lim off.(a) =0 vy
0

a—0

lim o f.(a) = 0.

a—00

Demostracién: Como = € E, siy sélo si |f(z)| > «, entonces

/ |f]pd,u2/ ]f]pd,uZap/ du = o f.(«), para todo a > 0.
z Ea Eq

Luego (a) y (b) se satisfacen.
(c) De la parte (b) sabemos que f,(a) < o ?||f||, para todo o > 0. Luego

lim f.(a) =0,

por la continuidad de la integral

a—00

lm [ |f]Pdp =0
Ea

y usando la parte (a)
lim of f.(a) = 0.

a—00

Fijamos # > 0 y sea a < 3,

lim o® f,(a)) = lim ap(f*(a) - f*(ﬁ)) =

a—0 a—0
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HmaWMEﬁ—u@@)Séﬁwﬁﬂ%u (1.7.1)

a—0

Como, por el teorema de la convergencia dominada,

lim | f|Pdp =0
B=0% J{ 1 f1<B}

entonces
lim o? f.. (o) = 0.
a—0

En (1.7.1) usamos que, Ez C E, y p(E,) < oo entonces pu(E, — Eg) =
ﬂ(Eo) - H(Eﬁ)a y

W(Ea—By) = pla € 2 : 8> |f()] > a)

por lo tanto

/ | fIPdp Z/ | fPdp 2/ aPdp = o’u(E, — Ep).
{I71<6) {a<|fI<5} Eo—Ej

(d) Sin € (5,a) entonces E, C £, C Fa,y

/; P () dy > /;nplf*(a) dn = f.(a) /anpldn—

“ o of P 1
= r( - gg) = e 5 (1)

luego, tenemos que

-1 o
e <p(i-g) [ rnm

y la integral tiende a cero, cuando « tiende a cero 6 cuando « tiende a infinito.
O

En el siguiente lema, podemos observar una importante relacion entre la
norma “p” de f y su funcién distribucién.

34



Interpolacién de Operadores en Espacios L?

Lema 1.8 Si f es una funcion medible en (2, 1) y1 < p < 0o, entonces

Jardn=p [ isia) do.

Demostracion: Como

1A= | 1P du= // ps? s dyt —
/0 ps”” /X{|f>s} dudS—/O ps"" fu(s) ds

Es importante destacar del Lema 1.8 la siguiente conclusion. Dos fun-
ciones medibles f € LP(Z",u) y g € LP(#,v) con 1 < p < oo, se dicen
“equimedibles” si sus funciones distribucion coinciden. El Lema 1.8, nos dice
que si dos funciones son equimedibles, entonces tienen la misma norma, es
decir

O

flze2ry = ll9llLe )

Para dar las posteriores definiciones, hacemos primero la siguiente obser-
vacién. Hemos probado que,

B =

| fll, < oo implica sup{oz(f*(a)) ca >0} <||f]], < oo.

La reciproca de este resultado, no es cierta en general. Por ejemplo, tomamos
1 .
f(z) = — definida para z € (0,1),
xTr

entonces, para o > 0

Ea:{xe(o,l):x%>oz}={566(071):37<$}
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por lo tanto

Sin embargo,

1
|f(z)]P = Tl no es integrable en (0,1).

Definicién 1.9 Sea f una funcién medible en (2", p) vy 1 < p < 0o, decimos

que f pertenece a la clase de Marcinkiewicz L2, o que f satisface la propiedad
p de Marcinkiewicz, si

(1], = sup {a(f(a)” : a > 0} < oo,

Para p = oo, definimos L{° = L.

Notemos que, por la desigualdad de Chebyshev, (a) de la Proposicién 1.7,

se satisface [ﬂp <||fl]l, - Entonces, para 1 < p < oo,

f e LP implica [f}p§||f||p<oo implica LP C L?.

Comentario: Se puede ver que, si 1 < p < 0o, entonces [-}p define una
casi-norma que es equivalente a una norma en el espacio L2, que ademas lo
hace un espacio de Banach. También se puede probar que L! es un espacio
completo no normable.

Definicién 1.10 Sea T' un operador definido en LP(%Z", i) con valores en la
clase de las funciones medibles en (%, v), es decir, T'f es v-medible en %". T
se dice que es de tipo débil (p, q) con constante A,,, 1 <p < oo, 1< g < o0,
si para todo a > 0

(T1)0) = rly € 51010 > o} < (4,11

En otras palabras, 7" es un operador de tipo débil (p,q) con constante
Apg, siTf e Ll y
1], < Awllf 1l
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Como L = L, T de tipo débil (p, 00) coincide con T' de tipo “fuerte”
(p, 00). Esto extiende la definicién para 1 < p,q < oc.

Un operador T' de tipo débil (p, q), es un operador acotado de LP en LY.
Por esta razon, la clase de Marcinkievicz L4, es en general, llamada espacio
L7 débil.

2. Teorema de interpolacion de Marcinkievicz. Caso
diagonal

Sean (Z',pu) y (#,v) dos espacios de medida, S la clase de funciones
simples definidas en (2, 1), y T un operador sub-lineal que asigna a cada
f € S una funcién T'f v-medible definida en 2. Sean 1 < py < p; < o0y
para cada t € (0, 1), tomamos p = p; dado por

11—t ¢

Dt B Po P

Teorema 2.1 “Teorema de interpolacién de Marcinkievicz”
Sea T un operador sub-lineal definido en S, de tipo débil (p;,p;) con
constante M;, 1 = 0,1, esto es

(T () =iy € @ 5171 > o) < (3 )

(Tf)la)=v{ye? |Tf(y)] > a} < (MIW) 1.

Entonces, para todo t € (0,1),

(a) T es de tipo “fuerte” (p,p), p = pi, es decir

T fllp < Millfll,  para toda f € S,

donde M; satisface
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(b) M, < KMy 'M! y K depende de py, p1,p (como p = p;, en particular
K depende de t) de la siguiente manera

1
K:2< p_,_ P )
P—Po P1—D

Observacién 2.2 La parte (a) del teorema de Marcinkievicz, da una condi-
cion del tipo del teorema de Riesz-Thorin para el caso p; = ¢;, © = 0, 1; pero
no lo incluye, pues la constante K depende de ¢, y tiende a infinito cuando
t tiende a cero o cuando t tiende a uno. Por lo que el Teorema 2.1, recién
enunciado, no es una generalizacién del teorema de convexidad.

Para probar el Teorema 2.1 usaremos el siguiente resultado.

Lema 2.3 Sean f € LP y f,, f* como en (1.1a) y (1.1b) del Capitulo
1 <py<p <o0yp=p. Entonces para todo a > 0, f, € LP* N LP,
f¥e LPoNLP. Mds ain,

If1E = <p—po>/ a? P f2 da
0

||f||£=(p1—p)/ o 7| F 2! da,
0

Demostracién: Como |fa| < [f| v |f¥] < |f], entonces f,, f* € LP. Y
vimos en el Lema 1.1 del Capitulo I, que f, € LP' y f* € LP°. Esto verifica
la primera tesis del lema.

Ahora, usando el teorema de Fubini-Tonelli, tenemos

/ oP~Po— 1||fa||po da—/ ap—po—l(/ |f°‘|p°d,u>doz:
0 0 x
/ oP~Po— 1(/ |f|p0d,u>doz—/ / P Po— 1]f|p°d,u do =
{IfI>a} {IfI>a}
11 [f]
/ / P Po— 1|f|p°da dp = / ‘f|p0</ o/’poldoz)d,u:
ra 0
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/ \f|p° |f|p - —p_lpo /%W djs.

Usando el mismo procedlrmento podemos probar que

&0 1
| el da=——— [ 1f1 du
0 bPr—DPJx

Demostracion del teorema 2.1:
Dado o > 0y f € L? podemos escribir f = f, + f* Como T es un
operador sub-lineal, tenemos

T f ()] < T (@) + [T fol2)|

y por (d) de la Proposicién 1.6

o < @.(3) +0n(3)

OJ

para todo A > 0.

Caso p; < oo: Por el Lema 2.3 sabemos que f* € LPy f, € [P, Y
usando el comentario anterior para el operador T', resulta

/Ooopap—l(Tf)*(a) dag/ooo P~ 1l(Tf ). ( )‘F(Tfa)*(%)}dag
[ | () (B sl ) Jaa -

(QMO)pop/ aP~Po— 1||fa||po da + (2M1)p1p/ aP~P1— 1||fa||p1 da =
0 0

(pW . op A" )Hfl!” (2.11)

P—"Po p1—
Notemos que

2M po 2M p1
( 0) —|—p( 1) S( p 1 p
b — Do pP1—Pp pP—Po PpP1—Pp

> max{(2My)?°, (2M;)P*} =

O méx{ (2M)™, (20M;)P .
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Reemplazando T por aT’, con a > 0, por el Lema 1.8 tenemos

PTHE = p / 0" (a Tf)u(a) do
y por (2.1.1)

a’||Tf]ly < Cméx{(2aMo)™, (2aMy)"} || f[7-

Elegimos a de tal manera que se cumpla

1 1

(2aMo)P° = (2aM;)P*  es decir a = Q(MJPOM{H) Pop

luego
a’||Tfl[; < C20a” Mg°||f][}-

Como

11—t t . )

- = + — implica  pop1 = (1 —t)p p1 +t p po,

p Do p1
entonces

po—p _ppo—pip_ (A—tppi+tpp—pp

1 —
Po— P Po— D1 Po—P1
tppo—tppm _
=ip
Po— D1

y de manera similar, se puede ver que

. bPo—DP
Po— D1

+po = (1 —t)p.

Por lo tanto .
(a3 B0 = ("

Sustituyendo a en

ITfIl; < C2a” P Mg° || fII},
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obtenemos

T f]l, < KMy~ "M | £,
donde

1
P
K=20i22< P 7 )
P—Po DP1—DP
y K tiende a infinito cuando ¢ tiende a cero (pues p tiende a py), 6 cuando ¢
tiende a uno (pues p tiende a p;).

Caso p; = oo: Asumimos que M; = 1. Por definicién, tipo débil (oo, c0)
coincide con tipo “fuerte” (oo, 00). Recordemos que

| fle) si|f(z)] <«
f“(x)—{o si |f(2)] > a

si[f(z)] <

arn_J O
@ = Yy Sl
como suponemos M; =1

HTfaHoo < HfaHoo <o

ysiA>a
(Tfa)s(\) =v{y € # [T faly)| > A} = 0.

Por otro lado, como p < 0o

Tfll; =p /O o HTf).(a) da.

Usando el método de sustitucién con a = 2 en la ecuacién anterior y que T’
es sub-lineal, obtenemos

ITFIE = p / T @BPUTS).(28) 2 dB = 27 / (@ T).(20) da <

2Pp /Ooo(a)pl(TfO‘)*(a) da + 2Pp /Om(@)pl(Tfa)*(oz) oy —

2p / (@I (a) da,
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como T es de tipo (po, po)

27 /0 TP (a) da < 27 /0 Oo(a)p_l<w>poda

«

y usando el Lema 2.3

2P Mg’ p
P — Do

P 12D / (@1 £l da = ]I
0

Entonces, se cumple

D poL
HTprS2(p_pO) MP|IfIL, para o < p < o,

lo cual concluye el teorema para el caso p; = oo, pues My =1y p = (1—1)po.
Para el caso en que M; # 1 (suponemos M; > 0, pues en el caso M; = 0
resulta T' el operador nulo), tomamos 7" = M, 'T.

O

Una inmediata aplicacion del teorema de Riesz-Thorin, fue el teorema de
Hausdorff-Young, para series e integrales de Fourier. Ahora también daremos
una aplicacién del teorema de Marcinkievicz para el analisis de Fourier.

Teorema 2.4 “Teorema de Hardy-Littlewood-Paley en R™”
(a) Sil < p <2, existe una constante M, tal que, para cada f € L se
satisface

[ 1t |x|<p—2>”dxr’ <] [ 1ntpas] g

(b) Si2 < q < oo, existe una constante M, tal que, para cada f € L9 se
satisface

. |f<a:>rwxf <, | [ 1@ s |

Demostracién: Consideramos los dos espacios de medidas dados por (27, 1) =
(R",dz) y (#,v) = (R", |z|~*"dz), donde “dx” es la medida de Lebesgue en
R™.

42



Interpolacién de Operadores en Espacios L?

Parte (a): Sea T el operador lineal definido por T'f (z) = f(z)|z|", donde
f esta definida en (2", ) y Tf esta definida en (%, v). Usando el teorema
de Plancherel,

o dx o
20y — 2 |21 — 2dr =
[rsta = [ (f@PF e = [ i@k
2d — 2d
| 1f@)Pds /J 1Py,

por lo tanto, T" es de tipo (2,2) con constante My = 1.
Ahora veremos que T es de tipo débil (1,1), es decir, que existe una
constante M, tal que

(T'f)«(a) < M,

para todo a > 0.

|11
«

Sea f € L'(R", dz), tenemos que
(Tf)u(@) = v(EL(Tf)) =v{y e # : |Tf(y)] > a} =

v{y e . |f(y) ly|" > a}.

Por otro lado, para y € R” sabemos que |f(y)| < ||f||:. Para y € E,
1
£ n n o "o
@<l <l esoes bl > (75) " =0

entonces E,(Tf) C B = {w e R : |z| > 5}, luego, usando coordenadas
polares y denotando w,, el drea de la superficie de la esfera en R"™ (ver 7 del
apéndice)

1
V(Ea(Tf)):/ dv g/du:/ T dr =
Ea(TS) B (=l>8y |2

] o0 _1
/ / r e di :/ df/ r"tdr :/ dz <_)
Snfl ﬂ 5"71 ﬂ Snfl rn

[l (1)) L
gn-1 no n Jgn « n " oa
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Concluimos que T es de tipo débil (1,1) con constante M; = n~lw,.
Y ya probamos que T es de tipo (2,2) con constante My = 1. Usando el
Teorema 2.1 para el operador T, existe una constante M, que satisface la
condicién (a).

Parte (b): Sea 2 < g < oo y llamamos p = ¢/, entonces 1 < p < 2y se

satisface la parte (a) para p. Si f € LP, por el Teorema 2.2 de Hausdorff-
Young f € L4, como

||f||q:sup{

/ g du‘ g€ L =1y |lglly < 1},

R

y el supremo se alcanza, esto es, existe g € L? con ||g||y < 1 tal que
11k = | [ o au

Por la férmula de multiplicacién para la transformada de Fourier y por la
desigualdad de Hoélder (ver 6 del apéndice),

o= [ doau] =] [ s3] =

n(g—2) —n(g—2)

’R”

1
a ol

([ 1o ) ( [ erares w)’ @y

Aplicando (a) para ¢' = p y usando ||g||; < 1, obtenemos

||f||qSqu||g||qf( IR dx) <

qu( [ 1@ jape-? d)

esto prueba la parte (b).
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En (2.4.1) hemos usado que

L1 N q
-+ —-=1 implica p=——7r
q p q—1
entonces 5 5
nlp—2) = n 4 _9) = p 1= 4t
qg—1 g—1
—q+2 1
n = —n(g—2)—— = —n(¢g—2)

»Q_I'@

3. Teorema de interpolacion de Marcinkievicz. Caso

general

En el Lema 1.1 del Capitulo I, vimos que si 1 < py < p < p; < @0y
f € LP, entonces f* € LPo, f, € LP'. Y en el Lema 2.3 del Capitulo II, vi-
mos que si f € LP y conocemos las normas || f*||,,, || fallp, para todo a > 0,
entonces podemos expresar ||f||, en términos de || f*||,,, || fallp,- El préximo

Lema, es un complemento del Lema 2.3.

Lema 3.1 Sean 1 <p; <gq;, 1=0,1;pp <p<p1 <00, ¢ <q<q <00
con qy # q1. Asumiendo que se satisface la siguiente igualdad para p = py y

q = q; con el mismo t en (0,1)

Q9 P—pPo_ @ p—p_1

Po 9 — Qo b1 49— q1 v’

y definiendo

116 Bl = miix { <<q — ) / A1 [
0

P

(<q1 ) [Ty dA) }
0

45

(3.1.1)

Po

dA) “



Interpolacién de Operadores en Espacios L?

Entonces

A P, — P
P AL < [ 1= 51

Observacién 3.2 Para el caso en que p; = ¢; i = 0,1 el Lema 3.1 se reduce
al Lema 2.3 de este Capitulo, con v = 1.

Demostracion del Lema 3.1: Consideremos la siguiente expresion, la cual
se corresponde con “fA”,

Po

[ ) -
(e
(]

F(\ )=/

donde

)

wo oy =B gy = yiw-igy
Po

Aplicando la desigualdad integral Minkowski para F'(\, z) (ver 6 del apéndice),
obtenemos la siguiente acotacion

UOOO (/f F(A,w)du(x)ydur < /y (/OOO |F(A,x)]’"dv)idu(;g) -

0o Po
/ < / |f”’|q0Aqq01dA) " dp.
z 0

Para un x fijo, se satisface

ooy _ @) st A < | f(2)]
fk(l")—{o S > | ()

o equivalentemente

vy [ @] s < 17@)
77 @) {0 siA>|f(z)]

S|= =
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Luego

- Z fIv m
L (/ |f)\” |qo)\q—qo—1d)\) dy = L (/ )\q—qo—1|f|q0 d)\) dp =
o~ (I/' 0

/ g Ut Ll P / P,
>3 q—(IO q—CIO qo Z

entonces
- | [Tare wf”HquA] < [ lva,
0

pues, usando la hipdtesis sobre v, se cumple

bo

Do do P —Po .
— —— (¢ — q) o L

1
—(Q—QO)— =
v 4o Po 9 —qo

Aplicando el mismo procedimiento para fy, se sigue la tesis del lema.

OJ

Teorema 3.3 “Teorema de interpolacién de Marcinkievicz. Caso general”
Sean T un operador sub-lineal definido en S; 1 < p; < ¢, 1 = 0,1; gy
po<p<p1 <00, q <q<q <00 conqy#q- Donde p=pi,q=q,

1—t ¢ 11—t ¢

O0<t<l, — = ,
ygs Po b1 qt qo q1

Si T es de tipo débil (p;,q;) con constante M;, 1 = 0,1, es decir

qi
M; LA , 1=0,1,
o
entonces

(a) T es de tipo (p,q), con p=p;,q = q para todo t € (0,1), esto es

(Tf).(0) < (

TSl < Miflfll,  para toda f € L7,

(b) M, < KM, 'Mt, donde K = K(po, qo, p1,q1,t) y tiende a infinito
cuando t tiende a cero o uno.
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Obervacién 3.4 El siguiente ejemplo ( dado por R. Panzone) muestra que
la condicion qg # ¢1 es necesaria para que el teorema sea valido.
Tomamos f : [0,1] — C funcién integrable y sea T definido por

7fe) = F) = =7 [ po

Luego T es lineal y F : [0, 1] — C es también integrable.
Para cada o > 0,

Eq=Eo(Tf) ={z €[0,1] : |Tf(2)] > a} =

{z€0,1]: az? < J},

donde )
J=/ £ <l
0

SiJ=0,luego E, =0.S10<.J<a, z€ E, implica
2 2
o) meb ()]
a a

(TF).(a) < (M>

«

entonces

Si J > a, para todo z € [0, 1] se satisface
7\ 2
x < (—) , stysolosi |Tf(x)|>a,y E,=][0,1],
o

entonces

T =122 < (1) < (”f”l)z.

Por lo tanto, en cualquier caso, obtenemos

(Tf).(a) < ("f”l)Q.

«
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Y més atin, como la medida de I = [0, 1] es finita, implica que para todo
p > 1, se cumple ||f|[1 < ||f||, ¥ entonces

(Tf).(a) < (M)

«

Esto nos dice que T es de tipo débil (p,2) para todo p > 1. Ahora, si
suponemos que el Teorema 3.3 es cierto también para ¢y = ¢;, podriamos
aplicar el teorema al operador T en (1,2) y (2,2), y en consecuencia, T re-
sultaria de tipo (p,2) para todo 1 < p < 2. Pero T no puede ser de tipo
(p,2) para cualquier p > 1, por que eso nos dirfa que ||Tf|ls < My||f||, ¥
que |T'f|* es integrable siempre que |f|? es integrable, lo cual no es cierto si
elegimos f € LP tal que J # 0, pues
J2
ITf(z)]* = — . 1o integrable en [0, 1].

Proposicién 3.5 Si T es un operador lineal (o sub-lineal) que para cada
a > 0 puede ser descompuesto como T =T + Ty donde Ty es de tipo (p, 00)

con constante 2 'a y Ty es de tipo (p,p) con constante c al_%, entonces T'
es de tipo débil (p,q).

Demostracién: Es suficiente considerar ||f||, = 1. Como

y por hipdtesis
Q@
2

«

, entonces (71 f). (—) =0,

lo cual implica
(T'f)s(a) < (Tgf)*(ﬁ) < (c Jpur 2

y entonces

[7f] = sup{a((Tf).(a)) : a >0} < (2)
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Si || f]l, # 0, se puede elegir f = | f1l;*f y usando que f tiene norma uno
y que el oprador T es lineal (o sub-lineal), se puede ver sencillamente que se
cumple la proposicién.

O

El resultado anterior nos sera util para probar una fuerte aplicacién a
los potenciales de Riesz, los cuales tienen una considerada importancia en
problemas de funciones armoénicas en R”.

Definicién 3.6 Sea 0 < v < n. El potencial de Riesz de orden v, denotado
por 1, esta definido por

Lf(x)=a, - f@) |z =t dt = a, ky * f(x),

donde

n

b(2)= e, a,=n% 2

NIE
NS
SN—

—
~—~
ST
SN—

r(
y I' denota la clésica funcién “gamma’”.

Corolario 3.7 El operador I,, 0 <y < n, es de tipo débil (p,q) para

:1, con 1<p<qg<oo.
n

==
|

Demostracién: Sea A > 0 fijo y tomamos k'(z) = k,(z)Xp(,), donde
XB(o,n) denota la funcién caracteristica de la bola de centro cero y radio A,
E'(x) = ky(x) — K'(z), T'f = K = f, T"f = k" = f. (Para los siguientes
célculos, es importante leer 7 del apéndice).

Veamos que k' € L1,

A
K] = / 2" = / / Py di
B(0,)) sn-1.Jo

A A\
=w, — =\’
n 1 )

0 Y

rY
Wp —
,y

y ademas

1T Fllp = 1K fllp < (K1l [1£1lp = [ f]lp,  para 1 <p < oc.
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Esto nos dice que 7" es de tipo (p,p) con constante c;A7.
Ahora, veamos que k" € L¥

1
A\ P —n)p’ P
(/ |k//|p) — (/ m(v p Xpeon) () dm) =
1 1
) , o7 (y=n)p'+n N o7
(/ / PP =1 gy da?) T <wn SR — ; >p )
Sn—1.J ) (y—n)p'+n A

Para poder seguir, probemos que (7 — n)p’ +n < 0, en efecto, usando la
hipotesis del corolario que relaciona v, n,p y ¢, obtenemos

=

1,1 _ 1 v m-n-g P
n qn p—1

Ademas, como
1 L
—>0 'y ¢gn>0, implica gn—n—gqy>0,
p

entonces
/ . an o n+qy
p-1= ——-1= —
qan —n —qvy an —n —qvy

por lo tanto tenemos que
van n(n+q7)

(y—n)p'+n = ' —n —1) = - =
gn—n—gqy qn—n-—qy

TL2

- <0
an —n —qy

Retomando los cédlculos para k",

ompan (o B (o' en
18 = (n o] ) = i:
(v =)y +nl, —((y =n)p' +n)”
N n
Wn, — pues y-—n+—-=7-—n+n{l--)=7——
—((y =n)p' +n)” p p

o1
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n

Luego ||k"||;y = c2A"" 7, de donde

1T flloo = [IK" 5 flloo < K"l [1f1lp < c2 A% 1 £y,

lo cual nos dice que T" es de tipo (p, 00) con constante ¢y N7
Notar que
ay(T'+T") =a, (k' f+ k' f) =
a (k' f+kyxf—Kxf)=a,k,*xf=1,
por lo tanto I, = a, T" + a, T”. Y como queremos usar la proposicién 3.5,
planteamos el siguiente sistema de dos ecuaciones para a y A,

o n
_ -2, 1-
5—(@02)\ P c«

hSES

=a,c; N

Se puede verificar que, si elegimos

(av Cl)p%q

2 ay o

C =

entonces el sistema tiene solucién, y se satisface

p

n A~ C1 \ P9 ap
2aﬂ,02)\717:(V > AP=a.

Cc

Luego podemos concluir que I, es de tipo débil (p, q).
O

Se sigue inmediatamente del corolario y del caso general del teorema de
Marcinkievicz el proximo resultado.

Teorema 3.8 “ El teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev sobre los poten-
ciales de Riesz”
El operador 1,, 0 < v < n es de tipo (p,q) para

_ conl <p<q<oo.
n

SR
| =

Es decir, I, es de tipo “fuerte” sobre el segmento abierto que tiene como
puntos extremos (X,0) y (1,"=2), y es paralelo a la diagonal principal, en el

cuadrado unidad; y en el punto (1, ni_,y) es de tipo débil.
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A partir de los dltimos comentarios del teorema sobre los potenciales de
Riesz, el conjunto 7(I,) tiene el siguiente gréfico:

4 vIn

/ (1/p}, 1/9)

Para concluir con este capitulo, damos una prueba del caso general del
teorema de Marcinkievicz y probamos las condiciones de Kolmogoroff y Zyg-
mund.

Demostracion del Teorema 3.3

Primer caso: pg < p1 v qo < ¢1 < 00.

Dada f € LP, consideramos la descomposicién f = fs+ f7, f7 € LPoNLP,
fs € LP*NLP, donde § = f(«), es una funcién que definiremos més adelante.
Usando el Lema 1.8 y las hipétesis, tenemos

ITF]j2 = g / YT F).(0) do <
0

q/ooo it [(Tfﬁ)*(%> + (Tfﬁ)*(%)}da <

o0

q(2MO)qO/O aq*QOlefﬂHggda + q(2M1>Q1/0 Oﬂiglil“fﬂ”gid@ —

40

ot [Tare ([ ) da
0 v

. 4
o) [Tarot ([ i) do
0 A

93



Interpolacién de Operadores en Espacios L?

Ahora, por hipdtesis, podemos elegir v para obtener

q—4q;

i + =pi+p—pi=p parai=0,1.

En efecto, ambas igualdades son equivalentes a

_ Do 49— Lo a—a
G P—DPo @ p—p

y esto es cierto, pues es equivalente a

lo cual sucede siempre que p = p; vy ¢ = q; para el mismo ¢, es decir, siempre

que el punto ( ) pertenezca al segmento que pasa por los puntos (p , qlo) y

(pl1 o L. Por lo tanto podemos considerar 3 = f(«) = o, y por el Lema 3.1,

M) ;% ‘]\41
||Tf\|gs%( /%If\pdu> L e ( / |f|”du>

Si [|f]l, = 1, entonces podemos escribir ||Tf||, < C||f||,, donde

T onmpe + 1
q —qo q1 — (¢

1 = (2M1)Q1

Para el caso de f € L? con 0 < ||f]|, < oo, tomamos f = I fIl,*f vy usamos

que T es sub-lineal. Esto prueba la parte (a) de la tesis.
Si My = M; = 1, podemos reescribir ||Tf||, < C||f|l, = KM, *M{||f||,,

donde )
q
K:< ¢ . _4 )

q—4qo q1 —q

lo cual prueba la parte (b) de la tesis.

Veamos para el caso My, M; # 1. Como T es un operador sublineal, se
satisface |T'(cf)| < |¢||Tf]. Definimos Ty = 1Ty dvy = codv, donde ¢; y ¢
son constantes positivas, entonces

i qii
C2 (MinHpCa—l) = <C2f‘1i61Mi||];||p> , coni=0,1
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y podemos elegir ¢y, ¢ de tal manera que 0102%]\/[0 = clcQéMl = 1. Ahora,
como T; es de tipo débil (p;,q;) con constantes M;, i = 0,1; y por lo que
probamos anteriormente, resulta ||T' f||Ls,) < K[| f||p- Desde esta desigual-
dad, se puede verificar que se satisface la parte (b) de la tesis para el oprador
T y la medida v. El caso en que py < p1 v 1 < qo < 00, se demuestra de
manera similar eligiendo —v en lugar de v.

OJ

Sea T un operador sub-lineal que transforma funciones medibles de (2, 1)
en funciones medibles de (#/,v). Si T es de tipo débil (p,q), 1 < p,q < 0,
no podemos asegurar que T'f € Li(%  v) para funcines f € LP(Z ", u). El
siguiente resultado nos brindard cierto tipo de condiciones para T'f.

Teorema 3.9 “Condicion de Kolmogoroft”
(a) Si T es un operador de tipo débil (p,q), 1 < p,q < 00, con constante
M, entonces, para todo 0 < r < q, |Tf|" es localmente integrable para cada
f e LP. Mds aiun, se satisface la desigualdad de Kolmogoroff

(| ITf(y)!”du(y)y < M(q:)iy(mi_

donde K es subconjunto arbitrario de % con medida finita respecto de v.
(b) Reciprocamente, si existe 0 < r < q y una constante positiva M, tal que
para todo subconjunto K de %, se satisface la desigualdad

Q|-

171y,

Q=

( /K |Tf(y)VdV(y))i < M (K) ||l

para toda funcion f € LP, entonces T es de tipo débil (p,q) con constante
M < M,.

Demostracién: Veamos la parte (a), definimos (7'f).(a, K) por
(Tf)u(a, K) =v{y e K :|Tf(y)] > a} =v(E(Tf)NK),

luego, (T'f).(e, K) < w(K) y (Tf)u(e, K) < (Tf)ua) < (M| f])".
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Entonces, tenemos que

/ ]Tf\’"dl/:r/ooof_l(Tf)*(a,K)da:
K 0
N

r/o & YT (o, K)da + r/oo o (TF)u(a, K)da <

N

N 0
r/ o tu(K)do + r/ o N Mat|fl],) da =
0 N
r
q_
< v(K)' "M 1l
;1

r r— —Zoarr r 4
V(KON + (M]|fllp)'——N""" < v(K)""a M 1115 —
eligiendo N = M||f||,»(K)

Probemos la parte (b). Si K = E,(Tf), por la desigualdad de Chebyshev,
oK) < [ [THw)dv < Miv(E0) 11
K

vy V(K) < (Ma™|fl|,)? para todo a > 0, entonces T' es de tipo débil (p, q).

O

Teorema 3.10 “Condicién de Zygmund”

Sea T' un operador lineal de tipo débil (p,p) y de tipo débil (q,q) donde
1 < p < q < oo. Entonces, para toda funcion f € LPlogt L, Tf € LP(K),
para todo K C % con v(K) < oo. Mds ain, se satisface

/ |Tf|pduszpp[u<f<> +(Mf [ 1510 fldn +
K 2

1
o [ |f|pdu)]
q—D z
Dmostracién: Tomamos (7'f).(a, K) como en la prueba de la condicién de

Kolmogoroff. Luego (T'f).(ca, K) < v(K) y (Tf)«(c, K) < (Tf)s(x). Como

= (L) @@ < (nllle),
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entonces

/ T f|Pdv = P/oo T f)u(, K)da =
K 0
2p / o (T f). (20, K)dor =
0
P /1 p—1 p/oo p—1
p [ o (Tf).(2a, K)da + 2Pp o (T f)e(2a, K)da <
0 1
1 00
P Py (K)d P PmHT ) (o, K)d
2p/004 1/()04+[2p/1a(f)(a)04+

QPP/IOO Oép_l(Tfa)*(oz,K)da] <

00 . ]\41 p
2Pv(K) + |2Pp a7 — |f4Pdp do +
1 o x

o0 M q
2p [T (22) [ 1k do] <
1 Q a

1
2wy (K + {213pr /wr |f|p</ EX(O,If\)(Oé) da)du +
) 1
rpy [ mq( / ap‘“”“)“]’
X ]
% 1 0 si|f] <1
X a) da = ;

/1 ~Xoim(a) {10g|f| si [f]>1

o 1
/1 EX(OJf\)(Oé) da =log™ | f].

Por lo tanto podemos concluir que

CcOo1mo

entonces

[t <z vy + |zpntt [ 1reiogt o +
K ra

Loy [ rf|pdu] ,
q—p X
lo cual prueba el teorema.

OJ

Comentario: las condiciones de Kolmogoroff y Zygmund, también son
ciertas para ¢ = o0. Y el teorema de Marcinkievicz, caso general, es también
cierto para 0 < p; < ¢; < 00,1=0,1y qo # 1.
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Apéndice

1. Lema Sea S un subespacio C-vectorial normado de M, (M normado) y
sea Fy :5— C lineal y continua, entonces existe F' : N — C lineal y continua
tal que F' = Fy en S y ||F|| = || Fbl|.

Teorema Sea N un espacio de Banach y S un subespacio denso de N.
Si Ty : S — C es lineal tal que ||Tox|| < M||x||n para todo x € S, con M
constante. Entonces existe un unico operador T lineal y acotado, definido en
N tal que T =Ty en S y ||[Tz|| < M||z||w para todo x € N. T se llama
extension continua de 1j.

2. Definicién Sea E conjunto medible en 2", f, {fx} funciones medibles
definidas en 2. Diremos que f; converge en medida a f en F, si para todo
e > 0 se cumple

lim [{z € E:|f(z) — fu(z)| > €}]| =0.

k—o00

Teorema Sean E conjunto medible, f, fi definidas y medibles en E, para
todo k € N tal que fi converge en medida a f. Entonces existe una subsuce-
sion { fr;} que converge a f p.p. en E.

e Ahora supongamos f, fr medibles en 2" para todo k € N tales que f;
converge a f en LP, esto es

i [ 1~ fuPd =0,
k—oco @

Consideremos Ay = {x € 2 : |f(x) — fn(x)| > €}, entonces, en A, y, y
para todo € > 0, tenemos que

F@) = I g @) = Al

€ €P

> 1
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y como

x) — x) P 1
Al = [ dus | /() ””'wz—/U—mwm
Ae,N AE,N Ep Gp v

obtenemos

A}im |Acn| =0 para todo € > 0.

Por lo tanto fy converge a f en medida, y por el teorema anterior, existe
una subsucesién { fy,} que converge a f p.p. en 2.

Conclusién: “convergencia en || - ||,” implica “convergencia en medida”
implica “existe subsucesién con convergencia p.p.”

En el Lema 1.4 del capitulo I, tenemos una sucesién { f,,,} tal que T'(f.,)
converge a To(f) en L y que T'(f,,) converge a T1(f) en L?. Luego existe
subsucesion { f,,,, } tal que T'(f,, ) converge a Ty(f) p.p. en #; y se cumple que
T(fm,) converge a T1(f) en L%, por lo tanto, como antes, existe subsucesion
{ fmkj} tal que T'( fmk]_) converge, tanto a 177 f como a Ty f. Asi tenemos que

T2 f = Tofl < [T0f = T(fomi )+ 110 = T(fim,)]

y el término de la derecha tiende a cero cuando j tiende a infinito. Y entonces
Tof =T1f p-p-

“Teorema de la convergencia dominada”

Sea { f.} una sucesion de funciones medibles definidas en 2 a valores
en C tal que p.p. x € X existe

lim f,(z) = f(x).

n—oo

Si existe g € LY 2, ) tal que |fn(2)| < g(x) p.p. x € X y para todo
n € N, entonces f € L',

i [ 1fa=fln=0 y i [ fude= [ fdu
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“Aproximacién de la identidad”
Definicién Una familia {¢.} en L'(R") es una aproximacién de la identi-
dad, si satisface las siguientes condiciones:

(4)
/ |pe(z)|de < M para todo € > 0.

/ we(z)dr =1 para todo € > 0.

lim |@e(z)|de =0 para todo § > 0.
ERRACE)

n —1

Ejemplo: Si ¢ € L' con [, ¢(x)dz = 1, tomamos ¢(z) = € "p(e 'z),

entonces la familia { ¢.} es una aproximacion de la identidad.

Teorema Sea {¢.} una aprozimacion de la identidad. Si f € LP con
1 < p < oo, entonces f * p. converge a f en LP.

3. Proposicion Toda funcion f € LP, 1 < p < 0o es continua en la norma
| - ||y, esto es, ||mnf — fll, tiende a cero cuando |h| tiende a cero.

Prueba: como

It = £l = | \fte=m) = rlo)duta).

la proposicién es cierta para la clase de funciones continuas de soporte com-
pacto. Ahora, tomamos f € LP. Sea ¢ > 0 y g continua de soporte compacto
tal que ||g — fl|, < €, entonces

S = fllp = llmnf = magllp + g = gllp + lg — fllp < 2€ + |[mhg = gll,
y por lo tanto

|I111;m0 l|mnf — fllp = llljmo l|7hg — gl|, +2¢ para todo € > 0.
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Observacién: Si f es continua de soporte compacto, para |h| suficiente-
mente grande, tenemos que

rmf+ﬂ@=[gﬂx—m—fuwwm»:

[ 15— wpdu)+ [ () pauto)
por lo tanto

1
Jin[l7nf + 1l = 28111

Probemos que también es cierto este resultado, para f € LP. Entonces,
sea f € LP y elegimos una sucesién {fi} de funciones continuas de soporte
compacto, que converge a f en norma || - ||,. Luego

nf + fllp = e f = mufr + T fe = fro + frllp <

7 (f = fillp + mnfe + fellp +11f = fell, =
21f = fellp + 1o fr + fllp,

entonces )
|,}|ﬂ3100 mnf + fllp < 2 = fillo + 22 f1l,

y haciendo tender £ a infinito

, 1
|h1|1inoo||7hf+fllp < 22| f]],-

Por otro lado
Tt + fllo 2 llmnfe + Jellp = 170 (f = f) + F = fullp =
7+ fillp = [ (f = f)llp — [1f = Fillps

por lo tanto
1
|]}|1£>n<>o||7—hf+f||p > 27 |[ fllp = 21f — fello

y haciendo tender £ a infinito

1
\hl\linooHThf—i_pr > 27| f|]p-
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Podemos concluir que, para toda f € LP, se satisface

1
Jim 7S + flly = 2111

4. Sean f y g funciones medibles segin Lebesgue en R". La convolucion
f * g esté definida si para cada z fijo, f(x — y)g(y) es una funcién integrable
de y, p.p. z € R", y esta dada por

fxg(r)= . f(x—y)g(y)dy.

Definicién: Para cada y € R", 7, es el operador traslacion, definido por
1,f(x) = f(x — y) para una funcién f.
Luego, si f € L', y € R", sabemos que

/]R” 7, f(x)dx = . f(z)dz.

En particular, si f € L?

/ITyf(w)!”dl":/ [f(@) [Pz, estoes || fllp = [[f]]p-
- .

Teorema (a) Si f,g € L', entonces f(x—y)g(y) es una funcion integrable
dey pp.x, frge Ll yllf+glli <|[fllllgll.

(b)y Si fellygell conpyp conjugados, 1 < p < oo, entonces
frge L= yllf*gllo < I flpllglly-

Teorema “Desigualdad de Young”
Si f€LP conl <p<oo, g€ L' entonces f*g € LP y se satisface

1 * gllp < [[£1lpllglh-

Definicién: Sea k € L', definimos el operador convolucién K : LP — LP
por Kf = fxk, 1 <p < 0. K es un operador continuo con ||K|| < ||k||;. (La
buena definicién, resulta del teorema anterior). Y k es llamado el Nicleo del
operador K. Ademas K, conmuta con las traslaciones, es decir 7, K = KT,,.
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5. Como primera instancia, enunciemos el llamado “principio del maximo”
para funciones analiticas. Este afirma que, si f(z) es una funcién analitica
en un dominio acotado D abierto y conexo en C, entonces |f(z)| no puede
alcanzar el maximo en D salvo que f(z) sea constante.

Ahora damos una leve extension de este resultado.

Cosideremos D = {z =z +iy e C:0<z <1,y e R}, Ay ={z € C:
z=iy,y e R}y Ay ={2€C:2=1+1iy,y € R}.

Proposicién “Pricipio del méximo” de Phragmén-Lindelof
Sea f(z) analitica en D° y continua en D. Si |f(z)] < M para todo
z € AgUA, entonces |f(z)] < M en D°. Mds ain, si f(20) = M para algin
2o en D°, entonces f(z) es una funcién constante.

Prueba: Supongamos primero el caso en que f(z) = f(x + iy) tiende a
cero uniformemente cuando |y| tiende a infinito, para 0 < z < 1. Entonces,
dado M’ > 0 existe N > 0 tal que |f(z + 1y)| < M’ para |y| > N.

Por otro lado, podemos usar el pricipio del maximo para la regién {x+iy €
C:0<z <1yl <N}, oteniendo que |f(2)] < M en esta regién. Eligiendo
M'" = M, se cumple la proposicion.

Para el caso general, definimos para cada k

22 .
y como |f(z)| es acotado en D, entonces

|1|1'm | f(2)| = 0 uniformemente para 0 < z < 1.
yl—oo

Ademas, si z € AgU Ay, es decir, si z =0 6 x = 1, tenemos que

22 —y2

@)k = eFe - < et lo cual implica |fi(2)] < Mer
y por el caso anterior, resulta
|fr(2)] < Me*  para todo z € D°.
Como f; converge a f, pues
22
I |f() — f(2)] = Jim [7(2)]le¥ —1] =o0.

entonces | f(z)] < M para todo z € D°.
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Lema “Teorema de la tres lineas”

Sea f(z) analitica en D°, continua y acotada en D. Si |f(2)| < My para
todo z € Ng y |f(2)| < My para todo z € Ay, entonces |f(z)| < My~ M?
para todo z € Ng = {z =0+ iy : y € R} con § € (0,1). En particular
£(O)] < My~° M.

Demostracién: Tomamos g(z) = f(z)e? con a € R, entonces |g(z)| =
()| = |F(2)]e". Luego tenemos que |g(iy)| = |/(iy)| < Mo y tam-
bién |g(1+dy)| = |f(1+y)|e® < Mye®, para todo y € R. Por la Proposicién
anterior |g(0 + iy)| < max{M, Me*}. Eligiendo a tal que My = Me®, o
bien e® = MyM; !, obtenemos

190 +iy)| = | (0 + iy)| < Mo,
por lo tanto

M 0
(0 +iy)| < e "My = (Ml]) My = My~ Mj.

OJ

6. Teorema Sea f € LP(Z,u), y sean p,p’ conjugados, 1 < p < oo.

Entonces
/ fg du
X

donde el supremo se toma sobre todas la funciones g € LP con ||g||y < 1.

/11y = sup

Y

Demostracién: Sea g € L* con ||g||,y < 1, por la desigualdad de Holder

] /x fo du‘ < bllglly < 11511,

entonces

sup

[ 19 du‘ <11l
VA

Probemos la otra desigualdad.
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Si || f]l, =0, entonces f es cero p.p. x € 2" y el resultado es trivial.

Primero veamos para 1 < p < 00. Si f > 0y ||f||, = 1, tomamos g = fﬁ,
y resulta ||g||,, = 1. Luego

st o] | P08 ]| -

y se cumple que

Hpr=1=sup‘/ /g du‘-
VA

Si 0 < |[|f]], < oo, tomamos f=f HfHIjl
Para el caso p =1y p’ = oo, tomamos gy = 1, entonces

111s = /ﬂ Fdu = /% foody = ] /% fo0 du‘ < sup\ /J /g du’.

Por 1ltimo, probemos para el caso p = oo0. Sea f > 0y M = || f]|oo,
queremos ver que existe g € L' con ||g||; <1 tal que M — ¢ < ‘ f, fa du|.
Sea A={z e X :|f(x) > M—e}, resulta pu(A) > 0. Ahora, si u(A) < 0o

tomamos

1 1
o) = Xalo) s portoaue glh = [ @dn =1

y luego

‘/fszgdu‘:ﬁ/f‘fduzﬁ/fl(ﬂ/l—@du:]\/[—e.

Si tenemos que p(A) = oo, usamos lo siguiente: como p es una medida
o-finita, existe una familia de subconjuntos medibles C = {Cf}ren con la
propiedad que

2 = UCk con p(Cy) < oo, para todo k € N,
k

luego

A=]J(CknA).
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Entonces existe Ny € N tal que 0 < (AN Cl,) < co. Y tomando

1
9(z) = Xancy, ($)m7

se prueba el teorema para el caso p = oco.

Observacién: usando las hipétesis del teorema, veamos que

wmﬂﬂ/me
VA

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g simples con ||g||, < 1.
Es inmediato que

Sup{‘/ fg du‘ : g simple, [|g|[ < 1} <
z

e

Veamos la otra desigualdad. Por definicién del supremo, dado € > 0 existe
go € L con ||gol|,y <1 tal que
/ f90 d/l‘-

(Sup{‘/ffg du‘ s ge LY ||glly < 1}) —€e<

Suponiendo que f > 0, existe una sucesion creciente de funciones simples
{9k }ren tal que 0 < g < go, v g converge a gy cuando k tiende a infinito.
Por el teorema de la convergencia monotona

lim ‘/ T du‘ = '/ f90 du',
koo | J o 2

luego, existe g, simple tal que

(sup{‘/o[fg du' s geL”,|glly < 1}) —e< ‘/yfgk du‘ <

SUP{'/ fg du‘: g simple, ||g|[,» Sl}'
Z

:gemwwws§.
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Teorema “Desigualdad de Holder”
Si1<p<ooyp esel conjugado de p, entonces ||fgllr < ||fll,llglly-

Teorema “Desiguladad integral de Minkowski”

Sean (2, 1), (% ,v) dos espacios de medidas positivas, o-finitas, y F(x,y)
funcion medible definida en X x % que satisface:
(a) F(-y)elP(Z,n) pp.ye?,1<p<oo, es decir

IEC )P, 4 = /%|F<x,y>|pdu<x><oo ppyed.

(b)
/ 1EC )y () < o0,

o equivalentemente

/g/ (/% |F(x,y)|pd,u(l‘));dy(y> < .

Entonces [, F(x,y)dv(y) converge p.p. x € X"y se cumple

H/ y)dv(y

7. Sea S"! la esfera en R™, n > 1, w, el drea de la superficie de S~ y Q,
el volumen de S™ 1.

Para © = (x1, 29, ...x,) € R", cosideramos:

< [ IFC- )l avio)
X

T = 561(7”7 Y1, P2, .- SOn—1> =T COS Y1
Ty = Xa(T, 1,02, . .. Pn_1) = TSI P1 COS P2

T = (T, 01,02, - - - Pr_1) = TSINE] SN Py ... SN PE_1COS PR, kK <n—2

Tp = (T, 1,2, - - Pn_1) = rsinp;singy . ..sine, 1

donde 0 < pp <m,conk=1,...(n—2); 0 <, 1 <2m; r =zl
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Ahora, consideramos la transformacién 7' : [0, 00) % [0, 7" 2 x [0, 271] — R"
dada por T'(r, 1,99, ...pn_1) = (1,29, ...x,), donde z) estd definido como
hicimos en 7. Luego, tenemos que

1 3an—2 i an—3

det(Jr(r, 1,02, .- Pn_1)) = 1" 1sin™ "% 1 8in" "7 @y . .. sin @, _o.
Si tomamos f integrable en R", entonces

f(x dx—/ / / / T(r, gol,gpg,...gpn_l))r”_ldr dz,
R'n

donde di = sin"? ¢, sin” .Sin 9 dprdps ... dp,—1y

T T 2
/ / / dji/ 07 = w,,
0 o Jo gn—1
/ f(fv)dx:/ / F(T(r 01,02, .. on))r"Hdr di.
Rn sn-1Jo

Lema

luego

o 2
(/ etht) = 7.

Demostracién: sea z = x + 1y,

) 2 00 0 0 0
(o) (e [ora)- [
) 2w [ee) )

/ el dz :/ / re” " drdp,
R2 0 0

donde en la ultima desigualdad hemos usado el cambio de coordenadas po-
lares.

Ahora, aplicando el método de sustitucién, con v = —r?, du = —2rdr,
obtenemos
2w 00 ) —00 1
/ / re” " drdyp = 27T/ —— edu =
o Jo 0 2
—0o0
—me" = T.
0
O
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Definicién: La funcién Gamma I' : (0, 00) — R estd dada por
['(x) = / et
0

Algunas de sus propiedades son:

(1) I'(1) = 1.

(i1) D(x + 1) = 2I'(2).

(#7i) T'(n 4+ 1) = n! para todo n € N.

Teorema “Area de la superficie de la esfera en R™”

Demostracion: Por el teorema de Fubini y el lema anterior

/ e 1o dy = (/ etht) =73,

Por otro lado,

oo
2 _ 2 ~
/eﬂdx—/ / r" e " dr dz.
R® sn-1Jo

Aplicando el método de sustitucién, con v = r?, du = 2rdr, tenemos que

00 % 1 . N
/ / e dr dF = wn/ — e 2y = “n r n )
A ) 2 2 -2

Por lo tanto, deducimos
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Prueba del corolario: usando la propiedad (ii) para la funcién Gamma,

otenemos .
Q, = / dr = / / r"dr di =
{l=|<1} sn=tJo
1 ~ 1 1 n 1
B YO E RS Y Oy
O
Por tltimo, sea f(z) = |z|* con # € R® y A # —n. Entonces, para

0<a<b<oo,

b
w
f(x)dx = / / I drdy = 2 (BT — g™,
/{a<|m|<b} sn-1 Ja n+A

Luego, podemos observar que si A > —n, f(z) es integrable sobre cualquier
bola acotada con centro en el origen. Y si A < —n, f(x) es integrable sobre
el complemento de cualquier bola acotada con centro en el origen.
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