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Resumen

Uno de los problemas més antiguos y computacionalmente exigentes en la fisica compu-
tacional es el cdlculo de resonancias para sistemas cuédnticos arbitrarios. Estas resonancias
constan de energias complejas asociadas a la existencia de estados metaestables con una
determinada vida media y que pueden interpretarse como soluciones a la ecuacién de
Schrédinger con autovalores en C, pero con la particularidad afiadida de ser no norma-
lizables. Si bien en el presente existen una multitud de métodos computacionales para
la determinacion de estas energias, lo cierto es que cada uno de ellos tiende a presentar
diversos inconvenientes tanto a nivel de la precision con la cual son capaces de predecir
sus valores como en la complejidad de los algoritmos involucrados, que suelen tornarse
inviables para sistemas con un elevado nimero de grados de libertad.

En este trabajo se estudia uno de estos métodos propuesto en el afio 2007 por Waalkens,
Schubert & Wiggins [1] para determinar resonancias de sistemas cuya funcién Hamilto-
niana clésica (o simbolo principal, en términos de la cuantizacién de Weyl) presenta un
punto de ensilladura con algunas propiedades adicionales. Bajo las hipé6tesis adecuadas,
es posible obtener una aproximacién de orden arbitrario para la forma normal cudntica
del operador Hamiltoniano original y aprovecharla para realizar una estimacién de las re-
sonancias del sistema ligadas al mencionado punto de ensilladura. El objetivo principal
de esta exposicién consiste en la implementacién numérica de este método y su poste-
rior aplicaciéon sobre algunos sistemas modelo, que permitirdin comprobar la muy alta efi-
ciencia del método y de los cédigos elaborados junto con una aceptable precisién en la
determinaci6n de las energias buscadas.

Ademés de la implementacion y evaluacién computacional del método, se profundiza
en algunos de los fundamentos tedricos de éste, buscando detallar ciertos conceptos ma-
temadticos poco desarrollados en el articulo original donde fue dado a conocer, particu-
larmente relacionados con operadores pseudodiferenciales y sus simbolos asociados via
cuantizacién. En esta linea, se completan algunas demostraciones y también se prueban
algunos resultados que permitirdn establecer la relacién entre las herramientas utilizadas
por los autores del trabajo en cuestién y la teoria hallada en la bibliografia matematica.
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Abstract

One of the most longstanding and formidable problems in computational physics re-
mains the computation of resonances for arbitrary quantum systems. These resonances
consist of complex energies associated with the existence of metastable states with a given
mean lifetime and which can be seen as solutions to the Schrédinger equation with eigen-
values in C, although being non-normalizable. While many computational methods are
today available for the computation of these resonances, truth is each of them tends to
present a set of inconveniences related to both the precision at which they can determine
its values and the complexity of their proposed algorithms, which could turn too demand-
ing for systems with several degrees of freedom.

We devoted this work to study one of these methods, presented in 2007 by Waalkens,
Schubert & Wiggins [1], to compute resonances of systems whose classical Hamiltonian
(principal symbol, in terms of Weyl’s quantization scheme) exhibits a saddle point of a
particular type. If the right hypotheses are met, it is then possible to obtain an approxima-
tion of arbitrary order of the original Hamilton operator’s quantum normal form and use
it to estimate the mean lifetime and energies of resonances associated to the mentioned
saddle point. The main objective of the current work is the numerical implementation of
this method and its subsequent application on some model systems, which will end up
confirming the great efficiency of the method and the elaborated codes and resulting in
an acceptable precision in the computation of the expected energies.

In addition to the implementation and validation of the computational method, some
of its theoretical aspects will be carefully analyzed to shed some light on a few obscure
mathematical concepts which were not properly introduced in the original article, mainly
regarding pseudo-differential operators and their -quantization related- symbols. In this
line of work, several incompleted proofs were concluded and additional results were also
proven in order to relate the exposition by Waalkens et al. to the theory found in the math-
ematical bibliography.
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Capitulo 1

Introduccion

En el marco de la mecénica cudntica, es habitual hacer referencia a la existencia de estados ligados y
estados no ligados. Los estados ligados son aquellos que se encuentran localizados en una determinada
region del espacio para todo tiempo futuro y cuyas funciones de onda resultan ser normalizables. Por
el contrario, los estados no ligados son no localizados y no normalizables. Sin embargo, pueden existir
estados no ligados que en una determinada ventana de tiempo (relacionada con la vida media de éstos)
se hallen localizados en una dada regi6én del espacio. Estos denominados estados resonantes o meta-
estables tienen una marcada incidencia en muchos fenémenos fisicos como la radiacién nuclear y la
dindmica de reacciones quimicas [”].

Para algunos sistemas, estos estados resonantes pueden interpretarse como soluciones a la ecuacién
de Schrédinger con autovalores complejos € = E — ig denominados resonancias [3]. Aqui, ER denota su
parte real y su parte imaginaria (estrictamente negativa) se escribe en términos de la cantidad I" > 0. Asi
como la parte imaginaria de estas resonancias estd intimamente ligada con la vida media del estado re-
sonante, también pueden ser caracterizadas como polos de la matriz de dispersiéon o, equivalentemente,
del operador resolvente del Hamiltoniano del sistema [4]. El cdlculo de las resonancias en general pue-
de ayudar a comprender fen6menos tales como el efecto Auger, los procesos de disociacion y formacion
de estados cuasi-estacionarios, la autoionizacién en 4tomos y los experimentos de dispersién nucleares
[5].

Como métodos convencionales para el célculo de resonancias se pueden nombrar al método varia-
cional de Rayleigh-Ritz, al de rotacién compleja o complex scaling, al de rotaciéon compleja exterior o
inclusive éstas pueden estimarse a través de la simulacién de la evolucién temporal de estados iniciales
apropiadamente elegidos y la determinacién de su tiempo de vida media o de decaimiento [6]. Des-
afortunadamente, todos estos métodos pueden llegar a presentar problemas numéricos que dependen
altamente del sistema especifico en estudio. No solo la veracidad de las energias halladas es frecuente-
mente dificil de verificar, sino que a menudo resulta imposible considerar sistemas con més de 2 grados
de libertad. Inclusive, algunos métodos computacionales s6lo son factibles para sistemas con 2 o més
grados de libertad si el sistema presenta algtn tipo de simetria que permita simplificar el tratamiento.

Por otro lado, en el afio 2007, Waalkens, Schubert & Wiggins presentan un extenso trabajo [!] en
donde dan a conocer algunos de los avances que lograron en la descripcion de la dindmica de ciertas
reacciones quimicas (aunque su teoria no aplica exclusivamente a sistemas provenientes de la quimi-
ca). Su hipétesis principal fue que estas reacciones estaban asociadas a un Hamiltoniano clasico H con
d grados de libertad y con la particularidad de poseer un punto de ensilladura z; con las siguientes
caracteristicas. Sea J € R??*24 ]a matriz simpléctica dada por

(0 Lixa
J= (_Idxd 0 ), (1.1)
dondel,, 4 € R?*? esla matriz identidad y 0 € R%*¢ es la matriz nula. Si ahora denotamos por V2 H(zg) a

la matriz hessiana de H evaluada en z,, entonces se asume que el conjunto de autovalores de JVZH (Zo)
estd formado por dos nimeros reales +1y d — 1 pares de complejos conjugados iw}, 2 < j < d. Ademas,
se asume A,w>,...,wq > 0y que los autovalores complejos son linealmente independientes en Z. Bajo
estas hipétesis, los autores del trabajo son capaces de identificar aspectos de la dindmica clédsica del sis-
tema tales como las trayectorias que dan lugar a la reaccién como aquellas que no lo hacen e incluso
pueden definir una superficie que separa reactantes de productos y determinar el flujo a través de és-
ta. Pero mds importante en lo que concierne al tema de esta exposicion, también estudian algunas de
las implicancias sobre la dindmica cuéntica de estos sistemas y proponen un algoritmo novedoso para
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estimar las resonancias del sistema. Para poder dar con estas energias, recurren a la denominada forma
normal cudntica del operador H entendido como la cuantizacién de Weyl de la funcién Hamiltoniana
H. Diremos que el operador H se encuentra en su forma normal si {H, H>} = 0, donde H, denota el tér-
mino cuadrético de H en su expansién de Taylor y {-,} es el corchete de Poisson. Todos estos conceptos
asi como los que serdn introducidos a continuacién serdn descritos con mayor profundidad alo largo de
este trabajo, por lo que no se espera que el lector comprenda por completo las siguientes aseveraciones.

En general, H no se encuentra en forma normal, pero es posible dar con un algoritmo para obtener
una aproximacion de orden arbitraro para ésta. Este algoritmo reside fuertemente en el esquema de la
cuantizacién de Weyl, que se basa en establecer una regla o funcién Opy(-) que asocie ciertas funciones
a con operadores A de la forma A = Op;,(a). Aqui, a es un elemento de un denominado espacio de sim-
bolos formado por funciones suaves a valores complejos en el espacio de las fases R>? y cuyas derivadas
cumplen una serie de cotas especificas. Una vez obtenida la aproximacién deseada de la forma nor-
mal, las resonancias del sistema pueden estimarse facilmente al notar que este nuevo operador puede
escribirse como un polinomio en un conjunto de d operadores unidimensionales.

En la primera parte de este trabajo se dara a conocer la teoria necesaria para deducir el algoritmo
de la forma normal de un operador H con las caracteristicas comentadas anteriormente. Como norma
general, se pretendi6 trabajar con un nivel de formalismo igual o superior al del trabajo de Waalkens et
al.. Las partes de la teoria donde se realizé6 un mayor esfuerzo por formalizar los conceptos utilizados
fueron precisamente aquellas que los autores describieron con un menor grado de detalle. En particular,
y en el &mbito de la correspondencia cldsica-cuantica via cuantizacién, algunos resultados presentados
por Martinez [7] o por Dimassi & Sjéstrand [¢] fueron o bien modificados para que apliquen a la teoria
de Waalkens et al. o bien se demostré que resultan equivalentes a los que alli se encuentran. Ademds,
fueron probadas algunas afirmaciones del trabajo original que no fueron demostradas en éste, princi-
palmente relacionadas con algunas propiedades de las transformaciones utilizadas en el algoritmo de
la forma normal.

Mais alla de estos aportes a nivel de la teoria, se desea recalcar el hecho que el presente trabajo no
se encuadra exactamente como un texto de matemadtica pura, dado que a lo largo de éste algunas su-
posiciones e hip6tesis deberdn asumirse como vélidas para evitar entorpecer la exposicién. Como fue
mencionado anteriormente, el objetivo principal del presente trabajo reside en la implementacién y
evaluacion del método computacional para el cdlculo de resonancias del articulo de Waalkens et al., por
lo que simplemente se espera que el lector pueda encontrar aqui algunos detalles adicionales que le
ayuden a comprender los fundamentos del método asi como sus ventajas y limitaciones a nivel compu-
tacional.

En lo que respecta a las aplicaciones, los autores de [!] ejemplifican el cdlculo de resonancias sobre
algunos sistemas modelo sencillos obtenidos a partir de potenciales como la barrera de Eckart o combi-
naciones de éste con potenciales de Morse. No solo las energias de resonancia de estos sistemas pueden
hallarse facilmente mediante otros métodos como rotacién compleja (motivo por el cual fueron elegi-
dos), sino que ademas los autores emplean un valor relativamente pequerio (10~!) para la constante de
Planck 7, que como se verad posteriormente mejora sustancialmente la precisién del método. En este
trabajo se estudian los mismos sistemas propuestos por Waalkens ef al. pero sujetos a distintos valores
de 7 para estudiar el impacto que ésto tiene en la precisiéon del método y ademads se considerardn nue-
vos sistemas mds complejos y provenientes de casos de aplicacién reales. En la mayoria de los casos,
se utilizard el método de rotacién compleja para comparar los resultados obtenidos frente a la técnica
de la forma normal. Con esto, se espera mostrar que este tltimo método tiene la capacidad de predecir
con un aceptable grado de precisién las primeras resonancias de muchos de estos sistemas y con un
costo computacional extremadamente bajo, lo que permitirfa aplicarlo a sistemas con un ntimero muy
elevado de grados de libertad (trabajar con al menos 5 grados de libertad y obtener resultados en cerca
de un dia de cémputo deberia ser posible con una computadora de escritorio promedio).

La organizacion de este trabajo es la siguiente. En el Capitulo 2, se da una breve introduccién a la
teoria de dispersiones (en el caso eldstico y de una particula), que ayudara a comprender el origen y
significado de las resonancias a través de tanto resultados teéricos como de un ejemplo de aplicacién.
Esta parte no estd relacionada con el método de la forma normal y podria ser ignorada por el lector que
ya se encuentre familiarizado con los problemas de dispersion.

El Capitulo 3 sigue sin tratar especificamente con el algoritmo de la forma normal, pero introduce
todas las herramientas necesarias para dar con él. Aqui se discuten algunos espacios de simbolos y su
relacion con operadores diferenciales segtin la cuantizacién de Weyl. Otros contenidos importantes son
la introduccién del corchete de Moyal, el concepto de localizacion de un operador y el simbolo asociado
a ciertas transformaciones unitarias a emplear a posteriori.



El método de la forma normal asi como el célculo de resonancias a través de ésta es tratado en el
Capitulo 4. Aqui se describe formalmente el algoritmo para llevar un Hamiltoniano como el descrito
anteriormente a su forma normal hasta cierto orden de expansién. Esta expansion puede interpretarse
como un polinomio en ciertos operadores unidimensionales que permitird obtener una expresién sen-
cilla para las resonancias asociadas al punto de ensilladura z; donde se haya centrado el célculo. Més
aun, se enuncia un teorema que relaciona directamente las resonancias de la forma normal con las del
operador Hamiltoniano inicial.

En el Capitulo 5 se describe la implementacion del algoritmo de la forma normal y se comprueba
que los coeficientes encontrados para el desarrollo de Taylor de su simbolo coinciden en un alto gra-
do de exactitud para con los tabulados en el trabajo de Waalkens et al. [1]. Ademads de ser aplicado con
distintas condiciones sobre algunos sistemas considerados en [!], se introducen nuevos sistemas uni-
dimensionales con barreras de potencial asimétricas y sistemas con 3 grados de libertad que describen
interacciones entre 3 &tomos y se ponen a prueba los c6digos anteriores sobre estos tltimos también.
Asimismo, se discute brevemente la posibilidad de determinar coeficientes de transmisién empleando
la misma forma normal.

Por tltimo, en el Apéndice A se describen los pormenores del método de rotacion compleja utilizado
para comparar algunos de los resultados obtenidos en el Capitulo 5 usando la forma normal, mientras
que en el Apéndice B se comparten cédigos representativos del algoritmo implementado para sistemas
de 1, 2y 3 grados de libertad.



Capitulo 2

Teoria de dispersiones y resonancias

El objetivo principal de este capitulo es el de introducir las nociones bdsicas de la teoria de disper-
siones en un lenguaje formal, presentando conceptos centrales de este campo de estudio tales como
el operador de dispersién S, los cambios de fase, 1a seccién eficaz y, en tltima instancia, las resonancias;
definidas como polos complejos del operador S. A fin de mantener simple y acotada esta exposicion,
los objetos anteriores son presentados para el caso de dispersiones eldsticas entre una tinica particula
y un denominado centro o blanco, cuyo efecto sobre la particula se manifiesta a través de un potencial
esféricamente simétrico (radial).

El fenémeno de resonancias, donde reside nuestro mayor interés, serd ademads ejemplificado para
un caso lo suficientemente sencillo como para que éstas sean obtenidas sin la utilizacién de métodos
sofisticados, esperando que esto ayude a comprender tanto su propia naturaleza como sus influencias
sobre la dindmica del sistema donde se originan.

2.1 Dispersién eléstica de una particula en R

2.1.1 Preliminares

Consideramos una particula sin espin de masa m que se halla inmersa en el espacio tridimensional
descrito por coordenadas cartesianas x = (x, y, z). Siguiendo la convencién en fisica, vamos a suponer
que el estado’ en el que se encuentre dicha particula es representado por un vector unitario ¥ € / o un
multiplo complejo de éste y lo denotamos |y). Las funciones ¢ son denominadas funciones de onday
€, en nuestro caso, es el espacio L?(R%) de funciones de cuadrado integrable a valores complejos. > Si
v, € /2, el producto interno de estos elementos se define como

(W, ) = fR3w(x)gb* (x)dx 2.1

y eventualmente lo denotaremos por (i, ¢) = (¢p|w) para respetar la notacién usual (en lo anterior, ¢p*
denota al conjugado complejo de ¢). Es sabido que el par (#, {-,-)) define un espacio de Hilbert, por lo
que este hecho nos provee autométicamente de una serie de nociones y herramientas atribuibles a estos
espacios y que seran clave para la formulacién del problema de dispersion. En particular, hacemos notar
quela convergencia de una familia de estados |;) al estado |y) cuando t — oo se entiende naturalmente
como lim;_.., ¥ =¥ con respecto alanorma ||| ;2 s, inducida por (-, ).

La evolucién temporal de este sistema hipotético, que a tiempo ¢ se halla en un estado | ), depende
del denominado operador Hamiltoniano H a través de la ecuaciéon de Schrddinger dependiente del
tiempo

d
ihEWt) = Hly ). (2.2)

A nuestros fines practicos, H es un operador autoadjunto con dominio # que opera directamente
sobre la funcién de onda asociada al estado |y;) y cuya expresién analitica depende explicitamente del

1En este trabajo consideraremos tinicamente estados puros, que pueden representarse a partir de un tnico elemento en un
dado espacio Hilbert determinado por el problema fisico.

2Mas precisamente, decimos que la funcién y es un representante de cierta clase en el conjunto de clases de equivalencia
L%(R%). No obstante, en este trabajo seguiremos la costumbre de tratar a los elementos de este espacio como funciones, aunque
no debe desentenderse de su verdadera naturaleza.
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problema en cuestién (andlogamente, cualquier operacién realizada sobre los estados de la particula la
consideramos como efectuada sobre las correspondientes funciones de onda).
Bajo el esquema introducido, la ecuacién (2.2) posee la solucién trivial

ey =e T [yo) = UDlyo), (2.3)

donde
x —th/h)”

= Z 2.4

U(t) se conoce como el operador evolucién y su aplicacién sobre una funcién de onda tiene como efecto
su propagacién hacia adelante en el tiempo.®

Si tomamos H = —h?/2m V? := Hy, decimos que estamos en presencia de una particula libre para
la cual U(#) = e~ #*Ho/" —: Jy (). Antes de proceder con la descripcion del problema de dispersion, pos-
tulamos (para sistemas conservativos) la existencia de ciertos estados estacionarios cuyas funciones de
onda satisfacen la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

Hly) = Ely), (2.5)

para cierto valor de energia E € R. Tomando como ejemplo el problema de una particula libre en coor-
denadas esféricas (1,0, ¢) (aqui, ¢ es el angulo azimutal) y que la funcién de onda v se escribe como un
producto de funciones en cada coordenada (separacién de variables), se puede demostrar que 1 debe
tener la forma

w(r,0,¢) = AR;(NY,"0,¢), (2.6)

donde /'y m son los ntimeros cudnticos azimutal y magnético, respectivamente, mientras que Y, son
los armonicos esféricos asociados. Usualmente es conveniente definir una funcién u;(r) := r R;(r) antes
que resolver para R;(r) de forma directa. La funcién u; debe satisfacer la ecuacién radial reducida:

2

- —uf+Vu;=Eu, 2.7)
2m

con V:= (2/2m)(1(1 + 1)/ r?). Las soluciones a esta ecuacion para [ € Ny arbitrario son de la forma

u;(r) = Arji(kr)+ Brnj(kr), (2.8)
donde k:=+v2mE/hy
0= (- x)(l d)% ) = —(— x)(l d)lcosx
Jr dx) x’ A= dx) x

se denominan funciones de Bessely funciones de Neumann. Estas serdn esenciales al estudiar un sistema
formado por una particula sujeta a un potencial tipo delta de Dirac al final del capitulo. Las deducciones
de estos tultimos resultados pueden consultarse en [10]. Antes de finalizar esta subseccién, enunciamos
un resultado adicional que caracteriza el comportamiento asintético de las soluciones j; y n;. A modo
de aclaracion: dadas dos funciones reales f, g y un punto xp € RU { + oo}, decimos que f o g =

f(x) =€e(x)g(x) con lim,_x, e(x) = 1 (en particular, si g # 0 en un entorno de xo, esto equivale a pedir
f& _

limy .z 55 Iy =1.

Proposicién 2.1.1. Las funciones j; y n; satisfacen

axj(x) ~ sin(x—%’).
X—00

b. xn;(x) ~ —cos(x—%”).
X—00

2ln
C. x]l(x) SPNPIES) IR

en 1
2011 xl+1°

d xn;x) ~ —
x—0

2.1.2 Elproblema de dispersi6on

Estamos ahora en condiciones de formular el problema de dispersion eléstica entre una particula y
un centro fijo. La influencia de este centro fijo sobre la evolucién de la particula se describe a partir

3La buena definicién del operador U(t) como la exponencial dada por (2.4) para un Hamiltoniano autoadjunto H (no necesa-
riamente acotado) no es inmediata y resulta del Teorema Espectral. Esta deduccién puede consultarse en [, Proposicion 10.14].
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de un potencial V (r) (con dependencia tinicamente radial) que asumimos se halla, de alguna forma que
haremos explicita en breve, concentrado en el origen de R3. Luego, el Hamiltoniano del sistema que
vamos a considerar serd H= Hy + V.

<)
/ g y

Ly

Figura 2.1: Posibles 6rbitas en un experimento de dispersién bajo un régimen clésico. En (a), la particula
es atraida hacia el centro y queda atrapada en un entorno de este en tiempos futuros. El caso (b) repre-
senta la posiblidad que la particula interaccione por un tiempo corto con el centro y luego se aparte de
él, mientras que en (c) la interaccién sucede por un tiempo prolongado (Extraido de []).

La figura 2.1 esquematiza los tres posibles escenarios de la interaccion de la particula con el centro
en el caso clasico. Aunque, bajo el siguiente criterio, es posible reducir a dos el niimero de casos. Si nos
limitamos a caracterizar el comportamiento de la particula a tiempos arbitrariamente grandes (¢t — 00),
podemos concluir que para ese entonces o la particula se halla muy distante al centro y esta libre de
cualquier interaccién o bien que ha sido atrapada por el potencial V en las cercanias del origen.

El tratamiento cudntico del problema se basa en establecer algunas analogias con el caso clésico.
Limitdndonos en un primer lugar a escenarios donde la particula nunca es atrapada, supondremos que
previo a la interaccién con el centro de dispersion ésta se aproxima desde el infinito, por lo que asumi-
mos que la incidencia del potencial V sobre su dindmica es despreciable en una primera instancia. En
otras palabras, cuando t — —oo, el comportamiento de la particula se asemeja al de una particula libre
con un determinado estado incidente |yi,). De forma similar, a tiempos muy grandes (¢ — oo) y luego
de haberse producido la interaccién, la particula evolucionara como una particula libre descrita por al-
gln estado saliente |wg,). Siindicamos el estado de la particula a tiempo ¢ por |y ), podemos formalizar
las hip6tesis anteriores empleando los operadores evolucién U(-) del sistema real y Uy () de la particula
libre como

Jim [U@y) - Uo(Dlyin)] =0 (2.9)
y
lim [UD1) - Uo(Dlysa)] =0, (2.10)

ecuaciones que expresan nuestra idea de que la particula es libre en instantes lejanos al intervalo de
tiempo finito cuando tiene lugar la colisién. M4és alla de este comportamiento asintético para los limites
t — +oo, desconocemos por completo el efecto que pueda llegar a tener el potencial V sobre el estado
|y ;) enlaregién de interaccion.

Ahora bien, los resultados que nos interesan obtener pueden probarse para una amplia gama de
situaciones y, en particular, para potenciales no necesariamente radiales. Por ejemplo, para potenciales
que surjan de varios centros fijos o para potenciales dependientes del espin [“]. Sin embargo, no existe
un procedimiento universal con el que abordar todas estas situaciones simultdneamente, por lo que a
continuacién enunciaremos una serie de condiciones a cumplir por el potencial radial V (r) para poder
asegurar la validez de algunos de los resultados principales de la teoria de dispersiones.

Condicién I: Existen €1, R; >0y c; € Rtales que |V (r)| < ¢ r737€1 Yr =R, (esto es, el potencial V decae
mas répido que r~2 en el infinito).
Condicidn II: Existen €2, R, >0y c; e Rtales que |V (r)| < ¢, r‘%+€2, Vr < R, (esto es, el potencial V crece
mas lento que r~3/2 en el origen).

Condicién III: V es continuo en R\ {0}, excepto en a lo sumo una cantidad finita de puntos (condicién
de continuidad).
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Ejemplos de un potencial que satisface I-III asi como otro que no lo hace son los siguientes.

Ejemplo 2.1.2 (Potencial de caja cuadrada). Dados a, R > 0, definimos el potencial de caja cuadrada o
pozo rectangular como
-a, r=R
V()= {

0, r>R.

Claramente, V satisface las condiciones I'y II al ser constante para todo r mayor o menor a R, mien-
tras que cumple con la condicién de continuidad pues su tnico punto problemaético ocurre cuando
r=R.

Ejemplo 2.1.3 (Potencial de Coloumb). El potencial de Coulomb generado por una carga puntual Q fija
en el origen es

donde € es la permitividad del vacio. Este es un clédsico ejemplo de un potencial que no satisface la
Condicién I. De hecho, si esto dltimo no fuera asi, tendriamos que existen €1, R; > 0, ¢; € R tales que

a C1 Cl  r—oo
‘—’S ,Vr>R < |al< _—
r r3+€1 r2+€1

07

lo cual es absurdo (aqui a = Q/4mey # 0). Aquellos potenciales que no decrecen lo suficientemente ra-
pido son capaces de invalidar las hipdtesis expresadas por los limites (2.9) y (2.10) al no ser posible
asegurar que el comportamiento del sistema en estudio se asemeje al de una particula libre atin cuando
se encuentre a distancias muy grandes del origen.

A partir de las condiciones enunciadas, daremos a conocer una serie de resultados muy generales
cuyas demostraciones -aunque posiblemente esclarecedoras- seran omitidas en virtud de la brevedad.
Se urge al lector interesado a consultarlas de primera mano en la obra de John R. Taylor [4]. En lo que
sigue, A* denotaréd al operador adjunto del operador A.

Teorema 2.1.4. Si el potencial V satisface las condiciones I-11I, entonces
i. Dado |y i) € F€ el estado |y) =lim,_._, U(1)*U 0 |y in) estd bien definido y satisface

Jim [U@1y) = UoDlyin)] =0.

Esto es, |w ) es la asintota incidente de algiin estado |v).
ii. Andlogamente, dado | ,) € 7€ el estado |w) =1im,_.o, U(t)* U°(£)|ysa) estd bien definido y satisface

lim [U)1y) = Up(0lysa)] = 0.

Esto es, |Ws,) es la asintota saliente de algtin estado |v).

Los operadores lim;_. .o, U(#)* U°() tienen una importancia destacada para la descripcién del pro-
blema de dispersion al relacionar los estados incidentes y salientes con su correspondiente vector |¢) €
. Antes de bautizarlos, precisamos formalizar la idea de limite de operadores.

Definicién 2.1.5. Decimos que existe el limite de una sucesién de operadores {A;},en cuando para
todo |y) € A se cumple lim, .o, A,lw) € #. El operador A definido como Aly) = lim,_.. AnlY) se
denomina limite de la sucesion A,,.

Definici6n 2.1.6. Los operadores Q. =lim; .30, U(£)*U 0(¢) se denominan operadores de onda de Moller
y sus rangos se denotardn como %, seglin corresponda.

Nota?2.1.7. Al ser definidos a partir de un limite de operadores isométricos (eso es, operadores que con-
servan la norma), es posible ver que los operadores 2, heredan automdaticamente esta caracteristica.
Sin embargo, no es posible asegurar que los operadores de Moller resulten ser unitarios [4].

Hallegado el momento de considerar la eventual aparicién de estados ligados, cuya funcién de onda
se encuentre localizada en las proximidades del centro de atraccién y cuya evolucién temporal difiera
de un sistema libre de interacciones. En nuestro formalismo, estos estados serdn aquellos que no perte-
nezcan alaimagen de Q; 0 Q_.

Definici6én 2.1.8. Denotamos por B = 7\ (% U Z_) al subconjunto de estados ligados de .
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Como veremos en el siguiente teorema, los estados ligados son ortogonales a aquellos que se en-
cuentren en la imagen de Q. y Q_. Mds atin, ambas imagenes son iguales bajo nuestras hipétesis usua-
les y nos permiten expresar el espacio .# como una suma directa de estados ligados y estados que tien-
den asintéticamente a particulas libres.

Teorema 2.1.9. Si el potencial V satisface las condiciones I-11I, entonces
i. (Ortogonalidad) R+ L By R_ L B.
ii. (Completitud asintética) R+ = Z_ =: R. En consiguiente, /£ = % & AB.

La siguiente definicidn resulta de extrema importancia tanto en la teoria de dispersion en general
como para comprender la existencia de las resonancias y los estados metaestables, que serdn el objeto
de estudio principal en este trabajo.

Definici6n 2.1.10. S:=Q*Q, se denomina operador de dispersiény relaciona las asintotas incidentes y
salientes correspondientes a algin estado |y) mediante la ecuacién

SIYin) = [Wsa).
Proposicién 2.1.11. Eloperador S es unitario.

Para empezar a comprender la importancia del operador S, vamos a consider el siguiente arrreglo
experimental: disponemos de un acelerador del que emerge una particula con una asintota |y,) y un
detector capaz de identificar particulas dispersadas tras la colisién con el centro fijo especificamente
con una asintota saliente |s,). La cantidad de interés es por tanto la probabilidad que una particula que
incida con un estado |y,) emerja con estado |y/s,), que denotamos como P (s, — ¥in). Notemos ahora
que el estado real a tiempo ¢ = 0 al que la particula incidente |yj,) evolucionard estd dado por |y .) :=
g 1HO! hQ+|win) = Q. |yin) mientras que el estado real a tiempo ¢ = 0 que dard lugar a la asintota |ys,)
cuando ¢t — oo es |[y_) := Q_|Wg). Luego, postulamos aqui que la probabilidad P(ys, — vwin) de este
proceso fisico se puede determinar como el médulo cuadrado del producto interno entre los estados
reales a cualquier tiempo. Si, por ejemplo, ¢ = 0, calculamos

P(Wsa — Win) = W W) = [(winl Q5 QW) * = K@inl Slwsa)l?,

esto es, la amplitud de probabilidad para el proceso W) — |Win) estd dada por el elemento matricial
(WinlS|Wsa).

Por si solo, este resultado permite entender la relevancia que tiene S para caracterizar el experimen-
to de dispersién, pero atn resta enunciar un resultado que seré esencial para definir las resonancias
en la seccion siguiente. Introducimos la base de vectores impropios |{f ; ), que corresponden a au-
toestados simultaneos® de los conocidos operadores Hy (Hamiltoniano de la particula libre), L? y L,
(operadores relacionados con las componentes del momento angular orbital) y cuya funcién de onda
en coordenadas esféricas estd dada por

2
VELm(0,¢) =i/ p—ijl(pr)Ylm(e,¢), 2.11)

con p = v2mE. Luego, se puede probar

Teorema 2.1.12. Los elementos de la matriz de S en la base |y g, m) estdn dados por
We 1w |SIWELm) =6(E = E)§ 118 mimSi1(E),
donde &y y 8 m son deltas de Kronecker, 6 (E' — E) es la delta de Dirac y S;(E) € C.
Proposicién 2.1.13. El niimero complejo s;(E) tiene médulo unitario, por lo que podemos escribir
S)(E) = e2101E),
para cierto §;(E) € [0, 7].

Nota 2.1.14. El dngulo 6;(E) se denomina cambio de fase y tiene como interpretacioén el desfasaje que
se produce entre las ondas incidentes y salientes en el experimento de dispersion estudiado. Esta inter-
pretacion, sin embargo, no serd demostrada durante este trabajo, pero puede hallarse en [4], en vez.

4Mas sobre autoestados simultdneos de operadores que conmutan entre si puede hallarse en [11].
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2.1.3 Seccion eficaz

La teoria desarrollada hasta el momento es suficiente para comprender el origen de las resonancias.
No obstante, como sucinta introduccién a la teoria de dispersiones, este capitulo no estaria completo sin
al menos haber presentado la nocién de seccion eficaz y descrito su papel en el fenémeno de dispersion.

Anteriormente, mostramos c6mo podiamos utilizar el elemento matricial (¥, |S|Y¥sa) para determi-
nar la probabilidad P(ws, — vwin). Desafortunadamente, si bien en el marco experimental es posible
generar paquetes de onda razonablemente préximos en momento y posicién a un dado estado |yin),
la situacién para el estado saliente es mas dramatica. En la préctica, la medicién efectuada a partir del
detector se limita a comprobar si la direccién de movimiento de la particula dispersada se encuentra
dentro de un determinado elemento de dngulo sé6lido dQ). Asi es como la cantidad de interés resultara
ser la probabilidad P(dQ — vyi,) que un paquete de ondas incidente y préximo a |yi,) emerja de la co-
lisiébn en una direccién contenida en dQ. El tratamiento del paquete de ondas incidente involucrard un
proceso de promediado que llevard a introducir la nocién de seccién eficaz.

Durante este desarrollo, vamos a trabajar en la representacién de momento de los estados incidente
y saliente de la particula dispersada, ¥in(p) y ¥sa(p), P = (px, Py, P2). El origen y la fundamentacién de
esta representacion alternativa de los estados de # exceden el &mbito de esta introduccién, por lo que
nuevamente se refiere a una fuente externa [11].

Conociendo las funciones de onda en momento del sistema antes y después de la interaccion y
teniendo en cuenta que la probabilidad (diferencial) de hallar a la particula con momento p se interpreta
como el médulo cuadrado de la asintota saliente, se sigue

P(dp — Vin) = [Wsa(p)*dp. 2.12)

En la discusion que sigue trabajaremos con elementos de dngulo sélido. Si g(px, py, p;) es una fun-
cion en el espacio de momento supongamos que posee una representacion g(p, 6, ¢) definida en coor-
denadas esféricas de momento (p, pg, pp), donde p = ||pll, mientras que pg y py son los dngulos azimutal
y polar, respectivamente. Ahora bien, si ademds Q es un dngulo s6lido, entonces

f g(p)dp= g(p, po, Pp) p*sin(pg)dpdpydpg,
peQ 0<p<oo,(pg,Pp)ESa

donde Sq es una parametrizacion de la superficie Q N S2. Si g solo depende del médulo de p, o sea
§(p,po, pp) = &(p),

g(p» pe, p([))pz Sln(pg)dpdpgdp(p - (f

sin (po)dpodpy) f gppPdp)
(Pg,Pgp)EQ 0<p<oo

f0<p<oo,(pe,p¢)€9

=Q g(p)p*dp.
0<p<oo
El desarrollo anterior provee una idea general de c6mo trabajar con integrales sobre dngulos solidos.
Continuando con la discusién anterior, la probabilidad que la particula emerja con un dado momento
contenido en un elemento de dngulo sélido dQ) alrededor de p’ se obtiene mediante la integral

PR —yim) = |

lWsa(P)?dp = dQ f lwsa(pp)I?pdp,
pedQ 0

<p<oo
asumiendo que d2 es lo suficientemente pequefio y que s, (p) es continua y de cuadrado integrable.
Precisamos realizar ahora algunas suposiciones adicionales sobre los estados incidentes de la par-
ticula. En particular, supondremos que los estados inducidos por el acelerador del laboratorio corres-
ponden a estados |¢,) obtenidos como desplazamientos rigidos y aleatorios a una distancia p = 0 de
alglin estado en concreto |¢) sobre el plano perpendicular a p; valor del vector momento sobre el cual
esperamos que los estados incidentes se encuentren concentrados, al menos en algtin entorno préximo.
Mas precisamente, suponemos ¢, (p) = e~ PP (p).
Si el experimento se repite n veces, habiéndose generado estados incidentes caracterizados por des-
plazamientos p;,..., p,, entonces el nimero total de particulas dispersadas sobre el elemento dQ es

n
NdQ) =) PAQ—g¢,,). (2.13)
i=1

Para n suficientemente grande, reemplazamos la suma por una integral introduciendo la funcién (cons-
tante) densidad incidente Ojy,:

N(dQ)Zf 5inP(dQ<—(ppi)dp=5in ) P(th(ppi)dp. (2.14)
pER? pER?
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Definicién 2.1.15. Definimos el drea efectiva de la seccién eficaz o (dQ — ¢) como la cantidad

ag(dQ — ) :f

o P(dQ —@p,)dp.

La definicién anterior se fundamenta al notar que o(dQ) — ¢) se puede interpretar como el drea
sobre el plano perpendicular a p, en el espacio de momento sobre la cual el centro fijo tiene la capacidad
de dispersar a la particula incidente en la direccién dQ.

Para llegar a la expresion de la seccioén eficaz y relacionarla con cantidades como la amplitud de
dispersion o el operador S es necesario incursionar en extensos desarrollos adicionales, que no son el
objetivo de esta seccién. En vez, optamos por meramente enunciar algunos resultados importantes an-
tes de continuar por el curso pretendido.

En la subseccién 2.1.2 enunciamos que los elementos de la matriz de S en la base ¥ ; ,,, relaciona-
ban a este operador con el denominado cambio de fase §; a través del Teorema 2.1.12. Ahora, daremos
a conocer que los elementos matriciales de S en la base de momentos se escriben en términos de una
funcién f conocida como la amplitud de dispersion:

Proposicién 2.1.16. En la base de momentos |p), el operador S toma la forma

)
Zrw.p).

i6(Ey—E
PISip=6p'-p + Zﬂ—

Tm
La amplitud de dispersién f se corresponde con el coeficiente de la onda saliente en uno de los tér-
minos de la funcién de onda para estados dispersivos estacionarios (ver [4]). Esta cantidad, de suma

importancia en la teoria de dispersiones, puede utilizarse para determinar la seccién eficaz, que defini-
mos de la siguiente manera.

Definici6én 2.1.17. Denotamos por Z—g (p — Ppy) ala seccion eficaz y la definimos a partir de la siguiente
relacién que involucra al 4rea efectiva:

do
Q— =—(p<— Q.
o(d Po) 20 (p Po)d

Con esta definicidn, es posible demostrar que [4]

do
P —P)= | (P, po) . (2.15)

Finalmente, damos por terminada esta introduccién enunciando el teorema 6ptico, que provee una
relacion entre la seccion eficaz total y la amplitud de dispersion hacia adelante f(p, p).

Teorema 2.1.18 (Teorema Optico). Para el problema de dispersion eldstica de una particula sin espin
debido a la presencia de un potencial V (r) que satisface las condiciones I-111, vale

L

4n0(p),

Imf(pp =

dondec(p) = [42(p/ — p)dQy yp=ph.

2.2 Resonancias en potenciales radiales

2.2.1 Comportamiento asintético de las soluciones

En esta seccion, priorizamos un enfoque mds practico para poder obtener las resonancias de un
potencial tipo delta de Dirac basdndonos en la obra sin publicar de Calvin W. Johnson [1”]. La técnica a
utilizar consiste en el uso de las denominadas funciones de Jost, que consisten en uno de los métodos
mads usuales para llegar a la matriz de dispersion S en casos sencillos.

Si bien ya se habian establecido una serie de condiciones a cumplir por el potencial V en péginas
anteriores, vamos a introducir una cuarta condicién para simplificar el procedimiento.

Condicién IV: Existe R > 0 tal que V(r) =0, para todo r > R.

A partir de ahora, suponemos que trabajamos con V : R — R tal que V satisface I-IV. Nétese que la
condicién IV implica de forma trivial I, por lo que alternativamente podemos suponer que V cumple
II-1V.
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Debido a la simetria esférica de V, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo tienen la forma (2.6) [10, 13]. Consecuentemente, para hallar las soluciones generales (1,6, ¢)
basta con encontrar las soluciones u;(r) = r R;(r) de la ecuacién radial reducida

m o, (hld+1)
——U +|————+V-E)|u=0, (2.16)
2m 2mr?

cuyas soluciones conocemos para el caso V = 0:
uy(r) = Ajrji(kr)— Byrn;(kr),

como fue oportunamente presentado en la subseccion 2.1.1.

La Proposicién 2.1.1 nos permite hacer una apreciacién importante acerca del comportamiento
asint6tico esperado para una particula libre. En este caso (cuando V = 0), la tinica condicién a imponer
sobre la solucién u; es que cumpla u;(0) = 0. De hecho, esto se satisface para cualquier sistema en donde
la funcién V sea finita en cualquier punto del espacio [13] (esta misma propiedad sera reutilizada mas
adelante).

Dado que la funcién de Neumann n; diverge cuando su argumento tiende a cero, esto nos obliga a
descartar el parametro B; y resulta

uy(r) = Arj(kr).

Consecuentemente, para radios muy grandes la solucién puede describirse de forma aproximada
como una funcién sinusoidal:

wk,r) ~ % sin(kr - %T) =: a;(k) sin(kr _ %T)

donde incluimos la dependencia en k de la solucién u;. Aqui, el uso de la notacién “ ~ ” debe interpre-
(o0}

tarse como un comportamiento asintético en el sentido de los limites de la Proposicrién 2.1.1, indicando
que el comportamiento de la solucién u; (k, r) se asemeja al de la funcién a; (k) sin (kr — In/2) cuando r
es suficientemente grande, donde se ha definido a; (k) := A;/k.

Ahorabien, en el caso en que V(r) # 0 parar € [0, R], esperamos que u;(k,r) = A;r jj(kr)—B;rn;(kr),
donde B; ya no necesariamente se anula. El comportamiento asintético de esta solucion seria entonces

u(k,r) Nl a;(k)sin (kr - l?n) + b; (k) cos (kr - l?n)'

que, a partir de la identidad asinx + bcosx = csin(x+9) (con ¢ = a/cosd = b/sind y 6 = tan"1(b/a)),
puede reescribirse como

wik,r) ~ ck) sin(kr— l?” +6l(k)), 2.17)

El desfasaje o cambio de fase §; (k) del comportamiento ondulatorio asintético para u; (k, r) surge del
efecto del potencial V, en cuya ausencia tendriamos 6;(k) =0, VI € Ny, k > 0. En [4] se comprueba que
esta cantidad coincide con la que aparece en la Proposicién 2.1.13 enunciada previamente (escribiendo
d;() en funcién de k = v2mE/h en lugar de E). En lo que queda de esta introduccién, asumimos la
validez de este resultado sin reparar en la demostracion.

A partir de la relacién sin x = (e’* — e"#¥)/2i, expandimos (2.17) como

cz({c) (e(ikr—i%”)eiﬁl(k) _e(fikr+i17”)efi51(k)) _ cz({c) (e(ikr—i%”)eiél(k) _e(fikrfi%’)eilnefiﬁl(k))_

uj (k’ r) I‘:OO

2 2
(2.18)
Notando que e!’” = (-1)! y redefiniendo c;(k) para absorber los términos correspondientes, reescri-
bimos
. c . . sl
k) ~ ci(o)(-11 k=i 201 =ikr=i5)) (2.19)
—00
. I . sl
— Cl(k) (e(—lkr+t7) + (_1)l+1 e(’k"‘7)81(k)), (2.20)

donde el haber introducido el factor ¢2:()

en el Teorema 2.1.12 en la ecuacién.

La expresion (2.20) es vélida tan solo para radios suficientemente grandes, por lo que nos gustaria a
continuacién expresar u en términos de soluciones globales de la ecuacién radial. A este fin, suponga-
mos que una dada funcién f;(k, r) es solucién de (2.16) y cumple

permitio incorporar al elemento de matriz S;(k) obtenido

: I
filk,r) ~ e tkr=iz 2.21)
r—o00
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salvo multiplicacién por un escalar. Con esto, interpretamos que f;(k, ) converge a una onda esférica
entrante para radios grandes. Ahora, si suponemos que podemos considerar la misma funcién f;(-, r)
pero con un valor negativo para el nimero de ondas, entonces

: s lm
fil=k,r) ~ e*7i%, (2.22)
r—o0

que se interpreta como una onda saliente. Una solucién a la ecuacién de Schrédinger con momento
p o nimero de ondas k menor que cero carece de sentido en la mayoria de los casos. Sin embargo,
mds adelante consideraremos soluciones a la ecuacion radial reducida con energias complejas, lo que
justificard el haber tomado —k como una cantidad vélida para el nimero de ondas.

La solucién f;(k, r) no tiene el comportamiento asintético apropiado que deducimos deberia tener
la verdadera solucién u;, por lo que proponemos una funcién u;, verdadera solucién de (2.16), de la
forma

u(k, 1) = ;[ filtk, 1) + (=D fi(=k, 1) S (k)] (2.23)

para algin ¢; (k) € C.

2.2.2 Elpotencial delta V) y sus soluciones

Veamos cémo la expresién (2.23) puede utilizarse en un caso simple para llegar a los elementos
S;(k) de la matriz de dispersion. El sistema que vamos a analizar es el de una particula sometida a la
interaccién con un centro fijo descrita por el potencial V) (r) := —A6(r — R), donde A,R >0y 6() esla
funcién delta de Dirac. El tratamiento de este denominado potencial delta merece algunas disgresiones.
En primer lugar, el potencial V) elegido no satisface con exactitud las condiciones I-IV, en particular, no
puede expresarse como una funcién V :R — R con V(r) =0, V r > R para cierto R > 0. Esto se debe a
que V) no puede realizarse como una funcién en el sentido usual, sino que se debe recurrir a la teoria
de distribuciones para definir con exactitud la delta de Dirac utilizada para introducirlo. Méas alld de
la definicién exacta, suele asumirse [14] que §(- — xg) es una funcién generalizada que, integrada con
respecto a una funcién fest ¢ € €;°(R) cumple

/Ré(x— Xo)(x)dx = @(xp).

Ciertos lectores podrian interpretar que el considerar un potencial como V; no solo presenta algunas
dificultades en la matematica involucrada sino que ademaés da lugar a un modelo poco real. Sin embar-
go, los potenciales delta han sido utilizados como modelos simplificados de sistemas reales, como por
ejemplo para describir electrones en &tomos, moléculas o sistemas cristalinos [15, 16].

Si bien nuestra intencion es resolver la ecuacion

hz "
ap—— +[VA—E]U:0, (224)
2m

lo cierto es que es dificil considerar este problema como una verdadera ecuacion diferencial al utilizar
este potencial. Esto sucede debido a que es imposible obtener el valor de V) para un r = 0 cualquiera,
sino que para obtener informacién de esta ecuacion es necesario integrar con respecto a una funcién
test, como se coment6 previamente. En el capitulo 2 de su libro introductorio a la mecédnica cuantica
[10], David Griffiths halla los estados ligados y resonantes de un sistema unidimensional sujeto a un
potencial delta que se asemeja mucho al aqui considerado. No obstante, debe notarse que dicha reso-
lucién omite algunos detalles cruciales a fin de simplificar el tratamiento. Por esta razén, daremos una
resolucién alternativa, donde obtendremos la solucién de (2.24) como un limite de soluciones v,, de
sistemas con potenciales que, en algiin sentido, convergen a V). Esta solucién, veremos coincidird con
la expuesta por Griffiths.
Introducimos la sucesion de potenciales {V}"} ey dados por

A A
Vn(r): -n, R_ESrSR+ﬂ’
A 0, c.c.
Para cada n € N, V;" es una funcién que satisface tanto las hip6tesis generales dadas por Taylor (I-
III) como la condicién V/{1 = 0 para todo r mayor al valor R+ A/2n (IV). Podemos pensar a esta familia
de funciones como una sucesién de potenciales rectangulares que tienden al potencial delta V, con



17 2.2. Resonancias en potenciales radiales

profundidades del pozo —n que disminuyen cada vez mas y con anchos que se tornan més angostos de
forma que se verifique

f Vi(rydr=-A, VneN.
R

Nos proponemos resolver la ecuaciéon radial con I = 0 para estos potenciales, con la particularidad
de considerar como factibles energias E complejas. Con esto, la ecuacion a resolver es
2 hZ k2

h "
-—v,+ | V) -
2m " 2 2m

vy =0, (2.25)

donde tomamos k := +v2mE/h € C como el nimero de ondas. Interpretamos la raiz cuadrada en la
definicién de k como la raiz principal en C. Para evitar problemas de continuidad, nos limitamos a
estudiar energias fuera de la semirrecta de los nlimeros reales no positivos. Estoes, E€e C\{z: zeRAz <
0}. Aqui nos hemos adecuado al tratamiento usual de los problemas de dispersién, donde el suponer
la existencia de estados con momentos o energias complejas permite con frecuencia obtener funciones
de onda que, si bien a menudo no son normalizables, juegan un papel importante en la descripcién de
la dindmica cudntica del sistema. Mads all4 de esta premisa, el procedimiento que sigue es habitual en
muchos textos de fisica.

Comenzamos separando el espacio en tres regiones, a saber, los intervalos I) = [0,R—A/2n), [, =
[R—-A/2n,R+A/2n]ly Is = (R+ A/2n,00) (por supuesto, la extension de estos tres conjuntos depende de
n, que por el momento suponemos fijo). En I, I3, la ecuacion (2.25) se reduce a

vl = —K%vp, (2.26)
cuyo espacio de soluciones es generado por la base {eikr, e‘”‘r} [ ]. Andlogamente, en la region I,
debe cumplirse
s 2mp  RPK*y 2m(E+n)

con base de soluciones {e’*n", e~ k1"} donde se ha definido ky := +v2m(E + n)/h. Con esto, podemos
proponer una solucién global de la forma

ane*" + b,e ,rel;
vu(r) = cneik"r+dne_ik"’, rel (2.28)

Ae R re .

—ikr

Esta propuesta de soluciéon no ha sido expresada con toda la generalidad posible en el intervalo I3, sien-
do que no consideramos el eventual aporte de la funcion e’*" para r > R+1/2n. Esta omisién intencional
se justifica en que nuestra verdadera intencién es hallar una solucién con comportamiento asintético
similar a una exponencial de la forma e~*". Siguiendo la notacién de la seccién anterior, queremos
hallar la funcién fj(k,r).

Vamos a suponer, por simplicidad, que conocemos el valor de A € C, por lo que iinicamente debemos
determinar los cuatro coeficientes complejos restantes. A este fin, exigimos la continuidad de v, y de su
primera derivada v/, en los puntos r = R + 1/2n, obteniendo las relaciones

4, e KBA2) | o= iK(R=AI2) _ o pikn(R=A12) | g o= ikn(R=A/2) y 2.29)

Cnezkn(R+/1/2) +dy e n(REAI2) _ g o= iK(R¥AI2).

que se obtienen de la continuidad de v,. Las ecuaciones que surgen de la condicién v}, continua se
obtienen de forma anéloga notando que

iklane’*" —bye”*r], ren
v, (r) =X ikn[cpet* " —dye*nT], re I (2.30)
—ikAe kT res.

Es conveniente, sin embargo, expresar estas tltimas dos relaciones en conjunto con las anteriores y de
forma matricial:

eik(R—/l/Zn) e—ik(R—/l/Zn) _eikn(R—MZVL) _eik,,(R—)L/Zn) an 0
0 0 elkn(R+A/2n) e~ ikn(R+A/21) by, Ae—ik@®R+A/2n)
ikeik(R*/l/Zﬂ) _l'kefik(Rf/UZn) _l'kneikn(Rf/UZn) ik”eikﬂ(R,A/zn) cn = 0
0 0 ikpelknBEA2ZD) e pmikn(REAZD) [\ g, _ikAe-ikR+A2D)

(2.31)
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Aunque directa, la resolucién del sistema lineal (2.31) es una tarea tediosa, por lo que omitimos los
detalles. Los valores de los coeficientes obtenidos en este proceso resultan ser

AR Alanfn)™!
an= e ¢ (B 1) =KD, b= T 206+ Dkl + (5 - DG+ K,
Alkp,—k) -L -1 _. Alk,+k) -1 1 _.
¢, = Alkn )%Zﬁnzeﬂ(mknm v dy= (kn + )anzﬁrzlefz(kfkn)R’
2k, 2k,

donde «;, := e% y Bn = e%. Con esta eleccion para los coeficientes, v, € €1 (Rs0) por construccidon.
Mas aun, la derivada segunda de esta funcion existe y es continua en cada intervalo I}, con j = 1,2,3;
pero esta tltima no es continua en todo el espacio Rxg. Esto puede comprobarse notando que, si v},
fuera continua en r = R — A/2n, deberia cumplirse

d2

W(aneikr + bne—ikr)

d? ik ik
_ iknr —iknr
r=R-Ai2n  dr? (Cne "rdne )

r=R-A/2n
_kZ(aneik(R—)L/Zrz) + bne—ik(R—/l/Zn)) — _ki(cneikn(R—)L/Zn) + dne—ikn(R—)L/Zrz))

k\2 I i I P
(k_) (anezk(R ’”2”)+bne ik(R A/zm) =Cnelk,l(R Mzm+d”e ikn(R=A/2n) (2.32)
n

Dividiendo (2.32) por (2.29) obtenemos

k
(k—,,)z =1

que es una contradiccion para cualquier 7 € N. El mismo argumento sirve para mostrar que v, es dis-
continua en R+ A/2n. Esta discontinuidad en la segunda derivada de v, puede causar cierta discon-
formidad para el lector, pero este fenémeno es comun al considerar potenciales discontinuos como V'
(de hecho, los autoestados asociados a un pozo rectangular infinito en una dimensién poseen derivadas
primeras discontinuas en los bordes del pozo [!8]), por lo que, a nuestros fines practicos, consideramos
a cada v, como una solucién propiamente dicha del problema planteado.

El motivo de haber introducido la sucesién {Vf} neN fue el de encontrar una definicién formal de
solucién ala ecuacién radial con V = V). Como se comenté anteriormente, las funciones V/{’ tienden, en
algin sentido (mds precisamente, al integrarlas), al potencial V), por lo que esperamos que un estudio
del comportamiento asintético de las soluciones v, cuando 7 tiende al infinito nos permita hallar una
respuesta natural a nuestro problema inicial.

El célculo de los siguientes limites para los coeficientes ay,..., ¢, no presenta mayores dificultades,
aunque si es necesario incurrir en argumentos no del todo concisos. Por este motivo, probamos los
limites tinicamente para a, y ¢, argumentando que la similitud de los coeficientes restantes hace que
las demostraciones faltantes puedan ser obtenidas por razonamientos similares.

Lema 2.2.1. Sea x la parte imaginaria de k = y + ix. Entonces, los coeficientes de v,, dada por (2.28)
satisfacen

ilim,_coa, = —’?”CT’”ZAe’Z"kR.
ii. limy—.c by, = A[l G idm)
iii. lim oo || = L e¥R.

lAl xR

iv. limy oo |dyl = 5 7.

Prueba. Comenzamos analizando el comportamiento limite de k,, := vy, + ik, para n grande. Dado que

o = v2m(E+n)
n— h )
podemos escribir
Vva2m 0, V2m . 0,

Yn=

V1, cos — Ky = I, sin —,
n " y Y T L)

donde ry, = \/(Eg + n)2 + (E))?, 0, = tan" ' (E;/(Eg + n)) y E = Eg + i E1. Claramente,

lim rp,=co y lim 6,=0.
n—oo n—oo
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Con esto basta para notar que

lim y, =

m . 0n
lim /7, cos — = co. (2.33)
n—oo n—oo 2

Queremos ver ahora que la parte imaginaria de k, tiende a cero al aumentar n. A este fin, supongamos
que
Iim x,=L (2.34)

n—oo

y veamos que L = 0. Usando las expresiones definidas antes, desarrollamos el limite (2.34) como

r%in(’)lokn = r}gglo n sin% (2.35)
= \/;_m ,}fjgo((ER +m)?+ (EI)Z)% sin(% tan ™! (EREJIr n)) (2.36)
= \/;_mtlirgj(t2+(E[)Z)%sin(%tan_l(E—tI)), 2.37)

donde se realiz6 el cambio de variables ¢ := Eg + n. Es fécil verificar que el limite (2.37) existe y es igual

a Lsiysolosi
vam
h

.1 . (1 (Ep
lim t2 sm(—tan (—)) =1, (2.38)
t—o0 2 t

siendo que (2.38) se obtuvo eliminando el término E% dentro del primer factor de (2.37), por lo que
continuamos la deduccién a partir de este tltimo limite. Mediante un nuevo cambio de variables s :=
t71 resulta

(1
‘/;_m lim t%sin(%tan_l (%)) = ‘/ﬁslirg Sm(zti?,: (1) 2.39)
= \/;_msl_i’r(r)hzﬁcos(étan‘%sb}))[%(@)] (2.40)
— 2.41)

como se queria demostrar. Para obtener (2.40) en términos de (2.39) se utiliz6 la regla de 'Hopital. Por
otro lado, los limites de los pardmetros a, y B, se encuentran facilmente:

ikA
lim a, = lime'n =1 (2.42)
n—oo n—oo
y
ikpA ivV2mA 1 VE+
lim B, = lim e e N P L (2.43)
n—oo n—o0

Estas identidades nos permitirdn demostrar los limites del enunciado sin mayores inconvenientes.

Incisoi. Tenemos

_ABY oikr( 2 2 o (ABR oikery((Br— DK - kp)
an—Me (ﬁn—l)(k —kn)—(4—k€ )(k—n) (244)
Usando (2.43), el primer factor del extremo derecho de (2.44) tiene como limite
- (ABR aikry_ A sikr

El segundo factor de (2.44) requiere algo mas de trabajo. Desarrollando las cantidades k, k,, y B,

2 -1 k2_k2 Zikn/l/n_l -2
lfm (W—")) G Jc2mm) (2.46)
n—0oo kn n—oo  h\2m(E+n)
2 2ik,,/1/n _ 1
__V2m ol ) (2.47)
h n—o  E+n
va2m n VE+n
=— lim el n —1 (2.48)
A T )
V2 nz _ 1
= — mn lim (e )) (249)

o z—0 z
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donde 1 :=2iv2mA/h y z := n/vE+ n. El limite (2.49) se resuelve aplicando 'Hépital, diferenciando
con respecto a la variable compleja z:

V2m ., (e""-1) V2m
lim

- =— Ii % 2.50
n o z—0 z n zlil(l)ne ( )
vVa2m
=" (2.51)
h
_ 4iAm
= —7 (2.52)
Uniendo esto tltimo con (2.45), se sigue
. _ A _2ikR 4lﬂ,m _ lAmA _2ikR
nlggloan—ﬂe (— =~ )—— 2 e . (2.53)
Inciso iii. Escribimos
|Allk,—k| -1 _1 . .
lcnl = ————1a,,* |8, 2 lle” FF|j e~ FnR). (2.54)
2kl
Claramente, como | k| Iz, 00,
Allk, -k A
lim M — U (2.55)
n—co 2|kl 2
Por otro lado,
_1 1
lim |a,?l18,%1=1, (2.56)
n—o0
dado que ambas cantidades, a, y B, tienden a 1. Resta analizar los factores exponenciales.
lim e~ "*B||e"TknR| = 1im B x |e 1Y R| x o¥nf x [¢71Vn R, (2.57)
n—oo n—oo

Las exponenciales que involucran a las partes reales y y y, tienen, por supuesto, médulo unitario. Por

. n—oo
otro lado, vimos que «, 0, luego R convergealy
lim e¥F x |67V R| x X7 B x |e7 V7R = 1im B x 1 x1x1=eE. (2.58)
n—oo n—oo

Juntando todo,

A
,}glgolcnl = lz—leKR. (2.59)

Incisos ii & iii. Las demostraciones se basan procedimientos andlogos a los ya expuestos.
]

Los limites anteriores nos permiten conocer en detalle el comportamiento asintético de las solu-
ciones v, cuando n tiende al infinito o, en otras palabras, cuando consideramos potenciales V' que se
asemejen cada vez mas al limite V). La idea préxima es sencilla, vamos a definir una funcién v como el
limite de las soluciones v, y probar que satisface todas las propiedades que uno esperaria de la solucién
al problema original (2.24).

Teorema 2.2.2. Sea v:Rxo — C la funcién definida punto a punto como v(r) := lim,_..c v, (r), entonces
se cumplen

i. v estd bien definida y es continua.
ii. ve €' Rx0 \ {R}). Ademds, para todor # R, V' (r) = lim,,_. U}, ().

iii. v y V' se relacionan mediante la ecuacion

donde v, :=lim,_ p: V'(r).
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Prueba. Al proponer las soluciones v, tuvimos que dividir el espacio en las regiones I;, j = 1,2,3. En
esta prueba denotamos estos intervalos como [ () para incluir su dependencia en n. Introducimos tam-

bién los escalares a,b € C con a = lim;,_ a, ¥ b, = 1im,_. b;, cuyos valores especificos estdn dados
por el lema previo.

Incisoi. Parar > R, si n es lo suficientemente grande, podemos asumir que r € Ié") y vnp(r) = Ae~ kT,
Luego, tenemos que ‘ .
lim v, (r) = lim Ae *F" = Ae~ kT, (2.60)
n—oo n—oo

Para 0 < r < R, también podemos encontrar »n suficientemente grande tal que v, (r) = ane'* + b, e ikr,
por lo tanto

lm v,(r) = r}grgo[aneikr +bpe ) = etk 4 pemikr, (2.61)
Por ultimo,
lim v, (R) = ’}il&[cne”“"’? +dpe (2.62)
= lim A %a;%ﬁ;%(ﬂkwfl«nm N UC;Z—I;]C)“;%ﬁ%le—i(k—knJrkn)R 2.63)
= J{{&A[%Eiw+ %e‘i“ (2.64)
= 4| e_;kR + e_;kR] = Ao~ (2.65)

Para pasar de (2.63) a (2.64), se us6é que ay, B, 272, 1, mientras que kj Ll Ny justifica el paso de
(2.64) a (2.65).
Para que v sea continua, debe cumplirse v(R) = lim,_.g- v(r) =lim,_ g+ v(r). Verificamos

lim v(r) = rlﬁ}?li[ae"k’ +be k7] (2.66)
. iAmAe 2ikRy iIAMAY _iir
—rgr}?l_ [(—T)e +(A+ 2 )e ] (2.67)
: ilm ilm
= lim Ae ¥ |1+ = - 2.68
R [ k2 ki ] (2.68)
= lim Ae ¥ = Ae7*E = y(R) = lim Ae ¥ = lim v(r). (2.69)
r—R~ r—R* r—R*
Con esto, queda
- ae’*" + be T 0<r <R, 2.70)
v(r) = . .
Ae kT S R,
Inciso ii. De (2.70), calculamos directamente
, ikae'*" —ikbe *" 0<r<R,
V=" 2.71)
—ikAe " r>R.

Notemos que los limites a izquierda y derecha de v'(r) en r = R no coinciden, por lo que la derivada
primera presenta una discontinuidad en este punto. El hecho lim,,_., v}, (r) = v/ (r) para r # R se verifica
facilmente de la misma forma en que se probaron los limites del Inciso i.

Inciso iii. Aunque pueda parecer arbitraria, la ecuacién a probar en este inciso se obtiene a partir de

considerar una serie de integrales sobre ambos lados de la ecuacién radial reducida usando V = V){m en

un intervalo pequeno alrededor de Ry haciendo tender el didmetro de este intervalo a cero. Esta carac-

terizaciéon de v serd ttil para comparar nuestra deduccién con la de Griffiths. Para facilitar el cdlculo de

estas integrales, nos enfocamos primero en hallar una cota superior para el valor de las funciones v,.
Dado € > 0, buscamos M (€) > 0 tal que se cumpla

lvn(r)| < M(e), Vrtalque|r —R| <e. (2.72)

Elegimos Ny(e) € N tal que, para todo n > Ny(e), I;_") c(R—¢€,R+e¢).Siahoratomamos R—e<r <R,
existen dos escenarios posibles. O bien r € I{") obienre Ié") .Asumimos a continuacién que x = Im(k) >
0. De ser x < 0, solo hay que realizar cambios menores para que la prueba siga siendo valida.
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Casor e I{”): tenemos que v, (r) = a,e'*" + b,e~ %", luego

U (1) < lane™ | +b,e” | 2.73)

<layle B9 +|b,|e*R, (2.74)

n—oo

Dado que ay, by, a, b, existe Nj (€) € N tal que si n > N (€), entonces

lan| <lal+1

byl < |b]+1.

Consecuentemente, para n > max{Ny(€), N; (€)},

[vn ()| < |ayle ¥ B9 1 b, | R (2.75)

<(al+1)e B9 1 (1b| + 1) B +2 =: M; (¢). (2.76)

Casor € Ié”): ahora, v,(r) = c,e'*" + d,e ¥, Por los incisos iii y iv del lema anterior, sabemos que
lim,,—o0 lCpl = | Al€¥R /2 y el mismo resultado vale parala sucesién d;,. También, tenemos que |etiknT| Az,
1, para cualquier r € Iél) (siendo que Ié”) c Ié”‘” c...c IS)). Luego, podemos hallar N (e) tal que para

todo n > N, (€),

cabldal = A0
y
le*iknr| < 2.
Ahora, para n > max{Ny(€), N2 (€)}, se satisface
[n(P)| < lcalle™" |+ |dylle” 7| 2.77)
<2x (|A|eKR +1)+2x ('AIeKR + 1) =241k + 4 =: My (o). (2.78)

Para n < N(e) := max{Ny(€), N1 (€), N> (e)}, dado que estamos hablando de una cantidad finita de solu-
ciones v, continuas y de soporte compacto en (R —¢, R +¢), la cantidad

My(e) := méx( sup Ivn(r)l)
R

n<N(€) \R-e<r<R

es una cota superioren R—e<r <R.

Juntando toda la informacién previa, es claro que M(€) := max; < j=3 Mj(€) es una cota vélida para el
modulo de v, (r) en laregiéon R—e < r < Ry para n € N arbitrario. Ahora que mostramos cémo obtener
una cota superior en un dado intervalo, vamos a asumir que M(€) es una cota para toda la region (R —
€, R +¢€) y con sgn(x) arbitrario. Esta cota nos permitira utilizar el Teorema de Convergencia Dominada
[19] del siguiente modo.

Sea E c (R —¢€, R +€) un conjunto medible de Lebesgue. Tenemos que la funcién constante g(r) :=
M (e) es trivialmente integrable en E y domina a la sucesioén v,, en el sentido que

lvp(r)|<gr),VrekE.

Dado que la sucesion de funciones continuas (medibles) {v,},en coverge puntualmente a v en E, se
sigue que v es integrable en E'y
lim | v,dyur =f vdur. (2.79)
E

n—oo Jr

Ahora bien, consideramos integrar la ecuacion radial (2.25) en el intervalo (R —¢€, R +¢€) y estudiar
la convergencia de los términos a ambos lados de la igualdad al hacer tender 7 al infinito. Al igual que
antes, suponemos que 7 es tal que Ié”) c (R—¢,R+e¢). Planteamos

hZ R+e R+e R+e
- VZ(r)dr+f V/{n)l}n(r)dr:Ef v, (r)dr. (2.80)
2m Jr—e R—¢ R—e
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Usando (2.79), el término a la derecha de la igualdad se evaltia
R+e R+e R+e
Iim Ef v, (r)dr = E lim vn(r)dr:Ef v(r)dr. (2.81)
n—oo  JR—e n—00 JR—¢ R—e¢

A diferencia de la anterior, es conveniente resolver la integral conteniendo la derivada segunda de v, de
forma manual antes de tomar limite.

B2 [R+e g 2 , r=R+e 2 'R ' B
i v, (1) r——%vn(r) r:R_e__%[”"( +e)— v (R-6)] (2.82)
hz R+e hZ
Lo lim | wpdr= - [V (R+e) -V (R-e)], 2.83)
2m n—oo Jp_¢ 2m

s 2 . . .o n—oo . . 2 2
donde se utiliz6 el inciso ii, que asegura v}, (r) v'(r). La integral restante es, quizés, la més pro-

blemética. Antes de proceder con su resolucién, recordamos que la sucesion {Vi")} nen se definié con
la intencién de reproducir el comportamiento del potencial V) = —A8(- — R) en el limite de n grande. A
partir de esta observacién, esperamos que la integral restante converja al resultado que obtendriamos
al utilizar este potencial sobre la solucién limite v:

fV,l(r)v(r)dr = —)lfé(r - Rv(r)dr =—-Av(R). (2.84)

Comprobemos esta prediccion.

R+e R+A/2n
fR V" vp(rydr = —nfR L, n(ndr. (2.85)
—€ -Al2n

Notese que el factor n hace que la sucesién de funciones {nv,},en ya no sea dominada por la constante
M (e) (ni por ninguna otra constante) y no sea posible aplicar el Teorema de Convergencia Dominada de
Lebesgue. En vez, debemos hallar el limite de forma analitica.

R+A/2n R+A/2n " "
—nf v,(ndr = —nf [cne'™ +dye™ """ dr (2.86)
R-A/2n R-A/2n
_ ﬂ[cneik”r R+Al2n i —ikyr R+AI2n (2.87)
kn R-AI2n R-A2n
_ ;C_” [Cn(eikn(RJr/l/Zn) _ eikn(RfA/Zn)) _ dn(e—ikn<R+/1/zn) _ efikn(Rfﬂ/Zn)) . (2.88)
n

Apliquemos limite al término involucrando c;,.

lim ”ﬂ(e"knm”’z”) ~ effnRA20) iy i—"Ma‘%ﬁ_%e‘“‘R(e—% —eH) (289)
o oy 2kn n

iAe kR n(k, —k)( _ikna iknl
m G )

n—oo

li 5 2 —e2n |,
2 n—o0 ks

(2.90)

El factor (e~ iknA/2n _ giknA/2ny — g=112_ g1/2 de (2.90) tiende a cero para n grande. Dado que k2 = 2m(E+
n)/h? crece linealmente con 7, el término k dependiente de la resta n(k;, — k)/ k2 se anula al multiplicarlo
por el factor exponencial. Por lo tanto, (2.90) es igual a

iAe”RR pkn o _ied kY PAeTHRE ke kA
—— lim > (e 2n — e 2n ): Iim —(e 2n —e 2n ) (2.91)
2 n—oo kn 2 n—oo
l'AefikR (efizﬂ./Z _ eiZ/l/Z)
= ) lirr(l] (2.92)
z— V4
iAeikR il . ,
— 2 £irr(l) ?(_e—LzAIZ _ elZA/Z) (2.93)
iAeikR
= 5 (=iA) (2.94)
AAe kR
=—. (2.95)



Capitulo 2. Teoria de dispersiones y resonancias 24

En analogia con este ultimo desarrollo, puede demostrarse que el término involucrando d,, de (2.88)
converge asimismo a Ae kR 2, Reemplazando estos valores en (2.88), resulta

R+A/2n .

~ lim nf vp(r)dr = —AAe” "R = _Ap(R), (2.96)
n—oo  JR-A/2n

tal como se habia conjeturado. Para finalizar la demostracién del teorema, reemplazamos (2.81), (2.83)

y (2.96) en (2.80), obteniéndose

h2 R+e€
—— [V (R+e)-V'(R-¢€)]-Av(R) =f v(r)dr, (2.97)
2m R—e

y tomando el limite € — 0%, obtenemos

o 2mA
v, —v_ ——?U(R), (2.98)
donde se us6 que la integral (2.81) se anula dado que el didmetro del intervalo donde se lleva a cabo la
integracion tiende a cero y el integrando v es continuo (por lo tanto, acotado).
]

La caracterizacion de nuestra candidata a solucién v nos permite dar una definiciéon formal de lo
que esperamos que cumpla una tal funcién.

Definici6én 2.2.3. Diremos que v : R>y — C es una solucién de la ecuacion (2.24) si satisface

i. v es continua.
ii. En los intervalos [0, R) y (R,00), v es una solucién clésica del problema (2.26).

iii. v y v’ cumplen la relacién

donde v} :=1im,_ p= v'(r).

Es claro que la funcién v definida en el Teorema 2.2.2 cumple con esta definicién de solucién. Uno
podria preguntarse, ;por qué no directamente consideramos v como nuestra definicién de solucién? La
Definicién 2.2.3 no solo permite reconocer que una combinacién lineal de soluciones sigue siendo so-
lucién (algo que usaremos en breve), sino que ademads se corresponde claramente con el procedimiento
elaborado por Griffiths al resolver el problema de estados ligados y resonantes para una ecuacion seme-
jante a (2.24).

Ahora, consideremos la funcién v del Teorema 2.2.2 con pardmetro A =1, o sea,

ae'k" + peikT <R,
v(r) = (2.99)

e~ kT r>R,

donde ay b se definen como en la demostracién del mismo teorema. Como fue comentado antes, la
intencion al construir v no fue la de hallar una solucién general al problema indicado, sino la de encon-
trar una solucién con el comportamiento asintético e k" para radios grandes. Usando la notacién de
péaginas anteriores, escribimos

folk,r)=v(r) (2.100)

y usamos esta funcién para proponer una solucién global u de la forma
u(k,r) = folk,r) = So(k) fo(—k, ). (2.101)

Claramente, u satisface la Definicién 2.2.3 (por ser combinacién lineal de soluciones) y, més atin, posee
el comportamiento asintético apropiado que se habia deducido en la seccién anterior. Otra propie-
dad de u que necesitaremos, es que necesariamente se anula en el origen (ver seccioén previa), esto es,
u(k,0) = 0. Luego,

fo(k)
fo(=k)’
donde fy(+k) :=1lim,_o+ f(xk, 7). La funcién fy(-) es llamada funcién de Jost por Johnson y provee la
informacién necesaria para el cdlculo de la matriz de dispersién. En nuestro caso, toma la forma

0= rlir(r)l+ (folk, 1) = So (k) fo(=k, 1)) <= So(k) = (2.102)

. . il ‘
folk) = 1im_fo(k,r) = lim (ae'™ + be ™) = a+ b =1+ (1 - ¢ 2Ky,
r—0* r—0* kh
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Consecuentemente, _
Sot) = kh*+iAm(1 - e—z_lkR)_
kh2 — iAm(1 — e2ikR)
Nota2.2.4. De estar trabajando con [ # 0, dado que las soluciones irregulares de Neumann se compor-
tan como (kr)~!~! cuando r — 0", es conveniente definir las funciones de Jost como

(2.103)

(kD) ik, )
k)= M =

para asegurar la existencia del limite y que la definicién sea coherente. Aqui, n!!':= n(n—-2)....

Como fracciéon de dos expresiones complejas, Sy es susceptible a la aparicién de singularidades,
siendo que ciertos valores de k puedan provocar la divergencia del médulo de Sy, lo que en andlisis
complejo se conoce como polos. Notemos que un polo de Sy (k) ocurre cuando fy(—k) — 0. Multiplican-
do (2.101) por fy(—k), podemos escribir

u(k,r)oc fo(=k) folk,r) = fo(k) fo(=k, r). (2.104)

La ecuacién (2.104) permite identificar comportamientos asintéticos bien diferenciados de la so-
lucién u para valores complejos de k que se correspondan con polos del elemento de matriz Sy (k).
Interpretamos estos distintos escenarios como

¢ Cuando la matriz S tiene un polo en k = +ix, con x > 0, decimos que existe un estado ligado y el
comportamiento asint6tico de la solucién es u(k,r) ~ fo(—=k,r) ~ e *" (decaimiento exponen-
r—o0

cial).

¢ Cuando la matriz S tiene un polo en k = —ik, con x > 0, decimos que existe un estado anti en-
lazante 'y el comportamiento asintdtico de la solucién es u(k,r) ~ fo(—=k,r) ~ €*" (crecimiento
r—oo

exponencial).

¢ Cuando la matriz S tiene un polo en k = y — ik, con y # 0, ¥ > 0 (polo en el semiplano inferior

complejo), decimos que existe un estado metaestable o resonantey el comportamiento asintético

de la solucion es u(k,r) ~ fo(—k,r) ~ e*"*!'" (nuevamente, un crecimiento exponencial). Las
r—o0

energias asociadas E = h?k?/2m se denominan resonancias.

Mientras que el comportamiento asintdtico e™” da cuenta de un estado de la particula localizado
en las proximidades del centro fijo (en armonia con la intuicién que se tiene sobre un estado ligado), el
crecimiento exponencial descrito por e¥"+/Y" no es fisicamente razonable. Pero como ya se remarcé con
anterioridad, las funciones de onda asociadas a estados resonantes suelen no ser normalizables y, para
obtener un estado representativo del sistema original, es necesario considerar combinaciones lineales
normalizables de estos estados; por lo que este comportamiento asintético no debe interpretarse en el
sentido literal.

El fenémeno de resonancias estd intimamente relacionado con la formacién de estados metaesta-
bles, con una vida media relativamente grande y caracterizada por la parte imaginaria de la resonancia
E [12]. En este trabajo se dard especial atencién a las resonancias de sistemas mds elaborados, mientras
que el ejemplo aqui desarrollado es lo suficientemente simple como hallar las resonancias sin recurrir a
métodos complejos.

Para que Sy(k) obtenida en (2.103) posea un polo, debemos hallar aquellos k para los cuales el de-
nominador se anule. Si {(y,«) := kh® - iAm(Q - eZikR), con k =y + ik, hallar los polos de Sy equivale
a encontrar los puntos (y,«) € R? que implican |{(-,-)| = 0, lo que puede efectuarse mediante diversos
algoritmos de optimizacién.

En la figura 2.2.2, se halla esquematizado el médulo de ¢ en funcién de las partes real e imaginaria
de k donde se han resaltados los ceros (resonancias) obtenidos mediante minimizacién numérica para
el conjunto de pardmetros: m=i=A1=R=1.

Cuando el sistema a tratar es mas complejo y no posee simetrias que faciliten su estudio, el cdlculo
de las eventuales resonancias se torna un problema intrincado, atin desde el punto de vista numéri-
co. Los métodos convencionales para hallar resonancias numéricamente suelen involucrar un alto cos-
to computacional, que usualmente escala exponencialmente con los grados de libertad del problema.
Ma4s aun, el buen desempefio de éstos generalmente no esta garantizado para cualquier sistemay es por
esto que en la actualidad existen muchos enfoques distintos; cada uno con sus propias ventajas y des-
ventajas. A partir del capitulo siguiente, se comenzard a introducir un método de cédlculo basado en la
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Figura 2.2: Contornos de |{(y,«x)| en el semiplano inferior. Las cruces marcan la ubicacién de cuatro
resonancias obtenidas por minimizacién. En este esquema, se han tomado losvaloresm =h=A=R=1.

denominada forma normal cuédntica que, para aquellos sistemas que cumplan con las hipétesis nece-
sarias, dard lugar a un algoritmo altamente eficiente atiin cuando los grados de libertad existentes sean
relativamente elevados.



Capitulo 3

Espacios de simbolos, cuantizacion de
Weyl y corchete de Moyal

Tal como fue introducido, el fenémeno de resonancias aparenta ser de naturaleza exclusivamente
cudntica, y es que aunque puedan establecerse ciertas analogias con propiedades observables en sis-
temas clésicos [3], el hecho de realizarse como polos complejos del operador de dispersién excluye la
posibilidad de cualquier tratamiento estrictamente cldsico para dar con estas energias.

Aun asi, el método a desarrollar en este trabajo se valdra en gran medida de una correspondencia
cldsica-cudntica para desentrafiar la estructura del sistema en estudio y determinar sus resonancias.
Esta correspondencia es conocida como la cuantizacion de Weyl y permite la asignacién de operadores
a determinadas funciones del espacio de las fases (denominadas simbolos) y viceversa.

Aunque sea un método relativamente familiar en el &mbito de la fisica, el tratamiento a seguir en este
capitulo presenta alguna particularidades que lo diferencian del procedimiento usual. Por esta razén es
que los contenidos siguientes se incluyen aqui y no a modo de anexo puesto se asume que el lector no
estd familiarizado con la exposicion, para la cual se tomardn prestados ciertos elementos de la feoria de
microlocalizacion -utilizada para el estudio de ecuaciones en derivadas parciales- y que, en este caso, se
desarrollara en el marco del denominado limite semicldsico [7].

3.1 Operadores en el limite semiclasico

3.1.1 Lacuantizacion de Weyl

De aqui en mads, trabajaremos con sistemas con una dada cantidad d € N de grados de libertad.
Denotaremos cualquier operador como A, para diferenciarlo de una eventual funcién A. Asi, el operador
Hamiltoniano pasa a denotarse como H y supondremos que opera sobre el espacio de Hilbert L?(R%),
por lo que la evolucién del sistema en estudio estard dada por la ecuacién de Schrédinger (2.2).

Por otro lado, el tratamiento cldsico de este mismo sistema segin el formalismo Hamiltoniano
reside en considerar en vez una funcién Hamiltoniana H : R** — R a partir de la cual es posible de-
ducir la evolucién a tiempos futuros.! Las posiciones q = (q1,...,q4) Y los momentos generalizados
p = (p1,...,pa) sobre los cuales estd definida H son tales que satisfacen el sistema de ecuaciones de
Hamilton

q(n = (),
{q() S (1) 6

p(1)=-51 ),

donde se ha utilizado la notacién vectorial 4 = (41, ..., §4) = (q}, ..., q;), 0H/op=(0H/dps,...,0HIdpy),
etc. Notemos que esta dindmica puede describirse de forma anéloga introduciendo el campo vectorial
Hamiltoniano Xy generado por la funcién H como

OH 0 0H 0
) 3.2)

XHzi( —————

=\0p; 0q; 0q; Op;

1La funcién H puede entenderse, bajo un tratamiento atin mas general, como definida sobre el espacio cotangente T* M, don-
de M es una variedad inmersa en R% denominada el espacio de configuraciones del sistema. No obstante, nos desentenderemos
de esta formulaciéon geométrica de la mecdanica cldsica dado que no serd necesario recurrir a este nivel de formalismo.

27
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y postulando que la trayectoria del sistema en el espacio de las fases R*?, siendo que a tiempo ¢ = 0 se

encontraba en zy = (qq, py), estard dada por la curva integral y,,(t) que cumple

Yo (D) = X1 (Yz, (1), (3.3)
Y2, (0) = 2o.

Asi es como o bien el sistema de ecuaciones (3.1) o bien el sistema (3.3) (que incluye ademads la
condicion inicial) pueden entenderse como anélogos a la ecuacién de Schrédinger para el tratamiento
clasico. Aspiramos ahora a hallar una correspondencia entre ambas descripciones (clasica y cudntica),
por medio de una regla que asocie un determinado operador (autoadjunto) con una funcién en el espa-
cio de las fases.

Las funciones en el espacio de las fases (observables cldsicas) que vamos a considerar tendran una
dependencia sobre el parametro 7 (la constante de Planck), que vamos a asumir se halla comprendida
entre los valores 0 y 1. Si bien estas funciones serdn siempre reales, los espacios de simbolos que intro-
duciremos a continuacién incluyen funciones cuya imagen estd contenida en el plano complejo.
Definicién 3.1.1. Dado m € Z, decimos que una funcién a = a(f;q,p) definida en (0,1] x R4 y con
valores en C se encuentra en el conjunto S7, siy solo si depende suavemente de las variables (7;q, p)

(esto es, a € €*°((0, 1] x R24)) y si para todo par de multi-indices «, f € N9, existe Cap>0 tal que
|0%0h a(;q,p)| =< Ca,p(+ llgl + IpIN™, V(75;q,p) € (0, 1] x R,

Aqui se utiliz6 la notacion usual de multi-indices |a| = Z;.izl aiyoga= alal/ @qy" . ..Oqu)a. Los conjun-
tos ngi son solo algunos de los espacios de simbolos frecuentemente estudiados en la bibliografia ([, 7,

, 20]). En particular, notemos que Sg 4 s el conjunto de funciones parametrizadas por 7 € (0,1] y que
son uniformemente acotadas junto con todas sus derivadas.

Nota 3.1.2. La cota |aga§a| < Cop(l+lqll + lpl)™ sera eventualmente expresada en términos de la
notacién "O grande" como

050pa=0((1+lql+Iph™),

donde se asumira que la desigualdad se cumple uniformemente en el sentido de la definicién anterior.

Ahora bien, dadas una funcién test u € %fo(Rd) ya€ S, buscamos darle sentido a la integral

Aqu(q) = f f e%(‘l‘y“’a(h;%',p)u(y)dydp,

a partir de la cual definiremos el operador asociado al simbolo a. Notemos que esta integral es posi-
blemente divergente dependiendo de a, por lo que la idea es extender la asignacién u — A,u sobre
simbolos para los cuales la integral no sea absolutamente convergente pero de forma tal que esta asig-
nacién coincida con la integral cuando esta tltima esté bien definida. La herramienta que nos permitira
realizar esta extension serd el operador

. _U+ihp.Vy
L YR

)

donde Vy := (d/9y1,...,0/0y4) y cuya propiedad principal es que deja invariante a la exponencial e @yp
en el sentido que L p(e% @-Y)P) = ¢7i@~YP, Para ver esto, observamos que

0 (i i i
= |er@yp| - _°,.o7@Vp
9yj [ =g ’
luego,
1+ ihp,Vy)(e%((I*Y)-P) — (1+pp)eh VP = (11 |p|2)eh@yP

y de aqui se sigue lo afirmado. Dado ahora q € R? y supongamos que A, u(q) estd bien definido. Enton-
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ces, podemos introducir el operador L} p dentro de la integral de la forma

Aqulg) = ff Ha¥Pa(p 2 Y, p)umdydp

:ffL’;'P eﬁ(lI*Y).P)a(h;qzj,,p)u(y)dydp

_f 1
1+ |pl?
- (q Y).p q+ _ (q-y).p q y

f1+||p||2[f Fn 2l Y )ty —inp. [ eF 09y afp 4, pJuty)ay) ap
fa-ypp- q+y
:ffen(q y)PLh,p a(h;T,p)u(y))dydp,

donde hemos utilizado integracion por partes para transladar las derivadas parciales Vy desde el factor
exponencial hacia el producto au e introducimos un nuevo operador

eV a(p; —q+y,p)u(y)dy+iﬁp-fvy ehaV2)a(n; —q;y,p)u(y)dy] dp

- (].—lhI)Vy)
A YR

como contraparte de L; P La integracién por partes puede efectuarse no una sino una cantidad k € N
de veces, lo que lleva a la definicién

Ixu(q):= ff Favey 3F(a(m Y, p)uw) | dydp,

Claramente, [ u(q) = Asu(q), Vk € N siempre que la integral original sea convergente. Pero esta
forma de reescribir el operador A, permite realizar una extensién a casos problematicos, como se ve en
el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. Dados m€ Z,u € <€C°°([Rd) yae Sg}j, entonces para todo k > m+ d la integral fku(q) es
absolutamente convergente y I u(q) = Iy ;u(q), V1= 0.

Observacion 3.1.4. El hecho a € S77, nos da informacion acerca de como crecen a y sus derivadas con
respecto a las variables (q, p) € R?, pero antes de comenzar la demostracién del teorema vamos a esta-

blecer una nueva cota superior que serd de utilidad en estay en futuras pruebas. Comenzamos notando
que
|020h a(;q,p)| = Ca,p + gl + IpI)™
< Cop(L+Iq)™@+lIpIH™

para (7;q,p) € (0,1] x R>? (el caso m = 1 es trivial y tiene como implicacion al caso general m > 1). Més

audn, six € R”, el limite
1+ x|

lim ——=
Ixl=co /T x|

implica que podemos hallar constantes C, M > 0 tales que cuando |x|| > M, se tenga

1+ %]l < CV1+ %)% =: C(x).

Luego, dados a, B € Ng, podemos hallar ¢, g > 0 tal que

|020h a(;q,p)| < ca,5(@™ ()™ (3.4)
Observacion3.1.5. parax € R?, podemos comprobar que la funcién (x) % con k > d es integrable usando
coordenadas polares (ver [2 1, Teorema 4 en Apéndice C]):
rd-1

o0 o0 o0
f (x)_kdx:f f (r)_dedr:f (ry"%18B(0, r)dr = vdf ———dr<oo,
R4 0 JoB(,r) 0 0 1 2

+r

Aqui se utiliz6 el hecho que [0B(0, r)| = vdr para cierta constante v, > 0.
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Prueba. Sea K =sopu cR%, entonces K es compacto por hipétesis. Por la observacién inmediatamente
previa, para ver que [ u(q) es absolutamente convergente cuando k = m + d + 1, es suficiente mostrar
que el integrando est4 acotado superiormente por un multiplo de la funcién

1+ Ipl»H "
Observamos rdpidamente que

et a2 ¥ (o LY p)uty)| = |27 0" (a1 E p)u))

dado que |e% (q‘y)'p| = 1. La potencia (L, p)]C puede ser expandida mediante la férmula del binomio:

| aw)| = | ———

5 z( ) ~ ifp Vy)' (aw)|

1+ ||p||

r

a
(—ih)’ i, ———(au)|.
‘(1+|Ip||2)k2( ) Z Pi P Gy oy,

r

Luego, basta con mostrar que cualquiera de los términos de la suma anterior cumple con la cota superior
buscada. En particular, dados 1 < iy,..., i; < d, tenemos

LP‘ pi a—r(ﬂu)‘< ‘L(1+|P1|r+ +|Pd|r)L(au))
A+lplI2k" " T ayy L0y, T+ Ipl&)k 0yi, --.0yi,
CrCrer ,r 0
S| ——=A+|pl)2 ——F—(auw)
‘(1+||p||2)’“ P 0yi, ...0Yi, |

ar
=|CrCpr (Y K ———
A L R (aw|

Sea ahora a € I\Ig tal que |a| = r. Escribimos a! := a;!...a4! y usamos la férmula de Leibniz para
hallar

o5(a(m L pu)| = | T 7 sovalr LY pJos P uty)

ﬁ<a ﬁ'(a
(ec.3.4) a-pB m
< sup|dy "u Co, (P
ﬁsal y |ﬁ§a 0ﬁ< 2 >
a—p q+y m
< surloy Pullg ()"
= Ca,K<P>m» VYEK;

donde se us6 que {(q+-)/2)™ es acotada en K = sop u para q fijo. Juntando esto con la estimacién ante-
rior, resulta
Ck,r 0"

mp” plrw(“u) < CrCpy Co i (py 2K,
i

que cumple (p)"2k+m < (p)‘d‘1 para todo r € {0,..., k} siempre que k > m + d, como se queria demos-
trar. Por tiltimo, notamos que la igualdad I} u(q) = I, ;u(q) se sigue de aplicar [ integraciones por partes
sobre la integral I u.

]

Después de haber demostrado este resultado, tiene sentido hacer la siguiente definicién.

Definici6n 3.1.6. Dados a€ S}, y 0 <% <1, definimos el operador

ffe%(q’y)'pa(h;%,p)u(y)dydp, uecgé’o(ﬂ%d),

1
0] =
Pr(@u(q) o

donde esta integral se interpreta en el sentido del Teorema 3.1.3
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El operador Opy,(a) que asociamos a un simbolo a resulta tener muy buenas propiedades, lo que se
ve en los proximos dos resultados que caracterizan su imagen y dominio. El primero de estos resultados
permitird reconocer a Opy(a) como unn operador continuo de €° (R4 en € (R%). En lo que nos con-
cierne, diremos que un operador lineal y : <€§°(Rd) — € (R%) es continuo si para todo par de conjuntos
compactos K, K’ ¢ R? y cualquier multi-indice a, existen una constante C > 0 y un entero N > 0 tales
que

sup|oguf®|=C ) sup|0£f|,Vf€<€§°(K’).
xeK IBlsN

Similarmente, si %/ ([R{d) es el espacio de Schwartz, formado por todas las funciones suaves y rapi-
damente decrecientes en R, entonces un operador lineal u: . (RY) — L (R%) se dird continuo si para

cualquier par de multi-indices a, § existen una constante C > 0 y una cantidad finita de pares de multi-
indices (y1,01),...,(yn,On) tales que

N
sup [xPa¢uf@| < CY sup [x%7) f|, ¥ f e S RY).

xeRd i=1 xeRd

En lo anterior usamos la notacién usual x := X L. xgd.

Teorema 3.1.7. Dados a€ S7, y0 < h <1, Opy(a) define un operador lineal y continuo de € (RY) en
€ RY).

Prueba. Opy(a) es claramente lineal. La obtencion de las cotas y estimaciones que fundamentan el
resto del teorema se sigue de argumentos anédlogos a los ya utilizados en la prueba del Teorema 3.1.3,
por lo que omitiremos algunos detalles. Sea {f;,} ,eny < R\ {0} una sucesién de nimeros con ¢, — 0 cuando
n — oo. Fijamos q € R4, tomamos k = m + d + 1 e introducimos la familia de funciones

e%(q+tnej—Y)-P(L£p)k+1a(h w’p)u(y) eé(q—y)-p(Lgp)kH (77, q2 ,p)u(y)

@nh)t,

q)n (qr YV p) =

)

donde u € <€C°°(|Rd), Jj€1l,...,d} esdadoye; es el j-€ésimo vector candnico en R%. Por definicién,

0 (eh(q Y)p(L_ )k+1 (h,q Y )u(y))

1
lim ®,(q,v,
o, On @Y P) = @rh)d aq; 2

Mads atin, puede comprobarse que esta convergencia de los cocientes incrementales hacia la respectiva
derivada parcial es uniforme sabiendo que las derivadas segundas son acotadas y usando el Teorema
de Taylor en varias variables, lo que implica que la j-ésima derivada parcial de Opy(a) u existe y se ob-

tiene como la integral del limite de las funciones ®,,. Por otro lado, d; e@YP = O ({p)) mientras que
0q,(Ly, p)k+1 (au) = G ({p))" %1, luego podemos encontrar una constante C > 0 tal que

5, )
J

>m—k

| r}i_l}goq)l’l(qu;p)i =
<C{p

lo que a su vez permite corroborar que las derivadas primeras de Opy, (a) u son continuas. Reemplazando
k+1por k+1conl =1, se puede comprobar que Op;(a)u es I veces diferenciable. Luego, Opy(a@)u €
€ RY). 4

Sean ahora «a € Ng, K' =sopuyKc q'\Pd compacto. Dado que 6&“6%(‘1_”)'1’ = 0 ((p)?), aplicando la
férmula de Lebniz sobre el integrando de I,,,14+|q|+1 €S posible obtener la estimacién

2 h)d sup|6 Im+d+|a|+1u(q)|

<Cyx K Z sup |6ﬁu(y)|,
|Blsm+d+|al+1yeK’

sup |6(‘;Oph(a) u(q)|
qeK

donde la constante C, k,x’ depende tanto de K como de K " al obtenerse acotando la funcién {(q+y)/2),
con (q,y) € K x K, entre otros términos varios.
[ ]
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Teorema 3.1.8. Dadosa€ S}, y0<h <1, Opy(a) puede extenderse de forma tinica a un operador lineal
y continuo: y([R”’) — y([Rd).

Prueba. En primer lugar, vemos que muchos de los resultados previos siguen siendo vélidos si toma-
mos u € .%(R%). En particular, dado k > m + d, entonces I u estd bien definido y Opj(a)u € € [RY).
Luego,sia,f € Nd, entonces

q°03Opp,(a)u(q) = o h)dffa“ eh(q YR(Ly ) (au))dydp
— q ffaa er(q Y)P (L— )kaa a (au)d
N ydp
@rh)d a,w )
B ol ,
q 1\la'l I _ o
= (2nh)d agaca(g) ffpa e y).p(Lh'p)kag « (au)dydp
(2nh)d Z ( ff(q y+y)Pp® e OVRLL 58 (qu)dydp
1
i CaC| ff( PyP P F VR (L, )R (au)dydp,
@2nh)d a,ﬂ;ﬁ,q, « ﬁ 1=y p ydp

donde C, = #la,),, Cp= % son los coeficientes de las formulas de Leibniz y binomial, respec-

tivamente. Ahora, notando que (q—y)? ei @ VP = (—ith)ﬁ,e%(q_y)‘p podemos utilizar integracién por
partes para trasladar esta derivada hacia el resto del integrando. Trabajando con las expresiones, puede
demostrarse que

/ ’ ’ ' 7 + i
Vp (v F'p (17,4057 (aw) = o P F (LX) "y ! *m*k‘lzkm; uy)l).
yl<

A nuestos fines précticos esta estimaciéon no nos resulta ttil dado que depende de la variable q. Para
deshacernos de esta dependencia, introducimos un nuevo operador

Thqy= <C12;Y>‘2(1 B %(q—y) .Vp),

que al igual que el operador L} p deja invariante a la exponencial e @y-Pp y puede ser transladado me-
diante integracion por partes al producto au en la forma del correspondiente operador T,;’ ay definido

de la forma natural. Integrando por partes m veces sobre las integrales anteriores, obtenemos el inte-
grando

Vgl (yﬁ_ﬁ/pa’(T’;q'y)m(L};,p)kag_a,((lu)) _ @(<y>|ﬁ_ﬁ’| <p>|06\’+m—k ‘ Iz:k |6;:u(y)|)
yl=

Luego, eligiendo k> m+|a| + d,

qfagop,(@ul@ =0 f f Pyl mk S 10Y uy)ldydp)
'<a,p'<p lylsk

o f f )PPy’ *'""‘llzk|a;u(y)|dydp)
Y=

lyl<k

o f<y> ) S uy)ldy)
lylsk

o sup (y/P-FI+a1 ¥ |0Yu(y)|)
yeRd lyl<k

>
(
—o( [ @ 5 iojutyay)
(
(
(

=0 sup ()P +L Y Iﬁyu(y)l)
yeRd lyl<k

[Bl+d+1

ol sl 3 )
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Por lo tanto, resulta Opy(a) : & R4 — #([R%) continuo y, més atn, sabemos que esta extension es
Unica por la densidad de C‘C’O(Rd) en 9([Rd) [14].
]

Otra propiedad interesante de la cuantizacién de cualquier simbolo en S)”, que tome valores en R

es que da lugar a un operador simétrico en el siguiente sentido. Sean u, v € #(R%), consideramos el
producto interno usual en I? ([Rd) dado por

(u, U>L2[Rd) qu(q) V* ((I)dq,

donde v* es el complejo conjugado de v. Entonces, deseamos ver que (Opy (@), V) 12 ey = (1, Opp(a™) V) 12 pay-
Verificamos®:

(Opp(@u, V) 12 g, :fOph(a)u(q)v*(q)dq
= (Zﬂh)_df [ffe%(q_y)‘pa(h; (q+y)/2,p)u(y)dydp] v*(q)dq
— @) f uty)| f f e HO VP ath;(q+y)/2,p)v" (@dadp] dy

- f u(y) [Opy(a")v(y)| " dy
= <ur0ph(a*) U>L2(Rd)‘

Luego, si a toma valores reales entonces Opy,(a) es simétrico con respecto a -, -) ;2 ga,- Existen ain
otras propiedades y resultados de la cuantizacion de Weyl sobre los conjuntos de simbolos S7, introdu-
cidos en esta seccién que serdn esenciales para el método a discutir. Sin embargo, antes que demostrar
cada uno de estos hechos nos remitiremos a la obra de Dimassi & Sjostrand [¢] para no entorpecer el
desarrollo de este trabajo. Con esto en mente, daremos algunas definiciones que permitirdn establecer
la relacion entre su exposicion y la propia de Waalkens et al.

Definici6n 3.1.9. Diremos que g: R24 — [0,00) es una funcién de orden si existen constantes C, M > 0
tales que se cumple
g@) < Cz-wyMgw), Vz,we R??,

Definici6n 3.1.10. Sea g : R*? — [0,00) una funcién de orden. Definimos el conjunto S,4(g) formado por
todas las funciones a = a(i; q, p) tales que a es suave en las variables (%; q, p) y que, paratodo 7i € (0,1] y
todo par de multi-indices a, § € Ng , existe Cq g con

020} a(71;q,p)| < Ca,p £(Q, P)-
Si para cada m € Ny tomamos g,(q,p) := (1+ lqll + [pl)™, entonces g;, es una funcién de orden

y S2a(gm) = S3);. Para ver esto basta comprobar que g, satisface la desigualdad de la Definici6n 3.1.9.

Notemos primero que la asignaciéon z = (q,p) — liqll + lpll =: l|zllo define una norma en R24. Ahora,
tomando M = my aplicando raiz m-ésima a ambos lados de la desigualdad buscada, obtenemos

(1 +lizllo) < CV1+llz=wl2(1+ [[wli).

Luego, por la equivalencia de normas que se da en todo espacio euclideo de dimensién finita®, es sufi-
ciente hallar un Cy > 0 tal que

A +l1zl) < Cov1+lz—wl?(1+[wl),

donde se reemplazé ||-||p por la norma usual ||-|| en R24, Por la observacién inmediatamente préxima al
Teorema 3.1.3, sabemos que (1 + [|z|)) = Cy(z), para cierto Cy > 0. En efecto, para esta misma constante
se puede mostrar que se cumple

1+ lIzll) < Co(z) = CoV/1 + 1zl12 < CoV/'1 + lz—wl2(1 + [wl).

2En realidad, esta "verificacién" no debe interpretarse en el sentido literal. Para comprobar formalmente la simetria de Opy, (a),
1(q_ 1 (q—

es necesario introducir atin otro operador K};P =(1—-ihp. Vq)/(l + ||p||2). Se sigue que K};P(e At y)~P) =eh q Y]'p, K;{p conmuta

con Ly pY puede utilizarse para integrar por partes y trasladar las derivadas del producto (au) hacia el producto (av*) en su lugar,

haciendo uso oportuno del Teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracion.
3[22] ofrece un tratamiento completo sobre la equivalencia de normas en espacios vectoriales de dimensi6n finita.
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La demostracion de este tltimo paso es més bien directa, por lo que omitimos los detalles. Como se
menciond antes, el objetivo de esta nueva caracterizacién de los espacios ngi es de hacer uso directo
de los resultados probados por Dimassi & Sjostrand. En particular, el primero de estos resultados es el
hecho que Opy,(a) paraa € Sg 4 €s acotado cuando se toma como un operador en L%(R%). A continuacién,

escribimos 1: R*? — [0,00) para denotar la funcién de orden (q, p) — 1.

Teorema 3.1.11. Sea a € Sy4(1) = S) . Entonces, Opy,(a) : L*(R?) — L*[RY) es acotado y existe C > 0
independiente de I tal que
” Oph (a)||$(L2(Rd),L2(Rd)) < C, V h € (0, 1],

donde £ (L*([R%), L*(R?)) denota al espacio normado de operadores lineales y acotados de L*(R%) en si
mismo.

Prueba. Para interpretar A= Opy,(a) como un operador en L%(R%) es necesario expresarlo como una
suma infinita de ciertos operadores A; = Opy(a;) donde cada simbolo a; es una funcién en % (R%). Los
detalles de esta construccién pueden hallarse en []. |

Combinando la prueba del Teorema 3.1.11 con una observacién previa acerca de la simetria del
operador Opy,(a) con respecto al producto interno (-, -) ;2 ga), puede demostrarse el siguiente resultado.

Corolario 3.1.12. Dado a € S, tal que a solo toma valores en R. Entonces, Opy(a) : L* R?) — L*(R?) es
autoadjunto.

Nota 3.1.13. De no contar con el hecho que Opy(a) es acotado como operador en LL2(RY), [ (RY)),
demostrar que es autoadjunto seria una tarea considerablemente mdas compleja.

3.1.2 El corchete de Moyal y la técnica de microlocalizacién

La introduccién de los simbolos en las paginas anteriores tuvo como objetivo a futuro simplificar el
andlisis y la transformacién del operador Hamiltoniano asociado a ciertos sistemas que estudiaremos
en el capitulo pr6ximo. Una de las propiedades de los simbolos contenidos en conjuntos como S;’, que
permiten facilitar este procedimiento es que se comportan bien bajo una operacién binaria conocida
como el producto de Moyal, en el sentido que el producto de dos simbolos en Sg’; y S;"d’ pasa a hallarse en
S;’Z;ml .Ademds, el producto de Moyal permitiré introducir el corchete de Moyal, que guarda una relacién
muy importante con el conmutador [-,-] de dos operadores obtenidos a partir de la cuantizacién de
dos dados simbolos. Este conmutador consta de una operacién binaria frecuentemente utilizada en la
mecdnica cudntica (y en la teoria de grupos en general) y que estd dada por

N

[A,B] = AB - BA.

Los siguientes resultados de Dimassi & Sjostrand [¢] establecen una relacién de suma importancia
entre el producto de Moyal a introducir y la cuantizacién de Weyl con la que venimos trabajando. Antes,
debemos introducir algo mas de notacién. Dado k € Z, decimos que b € 1i*S,4(g) < b = h*a, con
ac S4(8).

Definicién 3.1.14. Dada una sucesién no decreciente de nimeros {k;} jen, < Np tal que k; — oo cuan-
do j — coysea aj € Sy4(g) para cada j € Np. Luego, escribiremos a ~ Z;’.‘;Ohki ajsia- Zj.vzohki aje
n*N+18,,(g), paratodo N € N. En el caso que a(f;q,p) ~ ijo nki a;(q,p) (donde los simbolos de la serie

son independientes de #), diremos que a es un simbolo clasico y ag es el simbolo principal de a (que se
interpreta como la parte zi-independiente de a).

Teorema 3.1.15. Dadas dos funciones de orden g, y g2 y dos simbolos a € S»4(g1) y b € S24(g2), entonces
existe un simbolo a * b € S,;4(8182), a partir del cual definimos la operacion (a,b) — a * b y que serd
denominada el producto de Moyal entre a y b. Este simbolo cumple

i
- .
axb~3 o |5 (090 = (0,061 alli 4. PO cme=p.
j=0J:
ii. Opy,(a) Opy(b) = Opy,(a * b).

Prueba. Ver [3, Proposicién 7.7 y Teorema 7.9]. [ |
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Nota 3.1.16. La afirmacién a = b € S,;(g1g2) tiene sentido puesto es facil comprobar que g; g» es una
funcién de orden siempre que g1 y g2 lo sean. En particular, si a € Sy;(gm) ¥ b € S24(g,), entonces
ax*beS(8m&m) = S2d(&m+m’), como fue adelantado previamente.

Nota3.1.17. Puede demostrarse ademads que es posible definir la asignacion (a, b) — a * b de forma que
resulte bilineal y continua dotando a los conjuntos S,;(g) con la topologia inducida por la familia de
seminormas |||, @ € N(Z)d , definidas por

ot | A0 <,

que hacen de S,;(g) un espacio de Fréchet.

Durante el algoritmo de la forma normal a introducir més adelante no haremos un uso directo del
producto * entre dos funciones a y b, pero serd muy frecuente la aparicién de términos de la forma
a*b—bx* aenvez. Este tipo de operacién merece una definicién aparte.

Definici6n 3.1.18. Dadas dos funciones a € S}, y b€ Sgld', definimos el corchete de Moyal (denotado
como {-,-},) entre ay b como

1
{a, b}.(;q,p) == %(a* b-b* a)(h;q,p).

Deseamos ahora encontrar una expansion asintética del simbolo {a, b}, tal y como la que figura en
el inciso i del Teorema 3.1.15 para el producto *. Notemos que si

o0 o0
a~) ajy b~} b;
=0 =0

conaj,bje€ nki S24(8), entonces c:=a+b ~ Z‘]’.‘;O aj+bj,conaj+bje nki S24(8). Luego,

© (ih j-1 . .
{a,b}*~z(lj,)2j ([0p: )~ 94,00)) ablx-qip - [0 00) ~ G 0| ablcqip).  (35)
=0 !

donde omitimos especificar los argumentos de las funciones a = a(#;q,p) y b = b(h;x,€) para abreviar
la notacién. Observamos que el término correspondiente a j = 0 resulta ser (i%) ™! (ab — ba) = 0. Para
analizar los términos con j > 0 es conveniente desarrollar las potencias del operador (dp, 0x) — (0q, 0¢)
como sigue:

[(3p, 0x) — (3,0 = f i(—l)k(j) o o
i1y j=1k=0 k aqil“'aql’jfkapl'jflﬁl“‘apij aéil"'agl’j—kaxij—kﬂ"'axij

que puede deducirse utilizando induccién en j. Andlogamente, escribimos

(000~ Guopl = 3 i(—n"(]) 2 2
i1yij=1k=0 k 6xl-l...6xij7k6§,~j7k+1...66ij apil...ap,-jfkaqijfkﬂ...aqij
d J
= Z Z Di] ..... l] k
i1,1j=1k=0

Analizando las sumas obtenidas, no es dificil convencerse que
Ci,..oijik = Diy, 1555k J PA
Ci1 ----- ijk = _Dil ----- ijj—k» Jjimpar.
Luego, los términos de (3.5) con j par se anulan y resulta
s} (ih)zj

{a, b}, ~2 @i+ O [(Bp, x> — (0q,0¢)| /" a(7t; 9, P)DUEX, &) xeq=p (3.6)
Jj=0 :

3
—
[
-
e

Z

s |
3) ' [(@p, 040 — (g, 07 @l 4, D) b1 %, &) =g - (3.7)
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En sintonia con el trabajo de Waalkens et al. [1], asumiremos que el corchete de Moyal entre dos
funciones ay b toma exactamente la férmula dada por la serie (3.7) en el caso que uno de estos simbolos
sea un polinomio en las variables (%; q, p), dando lugar a una suma finita. 4 Anélogamente, asumiremos
que esto también se cumple para el producto de Moyal: que se calcula como una suma finita (dada por
los primeros términos de la serie que aparece en el Teorema 3.1.15i) cuando alguno de los argumentos
es un polinomio.

Observacién 3.1.19. Partiendo de la suposicién mencionaday con a, b polinomios, se sigue que
{a,b}.(7;q,p) = {a, b}(;q,p) + O (%),
donde {,-} denota el corchete de Poisson definido como

da 0b da db

{a,b}:= i( ————— )

i=1\0q; 0p; 0p; 0q;
En particular, si alguno de los polinomios es de orden < 2, entonces
{ar b}* = {a) b}~

Teorema 3.1.20. Sean Opy,(a) y Opy,(b) dos operadores con simbolos a€ S}, y b € S;’Z, entonces

h
[Opy,(a), Opy,(b)] = ~Opy(ia, b}).

En otras palabras, (li){a, b} es el simbolo del operador que resulta de la operacién [ Opy(a), Opy,(D)].

Prueba. Ya sabiamos que Opy,(a)Opy,(b) = Opy,(a * b), por lo que

[Opy (), 0py(b)] = Opy,(@)Opy,(b) — Opy (b)Opy, (a)
=O0py(a* b) —Opy (b * a)
=0pula*b-b=*a)

h

= Opy (= ta, b}
h

= 7Oph({a, b}.).

Este tltimo resultado permitira relacionar directamente el tratamiento cudntico y el clasico cuando
se reescriba la ecuacion de Heisenberg (escrita en términos de operadores) a partir de los correspon-
dientes simbolos. Por lo pronto, nos valemos de estas férmulas para definir lo que consideraremos como
una version localizada de un determinado operador Opy, (H) alrededor de un conjunto U.

Definicién 3.1.21. Dados un operador Opy (H) con H € Sgd, un conjunto acotado U c R*? yuna funcién

decorte p €(7,_, S, 7", que satisface p|y = 1y cuyo suporte estd contenido en algun entorno acotado de
U. Entonces (por el Teorema 3.1.20), podemos escribir

Op;,(H) = Opy(p)Opy (H) + (1 — Opy(p))Opy (H) = Opy; (Hioe) + Opy (Hrem),

con Higc:= p * Hy Hyem := H— p * H. En tal caso, diremos que el operador Opy,(H),c) es la localizacion
de Opy(H) en U.

Observacién 3.1.22. Eluso de funciones de corte (tal como en la definicién anterior) se extiende a varias
areas de la matemadtica y son muchas las fuentes donde se puede acudir para comprobar que la eleccién
de una tal p siempre es posible ([23, Teorema 1.4.1] es una de ellas).

Observacién 3.1.23. Partiendo del comportamiento asintético de la operacién * y el hecho que el con-
junto sop p es acotado, es facil verificar que el simbolo Hj,. posee también soporte compacto y se halla
concentrado en un entorno de U, lo que coincide con la intuicién que uno podria tener sobre esta fun-
cién como localizacién del simbolo original H.

4En su Remark 2.6.9 [7], Martinez da algunos detalles acerca de por qué esto se cumple para los espacios de simbolos que alli
se consideran.
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3.2 Transformacion de operadores a partir del calculo de Weyl

Al trabajar con un Hamiltoniano H, uno principalmente esta interesado en determinar las propie-
dades espectrales de este operador. En nuestro caso, el interés reside en el cdlculo de las resonancias. En
general, hallar estas propiedades puede ser un problema sumamente complicado, por lo que puede ser
util recurrir a métodos que permitan simplificar la expresion de H.

Una forma de lograr tal simplificacién consiste en la conjugacién de A con un operador unitario U
apropiado de la forma

H=U0"HU.
Asi, H' resulta ser un operador autoadjunto (asumiendo que H lo era) y veremos que seré posible hallar
las resonancias del sistema original a partir de este tiltimo operador. El tipo de operadores unitarios que
consideraremos para simplificar la expresion de H estara dado por

0= e W, (3.8)

donde W es un operador autoadjunto que llamaremos el generador de la transformacién U o, andloga-
mente, del Hamiltoniano transformado H’. Ya habiamos acudido a operadores de la forma (3.8) cuando
definimos el operador evolucién para un sistema conservativo de una particula en el Capitulo 2, donde
justificamos la buena definicion de este operador a través de una referencia. A continuacién, enuncia-
mos formalmente el contenido de dicha referencia para quede constancia de las hip6tesis requeridas.

Proposicién 3.2.1. Si W es un operador autoadjunto (no necesariamente acotado) definido sobre un
espacio de Hilbert separable #, entonces el operador U definido como

e i —lW/h)”

estd bien definido y es unitario en /€.
Prueba. Ver 9, Proposicion 10.14]. [ |

La eventual simplificacién que pueda surgir de transformar el Hamiltoniano original A en el Hamil-
toniano A’ depende, por su puesto, de la eleccién del operador W que se utilice como generador de esta
transformacion. Para obtener una relacién que nos permita estudiar las condiciones que deberiamos
imponer sobre W, es conveniente considerar una familia de transformaciones {H (B} ter dependiente
del pardmetro ¢, donde cada H(t) esta dado por

t A

A :=et Ve

‘*L:

W, 3.9)

Notemos que, para ¢ = 1, obtenemos la transformacién original A (1) = A’. Ademas, diferenciando con
respecto a t se tiene [1 1]

%H(r) = %(eihtﬁj)ﬁe_ihtw + eiﬁtWH%(e_jfw) (3.10)

=e%W(i7W)FIe_%W+e%Wﬁ(—iYW)e_%W (3.11)

- [ () ) [ e bV o [eH 1o k][ oH (- W) k¥]

= %Wﬁm—%ﬁw (3.13)

_ %[W,ﬁ], (3.14)
+(it/mA

donde se asumié que H es independiente de ¢y, por lo tanto, conmuta con e* .La ecuacion (3.14)
se conoce como la ecuacién de Heisenberg y es equivalente a la ecuacién de Schrodinger. Ahora bien, la
aparicién del conmutador sobre el lado derecho de esta ecuacién nos permite acudir al calculo de Weyl
para transladar nuestro problema al marco del limite semiclasico desarrollado previamente. Mds preci-
samente y, de acuerdo con Waalkens, Schubert & Wiggins, si A = Opj,(a) y W = Opj, (W) son operadores
con simbolos a y W, respectivamente, entonces de la ecuacién de Heisenberg (3.14) se sigue que debe
cumplirse

d
Ea(t) ={W,a(®}, (3.15)
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donde a(t) es el simbolo de A(¢) ;= e /MW Ao=(tIMW Agimismo, las derivadas n-ésimas de a(t) se eva-
Idan aplicando sucesivamente el corchete de Moyal con respecto a W sobre el simbolo original (por un

total de n veces):
n

at"

Si bien estas tltimas afirmaciones no pudieron ser corroboradas formalmente, lo cierto es que for-
man una parte esencial de la teoria expuesta en [1], trabajo cuya parte computacional serd reproducida
con un gran nivel de detalle en el Capitulo 5, por lo que no hay motivos para dudar de su validez en este
contexto.

Ahora bien, hallar el simbolo a’ := a(1) cuando W es un polinomio cuadrético es inmediato segun el
préximo lema. Pero antes de enunciarlo, es necesario introducir algo mdas de notacién. Al comienzo de
este capitulo definimos el campo vectorial Hamiltoniano Xy generado por una funcién diferenciable
W en el espacio de las fases. Evaluado sobre un punto z € R??, este campo toma la forma

a(®) ={W,{..{W,a(O}«.. i} (3.16)

=2 a,... Y@, -Pa,... - )
w apl ,...,apd y aql yeeey aqd .

El flujo asociado a este campo, (p{,v :R*? — R?? se define como la funcién que a cada punto z le
asigna la curva integral del campo a tiempo ¢ que pasa por z (y,(f), segiin nuestra notacién previa) y
cumple las propiedades

Proposicion 3.2.2. Sea (p{,v el flujo asociado al campo Xy . Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

i+
L ‘PW°‘/’W ‘PW .

ii. gl opyt=
iii. ¢, =1.
Aqui, I1(z) = z es la funcién identidad.

Prueba. Ver [/, Teorema 1.48]. [ ]

Lema 3 2.3 (Egorov). Supongamos que W(q,p) es un polinomio de orden < 2 con coeficientes reales y
sea (pW el flujo a tiempo t = —1 del campo Hamiltoniano generado por W. Entonces, el operador U :=
e UMW) es ynitario y para todo a € S, la funcion a' := a(h;-) o @y} cumple

.

iadeS).

ii. Opy(a') = U* Op,(a)U.

Prueba. Ver [1, Lema 6] y fuentes alli referenciadas. [ |
En lo que sigue, nos disponemos a encontrar el simbolo a’ para el caso en que W sea un polinomio

de orden arbitrario en (%;q, p). Para una dada funcién a € S!*, definimos el operador My, mediante la
asignacion a — {W, a} .. Luego, se sigue

2d’

%a(t) = Mwal(t).

En base a esto, el procedimiento es el siguiente. La expresién anterior, para funciones a y W bien
comportadas, puede derivarse un ntimero arbitrario de veces y con esto hallar una expresién en series
de potencias para a(t) involucrando el operador My, que serd utilizado para deducir una expansién
similar para el simbolo a’ partiendo de la serie de Taylor de a.

Usando la notacién introducida y de (3.16), se obtiene

n

S = My, a(t).
Luego, la serie de Taylor de a(t) alrededor del punto t =0 es

[ee] n n o0 n

t
a(t) = —_ aO = —Mn a,
@ o n!dth © ;12::0 n W

y en particular
& 1
=y — (3.17)
=0 n
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La expansion en serie del simbolo @' nos permitira elaborar un procedimiento iterativo que lleve a
obtener simplificaciones sucesivas de la funcién original a, que luego daré lugar (mediante la cuantiza-
cién de Weyl) a un operador con una estructura relativamente sencilla, lo que serd la base de la forma
normal cudntica. Esta forma normal serd calculada hasta cierto orden de validez, lo que se lograr4 trun-
cando las series de Taylor de los simbolos obtenidos hasta ese mismo orden. Por lo tanto, serd crucial
para la teoria conocer c6mo operar sobre polinomios en las variables 7 y (q, p). A este fin, y usando la
notacion

d
a*p’:= [ a pl",
i=1

donde a,feN? y |a|:= Zle a;, introducimos los espacios vectoriales complejos
VSi= span{q“p :a,ﬁENd, lal+ 18] :s}, (3.18)

W= span{hjq“pﬁ :jeEN,a,Be N, 2j+lal+1Bl= s}. (3.19)

Los espacios 7*y #'* estdn formados por polinomios con coeficientes complejos que a su vez se ob-
tienen a partir de monomios de orden s, donde en el caso de #'° el orden de un dado monomio se calcula
teniendo en cuenta dos veces el exponente de 7i. De esta forma, cada vez que hablemos del orden de un
polinomio en (7;q, p), estaremos haciendo una referencia implicita a esta manera de definir el orden
de un polinomio. El siguiente resultado muestra la relacién que hay entre los espacios anteriormente
definidos.

Proposicién 3.2.4. Para un dado seN,

[s/2] . .
WS=@n v,
j=0

donde, de aqui en mds, [-] denota la parte de entera de un niimero real.

Prueba. Simplemente notamos que un monomio 7/ q*p? puede escribirse como
R qapﬁ =nly,

donde v = q%pP € V572/. Dado que #* est4 generado por estos monomios y por linealidad, se sigue lo
enunciado. |

La utilidad de la caracterizacién anterior de #° en términos de los espacios 7*~2/ es que muchos
de los resultados préximos son mds faciles de demostrar para elementos de estos tltimos espacios y
luego extenderlos por linealidad a los espacios #°°. Nuestra intencion es utilizar funciones W € #'° para
cierto s ala hora de simplificar un determinado operador Opj,(a) a partir de transformaciones unitarias
U = exp (—(i/h)Opy(W)). Sin embargo, no es posible asegurar que Opy, (W) sea acotado con esta eleccién
tan general de W y, en consiguiente, que en verdad tengamos que U sea unitario. Este inconveniente se
resuelve al considerar los espacios vectoriales modificados

o0
W= span{W € ﬂl S, s existe un entorno U de z = 0 tal que Wy € Ws} c Sgd. (3.20)
m=

Los elementos de %, son polinomios de orden s en las proximidades del origen y, al ser ademads
elementos de Sg oy de ser funciones reales entonces sus cuantizaciones dan lugar a operadores acotados
Opy, (W) y generan transformaciones U unitarias. Para funciones en #,: . laformula exacta del corchete
de Moyal en proximidades del origen también consta de una suma finita [!]. Mds precisamente, si V €

/ . 7
WS yWe kac, entonces, en un entorno del origen, se calculara el corchete {V, W}, como

loc
V. W h = ME —( )] — / 6 6 - 0 6 ¥l V hq P W h'x f =q.é=
{ » }*( »Q»P) ] (2] 1)'(2) [( py x) < q) {)] ( »YP ) ( 4y )|x_q,{_p;

donde M = [(min{s, s’} — 1)/2]. Por otro lado, al trabajar con las series de Taylor truncadas de ciertos
simbolos A, realizaremos suposiciones que nos permitan considerar a los términos individuales de estas
expansiones como elementos de #{] ..
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Definici6n 3.2.5. Una funcion Oy € N0_,; S, ;" serd llamada un resto de orden N de existir un entorno

abierto U de (q,p) = (0,0) y una constante C > 0 tal que
|On(€e*h;eq,ep)| < CeY,

paratodo par (q,p) e U,y0<h,e<1.

Con esta definicién, probamos el resultado:

Lema 3.2.6. Sean a € (\)°_, S, ', N € N y supongamos que a admite una expansion en serie de Taylor
alrededor de (; g, p) = (0,0,0). Entonces, existen as € #,). 0 < s < N—1) yunresto Oy €(,_, S, " de

m=1%2d
orden N tales que
N-1

al;q,p)= ) as(;q,p)+On(7;q,p).
s=0
Prueba. A continuacion, reescribimos la demostracién de Waalkens para salvar algunos errores tipo-
gréaficos y aclarar algunos aspectos del procedimiento. Comenzamos por considerar la serie de Taylor
de a alrededor de (7;q,p) = 0. Mdas precisamente, consideramos la expansién hasta orden N —1, en el
sentido del orden definido para elementos de #° y reordenamos los términos para que cumplan con
esta definicién de orden. Asi, resulta

N-1
a(h;q,p) = Y as(";q,p) + Rn(1;9,p),
s=0
donde _ 5
higepf
asmqp = ) ﬂafiagaﬁam)ew.

2j+lamipl=s J'@B!
Por otro lado, el resto Ry satisface Ry = G (||(; q, p) 1M). Luego, para0 <€ < 1, tenemos
|Rn(€*h;eq,ep)| < Cye®,

para cierta constante Cyy > 0y (%;q, p) en algtin entorno U del origen. Sea ahora p una funcién de corte
con p|y =1 (que sabemos existe por la Observacion 3.1.22). Paracada 0 < s < N—1, tomamos d; := p * ds,
por lo tanto (usando el Teorema 3.1.15) as € ngc y si definimos Oy = a — Z?I;OI as € ﬂ‘;::l S;L;”, entonces
Only = Ryly vy On es un resto de orden N.

|

En las hipé6tesis del lema previo, la necesidad de suponer que a posee un desarrollo de Taylor en el
origen viene dado por el hecho que los elementos de S)”, no estén definidos cuando 7 = 0. Es posible
verificar, no obstante, que todo simbolo clésico (segtin la Definicién 3.1.14) admite una expansién de
este tipo, pero de aqui en adelante simplemente se asumira que es posible aplicar el Lema 3.2.6 sobre
cualquier simbolo a € 7_, S, 7" cuando sea necesario. Los proximos dos lemas que dan cierre a este
capitulo permitirdn comprobar que la forma de definir el concepto de orden de un polinomio para los
espacios #; hace que sus elementos se comporten adecuadamente con respecto al corchete de Moyal
introducido anteriormente.

J
Lema3.2.7. Seanac ngc, We 7//120 cons,s' =1 ysean=0. Entonces,

i Myya={W,a}, e W 2,

loc

ii.Sis+n(s'-2)=0,Mj,ae 7//1”"(5 =2 Caso contrario, M}, a=0.
ocC

Prueba. Ver [1, Lema 8]. ]

Lema3.2.8. Seanac(\)>_ S," yWe 7//13;, entonces existe a' € (5_, S, " tal que
Opy(d)) = e# OPn (W) Oph(a)e_%o”h(W).

Mas atin, si consideramos la expansion en serie de a = ¥.32, as, con as € #,} . dada por el Lema 3.2.6 y
suponemos s' = 3, entonces a' tiene una expansion en serie de la forma

[e.0]
/ /
a = Z as,
s=0
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con
)
, s—21 1
— n s
as= ZZ) ﬁMWas_n(S/_z) €W oo
n= :

o sea, para cada N € N existe un resto Oy € N°°_, S; """ de orden N tal que

m=1%2d
N-1

a=Yy a,+O0y
s=0

Prueba. Ver [1, Lemas 9y 10]. [ ]



Capitulo 4

Calculo de resonancias a partir de la
forma normal cuantica

Asumiendo que el operador Hamiltoniano de un dado sistema en estudio cumple con las hipétesis
a introducir a continuacién, en este capitulo vamos a dar a conocer un algoritmo para obtener la forma
normal de tal operador, cuya definicién implicard la propiedad de conmutatividad de su simbolo con
su propio término cuadratico. Esta forma normal se identificara -al menos localmente y en términos de
su simbolo- con un polinomio en d operadores unidimensionales (donde d es el nimero de grados de
libertad del problema), siendo precisamente esta estructura la que permitird determinar las resonancias
del sistema sin mayores dificultades.

Las hipétesis mencionadas sobre nuestro Hamiltoniano H aseguran que su simbolo principal Hy
posee un punto de ensilladura que en la literatura suele denominarse como del tipo silla-centro-centro-
...-centro, lo que se traduce en una serie de condiciones a cumplir por los autovalores de la matriz que
surge de la linearizacién del campo Hamiltoniano generado por H. A continuacién, comenzamos por
presentar con mas detalle las hip6tesis necesarias.

4.1 Definiciony obtencién de la forma normal

4.1.1 Primeros pasos

Durante este capitulo, nuestro objetivo serd el de obtener un algoritmo que permita hallar las re-
sonancias de sistemas con un nimero arbitrario de d grados de libertad. Vamos a suponer que este
sistema estd descrito por un operador Hamiltoniano H = Opy,(H) que surge de la cuantizacion de un
simbolo H(%;q,p) € S}, para cierto m € Z. Ademds, suponemos que el simbolo principal (definido in-
mediatamente previo al Teorema 3.1.15 como el término "fi-independiente" de H) Hy de Op; (H) tiene
un punto critico en zy € R?“ (esto es, el gradiente de Hy se anula en este punto) con ciertas caracteristicas
que detallamos a continuacion.

Sea J € R?4*24 1a matriz simpléctica dada por

(0 Lixa
I_(_Idxd 0)’ @D

Rdxci [RdXd

donde I ;.4 € es la matriz identidad y 0 € es la matriz nula. Si denotamos por V2 Hy(z) a la
matriz hessiana de Hy en un punto z, entonces la matriz JV2 Hy(zo) se conoce como la linearizacién del
campo Hamiltoniano alrededor del punto critico zy [!]. Vamos a imponer la condicién que esta matriz
posea dos autovalores reales +A € Ry d — 1 pares conjugados de autovalores complejos de la forma
*iwj, con 2 < j < d, elegidos de tal forma que A, wy,...,w4 > 0. Por tltimo, suponemos que los w; son
no resonantes en el sentido que formen un conjunto independiente en Z. En otras palabras,

kows+...+kgqw; =0 < ky,....,k;=0,Yko,..., kg€ Z.

Las hipétesis previas nos permitirdn obtener con certeza un operador Hamiltoniano modificado a
partir de transformaciones unitarias sucesivas aplicadas al Hamiltoniano original H y que sera conocido
como la aproximacién hasta un orden N de la forma forma normal de este tltimo. Dado que operadores
que conmutan entre si poseen el mismo conjunto de autofunciones [! 1], el anélisis espectral de la forma
normal de H sera simplificado en gran medida al ser efectuado en vez sobre el operador Opy,(Ha).

42
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Definicién 4.1.1. Sea Opy(H) un operador con simbolo H y sea Hj € ngc el término cuadrético de
la serie de Taylor de H alrededor de un punto critico zy. Diremos que Opy(H) se encuentra en forma
normal con respecto a z, si se cumple

[Op;,(H2),0py, (H)] =0,

o equivalentemente,
{Ho, H}« = {H, H} = 0.

La igualdad entre los corchetes de Poisson y de Moyal ocurre debido a que el término H, es un po-
linomio de orden 2. Luego, por la Observacién 3.1.19, ambas expresiones son equivalentes. En general,
el operador Opy,(H) no se encuentra inicialmente en forma normal, por lo que buscamos dar con un
procedimiento iterativo que busque obtener versiones simplificadas del simbolo inicial H de la forma

H:= H(O) - H(l) - H(Z) - H(N), 4.2)

donde N serd el orden hasta el cual determinaremos la forma normal, como serd descrito con mayores
detalles en las paginas siguientes. Para pasar de un determinado simbolo H'"” al siguiente (H"*V),
vamos a requerir que el operador asociado a este dltimo sea obtenido por conjugacién del operador del
simbolo anterior mediante una transformacién unitaria

Opp(H"™V) = e%Oph(Ww)Oph(H(n))ef%Opﬁ(an’ 4.3)

con W, € 7//1(’)1:1 (salvo para n =0y n =1, en cuyo caso bastard tomar Wy, € # 1) Con esta forma de
realizar las sucesivas transformaciones, podemos asegurar que cada uno de los operadores Opy, (H"™)
conservard la propiedad de ser autoadjunto asi como mantendr4 las propiedades espectrales originales
de H = Op,(H).

De la relacién (4.3) entre la serie de funciones H""” yla ecuacion (3.17), se sigue que

> 1
™ =y o MK, H™., (4.4)
k=0 ™*

Esta férmula para el cdlculo de H"*V sera utilizada reiteradamente para calcular los simbolos en la
(n+1)-ésimaiteracién, con n = 2. No obstante, los dos primeros pasos del método, que buscaran obtener
HW y H® diferirdn del resto de las iteraciones.

Los objetivos de estos dos primeros pasos son el de transladar el punto critico z, al origen y el de
obtener un simbolo H® con una parte cuadratica HéZ) de la forma

14
Hf)(h;q,p) :Aq1p1+§]§2a)j(q?+p§)+Ch, (4.5)

para cierta constante C € R. La expresion (4.5) para Hf) posibilitara el calculo de los simbolos posterio-
res mediante un algoritmo iterativo altamente eficiente.

En el primer paso del método, buscamos que el simbolo H conste de una traslaciéon de H = H©®
de forma que el punto critico zy se ubique en el origen. A este fin, basta con definir

HY (;2) := HO (5,2 + 7). (4.6)
Notemos que, si bien esta férmula lleva a la definicién buscada, ain debemos determinar si exis-
te una funcién W; € #'! que genere la transformacioén unitaria e~/OPn(W) para pasar de Op;,(H®) a

Op;,(HY). De hecho, por el Lema 3.2.3 de Egorov, podemos encontrar W; como aquella funcién gene-
radora del flujo Hamiltoniano ¢, que permita escribir a la funcion H" como

HY (132) = HO (1) 0 9y, @) 4.7)

y que a su vez cumpla (4.6). La solucién ya fue dada a conocer por Waalkens et al.

Proposicién 4.1.2. La eleccion Wy (2) := —(zy, Jz) hace que se satisfagan las relaciones (4.6) y (4.7).
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Prueba. Tenemos que W (z) = —(zp,Jz) = Z?zl (gipo,i —Piqo,i) € Wl Luego, estamos en condiciones de
aplicar Egorov puesto que W; es un polinomio de orden < 2. Ademds, el campo Hamiltoniano generado
por W; es Xy, (z) = —z¢ y para que Y, sea una curva integral que parte de z, debe cumplirse

Yo () = =2,
'VZ(O) =Z.

Claramente, y,(#) = Z— tz es (la tinica) solucién y por lo tanto <p;vl1 (Z) =y(-1) =z+27.

Sean ahora ey, ..., ex4 € C los escalares definidos por
er=-eq1 =41,
y
ej=-egj=iwj,2<j<d.
Esto es, los e; denotan a los autovalores ordenados de la matriz JV2 Hy(zo) y por tanto podemos asumir
que vi,...,v24 € R?? son sus respectivos autovectores normalizados, donde ademds suponemos que

v+ ha sido elegido del tal forma que el producto interno (v;,Jv;;) es positivo (de ser negativo, es
suficiente redefinir v, — —vg41). Introducimos la matriz M € R24*24 definiendo sus columnas como

M :=(c1vy, c2Revy,...,cqRevy, 1V 41, c2Imvg, o, ..., cqlmvyyg), (4.8)
donde ¢ ;= —L—vyc¢;:= —L—— 2 < j < d. El hecho que los autovalores w, ..., w  sean posi-
1 /—(Vl,IVdH) y J /—<Rev]-,]ImVj)’ J q 2 yWq p

tivos implica que cada producto (Rev;,JImv;) también lo es' y por lo tanto cj>0,1< j<d.Partiendo
de esta observacion, comenzamos por verificar que M es lo que se denomina como una matriz simpléc-
tica, en el sentido que satisface MTJM =J. Para comprobar esto, denotemos A := M7JMm. Luego, para las
entradas (i,d+1i),con1<1i<d,setiene

Ay a1 = (c1vi, cdVae) = 6 (v, I Vasn) = (VI v ) " v I vge) = 1
Yparai=2,
A; 4+i = {ciRev;,¢;JImv;) = C,?<ReVi,IImVi> = ((Rev;,JImv;) "' (Rev;,JImv;) = 1.

Con la misma facilidad se puede comprobar A;,;; = —1, para todo 1 < i < d. El resto de los términos
(los nulos) requiere un desarrollo un poco més extenso, aqui resolvemos solo algunos para ilustrar el
procedimiento.

A1 = v, Ivn) = v, vi) = vy, vi) = = v, I v,
luego A;; = —A;; < A; = 0. Para llegar a las igualdades anteriores usamos que JT=—y=7J71 Para
los términos de la forma A; j con2 <, j <d, i # j, necesitaremos hacer uso de las relaciones

V2 Hy(zo) Rev; = w;JImv; y V?Hy(zo) Imv; =w;J’ Rev;,
deducidas del hecho que los v; son autovectores de JV2 Hy(zo). Tenemos

CiCj
Ajj= cicj(Revi,IRevﬂ = c,-cj<]TRev,-,Revj) = #(VzHo(zo)Imvi,Revﬂ
wi

CiCj 2
= —(Imv;, V" Hy(zo) Rev;)
i

.
= cicjw—{<1mvi,11mvj>
1

w?
= C,'Cjw—é(ReViy]Rer).
i

1para mostrar que (Revj,JImv;) > 0 es conveniente considerar el producto interno complejo (v;,Jv;) y comprobar que su
parte real es nula usando la identidad de polarizacién. Ademads, Im (v]-,]vj) =-2(Re v]-,]Irnvj) y

N ) 2 N 2L yi2 N =22 )
(viJvj) =w; (v}, V2 Ho(20)JV™ Ho(zo)v ) = —w ;= (J2 V" Ho(20)v},J 2 V" Ho (z0)v ) = —w; "2 V" Ho (zo)v; |l <0,

1 . e 1.1 . . s . . .
donde J2 es una matriz antisimétrica que cumple J2J2 =]J. Finalmente, dado que esta matriz también es invertible, se sigue que

1 1
KerJ 2 V2 Hy(z) = {0} y en consiguiente (Rev;,JImv;) = %w;z 132 V2 Hoy (z9)v; 1l > 0.
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Con esto resulta (1 —w?/w?)(Revi,IRer) =0con i # jsiysolosi(Rev;JRev;) = 0. La utilidad de la

transformacion inducida por M es que a partir de ella podremos obtener el simbolo H® con la férmula
antes propuesta para su parte cuadratica.

Proposicién 4.1.3. Usando la definicién (4.8) para las columnas de M, se sigue que la funcién H® defi-
nida como
H? (h;2) := HY (h; M2)

posee un término cuadrdtico H?EZ) de la forma expuesta en (4.5).

Prueba. Tenemos H? (;z) = HY (; Mz) = HO (5; Mz + Z0) Y
1
HP (h;z) = 5@ VZH®(0)2) + Ch.

Luego,

(V*H? @), ;= H® (h;z)|z:0

aziazj
02

6zlaz]

o ,2d OHO®

:O_Zi(ZMk'j 21

2d 2 g

= ZMkJ(IZ i 3202k (h;ZO)),

—  HOM:Mz+2zy) |

(h;Mz+z0)))Z:0

donde M;, j representa la entrada i, j de la matriz M. Expresada en forma matricial, la ultima igualdad se
escribe como
VZH(Z) 0) = MTVZ H(O) (zg)M.

Ahora resta determinar las columnas de V2 H® (0). La primera columna se halla ficilmente haciendo

(VZH(Z) (0)) - (MTVZH(O) (zO)M) =M"V2H (z9) (c1v1)

1<i<2d,1
=M"JT (IV*H z))) (c1v1)
=MJ  (c1vy)
=AM L(c;vy)
=-AJe; = +1e41.

1<i<2d,1

Siguiendo el mismo procedimiento para las demds columnas (y oportunamente usando el hecho que
VZHO (z9)Revy = —wiJ ' Im v = wiJ ' Im vy, 4, por ejemplo) se puede mostrar que

27402
VZH® (0) = (Aegi1, wo€s,...,04€4, A, W€ 42, ..., 0 1€24)

y partiendo de esta expresién se puede computar la cantidad (z, V2H® (0)z), de la cual se sigue el
enunciado.
]

Como en el caso de la funcién H'", hemos demostrado que podemos obtener H® a partir del sim-
bolo anterior, pero ain resta comprobar que la transformacién utilizada a este fin se corresponde con
el flujo de cierta funcién generadora W5 € #2. Atin cuando no seamos capaces de determinar especi-
ficamente la funcién W5, dado que nunca serd necesario contar con tal expresién, siempre podremos
continuar con el algoritmo para obtener la forma normal. Por fortuna siempre es posible afirmar que
existe una funcién generadora W, € # tal que el simbolo de la proposicién anterior puede ser obteni-
do como H? (71;z) = HV o ;) (h z). Una nota al pie en la subseccién 2.3 de [1] repasa los pasos de la
demostracion para esta aseverac1on.

Antes de avanzar con el cdlculo de los simbolos restantes, vamos a suponer que multiplicamos a
H®@ por una funcién de corte apropiada p asociada a un entorno U del origen (que sabemos siempre
existe por la Observacion 3. 1 22). M4s precisamente, deberiamos redefinir H? — p * H® . Asi, podemos

asumir que H® € M=1S54" ¥ que los términos de su serie de Taylor cumplen Hy @e #,5.- Sin embargo,
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este procedimiento necesario a nivel de la teoria no tendra ningtin efecto sobre los célculos realizados a
nivel del algoritmo computacional, como se vera en el capitulo préximo al dar a conocer los pasos que
lo componen.

Para n = 2, el Lema 3.2.8 revela que es posible obtener los términos individuales de la expansién en
serie de H"*1) a partir de la expansi6n del simbolo anterior:

N

[ﬁ] 1
(n+1) _ k (n)
HMD = I;) EMWmHs—k(n—l)‘ (4.9)

Definiendo el operador & := {Hf), -}, la ecuacidn (4.9) implica una serie de resultados que resumi-
mos en el siguiente resultado.

Lema4.1.4. Seann=2y0<s<n, entonces
s opp(n+l) _ py(2) _ py(1) _.

i. H, =H,” = H," =: Ep.

ii. H"Y = 0 = o = 0.

2es pr(n+l) _ py(2)

iii. H, =H,"”.

iv. "™V = H{"™.
v. HD = g%

el i1~ DWhpa1 (BEcuacion homoldgica).

Waalkens et al. demuestran una versién andloga de estos resultados al buscar obtener la forma nor-
mal cldsica de la funcién Hamiltoniana del sistema (no discutida en este trabajo). La que sigue es me-
ramente una adaptaciéon de esa demostracion para el caso cudntico y que conserva un alto grado de
similitud.

Prueba.

Inciso i. Usando (4.9), se tiene

0 1
() N Lok g g _ogn=) _ @) g _ o)
H _kzbk!MWnHH_km_l)_Ho =H)""V=..=H”=H,’ = Hy’ =K,

donde Hgo) denota al término de orden s de la expansién de Taylor de H© alrededor de z.
Inciso ii. Paran =2,
HO = i L vk 5O Z g o HO = g 4 0@
l_kok! Ws -k~ 71 wstlp =4 70 . = ’

puesto que el corchete de Moyal se anula si al menos uno de los argumentos es constante. Para n = 3,

=

[5=7]

n-1 1
(n+1) _ — gk (n) _ g
Hl - k! MWVL+1 Hl—k(n—l) - Hl ’
k=0
pues [-1;] =0 para n = 3. Luego,
(D) _ ) — _ @ _ D) _ gg(0) _
HY =g = = H® = g = 7O 0.

Inciso iii. Tenemos que

(o8]
(n) _ (n) (n)
H"™ =Ey+H,” +) H",
=3
0
()

SN IR S ()
+kz—oEMW”“H2 +];0EMWn+1 ZHI )

La primera sumatoria es igual a cero por ser Ej constante. Buscamos ahora agrupar todos los términos
que sean elementos de ngc Claramente, el término HZ(") € 71/l§c es uno de ellos (y es el tnico término
de orden 2 de la segunda sumatoria). De existir otro (en la tercera sumatoria), deberia satisfacer (por el
Lema 3.2.7) %MI’/CVM Hj(.”) €2 < 2= j+k(n-1)=3,lo que es una contradiccién. Luego,

(n+1) _ gy(n) _  _ ¢y(2)
H"Y =H{” = .= HY.
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Incisoiv. Caso 0<s<n-2:

S
= 1 s
(n+1) _ — Ak (n) _ g _
HD = 3 Ml By = HY, pues || =0.
Caso s=n-1: 0
(n+1) _ ry7(n) ~ rr(n)
H, " =H, ), + Mw;nHy = H,~,.
Caso s=n:
7Y = HY /W/HW'O‘s”“vS ) _0 )
H, = H," + My H" + WMHO =H,".
Incisov. Caso n=4:
(n+1) _ y(n) (n) _ ry(n) 2) _ ()
H, 7 =Hy oy +Mw, . Hy” = H, 'y + My, Hy” = H, [, =2 Whp,1.

Casos n =2y n=3:1ademostracion es analoga a la del caso previo, s6lo que aparecen algunos términos
adicionales en la sumatoria que resultan ser nulos.
]

A estas alturas, lo tinico que nos impide implementar el algoritmo desarrollado en las Gltimas pégi-
nas es que no conocemos aun la expresién para cada una de las funciones generadoras W,, para n > 2.
Dado que para cualquier elecciéon de W, € #" debe cumplirse la ecuacién homolégica, es posible apro-
vechar esta relacion para lograr que

2HD) =1HP, H DL =0, (4.10)

n+l1 n+l

con lo cual cada uno de los simbolos H"™ obtenidos en el algoritmo presentado estard cada vez mds
cerca de estar en forma normal, en el sentido que su desarrollo de Taylor hasta orden 7 lo estara.

4.1.2 Resolucion de la ecuaciéon homoldgica

En lo que sigue se hallaré la solucién de la ecuacion (4.10) encontrando una funciéon Wy,4; € el

que haga ésto se cumpla para el término H ;Tll). Esta solucién puede posteriormente localizarse en un

entorno del origen para convertirse en un elemento de 71/1(:1:1, como se requirio para asegurarse que sus
cuantizaciones sean acotadas y generen transformaciones unitarias.

En esta seccidn serd conveniente ademads introducir un nuevo conjunto de coordenadas complejas
x,&) € €24 definidas a partir de las variables (q, p) como

X1 =q1, é1=p1,
1 , 1 . ;
szﬁ(qj—zpj), f]:%(p]—lq]), ZS]Sd.
En términos de estas coordenadas, el operador & = {Hz(z), -} asume una forma sencilla mientras que
los espacios # ¥ mantienen la misma estructura, tal y como deja apreciar el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.5.
i. 2 = ME10¢, —210x) + X5, (€ 0¢; — xj0x))-

"= span{hfx"‘{ﬁzzj+ la|+ |6l = n}

Prueba.

Inciso i. Dada una funcién suave f en el espacio de las fases, se tiene

f = —- (4.11)
]Zzl( dq; Op;j Op; 9q;
Ahora bien,
aH(Z) 6H(2)
L= Api=My Yy 2 =Aq1 = Ax,

6ql apl
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mientras que
OH® (xj + i) oH? Ej+ix))
—_— =W F=Wq =w; =),
0qj j4di J \/E y apj iPj J \/E

Por otro lado,
of _of Of _of
oy 0x1’ Op1  0&

of _ (___
aq;  2\0ox;  0¢;

Con todo esto, el primer término de (4.11) resulta ser

of _.of\ Of
) a \/_(651 0x;

of 0f)

oHP af aHZ(Z)i ( af af)
0q1 0p1 Op1 0qu

616_51_ iy

Mientras, para j > 1,

OHY of OHY of w; (of . of Cof of
6q] GP] apj a_qf:?[(ijrlfj)(fj_l(?_xj)_(éj+lxj)(a_xj_l£)]
—&[x( f— _f_ ﬁ_af 6f af
‘fj 6x, 6x] ,f] aé]
0 0
=io;[éig8, 170 )

Inciso ii. Simplemente notamos que

. I
Tq%ph =
hqp_2a+ﬁ

donde (x+i&)%(& +ix)? es una combinacion lineal de monomios de orden alo sumo a+ f en (x, &). Dado
que los monomios de la forma 7/ q%pP con 2j + a + B = n son base de #", se sigue lo enunciado.
|

A partir de las expresiones anteriores, podemos encontrar el resultado de aplicar el operador 2 sobre
un dado elemento de # 1. Supongamos que el monomio h/x%¢# pertenece a este conjunto. Entonces,
se verifica por reemplazo directo en la férmula de 2 obtenida en la proposicién anterior que

. d
2 (n I}jlx,‘j’féfk) (A(ﬁl—al)ﬂkzzwk(ﬁk ap)|n! Hx“kfﬁk 4.12)

Luego, los monomios //x%*¢P de #"*! son autofunciones de 2, esto es, existe un conjunto de autofun-
ciones de 2 que forma una base del espacio #*!.

Proposicién 4.1.6. #"*! es la suma directa del niicleo de P restringido a este conjunto y de la imagen de

2 también restringida:
71/"+1 = Ker @|Wn+l & Im @l;{/nﬂ .

Prueba. Se sigue inmediatamente de la ecuacién (4.12) y la observacién posterior a esta. |
De la condicién de no resonancia de las cantidades wo,...,wq4, se sigue que para que un monomio
h/x&P se encuentre en el conjunto Ker 2 |y n+1, debe cumplirse
d
(/1([51 —ap) +iZa),-(,Bl- —C(l')) =0= a; =,61,...,ad Zﬁd — (l’:ﬁ.
i=2

Luego, cuando n + 1 es impar, Ker @|y»+1 = {0}, puesto que en este caso no puede ocurrir @ = f y
2j+a+ f =n+1simultineamente. Ahora, dado que H(”)1 € #"*1, podemos escribir

H(n) H(n) H(Vl)

n+1 n+l, Ker n+1,Im’
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con Hfl'fl ker € Ker Dy y H n +1 m € Im Dy ni1. Siendo que la ecuacion homoldégica dicta
HOSD = ), -9 W,
buscamos elegir W, de forma que W, = H" Y +1 m ¥ consecuentemente,
HY = HY), o € Ker Dlynn,

en cuyo caso tendriamos que, para s < N e impar, todos los términos HS(N) del simbolo de la forma
normal determinada hasta orden N serian nulos, por un comentario realizado previamente.

La eleccion de una funcién generadora W;,;; que cumpla 2W,,;; = Hgi)l,lm' de existir, no seria tni-
ca dado que siempre seria posible adicionarle términos contenidos en el nicleo de 2. Por esta razon,
buscamos que W11 € Im Dy n+1.

Supongamos que H, +)1 m S€ escribe como una suma de L monomios de orden n+1,

;(1?1 Im =~ Z Uil H xall‘fﬁ“ (4.13)

con2j; +Z?:1 aji+ P =n+1,paratodo!/=1,...,L. Ademads, para cada [, existe al menosuni=1,...,d
tal que a;; # B;,; (de lo contrario, el monomio correspondiente a este ! se encontraria en el nicleo de
2). Luego, podemos probar:

( ) —_ g (n) 1 . (n) (n)
Teorema 4.1.7. Sean n=2yH," = H7\ o, +H7 o, €W ladescomposicion de H,), con H,, ¢, €

Ker D\yna y H elm @I;,/nﬂ como en (4.13). Entonces, existe una tinica funcién generadora Wy,

n+1 Im
obtenida como una suma de elementos de Im 9|y n+1 y que hace que H(’“U H"

n+1,Ker
por lo tanto, @(Hf{fj”) =0). Estd dada por

€ Ker Dlynn (3,

L e .
Wit (13,6) = : nitxght,
" l:zi AMBri—ap) +iXd, wi(Bri—ar)

Prueba. Wy, € Im 9|y dado que se escribe como una suma de monomios en este mismo espacio
vectorial. Ademads, de (4.12) se sigue que W1 cumple la ecuacién homolégica. Sea ahora Wn+1 una
funcion generadora que satisface las hipétesis del enunciado. Entonces, (W41 — Wpi1) = DWypy —
DW= HyD (| —H, | =0.Luego, Wys1 — Wys1 € Ker DIy < Wi1 = Wil u

Habiendo hallado funciones W,, que resuelven la ecuacién homolégica para n = 3, contamos con
todas las herramientas necesarias para enunciar y demostrar uno de los teoremas principales de este
capitulo, que afirma la existencia de la forma normal hasta un dado orden N para sistemas que cumplan
las correspondientes hipétesis.

Teorema 4.1.8. Sea Opy,(H) un operador Hamiltoniano cuyo simbolo H € S}’ tiene un punto de ensi-
lladura zy que cumple las condiciones descritas al comienzo de este capitulo. Entonces, para cada N € N,
existe una transformacion unitaria Uy tal que

U3, 0p,(H) Uy = Op,(HN) + Opy, (On41), (4.14)
donde el operador Opy,(H g]\\’,)) se encuentra en forma normal y la funcion Oy, es un resto de orden N + 1.

Prueba. Comenzamos definiendo los operadores AV = 7 OPn(W1) fro= 0P (W) y F1() — ¢70Pa(W2) f1)
e~ 1OPn(M2) donde W, (z) = —(zo,Jz) € W' y W, € #2 es tal que el simbolo H® satisface el enunciado de
la Proposicién 4.1.3. Asi, tenemos que HY(h;2) = Hhz+20) y H@ (h1;2) = HY (1; Mz), ambos simbolos
elementos de S,

Multiplicando H®@ por una funcién de corte p definida en un entorno del cero, podemos asumir que
H® e%2_, ;™ y usamos el Lema 3.2.6 para escribir este simbolo de la forma

N
@ _ @, 0@
HP =) B2+ 0y
s=
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donde Og\z,)ﬂ es un resto de orden N + 1. Ahora, procedemos inductivamente asumiendo que hemos

determinado el simbolo H"™ e N®°_, ;' del operador H"™ y que podemos expandir H"” como

m=1%2d
(n) A (n) (n)
n) _ n n
H _ZOHS +0
s:

n)

donde H{"” € #$_ynuevamente O{’, | es unresto de orden N + 1. Definimos ahora F"*V) = 7 OPn(Wn+1)

)2 | (”)e‘%OPh(WM), donde W, es la tnica funcién generadora en 7//13’:1 formada por una suma de ele-
mentos de Im 9|y, »+1 parala cual se cumple (4.10) y, usando el Lema 3.2.8, obtenemos la expansion

N
(n+1) _ (n+1) (n+1)
H = ZOHS +0y3, 1)
s=

donde

(5]

1

(n+1) _ k (n)

HY = I;) EMWMHS_,C(”_D.

Al finalizar el procedimiento iterativo, hemos definido una transformacién unitaria

que verifica
Ux0p,(H) Uy = Op;, (H™) + 0p;,(On+1).

Por construccion, H(()N) = H(()O) = E, H{N) = H{O) =0y HZ(N) = HéZ) =Aq1p1+ % 27:2 wj(qu. + p?) + Ch.
Luego, 2 H(()N) = @Hfm = 9H§N )= . Ademas, para s = 2, H§N ) es solucién de la ecuacién homolégica,
con lo cual H§N) € Ker 9|y s, por lo que

N
(HM, H™}, =9HN = Y 9HM =0.
s=0

Tomando Hgg}” = HN ge sigue lo enunciado.
]

Dado que no llevamos por completo a la forma normal al operador original Op;,(H) en el sentido
original de la Definici6én 4.1.1, es conveniente formalizar en qué sentido podemos lograr esta simplifi-
cacion, para lo cual deberemos hablar sobre un determinado orden N hasta el cual es posible constatar
la forma normal.

Definicién 4.1.9. Para un operador Op;(H) como en el Teorema 4.1.8 y cierto N € N, nos referimos al
operador Oph(H&”) dado por (4.14) como la forma normal de orden N de Opy,(H).

4.1.3 Estructura del operador H SX;

De la forma en que fue resuelta la ecuacién homolégica para n+1, con 2 < n < N, se tiene que

H(”H'l) — H(”)

n+1 n+1

- DWWy = H(n) € Ker @|;//n+1.

n+1,Ker
Luego, los monomios que conformen el término H;TIU seran todos de la forma //x%¢f con a =
B. Més aun, por el inciso ii del Lema 4.1.4, cada uno de los términos obtenidos de esta forma serdn
conservados en la expresion final de la forma normal de orden N. Con esto, el simbolo HI(JII:I]) sera un
polinomio que, en las coordenadas (%;x,€), se escribe como una suma de monomios con potencias
idénticas en x y €. En particular, no debe poseer términos de orden impar, dado que seria imposible
tener una coincidencia de los multi-indices a = 8 en este caso.

Esta estructura de los términos que conforman Hl(:ﬁ? tiene una consecuencia importante en la es-
tructura del operador que surja de su cuantizacion. Para ver esto, necesitamos introducir aiin otro con-
junto de coordenadas. Sean I = q1p1 v Ji = %(qi + pi), 2 < k < d. Entonces, para 7 fijo, el polinomio
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original Hg;) puede reescribirse como un nuevo polinomio Py de orden < [N/2] en este conjunto de
coordenadas:

HY (3q,p) = Po(L, J2, ... Ja)
= PO(I(q)p))]Z(q)p)) '-‘)]d(qyp))‘
En linea con esta observacién, queremos ver que el operador Opy, (Hgﬁ)) se escribe asimismo como
un polinomio en los operadores unidimensionales I := Op;(I), /2 := Op;,(J2),..., J4 := Opy(J4). Esto
podré demostrarse en el sentido de la relacion de equivalencia ~, definida de la siguiente manera.

Definici6n 4.1.10. Sea z € R??. Introducimos la relacién de equivalencia ~, sobre el conjunto de opera-
dores que surjan de la cuantizacién de simbolos en S;/, como

Opy(a) ~2 Opy(b) < existe un entorno U de z tal que aly = bly.

Proposicién 4.1.11. La definicion anterior es buena.

Prueba. Sean a, b, c € ngi. Por supuesto, tenemos que Opy,(a) ~z Opy(a) (propiedad reflexiva). Opy (a) ~z
Opy(b) < Opy(b) ~z Opy,(a) también se comprueba facilmente (propiedad de simetria). Por tiltimo, si
Opp(a) ~z Opy,(b) y Opy (b) ~z Opy(c), esto significa que existen entornos U y V de z tales que aly = bly
y bly = cly. Luego, alynv = clunv y, por lo tanto, Opy(a) ~z Opy(c) (transitividad). [ ]

Lema 4.1.12. SeanI=qipy yJ =Ji = (q;pi)/z, para k € 12,...,d} fijo (cualquiera). Si denotamos I =
Op;, (D), j= Opy(J) y elegimos n € N, entonces existen enteros Iy, j tales que

[n/2] i h 2k .
Opp(I™ =Y (—1)fr,w-(§) o2k (4.15)
j=0
y
(n/2] B2k
Op, UM =) rn,j(z) jr-2k, (4.16)
j=0

Los coeficientes Ty, j puede obtenerse de la relacion de recurrencia
_ 2
Tyto,j=Tne1,j+m Ty,
usandol'.o =1yTy ;=0 cuando j > [n/2].

Prueba. Waalkens et al. obtienen las relaciones de recurrencia [, Lema 14]

. ny2
Op,, (I"*Y) = fOop,(I™) - nz(g) Op,(I"™)
R hy2 _
0P, U™ = JOp, U™ + n*(3) OpaU"h,
para los operadores Op;, (I""*1) y Op;, (J"**1). Luego, es suficiente utilizar induccién fuerte en n > 2 para

mostrar que estas relaciones concuerdan con las del enunciado.
]

Teorema 4.1.13. Sea Oph(H}%) ) la forma normal de orden N de cierto operador Opy,(H) cuyo simbolo
principal posee un punto de ensilladura en zy que cumple con las hipétesis enunciadas al comienzo del
capitulo. Entonces, existe un polinomio Py : R — R de orden a lo sumo [N/2] tal que

Opy(HiN) ~z Pn(E Ty, T ). (4.17)

Prueba. Ver [1, Teorema 3]. [ ]
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4.2 Resonancias de la forma normal

En el Capitulo 2, definimos las resonancias como polos de la matriz de dispersiéon S para el caso de
dispersiones elasticas de una particula en R®. En esta seccién vamos a utilizar una definicién alternativa
(aunque equivalente) a partir de los polos en el semiplano inferior complejo del operador resolvente de
nuestro sistema, que introducimos a continuacion.

Definicién 4.2.1. Dado un operador H : L?(R%) — L*(R%),

i. El conjunto r(H):= {E €eC:H-Ees invertible} se denomina el conjunto resolvente de H.
ii. Para E € r(H), el operador R(E) := (H— E)~! se denomina el operador resolvente de H.

iii. El conjunto o(H) := r(H)° se denomina el espectro de a.

En el caso general, H tiene un espectro continuo. Bajo este escenario, la resolvente R es una funcién
analitica para energias E en el semiplano superior (Im E > 0). Nuestra intencién es definir las resonan-
cias como polos de la continuacién analitica de R en el semiplano ImE < 0, sin embargo, asumiendo que
H esun operador autoadjunto en [2 (Rd) con espectro continuo, no existe una continuacién analitica
de R(E) como operador de L2(R%) en L2(R%). Por esta raz6n, buscamos en su lugar una continuacién de
R como un operador

RE): L2RY — L2 (RY),

donde I%(R%) es el conjunto de las funciones de cuadrado integrable y soporte compacto, mientras que

leo C([R“") contiene a las funciones que son localmente de cuadrado integrable.

Definicién 4.2.2. Decimos que E, € C con ImE; < 0 es una resonancia del sistema descrito por el Hamil-
toniano H si, dadas dos funciones v, € L%(IRd), la continuacién analitica sobre el semiplano inferior
de la aplicacion E — (R(E)y, ) (<) tiene un polo en E = E;.

Empleando esta definicién para las resonancias del sistema, los autores de [1] lograron dar con ex-
presiones para calcular las resonancias de la forma normal de orden N para cada conjunto de niimeros
cuanticos n € Nod valiéndose del hecho que ésta se escribe como un polinomio Py en los operadores
I, Jo,..., J4 (al menos en un entorno de z). Las técnicas y herramientas utilizadas para dar con este
resultado (principalmente ligadas al anélisis complejo) difieren de las empleadas anteriormente en este
trabajo, motivo por el cual nos limitaremos a citar estos tiltimos teoremas y urgimos al lector interesado
a consultar la exposicién mencionada para hallar los detalles de las demostraciones.

Teorema 4.2.3 (Resonancias de la forma normal de orden N). Sea K = P(], fg,...,fd) donde P es un
polinomio que satisface
ImP(—ixy, x2,...,X4) <0 (4.18)

para x; >0 y x en un entorno del cero. Entonces, las resonancias de K en un entorno del cero estdn dadas
por

E,,:P(—ih(nl+%),h(n2+%),...,h(nd+%)), (4.19)

conn=(ny,...,ng) € Ng.
Prueba. Ver |1, Teorema 4]. [ |

Noétese que en el Teorema 4.2.3 se hace referencia a un operador K que es exactamente un polinomio
en los operadores I, fg, e fd, a diferencia de la forma normal Opy(H) que cumple esta condicién en
un entorno de z; (como se enuncié en el Teorema 4.1.13), inconveniente que sera discutido en breve.
Por otro lado, el resultado anterior impone la condicién (4.18) como hip6tesis para asegurar la validez
de (4.19). Aunque pueda parecer una condicién arbitraria y eventualmente restrictiva, en la préactica
parece ser que raramente no se cumpla. En particular, ninguno de los sistemas a introducir en el capitulo
proximo present6 problema alguno en lo que a esto respecta.

Volviendo al cuestionamiento acerca de cudn exacta es la férmula (4.19) para determinar las reso-
nancias del operador original del sistema, el préximo resultado parece dar una respuesta alentadora
al relacionar estas energias con las resonancias del Hamiltoniano A en un entorno préximo a Ey (la
energia del punto critico zy). Antes debemos dar una definicion.

Definici6n 4.2.4. Sean H : R*? — R una funcién suave en el espacio de las fases y ¢ 1[L1 el flujo del campo
Hamiltoniano generado por H. Definimos el conjunto atrapado a energia E € R como

Ay (E) = {(q,p) eR? xR : H(q,p) = E'y existe M > 0 tal que [lp’,(q,p)ll < M, ¥ t € [R}.
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En otras palabras, el conjunto </ (E) esta formado por todos los puntos del espacio de las fases cuya
energia sea E y su trayectoria cldsica esté contenida en un conjunto acotado de R,

Teorema 4.2.5 ([1]). Supongamos que H satisface las condiciones discutidas en [°5] y posee un punto de
ensilladura zy con H(zy) = Ey y o/ (Ep) = {zo} Sea Py el polinomio de la forma normal de orden N de
A= Opy(H) introducido en el Teorema 4.1.13 con respecto al punto zy. Entonces, las resonancias de Hen
un i -entorno de Ey (0< 6 <1) seencuentran 19N -cerca de las resonancias de Py.

El teorema anterior se da a conocer tal cual se halla enunciado en el trabajo de Waalkens et al. Segtin
estos autores, las condiciones sobre el simbolo H que se hallan en la referencia [25] aseguran que las
resonancias de Op;(H) pueden ser obtenidas a través de una deformacién compleja del espacio de
las fases. Si se dan las hipétesis mencionadas, el Teorema 4.2.5 afirma que si uno desea obtener las
resonancias con energias en el entorno de Ey con radio 1%, entonces deben computarse las cantidades
Ej, hasta un n limitado por la relacién |n|z = no y el error de cada determinacién sera del orden KON,

En los sistemas a discutir en el capitulo siguiente, donde finalmente se pondré a prueba el algo-
ritmo de la forma normal para aproximar resonancias, no se haré uso de resultados como el Teorema
4.2.5 para verificar de antemano si se puede asegurar la exactitud de estas energias. En vez, el enfoque
consistird en comprobar empiricamente si estos valores pueden ser obtenidos con exactitud utilizando
la teoria desarrollada hasta ahora y comparandolos con las resonancias calculadas por otros métodos
habituales.



Capitulo 5

Implementacion y evaluacion del
método

La teoria expuesta hasta el momento serd ahora utilizada para construir un algoritmo que permita
obtener la forma normal hasta el orden deseado y asi permitir el célculo de resonancias para sistemas
con un ntimero arbitrario de grados de libertad alrededor de puntos de equilibrio como los detallados
anteriormente. Distintas implementaciones de este algoritmo serdn discutidas y, cuando sea posible,
comparadas con los resultados exactos o con los obtenidos por el método de complex scaling. En lo que
sigue, se comenzard por introducir el algoritmo de la forma normal en la seccién 5.1, tras lo cual se dardn
a conocer los resultados obtenidos al emplear los c6digos elaborados para determinar las resonancias
de sistemas con d grados de libertad, para 1 < d < 3 (secciones 5.2 a 5.4). Finalmente, en la seccién 5.5, se
discutird brevemente acerca de las posibles optimizaciones de los c6digos compartidos en el Apéndice
B asi como su eventual aplicacién al cdlculo de resonancias de sistemas de mayor porte.

5.1 Implementacion

En su exposicién [1], Waalkens et al. omiten dar detalles acerca del algoritmo computacional que
utilizaron para obtener la forma normal de sus ejemplos de aplicaciéon més alld del hecho de haberlo
escrito en el lenguaje de programacién C++. Sin embargo, no fue dificil plantear un esquema que per-
mitiera lograr este objetivo en base a lo desarrollado en capitulos anteriores de este trabajo y que puede
resumirse en los siguientes pasos.

Algoritmo de la forma normal

Dado un sistema con d grados de libertad representado por un operador H con simbolo H = H® €
83, vy simbolo principal Hp. Asumiendo que Hj tiene un punto de ensilladura zg que cumple con las
hipétesis detalladas al comienzo del capitulo 4 y habiéndose elegido un valor para el orden N = 2 hasta
el cual se desea obtener el simbolo de la forma normal de A, los pasos a seguir son:

(1) Obtener HV como HW (71;2) := HO (5,2 + 7).

(2) Hallar los autovalores y autovectores de JVZHO (z4) y utilizarlos para construir la matriz M segiin
(4.8).

(3) Obtener H® como H? (h;z) := HV (h;Mz) y determinar su polinomio de Taylor de orden N
alrededor de 0. Llegado a este punto, se ha obtenido la forma normal hasta el orden n = 2. A
continuacién, se procede a obtener los simbolos siguientes mediante un esquema iterativo.

(4) Verificar que n+1 < N. Caso contrario, detener el algoritmo.
(5) Expresar H (M en términos de las variables (x,&) introducidas en el capitulo 4.

(6) Encontrar H’g'fl(h;x,f) (término de orden n + 1 en la serie de Taylor de H”) y emplearlo para
deducir W, a partir de la férmula del Teorema 4.1.7.

(7) Expresar Wy, en términos de las variables originales (q, p).
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(8) Obtener los términos H"*V (i1;q,p) de la expansiéon de H®*V a partir de la relacién (4.9), con
n+1<s<N (los términos con 0 < s < n+1 son idénticos a los del simbolo H™ porel Lema4.1.4).

(9) Redefinir n — n+1 yvolver al paso 4.

Como puede comprobarse rdpidamente al inspeccionar el algoritmo propuesto, suimplementacién
no implica la manipulacién de operadores ni la necesidad de plantear localizaciones de forma explicita
dado que los célculos efectuados son vélidos solo en un entorno del punto de equilibrio zy (lo cual a
su vez dificulta la determinacién de resonancias cuya parte real se aleje de la energia Ey, como se vera
préximamente en las aplicaciones). En su mayor parte, el algoritmo se basa en determinar coeficientes
de polinomios, siendo necesario determinar sumas y productos de este tipo de funciones asi como ha-
llar sus derivadas y obtener sus expresiones en distintos conjuntos de variables, ya sea en las originales
(q,p) como en las coordenadas (x,¢). Esto tiene una consecuencia muy importante y es que gran parte
del célculo puede ser implementado en lenguajes de bajo nivel como C o FORTRAN en pos de un mayor
rendimiento computacional.

La necesidad de encontrar el polinomio de Taylor de orden N del simbolo H® (paso 3)' hace inevi-
table el uso de software basado en el célculo simbélico para esta determinacién, que también deberia
emplearse para determinar la matriz hessiana V2 H” (zy). Fuera de estos pasos, el resto del algoritmo
puede implementarse en cualquier lenguaje de programacion. Si esto se realizara a partir del paso 4
(habiéndose completado ya los pasos anteriores), entonces el programa resultante tan solo necesita-
ria contar con los coeficientes del polinomio de Taylor de H® como datos de entrada. Este esquema
mixto puede resultar muy conveniente dado que la parte mas demandante del algoritmo reside en la
evaluacién de los corchetes de Moyal que tiene lugar en el paso 8.

Restan dos comentarios finales acerca del algoritmo introducido. El primero de ellos busca hacer
notar que la determinacién del punto de equilibrio zy debe efectuarse con anterioridad, ya sea ana-
liticamente (en el mejor de los casos) o de forma numérica, y asi contar con esta informacién como
dato de entrada del programa. Por otro lado, se remarca también el hecho que los cambios de variables
(q,p) — x,€) vy %,) — (q,p) que tienen lugar en cada iteracion del algoritmo para n = 3,4,..., N pue-
den evitarse y trabajar siempre en las coordenadas (x,£), aunque no es claro que esto conlleve algin
beneficio en términos de tiempo de ejecucion del programa dado que estos cambios de coordenadas
no implican un consumo elevado de recursos.

Una vez determinado el simbolo HS&? de la forma normal Opy, (Hl(flt? ), es sencillo hallar los coeficien-
tes del polinomio P definido segin

HN (;q,p) = Po(1, J2, I3+, Ja) (5.1)

y presentado en la subseccién 4.1.3 del capitulo previo. Partiendo de esta tltima funcién, la estimacién
de las resonancias {En},cna del operador original H es inmediata y se sigue de evaluar

E,(IN) = PN(— ih(nl + %),h(nz + %),h(ﬂg + %),...,h(nd + %)) (5.2)
para cada d-tupla de nimeros cudnticos n = (ny,..., ng) deseada. El polinomio Py es el introducido en
el Teorema 4.1.13 del capitulo pasado.

Dado que nuestra intencién es evaluar la calidad de las resonancias determinadas por este método
para sistemas con d = 1,2 y 3 grados de libertad, se opt6 por realizar 3 implementaciones en total pa-
ra cada valor de d, las cuales se hallan en el Apéndice B. Para d = 1y d = 2 (c6digos B.1 y B.3), ambas
implementaciones fueron llevadas a cabo en el programa Mathematica, cuyas capacidades de célculo
simbélico permitieron elaborar c6digos sencillos y compactos con un modesto rendimiento. Para sis-
temas con un tnico grado de libertad, la determinacién del simbolo H!? procede en algunos pocos
segundos mientras que para sistemas con d = 2 el cédlculo hasta orden N = 10 demora alrededor de 5
minutos en una computadora de escritorio.

Como se menciond antes, la determinacion de los corchetes de Moyal necesarios para evaluar (4.9)
en el paso 8 representa la parte mas demandante del algoritmo presentado, creciendo atin més su de-
manda al aumentar la dimensién del problema. Esto se debe a dos factores: en primer lugar, al aumen-
tar d, aumenta también la cantidad de monomios en promedio que conforma a cada polinomio H™,
0 < n < N. Ademés, con d también se incrementa la cantidad de términos a evaluar en cada corchete

1 Cabe acotar que en vez de determinar el polinomio de Taylor de H @ en el paso 3, una alternativa consiste en calcular el
polinomio de H® previo al paso 1y continuar con el resto del algoritmo sin mayores modificaciones
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entre polinomios, lo que resulta claro al considerar la expansién (3.7) a utilizar en este caso. Por estos
motivos, la implementacién del algoritmo de la forma normal para d = 3 fue realizada mediante un es-
quema mixto. Los pasos 1-3 se codificaron en Mathematica (c6digo B.4) al igual que antes con el objeto
de hallar las derivadas necesarias de los simbolos H? (paso 2) y H® (paso 3). Concluida esta etapa, los
coeficientes del polinomio de Taylor de H'? se almacenan en un archivo de salida que es luego impor-
tado por un c6digo escrito en FORTRAN 90 (c6digo B.5) y que lleva a cabo el resto de los computos. Para
sistemas simples donde la determinacién del polinomio de Taylor no conlleva una cantidad apreciable
de tiempo de CPU, todo el proceso demora alrededor de 3 minutos en una computadora de escritorio,
siendo que la mayoria del tiempo transcurrido ocurre al seleccionar y almacenar ordenadamente los
coeficientes de H® con Mathematica.

Siendo que el lenguaje FORTRAN no es capaz de procesar informacién de la misma forma en que
lo hace un software especializado en célculo simbdlico fue necesario plantear una representacién ade-
cuada para trabajar con los polinomios asociados a cada simbolo. Asi, cada polinomio se represent6
a partir de un arreglo real o complejo (dependiendo si se utilizan las variables (q,p) o (x,€), respecti-
vamente) del tipo allocatable y de dimensiones m x 8, donde m es la cantidad de términos no nu-
los que posee el polinomio en un dado momento de la ejecucién. Las primeras 7 entradas de cada
fila contienen el exponente de cada variable 7, q1, g2, s, p1, p2, p3 en el k-ésimo término, 0 < k < m,
mientras que la entrada final almacena el coeficiente de este mismo. A modo ilustrativo, el polinomio
P(n;q,p) =5i— %ql p% + 13 p1 p, se representa mediante el arreglo

0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. ib.
0. 1. 0. 0. 0. 0. 2. 05
3. 0. 0. 0. 1. 1. 0. 1

Teniendo en cuenta estas representaciones es posible definir las operaciones de suma y multiplicacién
entre dos polinomios asi como computar derivadas y efectuar los cambios de variables (q,p) — x,€) y
(x,¢) — (q,p). El hecho que cada polinomio esté representado por un arreglo allocatable permite aho-
rrar memoriay acelerar el cdlculo de las operaciones mencionadas al evitar usar arreglos excesivamente
grandes y con la mayoria de sus entradas nulas (sparse arrays).

En las pédginas que siguen se pondrdn a prueba las implementaciones anteriores para hallar las re-
sonancias de algunos sistemas de interés. Los primeros tres sistemas a estudiar fueron analizados por
Waalkens, Schubert & Wiggins en su trabajo original, por lo que serdn de ayuda para contrastar resulta-
dos y validar los c6digos elaborados, pero también se buscard profundizar sobre la influencia del valor
de 7 utilizado para hallar las respectivas resonancias en cada caso. En las subsecciones 5.3 y 5.4 se intro-
ducirdn nuevos sistemas no contemplados en el trabajo de referencia y que consisten ya sea en puntos
de ensilladura que se originan en potenciales en forma de barreras unidimensionales y asimétricas o
en funciones construidas para representar el paisaje de energia potencial (segtin la aproximacién de
Born-Oppenheimer) de algunos sistemas triatémicos en quimica-fisica.

5.2 Primeros ejemplos

Waalkens et al. eligieron demostrar las capacidades de su método sobre tres sistemas modelo de 1,
2y 3 grados de libertad. Cada uno de los operadores Hamiltonianos de estos sistemas consta de una
combinacién de los habituales términos cinéticos junto con potenciales tipicos como la barrera de Ec-
kart [26] o el potencial de Morse [27] y, eventualmente, un término de acoplamiento cinético. Dado que
los potenciales mencionados han sido ampliamente estudiados, las propiedades espectrales de los ope-
radores H en cada caso son conocidas o bien pueden aproximarse con relativa facilidad por métodos
como el de rotacién compleja o complex scaling, lo que permitird constatar los resultados obtenidos por
el método de la forma normal.

5.2.1 Sistemade Eckart (d=1)

El sistema mds simple considerado por Waalkens et al. [1] consiste de un problema en una dimen-
sién con un potencial de Eckart. Mds precisamente, el operador Hamiltoniano es

. 2 3
H =0py(H) =~ —
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donde, si definimos g := alog(%), el potencial V se escribe en funcién de ciertos pardmetros reales
A, By a como
q+40 q+490
e a

Vig)=A (5.4)

a+dg 4o 2"
l+e a (1+e @)
Como se adelanta en (5.3), este operador puede realizarse como la cuantizacién de un simbolo H :

R? — R dado por
2

- P
H(q,p) = >m +V(q). (5.5)

Al no depender explicitamente del valor de 7, el simbolo H hace también las veces del simbolo princi-
pal Hy. Las ecuaciones introducidas corresponden a un modelo simplificado para describir reacciones
quimicas que transcurren a través de la formacién de un complejo activado, que a su vez se manifiesta
como una barrera de energia potencial en la coordenada de reaccién [1].

La figura 5.1a permite verificar la forma de barrera del potencial (5.4) para el conjunto de pardmetros
m=a=1 A= % y B =5. Aqui se observan los comportamientos limite V' — 0 cuando g — —coy V — A
cuando g — oo. Por otro lado, cuando g =0, V exhibe un méaximo (global) cuyo valor absoluto depende
de los pardmetros A y B. Este méaximo resulta ser V(0) = (A+ B)2/(4B), como puede comprobarse a
través de su derivada primera. Mdas atin, al combinarlo con el término cinético de (5.5), da lugar a un
punto de ensilladura en zy = (qo, po) = (0,0), que se encuentra esquematizado en la figura 5.1b y que
cumple con las hip6tesis necesarias para aplicar nuestro algoritmo de la forma normal.

Notemos que las hip6tesis necesarias, al trabajar con d = 1, se reducen a que la linearizacién del
campo Hamiltoniano alrededor de z, tenga como autovalores a un par de niimeros reales +1 # 0. Efec-
tivamente, para un conjunto arbitrario de pardmetros de V se puede llegar a la expresion

0 1
2
JVEH(20) = | (a+B)(154°~1642B-4AB?+58%) (5.6)
8a’B*

para la matriz indicada, con autovalores

V15A% — A3B —20A2B2 + AB3 + 5B
+tA=+ (5.7)
2v2aB?

y autovectores
ve=(x2741)" (5.8)

En este caso el modelo planteado es lo suficientemente simple como para hallar la matriz JV? H(zg) y
resolver el problema de autovalores de forma analitica, aunque no siempre sucedera esto (pero tampoco

b

—v d

— Taylor 020

1.5

1.0+

0.5:

0.0 ; ;
-10 -3 0 5 10

q1

Figura 5.1: (a) Potencial V y su polinomio de Taylor de orden 20 para el sistema de Eckart. (b) Curvas de
nivel de H(g, p) en proximidades del punto de ensilladura zy = (0, 0).
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serd necesario que asi lo sea). Usando el conjunto de pardmetros de V indicados en la figura 5.1 (para
contrastar los resultados con los de los autores de referencia), se empleé el c6digo B.1 para obtener los
coeficientes del simbolo de la forma normal hasta el orden N =20 (en contraste con el valor de N =10
que se usaron Waalkens y colaboradores). En las coordenadas (x, ¢), esta funcién toma la forma

L .
H 0,8 = 3 (e, (5.9)
=1

paracierto L>0ycon2j;+a;+6;<20,VI]e{l,...,L}. Adema4s, todos los términos no nulos de este poli-
nomio deben ser tales que los exponentes a; y B; sean idénticos, por lo discutido en la fundamentacién
tedrica del método. El cuadro 5.1 contiene la totalidad de los coeficientes determinados por el programa
empleado, de los cuales aquellos de orden menor o igual a 10 coinciden en al menos 14 cifras decimales
con los del trabajo de referencia (cuyo célculo se limité al orden N = 10), lo que demuestra el alto grado
de similitud para con los resultados obtenidos en esta exposicion.

Partiendo de los coeficientes hallados para el simbolo Hg\?), las resonancias del sistema original
se hallan empleando las relaciones (5.1) y (5.2), que fueron implementadas en un c6digo auxiliar en
Mathematica. Las resonancias exactas asociadas al Hamiltoniano (5.5) fueron determinadas por Eckart
en su articulo original [20]. Introduciendo los pardmetros I := 1%/ (8ma®) y € := % v (B-T)/T, las energias
exactas E,, deducidas por Eckart para cada nimero cudntico n € N resultan ser

el ) e 4
(e~ iln+ 37

Vale la pena notar que tanto la férmula exacta para las resonancias como aquellas obtenidas a partir
de (5.2) pueden evaluarse para distintos valores del pardmetro 7 y con un costo computacional asociado
virtualmente inexistente. En general, cuando uno se dispone a determinar las resonancias de un dado
sistema, el valor de /i queda univocamente determinado por las unidades de trabajo. En nuestro caso
y, al ser un problema adimensional, puede llegar a ser interesante variar 7 en el intervalo (0,1] para
estudiar el impacto que esto tiene en la precisién de las energias calculadas. La heuristica que se tiene
de estos cambios en el valor del pardmetro indicado es que al hacer tender 7 a cero, el sistema adquiere
un “cardcter mas clésico".

Un segundo punto a tener en cuenta es que, debido a la invarianza de los primeros términos de los
simbolos de la forma normal (ver Lema 4.1.4iv), es posible obtener las expresiones Hg\)], HS’\)I, s, ngﬁ_l)
con tan solo ignorar los coeficientes de los términos de orden superior de Hgg) . Asi, es posible comparar
las resonancias calculadas con diferentes valores para el orden N de la forma normal sin necesidad de
recurrir a un nuevo célculo para determinar el respectivo simbolo.

(5.10)

Cuadro 5.1: Coeficientes no nulos del simbolo HZ?

N 1,8 = Yo arp<20 Ca,ﬁyjhj x%&P de la forma nor-
mal de orden 20 para el sistema de Eckart.

a ] (B a j Cap

0 0 1.512500000000000000 3 2 -0.001877602360724977
0 2 0.001250000000000000 4 2 0.001250000000000000
0 4 0.000250000000000000 5 2 -0.000740170614833161
0 6 0.000100000000000000 6 2 0.000402500000000000
0 8 0.000070000000000000 7 2 -0.000205152763203417
0 10 0.000076000000000000 8 2 0.000099375000000000
1 0 0.782663720891673900 1 4 -0.001098767960437412
2 0 0.128750000000000000 2 4 0.001981250000000000
3 0 -0.001581138830084185 3 4 -0.002553415684114866
4 0 0.000625000000000000 4 4 0.002573750000000000
5 0 -0.000237170824512630 5 4 -0.002188475254219613
6 0 0.000087500000000000 6 4 0.001641500000000000
7 0 -0.000031622776601684 1 6 -0.000769901892346121
8 0 0.000011250000000000 2 6 0.002348750000000000
9 0 -0.000003952847075210 3 6 -0.004481785880381173
10 0 0.000001375000000000 4 6 0.006355625000000000
1 2 -0.012155004756272209 1 8 -0.000861745729584062
2 2 0.002375000000000000 2 8 0.003842937500000000
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La figura 5.2 exhibe las primeras 10 resonancias (0 < n < 9) en el plano complejo para el sistema en
estudio usando 72 = 0,1 y /i = 1,0. Los puntos graficados fueron determinados empleando 6rdenes de
N =4y N =10del simbolo Hgg? y se comparan con las resonancias exactas obtenidas segtin (5.10). Para
el caso 7 = 0,1, los resultados aparentan ser muy buenos incluso al utilizar N = 4. Los errores relativos
para cada valor de n se encuentran en la figura 5.3, donde se observa que éstos se encuentran por debajo
dela cota10™* (N = 4) y 102 (N = 10). No solo esto sino que las resonancias asociadas a valores bajos
de n muestran un error considerablemente menor conforme se aumenta el orden de la forma normal.

=01
0.0 - T ;
*
-0.21 * ]
X
M x
E -0.4- . 1
[ *
-0.6/ * ]
I *
135 140 145 150 1.55 1.60 1.65 N=4
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0: ‘ * x  Exactas
-1 * %
-2 %
-3t + x ]
Mo +
g -4 X ]
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Figura 5.2: Resonancias del sistema de Eckart calculadas mediante la forma normal de orden N vs reso-
nancias exactas obtenidas de (5.10) para los valores de % indicados.

. =01
o oo0o
DDDD
O
1074 '.l?’
l.‘{
.l/./_.
l/./f'++'>'5
_10% m v e = £ x %
D L] X
[t '/: +->|<_
° + X
10—12_-+X
X
+
10716 % %
1 2 3 4 5 6 7 8 9

n

€Erel

10*

10+

0.017

10—5 L

1078

10-11 L

h=10
R
os §g & 85§
Dmilii
g
.
-
1 2 3456 7 8 9

n

1] 1] 1]
(=2} = [SS]

11
0

z z =z Z z Z 'z z Z Z
N T (R TR
€ = & = o o

Figura 5.3: Error relativo de las resonancias del sistema de Eckart determinadas por el método de la

forma normal (calculado como €45 = |E ﬁ,N )_E w|/1Ey|) paralos valores de N y i indicados.
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Estos resultados coinciden con los obtenidos por Waalkens et al. en su estudio, aunque ellos se li-
mitan a trabajar con el menor de los valores de 7 aqui discutidos. Al usar 7 = 1,0, la situacién parece
no verse afectada en gran medida para las primeras resonancias estudiadas (n = 1,2, 3), donde los erro-
res relativos demuestran ser muy pequefios para N = 4. Por otro lado, las resonancias cuya parte real
se encuentra mds alejada del valor de energia H(0,0) = Ey = 1,5125 son aproximadas con una menor
precisién, que empeora conforme aumenta 7. Tanto es asi que para los mayores valores de n, las esti-
maciones con N = 10 se alejan por completo de los valores reales. No obstante, las energias calculadas
con N =4, si bien también empeoran con #n, se mantienen relativamente préximas a los valores exactos
para todas las resonancias estudiadas.

Las observaciones anteriores parecen indicar que, si bien al incrementar el orden de la forma normal
se obtiene una mejor representacién del simbolo original H® en un entorno de z, el entorno donde
esta representacion es valida decrece en tamafio con N, dando lugar a peores estimaciones para las re-
sonancias més alejadas de la energia Ey del punto critico. Si bien esto podria imposibilitar la obtencién
de resultados tan precisos como se quiera para las resonancias con altos nlimeros cudnticos, lo cierto es
que el comportamiento de las energias calculadas en funcién de N posee un punto a favor. Al comparar
los valores obtenidos con diferentes 6rdendes de la forma normal, es posible establecer hasta qué valor
de n son confiables los resultados en funcién de cudnto se aleja cada determinacién. Cuando las reso-
nancias para distintos N se tornen distantes, probablemente aquellas determinadas con un N pequefo
sean las més confiables, tal y como se pudo ver en el sistema con 7 = 1,0.
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Figura 5.4: Error absoluto para las primeras 4 resonancias del sistema de Eckart determinadas por el
meétodo de la forma normal en funcién de 7 € (0, 1] y para los valores de N indicados.

Para finalizar el andlisis sobre este primer sistema, pasamos a analizar los errores absolutos obteni-
dos sobre las primeras cuatro resonancias como funciones en 7 € (0, 1]. Mdas precisamente, se tomaron
200 puntos equiespaciados en el intervalo indicado y se graficaron los errores cometidos para cada 7i en
la grilla. Los resultados se hallan en la figura 5.4. Las curvas de las primeras tres resonancias muestran
c6mo éstas son consistentemente mejor aproximadas por 6rdenes mayores de la forma normal en to-
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do el intervalo, llegando a exhibir valores muy pequeiios para los valores mds grandes de N (de hecho,
pueden observarse rdpidas y aparentemente aleatorias variaciones del error cuando 7 — 0 y N sufi-
cientemente grande, posiblemente asociadas al error numérico del sistema de punto flotante de doble
precisién). Al contrario, las curvas de error de la resonancia con n = 3 presentan un cruce en alrededor
de 7 = 0,80, punto a partir del cual parece ser la forma normal de orden 4 la que mejor la aproxima,
como se habia notado en la figura 5.3 para el sistema con 7 = 1,0.

5.2.2 Sistema de Eckart-Morse (d = 2)

El siguiente modelo combina una barrera de Eckart en la primera dimension espacial y un potencial
de Morse en la segunda. El potencial resultante se escribe

Vg1, g2) = VE(q1) + VMm(go), (5.11)
donde Vg estd dado por (5.4) y
Vi(G2) = De(e™2M%2 — 3¢~ M) (5.12)

para ciertos parametros positivos ay; y D.. Las curvas de nivel de V (figura 5.5) permiten identificar la
presencia de un punto de ensilladura en (g1, g2) = (0,0). Pero para aplicar nuestro algoritmo el punto
de ensilladura buscado debe pertenecer al simbolo principal del sistema y no exclusivamente al poten-
cial. El operador Hamiltoniano en este caso no solo incluird una parte cinética en cada coordenada de
momento sino que ademads incorporard un término de acoplamiento en estas variables:

h2(02 62) V — el 02

H=0p,(H)=——— +—|+V - , (5.13)
P 2m\og? " aq3 0102
su simbolo (y simbolo principal) es
1
H(q,p) = %(pf+p§)+V(q1,qz)+empz. (5.14)
Vv

q1

Figura 5.5: Curvas de nivel para el potencial V' y su polinomio de Taylor de orden 14 en proximidades
del punto de ensilladura q, = (0,0) para el sistema de Eckart-Morse.
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El pardmetro e modula la fuerza del acoplamiento entre p; y p, v, de ser adecuadamente elegido jun-
to con el resto de los pardmetros de los potenciales de Eckart y de Morse, zy = (0,0,0,0) se convierte en
un punto de ensilladura de H con los requerimientos adecuados. En efecto, Waalkens y colaboradores
hallaron las relaciones

0 0 4 €

5 | o 0 e +
JV? H(zo) = mi2 o o ol (5.15)

0 -mwij, 0 0

donde Ag = (B2 - A%)/V8ma?B3 y wp = apv/ (2D,)/ m. El conjunto de autovalores de (5.15) estd com-
puesto por las cantidades

1
A= 5\/2;L%—2w§4+2\/w;{4 +2A505, +4AE —dem? AL 03, (5.16)
. 1 2 2 4 2 2 4 292 ,2
zw:zé ZwM—Z/lE+2\/wM+ZAEwM+4/1E—4€m /leM, (5.17)

Cuadro 5.2: Coeficientes no nulos del simbolo HS\?) (;%,8) = Xojra+p<1s (a,ﬁ,jhfxafﬁ de la forma nor-
mal de orden 14 para el sistema de Eckart-Morse.

a ax j Ca g ap ax j Clap, i
0 0 0 0.512500000000000000 7 0 0 -0.000025455984830072
0 1 0 11.398960687353887300 0 0 2 0.125449608038641160
0 2 0 0.502213521058803100 0 1 2 -i0.002154732890856603
0 3 0 -i0.002237031129848919 0 2 2 0.007186254008566914
0 4 0 0.002732350157897401 0 3 2 10.011444002353995637
0 5 0 10.001836329386790768 0 4 2 -0.010193064879647442
0 6 0 -0.000799907385509869 0 5 2 -i10.003162799307953936
0 7 0 -i0.000092783728206209 1 0 2 -0.014142331760119444
1 0 0 0.754753936565859000 1 1 2 -i0.011172831518206236
1 1 0 -i0.001065319634986617 1 2 2 0.011718284130547943
1 2 0 -0.013717963053750237 1 3 2 -10.015455373893322875
1 3 0 -i0.011273157211934740 1 4 2 0.059778849516186870
1 4 0 0.003334954065262622 2 0 2 0.000318492327523524
1 5 0 -i0.002908106887665977 2 1 2 10.000302145176622767
1 6 0 0.005082521635290571 2 2 2 -0.023154218767241996
2 0 0 0.123785339782524140 2 3 2 -10.053790878866624480
2 1 0 10.008176183587983206 3 0 2 -0.000782323582246834
2 2 0 -0.007789574828129448 3 1 2 10.006111505690930330
2 3 0 10.001688243381394117 3 2 2 -0.009005139844323280
2 4 0 -0.008434408781176080 4 0 2 0.001067366142326519
2 5 0 -i0.007873298158447721 4 1 2 -i0.001500852912254538
3 0 0 0.000021351350001986 5 0 2 -0.000692498126881487
3 1 0 10.001167305695975072 0 0 4 0.000687695639095682
3 2 0 0.003423967215023767 0 1 4 10.004314246915338577
3 3 0 10.005779606478594638 0 2 4 -0.013124820533504401
3 4 0 -0.002042018069548185 0 3 4 -i0.012952941678119778
4 0 0 0.000388266134708618 1 0 4 0.000106782020240788
4 1 0 -i0.000985595001405539 1 1 4  -70.004983428872465390
4 2 0 0.000935102344492161 1 2 4 0.072975616316464210
4 3 0 -i0.001817593024507989 2 0 4 -0.000234954111357530
5 0 0 -0.000214239042470017 2 1 4  -70.023434491171617777
5 1 0 710.000129704696709186 3 0 4 -70.002441481146781263
5 2 0 -0.000886178933801309 0 0 6 -0.000348992768610374
6 0 0 0.000080044017677132 0 1 6 -i10.003774700593597080
6 1 0 10.000070221901140803 1 0 6 0.002063858011076938
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asi como sus opuestos aditivos —1 y —iw. De aqui en més trabajaremos con el conjunto de pardmetros
ay = De =1, € = 0,3 y utilizaremos los mismos valores que los usados para el sistema de un grado de
libertad para el resto de las cantidades introducidas. Con estas elecciones, se tiene A = 0,755 y w = 1,399,
lo que nos da via libre para aplicar el algoritmo de la forma normal.

En este caso, se realiz6 el computo hasta orden N = 14 de los coeficientes requeridos, que se com-
parten en el cuadro 5.2. Los coeficientes de los términos de orden < 10 coinciden en al menos 14 cifras

decimales con los dados a conocer en el trabajo de referencia.
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Figura 5.6: Resonancias del sistema de Eckart-Morse calculadas mediante la forma normal de orden
N =4,6 (izquierda) y N = 10, 14 (derecha) vs resonancias obtenidas del método de CS (a = 1,2) para los

valores de 71 = 0,1 (arriba) y 2 = 1,0 (abajo).

Por desgracia, no se cuenta con una expresion exacta de las energias de resonancia para este nuevo
sistema, por lo que en vez debe recurrirse a un método alternativo de computo como lo es el método de
rotacién compleja o complex scaling (CS). Con el fin de no entorpecer el desarrollo de esta exposicion, la
fundamentacién de esta técnica asi como los detalles de su aplicacion sobre el sistema de Eckart-Morse
se resumen en el Apéndice Al. A grandes rasgos, el método de CS se basa en efectuar una rotacién de
alguna de las coordenadas espaciales (en este caso, ;) en un dngulo a sobre el plano complejo, subs-
tituyéndose g, por e/®q; en la definicién del operador Hamiltoniano (5.13). En general, el operador
“rotado" ya no tendra la propiedad hermitica del operador H original, pero (de elegirse bien el 4ngu-
lo a), las resonancias del sistema original estardn dadas por los autovalores del nuevo Hamiltoniano
expandido en alguna base apropiada.

Usando un dngulo de a = 1,2 yreplicando el resto de las condiciones usadas por Waalkens et al. para
dar con las resonancias “numéricamente exactas" (de acuerdo con ellos) al emplear CS, se dan a conocer
las resonancias determinadas para el sistema en cuestién con este tltimo método y con el algoritmo de
la forma normal usando algunos valores de N (ver figura 5.6). Como en la subseccién anterior, elegimos
estudiar los casos /i = 0,1 y 7 = 1,0. Cuando 7 = 0,1, la similitud entre las energias encontradas es nota-
ble entre ambos métodos casi sin importar el valor de N. Esto mismo puede comprobarse al verificar los

errores relativos para un conjunto selecto de resonancias en la figura 5.7. Tal y como en el ejemplo an-
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terior, para 7 suficientemente pequeno aumentar el orden N del cémputo parece en general aumentar
la precisién de las energias de resonancia. Esto se cumple con la excepcién del valor N = 14, que provee
resultados levemente peores a los obtenidos con N = 12 en la mayoria de los casos.

Cuando se aumenta el valor de 7, lo cierto es que ya no es posible confiar demasiado en los valores
de las resonancias obtenidas por CS debido a los problemas descritos en el Apéndice A.1 y relaciona-
dos con la incompletitud de la base empleada en este caso. Esto resulta evidente al verificar que solo
algunas de las resonancias del sistema parecen ser identificadas por este método, mientras que al usar
la forma normal de orden N = 4 aparecen muchas otras energias. Mds aun, si se observa la figura 5.8
se puede comprobar que elecciones muy préximas para el &ngulo de rotacién a dan lugar a diferencias
apreciables en las resonancias encontradas. Més alld de estos inconvenientes, los valores de energia més
préximos ala energia del punto de ensilladura Ey = 0,5125 muestran un buen grado de coincidencia tan-
to entre las energias halladas por los dos métodos en comparacién como entre las correspondientes a
diferentes 6rdenes N.

h=0.1
O =
0.100 o o g O N=2
5 o - - N=4
0.001
N=6
-5
E_, 10 . S \. " N=g
-7 " v mil'( \./ i
10 By iV e vV N=10
LIV ; [ ] ® PY
100y ¢ e N=12
10-11 = N=14

(0,‘0)(1,‘0)(0,‘ 1 )(1:1)(2:0)(0?)(2:1)( 1:2)
n

Figura 5.7: Error relativo de las resonancias del sistema de Eckart-Morse determinadas por el método de
la forma normal para 7 = 0,1 (se toma como valor exacto a las energias calculadas con CS).
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Figura 5.8: Autovalores del Hamiltoniano A% perteneciente al sistema de Eckart-Morse calculados con
distintos valores del dngulo de rotacion a.

El hecho que la técnica de CS presentara serios problemas de precision en el caso 7 = 1,0 no permite
sacar conclusiones cuantitativas acerca del desempefio del método de la forma normal, pero lo que si
resulta claro y estd en linea con las observaciones hechas para el sistema de Eckart es que, para 7 sufi-
cientemente grande, mayores 6rdenes de la forma normal proveen una mayor precisién sobre el cdlculo
de las primeras resonancias, pero las predicciones empeoran notablemente al aumentar los nlimeros
cuénticos asociados. Sin ir mads lejos, las resonancias de la figura 5.6 cuando 7 = 1,0 y alejadas de Ey
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toman valores aparentemente aleatorios y crecen de forma desproporcionada para los 6rdenes N = 10
y N =14.

5.2.3 Sistema de Eckart-Morse-Morse (d = 3)

Para finalizar con estos primeros tres ejemplos de aplicacién, introducimos un udltimo sistema con
d = 3 grados de libertad y obtenido sumando atin otro potencial de Morse en la nueva coordenada g3 y
modificando levemente la condicién de acoplamiento cinético. El potencial serd ahora

V(@) = VE(q1) + Vm,2(q2) + VM 3(q3), (5.18)

donde Vg es el potencial de Eckart (5.4) y V2, Vi3 son potenciales de Morse como (5.11), con para-
metros aps ¥ De k., k=1,2. El simbolo del sistema estard dado por

1
H(q,p) = %(pf +p5+p3) +V(qQ) +e(prp2+ p1p2+ p2p3), (5.19)

cuya cuantizacion de Weyl es

—_— + —_—
0q1 0q» 0qs

n? ( 02 02 02 )+ B 2( 82 02 02 ) (5.20)

Op, (H) = —— + +
P 2m 0q192  0q1G2  0q2q3

Noétese que ahora los momentos conjugados estdn todos acoplados de a pares. Dado que los ejem-
plos anteriores fueron desarrollados en detalle, a continuacién procederemos con mayor ligereza. La
matriz que resulta de la linearizacién del campo Hamiltoniano alrededor de z; = 0 es

0 0 0 Loe ¢
0 0 0 e + €
V2H(zo) = | ° 0 0 e ey (5.21)
2= maz o 0 0 0 o '
0 -mof,, 0 0 0 0
0 0 -mwi,, 0 0 0

donde los coeficientes A y wyy ;. se definen como en el ejemplo anterior. Para el conjunto de para-
metros: a=1, A= %, B =5 Der=1, De3 = % y amp = ap3 = m = 1, los autovalores de (5.21) son
+A=+0,735, tiwp = £1,267i y +iws = +£1,823i.

Taylor O10

[ Ep+0.1 0 Ep+0.1
£ Ep+0.001 £ Ep+0.001
o Ey-0.1 O Ep—0.1

Figura 5.9: Superficies de nivel para el potencial V y su polinomio de Taylor de orden 10 en proximidades
del punto de ensilladura q, = (0,0, 0) para el sistema de Eckart-Morse-Morse.

Al igual que en los ejemplos anteriores, la obtencién del polinomio de Taylor (hasta orden N = 10)
del simbolo H® fue lograda con Mathematica (cédigo B.4). Los coeficientes de esta funcién fueron
luego importados a un cédigo escrito en FORTRAN 90 (cédigo B.5) que se encargé de llevar a cabo el
procedimiento iterativo para 3 < n < 10. Los resultados finales se resumen en el cuadro 5.3. La méaxima
desviacién identificada para con los coeficientes del trabajo de referencia se halla en la cifra decimal
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nimero 12. Sin embargo, la mayoria de los coeficientes coincide en al menos las primeras 14 cifras
decimales.

La figura 5.10 muestra las resonancias obtenidas usando N =4 y N = 10 para los valores de 77 = 0,1
y 1 =1,0. Como en el caso del sistema de Eckart-Morse, se espera que las energias halladas con CS sean
precisas para el primer valor de 7, pero no para 7 = 1,0 debido nuevamente a inconvenientes en la base
(ver Apéndice A.1). Usando 7 = 0,1, la precisién del método de la forma normal es notable, observando-
se un aumento progresivo de ésta al incrementar N (figura 5.11), coincidiendo con lo observado en el
articulo de Waalkens et al. [1]. Cuando 7 = 1,0, en cambio, solo las resonancias con ntimeros cuanticos
pequeiios muestran cierto grado de coincidencia entre ambos métodos y entre distintos valores para el
orden de la forma normal N.

Cuadro 5.3: Coeficientes no nulos del simbolo H}g\?) (;%,8) = Xojra+p<10 (a,ﬁ,jhfxafﬁ de la forma nor-

mal de orden 10 para el sistema de Eckart-Morse-Morse.

a; ax as C(a,ﬁ,j) ay a2 as ((‘l)ﬁvf)
-0.9875000000000000 10.0048863394388843
i1.8225179360367392 -0.0086962779629459

0.3938327306181030 -10.0110600279510608
-10.0630779497207736 -0.0015212493673869
-0.0227792831705169 i0.0215582005426971
-10.0354371581039633 -10.0040899925057296
i1.2672904449679900 0.0005520368044985
0.9095827763144330 10.0021542426853245
10.8517865344138871 -0.0006276856055561
-0.3828130752684240 10.0005321555903478
-11.0987305187693164 0.0032811356647194
0.1730964361250776 0.0000261787200391
-11.4302988634496452 0.0004590553901430
-0.8523479536918128 -10.0002847953937584
-116.3464151130109560 -10.0003372769686529
10.2437149591993559 -0.0002103760321408
0.3109865153837211 0.2666648694464848
i25.2619864043968430 -10.0850823148386840
0.0061378650495123 0.1527837337694428

-13.5643328054286270
-10.0718981622670886

i3.1121911953990367
i0.0666281058737618

0.7349552361081481 -4.1513285936087300
-10.0123348793428727 -179.6630249744959400
-0.0005696125185704 0.8594239878824135
-10.0056254885388546 191.7184005824430700

0.0023505773802992 -18.6123772044044600
10.0053101920756851 -0.0153439952869307
-0.0398619202503957 -10.0193851230668521

-10.0422002180443521 -0.1265196079422053

0.1658411999169337 10.0055533508623286

0.0051172624531684 2.0754438757305310
10.0358562215139801 -0.4938604475499249

0.5440090610750757 -0.0007291663047925

-10.0054854485527641 -10.0015610804974274
-0.1825083615023659 -10.0009733339495674
-0.0163215523857583 -0.0008095391632629

0.1180386783838450 -0.2658550111758406
10.0024301264503321 -17.6532754054410415
-0.0048400464508456 16.5445974763329640

(NS NI ST S T i < B e R e i e B e B e i o B o I = i o B o B = B <> B o B o B e B o B« I o B e B }
O O OO R WWNINNKHFHMFHRFMFHFOOOOOU BB WWWNINDNDDNHMFERERRMFEFOOOOORO
WN = OO HHFONMFHFOWNHFHFOR WNFHFOOFONMFOWNREFOR WNEFOOUKR WNFO
=N eoleleolBoleolBololoBoReoBoloBeoBoBReoBoBolNeoBoBReoNoBoReoNoNoloBoNeoloBoReoBo oo Bo oo oNe R Al
—_— O OO WNINNHMFMFEFMEMHEFMMHF OOODOOOOOOOU B B WWWWWwWwwNhNNdDNDDNDIDND
O O OO OONMEMEFOOO WNDNFMFMEFOOOOOHHFOONMFEMEOOO WNIN - - -
S OHOOOHHOOHFHFONMNMNHFHFOOHONMNFHFOWNMNMNFOOOH,HOOHHONMFROOROIDNRRO
R R R DN NN NNDNNDNNDNNDNNNNNNMNNNMNMNDNNNNNNDNNDNNDNDNDNNDNNO OO OOOOOOOOOOOOO |~

-10.0016668138549501 0.1003239142009878
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Figura 5.10: Resonancias del sistema de Eckart-Morse-Morse calculadas mediante la forma normal de
orden N vs resonancias obtenidas de la forma normal de orden 10 usando los coeficientes de [1]. Se

emple6 1=0,1.
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Figura 5.11: Error relativo de las resonancias del sistema de Eckart-Morse-Morse determinadas por el
meétodo de la forma normal para 7 = 0,1 (se toma como valor exacto a las energias calculadas con CS).

5.3 Barreras asimétricas en una dimension

Los tres ejemplos anteriores sirvieron varios propositos en el desarrollo de este trabajo. En primer
lugar, la simplicidad de los modelos utilizados fue aprovechada para ilustrar el procedimiento a seguir
para obtener la forma normal de los operadores H involucrados. Asimismo y, desde el punto de vista
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préctico, permitieron comprobar que los programas disefiados funcionaran correctamente al reprodu-
cir los resultados del trabajo de referencia. Por tiltimo, los resultados obtenidos mostraron que es posible
determinar con gran precisién un conjunto importante de resonancias en determinadas condiciones,
aunque esto pueda quedar a interpretacion dado que ninguno de los ejemplos estudiados involucré
pardmetros o unidades que buscaran modelar algiin sistema real.

En lo que sigue se considerard el problema de determinacién de las resonancias para un peque-
fio grupo de sistemas unidimensionales que involucran barreras de potencial asimétricas. Estos poten-
ciales fueron propuestos en un trabajo debido a los autores Friedman, Hullinger & Truhlar [28] como
modificaciones suaves de un modelo en una dimensién para describir la reaccién de intercambio O +
Dy == D + OD. En el articulo mencionado, los autores describen un método particularmente estable
para resolver la ecuacion de Schrédinger y obtener resonancias alejadas del eje real (esto es, con altos
valores absolutos para su parte imaginaria). En principio nos ocuparemos de comparar los resultados
obtenidos al utilizar tanto el método de la forma normal como CS, para luego pasar a discutir el gra-
do de coincidencia para con los resultados del articulo original. Se espera que estos sistemas permitan
corroborar la capacidad del método de la forma normal para hallar resonancias en casos reales.

5.3.1 Elmodelo

Los sistemas a estudiar parten del Hamiltoniano

n* ¢

A=———+
2u 0qg?

v, (5.22)
en una casi completa analogia con el operador (5.3) del sistema con d = 1 en la subseccién anterior. La
Unica diferencia es que ahora emplearemos un valor de p = 6526,3 m,, para el valor de la masa (redu-
cida). Los casos contemplados por Friedman et al. fueron etiquetados como A, B, ..., Z en funcién de
los potenciales V empleados para definir H, que por obvias razones llamaremos V4, V3, ..., Vz, seglin
corresponda. La mayoria de estos potenciales responden a la expresién analitica

Vleﬁl(q—ﬂh) ‘/Heﬁll(q_qn)
V(g) = S+ 5 (5.23)
(1 + eﬁl(q—qll) (1 + eﬁn(q—ém))
V=V,
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Figura 5.12: Potenciales V' y sus polinomios de Taylor de orden 14 para los casos A, Ky U.
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mientras que el resto se escribe como una combinacién lineal entre este tipo de funciones. Las canti-
dades Vx, Bx v gx X =L 1I) son pardmetros propios de cada potencial. En este trabajo nos limitaremos
a considerar los potenciales V4, Vg v Vy, que son todos de la forma (5.23) y se hallan esquematizados
en la figura 5.12. Aqui se observa c6mo el primero de los potenciales (V4) consta de una barrera doble
y completamente simétrica, mientras que en los potenciales siguientes el primer maximo se torna mas
prominente y el segundo desaparece por completo (tanto Vx como Vi poseen un tinico méximo). Los
valores de los pardmetros de cada potencial se resumen en el cuadro 5.4.

La funcién Hamiltoniana H(q, p) = p?/(2m) + V(g) cumple Opy(H) = H y posee un punto critico
zy = (q0,0) con gy = —0,517, go = —0,529y gg = —0,254 para los potenciales V,, Vx y Vs, respectivamente.
En cada uno de estos casos la matriz JV? H(zy) posee un par de autovalores +1 € R, lo que permitié
determinar la forma normal hasta el orden N = 14.

Cuadro 5.4: Valores de los parametros Vi, Vij, B1 v g1 para los potenciales Vy, Vk v V. El resto de los
pardmetros se obtienen de las relaciones f; = i1y g1 = — g1

Caso Vi[meV] Vi[meV] Pila;'l qilaol

A 598,64 598,64 3,00 -0,6
K 870,75 598,64 2,80 -0,6
U 870,75 598,64 1,70 -0,6

5.3.2 Resultados

Con el objetivo de comparar las energias obtenidas a través de la forma normal, se realizaron multi-
ples determinaciones de éstas empleando CS y variando el dngulo a en el conjunto de valores {0,1;0,2;...;1,4},
eligiéndose como valores 6ptimos a @ = 0,6 y 1,3 (para los sistemas Ay K) y @ = 0,8 (para U). Més detalles
de estos cdlculos pueden consultarse en el Apéndice A.2. Habiéndose trabajado en unidades atémicas
en todas las implementaciones, se empleé el valor 7 = 1,0. La figuras 5.13 y 5.14 muestran las energias
en el plano complejo obtenidas por ambos métodos.

V= VA V= VK
0 X X 07 XX %
N e
-50 X -50 x
X
¥ x [ X x
= —100- = —100¢ %
[} o] L
g x X g [ 9 %
B —-150 B —-150 %
g g [
— X Pt — x
-200 -200 % X
X X X
—-250- ] -250" % %
-300-200-100 O 100 200 300 -300-200-100 0 100 200 300
Re E [meV] Re E [meV]
N=4
N=6
x CS (@ =0.6)
x CS(a=1.3)

Figura 5.13: Resonancias de los sistemas A y K calculadas mediante la forma normal de orden N vs
resonancias obtenidas del método de CS usando los valores 6ptimos de a hallados en el Apéndice A2.
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Figura 5.14: Resonancias del sistema U calculadas mediante la forma normal de orden N vs resonancias
obtenidas del método de CS.

Las energias obtenidas con CS fueron especialmente seleccionadas para descartar artefactos de la
técnica y conservar tinicamente las resonancias reales de cada sistema, tal y como se describe en el
Apéndice indicado. Si bien los dos dngulos de rotacién empleados en la figura 5.13 para los potenciales
V4 v Vk permitieron hallar distintos conjuntos de resonancias, tan solo aquellas calculadas con el valor
de a = 1,3 muestra coincidencias con las propias de los primeros 6rdenes de la forma normal. Para el
potencial V7, la tinica serie de resonancias encontradas por CS es la que se exhibe en la figura 5.14 y
que también es aproximada usando N = 4 y, en menor medida, N = 6. Como observacion general se
desprende que las resonancias del método de la forma normal tienden a disminuir excesivamente en
su parte imaginaria alejdndose de las energias reales y, ademads, no todas las resonancias del sistema
pueden ser determinadas por esta técnica. Probablemente aquellas que si lo sean estén asociadas a
los maximos de las barreras de potencial donde se llevé a cabo el algoritmo mientras que las restantes
dependen del potencial en forma global.

Por otro lado, los resultados obtenidos usando el método de la forma normal aparentan ser mds
precisos conforme se consideran barreras mas uniformes. Para verificar esto se hace referencia a los
cuadros 5.5, 5.6 y 5.7 donde se comparan las energias obtenidas para cada valor de 2 < N < 14 y usan-
do CS en cada uno de los tres sistemas considerados. Claramente, las resonancias muestran un mayor
grado de concordancia para el potencial Vi, seguido por Vi y, por dltimo, V4 (que consta de una doble
barrera). Asimismo se observa que aumentar el orden de la forma normal provee mejores resultados pa-
ra las primeras resonancias pero los empeora drasticamente conforme aumenta el nimero cuantico n;.
Una vez mads, estos primeros resultados sugieren algunas limitaciones del método de la forma normal.
Todo parece indicar que esta técnica resulta menos precisa para computar resonancias de sistemas con
barreras de potencial heterogéneas y con mds de un maximo. Después de todo, este es un método local
que aplica solo en un entorno del punto critico zy y que no tiene en cuenta la forma global del potencial
(o de la funcién Hamiltoniana H).

En el articulo de Friedman, Hullinger & Truhlar [?8], los autores se ocuparon de desarrollar un mé-
todo con el cual identificaron dos resonancias por cada uno de los casos que consideraron. En el cuadro
5.8 se hallan tabuladas las energias de cada una de estas resonancias para los casos A, Ky U, que son
comparadas con las halladas por el método de la forma normal (siempre y cuando exista una energia
suficientemente préxima determinada por este tltimo) y por CS. Para los potenciales V4 y Vi, niguna de
las dos resonancias reportadas por los autores pudo ser encontrada por el método de la forma normal,
siendo que sendas energias se hallan en el conjunto de resonancias que aparecen al trabajar con @ = 0,6
con la técnica de CS (que ya vimos difieren de las encontradas por el método anterior). Las resonancias
del sistema U si fueron correctamente identificadas y, més atn, tanto el método de la forma normal co-
mo CS proveen un valor muy préximo para la energia con n; = 0y que difiere levementa de la reportada
por Friedman ef al., lo que sugeriria que ambos resultan mds precisos que la metodologia empleada en
el trabajo citado.
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Cuadro 5.5: Partes real e imaginaria de las primeras 6 resonancias E = y — ix del sistema A obtenidas
mediante el método de la forma normal y el método de CS (a = 1,3). Los valores de energia se expresan
en meV.

nn - N=2 N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14 CS
0 Y 166,95 163,02 163,02 163,72 163,72 162,74 162,74 163,39
K 22,62 22,62 23,39 23,39 22,65 22,65 24,17 23,08
1 Y 166,95 145,79 145,79 161,73 161,73 97,35 97,35 150,38
K 67,86 67,86 78,19 78,19 48,61 48,61 206,79 71,65
5 vy 166,95 111,33 111,33 213,20 213,20 -677,74 -677,74 127,96
x 113,10 113,10 157,06 157,06 -124,38 -124,38 2997,92 122,89
3 ¥ 166,95 59,64 59,64 428,99 428,99 -5373,42 -5373,42 96,84
x 158,35 158,35 276,03 276,03 -1098,59 -1098,59 25763,37 | 175,35
4 Y 166,95 -9,29 -9,29 975,43 975,43 -23611,88 -23611,88 | 56,93
x 203,59 203,59 451,16 451,16 -4180,80 -4180,80  138269,90 | 228,44
5 Y 166,95 -9544 -9544 2074,26  2074,26 -77193,53  -77193,53 8,15
x 248,83 248,83 698,49 698,49 -11664,08 -11664,08 541567,28 | 281,92

Cuadro 5.6: Partes real e imaginaria de las primeras 6 resonancias E = y — ix del sistema K obtenidas
mediante el método de la forma normal y el método de CS (a = 1,3). Los valores de energia se expresan
enmeV.

m - N=2 N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14 CS
0 v 238,90 236,06 236,06 236,13 236,13 236,12 236,12 | 236,12
K 26,61 26,61 26,76 26,76 26,73 26,73 26,73 26,74
1 Y 238,90 224,02 224,02 225,95 225,95 224,57 224,57 | 225,21
K 79,84 79,84 82,38 82,38 80,82 80,82 82,11 81,49
5 Y 238,90 199,93 199,93 212,83 212,83 190,18 190,18 | 205,32
x 133,06 133,06 144,32 144,32 128,02 128,02 161,82 138,31
3 v 23890 163,81 163,81 211,22 211,22 55,28 55,28 177,45
x 186,29 186,29 216,79 216,79 134,68 134,68 452,29 196,56
4 v 238,90 115,64 115,64 242,78 242,78 -434,28 -434,28 | 141,84
x 239,561 239,51 304,01 304,01 23,55 23,55 1774,17 | 255,66
5 ¥ 238,90 55,43 55,43 336,43 336,43 -1874,36 -1874,36 | 98,48
x 292,73 292,73 410,19 410,19 -343,67 -343,67 6593,98 | 315,32

Cuadro 5.7: Partes real e imaginaria de las primeras 6 resonancias E = y — ix del sistema U obtenidas
mediante el método de la forma normal y el método de CS (a = 0,8). Los valores de energia se expresan
en meV.

n - N=2 N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14 CS
o Y 291,92 291,57 291,57 291,62 291,62 291,64 291,64 | 291,63
x 14,35 14,35 14,21 14,21 14,21 14,21 14,22 14,22
1 Y 291,92 289,75 289,75 290,31 290,31 290,81 290,81 | 290,62
x 43,04 43,04 41,71 41,71 41,47 41,47 41,62 41,92
5 vy 291,92 286,13 286,13 288,75 288,75 293,43 293,43 | 290,58
x 71,73 71,73 66,45 66,45 63,94 63,94 63,95 68,74
3 ¥ 291,92 280,69 280,69 289,04 289,04 314,68 314,68 | 291,97
x 100,43 100,43 86,61 86,61 74,08 74,08 67,14 97,15
4 Y 291,92 273,44 273,44 294,34 294,34 393,75 393,75 | 293,09
x 129,12 129,12 100,34 100,34 57,84 57,84 5,97 127,97
5 v 291,92 264,38 264,38 308,88 308,88 613,61 613,61 | 293,20
x 157,81 157,81 105,82 105,82 -7,99 -7,99 -238,53 | 160,85
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Cuadro 5.8: Partes real e imaginaria de las resonancias E = y — ix informadas en [28] para los tres siste-
mas contemplados. Asimismo se registran los valores préximos de energias determinadas por el méto-
do de la forma normal (cuando los halla) y mediante CS. En este tiltimo caso se emplearon los valores
a =0,6 (sistemas Ay K) y @ = 0,8 (sistema U). Los valores de energia se expresan en meV.

Caso - TFriedmanetal ny N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14 CS
A 7 182,92 ) - - - - - - 182,85
K 14,85 - - - - - - 14,87
A Y 159,96 i - - - - - - 159,86
K 1,86 - - - - - - 1,86
K Y 235,70 i - - - - - - 235,70
K 22,15 - - - - - - 22,16
K Y 200,80 ] - - - - - - 200,08
K 10,40 - - - - - - 10,39
U Y 291,64 291,57 291,57 291,62 291,62 291,64 291,64 | 291,63
K 14,23 14,35 14,21 14,21 14,21 14,21 14,22 14,22
U Y 287,95 1 289,75 289,75 290,31 290,31 290,81 290,81 | 290,62
K 40,30 43,04 41,71 41,71 41,47 41,47 41,62 41,92

5.3.3 Coeficiente de transmision para V = Vj;

Si bien el interés principal en el desarrollo de este trabajo reside en el cdlculo de resonancias cudnti-
cas, en las paginas siguientes nos apartaremos brevemente de esta temdtica para discutir otra aplicacién
interesante del método de la forma normal: el computo de coeficientes de transmisién (para sistemas
unidimensionales) asi como una generalizacidon de este concepto conocida como cumulative reaction
probability (para sistemas multidimensionales). Como caso de estudio optamos por trabajar con el po-
tencial Vi introducido anteriormente, que cumple con la propiedad lim—.+o V(q) = 0. En base a esto y
considerando la ecuacién tiempo independiente

" _ 2u
v (q)——ﬁ(VU(q)—E)w(q), (5.24)

se asume la existencia de un estado estacionario del sistema con energia E que sea solucién de (5.24) y
posea el comportamiento asintético

v ~_ Ae'kd 4 p=ika, (5.25)

—_—

w(q) ~ Fe'™, (5.26)

con A,B,FeCyk=+/(2u/h?)E. En estas condiciones se define como coeficiente de transmision T
en funcién de la energia del sistema a la cantidad T'(E) = |F/ AJ?. El coeficiente de transmisiéon puede
interpretarse como la probabilidad que una particula incidente por izquierda atraviese la barrera de
potencial V en lo que consiste el efecto ttnel [10, 29].

Usando la expresién de la forma normal para un operador unidimensional H, en [I] se describe
sintéticamente un método para la estimacién del coeficiente T que es aplicado a algunos ejemplos lo
suficientemente simples como para contar con las expresiones exactas de esta cantidad. Nuestra inten-
cion sera ahora poner a prueba este método para computar el coeficiente de transmisién del potencial
Vi y compararlo con el obtenido a través de otro método a introducir en breve. Debido a que estos en-
sayos poseen un cardcter meramente ilustrativo, se omite una justificacién detallada de los argumentos
que llevan a las expresiones siguientes y, en vez, se hace referencia al trabajo indicado.

Como se vio en el Teorema 4.1.13, la forma normal Oph(Hgg?) se corresponde localmente con un
polinomio Py : R — R evaluado en el operador I = Op,,(I), con I = gp, en el sentido de la Definicién
4.1.10. Para computar el coeficiente de transmisién del sistema descrito por Oph(Hgg?) debemos res-
tringirnos a trabajar sobre un entorno del valor de energia H(zg) = Ej (esto es, el cdlculo solo sera vélido
para energias préximas a la del punto de ensilladura donde se hayan determinados los coeficientes del
polinomio Pp). Este entorno quedard delimitado por la condicién que Py (I) = E sea invertible en €1, de
manera que sea posible determinar I(E) = P;,l (E). Luego, el coeficiente de transmision se evaliia como

T(E) = [1+e*%”“5>]_1. (5.27)
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Figura 5.15: (a) Py en funcién de la variable I = gp en proximidades del punto de ensilladura z,. Las
lineas punteadas delimitan laregiéon —3 < I/ ag < 3. (b) Coeficiente de transmisién obtenido segin (5.27)
para el sistema en estudio. La linea punteada indica el valor E = Ej.

La figura 5.15a ejemplifica el primer paso en la obtencién de T. Habiéndose esquematizado Py vs
I para 2 < N < 14, es posible delimitar la regién I /ag € [-3,3] para poder asegurar la invertibilidad de
Py para todos los valores de N estudiados. Definiendo luego los valores minimo y méaximo de energia
como Enin = méxa<n<14 PN(—3) ¥ Emax = mina<y<14 Pn(3), respectivamente, se confeccion6 una grilla
equiespaciada de 1000 puntos en el intervalo de energias [Emin, Emax] ¥ para cada uno de estos se deter-
mind la cantidad I(E) en funcién de N. Esto tltimo se llevé a cabo minimizando la cantidad |Py (I) — E|
en funcién de I empleando el método PrincipalAxis implementado en Mathematica y con valores de
50 cifras decimales para la precision y exactitud del célculo.

Una vez obtenida la funcién I(E) en el intervalo de energias elegido, el coeficiente de transmisién
se calcul6 usando (5.27), cuyo gréfico se exhibe en la figura 5.15b. Aqui se observa la cldsica forma sig-
moide de T para potenciales tipo barrera, tendiendo a un valor de 0 para energias E <« Ej (transmisiéon
nula) y de 1 para energias E > Ej (transmisién completa con reflexién inexistente). Més alla de esto, los
resultados para distintos valores de N son indistinguibles a simple vista.

Para comparar las curvas de T vs E se emple6 un enfoque practico y directo basado en la resoluciéon
de ecuaciones ordinarias mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) y comentado en la
web [30]. Por comodidad, es conveniente considerar el potencial V(q) := Viy(q + L), para cierto pardme-
tro L > 0 a determinar. Para hallar L, vamos a suponer que las soluciones v de la ecuacién (5.24) son de
la forma

Ae'*d 4 pmikd g (—00,—1),
w(q) =1 Yolq), qel-L, 1], (5.28)
Fe'kd, q € (L,00),

que consiste en una hipétesis algo més exigente que las expuestas anteriormente en (5.25) y (5.26). Cla-
ramente, el valor de L debe ser lo suficientemente grande como para que V(£ L) se halle muy préximo a
ceroy el sistema pueda considerarse como libre de interacciones a partir de estos puntos. En el ejemplo
considerado, se emple6 un valor de L = 15, con lo cual se comprobé que |Vy(£L)| < 10712,
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Figura 5.16: Diferencias en valor absoluto para los coeficientes de transmisién determinados mediante
la correspondiente forma normal (Try) y utilizando RK4 (Tgrk4) con la cantidad de pasos k indicada en
cada caso.

El coeficiente T asociado a la barrera Vi; es idéntico al del potencial V introducido antes, por lo que
continuamos el procedimiento sobre este tltimo. Asi, las soluciones que consideramos responden a la
expresion

Atk gmikd g€ (—00,0),
¥(q) =1 ¥o(q), q€10,2L], (5.29)
Feikd, q € (2L,00),

y son soluciones de (5.24) reemplazando Vy por V. Para poder determinar T es necesario obtener la
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relacién |F/ A| entre los coeficientes de (5.29). De hecho, es suficiente considerar el caso particular F=1,
pues los parametros Ay F dependen proporcionalmente uno del otro [10]. Por continuidad, tenemos
que ¥(2L) = Fe?ikl — g2ikL yy'(2L) = ike* L Por otro lado, notando que

7(0)=A+B, (5.30)
¥'(0) = ik(A+B), (5.31)
y despejando A se deducen las igualdades

(B = Fiz2 1112 4
(E)= ‘A‘ N ‘A‘  g(0) - i (0) /A2

La nueva expresion encontrada para 7 indica que, para evaluarlo, tan solo es necesario conocer el
valor de 1 y el de su derivada primera en el punto g = 0. Ahora bien, estos dos valores pueden obtenerse
resolviendo la ecuacion de Schrodinger para V desde g = 2L hasta g = 0y con las condiciones iniciales
W(2L) = e*'*L ' (2L) = i ke?'*L. Si se utiliza el método de RK4, el error global resulta ser de orden & (k™)
[31], donde k es el niimero de pasos de discretizacién utilizados. Luego, es esperable que el error co-
metido al determinar el coeficiente de transmisién a partir de este método disminuya drésticamente al
incrementar el valor de k, aunque atin asi debe tenerse en cuenta que también existird un error asociado
al hecho de haber asumido Vi =0 en (—oo,—L) U (L, 00).

La figura 5.16 contiene las diferencias entre los valores de T calculados por los dos métodos consi-
derados para N =2, 8 y 14. En el caso de RK4, se trabaj6 con valores crecientes de k hasta lograr que la
diferencia entre ambas determinaciones fuera relativamente indiferente a estos incrementos. Para el va-
lor més pequerio considerado de k = 103 pasos de integracién se observa como la cantidad | Trgs — TeN|
aumenta notablemente para energias E > Ey, lo que es un signo de que el valor de k no es lo suficiente-
mente grande. Esto ocurre dado que al aumentar la energia de las funciones de onda, éstas adquieren
un periodo de oscilacién cada vez menor, lo que hace obligatorio incrementar la cantidad de pasos de
RK4 para lograr una precisién similar a la obtenida para energias mas bajas. Al pasar de k = 10* a k = 10°
existen diferencias casi imperceptibles, llegando a presenciarse una leve mejora en el nivel de concor-
dancia entre ambos métodos para energias muy grandes. En estos tltimos dos casos la coincidencia es
notablemente buena en todo el intervalo de energias considerado y se aprecia cémo aumentar el orden
de la forma normal lleva a mejorar atin mads la curva de T en funcién de E.

Habiendo ilustrado la obtencion del coeficiente T en términos de la forma normal de orden N, po-
dria interpretarse que aun asi el método basado en RK4 es mucho més simple y directo de implementar,
pero probablemente las bondades de la forma normal sean mds evidentes al trabajar con sistemas de
mayor dimensionalidad donde la determinacién de la matriz de transicién y la denominada cumulative
reaction probability (que generalizan al concepto de coeficiente de transmisién cuando d = 1) resulta
una tarea considerablemente mas compleja [1, 32].

(5.32)

5.4 Estados de transicion en moléculas triatomicas

Los ultimos sistemas a considerar estdn asociados a la formacién de complejos activados en reac-
ciones quimicas que involucran 3 4tomos. Estos complejos activados constan de puntos especificos del
espacio de configuraciones con una energia potencial particularmente baja y que facilita el pasaje de
reactivos a productos y viceversa a través de una coordenada o camino de reaccién preferenciado. La
férmula para el Hamiltoniano de un conjunto de tres 4&tomos suele expresarse en términos de las coor-
denadas de Jacobi (7, R,y). Si denotamos por A, B y C a cada una de las masas puntuales que conforman
el sistema, entonces r denotard la distancia entre A y B, R seré la distancia entre C y el centro de masa
de Ay B, y vy sera el angulo entre C y A visto desde el centro de masa de A y B. Con estas definiciones,
el sistema a estudiar presenta un total de 3 grados de libertad y su Hamiltoniano se escribe (asumiendo
momento angular nulo) [33]

H=-

n? a(rza) n? a(zi)_hz(l 1)1 d

0
(2= — —|—+ — | ——|siny— |+ V(r,R, ). 5.33
2ur2or\’ ar) 2mR20R\ OR/) 2 \ur? TR siny oy (smyay) FVILRY) (5.33)

En lo anterior, u = (mamg)/(ma + mp) es la masa reducida del sistema A + B mientras que m = ((ma +
mgp)mgc)/(ma + mp + mc) es la masa reducida de todo el sistema. El operador (5.33) puede obtenerse
como la cuantizacion de [34]

2 2 2
_Pr PR Py 1
HRY.prapropy) = 50+ 04 = (ur2 t—z |+ VLR Y. (5.34)
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Encontrar las resonancias de un sistema como el presentado es, en general, un problema mucho
mads complejo que los hasta ahora considerados por el solo hecho que los potenciales V(r,R,y) cons-
truidos para describir el paisaje de energia potencial de moléculas o sistemas triatbmicos pueden ser
extremadamente complicados en términos analiticos. Por esta razén, resulta interesante verificar si el
método de la forma normal tiene la capacidad de afrontar este tipo de problemas para algunas eleccio-
nes particulares de V.

El primer sistema a considerar consta de la isomerizacién de la molécula lineal HCN (cianuro de hi-
drégeno) para dar lugar al isémero CNH, mientras que los dos sistemas restantes involucran la reaccién
de intercambio de hidrégeno H? + H'X == H' + H?X, donde H' denota un d4tomo de hidrégeno (i = 1,2)
y X puede ser un d&tomo de F (fltor) o CI (cloro).

5.4.1 HCN == CNH

Como se coment6 en parrafos anteriores, la molécula de HCN posee una conformacién lineal cuan-
do se halla en equilibrio, sin embargo ésta puede deformarse hasta el punto en que el 4&tomo de hidré-
geno pasa de un extremo a otro de la molécula, formandose el isémero estructural CNH. Este proceso ha
sido ampliamente estudiado en quimica-fisica y, de hecho, Waalkens y Wiggins lo han empleado como
ejemplo para aplicar su teorfa de la forma normal clésica [34] (que no ha sido discutida en este traba-
jo). No obstante, en ese entonces no realizaron ningtin estudio concerniente con las resonancias del
sistema, lo que nos proponemos a continuacidn. Al igual que estos autores, nos valemos del potencial
construido por Murrel, Carter & Halonen [35] en su trabajo publicado en 1982. Si bien la superficie de
energia potencial dada a conocer en este articulo data de hace casi cuatro décadas, sevird auin asi para
poner a prueba el método de la forma normal en un ejemplo con un grado de complejidad mayor a los
anteriores.

La funcién V se escribe en este caso como una suma de términos de dos y tres cuerpos que dependen
de las distancias internucleares rcy, rcN V 'NH:

V(rch, ren, 'Na) = VC(%\}(TCN) + VC(?{)(FCH) + Vl\(IZP)I(rNH) + VO (ren, ron, i) (5.35)

Los términos de dos cuerpos responden a la forma funcional
VP (r) = =De(1+ a1p + azp* + azp e * (5.36)
i e 10 20 3p")e ) .

donde p = r—r.yi = CN,CH, NH. Estos términos dependen del conjunto de pardmetros independientes
D¢, a1, ay, a3 y 1. propios de cada par de atomos. El término de tres cuerpos posee la férmula

3 :0:
V(B)(rCH;rCNerH) = [H 1—tanh(%)] VIO(I +ZC,‘S,‘ +ZC,‘]‘S,‘S]' + Z CiijiSjSk+...). (5.37)
i=1 i 0 ik

Esta funcién estd escrita en términos de las variables p1 = rcy — 17, p2 = rcH — 15, P3 = I'cH — r§ y
S) = 0,4436p; +0,6091p, +0,6575p3,

Sy = —0,8941,01 + 0,2498[)2 + 0,3718[)3,
S3 = 0,0622p1 - 0,7527p2 +0,6554p3.

La funci6n (5.37) depende del conjunto de pardmetros V7, 1y, ¥i, Ci, Cij, Cijk, etc. En total, V depende
de 57 pardmetros, en un claro contraste con los sistemas mds simples de subsecciones anteriores. Mi-
nimizando numéricamente la norma del gradiente de V a través del método PrincipalAxis implemen-
tado en Mathematica, se encontr6 que este potencial posee dos puntos de ensilladura en (ry, Ro,yg) ~
(2,25 ayp; 2,15 ay; +68,87), que son totalmente simétricos y dan lugar a un conjunto de autovalores de la
matriz JV? H (zg) (con zg = (ro,RO,yg,O,O,O)) que cumple con las condiciones necesarias para aplicar el
algoritmo de la forma normal (para definir las coordenadas de Jacobi, identificamos a los elementos C,
N y H con las letras A, By C, en este orden, usadas en la definiciéon de dichas variables). N6tese que el
contar con dos puntos de ensilladura con el mismo valor de energia va en contra de las hipétesis del
Teorema 4.2.5, por lo que en principio éste no aplica para asegurar la validez de las resonancias deter-
minadas.

Como en el sistema con d = 3 grados de libertad de la subseccién 5.2.3, la determinacién del simbolo
H®@ sobre los puntos z* fue llevada a cabo en Mathematica. No obstante, debido al costo computacio-
nal involucrado, el célculo de los coeficientes de su forma normal fue realizado con el programa Maple.
Al igual que antes, el resto del algoritmo fue completado en la implementacién en FORTRAN 90.
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HCN 5 CNIT_
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Figura 5.17: Curvas de nivel del potencial V(r, R,y) para la reaccion de la leyenda en las proximidades
del punto de ensilladura z; con R = Ry fijo. La energia se halla expresada en hartrees.

5.4.2 H?2 + HX=—H! + HXX

Pasamos a considerar las reacciones de intercambio de hidr6geno en donde una molécula diatémica
H'X sufre la pérdida del hidrégeno original H! que es intercambiado por un segundo hidrégeno H?. Se
sabe que esta reaccién para X=F y X=Cl posee un estado de transicién (punto de ensilladura en su
superficie de energia potencial) en cuya configuracién todos los 4&tomos del sistema se hallan sobre un
mismo eje. Para estudiar este sistema, se utilizaran las superficies de Stark & Werner [36] y Bian & Werner
[37], para las reacciones con F y Cl, respectivamente.

La superficie de Stark & Werner fue ajustada empleando términos de 1, 2 y 3 cuerpos:

1 2
Vi ) =y, ViV Y VA (R) + VO (reg,p, i,y » Ti,p). (5.38)
i=H;,F,H, i=H;F,H1Hp, HoF

Los términos de 1 cuerpo son las energias de cada dtomo, por lo que Vl.(l) € R. Los términos diat6-

micos Vl.(Z) con i = H'F,H'H?,HF responden a la férmula (5.36) mds un pardmetro constante a, que
utilizan los autores para lograr que el potencial V tome el valor 0 en la asintota que corresponde a las
especies F + H,. Por tltimo,

9 .
3 ' k
VO (ruyp, remy, TH,E) = ) di, kP, FP1L, 1, Ph> (5.39)
i,7,k

donde se definieron las variables auxiliares p; := r;e~% "7, para i = H'F,H!H2, H2F. En total, el po-
tencial de Stark & Werner contiene 108 pardmetros independientes. Ademds del punto de ensilladura
asociado al complejo activado de la reaccién (de intercambio) H? + HIF =— H! + H?F, la superficie
(5.38) posee otros dos puntos de las mismas caracteristicas que se interpretan como las barreras de ac-
tivacion en conformacioén lineal y no lineal para la reaccién (de abstraccién) F + H, == H + HF. Todos
los puntos de ensilladura fueron determinados con el mismo esquema que el discutido para la reaccién
HCN == CNH. Se hall6 que en las barreras de la reaccién de abstraccién el potencial V toma los va-
lores de = 3,06 x 1073 E;, (lineal) y = 2,44 x 1073 E;, (no lineal), considerablemente menores al valor de
~ 1,56 x 1072 E}, para la barrera de intercambio.

El potencial construido por Bian & Werner para la reaccién H2 + H'Cl == H! + H2Cl consta de una
forma funcional muy similar a la reaccién analoga con fldor y que emplea un total de 283 parametros
independientes, por lo que se urge al lector interesado a consultar la bibliografia citada. Este posee dos
puntos de ensilladura: uno asociado a la reaccién de intercambio (V = —0,14 E;) y otro a la de abs-
traccién (V = —0,16 Ej,). Ambos potenciales se reescribieron en términos de las coordenadas de Jacobi
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usando A = X, B = H' yC = H?, con X=F, Cl, segtin corresponda. Luego, se determing el simbolo de la for-
ma normal de orden N = 10 del operador (5.34) siguiendo el mismo esquema que para la isomerizacién
de la molécula de HCN sobre el punto correspondiente a la barrera de intercambio de hidrégeno.

H?> + H'F s H' + H?F
4.0

0.687

3.5-

3.0

Y, F

25

2.0

15 20 25 30 35 40
rHlF
H? + H'Cl s H' + H*Cl

.09 0.040

r'r, Cl

Figura 5.18: Curvas de nivel del potencial V para las reacciones indicadas en las proximidades del res-
pectivo punto de ensilladura z,. En este caso se toman como coordenadas las distancias interatémicas
rap y se restringen los aductos HXH? a su conformacion lineal (ryy1 2 = iy + rigzx)- Los valores de
energia se hallan expresados en hartrees.

5.4.3 Resultados

Usando las expresiones halladas para el simbolo HS\?) en cada caso, se determinaron las resonancias

de los sistemas considerados para un grupo selecto de ntimeros cudnticos n = (ny, nz, n3). Las energias
halladas se encuentran tabuladas en los cuadros 5.9 (sistema HCN), 5.10 (H2F) y5.11 (H2Cl), que ademas
contienen los respectivos valores de Ey = H(()O) en sus leyendas a modo de guia. Estas primeras resonan-
cias de los sistemas HCN y HoF muestran un patrén esperable, con energias cuya parte real se halla muy
préxima al valor de energia de la barrera de potencial donde se centré el computo de la forma normal
y, al aumentar el orden N, el valor obtenido parece converger. Por el contrario, las resonancias del sis-
tema H,Cl poseen partes reales muy alejadas de Ey y divergen rdpidamente con N, llegando a adquirir
valores positivos para su parte imaginaria (por lo que ni siquiera deberian considerarse resonancias pro-
piamente dichas). Se desconoce el motivo por el cual el método no haya sido capaz de dar una buena
estimacién para las resonancias en este tltimo caso, siendo que inclusive las energias correspondientes
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a la forma normal de orden N = 4 (que en casos previos siempre dio lugar a resultados relativamente
precisos aiin para nimeros cudnticos altos) muestran una rdpida divergencia en sus valores.

Cuadro 5.9: Partes real e imaginaria de algunas de las resonancias E = y — ik calculadas mediante el
método de la forma normal para el sistema triatomico HCN en el punto z{. Los valores de energia se

expresan en hartrees. Ey = —0,444031 Ej,.

ny ny ns - N=2 N=14 N=6 N=38 N=10
0 0 0 vy  —0,432561 -0,432646 —0,432643 —-0,432643 —-0,432643
x  0,000050524 0,0000491851 0,0000483013  0,000048362  0,0000483814
0 0 1 Y -0,422894 -0,423104 -0,423071 —-0,423074 -0,423074
x  0,000050524 0,0000477639  0,000046429  0,0000474743 0,0000467648
0 1 0 vy  —0,419288 -0,419718 -0,419701 —-0,419699 —-0,419699
x  0,000050524 0,0000479286 0,0000445111 0,0000439768 0,0000438881
1 0 0 Y —-0,432561 —-0,432646 —0,432643 —-0,432644 -0,432644
x 0,000151572  0,000147555 0,000144904 0,000145085 0,000145216
0 1 1 Y —-0,409621 -0,410146 —-0,40998 —-0,409976 —-0,409988
x  0,000050524 0,0000465074 0,0000434986 0,0000482475 0,0000484723
1 1 0 Y -0,419288 -0,419718 -0,419701 -0,4197 -0,4197
x 0,000151572  0,000143786 0,000133533 0,000131929 0,000131908
1 0 1 Y —-0,422894 —-0,423104 -0,423071 —-0,423076 -0,423074
x  0,000151572  0,000143292 0,000139287 0,000142422 0,000140449
1 1 1 Y —0,409621 -0,410146 —-0,40998 —0,409981 —-0,409983
x 0,000151572  0,000139522 0,000130496 0,000144741 0,000145842

Cuadro 5.10: Partes real e imaginaria de algunas de las resonancias E = y—ik calculadas mediante el mé-
todo de la forma normal para el sistema triatémico H,F. Los valores de energia se expresan en hartrees.
Ey = 0,0155754 Ej,.

n np n3 - N=2 N=4 N=6 N=8 N=10

0 0 0 v 0,0197174 0,0191754 0,0191757 0,0191784 0,0191801
0,00767068 0,00749902 0,00750172 0,00750212 0,00750136

0 0 1 v  0,0279793 0,0268766 0,0268707 0,0268758 0,0268826
x 0,00767068 0,0071607 0,00711718 0,00710792 0,00710287

0 1 o Y 0,0197395 0,0191963 0,019198 0,019201 0,0192026
x 0,00767068 0,00749404 0,00749633 0,00749691 0,00749622

1 0 0 v 0,0197174 0,0176837 0,0177266 0,0177623 0,0177723
K 0,023012 0,0224971 0,0226065 0,0226428 0,0226483

0 1 1 Y 0,0280014 0,0268953 0,0268909 0,0268967 0,0269039
x 0,00767068 0,00715571 0,007111 0,00710183  0,00709696

1 1 0 v  0,0197395 0,0177046 0,0177568 0,0177946 0,0177988
K 0,023012 0,0224821 0,0225903 0,0226327 0,0226405

1 0 1 Y 0,0279793 0,0253849 0,0254988 0,0255768 0,0256347
K 0,023012 0,0214821 0,0214529 0,021525 0,0215778

1 1 1 Y 0,0280014 0,0254036 0,0255269 0,0256111 0,0256654
K 0,023012 0,0214671 0,0214344 0,0215122 0,0215717
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Cuadro 5.11: Partes real e imaginaria de algunas de las resonancias E = y—ik calculadas mediante el mé-
todo de la forma normal para el sistema triatémico H,Cl. Los valores de energia se expresan en hartrees.
Eo ~ —0,142146 EJ,.

n ny ns - N=2 N=4 N=6 N=8 N=10
0 0 0 v 0,00323792 -0,94715 -6,17831 -150,284 —4876,6
K 0,175536 -0,050995 -0,652091 22,4308 1486,48

0,00427046  —0,946271 -6,20814 -150,311 —4863,71
0,175536 -0,0461634 -0,646691 23,3168 1516,88

o
<)
—

= =

0 1 0 Y 0,292973 —0,97652 -15,3955  —-685,708 —32796,3
K 0,175536 -0,508888 —-8,70726 -126,18 —-169,462
1 0 o Y 0,00323792 -3,68502 -26,0505 -670,603 —25882,8
K 0,526607 —0,152985 -3,63371  —25,5236  4324,71
0 1 1 Y 0,294006 —-0,977959 —-15,3877  -686,526 —32728,5
K 0,175536 —-0,504056 —-8,69861 -123,63 -0,9413
1 1 o Y 0,292973 -3,71439 —69,2574 -3120,78 —166284.
K 0,526607 -1,52666 -27,7992  -656,856 —5325,76
1 0 1 7Y 0,00427046 -3,68414 -26,3592 670,282 -25863,5
K 0,526607 —-0,13849 -3,61751 —-19,6414 4545,7
1 1 1 Y 0,294006 -3,71583 -69,5284 -3121,31 —165919.
K 0,526607 -1,51217 =27,7733  —645,983 —4408,64

Lamentablemente, la complejidad de los sistemas considerados en esta subseccion es tal que nin-
gln otro método convencional pudo ser implementado para comparar las resonancias encontradas me-
diante la forma normal. Esto se debe a que el costo computacional asociado a una eventual implemen-
tacién de CS es extremedamente alto e inviable con los recursos computacionales con los que se cont6
para realizar este trabajo. Inclusive la estimacién de estas energias mediante la simulacién de la evo-
lucién temporal de un dado estado inicial segtiin los Hamiltonianos considerados resulta no trivial en
las coordenadas de Jacobi (7, R,y). Por este motivo, més alla de la falta de verificacion para los valores
de las resonancias encontradas, lo que se quiere remarcar en estos casos es la increible eficiencia de
los cédigos elaborados para dar con éstas atin en estos sistemas sumamente complejos. Més audn, en lo
que resta de este capitulo se discutirdn algunos detalles practicos de las implementaciones realizadas,
incluyendo una estimacién del tiempo de cémputo de la forma normal de orden 10 para sistemas con
dimensiones d = 3, que sugiere que el método sigue siendo préctico para sistemas con multiples grados
de libertad.

5.5 Adaptacién a mayores dimensionesy optimizaciones del codigo

Habiendo aplicado el algoritmo de la forma normal a un conjunto numeroso y heterogéneo de sis-
temas de 1, 2 y 3 dimensiones, se recopilé informacién suficiente como para poder obtener las primeras
conclusiones acerca del método computacional. Algunas de las cuales ya fueron resaltadas anterior-
mente, otras serdn expuestas de forma ordenada en el Capitulo 6. En esta seccién nos ocuparemos de
discutir aspectos més inherentes al cédigo de la forma normal tales como su posible adaptacion a sis-
temas con d > 3 y eventuales mejoras que lleven a disminuir el tiempo de CPU necesario para obtener
el simbolo Hl(fll? En realidad, la adaptacién del c6digo a mayores dimensiones es directa, por lo que el
verdadero interrogante deberia ser si esto seria factible en términos del costo computacional asociado.
Como mostraremos a continuacién (en base a algunas aproximaciones), la ejecucion del c6digo de la
forma normal bajo un esquema mixto (usando Mathematica y FORTRAN) deberia proceder en tiempos
muy acotados atin para sistemas con 4 o 5 grados de libertad.

5.5.1 Estimacion del tiempo de ejecucién para4 <d <6

El célculo del simbolo Hl(:%) con N = 10 para todos los sistemas tridimensionales discutidos en es-
te capitulo se llevé a cabo en menos de 20 segundos en total en todos los casos, empleando siempre



81 5.5. Adaptacién a mayores dimensiones y optimizaciones del c6digo

una misma computadora de escritorio para ejecutar ambas partes de la implementacién (la primera
en Mathematica y la segunda en FORTRAN). Este tiempo no considera el cémputo del polinomio de
Taylor, que varia entre menos de un segundo para el sistema Eckart-Morse-Morse (en Mathematica) o
alrededor de 12 minutos para el sistema H,Cl (en Maple), que posee la expresién mds compleja para el
potencial V entre todos los modelos estudiados. Tampoco se considera el tiempo de ejecucion del frag-
mento del cédigo B.4 usado para importar los coeficientes del simbolo H? desde Mathematica hacia
FORTRAN debido a que no fue optimizado al implementarse (esta tarea deberia ser inmediata de ser bien
implementada).

La mayoria del tiempo de CPU necesario para encontrar los coeficientes de la forma normal (descar-
tando una vez més la obtencién del polinomio de Taylor) se corresponde con el célculo de los corchetes
de Moyal que tiene lugar en el paso 8 del algoritmo. En efecto, para el sistema Eckart-Morse-Morse este
paso representa mas de un 95% del tiempo de ejecucién. Por esta razén, estimaremos el tiempo prome-
dio para obtener la forma normal de orden 10 para sistemas con d =4, d =5y d = 6 grados de libertad
asumiendo que esta magnitud escala proporcionalmente con el costo computacional de cada evalua-
cion del corchete de Moyal. Recordemos que si Py Q son dos polinomios en (7i; q, p), el corchete {P, Q}.
se evaltia segin

M-/

BQL.(q,p) = Z 2j+I2

h .
( ) ((Op, 3x) — (3q,06)) " P10, D) QU X, &) y—quép: (5.40)

donde M := [(max{Orden(P),Orden(Q)} - 1)/2]. Las potencias del operador ((0p,0x) — (0q,0¢)) fueron
implementadas en FORTRAN usando el desarrollo

o/ o/
..aqijikapijikﬂ ...apij afil .. .aéijfkax,-jfkﬂ ...axij '
(5.41)
Teniendo en cuenta que hemos elegido N = 10 como el orden final de la forma normal y que los
corchetes a computarse son los que se hallan en la ecuacién (4.9), el méximo valor que puede tomar M
en (5.40) es M = 2, o sea que solo serd necesario evaluar las potencias ({0p, 9x)—(9q, 6(5))27*1 con0<j<2.
Para un tal j y valiéndonos de la férmula (5.41), se sigue que ((0p, 0x) — (9q, 65))2f *1involucra el célculo
de (2j +2)d?/*! términos involucrando productos entre derivadas de orden 2j + 1 de los polinomios
Py Q. El cuadro siguiente contiene los valores para la cantidad total de términos de cada corchete en
funcién de j y de la dimensién d del problema.

d d ] j
((p, 0x) — (0q,0))’ Z > Z(—nk(k) 5
1=1 -:1k:0 ql1'

Cuadro 5.12: Cantidad de términos a evaluar en 5.40 calculados como (2 +2)d%/*! en funcién del indice
J y del nimero de grados de libertad d del sistema.

j d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 d=6
0 2 4 6 8 10 12
1 4 32 108 256 500 864
2 6 192 1458 6144 18750 46656

Total 12 228 1572 6408 19260 47532

En base alos niimeros tabulados, se tiene que al pasar de d = 3 a d = 4, cada corchete de Moyal deter-
minado segin (5.40) con M = 2 contiene X3_.4 := 6408/1572 =~ 4,08 veces mds términos. Andlogamente,
X35 =19260/1572 = 12,25y X3_. = 47532/1572 = 30,24. Esto no es mds que una cota superior para el
numero de términos a evaluarse duranta la ejecucién del programa dado que no todos los corchetes son
calculados usando M = 2. El c6digo disefiado (B.5) modifica el valor de M en funcién de los 6rdenes de
los polinomios P y Q que son tomados como argumento, disminuyéndose M lo mds posible con el fin
de acelerar los célculos sin cambiar al resultado obtenido en cada operacion.

Antes de dar una estimacion del tiempo de cémputo, hay que tener en cuenta que al aumentar d
no solo aumenta el namero de términos de cada corchete de Moyal a evaluarse, sino que también se
incrementa el nimero promedio de términos (monomios) que conforman a los polinomios P y Q. El
cuadro 5.13 resume la cantidad méxima de monomios que puede tener un dado polinomio segin el
orden y la dimensién del problema.
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Cuadro 5.13: Cantidad maxima de términos de orden 0 < s < 10 para un polinomio en las variables
(71;q, p) en funcién del nimero de grados de libertad d del sistema.

S d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 d=6
1 1 1 1 1 1
2 10 12
4 11 22 37 56 79
6 24 62 128 230 376
9 46 148 367 771 1444

80 314 920 2232 4744
16 130 610 2083 5776 13820
20 200 1106 4352 13672 36568
25 295 1897 8518 30086 89402
30 420 3108 15792 62292 204528
581 4900 27966 122464 442118

Total 161 1792 12174 60172 237590 793092
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Definiendo Y3_.k, 4 < k < 6, como la relacién entre el nimero maximo de monomios de un polino-
mio de orden 10 para d = k conrespecto a d = 3, se tiene que Y3_.4 = 4,94, Y3_.5 = 19,52y Y3_.6 = 65,14. El
incremento en el nimero de monomios afecta tanto al computo de las derivadas como de los productos
entre estas derivadas en (5.41). Sin embargo, el costo computacional asociado al célculo de las derivadas
escala linealmente con el nimero de monomios, mientras que el producto entre dos polinomios escala
con el niimero de monomios al cuadrado, por lo que vamos a asumir que un tinico término de (5.41)
demora Ygi . veces mds al pasar de d = 3 a d = k en promedio.

La estimacion final para el tiempo de CPU t; para determinar la forma normal de orden 10 para un
sistema de dimensién d = k se basa en aproximarlo como

2
e = I3 x X3k X Yg_.ky

obtenida al asumir que el costo computacional del algoritmo depende exclusivamente del costo de de-
terminar los corchetes de Moyal, que cada corchete aumenta su cantidad de términos en un factor de
Xs—_ v que el costo de cada término escala Y32_> « veces. A partir de esta formula y del valor #3 = 20's, se
estima que

4 = 1992 s =~ 33,2 minutos,

t5 ~ 93330 s ~ 25,9 horas,
g =~ 2566514 s = 29,7 dias.

Segtin las aproximaciones realizadas, el método de la forma normal podria ser utilizado para siste-
mas con d <5 en una computadora de escritorio y proveer resultados en tiempos de media hora o un
dia de computo, para d =4y d = 5, respectivamente. Esto representa una eficiencia extraordinaria para
el método estudiado. Para poner en perspectiva, la versién del método de complex scaling discutida en
el Apéndice A no pudo ser implementada para los sistemas con d = 3 debido a que tanto la cardinalidad
de la base de funciones necesaria como la cantidad de puntos de cuadratura para lograr una precision
similar a la utilizada en los ejemplos de menor dimensién (que ademads son separables en cada dimen-
sién) es tan alta que no seria posible llevar a cabo una sola determinacién de los autovalores para un
tnico dngulo « ni atin con dias de cémputo en una computadora de escritorio ordinaria. Por lo tanto,
el hecho que el método de la forma normal atn sea factible para problemas con d = 5 resulta més que
sorprendente.

Se recuerda por tltimo que las estimaciones efectuadas en parrafos anteriores parten de varias hip6-
tesis para simplificar las cuentas. Como ya se comentd, la primera reside en suponer que todo el tiempo
de ejecucidn se corresponde con el cdlculo de los corchetes de Moyal. Otra suposicién errénea es hacer
de cuenta que todos los corchetes de Moyal proceden con M = 2 y no valores més pequefnos. Adem4s,
en ningin punto se tuvo en cuenta la posible influencia de la arquitectura del procesador empleado
para realizar los célculos y la forma en que éste realiza las operaciones aritmética y las consultas en los
diversos niveles de jerarquia de memoria.
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5.5.2 Optimizaciones

Si bien la estimacién de t; = 29,7 dias de computo necesarios para obtener el simbolo HS\?) para
el caso de un sistema con d = 6 pueda parecer ya poco pactico, existen algunas optimizaciones inme-
diatas que podrian implementarse en el c6digo en FORTRAN para acelerar atiin mas los célculos y quizas
permitirse trabajar con sistemas de esta magnitud.

Como se mencioné al comienzo de este capitulo, la representacién de cada polinomio en el cédigo
indicado fue a través de un tnico arreglo real o complejo (de doble precision) yallocatable. Este arre-
glo contiene tanto los valores de los coeficientes que multiplican a cada monomio como los exponentes
de cada uno de ellos. Una posible mejora del c6digo seria emplear dos arreglos por cada polinomio: uno
de ellos entero (conteniendo los exponentes de cada monomio) y otro complejo (conteniendo los coefi-
cientes). Esto probablemente aceleraria la ejecucién del programa dado que no solo los arreglos enteros
pueden ser consultados mds rdpidamente desde memoria, sino que ademads se evitaria el uso de fun-
ciones de conversion entre tipos de datos int y complex que tienen lugar en las diversas subrutinas del
programa.

Por otro lado, el paso 8 del algoritmo se lleva a cabo en un doble loop anidado sobre los indices sy k
que aparecen en la expresion (4.9) a evaluar (ver lineas 208 a 237 del c6digo B.5). Cada una de las itera-
ciones sobre s procede de forma casi independiente, calculdndose cada uno de los corchetes necesarios
y luego (al finalizar cada paso en s), los resultados obtenidos se almacenan en un tnico polinomio. El
hecho que cada uno de los corchetes de Moyal se calcule de forma independiente hace que esta parte
del programa sea facilmente paralelizable y pueda ejecutarse en simultdneo en varios nticleos de un
procesador multicore. El tnico cuidado a tener en cuenta es que los cdlculos efectuados por cada hilo
deben almacenarse apropiadamente en el polinomio final sin incurrir en escrituras en simultdneo, pero
aun asi el esquema de paralelizacién deberia acelerar notablemente la ejecucién del programa.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo fueron introducidos los fundamentos teéricos de un método, propuesto por Waal-
kens et al [1], para el cdlculo de resonancias alrededor de un punto de ensilladura a partir de la forma
normal cudntica del operador Hamiltoniano. En la teoria expuesta, se profundiz6 particularmente en
los espacios de simbolos y la cuantizaciéon de Weyl mds alla de lo descrito en el trabajo original, por lo
que se espera que estas paginas sirvan para ilustrar en mayor medida estos aspectos. Ademas, tomando
como guia estos desarrollos, se planteé un algoritmo computacional para dar con estas resonancias en
algunos ejemplos de aplicacién. Este algoritmo fue implementado en mds de un cédigo y fue validado
al poder reproducirse los resultados exhibidos en [1] con un muy alto grado de precision.

Como conclusiones acerca del desempeiio y la utilidad del método computacional se pueden men-
cionar varias ventajas con respecto a otras técnicas computacionales. En primer lugar, el método es
aplicable sin importar la cantidad de grados de liberad d del sistema y, debido a su muy alta eficiencia
(sobre todo al ser implementado en lenguajes de bajo nivel), podria emplearse para determinar reso-
nancias de problemas con hasta d = 5 y obtener resultados en cerca de un dia de cémputo empleando
una computadora de escritorio promedio, sin necesidad que el sistema presente una serie de simetrias
que permita simplificar su tratamiento (lo que resulta indispensable con otros métodos y con valores
ain menores de d). Otra de las ventajas encontradas es que los cédigos elaborados no requieren de
muiltiples ejecuciones ni de la realizacién de ningiin tipo de posprocesamiento de los datos (algo que si
ocurria al emplear el método de CS, donde varias corridas con distintos valores del &ngulo de rotacion
debian ser comparadas para eliminar las falsas resonancias). Tampoco existe la necesidad de ajustar pa-
rémetros del método, siendo suficiente trabajar con un valor de N y luego obtener la forma normal de
6rdenes M < N con tan solo eliminar los debidos términos de la expansién obtenida. Otros beneficios
del método son la posibilidad de determinar coeficientes de transmisién asociados con el punto de en-
silladura estudiado asi como conocer la distribucién de los estados resonantes en el espacio de las fases,
aunque esto ultimo no fue contemplado en este trabajo. Asimismo, otra aplicacién no considerada con-
siste en notar que la forma normal clésica (discutida en [1]) se deduce facilmente de la cudntica (esto es,
puede obtenerse directamente de los términos de esta tiltima) y puede ser aprovechada para estudiar
algunos aspectos adicionales de la dindmica clasica del sistema.

Como era de esperarse, el método también tiene asociado una serie de desventajas o limitaciones.
La méas inmediata es el hecho que no todo sistema cumple con las hipétesis requeridas, siendo necesa-
rio que el simbolo del operador A posea un punto de ensilladura y que el conjunto de autovalores de la
linearizaciéon del campo Hamiltoniano cumpla con las condiciones enunciadas en el Capitulo 4. En este
trabajo, los ejemplos de sistemas que se encontraron con estas hipétesis provinieron del &mbito de la
quimica, donde es comun que superficies de energia potencial asociadas a un grupo de d&tomos interac-
tuantes exhiban este tipo de puntos criticos. Aln asi, en los ejemplos de las reacciones de intercambio
H? + H'X == H! + H?X discutidas en el Capitulo 5, las superficies empleadas mostraron otros puntos
de ensilladura a los considerados que no cumplieron con la completitud de las hip6tesis necesarias, por
lo que no es seguro que el método pueda aplicarse a toda barrera de potencial en esta clase de pro-
blemas. Otra limitacién es que las resonancias de la forma normal solo parecen aproximar a aquellas
energias asociadas a la barrera/punto de ensilladura donde se haya centrado el célculo, mientras que
otras resonancias asociadas al potencial como un todo suelen no ser identificables, como fue el caso de
los potenciales V4 y Vi considerados en la seccién 5.3 del capitulo anterior. Por tltimo, se remarca que
en muchos ejemplos tan solo las primeras resonancias (las asociadas con ntimeros cudnticos peque-
fios) fueron determinadas con gran precisién, mientras que las restantes tan solo fueron aproximadas
por 6rdenes pequerios de la forma normal como N = 4. Més alld de esto, verificar el comportamiento
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de las energias obtenidas con mayores valores de N puede ser ttil para comprobar si estas cantidades
son confiables o no, dependiendo de si convergen a un punto del plano complejo o si crecen en forma
desproporcionada.

Habiendo analizado el método propuesto por Waalkens y colaboradores tanto desde el aspecto te6-
rico como practico, se considera como cumplido el objetivo de este trabajo y se espera que las versiones
representativas de cada uno de los cédigos, confeccionados desde cero especificamente a los fines de
este proyecto y hallados o bien en el Apéndice B o en el repositorio [38], sirvan al lector interesado para
poder aplicar el método de la forma normal en los sistemas que sean de su interés.



Apéndice A

Complex Scaling

En este anexo se describen sintéticamente los fundamentos del método de complex scaling o CS
tomando como referencia lo descrito al respecto en [!]. La idea general del método consiste en la asun-
cién que las resonancias de un dado operador hamiltoniano H pueden obtenerse como los autovalores
de un nuevo operador H® con respecto a una determinada base de funciones. El operador H%, que no
necesariamente conserva la propiedad de ser hermitico, se obtiene al realizar una rotacién de unos de
los ejes coordenados del espacio de configuraciones del sistema en un dngulo « en el plano complejo.

A.1 Potenciales de Eckart-Morse y Eckart-Morse-Morse

Comenzamos considerarando el calculo de las resonancias del sistema Morse-Eckart, introducido
en la subseccidén 5.2.2, mediante CS. El operador H es

fi=-

R 92 &2
( A1)

—|—+—]|+V—en? .
2m\oq 6612) 0q1 G

El potencial V = Vg + Vs consiste de una suma entre una barrera de Eckart Vg(g;) y un potencial de
Morse Vj;(g2). Dado ahora un angulo a € [0, 7], introducimos el operador "rotado" H® obtenido de
(A.1) pero habiéndose sustituido la coordenada g, por la variable compleja e®*q; (lo que equivale a
identificar la recta real con la recta en C que forma un dngulo a con R). Mds precisamente,

h? g 00 07 8
A (e—ch — (A.2)

-+ — \V ia \V/ _ hZ —ia )
+ )+ E(q1e’ ™)+ Vy(ge) —ehce 30

2m 0q1  0q»

Sin incurrir en una presentacion elaborada de las hipétesis necesarias para que el método funcione
adecuadamente, nos limitaremos a afirmar que, para ciertos sistemas (hamiltonianos H) y habiendo
elegido correctamente el 4ngulo de rotacion «, las resonancias del sistema original estardan contenidas
en el conjunto de autovalores de la representacién matricial de H* en alguna base. En general, es ne-
cesario realizar multiples determinaciones de este conjunto de autovalores haciendo variar el &ngulo «
asi como el niimero y tipo de funciones empleadas como base.

Para el caso presente se utiliz6 la base propuesta por los autores [1] y formada por los vectores de
estado |np, ny) = |np) ® |ny) obtenidos del producto tensorial entre vectores base unidimensionales.
En la direccion g, los elementos de la base {InD)} npez (denominada Discrete Value Representation o
DVR) se corresponden con las funciones de onda

sin(Aiq(ql - nDAq))
=+/A , A.3
{(q1lnp) =/Aq 7(G1 - npdg) (A.3)

para cierto Ag > 0 fijo que define el periodo de las oscilaciones y, junto con np € Z, la posicién del
maximo de cada funcién de onda. La figura siguiente esquematiza la funcién de onda (g;10) usando
Ag=1,0.

En el eje g, tomamos la base {InM)} _, formada por los autoestados de la parte discreta

0=nM=nM,max
del espectro de una particula en una dimensién y bajo el potencial de Morse: Hyy = —(h?/2m)8%/0q +
V. El valor maximo de njs estd dado por nprmax = [(vV2mD,/(ayh)) +1/2] y equivale al namero de
estados ligados de la particula ficticia.
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Figura A.1: Funcién de onda para el vector de estado |np) = |0) y usando el pardmetro Ag = 1,0.

En la préctica, se elige una determinada cantidad de funciones en la base DVR y con un espacia-
do tal que permita representar con exactitud una dada funcién de onda definida en la zona de interés
(en nuestro caso, en un entorno de la barrera de potencial V = Vg + V). Tomando —50 < np <50 y
sabiendo que n;,max = 14 para los pardmetros de trabajo en la subseccién 5.2.2 (cuando 7 = 0,1), debe
computarse la matriz de 101-14 x 101-14 = 1414 x 1414 entradas dadas por

)
N o p .
(np, nal F® iy, nly) =6, € 2’“<nD(—2r}1 Ry ) + 8y, DIVE(Gr€') ]

2 ! -1 A ! A !
+0ppn (il Hulny) + e~ (npl prinp)(nnlp2lny,).

Afortunadamente, las simetrias y los términos que se anulan hacen que no sea necesario determinar
cada una de las 1414° entradas de la matriz en cuestiéon. De los cuatro términos que aparecen en la
férmula anterior, tres pueden ser resueltos analiticamente. Tenemos

w2 h? " !
R — D = Nnp,
<n p_%‘ !>_ Gmqu b (A4)
D om D (_l)nD—nbhz ) , .
———  np#nh,.
mAqg?(np —n'y)? b7 "p
2 32
N ayh 1 v2mD,\2
matl Al g) = =8, =5 (mar + 5 o B (A.5)
(-1)"~" iR .
T np>np,
o, (n},—np)Aq b
(nplp1lng) = P , (A.6)
—(nplp1rlnp),  np<np,
0, np = np.
, mD,(28-2ny— 128 =21, —Dny'T@2B—np)y\ L
(_l)nM—ﬂM—li( e ﬁ M . ,ﬁ M : M ﬁ M )2’ nM>n;\4'
(gl Bl ) 2p°ny, T2 —n,,)
n nh,) = R
Mip21Tty —(n)y | Palnn) ny < Ny,
0 np = n;wr
(A.7)

donde se definié B := v2mD,/(ap/F) para aligerar la notacién en (A.7). Por dltimo, el término que in-
volucra el factor (np|Vg(q1e'®)|n},) debe ser obtenido irremediablemente por métodos de cuadratura
numérica. En este trabajo las integrales

(nplVe(qre'™®)n)y) =f(qllnD>VE(q1ei“)<6/1In’D>dq1 (A.8)

fueron resueltas en el intervalo ¢q; € [-30,30] usando la regla de Simpson con 7,5 x 10% puntos de inte-
gracion.
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Las resonancias del sistema Eckart-Morse fueron obtenidas al hallar los autovalores de la matriz de
H? en la base introducida tanto para # = 0,1 como para 7 = 1,0, trabajdndose con ¢ = 1,2y Ag = 0,1.
Adaptar el método discutido para distintos valores de 7 es trivial, s6lo siendo necesario modificar el
valor de este pardmetro en todos los célculos donde figure. Sin embargo, aumentar el valor de 7 provoca
la disminucion de los estados ligados del sistema de Morse cuya cantidad méxima estd dada por nps,max-
Para los pardmetros elegidos y usando 7 = 1,0, se tiene que existen tan solo 2 estados ligados asociados
a Vi, con lo cual la base en la direccién g, se torna muy limitada y da lugar a los problemas de precisién
observados en la figura 5.6. Este inconveniente podria solucionarse optando por usar una base del tipo
DVR en ambos ejes q; y g2, 1o que traeria consigo un aumento del costo computacional al requerir una
mayor cantidad de cuadraturas numéricas.

Se desea hacer notar el hecho que la forma particularmente sencilla del potencial de Eckart-Morse
(expresable como una suma de dos potenciales individuales en cada eje) junto con la existencia de una
base pequena de autoestados para su componente en g» hacen que el uso del método de CS sea extre-
madamente eficiente en comparacién con lo esperable para un potencial arbitrario en dos dimensiones
(al menos en el caso 7 = 0,1). De no contar con estas simplificaciones, el método seria mucho més de-
mandante al requerir no solo una base considerablemente mds grande, sino también al ser necesario
realizar cuadraturas en posiblemente ambas dimensiones.

Modificar el método descrito para aplicarlo sobre el sistema tridimensional de Eckart-Morse-Morse
es una tarea directa. En este caso el Hamiltoniano rotado pasa a ser

N h? . LR I ; 0? ; 0? 0
a —2ia 2 —ia —ia
zm(e 6qf+6q§+6q§)+ E(@)+Vm2(q2)+Vm3(q3)—€ (e 90,00 +e 6q16q3+6q20q3)
(A.9)

donde nuevamente se opté por rotar la primera coordenada segtin g, — e'®¢;. El resto del procedi-
miento es idéntico al considerar bases unidimensionales DVR en la direccién de ¢q; y autofunciones del
sistema de Morse en las restantes para encontrar la expresiéon matricial de A®. Para /i = 0,1, se emplea-
ron los pardmetros ¢ = 1,2, -25 < np <25,0< np;» <6y 0 < ny3 < 6. Para /i = 1,0, se utilizaron en vez
los valores 0 < np2 <1y 0 < npy3 < 2, debido a la disminucién en la cantidad de autofunciones del Ha-
miltoniano de Morse y llevando a una notable disminucién en la precisién del método (en analogia con
lo observado antes para el sistema bidimensional de Eckart-Morse). Nuevamente, de desearse obtener
mejores resultados deberian emplearse bases DVR en los tres ejes del sistema.

A.2 Barreras asimétricas unidimensionales

A continuacidn se discuten los pormenores de la aplicacién del método de CS a los sistemas intro-
ducidos en la seccién 5.3. En este caso el problema es unidimensional, por lo que la base a emplear es

simplemente {|n D)}nD <z v el operador H® se obtiene nuevamente al reemplazar ¢q; por g, e'%:

N o 12 0% ;
HY =20 — 4 V(g1e'®), (A.10)
2 0q
con V = Vy, Vk o Vy, segtin corresponda. Empleando, al igual que antes, np € [-50,50] se debieron
determinar las 101 entradas
52

nl A%y = €2 (| 21|y ) + ol V(e )y, (A1)
donde el primer término coincide con (A.4) y el segundo debe ser integrado segtin (A.8), reemplazando
VE por V. Esta integral fue resuelta con la regla de Simpson y los mismos pardmetros que los empleados
para el sistema anterior. Se trabajé con 7 = 1,0 y se realizaron multiples determinaciones de los auto-
valores de H® usando @ = 0,1; 0,2; ...; 1,4. Las figuras A.2,..., A.6 exhiben las energias obtenidas para
algunas selecciones de dangulos y para cada caso contemplado (A, Ky U).

Para el potencial V4 se pueden identificar dos hileras de energias con parte real de alrededor de
250y 150 meV en las figuras A.2 y A.3 y que parecen corresponder a resonancias reales. También, en la
primera de estas figuras se observa una serie de energias muy préximas al eje real y que se extienden
horizonalmente hacia valores negativos de su parte real. Aquellas cuya parte real resulta ser negativa no
tienen sentido fisico alguno dado que todos los potenciales considerados cumplen V(q) 20, Vge Ry
consecuentemente no deberian existir resonancias con parte real menor a0 [10].

En analogia con el caso anterior, para Vx pudieron identificarse distintas series de resonancias al
emplear los dngulos de las figuras A.4 y A.5. No obstante, debido a que las aparentes resonancias de
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la fiura A.5 exhiben un patrén llamativo (pueden observarse dos hileras simultdneas con partes reales
de aproximadamente 150 y 200 meV) se opt6 por estudiar una mayor seleccién de dngulos préximos
aa =12y a=1,3 para confirmar que se traten de resonancias verdaderas y no artefactos del método.
Asi se construyeron las figuras A.6 y A.7, que parecen corroborar las supuestas resonancias halladas
previamente.

Para el potencial Vi no fueron identificadas mas resonancias que las halladas en la figura A.8, todas
con parte real muy préximas a un valor de 200 meV. Con la informacién recabada gracias a todas estas
implementaciones de CS se construyeron las figuras 5.14 y 5.15 del Capitulo 5 donde se grafican las
energias que se cree corresponden a resonancias reales para cada uno de los sistemas en estudio.
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Figura A.2: Autovalores del hamiltoniano A% perteneciente al sistema A calculados a partir de los valores
indicados para el &ngulo de rotacién a.
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Figura A.3: Autovalores del hamiltoniano A® perteneciente al sistema A calculados a partir de los valores

indicados para el &ngulo de rotaciéon a.

V="V
0r ’ 8 -
D .
8 "]
L S R
-50- 8
8
o)
o ®
. g
—-100 f¢)
= o
g , o
= % '
g —150° o
= [ o
% ®
—-200- e
%o
og
-250 ©
‘ o ‘
—400 -200 0 200 400
Re E [meV]

o a=04
a=0.6
a=0.8
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91 A.2. Barreras asimétricas unidimensionales
V="
0 F + F ¥ F* *x %@
L + e 0o Oy
+ + + *
L (o]
—50" )]
* *
+ o
|t ® 5
—-100-
&
= o * o a=11
g +
; P o " a=12
—150
,§ P * + a=13
(@]
E O
~200- oy ¥
L *®
(@]
; & °
-250 o 4 X
-400 -200 0 200 400
Re E [meV]

Figura A.5: Autovalores del hamiltoniano H® perteneciente al sistema K calculados a partir de los valores

indicados para el &ngulo de rotacién a.
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Figura A.7: Autovalores del hamiltoniano A® perteneciente al sistema K calculados a partir de los valores
indicados para el &ngulo de rotacién a.
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Figura A.8: Autovalores del hamiltoniano H¢ perteneciente al sistema U calculados a partir de los valores
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Apéndice B
Codigos

Este apéndice contiene los c6digos implementados para determinar los coeficientes del simbolo de
la forma normal Hg:? para cada uno de los tres ejemplos introducidos en la seccion 5.2. Para el sistema
de Eckart, que cuenta con d = 1 grado de libertad, el Cédigo C.1 se encarga de llevar a cabo todos los
célculos necesarios. En el caso del sistema de Eckart-Morse, se implementaron el Cédigo C.2y C.3. El
primero de ellos genera un archivo con la definicién del corchete de Moyal y debe ejecutarse una tinica
vez antes de evaluar el cddigo C.3, siendo este tltimo el que determina cada uno de los simbolos del
algoritmo disefiado y presentado en el Capitulo 5 valiéndose del archivo de salida del programa ante-
rior. Finalmente, los c6digos C.4 y C.5 computan la forma normal del sistema de Eckart-Morse-Morse
en dos partes: el codigo C.4 efectiia los pasos 1-3 del algoritmo mientras que el Cédigo C.5 lleva a cabo
el resto. La mayoria de las implementaciones fueron realizadas en base al programa de calculo Mathe-
matica, con excepcién del Cédigo C.5, que se halla implementado en FORTRAN 90. Todos los c6digos
aqui contenidos se hallan disponibles en el repositorio [3].

B.1 Sistemade Eckart (d =1)

Codigo B.1: Programa basado en Mathematica para computar la forma normal de orden 20 del pro-
blema de la subsecci6n 5.2.1. Al finalizar los respectivos cdlculos, los coeficientes del simbolo Hg\?) se
almacenan en un archivo de salida en el directorio de guardado por defecto.

Clear ["Global ‘"]

1

20;

{q1};

{pl};

Joinl[q,pl;

{x1};

i = {xi1};

[h_,q1_,p1_1=(1*p1-2)/2 + (1*Expl[ql + Logl[11/911)/(2x(1 + Expl[ql + Logl[11/911)) +
(6%Expl[ql + Logl[11/9]11)/(1 + Explql + Logl11/9]1]1)~2;

HOO[ql_,p1_1=(1%*p1-2)/2 + (1*Expl[ql + Logl[11/911)/(2*%(1 + Exp[ql + Logl[11/911)) +

(5%xExp[ql + Log[11/911)/(1 + Expl[ql + Log[11/91]1)"2;

q0 = {0};
po = {0};
z0 = Join[q0,p0];

s J = ConstantArray [0,{2*%d,2*xd}];

s For[i = 1, i t=d + 1, i++, J[[i,d + i1l = 11;
For[i =1, i !'= 4 + 1, i++, J[[4d + i,il] = -11;
A = ConstantArray[0,{2*d,2*d}];

0 For[i = 1, i != 2%xd + 1, i++,

For[j = 1, j !'= 2%xd + 1, j++,
A[[i,jl] = D[HOO[Sequence @@ z],z[[i]l],z[[j1]] /. Thread[z ->z0]11];

23 B = J . A;

Eigensystem[B][[1]1]1[[2]];

Eigensystem [B][[1]1][[1]];

s vl = Eigensystem[BI[[2]1]1[[2]1];

v2 = Eigensystem[B][[2]]1[[1]]1;
Orden[a_,k_] := Module[{QQ,PP},

93
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QQ = CoefficientRules[Expand[alh,ql,p1]],{h,ql,p1}];

For[i = 1, i != Length[QQ] + 1, i++,
QQLCiII 0011100111 = QQULiTICC011]1C0[111%27;

PP = Select[QQ,Total [#1[[1]]] == k & 1];

For[i = 1, i != Length[PP] + 1, i++,
PPLCiJ]CC111CC11] = PPLCi]1]CC11]CC111/2];

FromCoefficientRules [PP,{h,ql1,p13}]1];

OrdenBIS[a_,k_] := Module[{QQ,PP},

QQ = CoefficientRules[Expand[alh,x1,xi1]],{h,x1,xi1}];

For[i = 1, i != Length[QQ] + 1, i++,
QQUC4iJICC111C0C011] = QQULC4i11CC111C0011]=2];

PP = Select[QQ,Total [#1[[1]]1] == k & 1];

For[i = 1, i != Length[PP] + 1, i++,
PPLCil][C11]CC11] = PPLCil]CC11]CC11]/2];

FromCoefficientRules [PP,{h, x1, xil1l}]];

5 StarProduct[a_,b_] := Sum[Sum[(((I*h)/2) " s*1*Sum[(-1)"t*Binomiall[s,t]*D[D[al

Sequence @@ Join[{h},q,pl], {Join[{h},q,pl[[j + d + 111,t}], {Join[{h},q,pl L[]
+ 111, s - t}]1*D[D[b[Sequence @@ Join[{h},q,pl], {Join[{h},q,pl[[j + d + 111, s

- t}], {Join[{h}, q,pl[[j + 111, t}1, {t, 0, s}])/s!,{s, O, Max[{Max[{Max[
Exponent [a[Sequence @@ Join[{hl},z]], Join[{hl},z]1]1], Max[Exponent[b[Sequence @@
Join[{h},21], Join[{h},z]111}131}1, {j, 1, d3}1;

s MoyalBracket [a_,b_] := -((I*(StarProduct[a,b] - StarProduct[b,al))/h);
7 MoyalBracket[a_,b_] := -((Ix(StarProduct[a,b] - StarProduct[b,al))/h);

X = Normal[Series[H[h*t,ql*t,pl*t], {t,0,m}]] /. t -> 1;

o HO[h_,ql1_,p1_1 = X;
st H1[h_,q1_,p1_] = HO[Sequence @@ Join[{h},q + qO,p + pO0l]l;

52 ¢ = ConstantArray [0, dl;

c[[11] = (v1 . (J . v2))~(-2"(-1));

s vo= {vl, v2};

s M = ConstantArray [0, {2*d, 2xd}];

s6 M[[A11,11]1 = c[[111*v1;
7 M[[A11l,d + 1]]
ss H2[h_,q1_,p1_]
59 H2[h_,ql_,p1_]

c[[1]1]*v2;

Hi[Sequence @@ Join[{h},M . =z]];
Expand [H2[h,ql,p1]1];
H2[h_,ql_,p1_] Chop [H2[h,ql,p1], 10~(-15)1;
K[h_,q1_,p1_] = H2[h,ql,pl];

3 Z = ConstantArray[0,2%d];

Z[[11]1 = x1;

Z[[d + 1]1] = xi1;
6 For[1i = 2, i !'=d + 1, i++,
Z[[i]] = (1x(x[[i]] + I*xi[[i]]))/Sqrt([2]1]1;
s For[i = d + 2, 1 != 2%d + 1, i++,

Z[[i1] = (1*(xi[[i - d11 + I*x[[i - d11))/sSqrt([2]];

0 2Z = {q1, pi};

Y = ConstantArray[1, 2*d];

72 WW = ConstantArray[0, m - 2];

71 For[n = 3, n <= m, n++,

Print["--- ",n," ---"];
KT[h_,x1_,xil1_] = Expand[K[Sequence @@ Join[{h},Z]]];
Kn[h_,x1_,xi1_] = OrdenBIS[KT, n];
COEFF = Flatten[CoefficientList [Expand[Kn[h,x1,xi1]], {h,x1,xi1}]];
MAX = ConstantArray[0,2%d + 1];
For[i = 1, i != 2xd + 2, i++,
MAX[[i]] = Length[CoefficientList [Expand[Kn[h,x1,xi1]],Join[{h},x,xi][[i]]
/. Thread[Delete[Join[{h},x,xi],i]l] -> Y111;

W = 0;
For[i = 1, i != Length[COEFF] + 1, i++,

If[Mod[i - 1, MAX[[3]]] !'= Mod[Quotient[i - 1,MAX[[3]1]1]1,MAX[[2]]] && COEFF
[[i]1] '= o,

W = W + Expand [(COEFF[[i]l]l*(h~Mod [Quotient[i - 1,MAX[[3]]1*MAX[[2]1]1],
MAX[[1]111*x1"Mod[Quotient[i - 1,MAX[[3]1]1],MAX[[2]1]1*xi1"Mod[i - 1,MAX[[3]111))/(
el*(Mod[i - 1,MAX[[3]1]] - Mod[Quotient[i - 1,MAX[[3]11], MAX([[2111)>1,""11;
Llh_,x1_,xi1_] = W;

Wnlh_,qi_,p1_] = Expand[L[Sequence @@ Join[{h},ZZ]]1];

Mad[a_] := MoyalBracket[Wn,a]l;
Clear [W];
W = 0;
For[s = n, s !'=m + 1, s++,
W = W + Expand[Orden([K,s]];
For[k = 1, k != Floor[s/(n - 2)] + 1, k++,

HELP[h_,ql1_,p1_] = Orden[K,s - kx(n - 2)];
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DUMMY [h_,ql_,p1_] = Expand[HELP[h,ql,p11];
For[l = 1, 1 !'= k + 1, 1++,
DUMMY [h_,ql_,p1_] = Expand[Mad[DUMMY]]];
W = Expand[W + 1/Factorial [k]*DUMMY[h,ql,p1]11]1];
K[h_,q1_,p1_] = K[h,ql,p1] - Sum[Orden[K,il, {i, n, m}];
K[h_,q1_,p1_] = K[h,ql,p1] + W];

> KT[h_,x1_,xi1_] = Chop[N[Expand[K[Sequence @@ Join[{h},Z111],10~(-16)]
s Save ["1DoF_QNF" ,KT]

B.2 Sistema de Eckart-Morse (d =2)

Codigo B.2: Al ser ejecutado, este cddigo (escrito en el lenguaje del soffware Mathematica) genera un
archivo de salida que luego es importado por el programa que calcula la forma normal del sistema
de Eckart-Morse. Su objetivo es crear una funcién que toma dos polinomios a y b en las coordenadas
(1, q1, g2, p1, p2) y calcula su corchete de Moyal {a, b} .. Debe evaluarse una tinica vez antes de utilizar el
Cédigo C.3.

MoyalBracket2D[a_,b_] := Module[{poisson = 0,suma3 = 0,sumab =
0,rla = ConstantArray[0,10],rlb = ConstantArray[0,10],ivec
<> ToStringejl,{j, 10}],k,1,jj},

0,suma7 = 0,suma =
= Table [Symbol["i"

poisson = Sum[D[alh,ql,q2,p1,p2],2[[jjl11*D[b[h,ql,q2,p1,p2],2z[[d + jjI111 - D[a
[h,q1,q92,p1,p2],z[[d + jjI111*D[bl[h,ql,q92,p1,p2],2z0[j3j11],{jj,1,d}];

Do [
If[k '= 0,
For[l = 1, 1 <= 3 - k, 1++, rlal[[1]] = {qllivec[[1]111], 1}]1;
For[l = 3 - k + 1, 1 <= 3, 1++, rlal[[1]] = {pl[livec[[1111], 131,
For[l = 1, 1 <= 3, 1++, rlall[1]] = {qllivec[[11111, 1}11;
If[k '= 0,

For[l =1, 1 <= 3 - k, 1++, rlb[[1]] = {p[livec[[11111, 13}1;
For[l = 3 - k + 1, 1 <= 3, 1++, rlb[[1]] = {qllivec[[11111, 1}1,
For[l = 1, 1 <= 3, 1++, r1b[[1]] = {pl[l[ivec[[1111], 1}11;
deriva = alh,ql,q92,pl,p2];
derivb = bl[h,ql,q92,p1,p2];
For[cont = 1, cont <= 3, cont++,
deriva = D[deriva,rlallcont]]l];
derivb = D[derivb,rlb[[cont]]]];
suma3 = suma3 + (-1)"k*Binomial[3, k]*derivax*derivb,
{i1,1,d4},{i2,1,d},{i3,1,4d4},{k,0,3}];
suma3 = Expand[(h/2)~2*(-1)/Factorial [3]*suma3];

Do [
If[k '= 0,
For[l =1, 1 <= 5 - k, 1l++, rla[[1]] = {ql[ivec[[1]111, 1}];
For[l =5 - k + 1, 1 <=5, 1++, rlal[[1]] = {p[livec[[1111]1, 1}1,
For[l = 1, 1 <= 5, 1++, rlall[1]] = {qllivec[[11111, 1}11;
If[k !'= 0,

For[l = 1, 1 <= 5 - k, 1++, rlb[[1]] = {p[livec[[11111, 13}]1;
For[l =5 - k + 1, 1 <=5, 1++, r1b[[1]] = {ql[[ivec[[1111]1, 1}1,
For[l = 1, 1 <= 5, 1++, rlb[[1]] = {pl[livec[[11111, 1}11;
deriva = alh,ql,q2,pl1,p2];
derivb = bl[h,ql,q92,p1,p2];

For[cont = 1, cont <= 5, cont++,
deriva = D[deriva,rlal[[cont]]];
derivb = D[derivb,rlb[[cont]]1];
suma5 = sumab5 + (-1)"k*Binomial[5, k]*derivax*derivb,

{i1,1,d%},{i2,1,d},{i3,1,d},{i4,1,d4},{i5,1,d},{k,0,5}];
sumab5 = Expand[(h/2) “4*1/Factorial [6]*sumab];

Do [

If[kx !'= 0,
For[l =1, 1 <=7 - k, l++, rla[[1]] = {q[[ivec[[1111]1,1}]1;
For[l =7 - k + 1, 1 <=7, 1++, rlal[[1]] = {pl(livec[[1]111]1,13}]1,
For[l =1, 1 <=7, 1++, rlal[1]1] = {qll[ivec[[11111,1}11;

If[kx !'= O,
For[l =1, 1 <=7 - k, 1++, r1b[[1]] = {pl[livec[[1]111],1}1;
For[l =7 - k + 1, 1 <=7, 1++, r1b[[1]] = {qllivec[[1111]1,13}],
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For[l = 1, 1 <= 7, 1++, r1b[[1]] = {p[livec[[11111,1}11;
deriva = alh,ql,q92,p1,p2];
derivb = bl[h,ql,q92,pl,p2];
For[cont = 1, cont <= 7, cont++,
deriva = D[deriva,rlal[[cont]]];
derivb = D[derivb,rlb[[cont]]]];
suma7 = suma7 + (-1)"k*Binomial[7, k]*derivax*derivb,
{i1,1,d%},{i2,1,d},{i3,1,d},{i4,1,4d4},{i5,1,d},{i6,1,d},{i7,1,d},{k,0,7}];
suma7 = Expand[(h/2)~6*(-1)/Factorial [7]*suma7];

suma = Expand[poisson + suma3 + sumab + suma7]]
Save ["MoyalBracket2D",MoyalBracket2D]
Codigo B.3: Programa basado en Mathematica para computar la forma normal de orden 14 del pro-
blema de la subseccién 5.2.2. Al finalizar los respectivos célculos, los coeficientes del simbolo HS\?) se

almacenan en un archivo de salida en el directorio de guardado por defecto.
Clear ["Global ‘*"]

>d = 2;

v o N

SR I <]

m X X ND QB
|

= 14;

{qi,qz};

= {p1,p2};

Joinl[q,pl;

= {x1,x2};

i = {xil1,xi2};

[h_,ql_,q2_,p1_,p2_]1 := 1/2*%(pl~2 + p2~2) + 1/2x(Expl[ql + Logl[11/9]11)/(1 + Explql
+ Log[11/911) + 5% (Exp[ql + Log([11/9]11)/(1 + Explql + Log[11/911)-2 + (Exp[-2%
q2] - 2xExp[-q2]) + 0.3*plx*p2;

H>[q1_,q92_,pl1_,p2_1 := 1/2*%(p1~2 + p2-2) + 1/2*%(Explql + Logl[11/911)/(1 + Explql +

Log[11/91]1) + b6x(Expl[ql + Logl11/9]11)/(1 + Expl[ql + Logl[11/9]1]1)~2 + (Expl[-2%q2]

- 2%Exp[-q2]) + 0.3xplx*p2;

]

q0 = {0,0};

p0 = {0,03};

z0 = Join[q0,p0];
5 J = ConstantArray [0,{2*d,2*d}];

For[i =1, i !'=d + 1, i++, Part[J,i,d + i] = 1];
7 For[i =1, i '=d + 1, i++, Part[J,d + i,i] = -1];

A = ConstantArray [0,{2*d,2*d}];

For[i =1, i != 2%d + 1, i++,

For[j = 1, j !'= 2xd + 1, j++,

Part[A,i,j] = D[H’[Sequence @@ z],z[[i]],z[[j]]] /. Threadl[z -> z0]]];

» B = J.A;

el = Eigensystem[B][[1]1]1[[4]1];
e2 = Eigensystem[B][[1]]1[[1]1];
e3 = Eigensystem[BI[[1]11[[3]]1;

% e4 = Eigensystem[BI[[111[[2]11;

vl = Eigensystem[B][[2]]1[[4]]1;
v2 = Eigensystem[B][[2]]1[[1]];
v3 = -Eigensystem[BI[[2]1]1[[3]1];
v4 = Eigensystem[B][[2]]1[[2]];

Get ["MoyalBracket2D"];
Orden[a_,k_] := Module[{QQ,PP},
QQ = CoefficientRules[Expand[alh,ql,q2,p1,p2]], {h,ql,q92,p1,p2}];
For[i = 1, i != Length[QQ] + 1, i++,
QQLCiII 0011100111 = QQLCi1IC0C01]1]C0111%27;
PP = Select[QQ,Total@#[[1]] == k &];
For[i = 1, i != Length[PP] + 1, i++,
PPLCi]][C11]CC11] = PPLLiJ]CC[11]CC11]/2];
FromCoefficientRules [PP,{h,ql,q92,p1,p2}1];
OrdenBIS[a_,k_] := Module[{QQ,PP},
QQ = CoefficientRules[Expand[alh,x1,x2,xil1,xi2]], {h,x1,x2,xil,xi2}];
For[i = 1, i != Length[QQ] + 1, i++,
QQUC4iJICC0111C0C011] = QQLC4i11CC111C0011]=2];
PP = Select[QQ,Total@#[[1]] == k &];
For[i = 1, i != Length[PP] + 1, i++,
PPLCil][C11]CC11] = PPLCil]CC11]CC111/2];
FromCoefficientRules[PP,{h,x1,x2,xil,xi2}]1];

so H1 [h_,q1_,q92_,pl_,p2_] = H[Sequence @@ Join[{h},q + qO0,p + pO0l];

c = ConstantArray[0,d];

2 c[[1]1] = (v1.(J.v3))~(-1/2);



& ¥ 3

60

B.3. Sistema de Eckart-Morse-Morse (d = 3)

For[i = d + 2, i !

{v1,v2,v3,v4};

For[i = 2, i !'= d + 1, i++,

c[[i]] = Rel[Relv[[i]1].(J.Im[v[[i111)1~(-1/2)1;
ConstantArray [0,{2*d,2*d}];

Part [M,A11,1] = c[[1]]*v1;
s Part [M,A11,d + 1]
For[i = 2, i !'=d

c[[1]1]*v3;

1, i++,
c[[il]*Re[v[[i111];
2xd + 1, i++,

clli - dl)*Im(v[[i - d]1]1]1];

o+

Part [M,Al11,il

Part [M, A1l ,i]

s H2[h_,q1_,q2_,pl_,p2_]1 = Hi[Sequence @@ Join[{h},M.z]];

Normal [Series [H2[(h) t,(ql) t,(q2) t,(pl) t,(p2) tl, {t,0,m}]] /. t -> 1;

s H2[h_,q1_,q92_,p1_,p2_]1 = X;
s H2[h_,q1_,q92_,pl1_,p2_]1 = Expand[H2[h,ql1,q92,p1,p2]1];
7 K[h_,q1_,q2_,p1l_,p2_]1 = H2[h,ql,q92,pl1,p2];

ConstantArray [0,2%d];

Z[[11]1 = =x1;
Z[[a + 111

= xil;
» For[i = 2, i !'=d + 1, i++,
Z[[il]l = 1/Sqrt[2]1*(x[[i1] + I*xil[[i11)1;
For[i = d + 2, i != 2*%d + 1, i++,

Z[[il]l = 1/Sqrtl[2]*(xil[[i - d1] + I*x[[i - d11)1];
= {q1,1/8qrt[21*(q2 - I*p2),pl, 1/Sqrt[2]1*(p2 - I*q2)};
ConstantArray[1, 2xd];

For[n = 3, n <= m, n++,

Print["--- ",n," ---"1;
KT[h_,x1_,x2_,xil_,xi2_] = Expand[K[Sequence @@ Join[{h},Z]]];
Knl[h_,x1_,x2_,xil_,xi2_] = 0OrdenBISI[KT,n];
COEFF = Flatten[CoefficientList [Expand[Kn[h,x1,x2,xil1,xi2]],{h,x1,x2,xil,xi2
315
MAX = ConstantArray[0,2xd + 1];
For[i =1, i != 2%xd + 2, i++,

MAX[[i]] = Length[CoefficientList[Expand[Kn[h,x1,x2,xil1,xi2]],Join[{h},x,
xi][[i]] /. Thread[Delete[Join[{h},x,xi],il] -> Y111;

W = 0;
For[i = 1, i != Length[COEFF] + 1, i++,

If[(Mod[i - 1,MAX[[5]]] '= Mod[Quotient[i - 1,MAX[[5]]1*MAX([[4]]1],MAX[[3]]]
|l Mod[Quotient[i - 1,MAX[[5]]1],MAX[[4]]] '= Mod[Quotient[i - 1, MAX[[5]]*MAX

[[4]11*MAX[[3]11],MAX[[2]111),

W = W + Expand [COEFF[[i]]/((el1*(Mod[Quotient[i - 1,MAX[[5]11],MAX[[4]1]1]
- Mod[Quotient[i - 1,MAX[[5]]1*MAX[[4]]1*MAX[[3]]1],MAX[[2]1]1]1)) + e2*(Mod[i - 1,
MAX[[5]]1] - Mod[Quotient[i - 1,MAX[[5]11*MAX[[4]1], MAX[[3]1]1))*(h~Mod[Quotient[
i - 1,MAX[[5]11*MAX[[4]]1*MAX[[3]1]1*MAX[[2]1],

MAX[[1]]1]1*x1~Mod[Quotient[i - 1,MAX[[5]1+*MAX[[4]1]1*MAX[[3]11],

MAX [[2]]]*x2"Mod [Quotient[i - 1,MAX[[5]1*MAX[[4]11], MAX[[3]]]l*xi1i~Modl[
Quotient[i - 1,MAX[[51]],MAX[[4]]1]*xi2"Mod[i - 1, MAX[[5]11)1, ""11;
Llh_,x1_,x2_,xil_,xi2_] = W;

Wnlh_,ql_,q2_,pl_,p2_]1 = Expand[L[Sequence @@ Join[{h},ZZ]]];

Mad[a_] := MoyalBracket2D[Wn,al;
Clear [W];
W = 0;
For[s = n, s !'=m + 1, s++,
W = W + Expand[Orden[K,s]];
For[k = 1, k != Floor[s/(n - 2)] + 1, k++,

HELP[h_,ql_,q2_,pl_,p2_]1 = Orden[K,s - kx(n - 2)];
DUMMY [h_,ql1_,q2_,pl_,p2_] = Expand[HELP[h,ql,q2,pl,p2]];
For[l =1, 1 != k + 1, 1++,
DUMMY [h_,q1_,q92_,pl_,p2_] = Expand[Mad [DUMMYI]];
W = Expand[W + 1/Factorial [k]*DUMMY[h,ql1,q2,p1,p2]111];
K[h_,ql_,q2_,pl_,p2_1 = K[h,ql,q2,pl1,p2] - Sum[Orden[K,il, {i, n, m}];
K[h_,q1_,q2_,pl_,p2_1 = K[h,ql,q2,pl,p2] + Wl;

o KT[h_,x1_,x2_,xil_,xi2_] = Chop[Expand[K[Sequence @@ Join[{h},Z]]],5%10~(-13)]
Save ["2DoF_QNFbis" ,KT]

B.3 Sistema de Eckart-Morse-Morse (d = 3)
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Coédigo B.4: Programa basado en Mathematica para computar los primeros dos simbolos (HY y H®)
del algoritmo de la forma normal para el problema de la subseccién 5.2.3 (se realizan los pasos 1,2y 3
del algoritmo presentado al comienzo del Capitulo 5). Al finalizar, los coeficientes del simbolo HS\?) se
almacenan en un formato apropiado para ser luego importados por el Cédigo C.3, que se encarga de
determinar los simbolos restantes.

Clear ["Global ‘*"]
3;
10;
{q1,92,q3};
{p1,p2,p3};
Join[q,pl;
{x1,x2,x3};

i = {xi1,xi2,xi3};

[h_,q1_,92_,q93_,pl_,p2_,p3_1 := 1/2x(p1~2 + p2~2 + p3~2) + 1/2*%(Explql + Log
[11/911)/(1 + Expl[ql + Logl[11/9]1]1) + 5%(Expl[ql + Logl[11/9]11)/(1 + Expl[ql + Log
[11/91]1) -2 + Expl[-2*q2] - 2*Exp[-q2] + 3/2x(Exp[-2*q3] - 2*Exp[-q3]) + 0.3*(pl=*
p2 + pl*p3 + p2*p3);

H’[ql_,q92_,q93_,pl_,p2_,p3_]1 := 1/2%(pl~2 + p2~2 + p3-2) + 1/2%(Explql + Logl[11/911)
/(1 + Explql + Logl[11/911) + 5*x(Explql + Logl11/911)/(1 + Explql + Logl11/911)
~2 + Exp[-2*q2] - 2*Exp[-q2] + 3/2*(Exp[-2%q3] - 2*Exp[-q3]) + 0.3x(pl*p2 + pil*
p3 + p2*p3);

> q0 = {0,0,0};
; p0 = {0,0,0};
z0 = Join[q0,p0l;

5 J = ConstantArray [0,{2xd,2%d}];

s For[i = 1, i !'= 4 + 1, i++,
Part[J,i,d + il = 1];

s For[1i = 1, i !'=d + 1, i++,
Part[J,d + i,i] = -11;

0 A = ConstantArray[0,{2*d,2*d}];

s For[i = 1, i !'= 2%xd + 1, i++,
For[j = 1, j !'= 2xd + 1, j++,
3 Part[A,i,j] = D[H’[Sequence @@ z],z[[i]],z[[j]]] /. Threadl[z -> z0]]];
v B = J.A;
5 el = Eigensystem[B][[1]][[6]]

= Eigensystem[B][[1]]1[[3]]
7 e3 = Eigensystem[B][[1]][[1]]
e4 = Eigensystem[B]I[[1]1]1[[511;
eb = Eigensystem[BI[[1]1]1[[4]1]1;
e6 = Eigensystem[B][[1]1]1[[2]];
vl = Eigensystem[B][[2]]1[[61]1;
= Eigensystem[B][[2]][[3]];
= Eigensystem[B][[2]]1[[1]1];
v4d = Eigensystem[B][[2]]1[[5]1;
= Eigensystem[B][[2]11[[4]1];
s v6 = Eigensystem[B][[2]1]1[[2]];
ss Ordenl[a_,k_] := Module[{QQ,PP},
QQ = CoefficientRules[Expand[alh,ql,q92,93,pl,p2,p3]1],{h,q1,92,93,p1,p2,p3}];
For[i = 1, i != Length[QQ] + 1, i++,
QQCCiJI 0011100211 = QQCCi11C0C111 00111275
PP = Select[QQ,Total@#[[1]] == k &];
For[i = 1, i != Length[PP] + 1, i++,

PP[[i]][[111C0011] = PPL[i]][[11100111/2];
FromCoefficientRules [PP, {h,ql,q92,93,pl,p2,p3}1]1;

; OrdenBIS[a_,k_] := Module[{QQ,PP},

QQ = CoefficientRules[Expand[al[h,x1,x2,x3,xil,xi2,xi3]], {h,x1,x2,x3,xil,xi2,
xi33}];
For[i = 1, i != Length[QQ] + 1, i++,
QQLCiJICC011]C0C0141] = QQULCi11C0C111C0011]=2];
PP = Select[QQ,Total@#[[1]] == k &];
For[i = 1, i != Length[PP] + 1, i++,
PPL[i]]C[11]C[11] = PPLLiJ]1CC[1]1C[11]1/2];
FromCoefficientRules [PP,{h,x1,x2,x3,xil1,xi2,xi3}]];

55 X = Normal[Series[H[(h) t,(ql) t,(q2) t,(g3) t,(pl) t,(p2) t,(p3) tl, \{t,0,m}]1] /.

s HO[h_,q91_,q92_,93_,pl_,p2_,p3_1]

t -> 1;
X;
HO[Sequence @@ Join[{h},q + qO0,p + p0ll;

Hi[h_,ql_,q2_,93_,pl_,p2_,p3_]

ss ¢ = ConstantArray[0,d];
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9 ¢ [[1]]

i3 M

s Part [M,All,d + 1]

70 H2[h_,q1_,92_,q3_,pl_,p2_,p3_]

2 Y

(v1.(J.v4))~(-1/2);

{v1,v2,v3,v4,v5,v6};

For[i = 2, i != 4 + 1, i++,

cl[[il] Re[Re[v[[il1].(J.Im[vI[[il11)1~(-1/2)1;
ConstantArray [0,{2*%d,2*xd}];

Part [M,A11,1] c[[1]1*v1;

c[[111*v4;

v

For[i = 2, i !=4d + 1, i++,
Part [M,A11,i] = c[[il1*Relv[[ill1]1;
s For[i = d + 2, i != 2xd + 1, i++,

Part [M,All,i] clli - d11*Im[v[[i - d4111];
Hi[Sequence @@ Join[{h},M.z]];
Expand [H2[h,q1,92,93, pl,p2,p31];

H2[h,ql1,92,93, pl,p2,p3];

H2[h_,ql_,q92_,q93_,pl_,p2_,p3_1]

72 Z = ConstantArray [0,2xd];
s Z[[11]1 = x1;
s Z[[d + 111 = xil;
77 For[i = 2, i !'=d + 1, i++,

Z[[i]] = 1/Sqrt[2)*(x[[i]] + I*xil[[il1)];
79 For[i = d + 2, i != 2xd + 1, i++,

Z[[il]l = 1/Sqrtl[2]*(xil[[i - d1] + I*x[[i - d11)];

ZZ = {ql1,1/8Sqrt[2]*(g2 - I*p2),1/8qrt[2]1*(q3 - I*p3),pl,1/Sqrt[2]*(p2 - Ix*q2), 1/
Sqrt [2]1*(p3 - I%q93)};
= ConstantArray[1,2xd];
= ConstantArray[0O,m - 2];

100

101

103

104

105

106

108

109

110

111

3 WW

> k

KT[h_,x1_,x2_,x3_,xil_,xi2_,xi3_] Expand [K[Sequence @@ Join[{h},Z]]1];

7 array = ConstantArray[0,{19487171,8}1;
s k= 03
Do [
k =k + 1;

array [[k]] {h,q1,92,93,p1,p2,p3,0},

> {h,0,10},{q1,0,10},{q2,0,10},{q3,0,10},{p1,0,10},{p2,0,10},{p3,0,10}];

; 1ist = Flatten[CoefficientList[H2[h,ql,q92,q93,p1,p2,p3]1,{h,q1,92,93,p1,p2,p3}11;
k = 0;
9 Do [
k =k + 1;

array [[k]][[8]] list [[k]1],
{h,0,0},{q1,0,10},{q2,0,10},{qg3,0,10},{p1,0,10},{p2,0,10},{p3,0,10}1;
finalarray ConstantArray [0,{12174,8}];

0;
entry

Do [

1;

If [2¢array [[k]][[1]] + array[[k]1[[2]] + array[[k]J[[3]1] +
array [[k]1]1[[4]] + array[[k]][[5]] + array[[k]]I[[6]] +
array [[k]1]1[[7]] <= 10,

finalarray [[entry]][[1]]
finalarray [[entry]l][[2]]
finalarray [[entryl][[3]]
finalarray [[entry]][[4]]
finalarray[[entryl][[5]]
finalarray[[entry]l][[6]]
finalarray[[entryl] [[7]]
finalarray[[entry]][[8]]
entry entry + 1,""],
{k,1,19487171}]

pp = 0;
k = 0;
Do [

array [[k]1]1[[11]1;
array [[k]1[[2]];
array [[k]][[31];
array [[k]1[[4]];
array [[k]1]1[[51]1;
array [[k]11[[61];
array [[k]][[7]];
Re[array [[k]][[8]]1];

pp = pp + finalarray[[k]][[8]]l*h~finalarray[[k]I]J[[1]1]=*

ql-~finalarray[[k]][[2]1*q2~finalarray [[k]1][[3]1]*
gq3-~finalarray [[k]][[4]]*pl-finalarray [[k]][[5]1]*
p2-finalarray [[k]][[6]]*p3~finalarray [[k]]I[[7]],

s {k,1,12174}]
7 Print ["resta = ",

H2[h,q1,92,93,p1,p2,p3] - ppl

OpenWrite [];
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Writel[str,
finalarray [[k11[[3]]

finalarray [[k]][[5]]1, " ",

finalarray [[k]]1[[7]]
{k,1,12174}]
Close[str];

33 Save ["str",str]

finalarray [[k]1][[1]1], " ",

s> 3

finalarray [[k]][[2]], " ",
, " ", finalarray[[k]1[[411, " ",
finalarray [[k]]J[[6]], " ",

finalarray [[k]]1[[8]]1],

Codigo B.5: Programa escrito en FORTRAN 90 que toma el archivo de salida del C6digo C.4 y lleva a cabo
los pasos 4-9 del algoritmo de la forma normal para el sistema de Eckart-Morse-Morse. Genera a su vez
un archivo de salida con los coeficientes del simbolo Hg\?) .

program CNF3DoF

3 implicit none

real (8),
complex (8),
real (8)

allocatable
allocatable

complex (8)
real (8), parameter

complex (8), parameter

integer
7 integer , parameter
print *
print *, "Inicializando..."

allocate (Hqp(8008,8))
open (unit=99,

» do k=1,8008

read (99,*) Hqp(k,:)

s end do

close (unit=99,

i3 k=0

do i1=0,5
do i2=0,10-2*i1
do i3=0,10-2%i1-i2
do i4=0,10-2%i1-i2-i3

file=’data.txt’,

Hqp(:,:) ,temp_alloc(:,:),WnQP(:,:)
Hxxi(:,:),Hn(:,:),Wn(:,:)

moldeQP (12174 ,8) ,temp_real (12174,8) ,temp_moyal &
(12174,8) ,pol_id (1,8) ,t1

moldeXXI (12174,8) ,temp_cplx(12174,8)
lambda=0.7349552361081487d0,den3=-1.d0/(24.4d0),
den5=1.d0/(16.d0*120.d0)

iw2=dcmplx (0.d0,1.267290444967991d0), &
iw3=dcmplx (0.d0,1.822517936036739d0)
i1,i2,i3,4i4,4i5,i6,i7 ,k,ind &
(0:5,0:10,0:10,0:10,0:10,0:10,0:10)=0,n,cont ,s,1, &
c3=0,c5=0,ex3(108,7) ,ex5(1458,7) ,ord

m=10

&

status=’0ld’, action=’read’)

status=’>KEEP’)

do i5=0,10-2%i1-i2-i3-1i4
do i6=0,10-2%i1-i2-i3-i4-ib

do i7=0,10-2%i1-i2-i3-i4-i5-1i6

k =k + 1
ind (i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7) =k
moldeQP(k,:) =
dble (i6) ,dble(i7) ,0.d0 /)
moldeXXI(k,:) =

end do
end do
end do
end do
end do
end do

3 end do

59

60

61

do i1=1,3
do i2=1,3
do i3=1,3
do k=0,3
c3=c3+1

(/ dble(il) ,dble(i2) ,dble(i3) ,dble(i4) ,dble(i5),

(/ dcmplx(il),dcmplx(i2),dcmplx(i3),
dcmplx (i5) ,dcmplx (i6) ,dcmplx (i7),

&

dcmplx (i4), &

dcmplx (0) /)
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62 ex3(c3,1:6) =
63 ex3(c3,7) = k
64 if (k==0) then
65 ex3(c3,i1l) = ex3(c3,il) + 1
66 ex3(c3,1i2) ex3(c3,i2) + 1
6 ex3(c3,i3) = ex3(c3,i3) + 1
68 else if (k==1) then
69 ex3(c3,i1) = ex3(c3,i1) + 1
70 ex3(c3,i2) = ex3(c3,i2) + 1
71 ex3(c3,i3+3) = ex3(c3,i3+3) + 1
7 else if (k==2) then
73 ex3(c3,i1) = ex3(c3,i1) + 1
74 ex3(c3,i2+3) = ex3(c3,i2+3)
75 ex3(c3,i3+3) ex3(c3,i3+3)
76 else
7 ex3(c3,i1+3)
78 ex3(c3,i2+3)
79 ex3(c3,i3+3)
80 endif
81 enddo
enddo

enddo

s« enddo

(/0,0,0,0,0,0/)

ex3(c3,i1+3)
ex3(c3,i2+3)
ex3(c3,i3+3)

1
+ 4+ +
=

86 do i1=1,3
do i2=1,3
88 do i3=1,3
do i4=1,3
90 do 15=1,3

100
101

102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117

118

119

do k=0,5

cb=cb+1
ex5(c5,1:6) =
ex5(c5,7) = k
if (k==0) then
ex5(ch,il1) =
ex5(ch5,i2) =
ex5(c5,1i3)
ex5(ch5,i4)
ex5(c5,ib)
else if (k==
ex5(c5,i1)
ex5(c5,1i2) =
ex5(c5,i3) =
ex5(c5,i4) =
ex5(c5,i5+3)
else if (k==2)
ex5(ch5,il) =
ex5(c5,i2) =
ex5(c5,1i3) =
ex5(c5,i4+3)
ex5(c5,i5+3)
else if (k==3)
ex5(ch5,il) =
ex5(ch5,i2) =
ex5(c5,i3+3)
ex5(c5,i4+3)
ex5(c5,i5+3)
else if (k==4)
ex5(ch5,il) =
ex5(c5,i2+3)
ex5(c5,i3+3)
ex5(c5,i4+3)
ex5(ch5,ib5+3)
else
ex5(c5,i1+3)
ex5(c5,i2+3)
ex5(c5,i3+3)
ex5(c5,id4+3)
ex5(c5,i5+3)
endif

(

I~

enddo
enddo

enddo
enddo

/0,0,0,0,0,0/)

ex5(ch5,il)
ex5(ch5,i2)
ex5(c5,1i3)
ex5(ch,i4d)
ex5(c5,i5)
then
ex5(c5,il)
ex5(c5,1i2)
ex5(c5,i3)
ex5(c5,i4)
= ex5(c5,1ib
then
ex5(chb,il1) + 1
ex5(c5,i2) + 1
ex5(c5,1i3) + 1
= ex5(chb,id+3)
= ex5(c5,i5+3)
then
ex5(c5,il) + 1
ex5(ch,i2) + 1
= ex5(c5,i3+3)
= ex5(c5,i4+3)
= ex5(c5,i5+3)
then
ex5(ch,il) + 1
= ex5(c5,i2+3)
= ex5(c5,i3+3)
= ex5(c5,i4+3)
= ex5(c5,i5+3)

+ o+ 4+ + o+
e N

+ 1
+ 1
+ 1
+ 1
+3)

= ex5(c5,i1+3)
= ex5(ch5,i2+3)
= ex5(cb5,i3+3)
= ex5(c5,1i4+3)
= ex5(cb,i5+3)

+ +

+ + + +

+ + 4+ + 4+

S

e e e e
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138
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141
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enddo
enddo

pol_id(1,7)
pol_id(1,8)

moldeQP (1,7)
1.d0

print =*

print *, 7<-------------- > ?2,n,”’ e > 9
print *

print *, ’Cambiando coordenadas: Hgp -> Hxxi’

call QPtoXXI (Hgp,temp_cplx)

if (allocated (Hxxi) .eqv. .true.) then
deallocate (Hxxi)
end if

call reduceXXI(temp_cplx ,Hxxi)
print *, ’Obteniendo Hn’

if (allocated(Hn) .eqv. .true.) then
deallocate (Hn)
end if

call OrdenXXI (Hxxi,n,Hn)
print *, ’Obteniendo Wn’

cont = O
do k=1,size(Hn(:,1))
if ( nint (real (Hn(k,2))) .ne.nint (real (Hn(k,5))) .OR. &
nint (real (Hn(k,3))) .ne.nint(real(Hn(k,6))) .0R. &
nint (real (Hn(k,4))) .ne.nint (real (Hn(k,7))) ) then
cont = cont + 1
temp_cplx(cont ,1:7) = Hn(k,1:7)
temp_cplx(cont,8) = Hn(k,8)/( lambda*(nint(real(Hn(k,5)))- &
nint (real (Hn(k,2)))) &
+ iw2x*(nint (real (Hn(k,6)))-nint (real (Hn(k,3)))) &
+ iw3*(nint (real(Hn(k,7)))-nint(real (Hn(k,4)))) )
end if
end do

if (allocated(Wn) .eqv. .true.) then
deallocate (Wn)

end if

call reduceXXI(temp_cplx(l:cont,:),Wn)

call XXItoQP(Wn,temp_real)
if (allocated(WnQP) .eqv. .true.) then
deallocate (WnQP)

end if

call reduceQP(temp_real,WnQP)

print *, ’Calculando forma normal de orden’,n
temp_real (:,:) = moldeQP(:,:)

do s=n,m
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print *, ’s =’,s

if (allocated(temp_alloc) .eqv. .true.) then
deallocate (temp_alloc)
end if

call OrdenQP (Hgqp,s,temp_alloc)
call pol_prod(temp_alloc,pol_id,temp_real)

do k=1,floor(real(s)/real(n-2))
print *, ’k =,k
deallocate (temp_alloc)
ord = s-k*x(n-2)
call OrdenQP (Hqp,ord,temp_alloc)

do 1=1,k
call MoyalBracket (WnQP,temp_alloc ,MIN(n,ord),temp_moyal)
ord = ord + n-2
deallocate (temp_alloc)
call reduceQP(temp_moyal ,temp_alloc)
end do

call ct_prod(temp_moyal,1/dble(factorial(k)))
call pol_sum(temp_real ,temp_moyal)

end do

end do

do k=1,size(Hgp(:,1))
if (nint (2*Hqp(k,1)+Hqp(k,2)+Hqp(k,3)+Hqp (k,4) +Hqp(k,5) +Hqp(k,6) +Hqp(k,7)) &
>= n) then
Hqp(k,8) = 0.d0
end if
end do

deallocate (temp_alloc)

call reduceQP (Hqp,temp_alloc)
temp_moyal(:,:) = moldeQP(:,:)

call pol_prod(temp_alloc,pol_id,temp_moyal)

call pol_sum(temp_real,temp_moyal)

deallocate (Hgp)
call reduceQP(temp_real ,h Hqgp)

print *, ’Fin de iteracion’

END DO

call QPtoXXI (Hgp,temp_cplx)
if (allocated (Hxxi) .eqv. .true.) then

deallocate (Hxxi)

5 end if
; call reduceXXI(temp_cplx ,Hxxi)

268 do k=0,m

print *
PrAnt #, 7 c oo o e ’
print *

if (allocated(Hn) .eqv. .true.) then
deallocate (Hn)
end if

call OrdenXXI (Hxxi,k,Hn)
do 1=1,size(Hn(:,1))

print *, Hn(l,:)
end do

B.3. Sistema de Eckart-Morse-Morse (d = 3)
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281 end do

285

56 open (unit=11, file="--output--QNF.txt")
257 do k=1,size (Hxxi(:,1))

288 write (11, ’(x(F20.16 : ", "))’) Hxxi(k,:)
239 enddo

20 close(unit=11, status=’KEEP’)

292 contains

9 subroutine derivar (pol,el,e2,e3,e4,e5,e6,o0out_pol)

203 real(8), allocatable, intent (in) t: pol(:,:)

29 integer , intent (in) 11 el,e2,e3,ed,e5,eb
30 real (8) :: temp

301 integer 88 Ikpal

300 real (8), allocatable, intent (out) 88 out_pol(:,:)

301 allocate (out_pol(size(pol(:,1)),8))
36 do k=1, size(pol(:,1))

308 if (nint(pol(k,2)) >= el .AND. nint(pol(k,3)) >= e2 .AND. nint(pol(k,4)) >= e3 &
309 .AND. nint(pol(k,5)) >= e4 .AND. nint(pol(k,6)) >= e5 .AND. nint(pol(k,7)) &
310 >= e6) then

312 i=ind (nint (pol(k,1)) ,nint(pol(k,2)) - el,nint(pol(k,3)) - e2, &
313 nint (pol(k,4)) - e3,nint(pol(k,5)) - e4,nint(pol(k,6)) - e5, &
314 nint (pol(k,7)) - e6)

315 out_pol(k,1:7) = moldeQP(i,1:7)

316 temp = 1.d0O

318 do i=nint (pol(k,2))+1-el,nint(pol(k,2))

319 temp = temp*i
320 end do
321 do i=nint(pol(k,3))+1-e2,nint (pol(k,3))
322 temp = tempx*i
323 end do
324 do i=nint (pol(k,4))+1-e3,nint(pol(k,4))
325 temp = tempx*i
326 end do
327 do i=nint (pol(k,5))+1-e4,nint(pol(k,5))
328 temp = temp*i
329 end do
330 do i=nint(pol(k,6))+1-e5,nint (pol(k,6))
331 temp = tempx*i

end do

do i=nint(pol(k,7))+1-e6,nint (pol(k,7))
334 temp = tempx*i
335 end do

out_pol(k,8) = pol(k,8)*temp
338 else
339 out_pol(k,1:7) pol(k,1:7)
340 Out_pol(k,s) = 0.d0
341 end if

313 end do

345 end subroutine

319 subroutine pol_prod(polA,polB,prev_sum)

51 real (8), intent (in) :: polA(:,:),polB(:,:)
352 real (8), intent (inout) ::  prev_sum(12174,8)
353 integer 2 i,j,k

355 do i=1,size(polA(:,1))
356 do j=1,size(polB(:,1))
a5 if (nint (2.d0*(polA(i,1)+polB(j,1))+(polA(i,2)+polB(j,2))+ &



105 B.3. Sistema de Eckart-Morse-Morse (d = 3)

358 (polA(i,3)+polB(j,3))+(polA(i,4)+polB(j,4))+ &

359 (polA(i,5)+polB(j,5))+(polA(i,6)+polB(j,6))+ &

360 (polA(i,7)+polB(j,7))) .LE. 10 ) then

361 k=ind (nint (polA(i,1)+polB(j,1)) ,nint (polA(i,2)+polB(j,2)), &
362 nint (polA(i,3)+polB(j,3)) ,nint (polA(i,4)+polB(j,4)), &
363 nint (polA(i,5)+polB(j,5)) ,nint (polA(i,6)+polB(j,6)), &
364 nint (polA(i,7)+polB(j,7)))

365 prev_sum(k,8) = prev_sum(k,8) + polA(i,8)*polB(j,8)

366 end if

367 end do

365 end do

;70 end subroutine

371 subroutine pol_sum(polA,polB)

576 real (8), intent (in) :: polB(12174,8)
;77 real (8), intent (inout) :: polA(12174,8)
373 integer ok

30 polA(:,8) = polA(:,8) + polB(:,8)
322 end subroutine
6 subroutine ct_prod(pol,cte)

real (8), intent (inout) t: pol(:,:)
39 real (8), intent (in) ::  cte

391 pol(:,8) = pol(:,8)*cte

393 end subroutine

397 subroutine OrdenQP (pol,ord,out_pol)

398

9 real (8), allocatable, intent (in) t: pol(:,:)

w real(8), allocatable, intent (out) :: out_pol(:,:)
0 integer , intent (in) :: ord

02 integer :: k,cont

103

w0s cont=0

05 do k=1, size(pol(:,1))
106 if (nint(real (2*pol(k,1)+pol(k,2)+pol(k,3)+pol(k,4)+pol(k,5)+pol(k,6)+ &

107 pol(k,7))) == ord) then
108 cont = cont + 1

109 end if

10 end do

111

2 if (cont > 0) then

113

14 allocate (out_pol(cont,8))

115

116 cont = 0

17 do k=1,size(pol(:,1))

18 if (nint(real (2*pol(k,1)+pol(k,2)+pol(k,3)+pol(k,4)+pol(k,5)+pol(k,6)+ &

19 pol(k,7))) == ord) then
120 cont = cont + 1

421 out_pol(cont,:) = pol(k,:)
422 end if

123 end do

125 else
126 allocate (out_pol(1,8))
427 out_pol(1,1) = 0.d0

128 out_pol(1,2) = 0.40
129 out_pol(1,3) = 0.d0
130 out_pol(1,4) = 0.40
131 out_pol(1,5) = 0.d0
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162

164

4165

166

500

501

502

504

505
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out_pol(1,6) = 0.d0

out_pol(1,7)

[
o
Q
o

out_pol(1,8) = 0.d0

5 end if

end subroutine

subroutine OrdenXXI(pol,ord,out_pol)

; complex (8),

complex (8),

5 integer, int

integer

s cont=0

allocatable,
allocatable,
ent (in)

do k=1,size(pol(:,1))

if (nint(real (2*pol(k,1)+pol(k,2)+pol(k,3)+pol(k,4)+pol(k,5)+pol(k,6)+ &

intent (in)
intent (out)

pol(k,7))) == ord) then
cont = cont + 1
end if
end do

s if (cont > O

) then

allocate (out_pol(cont,8))

cont = 0

do k=1,size(pol(:,1))

if (nint(real (2*pol(k,1)+pol(k,2)+pol(k,3)+pol(k,4)+pol(k,5)+pol(k,6)+ &

pol(k,7))) == ord) then
cont = cont + 1
out_pol(cont,:) = pol(k,:)
end if
end do

else

allocate (out
out_pol(1,1)
out_pol(1,2)
out_pol(1,3)
out_pol(1,4)
out_pol(1,5)
out_pol(1,6)
out_pol(1,7)
out_pol(1,8)

pol(1,8))
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)
dcmplx (0,0)

pol(:,:)
out_pol(:,:)
ord

k,cont

end if

end subroutine

subroutine reduceQP (pol,out_pol)

7 real (8),
s real (8),

real(8),
integer

> cont=0
; do k=1,size(pol(:,1))

intent (in)
parameter
allocatable,

intent (out)

if (abs(pol(k,8)) > tol) then

cont
end if
end do

9 if (cont

= cont + 1

> 0) then

allocate (out_pol(cont,8))

cont =

do k=1,size(pol(:,1))

0

if (abs(pol(k,8)) > tol) then

cont = cont + 1

out_pol(cont,:)

pol(k,:)

pol(:,:)
tol=1.d-12
out_pol(:,:)
k,cont
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73 function choose(n,

107
end if

end do

s else
allocate (out_pol(1,8))
out_pol(1,1) = 0.40
out_pol(1,2) = 0.40
out_pol(1,3) = 0.d0
out_pol(1,4) = 0.d0
out_pol(1,5) = 0.d0
out_pol(1,6) = 0.d0
out_pol(1,7) = 0.d0
out_pol(1,8) = 0.d40

s end if

end subroutine

subroutine reduceXXI(pol,out_pol)

complex (8), intent (in) pol(:,
7 real (8), parameter tol=1.
; complex (8), allocatable, intent (out) out_po
integer k,cont
cont = O

do k=1,size(pol(:,1))
if (abs(pol(k,8)) > tol) then
cont cont + 1
end if
end do

if (cont > 0) then
allocate (out_pol(cont,8))
cont 0
do k=1,size(pol(:,1))
if (abs(pol(k,8)) > tol) then

cont = cont + 1
out_pol(cont,:) = pol(k,:)
end if
end do
else
allocate (out_pol(1,8))
out_pol(1,1) = 0.40
out_pol(1,2) = 0.4d0
out_pol(1,3) = 0.d0
out_pol(1,4) = 0.d0
out_pol(1,5) = 0.d0
out_pol(1,6) = 0.d0
out_pol(1,7) = 0.4d0
out_pol(1,8) = 0.d40

end if

end subroutine

563 function factorial(n) result (res)

integer, intent (in) n

integer res
integer HEE |

res = product ((/(i, i = 1, n)/))

end function factorial

k) result (res)

integer, intent (in) n
; integer , intent (in) k
integer res
res = factorial (mn) / (factorial (k) * factorial

P
d-12
1(:,:)

k))

(n -
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580
ssi end function choose

582

584
555 subroutine QPtoXXI(pol,out_pol)

586

ss7 real (8), allocatable, intent (in) 88 pol(:,:)
55 complex (8), intent (out) it out_pol(12174,8)
w9 integer :: k,m,e2,e3,eb5,e6

590

500 out_pol(:,:) = moldeXXI(:,:)

592

503 do k=1,size(pol(:,1))

594 do e2=0,nint (pol(k,3))

595 do e3=0,nint (pol(k,4))

596 do e5=0,nint (pol(k,6))

597 do e6=0,nint (pol(k,7))

598 m = ind(nint (pol(k,1)) ,nint(pol(k,2)),e2+nint(pol(k,6))-e5, &

599 e3+nint (pol(k,7))-e6,nint (pol(k,5)) ,nint(pol(k,3))-e2+e5, &

600 nint (pol(k,4))-e3+e6)

601 out_pol(m,8) = out_pol(m,8)+pol(k,8)*(1.d0/2.d0)**(nint ((pol(k,3))+
602 nint (pol(k,4))+nint (pol(k,6))+nint (pol(k,7)))/2.d0)*
603 choose(nint (pol(k,3)) ,e2)*choose(nint (pol(k,4)),e3)*
604 choose (nint (pol(k,6)),e5)*choose(nint (pol(k,7)),e6)*
605 dcmplx (0,1) **(nint (pol(k,3))+nint (pol(k,4))-e2-e3+ &
606 nint (pol(k,6))-e5+nint (pol(k,7))-e6)

607 end do

608 end do

609 end do

610 end do

611 end do

613 end subroutine

617 subroutine XXItoQP (pol,out_pol)

619 complex (8), intent(in) :: pol(:,:)
020 real (8), intent (out) :: out_pol(12174,8)
21 integer :: k,m,e2,e3,eb5,eb

023 out_pol (:,:) = moldeQP(:,:)

05 do k=1,size(pol(:,1))

626 do e2=0,nint(real(pol(k,3)))

627 do e3=0,nint(real (pol(k,4)))

628 do e5=0,nint(real(pol(k,6)))

629 do e6=0,nint (real (pol(k,7)))

630 m = ind(nint(real(pol(k,1))) ,nint(real(pol(k,2))),e2+ &

631 nint (real (pol(k,6)))-e5,e3+nint(real(pol(k,7)))-e6, &

632 nint (real (pol(k,5))) ,nint (real(pol(k,3)))-e2+e5, &

633 nint (real (pol(k,4)))-e3+e6)

634 out_pol(m,8) = out_pol(m,8)+pol(k,8)*(1.d40/2.d0)** &

635 (nint (real ((pol(k,3)))+nint(real(pol(k,4)))+ &
636 nint (real (pol(k,6)))+nint (real (pol(k,7))))/2.d0)* &
537 choose (nint (real (pol(k,3))),e2)* &

638 choose (nint (real (pol(k,4))),e3)* &

639 choose (nint (real (pol(k,6))),eb)* &

640 choose(nint (real (pol(k,7))) ,e6)* &

641 demplx (0, -1) **(nint (real (pol(k,3)))+ &

642 nint (real (pol(k,4)))-e2-e3+ &

643 nint (real (pol(k,6)))-e5+nint(real(pol(k,7)))-e6)
644 end do

645 end do

646 end do

64 end do

s1s end do

649

650 end subroutine

651

653

R
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subroutine MoyalBracket (polA,polB,ord,out_pol)

real (8), allocatable, intent (in) 88 polA(:,:),polB(:,:)

real (8), intent (out) 88 out_pol (12174,8)
ss real (8), allocatable :: dz1(:,:),dz2(:,:),temp(:,:),mono(:,:)
9 integer , parameter :: zeros(6)=(/0,0,0,0,0,0/)

integer, intent (in) ::  ord

integer :: k,1l,ex(6)

allocate (temp(12174,8))
temp(:,:) = moldeQP(:,:)
out_pol(:,:) = moldeQP(:,:)
ex(:) = zeros(:)

do k=1,6

if (allocated(dzl) .eqv. .true.) then
deallocate (dz1)
deallocate (dz2)

end if

ex(k) = 1

call derivar (polA,ex(1),ex(2),ex(3),ex(4),ex(5),ex(6),dz1)
ex(k) = 0

if (k<4) then
ex(k+3) = 1
call derivar (polB,ex(1),ex(2),ex(3),ex(4),ex(5),ex(6),dz2)
ex(k+3) = 0
else
ex(k-3) =1
call derivar (polB,ex(1),ex(2),ex(3),ex(4),ex(5),ex(6),dz2)
call ct_prod(dzl,-1.4d0)
ex(k-3) = 0

end if

call pol_prod(dzl,dz2,out_pol)

5 end do

if (ord >= 3) then
do k=1,108

deallocate (dz1l)
deallocate (dz2)

ex(:) = ex3(k,1:6)

call derivar (polA,ex(1),ex(2),ex(3),ex(4),ex(5),ex(6),dzl)
call ct_prod(dzl,(-1.d0)**ex3(k,7)*dble(choose(3,ex3(k,7))))
ex(1:3) = ex3(k,4:6)

ex(4:6) = ex3(k,1:3)

call derivar (polB,ex(1),ex(2),ex(3),ex(4),ex(5),ex(6),dz2)
call pol_prod(dzil,dz2,temp)

end do

allocate (mono(1,8))
mono(1,:) = (/ 2.d40,0.40,0.40,0.d0,0.d0,0.d0,0.d40,den3 /)

call pol_prod(mono,temp,out_pol)

end if

if (ord >= 5) then
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728 temp (:,
729 do k=1,

:) = moldeQP(:,:)
1458

731 deallocate (dz1l)

734 ex(:)
735 call
736 call
737 ex (1
738 ex (4:
739 call

741 call

743 end do

32 deallocate (dz2)

= ex5(k,1:6)
derivar (polA,ex (1) ,ex(2),ex(3),ex(4) ,ex(5),ex(6),dzl)
ct_prod(dzl,(-1.d0)**ex5(k,7)*dble(choose(5,ex5(k,7))))

:3) = ex5(k,4:6)

6) = ex5(k,1:3)
derivar (polB,ex (1) ,ex(2),ex(3) ,ex(4) ,ex(5),ex(6),dz2)

pol_prod(dzl,dz2, temp)

745 deallocate (mono)
746 allocate (mono(1,8))

74 mono (1,

:) = (/ 4.40,0.40,0.d0,0.d40,0.d0,0.d0,0.d0,den5 /)

749 call pol_prod(mono,temp,out_pol)

51 end if

753 end subroutine

57 end program
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