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Resumen

La forma de la dindmica més general posible para un sistema cudntico abierto (irreversible) se
conoce desde 1976 (Gorini, Kossakowski & Sudarshan; Lindblad). Discutiremos la problemética
del comportamiento a tiempos grandes (asintdtica). Estudiaremos resultados (ajenos) sobre la con-
vergencia para t tendiendo a infinito de la evolucién para cualquier estado inicial. Se ejemplificaran
diversas situaciones posibles. Presentaremos resultados propios para la reduccién del estudio de
la dindmica asintética. Finalmente, se discuten las aplicaciones a la problemética de la evolucién
temporal del entrelazamiento cuéntico.
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Introduccion

El presente trabajo tiene por objeto analizar el comportamiento asintético de dindmicas irre-
versibles, para sistemas cudnticos abiertos. El marco matemaético apropiado para estudiar tal
evolucién, es el de los semigrupos dindmicos completamente positivos.

Desde 1976 (Gorini, Kossakowski, Sudarshan; Lindblad) se conoce la forma general del ge-
nerador de tales semigrupos. Tales generadores seran una de las herramientas fundamentales de
nuestro estudio.

La asintotica de estos semigrupos fue objeto de estudio durante mucho tiempo, en virtud de su
aplicacién para el andlisis de la aproximacion al equilibrio termodindmico, en un sistema cuantico
abierto.

Hoy por hoy, el estudio de estos semigrupos (también conocidos como Semigrupos Markovianos)
estd motivado por el surgimiento de nuevas areas dentro de la Fisica, como lo son la Informacién
Cuéntica y la Computacién Cudntica, en las que, por ejemplo, la evolucién del entrelazamiento de
sistemas compuestos resulta una fenémeno que ha despertado mucho interés.

La estructura del trabajo estd dada por 6 capitulos. Los capitulos 1 y 2 tienen por objeto
introducir la notacién empleada, asi como dar un marco tedrico minimo en cuanto a herramientas
que han de manejarse para comprender todo lo que se expondra en el resto de los capitulos. A
tales fines, se introducen algunas nociones elementales del anélisis funcional, algunas referencias
geométricas y del andlisis convexo (capitulo 1), y luego se introduce la formulacién del problema
de separabilidad de estados cudnticos compuestos (capitulo 2).

El capitulo 3 introduce el estudio de los semigrupos dindmicos responsables de la evolucién
temporal. Luego de plantear la estructura general de estos semigrupos, el capitulo plantea el
panorama general y las interrogantes que naturalmente surgen en asintética, convergencia y estados
estacionarios, mediante la presentaciéon de algunos ejemplos.

El capitulo 4 se plante6 con caracter exploratorio, es decir, consiste en una recopilacién de
una basta (y dispersa) coleccién de resultados generales existentes, y su reformulacién en torno a
una notacién comin. Ademds, se complementa con algunas demostraciones alternativas propias.
Asimismo, se incluyen resultados propios que se orientan en la biisqueda de formas para simplificar
o reducir la dindmica (al menos en lo que refiere a su asintética).

El capitulo 5 analiza el caso particular en el que se asegura la existencia de una familia fiel
de estados estacionarios. Sin entrar en detalles de lo que ello quiere decir matematicamente, este
caso tiene muchas particularidades, por las que merece un tratamiento separado. Ademads, desde
un punto de vista fisico, un estado fiel tendria como correlato el equilibrio termodinamico.

El capitulo 6 sirve de motivacién para todo estudio realizado. Si bien el problema de separabili-
dad y entrelazamiento sigue siendo abierto, mas complicado aiin resultaria dar una caracterizacion
acabada de la evolucién del entrelazamiento. Por ello, en tal capitulo, nos remitiremos a plantear,
con la ayuda de publicaciones ya existentes, el panorama general, y las posibles conexiones con el
estudio de los semigrupos dinamicos.

El trabajo culmina con las conclusiones finales y se complementa con una serie de apéndices, en
los que se incluyen algunas demostraciones y enunciados auxiliares. Asimismo, los apéndices C y E

vi



INTRODUCCION vii

presentan un estudio detallado de ciertos ejemplos, que si bien son de dimension baja, ilustran una
interesante variedad de situaciones. Recomendamos leer esos ejemplos en paralelo a los capitulos
4y 5.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Punto de Partida

A continuacion se exponen una serie de definiciones y enunciados elementales con el objeto de intro-
ducir al lector la notaciéon empleada a lo largo del presente trabajo. Los detalles y demostraciones
de tales enunciados pueden consultarse en [1], [2] y [3].

Como punto de partida debemos considerar:

1. Un espacio de Hilbert 42 separable (es decir, que exista una base ortonormal denumerable).
Eventualmente podria ser de dimension infinita, pero trabajaremos en dimensién finita.

2. El conjunto B(#) de operadores lineales acotados! (o continuos) de # en . Llamaremos
a este conjunto como “observables”.

3. Funcionales lineales f : B(##) — C. En particular nos interesan los funcionales acotados
(o continuos, lo cual resulta equivalente). El espacio de funcionales es el dual de B(57).

Definicién 1.1.1. A € B(J) se dice acotado si: SUpye sz 420 |AV||/[|¥|| es finito. En tal caso,
este nimero es la norma de A, y se denota || Al|.

Definicién 1.1.2. f funcional lineal se dice acotada si: SUp ¢ gy, a0 |f(A)|/|| Al es finito. En
tal caso, este nimero es la norma de f, y se denota || f||.

Teorema 1.1.1. Si A € B(J) entonces A acotado < A continuo.
Un resultado andlogo también es cierto para funcionales lineales.

Definicién 1.1.3. Una C* dlgebra < estd dada por:

1. Un dlgebra lineal asociativa sobre el cuerpo de escalares complejos C, es decir, un espacio
vectorial sobre C con un producto (en principio no conmutativo) asociativo lineal en ambos
factores.

1 Automético en dimensién finita.
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2. Una norma que satisface:
|All >0, A =0 A=0, VA c o
[INA] = |A||All, VA e o/, A e C
|A+ Bl < |A|+|BI, VA, B € o
por la cual el producto es continuo:
|AB| < [AIBIl, VA, B € o
y & es un espacio completo respecto a la topologia definida por la norma.

3. Hay una involucion * : o/ — o/ con:
(A4 B)* = A* + B*, (M)*=)A*, (AB)* = B*A*, (A*)* = A,

4. Se satisface la propiedad:
| A* Al = ||A]]?
De aqui se obtiene: | A*]| = ||A]l

De la definicién anterior puede verse que B(#°) es una C* algebra.

Definicién 1.1.4. A € B(J) es positivo (se denota A > 0) si:
(¥, A¥) >0, VI € 7.

Teorema 1.1.2. Dado A € B(57), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A>0
2. 3B € B(J) tal que B*B = A
8. 3C = C* tal que C? = A. En tal caso, C es tinico, C >0, y C = v/A.
4. A= A*, o(A) C[0,00).

Definicién 1.1.5. f funcional lineal es positivo si cumple:
f(A) >0, VA >0, A€ B(J).

El siguiente enunciado nos asegura que toda sucesién creciente y acotada de operadores au-
toadjuntos es convergente:

Teorema 1.1.3. Dada una sucesion de operadores A,, € B(J), A, = AL, Apt1 — A, > 0,-
y 3C € R tal que |A,| < CVn € N, entonces lim, oAy existe (en ||.||) y es igual a> B =
Sup,en An-

2El supremo de una sucesién de operadores se construye sobre la relacién de orden C' > D si C — D > 0. Ver
Reed y Simon [1].
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Sera necesario establecer el concepto de Operadores Tipo Traza (que es Ideal en B(5¢)):

Definicién 1.1.6 (Operadores Tipo Traza. Ideales (ver [5] y [1])). Diremos que D es un Operador
Tipo Traza (se denota D € 7(H)) sitr|D| < co.

Ademds T() es un Ideal en B(5), ya que es un espacio vectorial y se verifica que si X € B(J)
y Z € 1(IH), entonces XZ € 7(H) y ZX € 7().

1.2 Estados

Definicién 1.2.1. Un estado es un funcional lineal f positivo y que cumple f(I) =1, donde I es
el operador Identidad. Denotaremos ./ () como el conjunto de los estados.

Es facil verificar que # () es un conjunto convexo. FEsto se puede ver tomando A €
B(s), f,ge L (), t e R, 0 <t <1 definimos:
(£ + (1= Dgl(A) == LF(A) + (1 — )g(A)
Este ultimo es un funcional lineal (y acotado), positivo y normalizado (pues ¢ f(I)+(1—t)g(I) = 1).
Luego es un estado y por lo tanto () es un conjunto convexo. M4ds aun, es cerrado respecto
de ||.|| definida en 1.1.2.

1.2.1 Ejemplos
L f(A) = (b, AY), conp € A, ||| =1.

Queda claro que f es una funcional lineal. Esta acotada pues:

FA] < 191l A% < Al 19117 = (1Al

Luego como A es acotado, f también lo es.

Por otra parte, f es positiva y normalizada, ya que:

f(A) = f(B*B) = (¢, B*Bv)) = ||B%||?> > 0, donde hemos usado el teorema 1.1.2.

fO =1l =1

Diremos que f definida de esta forma es un estado Puro o Extremal. Estd asociada a un
subespacio unidimensional en .77.

2. Tomamos D € B(s), D >0, tr(D) = 1. Es decir, D € 7(%). Definimos el funcional:
f(A) :=tr(DA), VA € B(5?).

(a) En primer lugar, afirmamos que f estd bien definida, en virtud de la definicién 1.1.6.
Cualquier operador (tenga o no traza), al multiplicarlo por D € 7(J¢) tiene traza bien
definida.

(b) f es lineal.

(¢) f es positivo, pues:
D>0, A>0=3YV,XeB(X)talque D=X*Xy A=Y*Y
tr(AD) = tr(Y*Y X*X) = tr(Y X*XY*) = tr( (XY*)*(XY™*) ) > 0.
| ——

>0

(d) f(I) = tr(ID) = tr(D) = 1.
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(e) f es acotada pues: |f(A)| = |tr(AD)| < ||A]l ||D|lx = ||A4||, donde hemos introducido la
3

norma traza’.

Notar que si definimos D := [¢)(¢)| = Py = proyector ortogonal sobre el subespacio unidimen-
sional generado por ; entonces el ejemplo 1 es un caso particular del ejemplo 2.

Llamaremos a toda D € B(s), D > 0, tr(D) =1 (D € 7(5)), un Operador Densidad, y
analogamente, via la identificacién con matrices n x n sobre C : B(.5¢) <» M, (C), mencionaremos
a D como Matriz Densidad.

Haciendo uso del teorema espectral, tenemos que:

D = 2]21 )\ij’ con )‘j+1 < )‘ja Pij = 5jkPk-
> nyz0) Li =S(D), y rank(P;) =1, (S(D) es el Soporte de D).
Entonces f(A) =3 5, Ajfj(A), con f;(A) = tr(AF)).
Luego hemos descompuesto un estado arbitrario como suma convexa de estados puros?.

Ligada al teorema 1.1.3 tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.2.2. Un estado es Normal si cumple: f(sup,, A,) = sup,,(f(A4,)) para toda sucesion
de operadores que satisfacen el teorema 1.1.3.

A lo largo del presente trabajo, siempre se consideraran estados Normales. Esta hipdtesis se
cumple trivialmente en dimensién finita.

Teorema 1.2.1 (Teorema Fundamental de Representacién). Todo estado normal es de la forma
del ejemplo 2. Vale decir, ¥V estado f normal, 3Dy € 7(H), con Dy >0, tr(Dy) =1 y se cumple
que:

f(A) =tr(DsA), YA € B(J¢)

La convexidad de .7 () es equivalente a la convexidad del conjunto de Matrices Densidad.

If =gl = [I1Ds = Dglls = tr(|Ds — D)

Es decir, se tiene el siguiente isomorfismo:

S(A) = 7(H)T, donde 7()] significa Operadores Tipo Traza positivos y de traza 1.

Si bien es cierto que el espacio de Banach dado por (7(J), || - ||1) tiene como dual continuo
a (B(A2), || - 1), en el caso particular de J# con dimesién infinita, existen funcionales lineales
continuos sobre B(.#°) que no son de la forma ¢(A) = tr(DA) VA € B(J¢).

1.3 Proyectores y Soporte de un Estado

Sean py ¢ € B(s#) proyectores ortogonales®, es decir p = p* = p?, y ¢ = ¢* = ¢*. Definimos la
relacion de orden:

Definicién 1.3.1. Dados dos proyectores p,q € P(S) diremos p < q si pqg = p.

Dados py ¢ € P(4¢), existe un proyector ortogonal r € B(4¢) tal que:
p>r, qg>rysis=s"=s? satisface p > s, ¢ > s entonces r > 5. Se denota: r =p A q.
La interpretacién geométrica es que r proyecta a la interseccién de los subespacios asociados con

3La norma traza se define por: || X||1 = tr(]X]). La desigualdad expuesta no es trivial, ver por ejemplo Strocchi
[3]. El razonamiento a seguir es basicamente si ||A||[I—-A >0 = tr(||A||ID—-AD) >0 = ||A| ||D||1 —tr(AD) > 0.

4Sin embargo, dado un estado no puro, existen no denumerablemente infinitas formas de descomponerlo, una de
las cuales es la espectral.

5Se escribe P(J#) para los proyectores ortogonales de /% en J.
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los proyectores ¢ y p (y naturalmente dicha interseccién también es subespacio). Vale decir:
r = proyector ortogonal al subespacio {1 € A : pip = qip = ¢}

Proposicién 1.3.1 (Férmula de von Neumann). Sip y g son proyectores ortognales, entonces:
pAg=slim, (pgp)”, e [[(pgp)" Y — (P A DV —(n—s00) 0

Proposicién 1.3.2. Si p € (), entonces VA, B € B(H) se tiene:
P(A*B)? < p(A*A) p(B*B)

Proposicién 1.3.3. Sip € .7 (), p € B(H), p=p* =p? p(p) =1, entonces VA € B() se
tiene: p(Ap) = p(pA) = p(A).

Corolario 1.3.1. Dados p=p* =p?, ¢=q* = ¢ y p(p) = p(q) = 1 entonces:
p(pAg)=1.

Demostracion. p(p A q) = s.lim,— o0 p((pgp)™) = s.lim,,— 0 p( pgp PGP PgP ... PID )

1.3.1 M
= lim, oo p( qp pap pp ... pap ) = lim, o p( p pgp PP ... pgp)
1.3.3 . 1.3.3
= s.lim,_oop(pgppgp ... pgp ) = ... =p(p) =1
1.3.3 n—1

O

Definicién 1.3.2. Dado un estado p, entre todos los proyectores ortogonales en B(5), hay uno
llamado el soporte de p, que se denota s(p), y que se define segin:

s(p) = Mp=p*=p*/ p(p) =1}

Esta definicién es coherente con lo que ya adelantamos antes para Matrices Densidad. Es decir,
si D € B(#)] estd asociada al estado p entonces el soporte de tal estado es:

s(p) = Z/\GU(D), A0 Py

Adelantdndonos a la definicién de “estados producto”®, tenemos el siguiente lema:

Lema 1.3.1 (Soporte de un Estado Producto). s(p ® ¢) = s(p) ® s(p)

Lema 1.3.2 (Soporte de una Combinacién Convexa). Dado 0 <t <1,
s(tp+(1=t)p) = s(p) Vs(p) = 1= [L = s(p)] AL = s(p)]

Resulta 1til disponer de ciertas herramientas geométricas, y algunas nociones que ya hemos
introducido (como la convexidad y extremal). En tal sentido tenemos las siguientes definiciones”:

Definicién 1.3.3. Dado un conjunto X convezo, diremos que x € X es un punto extremal de X
si se tiene que x = Ay + (1 — Nz, con y,z € X, 0 < A\ < 1= y = z = x. Denotaremos a los
puntos extremales de X como ext(X).

6Ver capitulo 2.
"Ver Asimov y Ellis [6].
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Definicién 1.3.4. Un subconjunto convexo F de X, es una Cara siVx € F conx = Ay—+(1—\)z,
y,z € X, entonces se tiene que y,z € F. En otras palabras, una Cara es un conjunto estable bajo
descomposicion convera.

Definicién 1.3.5 (Cédpsula Convexa). Dado un conjunto convero X, y B C X se define la
cdpsula convexa, co(B), como el subconjunto convexo de X que contiene a B y es minimo con
esta propiedad. Es decir:

Si BCE, ECX,E convexro= co(B) C E.

Si se dispone de una topologia, se puede definir el co(B), la Cdpsula Convexa Cerrada, que
como su nombre lo indica, es el cierre de co(B) respecto a dicha topologia.

Teorema 1.3.1 (Krein-Milman). Si X es un conjunto compacto convezxo entonces X = co(ext(X)).
Ademas si X = co(Y'), con'Y compacto, entonces ext(X) CY.

Es posible afirmar que existe una correspondencia 1 a 1 entre Caras de .#(5¢) y Proyectores.
En efecto:
F,={fes()/ f(p) =1, p€ P(H)} es un cara, pues:
SifeF, 0<t<l, f=tg+(1—1t)h, con g,h e L ()
= f(p) =1=1tg(p) + (1 = )h(p)
= fl—p)=fO) - flp) =0=1tg(I—p)+ (1 —t)h(l—p) = g(I—p) = (I —p) =0 =

—_——— —/
>0 >0

=g(p)=1, h(p) =1=g,h € F,.
Esta implicito en este razonamiento que Fj_, también es una cara y que Fy = (.

Llamaremos €, = {¢ € B(%¢) / py) = v} al subespacio unidimensional asociado con el proyec-
tor.

De acuerdo con la relacién de orden establecida en la definicién 1.3.1, si p < ¢, equivalentemente
tendremos que €, C &4.

Si F es una cara en . (), p € P(J) el proyector asociado a esta caray f € () entonces:
feF e s(f)<p<e R(Dy) C ey, donde R(Dy) es el espacio imagen (Range) de la matriz densi-
dad Df.



Capitulo 2

Nociones de Entrelazamiento y
Separabilidad

Originalmente el Entrelazamiento fue descrito por Einstein, Podolsky y Rosen [8], como un fenémeno
extrano de la mecdnica cuantica, cuestionando la completitud de la teoria. Muchos anos més tarde,
y con el advenimiento de la Teoria de Informaciéon Cudntica, el Entrelazamiento se convirtié en un
recurso para desarrollar una gran variedad de tareas y experimentos (ver, por ejemplo, [9]).

En este capitulo se presentara una breve y béasica formulacién matematica del tema.

2.1 Producto Tensorial de Espacios de Hilbert !

Dados dos espacios de Hilbert J# y 7% consideraremos el producto topoldgico 4 X %% consistente
en los pares de vectores {11,192} con ¢y € 4 y )9 € H5. A partir de esto, definimos:

Definicion 2.1.1. Dados J4 y 7% espacios de Hilbert, para cada ¢1 € J4, ¢2 € 4 denotaremos
@1 ® @2 a la forma bilineal conjugada que actia sobre 4 x 6 en la forma:
(01 ® ¢2) (11, ¥2) = (Y1, 01)1 (2, P2)2.
El subindice (-,-); en el sequndo miembro de la igualdad anterior significa que el producto interno
considerado es el correspondiente a cada espacio de Hilbert (i =1,2).

Supongamos & sea el conjunto de las combinaciones lineales finitas de tales formas bilineales
conjugadas, definimos un producto interno (-,-) sobre & de la siguiente manera:

<¢®¢J]®N> = <¢777>1 <1/)7M>2

y extendemos por linealidad sobre & .

Definicién 2.1.2. Definimos el producto de tensorial de 56 y 7, denotado por 764 ® 7, como
aquel espacio de Hilbert obtenido al completar & respecto a la morma asociada al producto interno
definido en 2.1.1.

Si{dr}y {11} son bases ortonormales para J4 y %, entonces { ¢, ®1; } es una base ortonormal
para 7 ® H5.
La extensién de lo dicho para el producto tensorial de n espacios de Hilbert es inmediata.

1Vease Reed y Simon [1].
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2.2 Producto Tensorial de Operadores

Supongamos A y B son operadores definidos sobre los espacios de Hilbert 4 y %, cuyos dominios
son D(A) y D(B), respectivamente. En primer lugar vamos a denotar D(A) ® D(B) como el
conjunto de las combinacions lineales finitas de vectores de la forma ¢ ® ¢, donde ¢ € D(A) y
1 € D(B). Definimos A ® B sobre D(A) ® D(B) de la siguiente manera:
(A B)(¢®@¢) = Ap ® By
y extendemos por linealidad.

Entonces tenemos:

Definicién 2.2.1. Dados A y B dos operadores sobre espacios de Hilbert 7, y 7, el producto
tensorial de A y B es la clausura del operador A ® B sobre D(A) @ D(B) (y se denota de la
misma forma: A® B). Ademds, usualmente A+ B denotard la clausura de A @1y +1; @ B sobre
D(A) ® D(B).

2.3 Estados Marginales y Estados Producto

Por simplicidad, continuaremos trabajando con sistemas bipartitos, es decir, el espacio de Hilbert
A considerado sera el producto tensorial de otros dos:

H =50 Q@ I

Tendremos entonces el conjunto .% () de estados sobre B(J4 ® #4) 2.

Introducimos ahora el concepto de “estado marginal”. A partir de un estado en (), se
obtienen dos estados, cada uno de los cuales pertenece a .77 (J8) y . (.742) respectivamente.

Definicién 2.3.1 (Estados Marginales). Dado un estado f € # (), se definen:
F(C) = f(C®I), VC € B(s4).
J@ (D) = f(L® D), ¥D € B(3).

Naturalmente, las funcionales asi definidas son estados en . (J4) y . (%) respectivamente 3.
Es importante recalcar que f() y ) NO determinan a f univocamente. Es decir, dados
g€ S () y h e .7 (), existen infinitos estados f € (4 @ #43) tal que fD) =gy f?) =h.

Definicién 2.3.2 (Estado Producto). Dado f € /(A4 ® 56) diremos que es Estado Producto si:
f(C®D)=f(CeI)fI® D), YC € B(s4), VD € B(s4).
Es decir, f(C @ D) = fO(C)f3(D).

Lema 2.3.1. Sig € Y (JA) y h € () entonces existe un tnico [ € (4 ® H5) que es
estado producto y que satisface fV) = g y f) = h. Se denota: f =g ® h.

El enunciado anterior resulta natural al considerar la accién del objeto g ® h:
(9@ h)(>2; A ® Bj) =3, 9(A;)h(B;)

2Existe el isomorfimo B(/4 @ J6) = B(/) ® B(5).
3La positividad, por ejemplo, es facilmente verificable: f(1)(A*A) = fF(A*AQT) = f( (ARD*(A®I) )>0.
N—————

>0
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extendiendo por continuidad a ambos miembros.

Observaciones:
1. El conjunto de los estados producto se denotard por .7 ().
2. feS(H) & f=fDe [,

3. Z(H) no es un conjunto convexo.
Vale decir, si fi1, fo € S (FA4) y g1,92 € L (%) entonces el estado definido como la combi-
nacién convexa: ¢ = t f1®¢g1 + (1 —1t) fo®ga, con 0 <t <1, no necesariamente es un
— —_—

AT €S (H)
estado producto.
En efecto:
$(A® B) — oM (4) o*)(B) =
=t (iog)A®B) + (1-1) (200)A®B) — {t(foan)Adc]) + 1-1) (f2®
g)(A®D }-{t(ivg)IeB) + (1-1) (f2®g)(I®B) }
=...= t (1 =0)[fi(4) = f2(A)] - [91(B) — g2(B)]
Esta tdltima expresion es cero (lo cual significaria que ¢ € 5 (F#)) si se cumple alguna de
las siguientes situaciones:

t = 0. Caso trivial.

t = 1. Caso trivial.

fi=fo. Enestecasop = f@[t g1 + (1 —1) ga.

g1 =¢go. Enestecasop=[t f1 + (1—1) fo] ®g.

Por lo tanto, exceptuando esas situaciones triviales (en las que ¢ de entrada ya es estado
producto), una combinacién convexa de estados producto no es estado producto.
Consideremos, por ejemplo, el estado puro fy(C) = (¢, C¥), con ¢ = 1)1 ® 2. En esta
situacion fy € S(H), es decir: f4(C @ D) = f{7(C) £ (D).

Sin embargo, cuando definimos f, de la misma manera pero con:

Y= my Y1 ®YPa + ma @1 ® @2 resulta imposible afirmar que fy, sea estado producto para
una eleccién arbitraria de mq, mo, 11, %2, Y1, 2.

4. () es un conjunto cerrado. Naturalmente, .7 () C (7).

5. Desde un punto de vista fisico, un estado producto no muestra correlacién entre los subsis-
temas 1y 2. En tal caso, el estado f del sistema compuesto puede reconstruirse a partir de
los estados marginales.

Dado un sistema compuesto, en algin estado, al medir las observables C'y D sobre el mismo,
lo mejor que podemos hacer es reconstruir un estado producto, que no necesariamente sea el
estado real del sistema compuesto.
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2.4 Estados Separables y Estados Entrelazados

Supongamos ahora que tenemos algiin vector ¢ € 2, escrito en la forma: Zj & Vit (G @ Mk).
Diremos que v es separable si factoriza, es decir: v;r = o - B

Definicién 2.4.1. Un estado f € S (F4 ® ) es separable si es limite de sumas convezas de
estados producto. Fs decir:

— ol
Fsep(H) = co( S ()
donde hemos usado la definicion 1.3.5 y estamos tomando el cierre o clausura respecto a la métrica
asociada a la norma de funcionales lineales continuos * .

Dicho “limite de sumas convexas” queda mas claro con el lema y el comentario siguientes:

Lema 2.4.1. Sit; >0 Vj, Z;}il t;=1y{f;} CFL(H) entonces:
Z;i1 t;f; existe en () como limite en || - ||.

Haciendo uso de este lema, podemos usar la notacién:
o —co(Sx(H) = {3721t f5 | 2ty =1, 120, fj € Sn(H)}
Y entonces: I

Fsep(H) = co(F(I)) o — co( S ()

Observaciones:

L. f € ext(Fsep()) & f € Fn(), y fI), f2 son puros.

2. Si:
f=3001t g; ®hy, con: g; € .S(H4), h; € F(A3), dados por:

G =0 ¢, (D € eat(#(H4)) (ie. puro),
hy =3 89 09, 0P € ext(#(44)) (ie. puro),

Entonces: . ' ' _
F=3,,00 89t (D @) € Siep(H)
H_/

extremales
hemos escrito a f como combinacién convexa de extremales (estados puros).

Habiendo ya definido los estados separables, basta decir:

Definicién 2.4.2. Todo estado que no es separable, es entrelazado.

2.5 Correlato en Matrices Densidad

Teniendo presente el teorema de representacién 1.2.1, planteamos brevemente la separabilidad de
estados en términos de las correspondientes matrices densidad.

4d(f,9) = |If — gll, Vf,g funcionales lineales continuos.
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Un estado f € .7, () se corresponde al operador densidad D € 7()] de la forma:
D =D, ®D2, Dj S T(%)f

Un estado es separable si su matriz densidad es de la forma:
it ng) ®D§]), con: D,(c]) e 7(H4)T, >iti=1
Y ademés: H
co({D1 ® Dy | Dy € 7(A5){}) =0 —co({Dy @ Dy | D;j € 7(H5)T}).

2.6 Algunos criterios de separabilidad para casos bipartitos

Continuaremos pensando en sistemas compuestos por dos subsistemas, que ahora llamaremos A y
B (# = ), ® #3). Si bien la pregunta acerca de si un dado estado de un sistema compuesto
es separable o entrelazado sigue siendo abierta (ver por ejemplo Raggio [10]), existen algunos
criterios utiles para detectar entrelazamiento o separabilidad en ciertos casos. Haciendo uso de la
recopilacién publicada por Horodecki et al. [11], expondremos algunos de tales criterios.

El enunciado de los criterios se establece sobre matrices densidad.

2.6.1 Criterio de la “traspuesta parcial positiva” (PPT)®

Este criterio establece que si el estado pap es separable, entonces la nueva matriz QEB cuyos
elementos de matriz estdn definidos (en alguna base producto) segin:
(ml{(ulehplmv) == (ml{vloan|n)|u)
es una matriz densidad; es decir, QE p es también un estado.

La operacion I' es una forma de representar Tz, es decir, la trasposicién de indices correspon-
dientes al segundo subsistema (de aqui el nombre del criterio).

El criterio PPT es condiciéon necesaria y suficiente para la separabilidad en los casos 2®2 y
2®3.

2.6.2 Mapas Positivos pero no Completamente Positivos

Introducimos primero el concepto de mapa completamente positivo (CP):

Definicién 2.6.2.1. Sea v : B(#) — B(J) un mapa positivo. Consideremos M,,(C) (matrices
cuadradas sobre C), ademds de C" = {(z1,...,2,) : 2z; € C}, y la relacion de equivalencia®
B(# @ C") 2 B(#) @ M,,(C) = M, (B()).

Tomemos los mapas: v ® 1L, : B(# ® C") — B(# ® C"). Este mapa actua en la forma:
(YD, An ® Bn) == 32, 7(An) ® B,

Diremos que v es n-positivo si el mapa v®1L, : B(H# @ C") — B(H & C™) es positivo. Diremos
que v es Completamente Positivo (denotado como C.P.) si~y es n-positivo ¥n € N.

El estado pap es separable si y sélo si la condicién [I4 ® Agloap > 0 se satisface para todo
mapa A positivo (P) pero no completamente positivo (CP), donde A : B(#5) — B(54), con H#a,
H5 los espacios de Hilbert correspondientes a los subsistemas A y B respectivamente.

5Desarrollado por Asher Peres, 1996.
6Tal equivalencia debe leerse cuidadosamente, pues el primer producto tensorial es distinto al segundo.
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2.6.3 Separabilidad por testigo de entrelazamiento

Los “testigos de entrelazamiento” son observables que caracterizan completamente a un estado
separable y permiten detectar el entrelazamiento fisicamente.
El estado pap serd separable si se verifica que tr(Woap) > 0 para todos los observables W que

cumplen:

1. tienen al menos un autovalor negativo,

2. tienen valor medio no negativo sobre estados producto, es decir, satisfacen la condicién
(Yal(oBIWa)l¢p) = 0, para todo estado producto puro [¢a)(da| ® [¢5){(¢s]-



Capitulo 3

Semigrupos Dinamicos

En este capitulo presentaremos el estudio de los semigrupos de la Dindmica Cudntica desde dos
enfoques equivalentes. En términos simples, estos enfoques estan dados por las Imdgenes de la
Dindmica Cudantica: Schrodinger y Heisenberg. FEn la primera, la evoluciéon corresponde a los
estados (con observables “estdticos”), y en la segunda, la evolucién recae sobre las observables.
Usaremos indistintamente ambas “imégenes”.

3.1 Imagen de Heisenberg

Si pensamos que los operadores en B(5) (i.e. las observables) son los que evolucionan, la dindmica
estd dada por un semigrupo oy : B(J¢) — B(J€) que satisface:

—_

asar(A) = auys(A), YA € B(J), 5,6 >0

o

a (D) =LVt >0

3. «a; es Completamente Positivo.

4. oy es normal, es decir, ay(sup(ay,)) = sup(a(an))
5. ¢ es un mapa continuo en ¢t = 0.

Para la tercera condicién, conviene tener presente la definicién 2.6.2.1 de mapas Completamente
Positivos.
3.2 Imagen de Schrodinger
Dado . (4€), definimos el semigrupo dindmico v; como una familia de operadores lineales mono-
parametrizados vy : () — S (F), definidos Vt > 0, y que satisfacen:

1. tr[vp] = tr[p], Vp € L (), t >0

2. Vsip = Vitsps Vp € y(%L 5,t>0

3. limy_yo ||mep — pl| =0, Vp € S ()

13
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La primera condicion estd ligada a la conservacion de probabilidad. La segunda se conoce como
Condicién de Markov. La tercera asegura la continuidad en ¢ = 0, y por lo tanto para todo t > 0
(haciendo uso de la segunda condicién).

A las anteriores debe agregarse una cuarta condicién, de modo tal que se incluya la completa
positividad del semigrupo. En la imagen de Schrodinger formular esta condicién resulta algo
complicado, por lo que pediremos simplemente que el dual continuo del semigrupo v; (i.e. ay) sea
un mapa completamente positivo.

3.3 Equivalencia

Tal como ya se dijo, los estados son elementos del dual de B(.%). Es decir, . () es un espacio
de Banach que expande linealmente al predual de B(5#). Usando que la dimensién es finita, la
propiedad de reflexividad asegura que, uno es dual del otro y que cada uno es el doble dual de si
mismo. Por lo tanto, el trabajo en cualquiera de las dos Iméagenes, en tal sentido resulta equiva-
lente?.

En tal sentido, ay = v} y se tiene que (14p)(A) = p(a A), Vp € L (), YA € B(I).
Haciendo uso de la identificacién entre estados y matrices densidad expuesta en el teorema 1.2.1,
podemos expresar la dindmica de Schrodinger en la forma:

v D€ BT — BT
tr(v(D)A) = tr(Day(A)), YA € B(A#), D € B(#)}

3.4 Generadores de Dinamica

Hacia la decdda de 1970 se sabia que para una dindmica reversible® oy que satisface las condiciones
que p t q
expuestas en la seccién 3.1, y que ademéas cumple con:

at(AB) = as(A)a(B) (3.1)

la forma del generador estaba dada por:

L(A)=—i[A,H|, H=H~ (3.2)

Y por lo tanto:
ay(A) = L(ar(A)) = ai(L(A)) (3.3)
= at(A) = uj Aug, up = e H (3.4)

En 1976, Gorini, Kossakowski y Sudarshan [12], y de manera simultdnea, Lindblad [13], ex-
pusieron la forma general de los generadores de los semigrupos dindmicos completamente positivos.
En tal situacién, la dindmica no necesariamente cumple la expresién (3.1), y el generador tiene una
parte reversible (o “hamiltoniana”) y una parte irreversible. Una forma de escribir los generadores

1Podrfamos haber omitido esta seccién y simplemente definir la evolucién de 14 usando que es el predual de ay
(i.e., at = 7). En tal caso, v¢(p) := p o az.

2Fl trasfondo de las Imagenes radica en la dualidad, que es un tema elemental en el 4lgebra lineal. Ver, por
ejemplo, [1], [7].

3En general, la teorfa de sistemas cudnticos abiertos hasta esa época puede estudiarse desde el texto de Davies
[4].
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en ambas Iméagenes es la siguiente:

. * 1 *
L(-)=ilH, -]+ (V] - Vi=5ViVi - 1+) (3.5)
J
. * 1 *
L) =—ilH, ]+ (V; - Vi =57V b (36)
J
donde [ -, - |4 denota el anticonmutador.

La separacion entre partes reversibles e irreversibles no es tnica y por lo tanto conviene gene-
ralizar aiin mas la forma del generador. Por ello, a continuacién, reacomodando algunos términos,
se presenta una notacion ligeramente distinta:

LA =Y*A + AY + Y V/AV; (3.7)
i>1

L) =0Y*  + Yo+ > VioVy (3.8)
j>1

aqui g representa una matriz densidad (en adelante no distinguiremos entre 7; y v4) y la conexién
con las expresiones (3.5) y (3.6) viene dada por:

Y = —% ViV, - i H (3.9)
j=1
Como ya dijimos, el operador oy es el dual de v4. Podemos mostrar ahora explicitamente que
una evolucion es la adjunta o dual de la otra. Para ello, tomamos el espacio vectorial de las ma-
trices, y lo dotamos con un producto interno (o|p) = trjo*p] (Hilbert-Schmidt). Luego (aplicando
en la tercera igualdad la invariancia de la traza ante permutaciones ciclicas):

(C|LID))=tr[C* (Y*D + DY + Y _ V;DV)]
jz1
=tr[(C*Y*D + C*DY + Y C*V;DVj)]
j>1
=tr[(C*Y*D + Y C* D + > V;C*V;D)]
jz1
=tr[ (C*Y* + Y C* + ) _V,C*V}) D)]

Jj=1
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3.5 Estados Estacionarios y Asintdética: Introduccion

El propésito esencial del resto de este capitulo radica en plantear un panorama que sirva de
motivacion para el estudio de la asintética y estados estacionarios de la dindmica.

Los siguientes capitulos, se centrardn en explorar de manera sistematica los enunciados en
cuanto a la existencia y caracterizacién de estados estacionarios, su rol como atractores en la
dindmica y la convergencia (o no) hacia los atractores.

Debe tenerse presente que, tal como se dijo en el primer capitulo, se trabaja bajo la hipdtesis
de Normalidad. Ademads, si bien gran parte de los resultados que se expondran son validos en
dimension infinita, reiteramos que en general nuestra hipétesis de trabajo serd dimesién finita.

Conviene aclarar también, que casi nada podria decirse si la dindmica fuera “puramente hamil-
toniana” (es decir, sin partes irreversibles). Una dindmica reversible (pensando en un sistema
cerrado), por su comportamiento asintético cuasi periédico, no resulta de interés a los fines del
presente trabajo.

Por lo tanto, nuestro panorama se constituye por sistemas abiertos, con dindmicas cuyos gen-
eradores estan dados por las expresiones (3.5) y (3.6) (o equivalentemente (3.7) y (3.8)).

La ecuacién de movimiento que se plantea es la siguiente:

9 (vi(p)) = £ (i(p)) (3.10)
Un estado p serd estacionario® si se cumple:
Z(p)=0 (3.11)

Anélogamente, en la imagen de Heisenberg, los puntos fijos quedan definidos por:
L(A) =0 (3.12)

Llamaremos % («) al conjunto de invariantes en la dindmica Heisenberg y % (v) denotard el
conjunto de estados estacionarios (dindmica Schrodinger).

La construccién de . (v), de acuerdo con (3.11), se reduce a encontrar la interseccién entre el
kernel de Z y el conjunto de estados . (). En el apéndice C se presenta un estudio explicito
de casos simples, en los que se exponen los conjuntos .7 (v).

La primer interrogante que nos podemos plantear radica en que si, dada la dindmica (es decir,
alguien nos entregé un generador) y dado un estado inicial p(?), ;existird o no un estado final
“limite” p(>)? (v que evidentemente seria un estado independiente del tiempo). De aqui se
desprenden otras preguntas: ;hay un tnico estado final -estacionario- posible? ;cémo se relaciona
p(>) con las propiedades del generador? jen qué medida el estado final depende del estado inicial?.

Comenzamos con una caracterizacién de las posibles situaciones que se pueden plantear®:

1. El semigrupo es “Unica o genuinamente relajante” si lim;_, o, ¢(p) existe siempre, y no de-
pende del estado inicial p(©).
Expondremos un ejemplo. Consideremos el generador escrito de acuerdo a la expresion (3.6),

y por simplicidad pensamos en sumas donde hay un sélo V; no nulo, y la parte Hamiltoniana
es nula:®

H: V:

o O O
o O O
o O O
o O O
OO =
o = O

4Usaremos indistintamente los términos estacionario e invariante. También usaremos el término punto fijo para
referirnos a un invariante, por lo general en la imagen de Heisenberg.

5Tal panorama es planteado por Lendi (ver [14] y [15]), y similares situaciones presenta Groh (ver [21]).

6Esto se conoce como “generadores simples”.
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Facilmente se resuelve la ecuacién de movimiento, obteniéndose:

p2,2(t) = [p3,3(0)t + pa,2(0)]e™"

p3,3(t) = p3,3(0)e”"

p11(t) = —p2a(t) — pas(t) +1

p2.1(1) = p12(t) = —2p2,3(0)e™" + [p1.2(0) + 2p2,3(0)]e 2
p3.1(t) = pra(t) = p13(0)e =

p32(t) = p23(t) = pa,3(0)e"

El comportamiento asintético esta dado por:

1 0 0
p(t) " ZF poe=[0 0 0
0 0 O

Evidentemente, estado final resulta independiente de p(0).

2. El semigrupo es “relajante” si lim;_, o, v¢(p) existe siempre, pero depende del estado inicial
(0),

p
El ejemplo que daremos también se corresponde con un generador simple, donde establece-
mos:
0 0 O 010
H={0 0 0 V=0 0 0
0 0 O 0 0 1

La dependencia en las condiciones iniciales se ve explicitamente, en la siguiente situacién.
Tomamos dos estados iniciales diferentes p!(0) y p£(0):

000 000

pl0)y=10 0 0] =p'(t)=10 0 0

0 0 1 00 1
00 0 i-det 0 0 100
py=10 3 0] =@ = 0 et 0| =X (0 0 0
00 3 0 0o 1 00 3

3. El semigrupo es “parcialmente relajante” si lim; . 4(p) no existe, pero existe una descom-
posicién en términos de dos proyectores ortogonales Py @, (P + Q =1) tal que:
limy 00 Qui(p)Q = pl9 y Pry(p)P = (1—00) vi(p)
donde ut(p)[P ] es una matriz cuyos elementos no nulos son funciones puramente periédicas
del tiempo.

El ejemplo que planteamos en este caso es el siguiente:

0 0 0
H=10 0 0 V=
0 0 1

o O =
o OO
o OO
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La integracién del sistema da por resultado:

p1,1(0) t p12(0)e” % 01,3(0)6(*%“’”
pt)= | _pr2(0)e7z  p22(0) p2.3(0)e”
p1,3(0)e(727It  py5(0)e~ p3,3(0)
pl,l(o) 0 0 ,
— (t—o0) 0 p2,2(0)  p23(0)e”

0 p23(0)e™™  p33(0)

Obteniendo entonces un bloque unidimensional estacionario y un bloque bidimensional con
componentes oscilatorias en el tiempo (i.e. el limite no existe).

Si bien los ejemplos expuestos estdn muy lejos de corresponderse con algin fenémeno fisico,
se presentaron para que el lector se convenza de que la pregunta, acerca de la asintética de la
dindmica, resulta altamente no trivial.

Evidentemente, una posible via para atacar el problema consiste en resolver directamente la
ecuacién de autovalores correspondiente: .Zx = Az. En tal caso, si Re()\) < 0, podriamos asegurar
que el sistema es relajante. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que para un sistema N-dimensional,
el problema anterior tiene dimensionalidad N2, y esto eventualmente traeria complicaciones de
calculo a medida que el sistema es mayor.

Nos interesa entonces encontrar condiciones simples (por ejemplo estudiando alguna propiedad
del generador) que nos permitan inferir alguna (o parte) de las respuestas a las preguntas que
hemos planteado.

En tal sentido, una manera didactica de comenzar el estudio de los invariantes y la asintétitca
de estos semigrupos dindmicos, radica en el andlisis de la forma maés simplificada del generador,
conocida como Generadores Simples. Como ya advertimos antes, la expresién que adoptarian seria
la siguiente:

1
L(A) = V' AV = S(V'VA+ AV*V) (3.13)

1
Z(e)=VeV* = 5(V'Vo+oV'V) (3.14)

En el apéndice B presentamos una sintesis de resultados acerca de los generadores simples, en
los que es posible hacer algunas afirmaciones con base a un analisis espectral. En el apéndice C se
expone un estudio y calculo explicito de la dindmica para tales generadores, en casos de dimensién
baja’.

Si bien los generadores simples constituyen una fuente de ejemplos para muchas situaciones,
no son demasiado interesantes, habida cuenta de su estructura por demas simplificada. Queremos
apuntar a criterios generales que nos permitan decir algo respecto de la asintética y estados esta-
cionarios. Adelantandonos al préximo capitulo, exponemos uno de tales criterios o afirmaciones
(que histéricamente resulta ser uno de los primeros establecidos).

Una condicién suficiente para el que semigrupo sea genuinamente relajante fue establecida por
Spohn en 1976 (ver [16]). Para enunciar la condicién se hace necesario reescribir el generador de
la siguiente manera (forma normal de Kossakowski®):

‘ 1 &
Z(p) = —ilH, pl + 5 > au ([Fi, pFY] + [Fip, F})) (3.15)
i k=1

l,

7Se recomienda leer los préximos capitulos en paralelo a tales ejemplos.
8Introducida en el trabajo original de Gorini, Kossakowski & Sudarshan [12]. Véase en el apéndice A la equiva-
lencia con las otras formulaciones.
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donde:
H=H~" Tr[H] =0
M=N*>-1 A={ag}¥ A=4*">0
Tr(F;] =0 Tr[F;Ff] = 0ik 1<i, k<M (3.16)
El criterio de Spohn establece que, dada la matriz A (definida en (3.16), conocida bajo el
nombre de matriz de relajacion), y siendo ng la degeneracién del autovalor cero de tal matriz,

entonces:
St 2ng < M = 1, es Unicamente relajante.



Capitulo 4

Resultados Generales

Habiendo ya planteado un panorama introductorio, nos adentraremos ahora en el caso general, y
los enunciados formales existentes.

Una primera serie de resultados e investigaciones sobre los semigrupos dindmicos se desarrolld
entre 1977 y principios de la década de los ’80, con motivaciones diferentes a las potenciales
aplicaciones actuales de los semigrupos GKS-Lindblad. Estudiaremos entonces los aportes de
Frigerio ([17], [20]), Evans ([19]) y Groh ([21]).

Una segunda serie de resultados referida a los semigrupos dindmicos, se ha desarrollado en la
ultima década (y obviamente con una motivacién diferente a la de 30 afios atrds). Nos centraremos
entonces en los trabajos de Fagnola y Rebolledo ([23], [24], [25]), Mohari ([18], [22]), Baumgartner
y Narnhofer ([27], [28]).

4.1 Enunciados Basicos

Serd necesario tener presente dos ideas que se repetiran (con distintos matices) en los razonamientos
de los distintos autores. Estas son: la irreducibilidad y la existencia de una familia fiel de estados
estacionarios. Esta segunda hipdtesis serd nuestro objeto de estudio en el préximo capitulo.

Definicién 4.1.1. Una familia de estados normales {w;} se llama fiel, si dado A > 0, w;(A4) =
0Vi=A=0.

Introducimos la irreducibilidad segin Evans [19]:

Definicién 4.1.2 (Reduccién de semigrupos dindmicos. Irreducibilidad segin Evans.). Dado
un proyector p € P(J), una subdlgebra hereditaria de B(J¢) es de la forma pB(J€)p. Dicha
subdlgebra reduce' a oy si el semigrupo oy la deja globalmente invariante y ademds la restriccion
de ay a pB(H)p es un semigrupo dindmico (notese que pB(H)p reduce a ay < ay(p) = p, Vt >
0 = at(pAp) = pas(A)p, ¥t > 0 VA € B(J)).

Un semigrupo dindmico se dice irreducible si no puede reducirse por alguna subdlgebra propia (i.e.
p # 0, p # 1) hereditaria. FEs decir, oy es irreducible si: oy(p) = p parap € P(J) =p=096
p=1IL

De acuerdo con Frigerio & Verri [20] si p € P(J2) y p € S (F), se denota por ppp al elemento
de () definido por (ppp)(A) = p(pAp) YA € B(H), y se denota por p.# (7 )p al conjunto

IDiremos indistintamente que la subdlgebra o que el proyector es el que reduce al semigrupo.

20
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de tales elementos. Entonces la irreducibilidad antes definida tiene como consecuencia que: si un
proyector p no nulo reduce a v entonces p.¥ (S )p es globalmente invariante bajo v;.

La idea de trasfondo que introducen Frigerio & Verri radica en el concepto de Cara Invariante.
Retomaremos entonces el concepto de Cara, introducido en la seccién 1.3. Alli, afirmamos que las
Caras estdn en correspondencia 1 a 1 con los proyectores. Ademds, dado un proyector, construimos
explicitamente su Cara asociada:

Fp={f € #(#) | [(P)=1, P € P(#)}

Dijimos también que f € Fp < s(f) < P. Introducimos ahora la nocién de cara invariante:

Definicién 4.1.3. Una cara es globalmente invariante para vy si se cumple vi(Fp) C Fp. Es
decir, si su proyector P asociado satisface que Vp € S (H): Pvy(PpP)P = v (PpP).

De acuerdo con Evans, si el semigrupo es irreducible, entonces no hay caras invariantes no
triviales. La reciproca no es cierta (al menos sin hipdtesis adicionales), lo cual llevard a otra
formulacién de irreducibilidad:

Definicién 4.1.4 (Irreducibilidad segiin Groh.). El semigrupo vy es irreducible si no tiene caras
invariantes no triviales.

El soporte S(w) de cualquier estado w € .Z (v) reduce a vy . Otro proyector que reduce a v; es
el llamado proyector recurrente:
R = sup {S(w): we F)}.
Tendremos que R = 0 cuando el semigrupo dindmico no tiene ningiin estado normal estacionario,
y R =1 si existe una familia fiel de estados estacionarios.

Exponemos a continuacién los resultados més importantes presentes en [20], que es uno de los
trabajos mas importantes en el tema.

Teorema 4.1.1. Dado un semigrupo dindmico oy, t > 0, actuando sobre B(J), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1.
¢
tlim % vs(p)ds existe en S () Vo € S () (4.1)
— 00 0
2.
L
tli)rgo ), as(R)ds =1 (4.2)

3. F(v) separa a F ().

La dinamica reducida estard dada por:

alf(A) = Roy(A)R, VA € RB(#)R (4.3)
E(A) = lim 1 tRaS(A)Rds, VA € RB(#)R (4.4)
t—o00 0

Entonces se sigue el siguiente teorema:

Teorema 4.1.2. Dado un semigrupo dindmico oy, t > 0, actuando sobre B(J), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1.
lim a;(R) =1 gy Jim o aff = o E, Y € RY ()R (4.5)

t—o0
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75lim vi(p) existe en () Vo € S () (4.6)
— 00

Si se usa la hipotesis de dimension finita, se tiene que la primera condicién en el teorema 4.1.1
se cumple automéaticamente?; por lo tanto el limite ergédico existe siempre, y entonces siempre se
tiene al menos un estado estacionario.

Ahora exploraremos el trabajo de Groh [21], que distingue tres situaciones para la asintética
de oy, t > 0:

1. El promedio Cesaro % f; aydt converge fuertemente a un proyector P sobre % («).
2. Los mapas oy convergen fuertemente a P.
3. Los mapas a; se comportan como un grupo periédico.

Si ahora asumimos irreducibilidad (segin Groh), tenemos el siguiente enunciado:

Teorema 4.1.3 (Proposicién 3.4 de [21]). Dado un semigrupo dindmico vy, t > 0, las siguientes
afirmaciones resultan equivalentes:

1. vy es irreducible y po(ZL)N iR # 0, donde po (L) significa “espectro puntual del generador”.

2. vy es fuertemente ergddico, es decir, lim,_ o % fos vi(X)dt existe VX € B(J); y F(v) es
generado por un estado fiel.

3. F(v) es generado por un estado fiel.

Fuera de la condicién de irreducibilidad, asintéticamente la dindmica puede presentarse de
manera parcialmente periédica (y obviamente el limite no existe). En tal sentido, tenemos el
siguiente enunciado:

Teorema 4.1.4 (Teorema 3.11 de [21]). Dado un semigrupo dindmico v;, t > 0, uniforme-
mente ergddico, y asumiendo que o(£)N iR # {0}, entonces existe un semigrupo [
parcialmente periddico (y que también preserva identidad), tal que:
tliglo[yt =0

En el apéndice E (Ejemplo 2) presentamos una situacién que se enmarca en el teorema anterior.

Veamos ahora algunos aportes de Fagnola & Rebolledo. Mas adelante, daremos un argumento
geométrico por el cual la dimensionalidad finita nos permite asegurar la existencia de un estado
normal invariante (estacionario). En dimensién infinita, tal afirmacién no es automética, y requiere
de un estudio més detallado. Béasicamente, y a modo de comentario, en [23] se plantea que existe
un estado normal estacionario, si es posible posible encontrar dos operadores autoadjuntos X e Y,

2M34s atin, en dimesién finita se puede asegurar que lim¢ oo at(R) = L.



CAPITULO 4. RESULTADOS GENERALES 23

con X > 0, Y acotado por debajo, con proyectores espectrales de dimensién finita asociados con
intervalos acotados, tal que sucede:

o bien:

con L(-) dado por 3.7.

Introducimos ahora un concepto de fundamental importancia en el estudio de los semigrupos
dindmicos:

Definicién 4.1.5. Un operador positivo a € B(3) es armdnico para el semigrupo dindmico, si
a(a) =a, Yt > 0.

Definicién 4.1.6. Un operador positivo a € B(J) es subarmdnico para el semigrupo dindmico,
si ag(a) > a, Vt > 0.

Definicién 4.1.7. Un operador positivo a € B(F) es superarmdnico para el semigrupo dindmico,
st ag(a) < a, Vt > 0.

Aclaramos que cuando digamos “P es un proyector subarmoénico” la relacién de orden debe
entenderse en el sentido a;(P) — P > 0 (y no en el sentido de la definicién 1.3.1). Recordar que
at(P) no tiene por qué ser un proyector.

Se plantea nuevamente la irreducibilidad del semigrupo a;:

Definicién 4.1.8 (Irreducibilidad segiin Fagnola & Rebolledo.). El semigrupo dindmico oy es
wrreducible si no existen proyectores subarmdnicos no triviales.

4.2 Sobre las Nociones de Irreducibilidad 1

En la exploracién de resultados que hemos efectuado surgieron diferentes definiciones de irredu-
cibilidad, de acuerdo con los distintos autores citados. Veremos la relacién existente entre ellas.

Ya mencionamos que la irreducibilidad segiin Evans establece que el semigrupo dindmico oy es
irreducible si a;(P) = P = P =0, I. Esto significa que no existen proyectores armdnicos no
triviales (Mohari [18]).

La irreducibilidad segin Groh se basa en la inexistencia de Caras invariantes. Por otra parte,
segun Fagnola y Rebolledo, el semigrupo dindmico «; es irreducible si se tiene que ay(P) > P =
P =0, I. Veamos ahora que estas nociones son equivalentes. Para ello, comenzamos con un lema
auxiliar y luego demostramos la proposicién de la que se desprende la equivalencia.

Lema 4.2.1. Si0<z <1 yp=p* =p® entonces:

PIp=p< T > p
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Demostracion. (<)
[>2>p = p=p">pep>p’°=p = prp=p

=)

O=p—prp=p(l-z)p=pVIi-zVI-zp
= (VI-zp)* (VI-zp)

= VI—-xp =0 & pvVIi—x =0

Luego:
0= VI-zWVWIl-zp) = I-2)p & 0=---=pI-2x)
= p=2xp=Dpr & wpt = pta
Finalmente:

z—p = (p+p") (x—p) (p+p)

= (pz—p+pra) (p+p*)

= pap +prpt — p + prap + plapt

= p +(zp)p™ — p + p(pz) + prap*

=prapt > 0
En el primer término de la cuarta igualdad usamos que pxp = p, en el segundo y cuarto términos

se usé que xp = px.
O

Proposicién 4.2.1. Dado el semigrupo dindmico o; (y su correspondiente mapa predual
1), entonces:

Demostracion. Para ver (<), planteamos la siguiente equivalencia:

n(Fp) C Fp < Py (PpP)P = v (PpP)

Tr[Pvi(PpP)Pa] = Tr{v(PpP)al

Trvs(PpP)PaP] = Tr[PpPay(a))

Tr[PpPay(PaP)] = Tr[pPay(a)P]

Tr[pPai(PaP)P] = Tr[pPas(a)P], Vp, Yt > 0, Ya € B(H)
Pa;(PaP)P = Pay(a)P

to ¢

¢

Entonces queremos ver que:
Pa;(PaP)P = Pai(a)P = o(P)> P

Para lo cual basta tomar a = I. Entonces por el lema 4.2.1:
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(=) Sea p € Fp:

O

Con esta proposiciéon demostramos la equivalencia entre las nociones de irreducibilidad de Groh
y de Fagnola & Rebolledo. En otras palabras, hablar de proyectores subarménicos y de Caras
invariantes es esencialmente lo mismo.

Asimismo, es evidente que:

Irreducibilidad segun Fagnola & Rebolledo = Irreducibilidad segin Evans

La reciproca es falsa (al menos sin hipétesis adicionales). El contraejemplo que justifica tal
afirmacién se encuentra en el apéndice C.1.1 (caso a = 0). Ese ejemplo es uno de los més signi-
ficativos pues ilustra muchas de las situaciones que se describen en éste y el proximo capitulo, por
lo que conviene tenerlo siempre presente.

4.3 Dinamica de Proyectores y Aspectos Geométricos

Estudiaremos ahora la dindmica sobre proyectores, haciendo especial énfasis en aspectos geométricos
(como el concepto de Cara).

Asimismo, incorporaremos un estudio maés reciente realizado por Baumgartner & Narnhofer
[28] sobre los semigrupos dindmicos que estamos considerando, si bien reescribiremos sus resultados
desde una perspectiva mas geométrica.

Ya advertimos que la dimensionalidad finita aseguraba la existencia de al menos un estado
estacionario. Tal afirmacion puede ser fundamentada en base a argumentos geométricos. En la
seccién 1.2 mostramos que el conjunto de estados .7() es convexo. Ademés, por definicién, el
semigrupo dindmico v; mapea . () en si mismo. Consideremos entonces la aplicacién p(0) —
p(At), para algun intervalo de tiempo fijo At. Haciendo uso del teorema de punto de fijo de
Brouwer3, existe al menos un punto fijo p(At) = p(0). Luego el estado estacionario dado por:

At
= / p(s)ds (4.9)

satisface Z(p) = 0.

Exponemos ahora una serie de lemas simples, con el objeto de encontrar una caracterizacion
para proyectores invariantes. Seguiremos para el ello el trabajo de Baumgartner & Narnhofer [28],
pero reescribiremos sus resultados en nuestra notacién. Algunos de los lemas siguientes pueden
resultar triviales (o ya demostrados antes), pero se incluyen para darle completitud y simplicidad
al argumento.

Lema 4.3.1. Dado P = P* = P?, p matriz densidad, entonces*: PpP =p < P > s(p)

3El teorema de Brouwer constituye uno de los enunciados topolégicos més importantes y usados. Su versién més
simple establece que todo mapa continuo definido sobre un disco cerrado en si mismo, tiene un punto fijo.
4Conviene tener presente la definicién 1.3.2 de soporte de un estado.
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PpP =p = Pu(p)P =u14(p)

Demostracion. tr[Puvi(p)P] = trivi(p)P] = tripay(P)] = tr[pP] = tr[PpP] = trlp] = 1 =
) <P =, PuloP=n(p) .
Lema4.3.1

La igualdad Pui(p)P = v (p) tiene su versién equivalente en términos del generador de la
dindmica: P.Z(p)P = £ (p). Esto implica que bajo las hipétesis del lema 4.3.2:

ZL(p)Pt =0
PLZ(p)Pt =0
PrZ(p)=0
PLZ(p)P=0
=0

PZ(p)Pt (4.10)

El siguiente lema es un breve paréntesis en nuestro razonamiento, pero serd de utilidad en lo
inmediato.

Lema 4.3.3. Si XAX*=0,VA>0 = X =0.

Demostracion. 0 = tr[XAX*] = tr[AX*X]=0,VA>0 = X*X =0
= (W, X*XY) =0V = (X, X¢) =0V = | X¢| =0V = X =0. 0

Lema 4.3.4. Dado P = P* = P2, o,(P) = P Vt > 0 entonces:
V;P =PV;P Vj (4.11)
donde V; son los operadores presentes en el generador 3.7, 3.8.

Demostracion. Tomamos p = PpP. Por el lema 4.3.2 y las expresiones (4.10) tenemos que:

0=P+Z(p)P*

. 1
= P A{=ilH, pl + Y VipV) = S (Vi Vip+ oV Vy)} P
J

= PY(—iHPpP)P* +iP+(PpPH)P+ + > P+V;PpPV; P*
J

1 *
= 5 (PYVSV;PpPP™ + PEPpPV}V; P*)

= P+V;PpPV; P+
J
=Y (PYV;P)p(P"V;P)*

J >0
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= 0= (PLV;P)p(PV;P)*Vj = PV;P=0 = (I-P)V;P=0
Lema4.3.3
= V,P=PV;P Vj O

Corolario 4.3.1. Dado P = P* = P?, ay(P) = P Vt > 0 entonces:
PpPt=p = Pru(p)Pt =ulp)

Demostracion. a;(PL) = ay(I— P) = ay(I) — ay(P) =1— P = P+
El enunciado se sigue del Lema 4.3.2. O

Corolario 4.3.2. Dado P = P* = P?, ay(P) = P Vt > 0 entonces:
V;PL = PLV;PL vj

Demostracion. Por el razonamiento expuesto en el Corolario 4.3.1 tenemos ay(P1) = PL1. El
enunciado se sigue del Lema 4.3.4. O

Observacion:

V;Pt = Ptv; P+
Vi(L— P) = (L - P)V;(— P)
= PV; = PV;P Vj (4.12)
Se sigue del Lema 4.3.4 y la observacién anterior:
Corolario 4.3.3. Dado P = P* = P%, a(P) = P Vt > 0 entonces: [P,V;] =0 Vj
Lema 4.3.5. Dado P = P* = P2, o,(P) = P Vt > 0 entonces: [P,H] =0

Demostracion. Nuevamente, usando el lema 4.3.2 y las expresiones 4.10 tenemos:

0=PZ(p)P*
0 = P(—iHPpP)P* +iP(PpPH)P+
0 =iPpPHP*

En la segunda igualdad hemos usado que conforme a las hipétesis dadas, se cumple (Corolario
4.3.3) [P,V;] =0 Vj. De la tltima igualdad se desprende que:

PHP+ =0.
Luego:
PH=PHP
Anilogamente, repetimos el razonamiento: 0 = P+.%(p)P = HP = PHP.
Por lo tanto, [P, H] = 0. O

Es evidente que si un proyector P conmuta con H y con V; Vj, entonces, inspeccionando de
manera directa el generador, concluimos que tal proyector resulta invariante. Llegamos entonces al
siguiente enunciado, que resulta fundamental a los fines de caracterizar los proyectores invariantes:

Corolario 4.3.4. Dado P = P* = P2, entonces:

a(P)=PVt>0 < P e {H,Vj; Vj}
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4.4 Proyectores Subarmodnicos

Los proyectores subarménicos son de fundamental importancia en el estudio de los semigrupos
dindmicos. El primer aspecto importante al respecto es el siguiente resultado, que fue presentado
por primera vez por Groh (ver [21]).

Lema 4.4.1 (El soporte de un estado estacionario es Subarmdénico). Dado p estacionario (i.e.
p=rv(p) YVt >0), y s(p) su soporte, entonces P = s(p) es subarmdnico.

Demostracion. Por la proposicién 4.2.1 tenemos que:

o(P)> PVt < v (Fp) C Fp < Pu(PpP)P = v (PpP)

La tultima igualdad es facilmente verificable, pues para p estacionario:

Py (PpP)P

Estudiando los subarmonicos minimales, encontraremos una caracterizacién del espacio de
acuerdo a una estructura de caras invariantes minimales. Para ello, presentamos primero un
enunciado auxiliar®, que resultard de gran utilidad:

Lema 4.4.2. Si C,D € B(J), positivos, con C invertible y D # 0, entonces el operador
T(t) = C —tD, t € R, es autoadjunto. Eziste un to > 0 tal que T(ty) es positivo pero no
invertible, mientras que para todo t < to, T'(t) es positivo e invertible. Ademds, T'(to) =0 si y sdlo
si D = aC con a > 0; en caso contrario T (tyg) no es nulo.

Demostracion. Como C' es positivo e invertible inf o(C) > 0. Sea A(t) el infimo del espectro de
T(t), que es manifiestamente autoadjunto. Por el Teorema Variacional,

A@) :=inf{ (f,T()f): feA, [fll=1},teR

Como infimo de un conjunto de funciones afines y continuas, R 3 ¢ — A(t) es céncava y su-
periormente semicontinua. De esto se desprende que es continua. Ademds, si s > ¢ entonces
T(t) — T(s) = (s — t)D es positivo y por lo tanto (f,T(t)f) > (f,T(s)f) para todo f € H; y
entonces A(t) > A(s). Luego A es por ende no creciente. Para todo ¢ < 0, tenemos:

(LT ) = (LN + (£, Df) = (f,Cf) = A0) >0

Ya que D # 0 existe g € 7 con ||g|| =1y (g, Bg) > 0; tome s > ||C||/{g, Dg). Entonces:

(9,T(t)g) = (9,Cg) — s(g, Dg) < |C|| —s({g,Dg) <0

y por lo tanto A(s) < 0.

Por la continuidad y el no crecimiento de A, hay ty con A(tg) =0 y A(t) > 0 para todo t < tg.
Por la definicién de A, tenemos que T'(tg) es positivo pero no invertible, mientras que para t < ¢,
T'(t) es positivo e invertible.

Suponga que D = aC con « > 0 entonces T'(t) = (1 — at)C' y esto es: positivo e invertible para
todo t < a~1; nulo para t = a~! = t; (y negativo e invertible para todo t > a™1). Si T'(tg) =0
entonces D = toC. O

5De [29].
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De este Lema auxiliar se desprende la siguiente consecuencia:

Corolario 4.4.1. Si D1, D> son operadores densidad distintos pero de idéntico soporte P entonces
existe a € RT tal que D; — oDy es positivo, no nulo y de soporte estrictamente inferior a P.

El siguiente enunciado resulta de gran importancia para nuestro estudio:

Lema 4.4.3 (Teorema 13 de [28]). Sea P proyector subarmdnico, y minimal subarmdnico
(es decir, si Q < P, Q subarmdnico = Q = P). Entonces existe un tdnico estado
estacionario p tal que s(p) = P, y obviamente se tiene que rango(p) = dim(PH).

Demostracion. Como P es subarmoénico, basta pensar en la dindmica sobre un espacio de Hilbert
reducido PsZ. La evolucién en ese subespacio es independiente de lo que ocurre fuera de él.

Ahora podemos asegurar en esa dindmica reducida, la existencia de al menos un estado esta-
cionario, habida cuenta de la dimensién finita (bien podemos hacer uso del comentario que dimos
al comienzo de esta seccién respecto del teorema de Brouwer).

Supongamos que tenemos un estado estacionario p cualquiera, con s(p) < P. Luego, por el
Lema 4.4.1, s(p) es subarmonico. Usando la hipétesis de minimalidad, concluimos que s(p) = P.

Si existiera otro estado estacionario ¢ (distinto), entonces por el mismo argumento s(p) = P.
Entonces, en términos de operadores densidad D,, D, serian distintos, pero de idéntico soporte
(P).

Conforme al Corolario 4.4.1, existe a« € RT tal que D, — aD,, es positivo, no nulo y de soporte
estrictamente inferior a P. Pero evidentemente, por la linealidad en las ecuaciones (3.8) y (3.11),
D, — aD, también es estacionario. Esto contradice la minimalidad de P. Luego p es el dnico
estado estacionario en esa cara. O

Dada una Cara globalmente invariante, sabemos que su proyector asociado es subarménico. Si
tal proyector no es minimal, buscamos un proyector menor que si lo sea, de modo que contemos
con una cara invariante minimal. De acuerdo con el Lema 4.4.3, existe un estado estacionario p
cuyo soporte es igual a ese proyector minimal y ademé&s p., es fiel (en ese subespacio) y tnico.

Luego, cualquier estado p que pertenezca a esa cara invariante minimal, satisface que lim;_, o, 4(p)
= poo. Esta afirmacion se justificard en el captulo 5: habida cuenta que la dindmica reducida a esa
cara invariante es irreducible (pues no hay otra cara invariante estrictamente contenida) se aplica
el Corolario 5.1.1.

En pocas palabras, dentro de una cara invariante minimal, hay un tnico estado estacionario,
es fiel, y ademaés la dindmica reducida es unica o genuinamente relajante hacia tal estado. La
existencia del estado fiel y la irreducibilidad son las hipétesis suficientes para asegurar la relajacion.
Este serd nuestro objeto de estudio en el capitulo 5.

Con este ultimo enunciado queda claro el papel fundamental que juegan los proyectores sub-
armonicos. Continuamos entonces con el estudio de los mismos, dando una caracterizacién de
cualquier proyector subarménico, usando la forma explicita del generador. La receta estd dada
por:

Lema 4.4.4. Un proyector P es Subarmdnico si y sélo si se satisfacen:
V,P=PV;P Vj (4.13)
. 1
P (iH — 521@*\@) Pt=0 (4.14)
J
La demostracién de este lema puede consultarse en [28], (Lemas 9 y 11); o bien de [24].

Con base en el trabajo de Mohari ([18] y [22]) enunciaremos ahora algunas propiedades basicas
de los proyectores subarménicos:
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Proposicién 4.4.1. Sea p un proyector subarmdnico. Entonces se sigue que:
1.Vt 20, pou(p) = au(p)p =p
2. a(x(1—p))p=0, Ve € B(J), t >0

Proposicién 4.4.2. Sea p un proyector subarmdnico, y sea g := lim;_, oo ay(p). Entonces Va €
B(A2), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. g =0
2. ay(p)x =0, ¥t >0

Veamos ahora qué se puede decir respecto a la evolucién asintética de estos proyectores. La
subarmonicidad y la cota superior dada por la identidad (P < ay(P) < I) traen como consecuencia
que limy_, o ot (P) siempre existe. En tal sentido, tenemos los siguientes enunciados®:

Teorema 4.4.1 (Teorema 2.5 de [18]). Si p es un proyector subarmdnico y existe A > 0 tal que
limy_yo0 at(p) = g > A 1 (i.e. g invertible), entonces g = 1.

Teorema 4.4.2 (Corolario 2.6 de [18]). Sea p proyector subarmdnico (no trivial, i.e. p # 1)
maximal , y (I — p) es de dimensidn finita, entonces lim;_,o, (p) = L.

Teorema 4.4.3 (Teorema 3.12 de [22]). Sea @g un estado estacionario, y p su soporte, tal que
lim; o at(p) = L. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Vx € B(H), limy_, 00 pay (pzp)p = @o(2)p
2. Vo € B(J), lim_, o0 () = @o ()l

Los siguientes enunciados de Umanitd (& Fagnola) y de Mohari respectivamente, resultarin
muy utiles en lo inmediato:

Proposicién 4.4.3 (Ver [26]). Sea {p;} una familia de proyectores subarmdnicos para oy. En-
tonces el proyector p == \/, p; también es subarmdnico para oy (i.e. el supremo de la familia de
subarmdnicos es subarmdnico).

Proposicién 4.4.4 (Proposicién 2.3 de [18]). Sea x € B(), © > 0,c4(x) = x, y sea s(x) el
soporte” de x. Entonces 1 — s(x) es subarmonico.

4.5 Reduciendo la Dinamica

Sobre la base del estudio de los proyectores subarmonicos, construiremos un proyector particular
que nos permita, de alguna manera reducir el estudio asintético de la dindmica. El primer teorema
importante al respecto es el siguiente:

Teorema 4.5.1. Sea Py :=sup{P / P es proyector subarmdnico minimal}. Entonces:

tl;rgl<> ai(Py) =1 (4.15)

6No incluiremos las respectivas demostraciones, pero pueden consultarse en los articulos citados.
7Entendido como la suma de los proyectores espectrales del operador asociados a autovalores no nulos.
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Demostracion. Por la proposicién 4.4.3, Py es subarménico. Es decir, oy (FPy) > Py.
Sea ¢ := lim;_,o @t(FPp). Obviamente ay(g) = g Vi > 0.
Si g es invertible, entonces por el teorema 4.4.1 tenemos g = I y no hay nada que demostrar.
Supongamos g no invertible. Sean s, el soporte de g, y ¢ el proyector al kernel de g. Esto
significa que:
9=99=0; qg=1-s54 (4.16)

Luego, por la proposicién 4.4.4 ¢ es un proyector subarmonico.
Si ¢ no es minimal, entonces sea ¢’ < ¢ minimal subarménico (obviamente no nulo). Ahora
bien:

de=q¢ = d9g=4qq9=0

Py <a(Py)<yg

= 0< ¢P < du(P) < qdg=0
=q¢Py=0

Por otra parte, ¢’ es minimal subarménico, y por la definicién de P, tenemos que ¢’ < Py, es
decir, ¢’ Py = ¢'. Del razonamiento anterior se desprende que ¢’ = 0. Por lo tanto ¢ =0y s, =L
Luego g invertible, en contradicciéon con el supuesto anterior. O

Introducimos ahora el concepto de proyector decadente (tomado desde [28]).
Definicién 4.5.1. Un proyector es decadente si as(P) —(4—o0) 0.

Resulta natural plantearse la pregunta ;qué relacion existe entre un proyector decadente y un
proyector subarménico (o superarmoénico)? Es obvio que P es subarmonico si y sélo si P+ es
superarménico®.

Si P es subarménico, ;jentonces Pt es decadente?. La respuesta es no. En el apéndice E
(ejemplo 2) estudiamos un caso en el que P es subarménico, y P también lo es. Por lo tanto
ambos son invariantes (en particular P+ no es decadente).

Ahora bien, en [28] Baumgartner & Narnhofer afirman que si un proyector P es decadente en-
tonces Pt es subarménico”. Tal afirmacién es falsa. El contraejemplo que damos esta desarrollado
en el apéndice C.1.1 (caso a = 0).

Reformulando la afirmacién anterior, uno si puede decir algo respecto a un proyector sub-
arménico muy particular: Py. Del teorema 4.5.1 se desprende que Py~ es decadente. Y ello nos
sera de utilidad en el siguiente razonamiento, que nos permitira simplificar el estudio de la dindmica:

Sea x € B(J), p € (), Q= P;-. Entonces:

plae(2zQ))] = e(p)(@Q)] < Vii(p)(xa™) m(p)(Q*Q) = Vwe(p)(xz*) p(an(Q)) <
< lzll Vp(er(Q)) —(t—oc) O

En la segunda igualdad hemos empleado la desigualdad general (ver la Proposicién 1.3.2):

lp(ab)] < v plaa®) p(b*b) (4.17)

Por medio de argumentos analogos, concluimos que:

8ai(P)> P & —P>—oi(P) & ai(Pt) = I-w(P) < I-P = PL.
9“Colector” en su notacién. Ver en [28], pagina 8, tltimo parrafo.
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Esto nos dice que basta analizar del bloque Pyx Py, pues para un observable x cualquiera:
x =Pox Py + PoxQ + QzPy + QxQ
a(x) = (PoxPo) + ar(PoxQ) + a(QrPy) + i (Qz Q)
() — (t—o0) e (Por Po)

Ahora, si bien uno debe analizar cémo evoluciona sélo el bloque Pyx Py, cabe aclarar que la
dindmica puede extenderse desde ese bloque hacia los otros. Es decir:

Cvt(Po.’EP()) = Poat(Pol'Po)Po + P()Oét(PofL'Po)Q —+ Qat(P()ZL’Po)PO + Qat(P().’EP())Q

y a priori no podemos decir nada de cada uno de estos sumandos. En el apéndice C.1.1 (caso
a = 0), se plantea una situacién en la cual hay un unico subarménico no trivial (un proyector
unidimensional). Ese mismo proyector es Py. Y su evolucién se extiende afuera, es decir, el bloque
Pga(Py) Py~ es asintoticamente no nulo.

El siguiente teorema establece otra propiedad fundamental de F.

Teorema 4.5.2. Sea P :=sup{P / P es proyector subarmdnico minimal}. Entonces:
Py = inf{P / a;(P) — (t—o0) 1} (4.18)
Demostracion. Comenzamos por definir el siguiente conjunto:
J={a€c B(XH)| aw(a*a) —(1-00) 0 }

Primero demostraremos que J es un ideal a izquierda. Veamos entonces que J es un espacio lineal:
Sean z,y € J; v, €C.
ar( (ya +0y)* (va +0y) ) = ew( |y [w*a + 782"y + 1oy x + |0]*y"y )
= |7 (2" 2) +Foon (2*y) + y00u(y*x) + [0 cu(yy)
—(t—00) 0
El primer y ultimo término se anulan pues z,y € J; y los términos cruzados se anulan por razona-
miento similar al expuesto mas arriba, aplicando un estado arbitrario p y usando la desigualdad

(4.17).
Ahora tomamos = € J; a € B(J). Queremos ver que ax € J. En efecto:

| plae((az)*(az))] | = | plaw(z*a*ax)] | = | v(p)(z*a*ax) | <

< Vui(p)( (z*ara) (z*a*a)* ) v(p)(a*z) <

<V lzraral? vi(p)(z*z) =/ [[a*a*al]? plar(z*z)) — (1-00) O
— ax €J
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(Nuevamente usamos la desigualdad (4.17)).

Habiendo ya demostrado que J es un ideal a izquierda, podemos asegurar que existe un tinico
proyector z tal que 10 :

J = B(H)z, z=2" = 2>
J={zeB(): zz=x}

y naturalmente se cumple que:

z= sup{g=¢" = ¢*/ at(q) —(t>00) 0 }

Por lo tanto:

2t =1—2= inf{g=¢q¢" = q2/ at(q) —(t—o00) [ } (4.19)

Por el teorema 4.5.1, o (FPy) —(t—00) I, entonces:

2H <Py (4.20)

Ahora tomamos una cara invariante minimal, y su unico estado estacionario asociado (ver lema
4.4.3): ¢, € F,.

Por definicién de Py tenemos que s(p,) < Py (recordar que s(¢,) es minimal subarménico).
Ademas:

vul2) = nlen)2) = eular(z)) o0 0

puestacionario

Pero como el primer miembro no depende de ¢ tenemos que: ¢, (z) = 0.

= 2 < (s(pu))t Y = 2 > () Vu
= 2t > \/s(gou) =P (4.21)

m

De acuerdo con (4.20) y (4.21), tenemos:

<Py, 2t > P, =2zt =P, (4.22)

y por (4.19) llegamos a lo que queriamos:

Py = inf{q =q* = qz/ at(Q) > (t—o0) I }
]

Este teorema termina por darle una importancia preponderante al proyector Py en el estudio
asintético de la dindmica, pues determina el menor bloque sobre el que hay que estudiar la dindmica
para poder conocer completamente el comportamiento asintético.

Cabe preguntarse la relacion entre el proyector Py y el proyector Recurrente R, ya definido

antes!!:

10Tal afirmacién se demuestra en [30] para Ideales en W*-4lgebras.
1Y que ha sido muy estudiado en las publicaciones existentes.
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R = sup {s(w): we F)} (4.23)

Para deducir la relacién entre tales proyectores, basta escribir cuidadosamente sus definiciénes:

K :={P / P es proyector subarmonico minimal}, Py = sup(K)
M :={s(w): we F)}, R=sup(M)

Si p € K entonces por el lema 4.4.3 existe un estado estacionario ¢ tal que s(p) = p. Luego
p € M,y por lo tanto K C M. Se sigue que Py < R.

La contencién anterior es estricta, pues hay elementos de M que no estan en K. Por ejemplo,
citamos el apéndice C.1.2 (caso a = 0): en tal situaciéon podemos construir un subarménico no
minimal, que sea soporte de un estado estacionario, dado por una combinacién convexa de los dos
estacionarios minimales que existen.

La consecuencia automatica de la desigualdad Py < R (y teorema 4.5.1), es:

a:(R) 7 (t—o0) I

Este resultado es un corolario inmediato de nuestro razonamiento, pero la demostracion de tal
afirmacién en publicaciones anteriores (ver [20]) no es trivial.



Capitulo 5

Familia Fiel de Estados
Estacionarios

En este capitulo trabajaremos el caso particular en el que existe una familia fiel de estados esta-
cionarios. Recordamos entonces la definicién:

Definicién 5.0.1. Una familia de estados normales {w;} se llama fiel, si dado A > 0, w;(A4) =
0Vi=A=0.

5.1 Teoremas de Relajacién

Se define:

N (o) ={A€ B(H): ar(A"A) = a(A")au(A),
ar(AA*) = ap(A)ay (A*), VE > 0} (5.1)

Notar que A4 (a) # 0 pues I € A ().
El siguiente teorema, de Frigerio & Verri, es de fundamental importancia, pues plantea una
equivalencia para relajaciéon del semigrupo:

Teorema 5.1.1 (Teorema 3.4 de [20]). Dado un semigrupo dindmico oy, t > 0, actuando
sobre B(5), y asumiendo la existencia de una familia fiel de estados estacionarios,
entonces:

E(A) = w. tl_l)rgo a(A) VA € B(0) & N(a) = F(a) (5.2)

De acuerdo con este dltimo teorema, teniendo presentes los teoremas 4.1.1 y 4.1.2 (y la ex-
presion para FE(A) dada por (4.4)), bajo la hipétesis de existencia de una familia fiel de estados
estacionarios, para poder asegurar convergencia (relajacién) de la evolucién dada por «y, se re-
quiere chequear la igualdad A () = % (), algo que a priori puede ser una tarea muy complicada.
En tal sentido, y de acuerdo con Frigerio [17], conviene definir la siguiente herramienta:

Definicién 5.1.1. Dado un semigrupo dindmico oy, t > 0, se define la funcion disipacion sobre
B(s) x B(H) con valores en B(J€), de la siguiente forma:
Dt(A,B) = at(A*B) — at(A*) Oét(B)

35
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Resulta evidente que:
N (a)={A € B(J): Di(A, A) =0 = D;(A*, A*), Vt > 0}

Ahora bien, dada la forma explicita del generador (3.7); si A € 4 («), entonces:

D(A,A) = L(A*A) — L(A*)A — A*L(A) = %Dt(A, A) =0 = 0. (5.3)

Luego A (a) € Ker(D) = {V;}, donde {-}' representa la conmutante'. En el apéndice D
damos una prueba de esta ultima afirmacién (la contencién es trivial, pero la igualdad no).

Esta idea puede resultar 1til, pues restringe la bisqueda de elementos? de .4 (). Sin embargo,
aun restan complicaciones: conocer todos los puntos fijos de la dindmica en Heisenberg (es decir,
construir .7 («)).

Siguiendo la linea de Frigerio y Verri ([20]), Fagnola & Rebolledo presentan (ver [25]) un
resultado muy 1til para atacar el problema de la convergencia bajo la hipdtesis de este capitulo.

El teorema 5.1.1 de Frigerio y Verri dice que A4 (a) = .Z () es condicién necesaria y suficiente
para asegurar convergencia. En tal sentido, Fagnola & Rebolledo establecen el siguiente enunciado
sobre la base de la forma (3.7) 6 (3.8) del generador:

Teorema 5.1.2. Dado un semigrupo dindmico o, t > 0, asumiendo la existencia de
una familia fiel de estados invariantes, entonces:

F(a) = {H,Vy, V56> 1Y (5.4)
N () = {Vi, Vi5k > 1} (5.5)

Conviene detenerse aqui para asimilar esto tltimo. Bastara calcular y comparar las conmutantes
del teorema 5.1.2 para decir si hay o no relajacién (recordar que por el teorema 5.1.1, la condicién
A (o) = F(a) es necesaria y suficiente para la convergencia).

Bajo la hidtesis de la familia fiel de estados estacionarios, también es posible afirmar que .7 ()
es una *algebra.

En el apéndice E (Ejemplo 1) plantearemos un caso en el que no hay una familia fiel de estados
estacionarios, pero si hay convergencia (el sistema es relajante), aun cuando A4 (a) # % (a). En
tal ejemplo, # () no es un algebra.

Por otra parte, el trabajo de Groh, en cierta manera es fundamental (aunque casi “olvidado”
en la historia), en virtud de ser el primero que da como condiciones suficientes la irreducibilidad y
la familia fiel de estados estacionarios, para asegurar la relajacién.

Expondremos entonces una serie de enunciados en tal direccién

3.

Teorema 5.1.3 (Proposicién 3.7 de [21]). Dado un semigrupo dindmico vy, t > 0, irreducible, y
asumiendo la existencia de una familia fiel de estados estacionarios, resultan equivalentes:

I po(Z)n iR = {0}

II. lim,_,o vs = P,, siendo P, el proyector sobre .F (v)4.

1La conmutante de un operador A est4 dada por el conjunto de operadores B que satisfacen AB = BA, es decir,
los operadores que conmutan con A.

2Vale decir: “calcule primero la conmutante {V;}, y sobre esos elementos busque construir A4 (a)”.

3Ver [21].

4Tal proyector estd definido de la siguiente manera: si ¢oo es el estado fiel que genera .Z(v), entonces Py¢ =
(Moo = poo Vo € F(IH).
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Teorema 5.1.4 (Teorema 3.8 de [21]). Dado un semigrupo dindmico vy, t > 0, irreducible, y
asumiendo la existencia de una familia fiel de estados estacionarios, entonces: po(L)N iR = {0}

Luego la condicién I del teorema 5.1.3 se cumple siempre (bajo las hipdtesis del teorema), y
por lo tanto se desprende:

Corolario 5.1.1 (Corolario 3.9 de [21]). Dado un semigrupo dindmico v, t > 0, irreducible,
y asumiendo la existencia de una familia fiel de estados estacionarios, entonces:

Jim @ (A) = I¢oo(A), VA € B(H), con ¢poo € F(v).

Este ultimo resultado estd escrito en términos de la dindmica Heisenberg. En la imagen
de Schrodinger esto se traduce a afirmar la convergencia hacia los estados estacionarios fieles:
Hm s 00 V5 (@) = ¢oo, Y € F(F), con ¢y, € F (V).

En resumen, Groh plantea que si hay irreducibilidad y una familia fiel de estados estacionarios,
entonces la dindmica es relajante.

Afios més tarde, Fagnola & Rebolledo (en [24]) recuperan un resultado similar:

Teorema 5.1.5 (Corolario I11.1 de [24]). Dado un semigrupo dindmico vy, t > 0, irreducible, y
asumiendo la existencia de un estado normal estacionario o, entonces o es el inico estado normal
fiel estacionario, y v¢(o) converge en norma-traza a o cuando t — 0o para cualquier estado inicial
o.

Notar la similitud de este ultimo enunciado con lo establecido en el trabajo de Groh. Ya de-
mostramos que las nociones de irreducibilidad de Groh y Fagnola & Rebolledo son equivalentes.
Asimismo, de acuerdo con el lema 4.4.3 (y comentarios siguientes) sabemos que tal estado irreme-
diablemente es fiel. Recordar ademas que la existencia de un estado estacionario es automatica en
dimension finita.

5.2 Sobre las Nociones de Irreducibilidad 11

En la seccién 4.2, ya dijimos que irreducibilidad segutin Groh (equivalentemente Fagnola & Re-
bolledo) implica la irreducibilidad segin Evans. Y dijimos que la reciproca es falsa, argumentando
un ejemplo (apéndice C.1.1, caso a = 0).

Tal contraejemplo es un caso en el que no hay una familia fiel de estados estacionarios. ;Qué
sucede si existe tal familia? Para responder a esta pregunta, comenzamos haciendo una referencia
al trabajo de Evans [19]:

Teorema 5.2.1. Un semigrupo dindmico oy es irreducible (Evans) si y sdlo si:
{Ae B(X): a(A*A) = A*A; o (AA*) = AA";, ou(A)=A; Vi}= CI1 (5.6)
Agregamos la hipétesis de existencia de una familia fiel de estados estacionarios:

Lema 5.2.1. Dado el semigrupo dindmico oy, y existe una familia fiel de estados estacionarios,
entonces: A € F(a) = A*A € F(a), AA* € F(a).

Demostracion. Sea A € F(a) (= A* € F(«)), entonces por la completa positividad se satisface:

A*A = 0y (A (A) < oy (A*A)

Luego, para todo estado p fiel y estacionario:
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0 < trlp(ai(A"A) — AT A)] = trlvi(p)(A"A) — p(A”A)]
= trlp(A"A) — p(A"A)] = 0

Y esto implica que: az(A*A) = A*A.
El razonamiento se aplica andlogamente para AA*. O

Automaéticamente tenemos que:

Corolario 5.2.1. Bajo la hipdtesis de existencia de una familia fiel de estados estacionarios, el
semigrupo dindmico «y es irreducible (Evans) si y sdlo si:

F(a)=CI (5.7)
Ahora podemos responder a la pregunta formulada maés arriba, con el siguiente enunciado:

Teorema 5.2.2. Sea un semigrupo dindmico vy que admite una familia fiel de estados estaciona-
rios, y ademds % («a) = C 1. Entonces vy satisface la irreducibilidad segin Groh.

Demostracion. Sean P proyector subarménico, g = sup;sqa¢(P) y @ la familia fiel de estados
estacionarios.
Vo € ® es cierto que:

p(9) = im p(a;(P)) = lim o(P) = ¢(P) (58)

En la primera igualdad hemos usado la normalidad, y en la segunda usamos la dualidad de la
dinamica, y que ¢ es estacionario.

Por otro lado, tenemos que g € #(a), y por ende g = zI, 0 < z < 1.

Si z =0 entonces p(P) =0Vp € ® = P =0.

Supongamos ahora z # 0. Entonces por el teorema 4.4.1 tenemos que g = . Entonces por la
ecuacién (5.8): p(P)=1Vp e ® = P=1L O

De acuerdo con estos resultados, si existe una familia fiel de estados estacionarios, entonces
todas las nociones de irreducibilidad son equivalentes. Es decir, en tal situaciéon cualquiera de las
siguientes condiciones son equivalentes®:

1. ay(P)>P = P =0, 1 (Fagnola & Rebolledo).
2. w(P)=P = P=0,1 (Evans, Mohari).
3. No existen caras invariantes no triviales para v; (Groh).

F(a)=CL

e

5.3 Reduccion de la dinamica

Un comentario aparte merece nuestro proyector Py de la seccién 4.5. Trivialmente, bajo la hipdtesis
de trabajo de este capitulo, P = R =1. Y ademas, el tinico proyector decadente es P = 0.

En definitiva, no es posible reducir la dindmica. Pero los resultados de este capitulo son muy
fuertes en el sentido de asegurar relajacion.

5Recordar que la equivalencia entre las nociones de Groh y Fagnola & Rebolledo se demostrard en la préxima
seccion.



Capitulo 6

Asintética y Entrelazamiento

6.1 Panorama General

Habida cuenta de la importancia e interés que ha adquirido el entrelazamiento en los ultimos anos,
existe una gran variedad de articulos acerca de cémo preservar el entrelazamiento de un sistema
compuesto durante algtiin tiempo, como aumentarlo, e incluso como generarlo.

En la mayoria de los casos se asume que durante la evolucién dindmica existe un inevitable
acople a algin ambiente que provoca efectos de decoherencia y destruccién del entrelazamiento.

Fuera de la problemética del entrelazamiento, existen trabajos (como el de Dietz [31]) en los que
se analiza la la decoherencia y la entropia en sistemas cuya dindmica estd descrita por semigrupos
Markovianos.

Lendi & van Wonderen ([32]), trabajan bajo la hip6tesis de una dindmica genuinamente rela-
jante, para analizar la evolucion del entrelazamiento de un sistema bipartito. Mediante el analisis
de la medida de entrelazamiento de Wootters, se puede estudiar un caso en el que la evolucién tem-
poral provoca que un estado inicialmente separable y puro, se hace entrelazado durante un tiempo
finito, y asintéticamente se vuelve nuevamente separable y puro. El andlisis también considera
temperaturas finitas, y su incidencia en la evolucién del entrelazamiento.

Otro articulo interesante en la misma linea, de Benatti et al ([33]), busca usar el ambiente
(dindmica irreversible) para generar entrelazamiento. Se trabaja sobre estados inicialmente sepa-
rables, y se estudia la creacion de entrelazamiento via el criterio PPT.

La generacién de estados entrelazados mediante dindmicas disipativas ha sido objeto de estudio
ultimamente. Kraus et al ([34]) parten desde un estado mezcla arbitrario, y llegan asintéticamente
a un estado puro entrelazado, haciendo uso de una dindmica Markoviana.

6.2 Analisis Geométrico

Abordaremos ahora el analisis de la evolucién del entrelazamiento desde una perspectiva eminen-
temente geométrica. En tal direccién se sitia un trabajo de Terra Cunha [35], el cual servird como
guia de nuestro breve andlisis.

La siguiente imagen intenta representar el conjunto . (#’) de estados!. Claramente, los bordes
de . (H) son los extremales (estados puros). Dentro de ./ () tenemos el conjunto F., (52) de
estados separables, donde cada vértice de ese poligono imaginario denota un estado puro separable
(i.e. deberfa haber infinitos vértices).

1Sin entrar en la discusién acerca de cémo deberfa ser realmente el dibujo de .7 (), Fsep(H#) ¥ Fent(H), el
esquema es meramente ilustrativo.
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En la imagen se incluyen cuatro trayectorias posibles para la dindmica de un sistema cuantico
abierto. Asumimos que inicialmente partimos de un estado entrelazado.

En la situacién I el sistema evoluciona, volviéndose separable y entrelazado varias veces, hasta
que asintéticamente alcanza un estado estacionario entrelazado. Este sistema es relajante.

En la situacién II, también tenemos un sistema relajante, pero el estado final asintético (y
estacionario) es separable.

En la situacién IIT el sistema relaja a un estado separable (que estd en el borde del conjunto
Fsep(F€), recordar que tal conjunto es cerrado). La sistema oscila entre estados separables y
entrelazados infinitas veces hasta “llegar” al limite.

En la situacion IV, a diferencia de las anteriores, no existe el limite. En el dibujo se “describe”
(ilustrativamente) un caso en el que el entrelazamiento y la separabilidad se suceden indefinida-
mente. Obviamente también podria suceder que no exista el limite, pero la trayectoria siempre
esté dentro del conjunto e, () 0 de Fent (). Este tipo de situaciones podrian encontrarse al
contemplar casos correspondientes al teorema 4.1.4 (Groh).

Las tres primeras situaciones, se corresponden entonces con sistemas relajantes. En el marco
del estudio realizado en capitulos anteriores, tal situacién podria corresponderse con dindmicas
irreducibles y existencia de una familia fiel de estados estacionarios (bastaria pedir que exista un
estado fiel estacionario).

En [35] se considera ademds el caso en el que existe méds de un estado asintStico. Por ejemplo,
si existiera una familia fiel de estados estacionarios (compuesta por mas de un estado) este seria

el caso. Como .Z(v) es convexo?, y por lo tanto pueden darse toda una variedad de resultados.

2Cualquier combinacién convexa de estados estacionarios es un estado estacionario, previa normalizacién de la
traza.
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Supongamos que la dindmica relaja al conjunto .#(v), entonces pueden presentarse las siguientes
situaciones:
1. #(v

C Fep(H) y ademds F (v) N 0-Fsep(H) =0 (no toca el borde).

2. F pero Z (v) N 0L sep(H) # 0.

v

(v) )

(v) C Fsep(H)
F(v) C Fens(H).
4. FW) N Fsep(H) #
v entrelazados).

3.

0 y también F (v) N Fent () # 0 (hay estados estacionarios separables

Como vemos, cualquier andlisis asintético del entrelazamiento, debe incluir primero un estu-
dio pormenorizado de la dindmica asintotica, estados estacionarios y relajacion, tal como hemos
realizado en los capitulos anteriores.

Definamos ahora:

tent :=1Inf{t >0/ Vs >t, vs(p)esentrelazado } (6.1)

teep :=inf{t >0 /Vs >t, wvs(p)esseparable } (6.2)

Los valores de tent y tsep estdn definidos siempre en R U {+o0}.

En la situacién I antes descrita, como .Z,:(F) es abierto, el conjunto sobre el que se toma
infimo en (6.1) es no vacio. Luego eyt es finito, y tgep = 00.

En II, como el limite estd en el interior de #p, (), entonces el conjunto sobre el que se toma
el infimo en (6.2) tampoco es vacio, y por lo tanto teep < 00 (tent = 00).

En la situacién III, sélo se puede decir que tsep = tent = 00. Lo mismo debe decirse para el
caso IV.

Una pregunta interesante radica en plantearse la existencia de cotas para te,: ¥ tsep dada alguna
dindmica en un sistema abierto particular.



Conclusiones Finales

En el presente trabajo se estudiaron los comportamientos asintéticos de dinamicas regidas por semi-
grupos Markovianos. Primeramente, se plante6 un panorama general, con ejemplos que ilustran
diferentes situaciones posibles (y en los apéndices la exploracién de casos particulares constituye
un interesante compendio de ejemplos).

Se introdujeron varias nociones de irreducibilidad y se analizaron las relaciones entre ellas. Tal
nocion resulta fundamental para asegurar la relajacién del semigrupo. Fuera de la condicién de
irreducibilidad, hay un resultado de Groh que establece la posibilidad que el semigrupo se comporte
de manera cuasi periddica.

Se expuso ademads una caracterizacion para proyectores invariantes. Por otra parte, se introdujo
el concepto de subarmonicidad para proyectores, algo que tiene una importancia muy relevante
tanto para los estados invariantes (su soporte es subarmoénico) como para la asintética del semi-
grupo. Tales proyectores fueron caracterizados en base a propiedades algebraicas, asintéticas y con
relacion al generador del semigrupo.

El andlisis de la dindmica también fue presentado con base a argumentos geométricos, en
términos de caras invariantes minimales, cada una de las cuales presenta un tnico estado normal
invariante (y es fiel en esa cara).

Un aporte interesante (y de alguna manera innovador) de este trabajo radica en la forma de
reducir la dindmica (asintética), con los resultados originales que se demostraron en tal direccién.
Vimos que si P, es el supremo de los subarménicos minimales, entonces él también es subarménico,
y demostramos que tiende asintéticamente a la identidad y que es el infimo de los proyectores que
lo hacen. Tal como mostramos, ésto ayuda a la reduccién de la dindmica asintética.

Un caso aparte lo constituye la existencia de una familia fiel de estados estacionarios, situacién
en el cual ya existen criterios sencillos para dar afirmaciones acerca de la relajacién de la dindmica.
En tal situacién, nuestros enunciados para la reduccion de la dindmica, no son ttiles.

Finalmente, se plante6, a modo de motivacién para eventuales trabajos en el area, su relacién
con la evolucion asintética del entrelazamiento cuantico de sistemas compuestos, un fenémeno de
gran interés actual.
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Apéndice A

Equivalencia: Lindblad y forma
normal de Kossakowski

: Si bien a lo largo del presente trabajo se hace uso de la formulacién de Lindblad ([13]) para
los generadores, presentaremos aqui su equivalencia con la formulacién del trabajo de Gorini,
Kossakowski y Sudarshan ([12]), lo cual resulta necesario para establecer la condicién de Spohn
(suficiente para asegurar que el semigrupo sea genuinamente relajante).

La forma normal de Kossakowski establece:

M
ZL(p) = —ilH, p| + ai ([Fi, pFE] + [Fip, FY]) (A.1)

i, k=1

17

N =

donde:

H=H" Tr[H] =0
M=N*-1 A={ag} A=4*">0
Tr[F;] =0 Tr[F;Ff] = 0ik 1<4, k<M (A.2)
Podemos llegar a esta formulacién desde la expresién (3.6) mediante el siguiente razonamiento.

Asumimos que la dimensién de las matrices densidad es N x IV, pero bajo la restriccién de nor-
malizacién (traza 1), la dimensién del espacio considerado resulta ser de N2 — 1.

) , 1
L(p) = —ilH.pl + D _(V; p V' = 5 Vi Vi p]4)
J
. * ]' * ]‘ *
L(p) = ~ilH.pl + Y _(V; p Vi = 5V Vip = 5oV]V)) (A.3)
J
Ahora, sin pérdida de generalidad, tomamos una base ortonormal del espacio considerado,
constituido por {F;}, con M = N2 —1. Esta dimensién menor nos permite elegir como condicién
Tr[F;] = 0.
Luego:

M
Vi=> v Fn (A.4)

m=1
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M e
V=Y A (A5)
n=1
Introduciendo esto en (A.3) tenemos:
M
_ . J 7 * 1 * 1 *
Jj,m,n=1
M
. 1 J 7 * *
j,m,n=1
Esta tdltima expresion resulta equivalente a (A.1), definiendo:
Amn = Z'ﬁn Vi (A.8)
j=1

Lo cual autométicamente asegura que A = A*.



Apéndice B

Dinamica con Generadores
Simples

Una manera didactica y sencilla de comenzar a entender acerca de estados estacionarios y asintotica
de la dindmica, radica en el estudio de la versién simplificada de los generadores. Entonces realizare-
mos ahora una exploracion de los resultados existentes respecto a los llamados generadores simples
(tomando como base el articulo de Baumgartner, Narnhofer y Thirring [27]). Por definicién, un
generador es simple si se construye de sélo un término en las sumas de (3.5) y (3.6), y asumiendo
que no hay parte reversible o hamiltoniana. Es decir:

L(A) = VXAV — %(V*VA + AV (B.1)

1
L) =VoV* — i(V*VQ + oV*V) (B.2)

Nos interesan entonces ahora los resultados sobre asintética y estados estacionarios de la
dinamica asociada a estos generadores. Con tales fines, recurrimos primero a un analisis espectral:
estudiamos los autovalores de V.

En primer lugar, si V' no tiene a cero como autovalor, automéaticamente podemos construir un
estado estacionario:

V)t
Occ = ( ” ) 1 (Bg)
tr[(V*V)—1]
Basta evaluar el generador en este estado, para verificar que se cumple la condicién (3.11), es
decir es estacionario.
Tal como se advierte en [27], resulta importante estructurar . y la accién de los operadores

segun un conjunto de proyectores que conmuten con V':

Proposicién B.0.1. La separacion V = @, V; de acuerdo a un conjunto de proyectores ortogo-
nales P; que conmutan con V es unica, excepto por un reordenamiento unitario de autoespacios
I, = P, sobre los cuales actian partes equivalentes V;.

La accion del generador se separa en la forma:

Z(PjoPy) = P;ZL(0)Px (B.4)
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Los proyectores que conmuntan con V crean una subdlgebra de observables estacionarios:
L(P;) = 0. La evolucién dentro del subespacio estd dada por Zy;). El conocimiento de la accién
total de Z]y) consiste en la accién de cada Ly, con V; indisociable! y estudiando la evolucién de
las relaciones de fase entro los diferentes subespacios J7;.

Proposicién B.0.2. Dado V' indisociable y sin autovalores nulos, entonces Z{y) no tiene esta-
dos estacionarios en el borde (entendiendose por “borde” al conjunto de matrices densidad cuya
dimensidn del espacio imagen es menor que la dimension de J).

El siguiente es uno de los resultados principales de [27].A continuacién, daremos una de-
mostracién alternativa propia.

Proposicion B.0.3. Si V es indisociable y tiene a cero como autovalor, entonces el autovector
asociado a tal autovalor corresponde a un estado estacionario puro. Tal estado es un atractor, y
ningun otro estado es estacionario.

Demostracion. Asumimos que tenemos a V' escrito como un bloque ¢ x ¢ en la forma candnica de
Jordan, e integraremos el sistema de manera directa:

05k = [Lv1(0)]j,k (B.5)
01 0 0 O
00 1 0 O

v_lo oo 1o (B.6)
0 0 0 0 1

Vik = 0jk—1 V]*k = 05 k+1

(VQ)jJC = ZS Vj,s@s,k = ZS 6_7,8—1 Os,k = 0541,k

(VoV* )ik =22.(V0)js Vi = D4 0j+1,50s k+1 = Qj+1,k+1
Por otra parte:

(V*V)n,m = ZS V;’S‘/s,m = ZS 6n,s+165,m71 = 6n71,m71

Es decir:
00 00O
01 00
Vv =10 0 10
0 0 0 1

(QV*V)j,k = Zs Qj,s(V*V)s,k = Zs Qj,sds—l,k—l

" o 05,k sik>1
(QVV)J”“_{ 0 sik=1

ITraducido del término inglés indecomposable, “no suceptible de ser descompuesto”. Esta terminologia es simple-
mente una manera de decir que V; es un bloque de Jordan, dentro de la descomposicién de V' en su correspondiente
forma canénica de Jordan.
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Analogamente:
VVo)jk=2(V*V)js0s =D ,0j—15-108,k

. ook sig>1
(VVQ)%’“{ 0 sij=1

Entonces la ecuacién (B.5) queda constituida de la siguiente manera:

01,1 = 02,2 (B.7)
. 1
01k = 02h+1 ~ 50Lk (k>1) (B.8)
) 1 .
0j1 = Qj+12 — 501 (F>1) (B.9)
0j,k = 0j+1,k+1 — Oj k (E>1y j>1) (B.10)

La ecuacién (B.10) corresponde a un bloque (¢ — 1) X (¢ — 1), cuya resolucién es un ejemplo
tipico de sistemas auténomos lineales. Facilmente se ve que la solucién estéa dada por:

0q.k(t) = ag et (k>1) (B.11)
0j.q(t) = ajq e (G>1) (B.12)
g—maz(j,k) @i rsh
gty =€ty TEEEA (> 1 k> j# g k#q) (B.13)
h=1 ’

con a,,,, complejos arbitrarios.

Por otra parte, analizando las ecuaciones (B.8) y (B.9), tenemos que:

014(t) = arqe? (B.14)
01(t) = ag1e™ (B.15)
q—k
01,5x(t) = <6_t Z Q14h,k+h th ) +be? (k>1, k#q) (B.16)
h=0
q—J i
0j1(t) = <6t > ajinaen t" ) +cez  (j>1,j#q) (B.17)
h=0

Y por tltimo, la resolucién de (B.7) resulta muy sencilla (la constante de integracién es igual a 1,
algo que quedard més claro cuando hagamos tender ¢ — o0):

q—2
01,1(t) = <€t Z A14h,1+h th> + 1 (B.18)
h=0

De acuerdo con las expresiones (B.11) ... (B.18), tenemos que:

OO =
o O O
o O O

o(t) =% 0s = (B.19)
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Notar que tr[g~] = 1, por lo que es una matriz densidad. Ademds, claramente es el proyector
espectral asociado al autovalor cero de (B.6). Como hemos resuelto el sistema, vemos que todo
estado tiende a 9, por lo tanto éste es atractor, y es el tunico.

O

De acuerdo con [27], los resultados acerca de estados estacionarios para generadores simples se
pueden sintetizar segtn el siguiente teorema:

Teorema B.0.1. Dado el generador de la dindmica segin (B.2):

1. Disipasién. Si V' es indisociable, y tiene autovalores mo nulos, hay un unico estado esta-
cionario en el “interior”, y estd dado por (B.3).

2. Decaimiento. Si V' indisociable, con cero como autovalor, hay un inico estado estacionario,
es atractor, y corresponde al autovector asociado al autovalor nulo.

3. Defase elemental. Si V' es diagonalizable, los estados invariantes estdn dados por el conjunto
de matrices densidad que conmutan con V.

4. Separacion estacionaria. Si V' es disociable, V = @, Vi, con cada bloque V; indisociable,
entonces las sumas directas de estados estacionarios g; de cada bloque, forman el conjunto
de todos los estados estacionarios que no tienen relaciones de fase entre subespacios inde-
pendientes F;.

5. Defase de partes. Si V' es disociable, hay un conjunto de “relaciones de fase” invariantes
05,k entre los subespacios que son dominio de definicion de V; y Vi, si y solo si ambos Vj y
Vi tienen autovalor cero, o bien V; = Vi, (son equivalentes). En el primer caso los bloques
invariantes (fuera de la diagonal) son 0jx = 3, 5 Ca,p |Vj,a)(Wk,p| donde [vja) y [wkg)
son lo autovectores (asociados al autovalor nulo) propios de V; y Vi. En el sequndo caso,
cualquier relacion de fase invariante g; ) es equivalente a o; multiplicado por algin nimero
complejo, donde p; = g es el estado estacionario.

Un dltimo enunciado de [27] establece que dado un estado ¢ puro o con matriz densidad (no
constante) cuya dimensién de su espacio imagen sea igual a la de .7, entonces existe un semigrupo
dinamico con un generador simple GKS-Lindblad cuyo tnico estado estacionario es g.



Apéndice C

Generadores Simples: casos de
dimensién baja

Analizaremos la dindmica a partir de generadores simples en casos de dimensién baja (matrices
densidad 3 x 3y 4 x4), buscando el conjunto .%(v) de estados estacionarios. En los casos méas sim-
ples, daremos toda la informacion posible que pueda calcularse: la solucién exacta de la dinamica
en ambas imdgenes, Z# («), A4 (), etc., o bien estableceremos alguna conexién con los argumentos
expuestos en los capitulos 4 y 5, y el apéndice B.

Teniendo presente la forma del generador (B.2), subdividiremos cada caso de acuerdo a la es-
tructura de bloques de Jordan de V.

C.1 Caso 3 x 3
C.1.1 Bloque Indisociable

a 1 0
V=10 a 1
0 0 a
1. a#0
Introducimos primero la notacién:
L+[a’+]a|! —la|?(1+]al?) lal*
1-1-2|12:L|2-|-3|a2|4 a(l+%|a|2+3La|4) a2(1+2\a|2j3|a|4)
B3%3 — —la|"(1+]a|”) la|”(1+]a]”) —la (C.1)
a a(14+2]al?+3|al?) 1+2|a|?+43]a|* a(14+2]al?+3|al?) '
lal* —la|* lal*
a2(1+2[al?+3[al*)  a(1+2]a]?+3[al?) 1+2[a[?+3]a]*
Entonces:
3x3
F(v) ={B,""} (C2)

Noétese que tr[B3*?] = 1 y ademas (B3*3)* = B2*3.
Este invariante es el predice la ecuacién (B.3), es decir:

B3x3 — _(VV)_!
a T er[(VFV)TT]
La integraciéon en este caso no es sencilla, habida cuenta de la cantidad de ecuaciones
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acopladas que resultan. Sin embargo, observamos que .Z (v) estd generado por un tunico
estado fiel (ya que no tiene autovalores nulos, i.e. 0 ¢ o(B2*3)), y por lo tanto, de acuerdo a
los argumentos de Groh (seccién 4), podemos asegurar que la dindmica converge a ese estado
estacionario, sin importar el estado inicial.

Los puntos fijos de la dindmica Heisenberg y el conjunto .4 («) son iguales, resultando ser

triviales:
1 0 0
Fla)y=AH(a)={ A |0 1 0], A eC} (C.3)
0 0 1
2.a=0
1 0 0
Fw)={|0 0 0]} (C4)
0 0 O

p1,1(t) = —p22(t) — p33(t) +1

p2.1(t) = p1a(t) = —2p23(0)e ™" + [p1,2(0) + 2p2,5(0)]e 2
p3.1(t) = p13(t) = p13(0)e 2

p32(t) = p2,3(t) = p2,3(0)e”’

Y de alli sabemos que la dinamica converge hacia el tinico estado estacionario, independien-
temente del estado inicial.

Noétese que el soporte de este estado estacionario es el mismo (en sentido matricial). Entonces
haciendo uso del Lema 4.4.1, tenemos que el siguiente proyector es subarménico’:

1 00
Pr= 10 0 O
0 0 O

Ahora pensemos en la dinamica Heisenberg. La evolucién de un observable A estd dada por:

IDe hecho, es posible verificar explicitamente que tal proyector cumple la definicién 4.1.3.
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A3,3 t) = A1’1(0) + [(AQQ(O) — ALl(O))t + A373(0) — Al’l(O)]e_t

Los puntos fijos de la dindmica son:

F(a)={ A , A €C)

S O =
o = O
—_ o O

De la integracién anterior se observa que hay convergencia hacia el espacio unidimensional
F (o).

La matriz identidad I®*3 es un proyector invariante. Y es minimal, pues no hay ningin otro
proyector conservado. Por otra parte, si tomamos el proyector subarménico P; definido maés
arriba, claramente no es invariante, y su evolucién esta dada por:

1 0 0
a(P)= [0 1—et 0
0 0 1—(t+1)e?

Lo primero que advertimos es que tenemos un proyector P; subarménico (estd asociado a
una cara invariante), pero él mismo no es invariante (dindmica Heisenberg).

Veamos entonces qué podemos decir respecto a las nociones de irreducibilidad (seccién 4.2).
Tenemos que ay(P;) > Pp, siendo P; un proyector no trivial (subarménico). Luego, este
semigrupo es reducible desde el punto de vista de Fagnola y Rebolledo (equivalentemente
Groh). Ademds, como ya dijimos, el inico proyector invariante (arménico) es trivial (i.e. la
identidad): entonces el semigrupo es irreducible segin Evans. Este es entonces el contrae-
jemplo por el cual la irreducibilidad segiin Evans no implica la irreducibilidad segtin Fagnola
y Rebolledo (equivalentemente Groh).

Otro detalle que conviene marcar radica en que % (a) = A (a) = AL. Este es un ejemplo
entonces en el que se satisface tal igualdad, no hay una familia fiel de estados estacionarios, y
el sistema es tinica o genuinamente relajante. Ademas, .7 («) trivialmente forma un algebra?.

Ahora usaremos este ejemplo para justificar otra de las afirmaciones que dijimos antes. En la
seccién 4.5, aseveramos que si P decadente no implica oy (P+) > P+ (i.e. P superarménico),
contrariando lo que dicen Baumgartner & Narnhofer en [28]. Sea el siguiente proyector:

2Tal como ya dijimos, en el apéndice E (vease el ejemplo 1 de tal apéndice) plantearemos un caso en el que
tampoco hay una familia fiel de estados estacionarios, pero hay convergencia (el sistema es relajante), aun cuando
N (a) # Z(a). En ese ejemplo, #(a) no es un §lgebra.
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0 O 0
a(P)= [0 et 0
0 0 tet

Claramente a;(P2) —(t—00) 0, es decir, P, es decadente. Veremos que P, no es super-
armonico. De hecho,

0 0 0
P27Oét(P2) = 0 1 —€_t 0
0 0 —t et

y como —t e~t < 0, el operador definido como P, — a;(P;) no puede ser positivo (tiene un
autovalor negativo), y por lo tanto P, no es superarmonico.

C.1.2 Bloque disociable no diagonalizable 2 ¢ 1

a 1 0
V=10 a 0
0 0 b
Nuevamente introducimos notacién:
1+|al? —lal?
2 2
B2*? = ( et el )) (C.5)
a(it2lal®)  1+2[a]?

1. a # 0, b arbitrario (puede o no ser nulo)

00 0 B2*2 0
Fw)={x [0 0 0] + 1-»n 0], o<ia<1) (C.6)
0 0 1 0 010

La integracién se traduce en la resoluciéon de 3 sistemas de ecuaciones. En primer lugar,
tenemos un sistema lineal de ecuaciones acopladas para pi1.1, p1,2, p2,1, P2,2, en el que se
presenta un autovalor nulo y otros tres autovalores negativos. Luego, tenemos un sistema
lineal de ecuaciones acopladas para pi,3, p2,3 ¥y otro para ps 1, P32, en los cuales la parte
real de los autovalores resulta siempre negativa. Conviene aclarar que psz 3(t) = ps,3(0).

Dejando de lado la integracién directa, podemos afirmar que .% (v) esta constituido por una
familia fiel de estados invariantes® para ;. Resulta interesante notar que el correspondiente
semigrupo «; (dindmica Heisenberg) no es irreducible (segin definiciones 4.1.2 y 4.1.8), pues
hay proyectores invariantes no triviales:

1 0 0 0 0 O
F@={x [0 1 0] +8[0o0 0], Apgec) (C.7)
0 0 O 0 0 1

3Los bloques B, no tienen autovalores nulos.
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Calculamos la conmutante:

{(vi’={10
0

N——

O 8
< O O

X

A partir de ésta construimos explicitamente

N (@) = F(a)

DIMENSION BAJA

x,y,z € C}

(), que resulta ser:
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y por lo tanto, como disponemos de una familia fiel de estados estacionarios, sabemos que el

sistema es relajante.

2.a=0,b#0

Fw)={A

OO =
o O O

0 0
o] + (1-=Xx1{0
0 0
La integracion del sistema es posible, obteniéndose:

p1a(t) = —p2.2(0) ™" +[1 — p3 3(0)]
p1,2(t) = p1,2(0) e”

[SIEN

()= cpl—glbPe) - [a(0) — (P25 (1 ea{=(5 170 )
po(t) = p12(0) e %

p2,2(t) = p2,2(0) e

pa(t) = p25(0) expl~(5 + P)1)

paa(t) = cpl g0t} (pa0) — (PG ea{=( 1700 )

ps2(6) = 25(0) expl (3 + B))

p3,3(t) = p3,3(0

~

0<A<1}

o O O
— O O

(C.9)

(C.10)

La convergencia a .# (v) se desprende de la solucién expuesta, vale decir el sistema es relajante.
Ademsds, en este caso A (a) = F(«) (e iguales al ejemplo anterior). Sin embargo aqui no

hay una familia fiel de estados invariantes.

3.a=b=0

p1n1 O P1,3
F(v) = 0 0 0 : 0<p11 <1,
prz 0 1—=pia

lp1,31? < p1a(1—p1a)}

(C.11)
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Este caso se corresponde con el inciso 5 del teorema B.0.1.
La integracion del sistema resulta en:

—p2,2(0)e" + [1 = ps,3(0)] p12(0)e™%  p13(0) t
p(t) = p1,2(0)e” 2 p2,2(0)e™  pa3(0)e™2 (C.12)
p1,3(0) P2,3(0)€ 2 ,03)3(0)

Aqui también se observa que el sistema es relajante.

C.1.3 Bloque disociable diagonalizable

a 0 O
V=10 b 0
0 0 ¢
Este sistema es facilmente integrable:
pa0)  pra0) eapltab— D) pra(0) eaplt(az — )
pt) = | p1.2(0) explt(ba — 2] p22(0)  paa(0) eaplt(be — )]
p13(0) explt(ca — L) 9y 5(0) eaplt(ch — 1510 p3.3(0)

(C.13)
Notar que los exponentes tienen siempre parte real negativa, por lo que todas las exponenciales
tienden a cero cuando t — oco.
Los correspondientes estados estacionarios son:

1. a#b, a#c, b# ¢, eventualmente alguno (y s6lo uno) nulo.

pii O 0
Fw)={|l 0 p22 0 |: pi,1+p22+p3z=1, pi; >0} (C.14)
0 0 ps33

2. a =b = ¢ (y eventualmente nulos)
Este caso es trivial. % (v) es igual al conjunto de matrices densidad.

3. a = b (y eventualmente ambos nulos), ¢ # a

p11 p12 O
Fw)={|piz p22 0 |: pri+protpaz =1, pii>0, paopi1 > |p12l’} (C.15)
0 0 3,3

4. a = c (y eventualmente ambos nulos), b # a

pii 0 p13
Fw)y={l 0 p22 0 |: pri+protpaz=1, pii>0, p3szpia > |p13l’} (C.16)
prs 0 p33

5. b = ¢ (y eventualmente ambos nulos), a # b

p11 O 0
FW)={l 0 p22 p23]: pri+peatpss=1, pii>0, paopss > |pasl®} (C.17)
0 P23 p33
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En todos los casos anteriores, se verifica que .7 (v) = {V}' N7(#)], verificando el inciso 3 del

teorema B.0.1.

C.2 Caso4x4

C.2.1 Bloque indisociable

a 1 0 O
0 a 1 O
V:
0 0 a 1
0 0 0 a
Nuevamente definimos:
1+[a’+|a]*+|a|® —la|®(1+|al*+|a|*) lal* (1+]al?) —|a|®
T+2]a]"+3a[*+4]a[® a(T+2faP+3lal +4[al®)  o(T+2[aP+3lal"A[a]%) @ (IF2[al+3[al*+4lal")
—la|®(1+]a*+|a|*) lal* (1+]a[*+|al*) —|a|*(1+]al?) lal®
B4><4 — a(142]al?+3|alt+4[al%) 1+2|a|?43]a|*+4|a|6 a(142]al?+3|alt+4]al%) a?(142]a|?+3|a|*+4]a|%)
a lal* (1+]a|? —la|*(1+]al?) la|* (1+]a|?) —|al®
F(AF20alP +F3[al"FAla)  a(1+2lal*+3]al +4Tal") T+2la?+3]a]* +4Tal® a(T+2[al+3[a[*F4[al")
—|al® |a] —lal |a]
a3 (14+2]al?+3|a|*+4]al®)  a?(1+2|a|?+3]a|*+4|alC) a(142]al?+3|al*+4]al%) 1+2|a|?+3]al*+4|al6
(C.18)
1. a#0
4x4
Fv)={B,*"} (C.19)

Nuevamente, tr[B2*4] = 1, (B4*4)* = B2*? y ademds es el invariante predicho en (B.3), es

decir: o
ax4 _ _(V*V)~
B * =

tr[(V*V)—1]

Aqui pueden aplicarse los mismos argumentos expuestos en C.1.1 (con a # 0) para asegurar
la convergencia hacia tal estado estado estacionario.

2.a=0

(Proposicién B.0.3).

oo o

OO OO

o O OO
o O OO
-

C.2.2 Bloque disociable no diagonalizable 3 & 1

V:

o O o
O O
S Q =

OO

(C.20)
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1. a # 0, b arbitrario (eventualmente nulo, o igual a a)

0 00 0 O
B3*? 0 0000
T _ a _
Fw)={A o | T =N 0 0 o]l 0=As1 (C21)
0 0 0]0 000 1
2.a=0,b#0
1 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0O
= — <A< .
Fw)y={A 00 0 0 + (1-=X) 000 ol 0<A<1} (C.22)
00 0 O 0 0 0 1
3.a=b=0
pra 0 0 pig
- 0 00 0 2
FW={l o o o 0 o 0<pa <L pral” <pia(l—pi1)} (C.23)
pra 00 1=piy
Este caso se corresponde con el inciso 5 del teorema B.0.1.
C.2.3 Bloque disociable no diagonalizable 2 @ 2
a 1 0 0
0 a 0 O
V= 0 0 b 1
0 0 0 b
1.a#0,b#0,a#b
B2x2 0 0 00 0 0
0 0 0 0 0 0
O-\ = p—
0 0|0 O 0 0
2.a=0,b#0
1 000 0 0 00
00 0 O 0 0 0 0
= - <2< .
y(”) {)‘ O 0 0 0 + (1 /\) 0 0 ng? ) 0_)\_1} (025)
00 0 O 0 0
3.a#0,b=0
Bg“ 0 0 00 0 O
0 0 00 0 O
ar — .
Fw)={A o oto ol TA-N]g o1 ol 0=ASIH (C26)
0 0|0 O 00 0 O
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4. a=b=0
p11 O P1,3 0
0 0 0 0
T =5 0 1-p, 0 0<pia <1, pal* <pia(l—pia)} (C.27)
00 0 0
5.a=b#0
B2x2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
or —
Fw)={u 0 0(o 0| T 0o 0o[B™ +
0 0|0 O 0 0
0 0] B2x2 0 0] iB2x2
0 0 0 0
+ z RIX2 00 + ¥y v Es 00 tal que :
0 0 0 0
w,v,z,y €R, u>0, v>0, 0<a2?+y? <uw)} (C.28)

C.2.4 Bloque disociable no diagonalizable 2& 1 ¢ 1

V =

o O O
S o e =
o Tt O O
o O O O

1. a# 0, b # ¢. Eventualmente b 6 ¢ podrifan ser nulos (aunque no simultdneamente nulos), o
bien uno de ellos podria ser igual a a.

B2x2 00 0000
0 0 00 00
Fw)={u o o000 | T o010 |t
0 0j]0 O 0 0 00
0 0 0O
000 0 , N N
+wl 0o 0 o tal que : u,v,w €ERT, u+v+w=1} (C.29)
0 0 01
2.a=0,0#0,c#0,b#c
pra 0 0 0
0 0 O 0
F(v)=A{ 0 0 psg O pr1+p33+paa=1, pi;>0} (C.30)
0 0 0 P4,4

3.a=b=0,c#0

piai 0 p13 O
0 0 0 0
Fw)={].— +p33+paa=1, pii >0, > 2
(v)={ 55 0 pss 0 P11+ P33+ paa pii >0, prapas > |p13l}
00 0 pua

(C.31)
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4. a=c=0,b#0

pia 0 0 pig
0 0 0 0
F)={ : pr1+p3stpaa=1 pii>0, pripas > |p1al®}
0 0 psz O
pra 0 0 pga
(C.32)
5. a#0,b=c (incluyendob=c=0y b=c#0)
B2x2 0 0 00 0 0
0 0 0 0 0 0
oz — .
F)={A 0000 | "EN 0 0 pesopsa |0
0 0j0 O 0 0 P34 paa
tal que: 0 <A< 1, p3s+pas=1, p3spaa > [psal’} (C.33)
6. a=0,b=c+0
P1,1 0 0 0
0 0 0 0
Fv)=A{ pri+p3stpaa=1, pii>0, p3apsa > |p3al?®}
0 0 p33 p34
0 0 P34 paa
(C.34)
7. a=b=c=0
p11 0 p13 pra
0O 0 O 0
Fv)={]|-— 0 P11+ p33+psa=1, p1120, pr1p33— |p1,3|27
1,3 P33 P34
pra 0 psa paa

%) = p13(P13paa — Prapsa) + pra(Pi3Psa — Praps,s)}
(C.35)

17
0 < p1,1(pa,ap3,3 — P34

C.2.5 Bloque disociable diagonalizable
0 0
V =

o O O
o O o
SO a0 O
QU O O O

l.a#ba#c,a#d b#c, b#d, c+#d, es decir “todos distintos” (puede alguno ser nulo).

P11 0 0 0
o 0 P2,2 0 0
Fv)={ 0 0 pss 0 P11+ p2et+pss+paa=1, pi; >0} (C.36)
0 0 0 paa

2. “Todos distintos”, a excepcién de a = b.

pia1 pi2 O 0

0 0

F(v)={ Lz P22 : p1i+p22+p33+tpaa =1, pii >0, prip22 > |p12
0 0 p33 O

0 0 0 pus

°}

(C.37)
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3. “Todos distintos”, a excepcién de b = c.

p11 O 0 0
0 0
F(v)=A{ P22 P23 p1i+p2.2Fpsstpaa =1, pii >0, p33p22 > |p2s 2
0 P23 p33z O
0 0 0 paa
(C.38)

4. “Todos distintos”, a excepcion de ¢ = d.

1 0 0 0

P1,
0 0 0
F(v)={ P2,2 : p11+p22+p33+pas =1, pii >0, p33paa > |p3a 2
0 0 p33 p3a
0 0 P34 P44

(C.39)

5. “Todos distintos”, a excepcién de a = c.

pia 0 p13 O
0 P2.2 0 0 2
Fw)={]__ " +p22+p33+paa =1, pii >0, >
( ) { Pis 0 P33 0 P1,1TP2,2TP3,3TP4,4 Pii 2 P1,1P3,3 = \,01,3 }
0 0 0 pua
(C.40)
6. “Todos distintos”, a excepcién de a = d.
pii O 0 p1a
0 0 0
F(v)={ P22 : Pra+p2otpaatpas =1, pii >0, prapaa > |p1al’}
0 0 p33 O
pra 0 0 paa
(C.41)
7. “Todos distintos”, a excepcién de b = d.
pin O 0 0
0 0
F(v) = P2,2 Pt pri+peotpsstpaa =1, pii >0, p2opaa > |p2al?}
0 0 p33 O
0 2.4 0 P4.4
(C.42)

P1,1 0 0 0

0  p22 p23 p2a

F(v) = it ’ ’
) =1 0 P23 p33 P34
0 P24 P34 paa

p2,2[p3,304,4 — |p3.al?] — p2,3lP23pa.4 — Prapsal + p2,4[P2.3P3.4 — P2aps,s) = 0}
(C.43)

Cpiitpretp3stpia=1, pii >0, paopss > |p2al?
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9. b # a=c= d.
P1,1
0
F(v) =
(V) { 1,3
P1,4

0
P2,2
0
0

1,3
0
3,3
P34

P14
0
P3,4
P4.,4
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topratpze et paa =1 pii 20, pripss > |prsl’

p11[p3,3paa — p3al®] = p1a[Prapas — Prapsal + pralprapss — prapss] > 0}

P1,2
02,2
0

P2,4

0
0

03,3
0

P1,4
P2,4
0

P4,4

(C.44)

Cpritpe2tpsztpia=1, pii >0, pripaz > |p1al?

pralp2zpaa — |p2,a’] = pro[Prapaa — Prapaal + pralprzpea — prapez] = 0}

£1,2

P22

02,3
0

1,3
2,3

03,3
0

0
0
0
4

P44

(C.45)

D p11tp22tp3z3tpaa=1, pii >0, prip2o > |P1,2|2

p11lp2.203.3 — |p2.317] — p12[Prapss — P3apes] + p13lPrepzs — Piapez] > 0}

(C.46)

a =b=c=d, (pueden ser todos nulos).

Este caso es trivial. .Z (v) es igual al conjunto de matrices densidad.

10. C # a = b — d.
P1,1
Fw)={|"y’
0
P1,4
11. d 7£ a = b =C
P1,1
1,2
F = ’
(V) £1,3
0
12.
13.a=b#c=d
P1,1
Zw)={| "
0
14. a==¢c 7é b = d
P1,1
0
y fr—
() ={ i
0
15. a=d#b=c
P1,1
Fo)=1| o
P1,4

£1,2

2,2
0
0

£1,3

3,3

P2,3
03,3

P3,4
P4,4

P2,4

P4,4

P1,4

P4,4

Cpiatpretpzaztpia=1,pii >0, pripaae > |p1al

p3.3pa4 > |p3a} (C.A7)

Cpiatpretpzaztpia=1,pi >0, prapss > |p1al

p2,2pa,4 > |p2.4} (C.48)

it pzetpsstpaa=1,pii 20, p22pss > |pasl?

p11pa4 > |p1a} (C.49)



Apéndice D
Funcion Disipacion

En la seccién 4, introdujimos la funcién disipacion, la cual estd dada por:

Dt<A,B) = O(t(A*B) - C(t(A*) Oét(B)

Ademsds, advertimos que su relacién con A4 («) viene dada segin:

N (a)={A € B(s): Di(A, A) =0 = D,(A*, A"), Vt > 0}
Dada la forma explicita del generador (3.7); si A € 4 (a), entonces:

D(A, A) = L(A*A) — L(A*)A — A*L(A) = %Dt(A, A) |i=o = 0.

Luego trivialmente .4 (a) C Ker(D).

Queremos ver ahora que Ker(D) = {V;}, donde {-}' representa la conmutante.
Obviamente es cierto que:

Ae{V;} = L(A*A)— L(A*)A— A*L(A) =0
Ahora:

L(A*A) — L(A*)A — A*L(A4) =0
& Y VFAAV, + K*A*A+ A" AK = ) VFAV,A— K*A*A - A'KA +
— Y AVFAV; - AK*A— A*AK =0
& SVPATAV, - VP ATViA — ATV AV - A(K* + K)A =0

Usando la definicién de K:

L1 .
K:zH—§Z:nw

=K +K=-Y V'V,
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Volvemos a la cuenta anterior:

L(A*A) — L(A*)A — A*L(A) = 0
& Y VIARAV; - VFAVA — AVEAV; + AVVA =0
i

& Y (VA — A VAV, — (VFA* — A VF)VA =0

& Y (VFA* — AV)(AV; - V;A) =0
& D (AV; = VA (AV; = V;A) =0

%

>0
&S AV, -V, A=0Vs
& Ac{vy
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Apéndice E
Algunos Ejemplos de Interés

Expondremos aqui algunos casos “no simples”, que pueden ilustrar algunos comportamientos.

E.1 Ejemplo 1

Supongamos que el generador segiin la expresién (3.8) estd dado solamente por dos operadores no
nulos V, y V_, segin':

00 0 00 1 00 1
H=(0o 0 o]; Vvi=[0o0o0|; Vv.=[0 01 (E.1)
00 0 00 0 00 0

La integracién directa arroja como resultado:

3033(0)(1 —e™) +p1,1(0)  5p3,3(0)(1 — ™) + p1,2(0) PLS(O)@*?
pt) = | 5p33(0)(1 =) 4+ p15(0)  5p33(0)(1 =€) +p22(0) p23(0)e>" (E-2)
p13(0)e™2" p2,3(0)e™2" p3,3(0)e 7"
Los estados estacionarios estan descritos por:
p11 p12 O
Fw)={|pr12 p22 0], p1a+p22 =1, pripa2 > |p12l’} (E.3)
0 0 O
Los puntos fijos de la dindmica Heisenberg son?:
1 0 0 0 1 0 0 0 O 0 0 O
F(a)=(10 0 0], (0 0 O], {1 0 O}, [0 1 0O}) (E4)
00 2 00 1 00 1 00 1
Claramente % (a) no es un &lgebra, pues, por ejemplo:
1 0 0 0 1 0 01 0
00 0] x |0 0 0] =100 0] ¢F()
2 1 2
0 0 3 0 0 3 0 0 3
IEste ejemplo estd tomado de [28].
2Usamos la notacién (v1,v2,- -+ ,vpn) para referirnos al espacio expandido por los vectores vj, j =1---n.

63



APENDICE E. ALGUNOS EJEMPLOS DE INTERES 64

Por otra parte, la conmutante de los operadores V, , V_ es:

z 0 =z
{V-i- ) V—}/ = { 0 =z yl, ¥,Y,z EC} (E5)
0 0 =«

La dinamica Heisenberg completa estd dada por:

A1.1(0) A12(0) A173(0)e’§t
A(t) = A2,1(O . AQ,Q(O \ A2,3(0)e_§t (EG)
Ag’l(O)eift A372(0)€75t Ag_yg(t)

Az 3(t) = é [241,1(0) 4+ A2,1(0) + A1,2(0) + Az 2(0)](1 — e7") + A3 3(0)e ™

y usando la conmutante antes expuesta, calculamos ahora .4 («):

_3
a 0 ce 2t

JV(O&)Z{ 0 a be_%t , a,b,c € (C} (E?)
0 0 a

Claramente, ./ () # % («). Sin embargo, el sistema es relajante (tal como se observa en la
integracién directa). Obviamente, no hay una familia fiel de estados invariantes.

E.2 Ejemplo 2

Consideramos ahora el caso:

1 0 0 0 01 0 O 00 0 O
01 0 O 0 0 0 O 1 0 0 O
=190 000" Y““looo1]" V“"=loooo (E.8)
00 0 O 00 0 O 0 0 1 0
Para escribir la dindmica completa, dividimos la matriz densidad bloques 2 x 2, de la siguiente
forma:
_ ([ Si(t) Sa(t)
”f‘(sgm Sa(t) (E9)
Entonces:
S(t) = (01‘1(0)-502‘2(0)) + (91,1(0);P2,2(0))e—2t p172(0)e_t
p172(0)67t (91,1(0);P2,2(0)) . (p1,1(0);p2,2(0))672t
Sa(t) = (P3,3(0)42rp4‘4(0)) + (P3,3(0);P4‘4(0))672t p374(0)67t
p374(0)e*t (03,3(0);%,4(0)) . (P3,3(0)5P4,4(0))672t

Salt) = (A(ﬂ e 4 A el e )
2 p2’3(0)6(—z—1)t A(-‘r) e~ _ A(_) e(—i—2)t
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con:

AL = P13(0) +p24(0)
+) — 9

p1,3(0) — p2.4(0)

o B —

Lo primero que notamos es que este sistema es asintdticamente cuasi periddico, ya que en el
limite ¢ — oo, S2(t) presenta un comportamiento puramente oscilatorio. Por lo tanto, el limite no
existe. Los estados estacionarios estan dados por:

A0 0 O
zw={|y ) 2 Ol 2aves=1y (E.10)
00 0 8

Ahora bien, los elementos de este conjunto puede escribirse como una combinacién convexa de
dos estados estacionarios:

3 000 00 0 0
(o 5 00 00 0 0
P10 00 of" 7 loo L o
00 00 000 1
Como ya sabemos sus soportes son proyectores subarménicos:
1000 0 0 0O
o= |0 L0000 00
PUZ10 0 0 o]’ 22710 0 1 0
00 00 0 0 01
Por la subarmonicidad:
ails(p)] = s(p1) 5 auls(p2)] = s(p2)
Trivialmente vemos que s(p;)t = [I — s(p1)] = s(p2). Luego, en este ejemplo tenemos un

proyector P subarménico, en el que P+ también es subarménico y por lo tanto no decadente
(recordar que proyector decadente significa que o (P) — 00).
Este es el contraejemplo por el cual P subarménico no implica que P+ sea decadente.
Realizaremos ahora un analisis més detallado de este ejemplo, desde el punto de vista asintético.
Para tiempos grandes, se tiene:

£1,1(0)+p2,2(0) 0 (01,3(0)+02,4(0))e—it 0
2 2
B 0 01,1(0)‘502,2(0) 0 (/71,3(0)'5/72,4(0)>e—it
Vt(p) - Bt(p) - (01,3(0)+P2,4(0))eit 0 £3,3(0)+p4,4(0) 0
2 2
0 (P1,3(0)J2FP2,4(0))eit 0 P3,3(0)ﬂ2LP4,4(0)

Ahora tomamos el dual de §;, que actia sobre las observables. Usaremos la siguiente notacién
para tal semigrupo: n; = ;.
Con poco trabajo se obtiene la forma de 7;:
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A1,1(0)+A22(0) 0 (A1,3(0)+A2,4(0) )eit 0
2 2
0 A11(0)4+Az 2(0) 0 A13(0)+A24(0) it
(4) = 2 (T e
M) =1 A31(0)+A42(0) it 0 As,3(0)+A4.4(0) 0
( 2 )e Asz.1(0)+A4,2(0) 2 Az 3(0)+A4,4(0)
3,1 4,2 —i 3,3 4.4
0 (A2 04400 i 0 Ass0£43(0)

d
El generador de 7n; estd dado por a(nt)tzo. Tal generador es:

0 0 Z‘(AI,S(O);A2,4(O)) e 0 o
S(A) = LA (O?-i—A (0) 0 0 Z( . )er = ))
—j(E s 5 22220 0 0 0
0 _Z-(Aa,l(o);Am(O)) 0 0

Veamos cémo construir 7, en términos de mapas mas simples. Primero definimos:

a a 1 a a a1+ ass
F(0 ®2) _ 2o (011 02) o ) 1
az;1 Q22 2 az;1 Q22 2
Béasicamente hemos introducido el operador Traza.
El siguiente paso consiste en definir:

vy i=1®T

Este mapa es Completamente Positivo. Sobre un tensor simple actua en la formas:

VA®B) 1o r(A2B) = Ao r(B) — - (

a11(bi1+b22)l ai (b + 52,2)]1)
2

a2,1(b1,1 +b22)l  ag2(b11 + be2)l

Sobre una matriz A cualquiera 4 x 4 actua en la forma:

a1, +azpo 0 a13+aza 0
1 0 a1+ a2 0 a1,3+aza
V(A) = 35 . ’ 0 ’ . ’ 0 ’
2 |as1+aqe 33+ Q4.4
0 az;1+ a4 0 a33+ Q4,4

Es decir:

T(AVY)  7(AL?)
v(A) = <T(A2’1) T(A2’2)>

Denotando con A*J cada uno de los 4 bloques 2 x 2 en que dividimos A.
Introducimos ahora otro mapa, dado por el siguiente conmutador:

) = i1 g2

O2x2  O2x2

Entonces podemos escribir:

n(A) = e‘st'yA

En efecto, es facil verificar que el generador es el que corresponde (escrito més arriba), pues:
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%(nt)t:O(A) = 07 (A)
_— Iowo  O2xo (A
Ozx2  O2xa) » \7(A4%!
o 02><2 iT(A1’2)
B —’iT(AQ’l) 02><2

= £(A)

S—
3 3
—~~
NS
o =
IR
N——

Podemos ahora mostrar que v y ¢ conmutan. Ya calculamos 6+ (A4). Lo que falta es:

02><2 iA1’2
Y\ 421
1A 02><2

o 02><2 iT(A1’2)
B —’iT(AQ’l) 02><2

= £(A)

Y4 (A)

Usando entonces que [,] = 0 y que 42 = v mostramos la siguiente propiedad:

mens = e&t,y 658’}/ — 65t’y ’7663 — €6t’}/ e&s — eé(t—%—s),7 = Nits

7 es Completamente Positivo (pues v y 6 lo son). Concluimos entonces que es un semigrupo.

Este caso resulta interesante, en el siguiente sentido: partimos de una dindmica dada por
algin semigrupo ay, que asintéticamente se comporta como un semigrupo cuasiperiddico 7;. Lo
importante a destacar es que 7; no es reversible, sencillamente porque 7 es un proyector (ya dijimos
que es idempotente, y verificarlo es trivial).

Asimismo, este ejemplo debe considerarse en el marco del teorema 4.1.4, resultado que pertenece
a Groh.

Un ultimo comentario tiene que ver con el problema de la separabilidad. Si pensamos en un
sistema compuesto 2 ® 2, entonces podemos pensar que la dindmica esta dada basicamente por el
operador 7 definido més arriba y un Hamiltoniano H de la forma:

1 0
= (0 0) ® 1
Entonces aplicamos el criterio PPT?, tomando la traposicién parcial, y verifica que I'(3:(p)) =
Bt(p). Por lo tanto T'(5:(p)) es un estado, de lo que se desprende que S3;(p) es separable. Concluimos
que (B, mapea estados en estados separables (& () — Fsep(H)). Sin embargo, la separabilidad
como propiedad del semigrupo asintdtico, no permite a priori inferir nada acerca de la separabilidad
de v(p) para tiempos grandes.

Este 1iltimo punto deja abierta muchas preguntas para seguir trabajando en linea con el capitulo
6 del presente trabajo.

3Ver, en el capitulo 2, la seccién 2.6.1.
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