LA ENERGIA DE LAS
SECCIONES UNITARIAS NORMALES
DE LA GRASSMANNIANA ASOCIADAS

A PRODUCTOS CRUZ

POR RUTH PAoLA MOAS

PRESENTADO ANTE LA
FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA Y Fisica
COMO PARTE DE LOS REQUERIMIENTOS PARA LA OBTENCION

DEL GRADO DE DOCTORA EN MATEMATICA DE LA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA

JuLrio 2020
@FAMAF-UNC 2020

DIRECTOR: MARCOS SALVAI

s

Esta obra esta bajo una

Licencia Creative Commons Atribucidén 4.0 Internacional



http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/




Indice general

Resumen
Abstract
Agradecimientos

Capitulo 1. Introduccion y presentacion de los resultados
1.1.  Ejemplo motivador
1.2.  La combadura total y la energia de secciones unitarias
1.3.  Secciones normales unitarias de la grassmanniana
1.3.1. Secciones normales unitarias asociadas a productos cruz

1.4.  Secciones complejas ortogonales normales de la grassmanniana

Capitulo 2. Preliminares

2.1.  Conexiones métricas en fibrados vectoriales riemannianos

2.2.  La métrica de Sasaki

2.3. La energia y la combadura total

2.4. Secciones criticas para la combadura total y la energia
2.4.1. Secciones criticas para la combadura total
2.4.2. Digresion: Solucion al problema del ejemplo motivador
2.4.3. Secciones criticas para la energia

2.5.  Octoniones

2.6. Productos cruz

2.7. Grassmannianas de subespacios orientados

2.7.1. Geodésicas de las grassmannianas

Capitulo 3.  Secciones normales unitarias armonicas de la grassmanniana

asociadas a productos cruz

jass

VII

IX

© 1 O Ul e

11
11
15
16
17
17
19
20
21
23
26
31

33



v Indice general

3.1.  Secciones normales unitarias de la grassmanniana
3.2.  Armonicidad de secciones asociadas a productos cruz
3.3. Armonicidad de o3

3.3.1. Invariancia por la accién de Spin (7)

3.3.2. Armonicidad vertical de o3

3.3.3. Prueba de la armonicidad de o3
3.4. Armonicidad de o9

3.4.1. Prueba de la armonicidad de oy

3.5. Inexistencia de secciones paralelas

Capitulo 4. La energia de la secciéon compleja normal de la 2-grassmanniana

asociada al producto cruz triple
4.1.  Secciones antisimétricas ortogonales normales

4.2. Armonicidad de J

4.3. Le energia de la estructura casi compleja ortogonal en S°

Bibliografia

33
37
37
42
43
44
46
46
50

53
53
o7
66

69



Resumen

Sea G (k,n) la grassmanniana de subespacios orientados de R" de dimensién
k con su métrica riemanniana canodnica. Estudiamos la energia de funciones que
asignan a cada P € G (k,n) un vector unitario normal a P. Son secciones de un
fibrado esférico E,in sobre G (k,n). Los productos cruz doble y triple octoniénicos
inducen de manera natural secciones de ese tipo para k =2,n =7y k = 3,n = 8§,
respectivamente. Probamos que son aplicaciones arménicas en E,ivn, munido de la
métrica de Sasaki. Esto, junto con el resultado bien conocido de que los campos
vectoriales de Hopf en esferas de dimensién impar son aplicaciones armoénicas en
su fibrado tangente unitario, nos permite concluir que todas las secciones normales
unitarias de las grassmannianas asociadas a productos cruz son arménicas. También
mostramos que estos fibrados esféricos no tienen secciones paralelas, que trivialmente
habrian tenido energia minima.

En una segunda instancia analizamos la energia de aplicaciones que asignan a
cada P € G (2, 8) una estructura compleja ortogonal J (P) en P+. Estas asignaciones
son secciones del subfibrado esférico unitario del fibrado vectorial sobre G (2, 8) cuya
fibra en cada P consiste esencialmente de las transformaciones antisimétricas de
P+, Probamos que la seccién naturalmente inducida por el producto cruz triple
octoniénico es una aplicacién armonica. Comentamos la relacién con la armonicidad

de la estructura casi compleja canénica de S°.
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Abstract

Let G (k,n) be the Grassmannian of oriented subspaces of R™ of dimension k
with its canonical symmetric Riemannian metric. We study the energy of maps
assigning a unit vector normal to P to each P € G (k,n). They are sections of a
sphere bundle E,in over G (k,n). The octonionic double and triple cross products
induce in a natural way such sections for £k = 2,n = 7 and k = 3,n = 8§, respectively.
We prove that they are harmonic maps into E,ivn endowed with the Sasaki metric.
This, together with the well-known result that Hopf vector fields on odd dimensional
spheres are harmonic maps into their unit tangent bundles, allows us to conclude
that all unit normal sections of the Grassmannians associated with cross products
are harmonic. We also show that these sphere bundles do not have parallel sections,
which trivially would have had minimum energy.

In a second instance we analyze the energy of maps assigning an orthogonal
complex structure J (P) on P+ to each P € G (2,8). They are sections of the unit
sphere bundle over G (2,8) whose fiber at each P consists essentially of the skew-
symmetric transformations on P+. We prove that the section naturally induced by
the octonionic triple product is a harmonic map. We comment on the relationship

with the harmonicity of the canonical almost complex structure of S°.
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Capitulo 1

Introduccién y presentacion de los resultados

Se puede decir que Herman Gluck y Wolfgang Ziller iniciaron la busqueda de
la mejor organizacion entre todas las estructuras geométricas de cierto tipo en una
variedad, cuando probaron que los campos vectoriales de Hopf en S? tienen volu-
men minimo entre todos los campos vectoriales unitarios en S® [17]. Poco después,
Eugenio Calabi y Herman Gluck descubrieron que la estructura casi compleja en S°
inducida por el producto cruz octonioénico es la mejor estructura casi compleja orto-
gonal en S% también respecto del volumen [9]. M4s tarde surgieron, y se estudiaron
ampliamente, otros criterios que permiten distinguir ciertas estructuras geométricas
en una variedad M (pensadas como secciones de un fibrado sobre M). Por ejemplo,
puntos criticos o0 minimos para la combadura total (un funcional que indica en qué
medida la seccién se aparta de ser paralela), comenzando con Gerrit Wiegmink [34],
y también puntos criticos o minimos de la energia. Las contribuciones en este sentido
para una amplia variedad de estructuras (principalmente para campos vectoriales
unitarios, pero también, por ejemplo, para distribuciones, estructuras de contacto
métricas, etc.), fueron hechas, entre otros, por Mohamed Abbassi, Gil Bor, Vincent
Borrelli, Fabiano Brito, Giovanni Calvaruso, Pablo Chacén, Sorin Dragomir, Olga
Gil Medrano, Carmelo Gonzélez Davila, Luis Hernandez Lamoneda, Elisa Llinares
Fuster, Eric Loubeau, Francisco Martin Cabrera, Domenico Perrone, Lieven Vanhec-
ke, Esther Vergara Diaz, Christopher Wood [18, 2, 27, 19, 11, 33, 6, 7, 14, 16, 15]
y otros articulos citados en otras partes de la tesis.

A continuacién mencionamos el objetivo de este trabajo. La pregunta general,

planteada vagamente, es la siguiente:

;. Cudl es la mejor manera de asignar un vector unitario v € P+

a cada subespacio orientado P de dimensién k en R™?

1



2 1. INTRODUCCION Y PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

La misma pregunta en un sentido diferente: ;En qué direccién normal unitaria
u (P) debe ser movido cada subespacio P de R"™ de dimensién k para obtener la
mejor disposicién de k-subespacios afines a distancia unitaria del origen?

Dentro de este ambito podemos formular otra pregunta general:

., Cual es la mejor forma de asignar
a cada subespacio orientado P de dimensién k en R*+2m

una transformacién ortogonal J (P) : P+ — Pt con J (P)* = —id?

Estas cuestiones se plantean con mayor precision considerando secciones de fibra-
dos esféricos sobre grassmannianas y eligiendo el criterio para la buena organizacion,
normalmente energia o volumen minimos o criticos.

A veces no existen asignaciones como las de la primera pregunta si se requiere
que sean continuas. Por ejemplo, los subespacios unidimensionales orientados de R?
pueden identificarse con puntos de la esfera de dimensién 2 y sus planos ortogonales
con los correspondientes espacios tangentes, pero S? no admite un campo vectorial
unitario continuo. Aprovechamos la oportunidad para mencionar que el volumen y
la energia de ciertos campos vectoriales unitarios no continuos han sido estudiados
con provecho, por ejemplo en [28, 10, 5].

Para la segunda pregunta, también puede que no haya una asignacién continua
asi, por ejemplo para los casos k = 1, 2m # 2,6. En efecto, la existencia contradiria
el resultado probado en [4], que la esfera S™ admite una estructura casi compleja si
y sélo sin =2 6 n =6 (identificando u € S™ con el subespacio orientado (Ru, {u})
de R y T,,S™ con u™).

Estamos lejos de responder las preguntas en general: Encontramos asignaciones
distinguidas geométricamente en vez de éptimas. Nuestra contribucion al problema
en la primera pregunta es la siguiente: Nos concentramos en los casos en que las
asignaciones se dan en términos de productos cruz y demostramos que son aplica-
ciones armonicas de la grassmanniana en un conveniente fibrado esférico definido
sobre ella.

Uno de nuestros teoremas principales generaliza ampliamente el resultado clasi-

co que afirma que los campos vectoriales de Hopf sobre esferas de dimensién impar
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son aplicaciones armonicas en el fibrado tangente unitario dotado de la métrica de
Sasaki [24] (ver también [29, 1]). Tal campo vectorial unitario es un punto critico
de la funcional energia si se consideran variaciones a través de todas las funciones
diferenciables. Observamos que esta condicion es mas fuerte que otra, que también
ha sido muy estudiada, y que a veces se llama verticalmente armonica, donde sélo
se consideran las variaciones a través de los campos vectoriales unitarios. Las apli-
caciones verticalmente armonicas resultan ser criticas para la funcional combadura
total.

En cuanto a la segunda pregunta, nuestro aporte es el siguiente: Sea G (2, 8)
la grassmanniana de subespacios orientados de dimensién 2 en R®. Consideramos
aplicaciones que asignan a cada P € G (2,8) una transformacién antisimétrica T’
en Pt con tr(7?) = —6, donde tr denota la traza. Probamos que la aplicacién
distinguida de este tipo inducida por el producto cruz triple octoniénico (aqui 7" es en
particular una estructura compleja ortogonal) es arménica llegando a cierto fibrado
esférico sobre G (2,8). El problema similar con el producto cruz doble octoniénico
se traduce en la armonicidad de la estructura casi compleja candnica de la esfera
S8 resuelto en [20], y estd relacionado con el teorema probado en [3] de que esta
estructura tiene energia minima (pero variando sélo entre entre estructuras casi
complejas).

El antecedente inmediato de esta tesis es el Trabajo Especial de Licenciatura en
Matematica de Francisco Ferraris [13]. Incorporamos lo que se estudié alli en favor
de una mejor presentacion, y su procedencia se explicita cuando se menciona. Se
trata, basicamente, de una version débil de un caso particular del Teorema 3 y de
la parte central de la Proposicion 5.

En el resto de la introduccién presentamos un ejemplo motivador y los resul-
tados obtenidos, precedidos, de manera sucinta, de las definiciones estrictamente
necesarias para enunciarlos. En el capitulo 2 de los preliminares se dan los detalles
correspondientes. En los capitulos 3 y 4 se prueban los teoremas objeto de la te-
sis, nuestros aportes relacionados con la primera y la segunda pregunta de arriba,

respectivamente.
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1.1. Ejemplo motivador

En esta seccién presentamos un ejemplo de una situacion elemental, que sin ser un
caso particular, es analoga a la de los problemas que se discuten en la tesis. También
es una aplicaciéon basica de una herramienta importante para probar armonicidad
vertical en casos generales, que usaremos en repetidas oportunidades.

Comenzamos recordando que si tenemos una curva « : (a,b) — R? de rapidez
unitaria y ug un vector ortogonal a o (ty), entonces existe un unico campo paralelo
V alo largo de « tal que V (ty) = ug. Ahora queremos un campo unitario U a lo
largo de o normal a o/, esto es, U (t) L o/ (t) para todo t, con U (ty) = ug y “lo
mas paralelo posible” a lo largo de «, es decir que U’ no tenga componente normal
en o (equivalentemente, U’ (t) = A (t) ' (t) para cierta funcién A : (a,b) — R,
6 Vi,(t)U = 0). Suponemos que « tiene curvatura nunca nula y consideramos el
marco de Frenet-Serret {T', N, B} para «. Tenemos que {N (t), B (t)} es una base

ortonormal de o (1) y entonces
U(t)=cos@(t) N(t)+senb(t) B(t)

para cierta funcién 6 : (a,b) — R. Luego, si x y 7 son las funciones de curvatura y

torsién de «, respectivamente, usando que N' = —kT + 7B y B’ = —7N, tenemos
que
(1.1.1) U' =—0"send N + cosf N'+ 60" cost B+ senf B’

=6 (cos® B —sen N)+cos (—xT + 7B) —senf TN
=60 (cos® B—senf N)+ 7 (cos B—senf N)—cosf (xT)

=(0'+7)(cosf B—senf N)—rcosf T.
Por lo tanto la condicion de que U’ sea tangente se traduce en
0 = —71.

Supongamos ademads que « es periddica, digamos, con periodo 27. Si ahora re-
) )
querimos como arriba que U sea “lo mas paralelo posible” a lo largo de a y también

periédico, ya no podremos tener en general que U’ sea tangente a «, ya que si © es
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una primitiva de —7, no necesariamente se cumplird que © (0) y © (27) difieren en

un multiplo de 27. Como % = (0 impide en general la periodicidad de U, lo mas

adecuado es pedir que

(1.1.2) /027r

sea minimo.

2

DL
v dt

dt

El Teorema 15 en la Seccién 2.4 da un criterio que permitira encontrar el campo U
buscado. Los argumentos de como se aplica en concreto a la solucién de este problema

se presentan como una digresién a continuacion del enunciado de ese teorema.

1.2. La combadura total y la energia de secciones unitarias

Sea M una variedad riemanniana orientada y compacta. Sea £ — M un fi-
brado vectorial riemanniano sobre M con una conexién métrica V y sea El =
{v e E | |jv|]| =1} el correspondiente fibrado esférico.

La funcional B, llamada combadura total, asigna a cada secciéon o € T' (M, E') el

numero

(1.2.1) B(a)—/MHVa||2dv,

el cual indica en qué medida la seccion o se aparta de ser paralela. Aqui dv es
la forma de volumen de M y |T||* = tr (T'T) (T" denota la adjunta de T') para
T : V — W una transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita
con producto interno.

La energia de una aplicacion suave F' : M — N, con N una variedad riemannia-

na, es por definicién la integral

5(F):%/MH(dF)p " v ().

Los puntos criticos de la funcional energia se llaman aplicaciones armonicas. Clara-
mente, las funciones constantes son ejemplos triviales. Aparte de ellas, el caso mas
simple se da para M = S!, y las aplicaciones arménicas asociadas son las geodésicas

periédicas de N.
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Ahora tomamos en E' la métrica de Sasaki inducida por V. Entonces tiene
sentido considerar la energia de las secciones o : M — E'. Se cumple que & (o)
difiere de B (o) en un par de constantes que involucran la dimensién y el volumen
de M.

Si una seccién es una aplicacién armdnica, entonces es critica para B, pero quere-
mos destacar que el concepto de seccién critica para la energia es en general mucho
mas fuerte que la nocién correspondiente para la combadura total, ya que en el
primer caso se admiten como variaciones funciones suaves arbitrarias de la base en

el fibrado esférico, no sélo variaciones por secciones.

1.3. Secciones normales unitarias de la grassmanniana

Sea G (k,n) la grassmanniana de subespacios orientados de R™ de dimensién k

dotada de la métrica riemanniana candnica. Sea
(1.3.1) Eipn ={(P,v) € G(k,n) x R"| v es ortogonal a P},

el cual es el espacio total de un fibrado vectorial riemanniano sobre G (k, n) con fibra

tipica R"* (la fibras heredan el producto interno de R").

OBSERVACION 1. El fibrado vectorial anterior mo es en general topoldgica ni
geométricamente trivial: Por un lado, hemos mencionado que Ey3 — G (1,3) no
admite secciones unitarias continuas; por otra parte, la Proposicion 5 abajo afirma

que Ey7 — G(2,7) y E55 — G (3,8) no admiten secciones paralelas.

OBSERVACION 2. Las secciones de este fibrado vectorial pueden considerarse co-
mo disposiciones de subespacios afines a distancia unitaria del origen, identificando

(P,u(P)) conu(P)+ P.

El fibrado vectorial riemanniano Ey, — G (k,n) tiene una conexion métrica
canonica, cuya derivada covariante asociada es la siguiente: Si ) : [ — G (k,n) es
una curva suave de subespacios orientados en R" y x : I — R" es una curva suave

tal que z; L Q; para todo t, entonces

(1.3.2) % (Qr, 1) = (Qr, m (7)),
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. ., 1
donde 2’ es la derivada usual de z en R™ y 7, es la proyeccion ortogonal sobre (Q;) ™.
Buscamos secciones normales unitarias de la grassmanniana G (k,n), esto es,

secciones del fibrado esférico
(1.3.3) By =A{(P,v) € Epn | 0] =1} = G (k,n),
que posean energia critica.

1.3.1. Secciones normales unitarias asociadas a productos cruz

Los productos cruz proveen ejemplos distinguidos de secciones del fibrado esféri-
co By, — G (k,n), para ciertos (k,n). Recordamos de [8] y [22] la definicién y
clasificacién de los mismos. Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién n y
sea (-,+) un producto interno definido positivo sobre V. Un producto cruz sobre V

es una aplicacién multilineal X : V" — V (1 <r < n) que satisface
(X (ug,...,up),u;) =0 y X (ug,...,u)|” = det ((u;, u;))

para cualquier r-upla uq,...,u, en V.

Los productos cruz existen sélo cuando (r,n) son (1,2m), (m,m + 1) (para cual-
quier m € N), (2,7) y (3,8). En el primer caso, X es una transformacién ortogonal
que satisface X? = — id, esto es, una estructura compleja lineal ortogonal. Aparte
de los casos triviales 7 = m, n = m + 1 con m € N, por la clasificacién de Brown
y Gray quedan (salvo (anti-)isomorfismo) sélo los productos cruz candnicos Xo 7 y

X35 en R”=ImO y O, respectivamente, dados por

(1.3.4) Xo7 (u,v) =uxv=uv+ (u,v),

(1.3.5) Xss (u,v,w) = —u (tw) + (u,v) w + (v,w) u — (w,u) v

(uv denota la multiplicacién en los octoniones Q). Ellos son llamados productos
cruz doble y triple, respectivamente y seran el objeto de la mayor parte de nuestro
trabajo.

Un producto cruz X : (R")* — R" sobre R™ induce naturalmente la seccién oy

del fibrado esférico E,,, — G (k,n),

ox (Q) = (Q, X (uy,...,ug)),
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con Ky, como en (1.3.1), donde {us,...,u;} es cualquier base ortonormal positiva-
mente orientada de (). Las propiedades del producto cruz implican que ox estd bien

definida.
Estamos en condiciones de presentar uno de nuestros resultados principales.

TEOREMA 3. Las secciones del fibrado esférico Ey, — G (k,n) asociadas a los

productos cruz son aplicaciones armonicas.

OBSERVACION 4. El teorema generaliza el resultado cldsico de que los campos
vectoriales de Hopf sobre esferas de dimension impar son aplicaciones armonicas
(ver [24] y también [29, 1]). En efecto, en el caso (1,2m), el producto cruz X
es una estructura compleja lineal ortogonal y puede considerarse como un campo

vectorial de Hopf en S*™~1: X (p) € pt = T,5*™1. Previamente, Wiegmink habia

probado en [34] que los campos de Hopf son criticos para la combadura total (ver
también [35]).
En [13] se prueba el caso particular (2,7) del teorema en una versién débil (que

la seccién correspondiente es critica para la combadura total, en vez de arménica).
Por la observacion, nos concentramos sélo en los restantes casos no triviales:
Demostraremos en los Teoremas 42 y 40 que las siguientes secciones son aplicaciones

armonicas: las secciones oy : G(2,7) — Ej ; definida por

(1.3.6) oy (uAv) = (uAv,uxv)

para subconjuntos ortonormales {u,v} de R™ y 03 : G (3,8) — Ej¢ dada por
(1.3.7) ogs(uNvAWw) = (uAvAw, Xsg(u,v,w))

para subconjuntos ortonormales {u, v, w} de R®.

Si existiera una seccién paralela u de E}  — G (k,n), entonces la energfa alcan-
zaria trivialmente un minimo en u, pero este no es el caso, como afirma la siguiente

proposicién, cuya parte central fue demostrada en [13].

PROPOSICION 5. Los fibrados esféricos Ey; — G (2,7) y Esg — G (3,8) no

poseen secciones paralelas, ni siquiera locales.
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1.4. Secciones complejas ortogonales normales de la grassmanniana
Sea V' un espacio vectorial de dimension par. Una estructura compleja j en V' es

una transformacién lineal j : V' — V con j? = —id. Adem4s, si V tiene un producto

interno y j es ortogonal, j resulta antisimétrica.

Llamamos Skew (R®) al espacio vectorial de los operadores antisimétricos de R®,
con el producto interno cuya norma estéd definida por |T|]> = str (T'T). Dado

P e G(2,8), sea
Skewp (R®) = {T € Skew (R®) | T'|, = 0}.

Observemos que si T € Skewp (R®), entonces T (P+) C P+, pues dado w € P+,
se tiene que (T'(w),z) = —(w,T(2)) = —(w,0) = 0 para todo z € P. Luego
Skew p (R®) se identifica de manera candnica con el conjunto de los operadores an-
tisimétricos definidos sélo en PL.

La proyeccion candnica
E =4 {(P,T)| PG (28) y T € Skewp (R*)} - G (2,8)

admite una estructura de fibrado vectorial riemanniano (la fibras heredan el producto
interno de Skew (R®)). En este fibrado tenemos una conexién métrica canénica, cuya
derivada covariante asociada es la siguiente: Si P : [ — G (2,8) es una curva suave

de planos orientados en R® y ¢ — T} es una curva suave en Skewp (R®), entonces

D d
donde ITp es la proyeccién ortogonal de Skew (R®) sobre el subespacio Skewp (R?).

De [12] tomamos una seccién distinguida del fibrado F, asociada al producto

cruz triple: Se define la seccion
J:G(2,8) = B, J(wAv)=(uAv,Jyny),

donde
Jury € Skewny (RS) , Jurw (W) = X35 (u, v,w) .

Nuestro resultado principal en relacién con J es el siguiente.
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TEOREMA 6. La seccion J es una aplicacion armonica.

Para los deméas productos cruz de Brown-Gray se pueden construir de manera
analoga secciones complejas ortogonales normales de grassmannianas. Aparte de
los casos vacios o triviales, resta uno solo, que corresponde, via una identificaciéon
adecuada, a la estructura casi compleja candnica de la esfera S°, cuya armonicidad

es conocida de [20] (ver también [3]).



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Conexiones métricas en fibrados vectoriales riemannianos

Sea Il : E™" — M™ una submersién diferenciable (o sea, II es suryectiva y
dIl, : T,E — T M es suryectiva para todo v € E) y denotamos E, = II"" ({p}).
Se dice que Il : E — M es un fibrado vectorial sobre M de rango n (o con fibra
tipica R™) si E), es un espacio vectorial para todo p € M y existen un cubrimiento

de M por abiertos U = {U, | @ € I } y difeomorfismos
I, I (U,) - Uy x R
de la forma
(2.1.1) I, (u) = (I (u), Ay (w)),
donde A, : E;, — R" es un isomorfismo de espacios vectoriales (¢ = II(u)). Los

difeomorfismos I, se llaman trivializaciones locales de Il : E — M.

Sea Il : E — M un fibrado vectorial. Una funcién suave o : M — FE es, por
definicién, una seccion de II si [T o o = idyy, o equivalentemente, si o (p) € E, para

todo p € M. Se define
' (M, E) = {secciones suaves de I1: E — M}.

Por ejemplo, tenemos la seccién nula o, dada por o (p) = 0, (vector nulo de E,) para
todo p € M. También, I' (M, TM) = X (M), el conjunto de los campos vectoriales
en M (nos referimos a campos de clase C*, como seran todas las funciones que

consideraremos en la tesis).

DEFINICION 7. Sea Il : E — M wun fibrado vectorial. Una conexién afin de
II: E— M esuna aplicacion V : X (M) x I'(M,E) — I' (M, E) que cumple las
siguientes propiedades (donde se denota VxV =V (X,V))

11
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VixsyV = fVxV +VyV,
Vx (V+W)=VxV+VxW,
VxfV=X(f)V+[fVxV,
para todo par de campos vectoriales X,Y en M, toda funcion suave f : M — R y

todo par de secciones V,W de II.

Como ejemplos tenemos las conexiones afines en T'M (en particular la conexién
de Levi Civita si M es riemanniana) y la conexién normal en el fibrado normal de
una subvariedad de una variedad riemanniana.

Sea Il : E — M un fibrado vectorial con una conexiéon afin V y sea av: I — M

una curva en M. Llamamos
D(a)={V:I—E|Vessuavey V (t) € B,y para todo t € I'}.

Los elementos de I' («) se llaman secciones de 11 a lo largo de «.

DEFINICION 8. La derivada covariante £ : I' (a) — I' (@) asociada a V se define
de manera andloga al caso E = TM. En particular, si Y es una seccion de F,
entonces = (Y o) = VY. Una seccion V € T (a) se dice paralela a lo largo de
DV

=0.

SZW

La siguiente proposicion introduce el concepto de operador de conexion, el cual

usaremos mas adelante en la definicién de la métrica de Sasaki en E.

PROPOSICION 9. Sea II : E"™ — M™ un fibrado vectorial con una conexion
afin V y sea v € E,. El operador de conexion K, : T,E — E, estd bien definido
mediante

Ko (€)= (0),

donde V' es una curva suave en E con V (0) = v, V' (0) = £ y & denota la deri-
vada covariante asociada a V a lo largo de la curva pie de V. Ademas IC, es una

transformacion lineal.

DEMOSTRACION. Sea V' una curva como en el enunciado. Veamos que K, (§) no

depende de la eleccién de la curva. Sea (U, ¢ = (x1, ..., 2,)) un entorno coordenado
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en M con p € U. Como II es un fibrado vectorial existe una trivializacién local de

IT, que podemos suponer de la forma

I (U) = U xR, I (u)=(II(u), Angw) (v))

, o)
(ver (2.1.1)), reduciendo U si es necesario. Llamamos X' = (t=1,...,m)y,

8@'

para cada q € U,

Y7 :=1"(qej) € E, (j=1,...,n).

q

Asi tenemos que {Yqj l7=1,... ,n} es una base de F,. Tomando ¢ = IIoV la curva
pie de V, tenemos que V (t) = Y7 v; (¢) Yci(t) para ciertas funciones suaves v; y
también que ¢ (c(t)) = ((x10¢)(t),. .., (Zm o) (t)) =aet (c1 (1), ..., Cm (1)).

Luego

2.1 - (dov+u0 2 v,)

Por otro lado,
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y también

(ToV) (1) = 5 (T(V (1), Ao (V (1) = 2 () 01 (1), 0 (1)
Asi, si
(2.1.3) D =qef (0,id) o I = (T1,. .., Ty, Y1y -+, Yn) - ITH(U) — R™H™

son las coordenadas candnicas de E (en particular, z; = z; o II), tenemos que

d@v(é):<@OV),(O>:(C/1<O)7"'7C;n(0)71}3(0)7'”71};(0))’

9

01

)

v m

e
’U7 6y1

que son las coordenadas de & en la base { .
v

tonces, la expresion (2.1.2) depende sélo de los valores de V (0) = vy V' (0) =€ y

en consecuencia, IC, esta bien definida.

Ahora verificamos la linealidad de K, : T,F — E,. Llamando Z; ; = v; (0) (Vx;Y")

p?

observamos a partir de (2.1.2) y (2.1.3) que

(214) K:v o (d@v)_l (al, N bl, Ce ,bn> = Z <sz; + Z CLjZZ'J') s
i=1

que es lineal en a; y b; (hemos nombrado a; = ¢} (0) y b; = v; (0), que son arbitrarios).

Como dp, : T,E — R™™ es un isomorfismo, &, resulta lineal, como se deseaba. [

Un fibrado vectorial II : £ — M se dice riemanniano si en cada fibra E, =
I ({p}) estd definido un producto interno g, que varfa suavemente con p. O sea,
para todo par de secciones suaves X, Y la funciéon H : M — R, H (q) = g, (X,, Yy)
es suave.

Dado un fibrado vectorial riemanniano Il : £ — M, el fibrado esférico asociado es
la restriccién de IT a E' = {x € E | ||z|| = 1}, que es una subvariedad diferenciable.

Si el fibrado vectorial II : E — M es riemanniano, una conexién V en II se dice
métrica si para toda curva a : I — M y todo par 0y : I — FE, 05 : I — E de
secciones paralelas a lo largo de o se cumple que ¢ — (01 (t) , 02 (1)) () €s constante.

Equivalentemente, si

G000 0= (37 0),0:0) +{n0) Gn®)
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para toda curva o : I — M y todo par 0y : [ — E, 05 : I — FE de secciones a
lo largo de « (% denota la derivada covariante a lo largo de «). Por la férmula de

polarizacion, esto es equivalente a ver que

(2.1.5) % (0 (t),0(t)au =2 <%0 (t),0 (t)>

vale para toda seccién o a lo largo de .

2.2. La métrica de Sasaki

Sea Il : E — M un fibrado vectorial riemanniano con una conexion métrica V.
La variedad E admite una métrica riemanniana que generaliza la métrica de Sasaki

del fibrado tangente.

DEFINICION 10. La estructura riemanniana de Sasaki en F es aquella tal que la

aplicacion
(2.2.1) (dll,, K,) : T,E — T,M x E,

es una isometria lineal para todo v € E, donde IC, es el operador de conexion,
p=1(v) y en T,M x E, se considera el producto interno inducido por los productos

internos de cada factor, que se requieren ortogonales.

OBSERVACION 11. La aplicacién dada en (2.2.1) es un isomofismo lineal. Ya pro-
bamos que IC,, es lineal y por (2.1.4), tomando a; = 0 para todo j, IC, resulta suryec-
tiva. Dado que Il es un fibrado vectorial, I1 es submersion, por lo tanto dIl, es lineal
y suryectiva. Ast, (dIl,,K,) es lineal. Como dim T, E = m +n = dim (T, M x E,),

la afirmacion es verdadera.

PROPOSICION 12. La métrica de Sasaki en E es la unica estructura riemanniana

tal que para toda curva suave V : |a,b] — E, su longitud es

(2.2.2) long (V \/H ()] + H

donde c =110V y % denota la derivada covariante a lo largo de c.




16 2. PRELIMINARES

DEMOSTRACION. Sea V : [a,b] — F como en el enunciado. Sabemos que
b
long (V) = [ V" (¢)] dt,
y como (dHV(t), ICV(t)) es una isometria, se cumple que

IV (O = [|(dMy . Kvi) (V! )]

= || (dTy ) V" (1), Ky (V! (1)) ||

:] (¢, 57 ) 2

— I+ 5 @

2

Entonces (2.2.2) es valida.

Ahora nos ocupamos de la unicidad. Resulta del hecho general de que una estruc-
tura riemanniana en una variedad diferenciable N estd determinada univocamente
por las longitudes de sus curvas. En efecto, sean v € TN y una curva v : [0,6] = N
con 7' (0) = v. Derivando long (ﬂ[o,a]) = f(f Il (¢)|| dt respecto de 6 en § = 0,

tenemos que
—| long (v =7 (0)|| =
5 |, 0 g( |[o,5]> 17" (O)] =[]l

por el teorema fundamental del calculo. O

2.3. La energia y la combadura total

Sea T : V' — W una transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension
finita con productos internos by y by, respectivamente. Se define |T||* = tr (T'T),
donde T denota la transpuesta de T, es decir, la transformacién T : W — V que
satisface by (T'v,w) = by (v, T'w) para todov € V'y w € W. Si {vy,...,v,} es una

base ortonormal de V', entonces

IT|I* = Z by (T (v5), T (vy)) -
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DEFINICION 13. La energia de una aplicacién suave f : M — N entre variedades

riemannianas, con M compacta y orientada, es la integral

(231) e(h =35 [ I do o),

donde dv denota la forma de volumen en M.
Los puntos criticos de la funcional € sobre C* (M, N) se conocen como aplica-

ciones armonicas.

DEFINICION 14. La funcional combadura total (total bending en inglés) asigna

a cada seccién o € T' (M, E') el niimero

B(o)= [ 9o,

Aqug, (Va)p : T,M — E, y se integra respecto de la forma de volumen asociada a

la métrica riemanniana de M.

El nimero B (o) indica en qué medida la seccién o se aparta de ser paralela.
La funcional B fue introducida por G. Wiegmink en [34] para secciones del fibrado
tangente, es decir, campos vectoriales. Fue extendida a secciones de fibrados esféricos
generales en [32]. Notar que la definicién no requiere que E' posea una métrica
riemanniana. Si la tiene, por ejemplo la de Sasaki, tiene sentido considerar la energia

de una seccién o : M — E', y vale la identidad (ver por ejemplo [21])

5(0’):EV01(M)+1/ HVJH2dv:2vol(M)+lB(a).
2 2 /., 2 2

Una seccién o de E' se dice paralela si 2o (c(t)) = 0 a lo largo de cualquier
curva ¢ en M. Claramente, si una tal seccién existe, entonces es un minimo global

de la combadura total.

2.4. Secciones criticas para la combadura total y la energia

2.4.1. Secciones criticas para la combadura total
En esta subseccion recordamos condiciones suficientes para que una seccion de

un fibrado esférico sea critica para la funcional combadura total B.
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Sea EE — M un fibrado vectorial riemanniano con una conexién métrica V y
sea E' — M el fibrado esférico asociado. Sea oy € T' (M, E') una seccién suave.
Una wvariacién vertical de oy es una funcién suave o : (—¢,e) x M — E' tal que
o(t,p) € E, y 0(0,p) = 0o (p) para todo [t| < e, p € M. Llamamos o, : M — E',
o (p) =0 (t,p).

Una seccién og se dice critica para la funcional combadura total B (también

llamada verticalmente armdnica) si para toda variacién vertical o de oy, la funcién

B:(—e,e) = R, B (t) =B (o)

tiene un punto critico en cero.

Presentamos el laplaciano burdo A, el cual actiia sobre secciones suaves de F
de la siguiente manera (bien definida): Sean 7; (i = 1,...,m) geodésicas de M con
rapidez unitaria y v; (0) = p tales que {7, (0) | i = 1,...,m} es una base ortonormal
de T, M. Entonces

m 2
(24.1) @) =3 DL o).

=1 0

donde % denota la derivada covariante a lo largo de ;.

TEOREMA 15. [34] Sea m : E — M wun fibrado vectorial riemanniano con una
conexion métrica sobre una variedad riemanniana orientada compacta. Una seccion
o: M — E' es verticalmente armdnica si y sélo si existe una funcién real suave f

en M tal que
(2.4.2) Ao = fo.

Esta condicion fue probada para el caso particular donde E es un fibrado tangen-
te, por Wiegmink [34] y Wood [35] para variedades compactas y por Gil-Medrano
[15] para variedades (no necesariamente compactas) en general (con una presen-
tacion diferente). La primera aplicacién para fibrados esféricos generales (no nece-
sariamente espacios tangentes unitarios) fue dada en [32]. El concepto de seccién

verticalmente armoénica aparece también, en diferentes contextos, por ejemplo en

[3, 7, 21].
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2.4.2. Digresién: Solucion al problema del ejemplo motivador
Interrumpimos el hilo de la tesis para presentar una aplicacion sencilla del teo-
rema, resolviendo el problema del ejemplo motivador de la Seccién 1.1. En ese caso
M = S', la trayectoria de a, E es el fibrado normal de a y el campo U juega el
rol de . Nuestro objetivo es encontrar un minimo de (1.1.2) y para ello hallamos
primero los puntos criticos recurriendo al Teorema 15.
Para cada t denotamos por p; la proyeccién ortogonal sobre o (t)L. Se deduce
de (1.1.1) que
DLU
dt

pe (U)=(0+7)(—senf N + cosf B).
Derivando, obtenemos
(pe (UN)) = (0" +7') (—senf N + cosf B)
+ (0" +7)(—cosf N —sen6 (—xT +7B)+ (—senf 0'B — cos T7N))
= (0"+17")(—senf N + cosf B)
+ (0" +7)(—cosh O'N +sen@ kT —sen 7B —senf §'B — cosf TN)
= (0" +7)senf KT
+ (—Sen9 (0" +7")—cos® (0 +7) 2) N
+ (cos@ (0" +7') —senf (0 + 1) ) B.
Asi,
2
L)Y ()
= (— senf (8" +7') —cosf (' + 7')2> N
+ (COSG (0" +1') —senf (6 + 7')2> B.

Por el Teorema 15, buscamos condiciones sobre 6 para que esta expresion sea, punto

a punto, un multiplo f de U = cosf N +senf B, o sea,

—send (0" +7') —cosf (0'7)> = fcos

cosf (0" +7') —send (¢ +7)° = fsend.
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Notemos que si multiplicamos por cos f en ambos miembros de la segunda igualdad

y por senf en la primera y luego restamos, resulta

cos 6 (COSQ (0" +7") —senf (6 + 7)2) = send (— send (0" + 7') — cos 6 (6’ + 7')2> ,
cos?0 (0" +7') —senf cosf (0’ +7)° = —sen?0 (0" +7') —sen b cos (0 +7)°,
cos?0 (0" +71') = —sen® 0 (0" + 7'),

9 — 4
Por lo tanto 8/ = —7 + ¢, con ¢ € R, y luego

9(3):90—1-03—/87(15) dt.

Ademads, como U debe ser periddico, se tiene que cumplir que 0 (27) difiere de 6 (0)

en un multiplo entero k£ de 2. Asi,
2
2her = 6 (27) — 0(0) = 2me — / () dt
0
Entonces los valores posibles de ¢ son
c=k+T,

donde k€ Zy T = 5= 0% 7 (t) dt es el valor medio de la torsién de a.
Luego, para que (1.1.2) sea minimo basta tomar el valor de ¢ que hace que
fo% lel|? dt = 27c? sea minimo, o sea, que hace |k + T'| minimo. Los otros valores de

¢ proveen puntos criticos para (1.1.2).

2.4.3. Secciones criticas para la energia

Recordamos de [21] condiciones suficientes para que una seccién de un fibrado
esférico sea armonica, o sea, critica para la funcional energia £.

Sea o una seccién suave de un fibrado esférico E' — M. La 1-forma R, sobre

M esté definida por

m

(2.4.3) Ro(X) =) (Rxe,0.V0)

=1
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para cualquier campo vectorial X sobre M, donde {ej,...,en,} es un marco local

ortonormal (m es la dimensién de M) y
RX7yO' = V[Xy]O' —VxVyo+VyVxo

es el tensor de curvatura. Verificamos la buena definicion, esto es, que R, no depende
de la eleccién de la base. Si {fi,..., fi} es otra base ortonormal de campos locales,
entonces para cada j = 1,...,m se tiene que f; = > " a;je;, con a;; funciones
suaves tales que la matriz de coeficientes a;; (p) es ortogonal para todo p. Usando

que R es trilineal, tenemos

NE

Z <RX7ij', ij0> =

j=1 J

m m
E ainX,eia, E aijeka
i=1 k=1

I
M

aijarj (Rx.e;0, Ve, 0)
Z‘?j?k:l

m
t
= § : QijQjp, <RX,€¢O-7 V6k0>

irjok=1
m
= Z (Rx.e,0,Ve,0).
i=1

Asi, R, esta bien definida.

TEOREMA 16. [21] Sea II : E' — M wun fibrado esférico con una conexion
métrica sobre una variedad riemanniana orientada y compacta y o € T (M, E').
Entonces la funcion o : M — E' es una aplicacidn armdnica si y sélo si es una

seccion verticalmente armonica y ademas R, = 0.

2.5. Octoniones

Esta seccién se basa principalmente en el capitulo 6 de [25]. Los octoniones son un
algebra de division normada sobre los niimeros reales, usualmente representada por
0. Un élgebra de divisién normada A es un algebra de dimensién finita (no necesa-
riamente asociativa) sobre R con unidad multiplicativa 1, y con un producto interno
definido positivo cuya norma satisface la propiedad multiplicativa ||zy| = ||z|| ||v||

para todo x,y € A, y tal que todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo.
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Hay sélo cuatro de tales algebras, las otras tres son los ntimeros reales, los niime-
ros complejos, v los cuaterniones H. La de los octoniones es la mayor, con dimension
8, el doble de los cuaterniones, de los que es una extension. Ademas, O no es con-
mutativa ni asociativa, pero responde a una forma débil de la asociatividad.

Explicitamente (ver 17.2 de [30]), los octoniones son el espacio euclideo R® con
su producto interno canénico y con una multiplicacion definida en la base canénica

{e; |i=0,...,7} mediante

(2.5.1) €0e; = €;eg = €;

para i =0, ..., 7 (en particular ey es la unidad del producto), y ademas
(2.5.2) eiej = —0;;€0 + EijkCr

para i, j,k > 1, donde €;;, es un tensor completamente antisimétrico con valor +1

cuando

17k = 123,145,176, 246, 257, 347, 365,
extendido de manera bilineal a R x R® — RS.

Recordemos el concepto de conjugacion: Si A es un algebra normada, se denota
Re A = span {1} e Im A el complemento ortogonal de Re A en A. Luego cada v € A
tiene una unica descomposicion ortogonal v = vy + v5 con v; € Re A y vy, € Im A.
Denotamos Rev = v; e Imv = vy. El conjugado de v se define por v = v; — vy. En

particular, Rev = % (v + ©). También, para todo u,v € A se cumple que

U =0u y (u,v) = Reuw.

Volviendo a la tabla, si en (2.5.2) y (2.5.1) consideramos sélo i, j, k = 0,1,2,3,

obtenemos la multiplicacién cuaterniénica, con lo que H = span{e; | i =0,...,3}.

Presentamos a continuaciéon una propiedad bésica de los octoniones. Si {u, v} es

un subconjunto ortogonal de Im @, entonces {u, v, uv} también es ortogonal y
(2.5.3) w=—-vu y u(uw)=—o.

Otra propiedad de los octoniones resulta del Corolario 6.13 en [25]:
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COROLARIO 17. [25] Siu L v, entonces uv = —vu,
u(tw) = —v(aw) y (wo)u=— (wa)v, para todo w.

Aplicando repetidas veces este corolario se tiene que

—w (vu) = u (vw)
para todo u, v, w € O ortogonales, y de alli,
(2.5.4) — (wv) u = (wv) w,

una identidad que serd usada con frecuencia en los capitulos siguientes.

2.6. Productos cruz

Esta seccién se basa en los articulos [8] y [22], y las pruebas de los resultados

que se exponen se pueden encontrar alli.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre R y sea (-, -) un producto interno
en V (definido positivo) con norma ||-||. Un producto cruz en V es, por definicién,

una aplicacién multilineal X : V" — V (1 < r < n), que satisface que
(X (a1,...,a,),0) =0, paral <i<r y [ X(ay,...,a)|*=det ({a;, a;))

para todo aq,...,a, en V.

En [8] se clasifican dichos productos cruz en un contexto mas general, con un
cuerpo de caracteristica distinta de dos en vez de R y para una forma bilineal
simétrica no degenerada (no necesariamente definida positiva).

Sea & = 1. Se dice que dos productos cruz X y X’ definidos con respecto a la

misma forma bilineal son d-isomorfos si existe una isometria lineal F': V' — V que

satisface
(2.6.1) F (X (ay,...,a,)) =6X"(Fay,..., Fa,)
paratodoay,...,a, en V. Parad = —1 se dice también que F' es un anti-isomorfismo.

El siguiente teorema asegura que el producto cruz solo existe en los casos listados.
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TEOREMA 18. [8] Un producto cruz existe exactamente en los siguientes casos:

r=1, n par,
r =m arbitrario, n = m + 1,
r=2,n==17,

r=3,n=38.

PROPOSICION 19. Un producto cruz con v = 1 en V es una estructura casi
compleja ortogonal, es decir, es una transformacion lineal ortogonal J tal que J* =

—id. En particular n es par.

DEMOSTRACION. Sea J : V — V un producto cruz, en particular J es una

aplicacion lineal que satisface
(2.6.2) (J(a),a) =0 y (J(a),J(a)) =det({a,a)) = (a,a)

para todo a € V. La ultima igualdad indica que J es una transformacion ortogonal.
Mostremos que J? = —id. Como J es ortogonal, basta verificar que J = —.J*, y eso
se deduce de la primera igualdad.

Supongamos ahora que J es una estructura casi compleja ortogonal y veamos
que resulta un producto cruz. Como J es una transformacion ortogonal, entonces la
segunda expresién en (2.6.2) vale para todo a. Por otro lado, como J!J = id = —J?,

tenemos que J' = —J, y asi

(J(a),a) =(a,J" (a)) = (a,—J (a)) = — (J (a) ,q)
para todo a € V, de donde se deduce la primera identidad en (2.6.2). U

OBSERVACION 20. Sea V' un espacio vectorial de dimensién m + 1 con producto
interno. Supongamos ademds que V' estd orientado. Un producto cruz en V con
r = m resulta ser la extension m-lineal de la aplicacion (bien definida) que a un
subconjunto ortonormal {ay, ..., ay} le asigna, o bien el inico vector unitario a1
en V ortogonal a cada a; tal que {ay, ..., any1} estd positivamente orientada, o bien,

su opuesto.
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Dada una base ortonormal positiva {e1,...,emi1} de 'V, una formula conocida

para el primer caso es

€1,...,¢€
(ay,...,an) — det (ex m+1) ,

A

donde A es la matrizm x (m + 1) cuyas fila i-ésima consiste de las componentes del

vector a; respecto de esa base.

PROPOSICION 21. [8] Los productos cruz conr =2, n="T son, salvo isomorfis-

mos, de la forma
axb=ab+ (a,b),
donde a,b € ImQ = R7 con el producto interno candnico (-,-) y la multiplicacién

octonionica. Se denomina producto cruz doble.

PROPOSICION 22. [8] Los productos cruz con r =3, n = 8 son, salvo isomorfis-
mos, de las formas
(2.6.3) X (a,b,¢) = —a (bc) + {a,b) c+ (b,c)a — (c,a) b,
(2.6.4) Y (a,b,c) = — (ab) ¢+ (a,b) c+ (b,c) a — (c,a) b,

donde a,b,c € O = R®, con el producto interno candnico (-,-) y la multiplicacién

octonionica.

OBSERVACION 23. Los productos cruz X e Y son anti-isomorfos. En efecto, sea

¢ : R® — R® dada por ¢(x) = Z, la funcién conjugacion, entonces
<¢ (a) O (b)> = <C_la B> = Re (CZB) = a1b; — azby = Re (ab) = <a7 b> ,

donde ay y as son las partes real e imaginaria de a, respectivamente (y de manera
similar para b). Luego ¢ es isometria lineal. Para probar la sequnda condicion (2.0.1)
observamos que ¢ (X (a,b,c)) e Y (¢ (a), o (b),0(c)) son alternantes, luego basta

probarla sdlo para a,b,c € O ortogonales. Usando la propiedad (2.5.]) tenemos:

qb(X(a,b,c)):X(a,b,c):—a(bc) =—(cb)a=(ab)c=-=Y (¢ (a),o(b),0(c)).
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Por la observacion anterior vamos a trabajar sélo con el producto (2.6.3), que
denominamos producto cruz triple. En lo que sigue enunciamos algunas propiedades
que seran de utilidad.

Mencionamos una propiedad del producto cruz triple (2.6.3), ver por ejemplo

(5.22) en [31]:
(2.6.5) (X (u,v,w),2) =— (X (z,v,w),u),

que se cumple para cualquier conjunto ortonormal {z,u, v, w} en R®. También vale

que
(266) €; X €5 = X (eo,ei, ej)
para todo i,j = 0,...,7. Luego, por la ecuacion (2.5.2) y la definicién de producto

cruz doble, tenemos que
X (60,61,62) = €1 X €9 = €3.

Estas identidades seran usadas frecuentemente en los capitulos posteriores.

2.7. Grassmannianas de subespacios orientados

Sea G (k,n) el conjunto de todos los subespacios vectoriales orientados de di-
mensién k en R™. Dado un subconjunto ortonormal {us, ..., u;} C R™, definimos el

subespacio orientado
UL N\ Aug = (span{ul,...,uk},ul/\--~/\uk),

donde {ul, o ,uk} es la base dual de {uy, ..., u;}.

Luego
G(k,n)={ug A+~ Auyg | ug,...,u; € R" ortonormales} .

PROPOSICION 24. La grassmanniana G (k,n) es un espacio homogéneo. Mds

precisamente, se identifica de manera natural con

SO (n)
SO (k) x SO (n—k)
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DEMOSTRACION. Mostramos que el grupo
SO (n) = {A ERV™|AA'=1 y detA= 1}

actia transitivamente en G (k,n). Sean Py = ey A --- ANep € G (k,n) fijoy P =
v A - Avg € G(k,n) arbitrario. Completamos {vy,...,v;} a una base y luego
aplicamos el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal positiva
{v1,. .., Uy Vgs1, - - -, Uy} de R™ . La matriz cuyos vectores columna son los v;, para
i=1,...,n,estd en SO (n) y lleva Py en P.

Veamos ahora que el subgrupo de isotropia Gp, de SO (n) en By es

Ay 0
H = H | A € SO (k), Agy € SO(n—k) $ ~ SO (k) x SO (n — k),
O A22

que es cerrado en SO (n). Claramente H C Gp,. Para verificar la otra inclusién,

notamos que las matrices representativas de P, son de la forma , donde C' €
0
. A Ap .
SO (k). SiT = € Gp,, se tiene que Ay = 0, pues
Ay Ag
A A C A C C
TP, = 11 A _ 1 _
Ay Ag 0 AnC 0

Por otro lado, como T' es ortogonal tenemos

In _ TtT _ Ail 0 AH Alg _ AtHAH AtilAlg
At12 AZQ 0 AQQ AtlQAll A§2A12 + AEQAQQ

[gualando cada bloque obtenemos
AfilAn = Ik = A11 e 0 (l{?) ;
At11A12 =0= A12 = 0;
A§2A12 + AZQAQQ =1, = A»n e (TL — ]f) .
Ap

Luego T' = . Como {Ajey,..., Aj1er} esta orientado positivamente,

0 Ay
det Aj; = 1y de alli, A;; € SO (k). Ademés, det T = det Ay det Asy = 1, de donde

tenemos que det Ass = 1. Luego resulta que Asy € SO (n — k). Por lo tanto T € H.
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De este modo probamos que

N SO (n)
G k) = 5 = 50 (n—h)

en particular, G (k,n) es un espacio homogéneo. 0

A continuacién definimos la métrica riemanniana normal en G (k,n). Llamamos

G = SO (n) y denotamos

g=s0(n)={AcR”" | A+ A" =0}

A0
h= | A€ so(k), Beso(n—k)
0 B

las algebras de Lie de G y H, respectivamente. Sea

0 —A
A 0

(2.7.1) m | A e RIv=R)xk

Y

que se identifica naturalmente con T G (k,n) mediante el isomorfismo dmy|, : m —

Tp,G (k,n), donde 7 : G — G (k,n) es la proyecién canénica
m(9) =gFPy=ge1 \--- Agey ~ gH.

Se tiene que g = h + m es la descomposicion de Cartan correspondiente.

Verificamos que m es un complemento Ad (H )-invariante de h. Sean

Hy, 0 0 —A'
(2.7.2) h = eH y a= em,
0 H, A 0
y calculamos
0 —H,A'H}

Ad (h) (a) = hah™" = :
HAHL 0

que estd en m, como queriamos.

Para definir la métrica riemanniana en G (k,n) basta dar un producto interno
en m que sea Ad (H)-invariante. A continuacién escribimos la justificacion.

Por la identidad de polarizacién definimos sélo la norma en 7,5 G/H, como sigue:

Para un elemento cualquiera dL, (X) de este espacio vectorial, donde X = dmy () €
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TyG/H con ¢ € m, se define ||dL, (X)|| = ||¢]|. Veamos que la definicién es buena.
Comenzamos notando que si dL, (X) = dLy, (Y) con Y = dn; (n) (Y € m), entonces

¢ = Ad (h)n. Esto se debe a que

_ dl - d
dL, (dr; (Ad (h)n)) = 7 L,m (etAd(h)”) = ge! A py
0 0
d
= —| ghe""hn'H = —| (gh)e"H
dt |, dt|,
— | Lo () = Ly (ds ()
0

=dLg, (Y) =dL, (X) = dL, (dns€),

ya que dLg y dmy|,, son isomorfismos. Asf,

|dLg (X)|| = lIg]l = [Ad () ]l = In]| =
de/gh (Y) H, y en consecuencia el producto interno esta bien definido.

Tomamos (a,b) = —tr(ab) para a,b € m. Verificamos que Ad (h) es una iso-
metria lineal para todo h € H. Por la identidad de polarizacién basta ver que

preserva normas. Sean h € H y a € m como en (2.7.2). Calculamos

2

0 —HAH!

1A () (a)|* =
HyAH! 0

2

0  —HAH! H At AH! 0

HyAH! 0 0 HyAA!H!

= tr (1 A"AHY) + tr (H,AA'HY) = tr (AAY) + tr (A"A)
2
ATA 0 0
= —tr

0 AA A 0

=tr

= lall*.

Esto induce una métrica riemanniana en G (k, n).

Un espacio simétrico riemanniano es una variedad riemanniana M tal que para
todo punto ¢ € M existe una isometria s, de M que fija q y tal que (dsq)q = —idr,n-
Una condicién suficiente para que el espacio homogéneo G/K con una métrica rie-

manniana G-invariante sea simétrico es que exista un automorfismo involutivo 7 de
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G tal que K sea un subgrupo abierto del conjunto de puntos fijos de 7 (ver por

ejemplo el capitulo 9 de [26]).
PROPOSICION 25. La grassmanniana G (k,n) es espacio simétrico.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 24, G (k,n) ~ G/H donde G = SO (n)
y H = SO (k) x SO (n—k). Se define 7 : G — G por 7(g) = AgA, donde A =
diag (I, —1I,,_). Calculamos

T (gk) = AgkA = AgAAKA =1 (g9)T7 (k) v 7(7(9)) =7 (AgA) = AAgAA =g

para todo g, k € G. Luego 7 es un automorfismo involutivo. Llamamos Hr al conjun-
to de puntos fijos de 7. Entonces, por lo discutido antes de la prueba, basta verificar

que H es la componente conexa de la identidad de Hp. Veamos que

Hp = S(0 (k) x O (n— k)

={X eSO (n)| X =diag(A,B) coon A€ O(k) yBeO(n—k)}.

: A Ap .
En efecto, si g = € (G es un punto fijo de 7 entonces
Ay Ag
Iy 0 A Ag I 0 [ An A [An Ap
0 —I k) \An A 0 —Ihk —Ay A Ag Ap

Igualando por bloque obtenemos que Ajs = Ay; = 0. Luegog € S (O (k) x O (n — k)).
La otra inclusién se ve de manera similar.
La prueba concluye notando que H es la componente conexa de la identidad de

Hp. Comentamos que G/Hp es la grassmanniana de subespacios no orientados. [J

OBSERVACION 26. Si M = G/H es un espacio simétrico, dado v € Ty M, es
bien conocido que la curva 7y, (t) = exp (tv) H, via la identificacion m ~ Ty M, es
una geodésica en M y toda geodésica con valor inicial H es de esa forma. Ademds,

el transporte paralelo de w € TyM a lo largo de v, entre O y t estd dado por
(dexp (tv)) y (u).
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2.7.1. Geodésicas de las grassmannianas

Para 0 < /¢ < k, k < j < n consideramos las curvas en G (k,n) definidas por
(2.7.3) 'yf(t) =egA---A(cost e, +sent e;) A+ Aep_y
(cost ey +sent e; ocupa el lugar £ en el producto exterior). Sus velocidades iniciales

(2.7.4) eﬁ =ej®e —e@el €m

forman una base ortonormal de T, n ae, G (k,n) (aqui, {€°, ..., e" 1} es la base

canénica dual).

PROPOSICION 27. Las curvas vf con 0 < 0 <k, k<7 <mn son geodésicas de
G(k,n).

DEMOSTRACION. Como G (k,n) es un espacio simétrico, dado X € Tp G (k,n),
basta ver que las curvas ’yf para 0 < ¢ < k, k < j < n son de la forma exp (tX) P,
por la Observacion 26.

Para t € R, consideramos Aj, (t) el operador ortogonal de R™ que rota el plano
orientado ey Ae; en un angulo ¢ y fija el complemento ortogonal de e, Ae;. Claramente
det Ajp (t) =1y asi Aji () € SO (n).

Sea €’ el operador lineal en R como en (2.7.4). Tenemos que

d

Aje (0) =1 y E
0

Ajg (t) = Ge-.

J

Se ve facilmente que A (t +s) = Ajo (t) Ajr (s) para todo s, ¢, con lo cual Ajy (1) es

un subgrupo monoparamétrico. De alli resulta que exp (te?) = A (t), pues exp (te?)

es el Unico subgrupo monoparamétrico cuya derivada en cero es eﬁ.
Se verifica que exp (teg) Py = Wf (t) para 0 < ¢ < k, k < j < mn,y asi las curvas

75 (t) son geodésicas de G (k,n). O






Capitulo 3

Secciones normales unitarias armonicas de la

grassmanniana asociadas a productos cruz

3.1. Secciones normales unitarias de la grassmanniana

En este capitulo consideraremos aplicaciones que a subespacios orientados P de
dimensiéon k en R™ les asignan vectores unitarios ortogonales a P, de manera suave.
Mas precisamente, si G(k,n) denota la grassmanniana de todos los subespacios
orientados de dimensién k& en R™, una tal aplicacion es una seccién del subfibrado

esférico unitario I1 : Ej , — G (k,n) del fibrado vectorial Ej,, — G (k,n), donde
Ein ={(P,v) € G(k,n) x R"| v es ortogonal a P} .

PROPOSICION 28. Sill: Ey,, — G (k,n) es la proyeccion candnica, entonces I1

admite una estructura de fibrado vectorial riemanniano.

DEMOSTRACION. Es similar a la de la Proposicién 17 de [13]. Para cada P €
G (k,n), sea Ep = {(P,z) |z € R", x L P}. Cada Ep es un espacio vectorial con
producto interno mediante la identificacién natural con P+ C R", y vale Ej, =
UPeG(k:,n) Ep.

Para encontrar trivializaciones locales de II : Ej,, — G (k,n) hacemos lo si-
guiente. Para 1 < oy < -+~ <axy <nya={o,...,ar}, sean E, = ey, A+ Aeq,
subespacios de dimensién k£ en R™ con la orientacién dada por la base {eq,, - .., €q, }-
Sea 7, la proyeccién ortogonal de R™ sobre E,. Se define U} C G (k,n) como el con-
junto de todos los subespacios orientados en G (k,n) tales que sus proyecciones a F,,
son suryectivas y preservan la orientacion. El conjunto U, se define andlogamente,

pero con inversion de la orientacién. Buscamos biyecciones

FE T (U2) — US x R™F,
33
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Lo haremos sélo para el caso U} con o = {1,...,k}, los demds son andlogos a éste.
Sea P € Uf. Parai = 1,... k, llamamos u; = (ITa|p) " (). Ast, {us, ..., uz}
es una base ordenada positiva de P. Luego u; = (1,0,...,0,agq1, -, Gpn)s - .., U =
0,...,0,1,b41,...,b,) para ciertos a;, b;, vy A = {u1,...,uy, €xy1,...,€,} €5 una
base de R". Luego de aplicarle el proceso de ortogonalizacién de Gram Schmidt
a A obtenemos una base B = {wy,...,w,} tal que {wy,...,w;} genera Py C =
{wg41,...,w,} es base del complemento ortogonal de P en R". Ahora estamos en

condiciones de definir
FJ (P,[E) = (P, Chtly - ,cn) c U;‘ X Rn—k

(P € Ul y o L P), donde c¢gy1,...,c, son las coordenadas de x segun la base
C. Esta aplicacién F resulta biyectiva. No verificamos la compatibilidad de las

trivializaciones, que seran sistemas coordenados de una estructura diferenciable en

En. 0

En el fibrado vectorial IT : Ej,, — G (k,n) tenemos una conexidn métrica candni-

ca. Sean Y un campo vectorial en G (k,n) y sea 0 € I' (G (k,n) , Ey»,). Se define

(3.1.1) (Vyo)p = (Pymp ((des)p (YP)))

donde 0 (Q) = (@, 2, (Q)) € (Ekn)g, con z, : G (k,n) — R", y mp es la proyeccién

ortogonal de R" sobre P*.
PROPOSICION 29. La asignacion
VX (G (k,n)) xT(G(k,n), Erpn) = T (G (k,n), EByn,)
definida arriba es una conexion métrica en el fibrado Ej,,.

DEMOSTRACION. Sean Y, Z campos en G (k,n)y 0,01y osen T (G (k,n), Ex,).

Es claro que para cada P € G (k,n), mp (dz,)p (Yp) € Ep. Restaria ver que Vyo
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cumple las propiedades de la Definicion 7.

(Vivizo)p = (Pymp (deg)p (f (P)Yp + Zp))
= (P, f (P)mp (dzs)p (Yp) + 7p (d2s) p (ZP))

= [ (P)(Vyo)p+ (Vz0)p

(Vy (01 + 02))p = (P, 7p (d (20, + 20y) p (YP)))
= (Pmp (d(26))p (YP) + d(25,)p (Yp)))
= (P, mpd (20,)p (Yp) + mpd (20,) p (YP))
= (Vyo1)p + (Vyoz)p
La propiedad restante se demuestra analogamente.
Sea % la derivada covariante asociada a V. Verificamos ahora que la conexién es

métrica, es decir, que para toda curva o : I — M y toda seccion suave o a lo largo

de a se cumple (2.1.5). En efecto,

d
% <U (t) , 0 (t»at = d_ <(Oét7$a (at)) ) (O‘t>$0 (at))>04t

ISH

— E <$g (at) y Lo (at)>

d

2
= — llzs (@)l

dt

que es igual a

2 <va§0-7 o (t)>a = 2 ((au, T, (dz,) (O‘:S)) (g, 2o ()
= 2(ma, (dzo) (01) 2o (o))

= 2((dz,) (1), 2o (cr)) ,

t

como se deseaba. O

PROPOSICION 30. La derivada covariante asociada a la conexion V es la si-
guiente: Si Q) : I — G (k,n) es una curva suave de subespacios orientados en R™ y

x: I — R" es una curva suave tal que x; 1. Q) para todo t, entonces

(3.1.2) % (Qi, 1) = (Qr, e (1)),
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donde ©' es la derivada usual de x en R™ y 7; es la proyeccion ortogonal sobre (Qt)L.

DEMOSTRACION. Las propiedades distributivas se verifican facilmente. Sélo mos-

tramos que si (Qy, ;) = 0 (Qy) = (Qy, xo (Q;)) entonces
D
at (Qe, 7y) = (VQQU)Qt )

o equivalentemente, por (3.1.1), que

(Qu (@) = (o, ((dra)g, ((@0g,))) -

™ (2)) = m (%xt> = m (% (74 (Qt)))
= ma, ((dr0)q, ((@)a,)).

como desedbamos. O

De hecho,

A continuacién probamos un lema que serd de utilidad para los calculos poste-

riores.

LEMA 31. Sea P :R? — G (k,n) una superficie parametrizada y sea o = (id, )
una seccion suave de 11 = By, — G (k,n), con x : G (k,n) — R™. Por comodidad

escribimos P (t,s) = P.s. Denotamos

_ 4 _ o
S1= ds‘OxpO,s Yy S2 = 375

TP
©0)

y sea 7y la proyeccion ortogonal en R™ sobre (Pt,O)L. Entonces

(3.1.3) £|OU(R&,S) = (Pt,oﬂTt © d%}ol'Pt,s)

(3.1.4) D®

dtds

©.0) o (Ps) = (Poo,mo o (my0S1+53)),

donde m(, denota la derivada ent =0 de la funcion t — m € R™*".

DEMOSTRACION. Derivando covariantemente la seccién o (P 5) = (PLS,QZPLS) en

s = 0 tenemos

%‘00(375) = £|0 (Pt,s’xpt,s) = (Ptv()vm © %‘othQ ,
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con lo cual (3.1.3) es valida. Derivando por segunda vez,

2] o) = (P (3, (o £ly7n)))
Calculamos
o (G lo (me 0 &lowp,.)) =m0 (w0 S1+mo 0 S)
= Tp 0 Ty © 51 + Ty © 5o
=mpo (my oS+ Sa).
Asi, hemos verificado (3.1.4). O

3.2. Armonicidad de secciones asociadas a productos cruz

El Teorema 3 afirma que las secciones del fibrado esférico Ej, , — G (k,n) asocia-
das a los productos cruz son aplicaciones armoénicas. Por el Teorema 18 s6lo debemos
estudiar los casos (1,2m), (m,m+ 1), (2,7) y (3,8). En esta seccién comenzamos
la prueba del Teorema 3, considerando los dos primeros casos, conocido y trivial,
respectivamente. Los restantes casos, a saber (3,8) y (2,7), seran demostrados en
las dos secciones a continuacion.

Para el caso (1,2m) observemos que la grassmanniana G (1,2m) de rectas orien-
tadas en R*™ se identifica de manera natural con S?™~! asi como también F o,
con T'S?™~1. Por la Proposicién 19, un producto cruz de este tipo es una estructura
compleja lineal ortogonal J en R*™, que via las identificaciones mencionadas, es un
campo de Hopf, p € S?™~1 — J(p) € p* = T,5*™~1. En estos términos, el teore-
ma dice que los campos de Hopf sobre esferas de dimensién impar son aplicaciones
armoénicas y este es un resultado cldsico demostrado en [24] (ver también [29, 1]).

El caso (m, m + 1) resulta trivial, pues por la Observacién 20 hay sélo dos ma-
neras continuas de asignar a cada subespacio orientado P de dimensién m en R™*!

un vector unitario ortogonal a P (ya que dim P+ = 1).

3.3. Armonicidad de o3

Recordamos de (2.7.3) las geodésicas v de G (3,8) y sus velocidades iniciales

e? (¢=0,1,2y j=3,...,7). Denotamos por Ef el campo vectorial en un entorno
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normal de ey A e; A ey en G (3,8), tal que Ef (eg Nep ANey) = ef y es paralelo a lo

largo de geodésicas radiales que parten de ey A e; A es.

De ahora en adelante, para simplificar la notacién, a veces omitimos indicar el
punto pie de un elemento de E} . También, en esta seccién, en varias ocaciones

escribimos X en lugar de X;33g.

LEMA 32. Para k, 0 =0,1,2 ei,j =3,...,7, se cumple
D
ds

0

DEMOSTRACION. La expresién se sigue del hecho de que %‘f es la geodésica en

D

vefijlfO'g = ?

03 (Pt,s)) ;

0

donde P, s = exp (tef) £ (s).

G (3,8) por ey A e; A es con velocidad inicial ef y de que P, toma el valor vF (¢)
con velocidad inicial Ef (¥ (t)). En efecto, como G (3,8) es un espacio simétrico
y eﬁ € m, por la Observacion 26, el transporte paralelo a lo largo de la curva

t > YF(t) = exp (teF) (eg Aer Aez) entre 0y ¢ es realizado por dexp (te})

egNeiAes”
Por lo tanto,
d
By (05 (1) = dexp () e, (€5) = 55| exp (1) 75 (5).
como deseabamos. O

LEMA 33. Para ¢ =0,1,2yj=3,...,7, se cumple que V .V peo3 = (63 — 1) e3.
J J

DEMOSTRACION. Por el lema anterior con i = j, k = £, consideramos
(3.3.1) P, s =exp (te?) ’yf (s) = vf (t+s).
De ahora en adelante, por conveniencia de notacién, indicamos ¢ médulo 3 (asi, por
ejemplo, ep 0 = €g si £ = 1).

Evaluamos o3 en P, 5y, como X (e, €py1, €/42) = €3, obtenemos

03 (Prs) = 03 (75 (t +5)) = 03 ((cos (t + ) eg+sen (t +5) ;) A €1 A egyn)

= X (cos(t+s) es +sen(t +5) €j,ert1,€r42)

=cos (t+s) es +sen (t +s) X (ej, €41, €12) -
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Por el Lema 31,

D2
VuVgo3 = — 03(P.s) = (Poo,mo o (T4 0 S1 + S9)) ,
i dtds 0.0)
donde
d
(3.3.2) S = oy (cosses+sens X (ej,epr1,er42)) = X (€, €11, €042) ,
0
o2
Sy = 50 (cos(t+s) es+sen (t+s) X (ej,eps1,€012)) = —e3
51(0,0)
y

m = id — (coste, +sente;) ® (costee +sente’) — e ® et — ey @ et
en particular,
(3.3.3) o = id —e; @ ef — ep1q ® e — ephp @ 52

Luego ) = —e; ® e’ — ¢, ® ¢7. Calculamos

moomy = (id—e, ® e —epp1 ® e — e ®e™?) (—e; @' — e @)
=(—ej®@e' —e@e) + (e, ®¢)

=—¢0® et
Ahora, por la propiedad (2.6.5),

moomyo St =— (e; ®e') X (e, €p11, €r42)
= (ej ® 6j) X (er, €041, €042)
= (e;@¢) e

= (53]'63‘.
También,

7o © 82 = (ld —er @ eé — €p4+1 & 6€+1 — €42 X €Z+2) (—63) = —e3.
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Sumando,
7TOO7T6031+7TOOSQ :63j6j—€3
= (63]‘ - 1) €3.

La tultima igualdad se cumple ya que d3je; — eg se anula si j = 3 y vale —e3 en los

otros casos. O

LEMA 34. Para ¢ =0,1,2 ed,j =3,...,7 coni # j, se cumple que
VerEng = 0;36;.

DEMOSTRACION. Sea P, como en el Lema 32 con k = e i # j, esto es,

P, s = exp (tef) 7§ (s) = (cost cosses+sent cosse; +sense;) Aepq A eppa,

con el indice ¢ médulo 3 como en el lema anterior.

Evaluamos o3 en F; s y obtenemos
03 (Ps) = X (cost cosse; +sent coss e; +sense;, €1, €42)
= cost coss X (ep, €p41,€042)
+sent cos s X (e;, i1, 012) +sens X (ej, ep1, €r42)
=coss (costes +sent X (e;,ep41,ep42)) +sens X (e;, epi1,€p42) .

Para hallar V¢V geos recurrimos al Lema 31, asi que calculamos
i J

d
S| = o (cosses+sens X (ej,em1,er42)) = X (€5, €p41, €042) ,
0
82
Sy = —— o3 (Pys) =0,
otos 0.0)

T = 1d — (costeg + sentei) ® (Costee + sentei) — €1 ® et — €ry2 @ e,
Luego m) = —¢; ® e* — e, ® €' y tenemos

/ : ¢ (+1 0+2 ¢ '
Ty O Ty = (1d—64®6 — e ®eT —6g+2®6+)(—6i®€ —€g®€z)

(—e;@e —e,®e’) + (e, ® €

= —¢ & el
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Asi,
/ ¢
Tpomyo S = — (ei e ) X (e, €p41, €r42)
= (ei ® 63) X (657 €r+1, €€+2)
= <6i ® €J) €3
= 0,36;.
En consecuencia, la identidad del enunciado es valida. O

LEMA 35. Para k, 0 =0,1,2 ei,j =3,...,7 con k # { se cumple que
Vo Vigeos =iy (id —e,ReF—e,® eg) X (e, €j,€m) ,
g Jj
donde m € {0,1,2} y rye = £1 tal que ex N ey A ey, = €0 A €1 A ea.

DEMOSTRACION. Para k # ¢, por el Lema 32, consideramos la superficie para-

metrizada dada por
P, , =exp (tef) fyf (s) =rpe(coste,+sente;) A (cosses+sense;) A ep,

con indices k, ¢ médulo 3 como en los lemas anteriores.

Evaluamos o3 en P, 4:

03 (Ps) = 10X (costey, +sente;, cosse, +sense;j,en,)
=rrecoss (cost X (ex, e, em)+sent X (e;, e, em))

+rpesens (cost X (e, e, em) +sent X (e, €5, em)).

Para aplicar el Lema 31, calculamos

d
S| = o (T (cos s X (ex, €, €m) +sens X (ex, €5,6m))) = 760X (€x, €5, €m),
S1o
82
Sy = Ps == X iy €5,6m)
27 5ids (070)03( ts) = TheX (€6 €5, €m)

7 = id — (cost ey, + sente;) ® (costek—l—sentei) —e®e —e, @™
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Luego m) = —¢; @ ek — e, @€' y
/ . k ¢ k j
ﬂoowooslzrk,gﬁd—ek@e —eR®e —em®em) e; Qe —ek®el)X(ek,ej,em)

(_
=Tk ((—ei Qe —ep® ei) + (ek ® ei)) X (ex €5, €m)

= —Tkye (ei ® ek) X (ex,e;,em) =0.

Ahora,
T00 Sy =1y (id—ex ® e’ — ey @ e — e, ®e™) X (e4,¢5, )
= T)y (id e, Qe —e,® eg) X (e, €, €m) -
Por lo tanto se cumple la identidad del enunciado. O

3.3.1. Invariancia por la accién de Spin (7)

Sea Spin (7) el grupo de automorfismos del producto cruz triple Xsg, esto es,
Spin (7) = {g € SO (8) | X35(gu, gv, gw) = gX35(u, v, w) para todo u,v,w € R*}.

El siguiente resultado es el Teorema 8.2 en [31], y sera utilizado en la prueba de
la proposicién siguiente.

TEOREMA 36. [31] El grupo Spin (7) actia transitivamente sobre el conjunto

S = {(u,’u,w,x) €R® | u,v,w, X3z (u,v,w),r son ortonormales} )

La accién canoénica de SO (8) sobre G (3,8) induce una accién sobre el espacio

total del fibrado esférico E3g — G (3,8) como en (1.3.3) dada por
g-(uNvAw,z)=(gu A gv A gw, gx)

para todo u Av Aw € G(3,8) yx LuAvAw.
Recordamos de (1.3.7) la seccién o3 : G (3,8) — Ej34 asociada al producto cruz
triple:
ogs(uNvAWw) = (uAvAw, X35 (u,v,w))

para subconjuntos ortonormales {u,v,w} de RS.

PROPOSICION 37. El grupo Spin (7) actia transitivamente en G (3,8) y deja

invariante a la seccion unitaria o3 : G (3,8) — Fi .
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DEMOSTRACION. Primero verificamos la transitividad de la accién. Observemos
que (eq, €1, e2,e4) € . pues Xss(€g, €1,€2) = es. Ahora, sea vy A vy Avs € G(3,8)
y tomamos vy € R® de modo que {vy, v, v3, X35 (v1,v2,v3),v4} €s un conjunto or-
tonormal. Entonces (vy,vq, v3,v4) € .. Por el teorema anterior, existe g € Spin (7)
tal que g(eg) = w1, g(er) = w9, gea) = v y g(ey) = vy Esto implica que
g (eg N ey Aes) = v Avy Avs. En consecuencia, Spin (7) actia transitivamente sobre
G (3,8). La invariancia de o3 por Spin (7) se sigue inmediatamente de la definicién

de este grupo. O

3.3.2. Armonicidad vertical de o3

PROPOSICION 38. La seccidn unitaria o3 de Elg — G (3,8) es verticalmente

armonica.

DEMOSTRACION. Usaremos el Teorema 15. Primero verificamos el criterio en el
punto ey Aey Aey € G (3,8). Tomamos como ; las curvas 7 definidas en (2.7.3), con
(=0,1,2yj5=23,...,7, cuyas velocidades iniciales forman una base ortonormal

de Toyneine, G (3, 8). Calculamos

2 T phi| pti ,
(3.3.4) (Aos) (egAer Aez) =) > | a |, (03 09%) (s)
(=0 j=3
2 7
= VeV geos,
=0 =3
£7j
donde I es la derivada covariante a lo largo de la curva fyf. Por el Lema 33, el
s

término V_V geog es distinto de cero sélo cuando j # 3, y en este caso es igual a
J J

—es. Entonces,

2 7
(AO'g) (60 Ner N 62) = ZZ (-63) = —1263 = —120'3 (60 Ner N\ 62) .

(=0 j=4

Ahora, sea {u, v, w} un subconjunto ortonormal de R®. Queda por ver que (2.4.2)

es valido en nuestro caso en u A v Aw € G(3,8). Por la Proposicién 37, existe
g € Spin (7) tal que g (eg) = u, g (e1) = vy g (e2) = w. Calculamos (Aos) (u A v A w)

usando las curvas g o Wf; para f = 0,1,2y 7 =3,...,7, cuyas velocidades iniciales
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forman una base ortonormal de TyaunwG (3,8), pues Spin (7) actia sobre G (3,8)
por isometrfas. También por la Proposicién 37, o3 = gosg~! v por la invariancia de

la conexién por la accién de Spin (7) tenemos

(3.35)  (Aos) (unvAw) Z Z %

D 9759 g (75 ()

=g((Aos)(eg ANep ANea)) = g(—1203(eg Aep Ae))

= —1203(geog A ger A ges) = —1203 (u A v Aw),
como deseabamos, con f = —12. ([l

3.3.3. Prueba de la armonicidad de o3
En la prueba del teorema principal necesitaremos la curvatura que calculamos

en el siguiente lema.

LEMA 39. Para k,¢ = 0,1,2 (mddulo 3) ei,j = 3,...,7, la curvatura R, .03
es igual a d;3e; — dj3e; sik =0 y0 sik # L.

DEMOSTRACION. Recordemos que la curvatura viene dada por
(3.3.6) Refeﬁa?) = V[Ef,Eﬂ(eo/\elAeg)U?’ — VerEJeUg + VefincO'g.

De la definicién de los campos E¥ y de que la conexién es libre de torsién, se sigue
que [EF, Eﬂ (eg A e1 A ey) = 0. Entonces, el primer término de (3.3.6) se anula. Por

el Lema 34 sabemos que Verijg, = 0;3€; si i # j. Luego
Refeggg = —VefvE]eag + veﬁvEfag = —0,3€; + 03¢5,
como querfamos ver (incluso si i = j). Cuando k # ¢, obtenemos
Rei_cegUg = _vefvE;fUii + vengfag
= —7py (id —ep ® ¥ —e,® €1z> X (ei,ej,em)
+ 7ok (id —er el — e, ® ek) X (ej, €, em)
= (Tre+7ok) (id —ep e — e, ® eé) X (ej,€,em) =0

(la segunda igualdad se cumple por el Lema 35). OJ
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TEOREMA 40. La seccion unitaria os : G (3,8) — E§78 es una aplicacion armoni-

ca.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 38 sabemos que o3 es verticalmente arméni-
ca, con lo cual, por la Proposicién 16, resta probar que la 1-forma R,, definida en
(2.4.3) es idénticamente cero. Por la invariancia de la accién de Spin (7), es suficiente

verificarlo en ey A e; A ey. Por el lema anterior tenemos que

22:27:<Rz kO3, V k03> i<Rz 03,V e03>
j=

k=0 j=3

7

(Bise; = djsei, Vs s)

Jj=3

Ahora calculamos Ve§03 para £ = 0,1,2 (médulo 3) y j = 3,...,7. Por (3.1.3)

sabemos que

D
Ve§03 = %

03 (Po,s) = (PO,Ov T © 51) )
0

donde Py = (cossep+sense;) Aepr A epyo por (3.3.1).

De (3.3.3) y (3.3.2) tenemos

Moo S] = (id —er e —ep 1 e —ep e ® eé+2) X (e, €r41, €042)
X (e, €p41, €r42) — (ee ® ez) X (e, €p41, €042)

= X (€j, €011, €r42) + (eg ® ej) X (eg, €p11,€042)
X (e, €041, €042) + (€0 @ €') €5
X ( )+34

€5, €41, €142 3€¢-

Observemos que VeﬁO"g, se anula si j = 3, pues en este caso X (e3, €p41,€p42) = —€

para ¢ = 0,1,2. Por lo tanto

7
(3.3.7) Ry () =D (bisej X (e, €041, €042) + Sjze0) =0

J=4

para todo £, 1. 0
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3.4. Armonicidad de o»

Recordamos de (1.3.6) la seccién a3 : G (2,7) — E;; definida por
gy (uAv) = (uAv,u X v)

para subconjuntos ortonormales {u, v} de R7.
Comentamos que en el Trabajo Especial [13] se demostré para oo la condicién

méas débil de armonicidad vertical, de manera directa.

Presentamos una de las tantas definiciones equivalentes del grupo excepcional

Gy (ver por ejemplo el Problema 11 en la pagina 121 de [25]),

Gy ={9g€GL(T,R) [ g(zxy)=g(z)xg(y)},

donde x es el producto cruz doble y R” = Im Q. Por el Problema 9 (b) de la pdgina
121 de [25] (ver también la Proposicién 16 de [13]), G5 actia transitivamente en
la grassmanniana G (2,7), y por isometrias, ya que el Corolario 6.77 en [25] afirma
que Gy C SO (7). De alli resulta también que los elementos de G5 determinan
morfismos del fibrado vectorial riemanniano Ey7 — G (2,7). Claramente, la seccién
o9 es preservada por esta accién. La identidad (2.6.6) provee una inclusién natural

de G5 en Spin (7) como subgrupo.

3.4.1. Prueba de la armonicidad de oy
La prueba de que la seccion oy es una aplicacion armoénica se sigue de la armo-

nicidad de la seccién 3. Consideremos la inmersién
(3.4.1) ¢:G(2,7) > G(3,8), d(uAv)=eyAuAv

para todo u, v ortonormales en Im O (que es una incrustacién totalmente geodésica)

y el morfismo de fibrados vectoriales riemannianos
(3.4.2) O: By — Esg, P(unv,x)=(egANuANv,x),

donde identificamos R” = ej C R®.
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Ahora, como X (eg,u,v) = u X v para cualquier u, v, el siguiente diagrama es
conmutativo.
E21,7 - Egl,s
(3.4.3) 1oy T o3
G(2,7) -5 G(3.9).

Para = 1,2, j =3,...,7 llamamos 3§ : R — G(2,7) a las curvas
B (t) = (coste; +sente;) Aey y Bj? (t) =e1 A (costey+sente;),

las cuales son geodésicas de G (2,7) por la Proposicién 27. Es claro que para estos

valores de j y £ se cumple
¢ 0B (s) = (),
donde ~f son las geodésicas de G (3,8) como en (2.7.3).

LEMA 41. Sean X eY campos vectoriales en G (2,7) y G (3,8), respectivamente,
que estan ¢-relacionados. Dada una seccion o : G(2,7) — E2177, para todo P €
G (2,7) se cumple

®(Vxo)p = (Vy® (‘7))¢(P) :

DEMOSTRACION. Sea P = uAv € G(2,7). Sea a una curva en G (2,7) con

a(0)=Pyd(0)=X.

[0}

Calculamos el miembro izquierdo de la igualdad
q)(VXO')P = <% OO'OOC)

® (P, 7p ((z,0)))

((b (P),mp ((a:a o oz)')) )

Como ® (coa)(q) =P (q,(zs0a)(q) = (¢(q),(xs0a)(q)), tenemos que el miem-
bro derecho es

D¢oa
0

= (¢ (P).mo(p) (w0 @))),

. . . . . /
que coincide con el miembro izquierdo, pues (z, o @)’ toma valores en ej-. U
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Aplicando reiteradamente el lema anterior y usando que los corchetes de Lie de

campos ¢-relacionados estan ¢-relacionados, se tiene que
(3.4.4) ¢ (Rx, x,0) = Ry, v,® (0)
si el campo X; estd ¢-relacionado con Y; (con i = 1,2).
TEOREMA 42. La seccion unitaria oo es una aplicacion armonica.

DEMOSTRACION. Probaremos que
(3.4.5) b oAp,,00=—-8Pooy y Roy = 0" Ros.

De la primera identidad, por la inyectividad de ®, oy resultara verticalmente
armonica por el Teorema 15. La verificamos primero en e; A ey. Escribiendo por

separado los términos con ¢ = 0 en (3.3.4), obtenemos

7 DIl DO
j=3 dt 0 dS
2 7 Dt

+ZZW

(=1j=3

(AEB,SU?)) (60 A €1 VAN 62) =

<U3 o 7;-)) (s)

Db

o ds

2 7 DI
—4€3+ZZ E

{=15=3

(030 (60 5))) (5)

D7

Ods

(<I> 0090 Bf) (s)

t

= —40'3 (60 Ner A 62) + d ((AE2’70-2) (61 VAN 62))
(la segunda igualdad se sigue del Lema 33 con ¢ = 0). Luego, por (3.3.5),

d ((AEWUQ) (e1 A 62)) = (AE&gag) (eo Aer Aea) +4os(eg Aep A es)
= —1203 (eg A ey Aeg) + 403 (eg Aey Aes)
= —803 (eg A eg Aeg)
= —8030¢ (e1 A eg)
= —8P ooy (e Aeg).
Sea ahora {u, v} un subconjunto ortonormal de R”. Resta ver la validez de la primera

igualdad en (3.4.5) evaluada en u Av € G (2,7). Por las propiedades de la accién de

G2 detalladas al comienzo de la seccidn, existe g € Gy tal que g (e1) = uy g (e2) = v.
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Calculamos (AE2,7O-2) (u A v) recurriendo a las curvas g o Bf, t=1,2,7=3,...,7,
cuyas velocidades forman una base ortonormal de T,,,G (2,7), ya que Gy actia en
G (2,7) por isometrias. Ademds, oy = goag~! y por la Gy-invariancia de la conexién,
tenemos

D%

o ds

2 7 Db
(Ap,,00) (WAv) =3 a

(=1j=3

go29~" (g9 (B (5)))

=g ((AEQJO_Q) (61 A 62))

qg (—802 (61 A\ 62))

= —809 (ge1 A ges)

= =80y (u A V),

como se deseaba. Asi, la seccién oy resulta verticalmente arménica. Por el Teorema
16 sélo falta ver que R, es idénticamente nula, para esto veremos que R,, = ¢*R,.,,
y asi resultara nula por (3.3.7).

Por conveniencia, llamaremos (Qy = €1 A e, pensado como elemento de la grass-
manniana G (2,7), y para k = 1,2, i =3,...,7, sea ff = ¢; ® e¥ — ¢, @ €', andloga
a la expresién en (2.7.4), pero pensada como transformacién antisimétrica en R”.

Tenemos

(@0)q, 1 = G| 6(3F0) = 5| A=t
Denotamos por FF al tnico campo vectorial en un entorno normal de @, en
G (2,7), paralelo a lo largo de geodésicas radiales que parten de Qy, tal que FF (Qo) =
fF. Como ¢ : G(2,7) — G (3,8) es totalmente geodésica, resulta que FF estd ¢-
relacionado con EF.

Por un lado
7

RUQ (fzk) = ZZ <Rfl_k7f]€0-27v]cf0'2>

{=15=3

y por el otro,

2 7
(0" Roy) (fik> =R, ((d¢) fik) = egogzg <R(d¢)ff,e§037 Ve§03>

7

= Zz <Re§’e§03,ve§a3> .

=15=3
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La tercera igualdad vale por el Lema 39, ya que R.r .003 = 0, pues como k # 0,
177]

el término correspondiente a ¢ = 0 se anula. Luego, si hacemos abuso de notacion

empleando las mismos simbolos R y V para la curvatura y la conexién en G (3,8) y

G (2,7), basta probar que

<Re§,e§.037 Ve§‘73> = <Rff,ff‘727 ijé’02>

para todo k, ¢/ =1,2, 4,7 =3,...,7, o equivalentemente que
(3.4.6) Vuos =®(Vyos) vy Ruuos = (Rypos).

Asi tendremos que

(Rur 103, Vs03) = (@ (Rpeon) @ (Ve ) ) = (Ryp s, Ve

como queremos. Dado que el diagrama (3.4.3) es conmutativo (es decir ooy = g300)
v que los campos FF y EF estdn ¢-relacionados, por el Lema 41 se satisface la primera
igualdad de (3.4.6). La segunda igualdad se sigue de (3.4.4), pues como los campos

FF y E¥ estdn ¢-relacionados, sus corchetes también lo estdn. O

3.5. Inexistencia de secciones paralelas

En [13] se probé que el fibrado Es7 — G (2,7) no admite secciones paralelas.
A continuacién hacemos la prueba para el fibrado E3s — G (3,8) con ideas muy

similares.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 5. Suponemos que existe una seccién pa-
ralela unitaria V. Llamando Py = ey A ey A eg, sea V (Fy) = (Fo,v). En particular,
para £ =0,1,2, v L e, y v es unitario. Sea w € R® un vector unitario y ortogonal a
vyae conl=0,1,2.

Para cada a € R consideramos la base ortonormal {eg, u,,v,} de Py, donde
Uy =COSa e; +sena ey y U, =—Sena e; + cosa e,
y la curva 7, en G (3,8) definida por

Ya (t) = €g A (cost u, +sent v) A (cost v, +sent w).
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Como V' es una seccion paralela, V (v, (t)) es paralela a lo largo de 7, (t). Veamos
que V (7, (t)) = —sent u, + cost v. Claramente esta expresiéon vale v en t = 0.
Luego, por la unicidad del transporte paralelo, basta mostrar que —sent u, + cost

v es paralela a lo largo de ~,. Calculamos

D
i),

—sens u, + coss v) = m (—cost u, —sent v),

donde 7; es la proyeccién ortogonal sobre el complemento ortogonal de 7, (¢). O sea,

si llamamos
z = —cost u, —sent v, z; =cost u, +sent v, 29 =cost v,+sent w,

tenemos que

D

P (—sens u, +cossv) =z — (z,e) e0 — (2,21) 21 — (2, 22) 22.
t

Como

(z,e0) = (—cost u, —sent v,ey) =0,

(z,21) = (—cost u, —sent v,cost u, +sent v)
= (—cost ug, cost u,) — (sent v,sent v)

= —cos’t —sen’t = —1

(z,29) = (—cost u, —sent v,cost v, +sent w) = 0,

resulta que

D
s (—sens U, + COS S v) = —cost u, —sent v+ cost u, +sent v =0,
s
t
como se deseaba.
Ahora, como estamos suponiendo que V' es una seccion paralela, fijado 0 < t < 7,

tenemos que V o ¢ es paralelo a lo largo de la curva ¢ : R — G (3,8), ¢ (a) = v, (¢).

Pero sin embargo,

D

DV (e@) = (47 (@) = (—sent ) £0
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pues d%ua = 1, ¥ Vg 1o estd en el nicleo de 7,. Llegamos asi a un absurdo. Tomando ¢
tan pequeno como se quiera, se comprueba que no hay secciones paralelas en ningin

entorno de F. ]



Capitulo 4

La energia de la seccion compleja normal de la

2-grassmanniana asociada al producto cruz triple

Sea V' un espacio vectorial de dimensién par. Una estructura compleja j en V
es una transformacién lineal j : V — V tal que j2 = —id. Ademaés si V tiene un

producto interno y j es ortogonal, j resulta antisimétrica.

Sea G (2,8) la grassmanniana de subespacios orientados de dimensién 2 en R®.
En este capitulo consideramos aplicaciones que asignan a cada P € G (2,8) una
estructura compleja ortogonal J (P) en PL. Probamos que la aplicacién distinguida

de este tipo, inducida por el producto cruz triple octoniénico, es armoénica en cierto

fibrado esférico sobre G (2, 8).

4.1. Secciones antisimétricas ortogonales normales

Llamamos Skew (R®) al conjunto de los operadores antisimétricos de R® con el
producto interno cuya norma est4 definida por ||T||* = $tr (T'T). Dado P € G (2,8),

sea
(4.1.1) Skewp (R*) = {T € Skew (R®) | T|, =0} .

Observemos que si T € Skewp (R®), entonces T (P+) C P+, pues dado w € P+,
se tiene que (T (w),2) = —(w, T (2)) = —(w,0) = 0 Vz € P. Luego Skewp (R®)
se identifica de manera candnica con el conjunto de los operadores antisimétricos

definidos sélo en Pt.

La proyeccién canénica

E =gt {(P,T)| P€G(2,8) y T ¢ Skewp (R*)} — G (2,8)
53
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admite una estructura de fibrado vectorial riemanniano (la fibras heredan el producto

interno de Skew (R®)). Denotamos por
(4.1.2) E'={(P,T)e E||T| =1} = G(2,8)

al subfibrado esférico de E — G (2, 8).
En este fibrado tenemos una conexién métrica canénica: Llamamos IIp a la
proyeccién ortogonal de Skew (R®) sobre el subespacio Skewp (R®). Para un campo

YenG(2,8)yT el (G(2,8),F) se define:
(VyT)p = (P11p ((dT)p (Yp))),
donde T (P) = (P, T (P)) € Ep con T : G (2,8) — Skew (R®) C R¥*8.
PROPOSICION 43. La asignacidn
V:X(G(2,8)xI'(G(2,8),F) =T (G(2,8),F)
definida arriba es una conexion métrica en el fibrado E.

DEMOSTRACION. Sea Y un campo en G(2,8) y sea ¥ € I'(G(2,8), E). Para
cada P € G (2,8) consideramos T (P) = (P, T (P)) € Ep, luego Ilp ((dT) (Yp)) €
Skewp (R®) por definicién de ITp. Restaria ver que V cumple las propiedades de la

Definicion (7). Tenemos
(VixiyT)p = (P Hp ((dT)p (f (P) Xp +Yp)))
= (P, f(P)1lp ((dT)p (Xp)) + 11p ((dT)p (Yp)))
=f(P)(VxT)p+ (VyT)p.
Ahora, como % (P) = (P, f (P)T (P)),
(Vy (f%)p = (P 1p(d(fT)p (Yp)))
= (P Ip (Y (f) (P)T (P) + f (P)(dT)p (Yp)))
= (PY (/) (P)T(P)+ f(P)I1p ((dT)p (Ypr)))
=Y (f)(P)T(P)+ [ (P)(VyT)p.

De la misma manera se verifica que (Vy (21 +%3))p = (Vy%T1)p + (VyT2) 5.
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Sea % la derivada covariante asociada a V. Verificamos ahora que la conexién
es métrica, es decir, que para toda curva a : I — G (2,8) y toda seccién suave

T(t) = (o, T (o)) alo largo de « se cumple (2.1.5). En efecto,

d d
ST, T (1), = 3 (00T (@), (0 T (@),
d
— ST (@), T (@)
d 2
= ST (@),

que es igual a

2(VaT(1),T (1)), =2{(ar, 1o, ((dT) (), (e, T ()
= 2(Ila, (dT) (), T (au))

=2((dT) (0}) , T (cw)) ,
pues T (a;) € Skew,, (R®). O

La derivada covariante asociada a la conexién V en el fibrado F — G (2,8) es
la siguiente: Si P : I — G (2,8) es una curva suave de planos orientados en R® y

T; € Skewp (R®), entonces

(4.1.3) 2 1) = (Pt,HPt (%Tt)) |

En efecto, si @ : I — G (2,8) es una curva suave y T € I'(G (2,8),F) con T =

(id, T"), entonces

%(a (t).T(a () = (a (8) o (% (TOO‘)»
— (a(t),Map <(dT)a(t> (of “»))
= VS

A continuacion demostramos dos lemas que facilitaran los cdlculos posteriores.

LEMA 44. Sea P € G (2,8) y sea wp la proyeccion ortogonal sobre P en R®.
Entonces Ilp (T) = npoT o mp para T € Skew (R?®).
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DEMOSTRACION. Llamamos P (T) = mpoT omp, el cual estd en Skew (R®) pues
mp es autoadjunta. Primero probamos que P es una proyeccion ortogonal, es decir,
que P? = P y que P es autoadjunta. La primera es cierta ya que (7Tp)2 = 7p, y para

la dltima tomamos S, T € Skew (R®) y calculamos
(PS,T)=—¢tr(rpoSompoTl)=—¢tr(SompoT omp) = (S, PT).

Verificamos ahora que el conjunto de puntos fijos de P es Skewp (R®). Para
S € Skew (R®), escribimos w € R® como w = u + v, con u € Py v € Pt y tenemos

por un lado S (w) =S (u+v) = S (u) + S (v), y por el otro,
P (S) (w) =P () (utv) =P(S)(u) +P(5) (v)
= (mpoSomp)(u)+ (mpoSomp) (v)
=7p (5 (v)).

Si P(S) = S, en particular coinciden en P, es decir cuando w = u y v = 0.
Resulta que S (u) = 0y asi S € Skewp (R®). Ahora, si S esté en este subespacio, te-
nemos que Sy P (S5) son 0 en P, lo que implica que S (PL) C P+ por la antisimetria
de S. Luego, dado v € P+, P (S) (v) = mp (S (v)) = S (v). Por lo tanto, P (S) = S.

En consecuencia P (S) = S si y sélo si S € Skewp (R®), como desedbamos. O

LEMA 45. Sea P :R?* — G (2,8) una superficie parametrizada y sea T = (id, T')
una seccion suave de E — G (2,8). Denotamos por

d
T —
! ds

82
T T, —
g e Y 27 Otos

TPt,s
(0,0)

(ambas en R¥®) y sea m la proyeccidn ortogonal sobre (P,o)". Entonces

D d
(414) % O‘I(Pt’s> = (Pt’(],ﬂ-t 9] % OTPtS @) 7Tt>
D2
(415) T(]Dtrs) = (PO,O, 7o © (71'(/) o Tl + T2 + Tl ©) 7T6) o 71'0) .
dtds 0,0)

DEMOSTRACION. Consideremos la seccién ¥ (P, ) = (Ptys,Tpt,s). Calculamos

D D d
Dlepy-2 T))
Slo

I, Al (Pis: Tr,..) = (Pt,o,npt,o (d—
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y (4.1.4) es inmediata del lema anterior. Derivando de nuevo,

D? d d
T(P) = Poo,Tlp, [ — —| Tp, .
8 gy 10 = (s (], (e 5| .07 )
Calculamos
d d , ,
HPOO Ty O — Tptso’ﬂ't = T (WOT17T0+7T()TQ7T0+7T0T17T0)7T0
o\ at|, ds|, "
= 7T07T6T17T0 -+ 7TOT27T0 + 7T()T17T67T0
= 7o (7T6T1 + TQ + T17T6) 0.
Asi, hemos verificado (4.1.5). O

4.2. Armonicidad de J

En esta seccién llamamos simplemente X al producto cruz triple X3g. También,
a veces omitiremos indicar los planos pies de elementos de E.

La siguiente definicién fue extraida de [12].

DEFINICION 46. Se define la seccidn
(4.2.1) J:G(2,8) — E, J(wAv)=(uNAv,Jyry),
donde

Jure € SKew ,np (Rg) , Junw (W) = X (u,v,w) .

El grupo Spin (7) actia de manera canénica en G (2,8) mediante g(u A v) =
gu A gu, y también en E' a través de g(uAv,T) = (g(uAv),gTg™ ') para T €
Skew,,, (R®), pues Spin (7) C SO (8).

LEMA 47. La seccion J : G (2,8) — E' es invariante por la accién de Spin (7).

DEMOSTRACION. Queremos probar que J (g (uAv)) = ¢gJ (uAv). Por un lado

tenemos
J(g(unv)) =J(gungv) = (guA gv, Jpurg)

y por el otro,

93 (U N U) =4 (U A v, Ju/\v) = (gu A gvyg‘]u/\vg_l) .
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Pero
Jgu/\gv (”LU) = X (gu7 gU, w) = gX ('LL, v, g_lw) = gJu/\vg_l (U])

para todo w € (u A v)". O
Por la Proposicion 27, las curvas
(4.2.2) V5 (t) = (costeg +sente;) Aex y 7 () =eg A(coste +sente;)
o equivalentemente,
yf (t) = (—1)" (coste, +sente;) Aepy

para j = 2,...,7 con £ = 0,1mod 2, son geodésicas de G (2,8). En lo que sigue
consideraremos siempre ¢ mod 2.
Consideramos campos vectoriales Ef en un entorno normal de ey A ey en G (2,8)

andalogos a los de G (3,8) en la seccién anterior.

LEMA 48. Para k, 0 =0,1 e1,7 =2,...,7 se cumple que

D DsPes
Ve Vpd = J(Ps) |,
4V | (%% e )
donde Py, = exp(tef)y5 (s).
DEMOSTRACION. Es andloga a la prueba del Lema 32. 0

LEMA 49. Sea P : R* — G (2,8) la superficie parametrizada dada por P, =
exp(tef)y; (s). Con la notacion del Lema 45, para la seccion J = (id, J) de E —
G (2,8) asociada al producto cruz triple se cumple

d ¢
4.2.3 J=—| Jp,.=(—-1) J.
( ) 1 dS 0 PO,s ( )

j/\ee+1 -

DEMOSTRACION. Para calcular Jp, , observamos que Py, = vf (s) y luego eva-

luamos en w € R®:
Ip., (W) = (=1)" X (cos s e, + Sensej, epr1, W)

= (=1)"cos s X (e, er41, w) +sen s X (5, €411, w)

14

= €085 Jegne, (W) + (—1)"sen s Je, pe,,, (w).
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De este modo nos queda
(4.2.4) Jpy, = €085 Jegpe, + (—1)Z sen s Je,neg. ;-

Ahora, derivando respecto de s y evaluando en cero obtenemos

d
J1 = % . JPo,s = <_1)€ Jej/\euw

como queriamos. 0

Sea {€’,...,e"} la base dual canénica de R®. De (2.6.5) se deducen las siguientes

propiedades de J, que luego usaremos sin maés.

Propiedades:
1) JEi/\Ej = _Jej/\ei‘
2) ek o Jei/\Ej = _ei © Jek/\ej'
3) ek O Jei/\ej = _ej o) e;N\eg *
4) ¥ o Jei/\ej = <Jei/\eﬂ' <€k> ’ >

Por conveniencia, dados 4, B € End (R®), denotamos A ® B = AB + BA.

LEMA 50. Para ¢ =0,1yj=2,...,7 se satisface

(4.2.5) Vod = (1) (Jopepr — (0@ €) @ Jeiner,,)

J

(4.2.6) Vet Vgd = —Jegnes + (e, @€) ® Jegnes -
DEMOSTRACION. Por el Lema 48 consideramos la superficie parametrizada
Py =exp (te§) 75 (s) =75 (t+ ).
Por (4.2.4) tenemos que
J(Ps) = (Pt,37 th’s) = (Pt’s, cos (t + 8) Jegne; + (_1)z sen (t + s) JejAeeH) )
El Lema 45 nos dice que
D2

VengJed = —

Ttds J= (PO,Oa 7T07T6J17T0 + 7T0J27T0 + 7TO<]17767TO) )

(0,0)

donde J; esta dada por (4.2.3) y

7 =1id — (costes +sente;) ® (COSteé + sentej) — €1 ® e
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Calculamos
Jimg = ((‘UZ Jej/\eg+1) (id —e, ® e — e ® 6“1)
(4.2.7) = (=1 Jejper,, (id—ep @€,
pues Jene,,, (€e+1) = 0. Entonces
o1y = (id —e®el — e ® e“l) (—1)6 Jejnern (id —er ® ef)
= (—1)" (id —er @ €°) (Jeynepss — Jeynerss (e @ e")) |

que es igual a la expresion deseada en (4.2.5), ya que €“Jg e, (€0) = 0.

Ahora verificamos la segunda identidad. Usamos (4.2.3) para J; como arriba y

o2
Jy = Ip, . = —Jegne, -
2 OtOs ©00) Ps o/\e1
Tenemos que 7r(’) =—¢® et — e el y

Ty = (id —e®e — e ® 6H1) (_ej ®e —e® €j)
=R - te®ed=—¢;®c.
Usando (4.2.7) y las propiedades mencionadas anteriormente nos queda
7T077-6‘]171'0 == (ej ® eé) (_1)€ Jej/\€£+1 (id —€® eé) = (_1>£ (ej ® ej> (Jel/\eéJrl)

= (ej ® ej) (Jeo/\el) )

modoto = (id —er ® €' — €1 ® €7 (—Jegrey) (Id —€¢ ® €' — €1 ® )
= _Jeo/\el-

Ahora

o 1Ty Ty = — (7T0776J1770)t =— ((ej ® ej) (Jeo/\el))t = (Jegner) (ej ® ej) ,
pues 7y y T, son autoadjuntas y J; es antisimétrica. Por lo tanto

7o (moJ1 + Jo + Jimg) o = (€5 ® €7) Jegner — Jeoner + Jegnes (€5 @ €7)

como querfamos ver en (4.2.6). O
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LEMA 51. Para £ =0,1,1,5=2,...,7 coni # j, se tiene
Ve Vipd = (ei @ €7) Jegner + Jegnes (€5 ® €°) .

DEMOSTRACION. Si i # j, por el Lema 48, consideramos la superficie parame-

trizada
P, s =exp (tef) 7f (s) = (—1)€ (costcosses+sentcosse; +sense;) A ep.
Luego, J(Pis) = (Pts, thvs) con
(Pt,s, (—1)5 (Cost 08 8 Jeynepy, +5ent coS S Jeine,,, +seN S Jej/\ez+1)> )

Por el Lema 45,

D2
VeeVEzS = 3 = (P0,0, 7T07T6J17T0 + 7T0J27T0 + 7TOJ17T67T0) s
i dtds 0,0)
donde J; esta dada por (4.2.3), Jo = 6‘3—;5 ( )ths =0y
00)

m = id — (coste, +sente;) ® (cos tet + sentei) — ey @ e
Luego, 1, = —€; ® e’ —e; ® €. Calculamos
momy = (id —e, ® e —ep1 ® €e+1) (—e; @ e —e® e')
= —€¢®€Z—€g®€i+€g®€i: —ei®ee.
Usando (4.2.7) y las propiedades mencionadas arriba tenemos que
momgJimo = — (€; ® eé) (-1)* Jejnerss (id —e¢ ® ee)
= (_1)Z (ei & ej) Jeinepr = (€i & ej) Jeones -

Ahora, como en el lema anterior

7T()J17TE)7TO = — (7T07T6J17T0)t = — ((61 X ej) Jeo/\el)t

= Jeo/\el (ej X €i) .
Por lo tanto

7T07T6J17T0 + 7T0J27T0 + 7T0J17TE)7T0 = (61' X ej) Jeo/\el + ‘]60/\61 (ej & ei) ,

como se deseaba. O
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LEMA 52. Para ¢ =0,1,14,7 =2,...,7, tenemos
VeV = (=1 (70 © Jesne; © )
donde my es como arriba la proyeccion ortogonal sobre el plano (eg A el)L.

DEMOSTRACION. Si i # j, por el Lema 48, consideramos la superficie parame-
trizada

P, = exp (tei™) 75 (s) = (=1)"" (costepsy +sente;) A (cosse; + sen s e;) .
Luego, la segunda componente de J (P ) = (Pt,s, th}s) es igual a

(_1)4+1 (cos s (cost Jepine, T €0t Jei/\e[) +sen s (cost Jepiine; +sent Jei/\ej)) )

Por el Lema 45,

D2
V ¢+1VE£3 = — 3 = (PO 0,7T07T6J17T0 —+ 7T0J27T0 -+ 7T0J17T67T0) y
€ g dtds 0,0) ’
donde J; esta dada por (4.2.3),
0 41
Jy = Jp,. = (=) T pe.
Otos 0.0) b I
y
m = 1id — (Costegﬂ + Sente,-) & (Costengl + sentei) —er® et
Luego, 1, = —¢; ® e — e/ ® €. Calculamos

momy = (id —e, ® € — eps1 ® 1) (—e; ® T — ey ® €F)
=Rl e 1@ te Qe =—e e
Usando (4.2.7) y las propiedades mencionadas arriba obtenemos que
momh Jime = (—1)"F! (e; ® e“l) Jejnerss (id —e¢ ® ez) =0.
Ahora 7oJymhme = — (momhJimo)" = 0. Por lo tanto
o (11 + Jo + i) mo = moJamo = (_1)z+1 T0Je; ne; 0,

como se deseaba. O

PROPOSICION 53. El grupo Spin (7) actia transitivamente en G (2,8).
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DEMOSTRACION. Es similar a la prueba de la Proposicién 36. U
PROPOSICION 54. La seccidn J : G(2,8) — Ej4 es verticalmente armdnica.

DEMOSTRACION. Veamos que AJ(u A v) = fJ(u Av) para alguna funcién real
suave f. Asi, J resultard verticalmente armoénica por el Teorema 15. Primero lo
probamos para u A v = eg A e;. Consideremos las geodésicas ”yf como en (4.2.2).

Recordemos que

1 7 Dﬁ’] D&j , 1 7
A‘j(eo/\el) :ZZ _t K \J(V](S)) = ZZV%VEJZ\L
(=0 j=2 0 t (=0 j=2
L
donde —— es la derivada covariante a lo largo de la curva 75 correspondiente. Pero
s

por (4.2.6), para ¢ = 0,1y j =2,...,7 se tiene que
veﬁijlﬁ = _Jeo/\el + (6] ® ej) Jeo/\el + ']30/\61 (6J ® 6]) .

En consecuencia,

7
A\J 60 A 61 =2 Z eo/\el e] ® 6j) Jeo/\e1 + Jeo/\e1 (ej ® ej))

Jj=2

7
2 ( Z Jeo/\61 + Z €; ® 6 eo/\el + Z ‘]60/\61 €5 ® 6J)>

7j=2

2 (_6 Jeo/\el + Jeo/\el + Jeo/\el) - _8 Jeo/\el'

Usamos el hecho de que 237:2 (e; ® €7) vale cero en span{eg,e;} y la identidad en
el complemento ortogonal de span {eg, e;} (para verificarlo basta evaluar en e, con
m =0,...,7). De este modo probamos que AJ(eg A e1) = =8 Jeyne, -

Sea ahora {u, v} un conjunto ortonormal de R®. Veamos que la proposicién vale para
uAv € G(2,8). Como Spin (7) actia transitivamente en G (2, 8), existe g € Spin (7)

tal que geg = u'y ge; = v. Calculamos AJ (u A v) recurriendo a las curvas g (%j )
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j=0,1,7=2,...7. Vimos que J = ¢Jg~'. Entonces tenemos

939" (9 (5] ()))

O

En el siguiente lema calculamos curvaturas que luego usaremos en la prueba del

Teorema 6. Para abreviar escribimos A =e; ® e/ —e; ® €’

LEMA 55. Para2 <1, <7yl =0,1 se tiene que <Re€e‘?+13> =0y
i

ep/N\e1
<Re€eé_3) - |:J60A617AZJ:| .
v eg/N\ey
DEMOSTRACION. Recordemos que

R n1J = V[E.f B )3 — VoV J + V 1 Ve d.
i%j i i 3 j i

ep/N\ey

Por definicién de los campos Ef, como la conexién V tiene torsién cero, el primer
término se anula. Calculamos los demés casos:
El Lema 51 nos dice que VeV eI = (€; @ €7) Jegney + Jeone, (€j @ €'). Entonces
i J
Refeé{ﬁ = —VerEJeCJ + Vengfs
- - (ei X 6]) Je()/\el - Jeo/\el (6] & ei) + (ej ® €i> Jeo/\el + Jeo/\el <6i ® ej)
— (ej Qe —e® ej) Jeone; + Jegnes (ei Rel—e;® ei) = [JeOAel,Ai’j} )

Por el Lema 52 sabemos que V 1V g = (—1)€Jr1 (WoJeiAejWO)- Luego, por la anti-
7 J

simetria del producto cruz tenemos que
Refe§+13 = (—1)e+1 (7T0‘]ei/\ej7'r0) + (—1)£+1 (7T0J5j/\eiﬂ'0> = 0,

como queriamos probar. ([l
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TEOREMA 6. La seccion J es una aplicacion armonica.

DEMOSTRACION. La Proposicién 54 nos asegura que J es verticalmente armaéni-
ca, luego por la Proposicién 16 resta ver que Ry es nula. Por la invariancia por la

accién de Spin (7), basta verificarlo sélo en ey A e1. Recordemos que

Ahora, notemos que si k # { entonces k = £ + 1 y en el Lema 55 vimos que

R 13 = 0, luego <R ek, Vo J> = 0. En consecuencia
173

7 7
; <Reg,e§d, Ve§d> => <Re§,e§d, Ve§d> :

j=2

||
@
M- 3

b
Il

0

Por (4.2.5) y por el Lema 55, tenemos que
() (Rt 13, V3 = ([Jeaner, 4], (eyners = (60 ) © Jepner,))
= 51 + So,
donde
= — (A9, [Jupers Jesnenss] )
= (A" [Jegners (60 @ €") © e nein] ) -
Observemos que si B es antisimétrica, entonces
(A" B) = 2(Bej,e;) = —2¢' (Be;) = 2¢’ (Be;) .

Deducimos de las propiedades listadas anteriormente y del Corolario 6.22 de [31]

que
JejAeHl Jeo/\e1€j = JejAeHlJejAeoel =X (€j76€+17X (€j7€0;€1))
= — (ers1,€0) €1 + (ers1,€1) €0 = (—1) ey
Luego
S1=2¢" ([Jeoners Jesnenis] €5) = 2€" (Jegnes Jesnerir €5 — Je;nepss Jeones €5)

_ _2€i (Jej/\eprl‘]eo/\elej) = —261' (<_1)£ 6[) = 07
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y usando que Joone, (€0), €8 (€;) v €' (Jegne,) se anulan,

Sy = =26 ([Jepners (€0 ® €) Jesnerss + Jeynerss (€0 @ )] ;)
= 26" (Jogner (€0 @ €") Toperss + Jesnerss (0@ €')) e5)
+ 26" (((e0 ® €") Jenerss T Jesnerss (€6 @ €%)) Jegnerts)
=2¢" ((er ® €°) Je,nersy Jeoner€)

= 2 ((eg ®ef) (=1)° eg) = (—1)"2¢ (e)) = 0.

Por lo tanto R; (ef) se anula para £ =0,1ei=2,...,7, como desedbamos. 0]

4.3. Le energia de la estructura casi compleja ortogonal en S°

Para los demas productos cruz de Brown-Gray también se pueden construir sec-
ciones complejas ortogonales normales de grassmannianas. Llamando J2 g a nuestra
J de (4.2.1), para el caso (r,n) del Teorema 18 se tiene que la andloga J,_1 , estaria
definida en la grassmanniana G (r — 1,n) y tomaria valores en estructuras complejas
ortogonales normales de espacios vectoriales de dimensién d := n — (r — 1). Surge

la pregunta si es una aplicacion armoénica en
(4.3.1) {(P,T)|PeG(r—1,n) y T € Skewp (R")},

donde Skewp (R™) es como en (4.1.1), remplazando 8 por n, y con norma con coefi-
ciente 1/d en vez de 1/6.

Se ve entonces que las situaciones andlogas para el caso (1,2m) es vacia (pues
r—1=0) y para el caso (m,m + 1) es trivial (ya que en dimensién d = 2 existen
exactamente dos estructuras complejas ortogonales, la asociada al producto cruz y
la opuesta).

Resta sélo el caso (r,n) = (2,7), que a cada u € G(1,7) = S¢ le asigna la
transformacién compleja ortogonal J, en ut = T,S® dada por J, (v) = u x v,
que es la estructura casi compleja canénica de S6. Este fue estudiado en [20]: En
el Teorema 4.1 (ver también la Proposicién 4.7) se demuestra que esa seccién es

arménica, identificando, con la notacién andloga a (4.1.1), Skew,, (R”) con A% (u').
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Entonces se puede concluir de lo anterior y del Teorema 6 que todas las secciones
complejas ortogonales de las grassmannianas asociadas a productos cruz son apli-
caciones armonicas como secciones del fibrado correspondiente (4.3.1), salvo el caso
vacio (1,2m).

Por otro lado, en [3] se prueba que J tiene energia minima entre todas la estruc-
turas casi complejas ortogonales de S®, y en particular es verticalmente armonica
entre las casi complejas ortogonales (comentamos de paso que este resultado contra-
dice el de [36], que afirma que esta estructura ni siquiera es un minimo local). Notar
que este resultado es fuerte, porque provee un minimo absoluto, pero no es com-
parable con el de [20] citado arriba, donde se estudian inicamente puntos criticos,
pero respecto de variaciones por aplicaciones arbitrarias (no sélo por secciones, o sea,
estructuras casi complejas ortogonales) y ademés, las fibras en el caso de [20] son es-
trictamente mayores de las de [3] (que consisten de transformaciones antisimétricas

de traza constante y antisimétricas ortogonales, respectivamente).
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