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Resumen

Este trabajo trata sobre el espectro o distribucién de pesos de cédigos lineales y ciclicos.
Esto es en general una tarea ardua y soélo se conoce el espectro de algunas familias de
cbédigos. Estudiaremos distintas formas de encontrar dichas distribuciones de pesos a
través de diferentes caminos.

Primero veremos resultados generales para codigos lineales, que en particular dan una
respuesta general al caso de los codigos MDS. Luego, nos enfocaremos en cédigos ciclicos
generales viéndolos como cédigos traza (combinando los teoremas de Delsarte y las iden-
tidades de MacWilliams). A partir de aqui haremos uso de dos estrategias generales,
una que involucra ciertas sumas exponenciales (Gauss, Weil y/o Kloosterman) y otra
basada en el conteo de puntos racionales de curvas algebraicas asociadas a los cddigos
(tipicamente de Artin-Schreier). Usaremos estas técnicas para obtener los espectros de
familias de cédigos muy conocidas como Hamming, BCH y Reed-Muller.

Finalmente, aplicaremos estos métodos a dos familias de c6digos menos conocidos como
los codigos de Melas y de Zetterberg. En los casos binario y ternario, el calculo de dichos
espectros se puede realizar usando curvas elipticas y la traza de operadores de Hecke
de ciertas formas modulares asociadas a ellas. El trabajo contiene numerosos ejemplos,
muchos de ellos nuevos.



Abstract

This work deals with the spectrum or weight distribution of linear and cyclic codes. This
is in general a difficult task and the spectrum is only known for some families of codes.
We will study different ways to find these distributions through different ways.

We will first see general results for linear codes, which in particular give a general
answer to the case of MDS codes. Then, we will focus on general cyclic codes by viewing
them as trace codes (combining Delsarte’s theorems and MacWilliams identities). From
this point on we will use two general strategies, one that involves certain exponential
sums (Gauss, Weil or Kloosterman) and another one based on counting the number of
rational points of algebraic curves (typically Artin-Schreier) associated with the codes.

We will use these techniques to obtain the spectra of well-known families of codes such
as Hamming, BCH, and Reed-Muller codes.

Finally, we will apply these methods to two lesser known code families, the Melas codes
and the Zetterberg codes. In the binary and ternary cases, the computation of the men-
tioned spectra can be performed by using elliptic curves and the trace of Hecke operators
of certain modular forms associated to them. The work contains several examples, many
of them new.
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Introduccion

En este trabajo nos interesa estudiar el espectro o distribucién de pesos de cédigos lineales
y ciclicos.

Cédigos lineales y ciclicos

Un [n, k, d],-c6digo lineal es un subespacio C C Fyy tal que n es la longitud, & la dimensién
y d la menor distancia de Hamming entre las palabras del cédigo. El peso de una palabra
cbédigo se define como la cantidad de coordenadas no nulas. Notemos que la distancia
minima coincide con el peso minimo y, por lo tanto, d = min{w(c) : ¢ € C, ¢ # 0}. El
cédigo dual de C es C*+ = {z € Fy : w-c=0, para todoc € C}.

Definimos el espectro o la distribucién de pesos de C como Spec(C) = (Ag, A1, ..., Ayn),
donde

A =#{ceC : w(c) =i},

y su polinomio enumerador de pesos como

Encontrar el espectro de un cédigo lineal no resulta sencillo y se trata de un problema
abierto en general. Veremos un resultado que puede ayudarnos en ciertos casos en el
capitulo 3.

Un cédigo lineal sobre F, se dice ciclico si cumple que (cg, ci, ..., ¢,—1) € C entonces
(Cn-1,€0y- -, Cn2) € C. Podemos asignarle a ¢ € C el polinomio
[ X]

ot ettt € Ry = rmi

Asi, identificamos a los cddigos ciclicos con ideales en R, ,. Luego, existe un tnico poli-
nomio ménico g(x) que genera a C como ideal, el polinomio generador del c6digo. Como
g(x) divide a 2™ — 1, entonces existe un polinomio h(x) tal que 2" — 1 = g(z)h(z), el
polinomio de chequeo de C. Si h(x) es irreducible, el cédigo C se dice irreducible.

Sea S un [ -subespacio lineal de dimensién finita de F,m[X], entonces

Cs = {(T(/ (@) ez, : f € 5)



es un codigo ciclico. En efecto, si o es un elemento primitivo de Fym sobre I, entonces

podemos interpretar a la palabra (Tr(f(x)))we]]?;m como (Tr(f(a))Z;? (salvo permuta-

ciones de coordenadas). En tal caso, si ponemos g(z) = f(a~'z), entonces g € S y se
tiene que

(9(1),9(a), ..., g(@™ %) = (f(a®"72), f(1),..., f(a?7?))
De este modo, el codigo

Cs = {(f(@))sers,, + f €S}

es cerrado por corrimientos ciclicos y su linealidad es consecuencia de la linealidad del
espacio S y por lo tanto Cg es ciclico. Luego, Tr(Cy) = Cs resulta un cédigo ciclico sobre
F,.

Los codigos ciclicos irreducibles son de esta forma, es decir, son traza de otros codigos
y, en el caso de los codigos reducibles, el teorema de Delsarte nos dice que el cédigo dual
es de esta forma. Entonces, podemos dedicarnos a encontrar la distribucién de pesos de
codigos traza (en el caso de los codigos reducibles, encontramos el espectro del dual y

usamos la Identidad de MacWilliams para encontrar la distribuciéon que buscamos).

Distribuciéon de pesos de cédigos ciclicos

Consideremos entonces un cédigo Cg. Si ¢ es una palabra en Cg, entonces se tiene que

w(c) = #{r € Fpm : Tr(f(2)) # 0} =n — #{zv € Fy : Tr(f(x)) = 0},

Ademas, Tr(f(z)) = 0 si y sélo si existe un y € Fym tal que y? —y = f(x). Entonces, el
peso w(c) esta estrictamente relacionado con el nimero de puntos racionales de la curva

Y-y = f(X).

27

Por otro lado, si wy = e ¢ tenemos que

wsTr(f(z)) _ 4, s1 Tr(f(x)) - 07
2. {0, si Te(f () # 0.

selF,

Por lo que se tiene que

— L m_ Tr(sf(x))
w(c) =n q<q 1—1—2 qu >,

seFy :EEJF;m

donde E w;rr(sf @) es una suma exponencial.
xEJFZm
En general, encontrar la cantidad de puntos racionales de estas curvas o calcular las
sumas exponenciales no es facil.



En este trabajo, encontramos el espectro de cédigos de Hamming, BCH y de Melas
a partir de estos dos caminos. En el siguiente cuadro, daremos para los codigos mas
conocidos la f(z) correspondiente y clasificaremos las sumas asociadas.

’ Codigos ciclicos \ Curvas Artin-Schreier \ Sumas exponenciales ‘

flz) =Xz, AeF, Sumas de Gauss

Hamming
(solo algunas se conocen)

BCH En el caso binario,

=\ 5. \NpeF
f(z) T+ pr H 1 son Sumas de Weil

(son conocidas)

Melas
flx)=Xx+pax", \pueF, Sumas de Kloosterman

(no son conocidas)

Notemos ademas que si conocemos el valor de una cierta suma exponencial o la cantidad
de puntos de determinada curva, podriamos definir cédigos ciclicos, usando ciertas f(x)
los cudles tendrian un espectro conocido.

Vale la pena notar que si bien el valor de muchas de las sumas que asociamos a los
cddigos mas conocidos no se sabe, existen sumas conocidas, como las sumas de Weil que
nos permiten encontrar el espectro del cédigo BCH binario.

Resumen

Este trabajo consta de 6 capitulos, divididos en tres partes claramente identificables,
mas un apéndice. La primer parte, formada por los Capitulos 1 y 2, estd dedicada
a preliminares matematicos. La segunda parte estd compuesta por el tercer y cuarto
capitulos y se ocupa del estudio clasico del espectro de céddigos lineales y ciclicos. La
tercera parte, que es la parte central del trabajo, la conforman los Capitulos 5y 6 y
se ocupa de la distribucién de cédigos ciclicos especiales, como los cédigos de Melas y
Zetterberg, utilizando conceptos y métodos mas sofisticados a partir de curvas elipticas y
formas modulares.



e Primera parte: Preliminares. En esta primera parte veremos los conceptos y resulta-
dos mas importantes que utilizaremos en el resto del trabajo. En el primer capitulo vemos
preliminares generales sobre: (a) cuerpos finitos y la funcién traza, (b) curvas elipticas
(puntos racionales en ellas, j-invariante), (¢) formas modulares y cuspidales y traza de los
operadores de Hecke, (d) nimero de clase de Kronecker de formas cuadréticas y relacién
con nimero de clase de cuerpos cuadraticos y por ultimo (e) sumas exponenciales de
Gauss, de Weil, de Jacobi y de Kloosterman. Todos estos ingredientes seran utilizados a
la hora de estudiar la distribucion de pesos de codigos ciclicos.

En el segundo capitulo nos ocupamos de cuestiones especificas de cédigos lineales. Alli
definimos cédigos lineales y sus duales, las matrices generadoreas y de paridad que los
describen, y la distribucién de pesos de dichos codigos. Damos dos resultados clasicos que,
usados en conjunto, seran fundamentales para el trabajo: la identidad de MacWilliamns
(§2.4) y el teorema de Delsarte (§2.7). La primera relaciona el polinomio enumerador de
pesos de un codigo con el de su dual, el segundo relaciona cédigos definidos en extensiones
de un cuerpo y sus duales. En la Seccién 2.5 introducimos los polinomios de Krawtchouk,
una familia de polinomios ortogonales discretos muy ubicuos en combinatoria en general
y en teoria de codigos en particular, con los cuales se tiene una version alternativa de las
identidades de MacWilliams. En la Seccién 2.6 introducimos los cédigos ciclicos (es decir
aquellos c6digos lineales que son invariantes por permutaciones ciclicas) y sus propiedades
basicas. Como es usual, estos codigos se estudian mejor a través de polinomios usando el
mapa de (ag, a1, ..., 0y 1) F Q12"+ a1 + ag de Fy en F,[x] y viendo al cédigo
como un ideal en un anillo cociente de polinomios. Mas precisamente, si C es un cédigo
ciclico de longitud n sobre F,, a partir del mapa mencionado se puede ver al cédigo como
un ideal de F[x]/(z™ — 1). Finalmente, damos las familias de c6digos lineales y ciclicas
mas conocidas como Hamming, BCH, Reed-Muller, etc.

e Sequnda parte: Espectro de codigos lineales y ciclicos. En el Capitulo 3, nos dedicamos
de la distribucion de pesos de codigos lineales. Primero definimos el concepto de codigo
de género a lo sumo ¢ y damos un resultado general que da el espectro de un codigo
lineal parcialemente, ya que una parte de los nimeros A; resultan conocidos, y el resto
sblo se encuentra acotado inferior y superiormente (ver Teorema 3.3). En algunos casos,
permite conocer el espectro de forma integra como en el caso de cédigos MDS (ver §3.1.2)
y los cédigos de Hamming (§3.1.3). Lo que sucede con los cédigos de Hamming es que
su dual tiene sélo un peso no-nulo, de modo que el espectro de Hamming se obtiene
por MacWilliams a partir de su dual. Esto podria usarse con codigos duales de cédigos
con pocos pesos como lo son los cédigos de 2 o 3 pesos. En la Seccion 3.2 presentamos
una relacién del espectro de un codigo ciclico irreducible con el nimero de soluciones
ecuaciones diagonales sobre cuerpos finitos, que a su vez estan en términos de sumas
exponenciales como sumas de Gauss y periodos de Gauss. Este es un resultado cldsico de
Wolfmann, que anticipa que las sumas exponenciales seran de gran utilidad en el estudio
del calculo del espectro de codigos ciclicos, lo que sera abordado en el capitulo siguiente.

En el Capitulo 4, damos una estrategia general para intentar encontrar el espectro
de coédigos ciclicos, combinando los resultados del teorema de Delsarte y la identidad de
MacWilliams. A su vez, esta estrategia, da la posibilidad de atacar el problema desde dos



angulos muy interesantes y en algin sentido complementarios. Por un lado el espectro de
un codigo ciclico es equivalente al calculo explicito de ciertas sumas exponenciales y por
otro lado al niimero de puntos racionales de ciertas curvas de Artin-Schreier. Dependiendo
del cédigo en particular, estas sumas exponenciales resultaran ser sumas de Gauss o
similares, sumas de Weil, sumas de Kloosterman o similares. En el caso de las curvas,
a veces resultan curvas que pueden ser transformadas en curvas elipticas, lo cual nos
brinda una estructura adicional para su estudio. Aplicaremos estas técnicas a los codigos
de Hamming ciclicos (todos los binarios y algunos g-arios) y a los cédigos BCH (los
ciclicos mas famosos y usados, que incluyen a los Reed-Solomon). Si bien ya conocemos el
espectro de Hamming de capitulos previos, lo utilizamos para entender y familiarizarnos
con los nuevos métodos (§4.1). En el caso de los c6digos BCH obtenemos sumas de Weil,
las cuales fueron calculados por Coulter en 3 trabajos en 1998-1999 y curvas elipticas
supersingulares. En §4.2 realizamos el calculo de la distribucién de pesos de la familia
de cédigos BCH binarios 2-correctores (d = 5) de ambas formas, calculando primero el
espectro del cédigo dual (ver Tablas 4.3 y 4.4) y luego usando la identidad de MacWilliams
para dar el espectro del BCH en términos de polinomios de Krawtchouk enteros en las

férmulas (4.5) y (4.6).

e Tercera parte: FEspectro de codigos de Melas y de Zetterberg. En el Capitulo 5
estda dedicado al espectro de los cédigos de Melas. Estos tienen polinomio generador
(ma(x)me-1(x)) y tiene similitudes y diferencias con los BCH binarios definidos por
(ma(z)mes(x)). Seguimos la estrategia que mencionamos en el capitulo anterior para
encontrar la distribucion de pesos de éstos cédigos. En particular. Las sumas expo-
nenciales que aparecen en este caso son sumas de Kloosterman, que no son conocidas en
general. Sin embargo, obtendremos el espectro a partir de las curvas. Las curvas de Artin-
Schreier asociadas son, via cambios de varibales, curvas elipticas no-supersingulares. En
este caso, el calculo de la distribucion de pesos del cédigo dual de Melas es mucho mas
complicado que el del BCH (curvas elipticas supersingulares) y el estudio de estas curvas
nos lleva a utilizar trazas de operadores de Hecke en formas modulares en S(I'y(N)) y
numeros de clase de Kronecker. Estas son ideas de Schoof, van der Geer y van der Vlugt,
plasmadas en numerosos articulos (ver por ejemplo [], [], []). Calculamos explicitamente
el espectro en los casos binario y ternario (ver Teoremas ). Cabe destacar que los casos
g > 5 se encuentran abiertos, ya que para utilizar la misma técnica habria que tener mas
informacion sobre la descomposicién de los Jacobianos de las curvas que al momento no
esta disponible.

En el ultimo capitulo nos ocupamos de los cédigos de Zetterberg. Estos codigos estan
definidos usando el grupo de raices ¢ + 1-ésimas de la unidad en IFZQ. Si bien su definicion
es diferente a la de los cédigos de Melas, al estudiar su espectro, descomponiendo el
cuerpo en producto directo y usando un truco en la traza, se lo puede relacionar con el
espectro del cédigo de Melas. El resultado para Zetterberg binarios se da en el Teorema
6.2. En §6.2 exploramos una relacion entre los codigos de Zetterberg arbitrarios y dos dos
curvas de Artin-Schreier particulares. Esto nos permitird en la seccién siguiente obtener
la distribucion de pesos de los codigos de Zetterberg ternarios. El espectro de los cédigos
de Zetterberg g-arios se obtiene a partir del espectro de cédigos de Melas g-arios.



Por 1ltimo, en el apéndice, se encuentran calculados los espectros de varios codigos
binarios particulares siguiendo alguno de los caminos utilizados previamente. Se pueden
encontrar las distribuciones de pesos completas y sus correspondientes cuentas auxiliares
de los codigos de Hamming H»(3) v Hs(4), el BCH By(3), los codigos de Melas Ms(3) y
M (4) y el cédigo de Zetterberg Z,(4).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos todos los conceptos que seran necesarios para el resto del
trabajo, salvo los cédigos que seran tratados en el siguiente capitulo. En primer lugar,
repasamos la definicién de cuerpos finitos y la funcion traza de una extension de cuerpos
y mostramos sus principales propiedades. En segundo lugar, nos dedicamos a las curvas
elipticas y sus puntos racionales. En la siguiente seccién, nos ocupamos de las formas
modulares y los operadores de Hecke asociados. En particular, enunciamos un importante
teorema (Eichler-Selberg) que nos da la traza de estos operadores. También, definimos
el nimero de clase de Kronecker y damos una tabla de valores. Por tltimo, enumeramos
las principales caracteristicas de las sumas exponenciales de Gauss, Weil, Kloosterman y
Jacobi.

La bibliografia consultada para este capitulo es la siguiente: para cuerpos finitos los
libros de Lidl-Niederreiter y Wan ([27], [46] ), para curvas elipticas el Silverman-Tate ([40]),
para formas modulares el Diamond-Shurman ([I2]) y para sumas exponenciales el libro de
Berndt-Evans-Williams y los trabajos de Coulter ([3], [7], [§], [9]). El libro de Hiramatsu-
Kohler ([17]) y el Handbook sobre cuerpos finitos de Mullen-Panario ([34]) son referencias
para todos estos temas.

1.1 Cuerpos finitos y la funcién traza

En esta seccion vemos algunos resultados sobre cuerpos finitos. Ademads, definimos la
traza de una extension y damos algunas de sus propiedades mas importantes.

Cuerpos finitos

A un cuerpo que tiene un numero finito de elementos lo llamaremos cuerpo finito. Para
p primo, Z/pZ = {0,1,...,p — 1} es un cuerpo finito de p elementos. Si F' es un cuerpo
finito y p un ndmero primo, denotamos por F, a la imagen isomorfa de Z/pZ en F.

Notemos que a partir de [F, se pueden construir cuerpos finitos més grandes adjun-
tando raices de polinomios irreducibles. Sea f(z) € F,[z] irreducible de grado n (siempre



existen). Se tiene que F' = F,[z]/(f(z)) es un cuerpo. Si « es raiz del polinomio f(x) y
meq () es el polinomio minimal de @ (ménico de menor grado que se anula en «/), entonces,

(f(2)) = (ma(z)) vy F=TFya)=

donde FF,(«) es el menor cuerpo de caracteristica p que contiene a a. Se tiene
[Fp(a) : Fp] = dimg, (F) = gr(ma) = n.
El cuerpo F' tiene grado n y se lo denota por Fyn.

Ejemplo 1.1. Consideramos p = 2 y el polinomio irreducible #? 4+ + 1. Luego, tenemos
el cuerpo finito de cuatro elementos,

F4 = FQ(O() = % = {0, ]_, a,a2}7

donde o® = a + 1.

Lema 1.2. Si F' es un cuerpo finito de q elementos, entonces a? = « para todo o € F.
O sea, todo elemento de F es raiz de

f(z) =27 —x.

Demostracion. Tenemos que F* = F'\ {0} es un grupo de g — 1 elementos, entonces todo
a € F* cumple que a?! = 1, es decir

ol = qa.

Luego, todo elemento de F* es raiz de f. Ademas, el cero también cumple esta propiedad
y vale el lema. O

Recordemos que el cuerpo de descomposicién de un polinomio f € K[x] en una clausura
algebraica fija, denotado SF(f(x))k, es la menor extensién de cuerpos F'/K tal que f se
descompone completamente en factores lineales sobre F'[z|, es decir

fl)=alx —ay) - (x — ay), a,aq,...,q, € F.

Equivalentemente, F' = K (a1, ...,q,) es el cuerpo de adjuncién de todas las raices de f,
o sea I es el menor cuerpo que contiene a todas las raices de f.

Teorema 1.3. Para cada primo p y cada n € N, existe un cuerpo finito de p™ elementos.
Tal cuerpo es unico salvo isomorfismos. En particular, todo cuerpo finito de q = p"
elementos es isomorfo al cuerpo de descomposicion Fy = SF (27 — x)g, .

Demostracion. Sean IF,, el cuerpo de p elementos y consideremos el polinomio

folx) =2 —x



definido sobre este cuerpo. Sea R el conjunto de las g raices de f,(x) en una cierta clausura
algebraica de F,. Es claro que tales raices son distintas pues el polinomio f,(x) no tiene
raices multiples ya que su derivada es coprima con f,:

fo(@) =¢X"'—=1=—1 (mod p).

Entonces, R tiene cardinal q.

Ahora bien, R es un cuerpo. Sean «,f € R, es decir, a? = «, 7 = (. Obviamente,
tenemos

(aB)? = af (1.1)

y (suponiendo /3 # 0) (%)q = §. Pero teniendo en cuenta que en F, se tiene ¢ = 0 mod p,
también vale
(axp)l=a£p (1.2)

(pues todos los demas miembros del desarrollo de (« & )¢ son multiplos de p). Luego la
suma, diferencia, producto y cociente de elementos de R estan en R.

Veamos ahora la unicidad. Sea K otro cuerpo con g elementos. Entonces, por el lema
anterior, los ¢ elementos de K son raices de ¢ — x y, por lo tanto, K puede identificarse
con R. O

La funcién traza

Sean ¢ una potencia de un primo y n un nimero positivo. Vamos a definir una funcién
muy importante asociada a extensiones de cuerpos F,/F,. El mapa o de F;» sobre F,
dado por

o(a) = af,

es llamado el automorfismo de Frobenius. Notar que o es un automorfismo de cuerpos

por (L.1) y (L.2)).

Definicién 1.4. Sea o un elemento de F ». Definimos su traza relativa en F, como:
Trgn/g(@) = a+a(@) +o2(a)+ -+ 0" Ha)=a+al+ - +af

Cuando la extensién esté sobreentendida escribiremos simplemente Tr(c).

Resumimos las propiedades basicas de esta funcién.

Lema 1.5 (Propiedades de la traza). Sean o, 8 € Fyn, a € F,, entonces:



Demostracion. (a) La traza de « es una raiz de 2% — x, pues

Ti(a)! = o(Tr(a)) = ola+ofa) + -+ 0™ 1(a))
o(a) +o*a)+---+ 0" Ha)+a = Tr(a),

y por lo tanto Tr(a) € F,.

(b) Por definicién la traza de a + 3 es
Tr(a+8)=(a+8)+o(la+p8)+ -+ Ha+p) .
Notemos que o' es automorfismo en F,» para todo i. Entonces

Tr(a+8) = a+B+o(@)+a(B)+ -+ Ha)+ " (B)
= (ato(@ -+ 40" @) + (B +0(B) + -+ 0" ()
= Tr(a)+ Tr(p),

como queriamos ver.

(¢) Calculamos la traza de la multiplicaciéon de o por un escalar a € F,.
Tr(aa) = aa+o(aa) + -+ 0" aa) = aa +o(a)o(a) + -+ + 0" (a)o" (a)

n—1 n—1 n—1

=aa+ala?+---+a? o =aa+aal+ -+ ant

=ala+o(a)+--+0" Ha)) = aTr(a).
En particular, Tr(1) = n, entonces Tr(a) = na, y queda demostrado (c).

(d) Como o™(a) = a?" = « para todo a € Fn, entonces tenemos que
Tr(a?) = Tr(o(a)) = o(a) + o*(a) + - + 0" (a) + a = Tr(a),
que es lo que queriamos ver. O

Teorema 1.6. El mapa Tr : Fyn — F, es sobreyectivo. Para o € Fyn, Tr(a)) = 0 si y sélo
si existe un elemento B € Fyn tal que o = 7 — B.

Demostracion. Estudiemos primero el nicleo de la traza.

(<) Sea a € Fyn de la forma a = 89 — 3, para algin § € Fn. Luego, se cumple que
Tr(a) = Tr(8? = f) = Tr(B?) — Tr(B) = 0
por (b) y (d) en Lema[L.5] como querfamos ver.

(=) Sea a € Fyn tal que Tr(a) = 0. Consideremos el polinomio z¢ —x + o € Fyn[z]. Sea
p(x) un factor irreducible de 29 — x + « sobre Fyn.



Denotamos la clase residual de x (mod p(x)) por 8. Luego, se tiene
B— B =a.

Entonces:

n—1

0 = Tr(e)=a+a?+---+af
= (5q_ﬁ)+...+(5q_5)q
= B BB P BT
= 5" -5,

lo que prueba que 3 € Fyn, por el Lema [I.2]

n—1

n—1

Para ver la sobreyectividad de la traza, es suficiente ver que hay un elemento v € Fy»
tal que Tr(y) # 0, puesto que para cualquier a € F, tenemos que

a = aTe(y)""Tr(y) = Tr(aTr(y) ')
Sea K el conjunto de elementos de Fy» de traza cero. Luego,
K={f"—§:BeFpu}
Claramente, 59 — = ()7 — (') para 3,5 € Fyn siy sélo si
(B=B)=p"—(B)=B-F

o sea, si §— 3 € F,. Se sigue que |K| = [Fn : F,] = ¢"'. Entonces, hay elementos
v € Fyn tal que Tr(y) # 0. O

1.2 Curvas elipticas

En esta seccion primero recordamos algunas curvas algebraicas especiales como las curvas
superelipticas (que incluyen a las elipticas e hiperelipticas) y las de Artin-Schreier; y
damos féormulas generales y estimaciones para el nimero de puntos racionales de dichas
curvas. Esto serd de gran utilidad al calcular espectros de cédigos ciclicos generales.
Luego, nos concentramos en las curvas elipticas (no-singulares y supersingulares) y sus
propiedades bésicas, que seran centrales en el calculo de la distribucion de pesos de los
cédigos BCH, Melas y Zetterberg.

1.2.1 Curvas superelipticas y de Artin-Schreier

Dada una curva algebraica E con ecuacion
E: f(X,Y)=0, feF,[X,Y],

los puntos (z,y) € Fg que satisfacen la ecuacién, es decir f(z,y) = 0, se dicen puntos
F,-racionales de E. El conjunto de puntos F,-racionales de la curva E se denota por
E(F,). Se tiene la siguiente cota muy conocida.



Teorema 1.7 (Hasse-Weil). Sea E una curva irreducible no singular de género g definida
sobre F,. Entonces, el mimero de puntos Fy-racionales en E es q+1+t, donde |t| < 2g,/q.
Es decir,

[#EF,) — (¢ +1)] < 29/q. (1.3)

Consideremos un polinomio f € F,[X] con ¢ potencia de un primo p. Curvas de la
forma

A YI-Y = f(X) (1.4)

reciben el nombre de curvas de Artin-Schreier. Por otra parte, si s es un divisor de ¢ — 1,
la curva

Bro:  Y*=f(X) (L5)

se llama curva supereliptica definida sobre IF,. Para s = 2, se dice que es una curva
hipereliptica. Si ademés gr(f) = 3, tenemos una curva eliptica. Estudiaremos curvas
elipticas mas generales en la siguiente subseccién.

Los resultados que siguen sobre el nimero de soluciones de las ecuaciones (|1.4)) y (|1.5))
se pueden encontrar con demostraciones en [41l, Chap. 1] (también en §6.3.3 de [34], sin
demostraciones).

El siguiente enunciado nos da el nimero de soluciones de las ecuaciones correspon-
dientes a las curvas que definimos mas arriba.

Proposicién 1.8 (Stepanov, [41]). Sea f € F[X], s |¢—1yreN.

(a) El nimero de soluciones (x,y) € F2,. de la ecuacion de la curva supereliptica Eyq es

#(Ers(Fe) = > > x(f(),

ord(x)|s z€Fyr

donde la suma exterior es sobre todos los caracteres multiplicativos x de Fyr tal que
x° es trivial.

(b) El maimero de soluciones (x,y) € F. de la ecuacion de la curva de Artin-Schreier Ay
estd dada por

#(AfFp)) =Y D (Trgylf(2)),

P xG]qu

donde la suma exterior es sobre todos los caracteres aditivos 1 de Fr.

En las notaciones previas, tenemos las siguientes estimaciones para los nimeros de
soluciones de las curvas superelipticas y de Artin-Schreier que se conocen como cotas de

Weil.

Teorema 1.9 (Stepanov, [41]). Sea f € F,[X]| de gradon y s |q— 1.



(a) Si (n,s) =1y f tiene d > 0 ceros distintos en F,, entonces el mimero de puntos
Fgr-racionales de la curva supereliptica Ey , satisface

[#Eps(Fyr) —q"[ < (s —1)(d - VG

(b) Si(n,q) =1 entonces el nimero de puntos F-racionales de la curva Artin-Schreier
Ay satisface
[#Ar(Fyr) —¢'1 < (n =1 = DVg".

1.2.2 Curvas elipticas

Aqui nos ocupamos en mas detalle de las curvas elipticas. Mostramos que en dichas curvas
se puede definir una suma tal que el conjunto de puntos de la curva resulta un grupo, y el
conjunto de puntos racionales un subgrupo de éste. Por 1ltimo, estimamos la cantidad de
puntos en el subgrupo, lo que esta estrictamente relacionado, como veremos mas adelante,
con la distribucion de pesos de los codigos ciclicos.

Forma de Weierstrass y j-invariante

Una curva eliptica es una curva algebraica no singular de género 1. Tiene una ecuacion
de la forma
E: g+ ary+agy = 2° + asa® + asx + ag. (1.6)

Esta ecuacién es llamada ecuacion de Weierstrass para E.

Si los coeficientes pueden ser todos elegidos en un cuerpo K, entonces decimos que F
estd definida sobre el cuerpo K. Nosotros sélo consideramos cuerpos finitos K = F,. Si
char(F,) # 2, entonces el cambio de variables

(z,y) = (z,y — ta1z — 3as)

transforma a F en la curva
E: Y = 2 + by + byx + bg.
Si char(K') # 2,3, entonces el cambio de variables

(z,9) = (55( — 3b2), 3359)
transforma a E en la curva

1"

E y? =2 +ax +b. (1.7)
Vamos a introducir un invariante muy importante de una curva eliptica E dada por la
ecuacion de Weierstrass ((1.6]). Primero definimos las siguientes cantidades
dz = a% + 4@2,
dy = 2a4 + aaz,
d6 = ag + 4@6,

2 2 2
ds = ajag + 4asas — a1asay + asa; — ay,



y a partir de éstas también

cy = da — 24dy,
A = —djds — 8d; — 27d3 + 9dydyds.

A es llamado el discriminante de E. Ahora, el j-invariante de E estd dado por
3

i) = 3. (18)

Luego, el j-invariante solo depende de la clase de isomorfismo de la curva. La condicion
A # 0 es equivalente a la no singularidad de E.

Caracteristica par. En el caso en que el cuerpo K es de caracteristica 2, tenemos algunas
simplificaciones. Notar que si K = Fom para algin m, entonces se tiene

12

J(E) = "1
e Si j(E) # 0, el cambio de variables
(2,9) = (alz + 2, afy + 2L (1.9)
tranforma a E en la curva
E;: y? 4 zy = 2° + apx® + ag. (1.10)

Para E1, se tiene A = ag y j(E)) = ~

e
e Si j(E) = 0, entonces el cambio de variables
(z,y) = (z + a2,y)
tranforma a E en la curva
Es v+ asy = 2% + aux + ag. (1.11)

Para FE», se tiene A = a3 y j(Fy) = 0.

Notemos que las curvas E'y Ey (resp. E'y Es) son isomorfas y, por lo tanto, j(E) =
J(Er) (resp. j(E) = j(E2)).

Curvas elipticas supersingulares

Una curva eliptica E se dice supersingular si p | t, donde #E(F,) = ¢+ 1 —¢. Si no,
la llamamos no supersingular. Si p = 2,3 vimos que E es no supersingular si y sélo si

J(E) # 0.



La ley de grupo

Sea E una curva eliptica dada por la ecuacién de Weierstrass, definida sobre el cuerpo
K. Un punto en E es una solucion de esta ecuacion con coordenadas en alguna extension
L/K, o el punto tnico en E en el infinito en el plano proyectivo sobre K. El punto en el
infinito lo denotaremos por O.

Estos puntos en F forman un grupo abeliano (F,4) con la suma + que se define a
continuacion.

e El elemento neutro es el punto O en el infinito.
e Si P =(x1,y1)# 0, entonces —P = (1, —y; — a1 — as).

e SiP#0,Q#0,P#—0Q, entonces P+ Q = —R, donde R es el tercer punto de
interseccién de la recta PQ si P # Q, o de la recta tangente a la curva en P, si
P = Q, con la curva.

Sea F definida sobre K y sea L una extension de K. El conjunto de puntos L-racionales
de E, denotado por E(L), es el conjunto de puntos de E cuyas coordenadas se encuentran
en L, junto con el punto O. Entonces, F(L) es un subgrupo de (E,+).

La formula explicita de las coordenadas de P + Q en términos de las coordenadas de
Py Q es facil de encontrar. Sean

P=(r1,y1), Q= (v2,92) v P+ Q= (x3,y3).

Sea /¢ la recta que pasa por Py Q, si P # Q, o la recta tangente a la curva en P en el
caso P = Q. La pendiente de £ es

"9 siP#£ 0,

)
To — X1

322 + 2a971 + ag — ayy;
2y1 + ajx9 + asg

, siP=0Q.
Si f = y1 — Axq, entonces la ecuacion que define a £ es y = Az + . Luego, el tercer

punto de interseccion de £ con la curva tiene coordenadas

:1:3:>\2+a1)\—a2—x1—x2 y y3:—()\+a1)$3—5—a3-

Férmula de adicién en el caso char(K) # 2,3

Sea E" la curva dada en (I.7). Si P = (x1,11) € E", entonces —P = (1, —y1). Si
Q = (29,12) € E", Q # —P, entonces P + Q = (z3,73), donde

1‘3:)\2—l‘1—l‘2, y3:)‘(x1_x3)_y17



2L siPAQ
)\: 322+1
nra siP=Q.
2

Férmula de adicién en el caso char(K) = 2

En el caso de caracteristica 2 tenemos lo siguiente. Sean F; y FEs las curvas dadas en

(1.10) y (1.11)), respectivamente.

e Caso j(F) #0. Sea P = (x1,y1) € E;. Entonces,
—P = (z1,51 + 11).
Si Q= (x9,y9) € £, Q # —P, entonces P + Q = (x3,y3), donde

( 2
<y1+y2> +y1+y2+x1+x2+a2, si P #£ Q,
vy = T+ o T+ X2
a )
xf—i——g, siP=0Q.
\ xl
+ .
f<y1 y2>(l‘1+$3)+1‘3+y17 SI,P#Q,
Yz = $1+£L'2
\x%—k (m1+%>m3+x3, siP=0.
1

e Caso j(F)=0. Sea P = (x1,y1) € Es. Luego,
—P = (z1,351 + a3)
y 81 Q = (z9,y2) € Fy, Q # —P, entonces P + Q = (z3,y3), donde

/ 2
(M) + 71 + X9, siP#Q,
T1 + X2
T3 = 4 2
Ty +aj .
5 siP=0.
\ as
( + )
<y1 y2>(171+3€3)+y1+a37 siP#Q,
l’l—i—l‘Q
Ys = 9
i+ a .
<1a 4>($1+3?3)+Z/1+a3, siP=Q.
\ 3

1.3 Formas modulares y operadores de Hecke

Aqui introducimos los subgrupos modulares y de congruencias, formas modulares y cus-
pidales y por ultimo los operadores de Hecke asociados y el teorema de Eichler-Selberg
que da la traza de dichos operadores en el subgrupo de Hecke.
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1.3.1 SILy(Z) y sus subgrupos de congruencia

El grupo modular completo es

F:SLZ(Z):{@ 2) L a,b,e,d €L, ad—bc:l}.

Sea N un entero positivo, el subgrupo de congruencia de nivel N, denotado por I'(N), se

define como
w-{( er (=6 Y )

Como T'(N) es el nucleo del mapa natural

entonces I'(N) es un subgrupo normal de indice finito en SLy(Z).

El subgrupo de Hecke de nivel N se denota por I'g(N) y estd definido por

PO(N)Z{(‘C’ Z)er;mc}.

El grupo I'1(N) consiste de todas las matrices v € I que satisfacen

y = (é j) (mod N).

Definicién 1.10. Un subgrupo de congruencia de I' es un subgrupo que contiene a I'( V)
para algin V.

Ejemplos de subgrupos de congruencias son I'y(N) y T'1 (V) ya que

['(N) CcI'y(N) CcTh(N) CT.

El semiplano superior
Sea b el semiplano superior
h={z=z+4+iy : z,yeRy>0} CC.

Sea GLJ (R) el grupo de matrices 2 x 2 con entradas reales y determinante positivo. El
grupo GL3 (R) acttia sobre h como grupo de automorfismos holomorfos, por

_)az—l—b
cz+d

paray = (CCL 2) € GLj (R).

11



Denotamos h* a la uniéon de h,Q y el simbolo co. La accién de I' sobre § puede ser
extendida a h* definiendo:

(Z Z)-ooz% (c#0),

a b r ar+bs . B
< d>'§_cr—|—ds (:€Q con (r,s) =1).

Los ntimeros racionales junto con oo son llamados ctspides.

1.3.2 Formas modulares y formas cuspidales

Sea f una funcién holomorfa sobre fh y k un entero positivo. Para
a b
v = (c d) € GL3 (R)

y z € C definimos

az—i—b).

(Fli)(2) = (et 1) (e + ) £ (2257

Para k fijo, el mapeo
Vi = fley
define una accién de GL3 (R) sobre el espacio de funciones holomorfas sobre b.

Sea GG un subgrupo de indice finito en I'. Sea f una funcién holomorfa sobre h tal que
fley=[f  paratodo vy € G.

Como G tiene indice finito en I,

1 N\ 1M cC
0 1 - \0 1
para algin entero positivo M. Por lo tanto,
flz+ M) = f(z)

para todo z € h. Entonces, tiene una expansién de Fourier en el infinito, dada por

(e 9]

f(z) = Z anqy;, con qu =e .

n=—oo

Decimos que f es holomorfa en el infinito, si a,, = 0 para todo n < 0, y decimos que se
anula en el infinito si a,, = 0 para todo n < 0.

Sea o € I'. Entonces 0!G también tiene indice finito en T’y (f|x0)|xy = f|ro para
toda v € 0~ 'Go. Entonces, para cualquier o € I', f|po también tiene una expansién de
Fourier en el infinito. Decimos que f es holomorfa en las cispides, si f|xo es holomorfa
en el infinito para todo o € T'.

12



Definicién 1.11. Sea N un entero positivo y x un caracter de Dirichlet médulo N. Una
forma modular para To(N) de tipo (k, x) es una funcién holomorfa f sobre b tal que

(i) fle(2a) =x(d)f para toda (&5) € To(N),
(73) f es holomorfa en las cuspides.

(Notar que () implica que f|xy = f para toda v € I'1(V)).

La expansion de Fourier de tal forma f es:
o0
— E n _ 2miz
- ang -, g=e .
n=0

El entero k es llamado el peso de f. Una forma modular de este tipo es llamada una
forma cuspidal si se anula en las ctspides.

Las formas modulares sobre T'y(N) de tipo (k, x) forman el espacio lineal complejo
Mi(To(N), x), y este tiene como subespacio al conjunto Sk(I'o(NNV), x) de todas las formas
cuspidales. Este subespacio tiene un subespacio complementario canénico &, generado
por las llamadas series de Eisenstein. Luego tenemos

M(To(N), x) = Ee(To(N), x) @ Se(To(N), x)-

1.3.3 Operadores de Hecke

Los resultados que siguen son clasicos, su exposicién se basa en la dada en el trabajo de
Schoof y van der Vlugt [39]. Sea p un nimero primo y

_ Za’nqn’ (q _ 627riz)’
n=0

una forma modular sobre I'g(N) de tipo (k, x). Los operadores de Hecke T}, y U, estan
definidos por

o0

fleTp(= Zanpq +x) P ang™, sipt N,
n=0
fleUp(2) = Za”p q", sip|N.
n=0

Es facil ver que f|, T, y fi,Up también son formas modulares sobre I'y(N) de tipo (&, x),
y son formas cuspidales si f es una forma cuspidal.

Se sabe que el espacio Sg(I';(N), 1) se descompone segin los caracteres de Dirichlet
médulo N que son los caracteres de T'g(N)/T'1(N), es decir

Si(T1(N)) = Sip(T1 (N @Sk (To(N (1.12)
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Los operadores de Hecke de Sg(I'1(V)) respetan esta descomposicién.

Se tiene la siguiente definicion unificada de los operadores de Hecke T,, para todo
m € N definida por

fleTm(z) = an q", con b, = Z X(d) & a2, (1.13)
n=l d| (mm)

donde ponemos x(d) = 0si (d, N) > 1.

El siguiente resultado, debido a Cohen [5], da las trazas de los operadores de Hecke.

Teorema 1.12. Sea k > 2 un entero tal que x(—1) = (—1)* y sea N, el conductor de
X, un cardacter de Dirichlet modulo N. Para cada entero n > 1, la traza del operador de
Hecke T,, actuando sobre el espacio de formas cuspidales Sp(I'o(IN), x) estd dada por:

TI"(Tn) = Al + AQ + A3 + A4

donde Ai,As,As y Ay estan definidos como sigue:

donde x(v/n) =0 cuando \/n ¢ Z y
¢(N) =N (1 + }D).
pIN

El nimero As es

k—1_ —k—1 —

M=} D SRS () it o),
teZ feb
t2<4n

donde D ={f|t*—4n:f >0 y t2;24” = 0,1 (mod 4)}, p y p denotan las raices del

polinomio x® —tx +n, y

hy(—=3) = %, hy(—4) = %, ho(A) = h(A)  para A < —4

donde h(A) es el numero de clase de A (ver prézima seccion). Ademds,
(N
R BED DR}
(N, f) z (mod N)

z2—tx+n=0 (mod N)

Por otra parte,

Ay=— Y ! > p((e, ) x(2)

d|N c|N
0<d<yn (e;N/c) | (N/Nx, % —d)
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donde ¢ denota la funcion de Euler, la’ en la primer sumatoria indica que la contribucion
del término d = \/n, si ocurre, debe ser multiplicada por %, y el numero z estd definido
mddulo N/(c,2) por

z=d (mod ¢) Y z=12 (mod ).

A4:Zt

0<t|n
(N,n/t)=1

Por dltimo tenemos

sik=2yx=1dy Ay =0 en caso contrario.

1.4 Numero de clase de Kronecker

Aqui recordamos la definicion del nimero de clase de formas cuadraticas de Kronecker y
lo relacionamos con el nimero de clase de extensiones cuadraticas. Los resultados de esta
seccién se pueden ver en el trabajo de Schoof y van der Vlugt [39].

Si A es un entero positivo congruente a 0 o a 1 médulo 4. se definen los conjuntos
B(A) = {CWZ +bxy +cy® : a,b,c € Z,a> 0, —dac = A},
b(A) = {az® + bxy + cy® € B(A) : med(a,b,c) = 1}.

Los elementos de B(A) son llamados formas cuadrdticas binarias definidas positivas con
discriminante A. Las que pertenecen a b(A) se dicen primitivas.

El grupo SLs(Z) actia sobre B(A) por
(&) s = stz + By o

para f(z,y) € B(A). El subconjunto b(A) se preserva bajo esta accién. Luego, el nimero
de 6rbitas de b(A) es llamado el nimero de clase de A 'y se denota h(A).

El nidmero de clase de Kronecker de A se denota por H(A) y estd definido como el
nimero de 6rbitas en B(A), pero uno deberfa contar las formas ax?®+ay? y az*+azy+ay?,
si hubiera en B(A), con multiplicidad 5 y %, respectivamente.

La relacién entre el nimero de clase de Kronecker H(A) y el nimero de clase h,(A)
del cuerpo cuadrético imaginario Q(v/A) estd dada por (ver Proposition 2.1 en [39])

HA) = > (), (1.14)
flA, f>0

FEO,I (mod 4)
donde h,, esté definido por:
hy(—3) = 1 hy(—4) = % y ho(A) = h(A)  si A< —4.

=3,
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Para d pequeno, obtenemos las siguientes tablas de valores:

3 1 19 1 35 2 o1 2
4 1 20 2 36 3 92 2
7 1 23 3 39 4 95 4
8 1 14 2 40 2 56 4
11 1 27 2 43 1 29 3
12 2 28 2 44 4 60 4
15 2 31 3 47 ) 63 )
16 2 32 3 48 4 64 4

1.5 Sumas exponenciales

En esta seccion definimos las sumas de Gauss, de Jacobi, de Kloosterman y de Weil, y
damos varias de sus propiedades mas conocidas.

Recordemos que un cardcter multiplicativo x en F} es un mapa desde el grupo ciclico
[y en el grupo de las raices de la unidad complejas, tal que

x(aB) = x(a)x(B)

para todo a, 3 € ;. Extendemos x a una funcién en F, definiendo x(0) = 0. EI cardcter
trivial xo satisface xo(a) = 1 para cada a € F,.

Algunos de los resultados pueden cambiar segiin como se defina el caracter trivial en
cero. A veces se define xo(0) = 1 y otras veces, xo(0) = 0, como en este caso.

1.5.1 Sumas de Gauss

De aqui en adelante, si p es un primo, denotaremos por

27e

wp:ep

a la raiz primitiva p-ésima de la unidad en C. Para un caracter x de orden k en I, y para
g €F,, la suma de Gauss G(B,x) de orden k sobre F, se define por

G(B.x) =Y x(a)w, P,
a€cly

Cuando 8 =1 6 x = xp escribiremos simplemente G(x) = G(1,x) 6 G(5) = G(5, xo0),
respectivamente.

Teorema 1.13. Sea x un cardcter sobre F, y 8 € F,. Entonces vale

(]—1, Siﬁ:OvX:XO’
G(B,x) = |
X(B) G(x), caso contrario.
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En particular, G(Y) = x(—=1)G(x). Ademds se tiene que

(@) [G(X)| = /2 i x # xo0 y G(xo) = 0.
(b) G(B,x?) = G(BP, x) donde p es la caracteristica de IF,,.

Definicion 1.14. Sea § € F; y supongamos que ¢ = kf + 1 para algin entero positivo
k. Los periodos gaussianos f-nomiales (reducidos) g(3, k) se definen por

g(B.k) =Y wyrth), (1.15)

a€clFy

Cuando 8 = 1, denotamos g(k) = ¢(1,k). Los periodos ¢(/3, k) son también llamados
sumas de Gauss.

Existe una estrecha relacion entre sumas y periodos de Gauss.
Teorema 1.15. Sea 8 € F. Si x es un cardcter sobre ¥, de orden k, entonces

k—1

g(B. k) =D G(B,x).

j=1

En particular, |g(3, k)| < (k—1),/q.

1.5.2 Sumas de Jacobi

Sean y, ¢ caracteres multiplicativos en F,. La suma de Jacobi J(x, 1) sobre F, se define
por

T 0) =Y x(@)(l—a).

a€clfy

Decimos que la suma de Jacobi tiene orden k si k es el minimo comun miiltiplo de los
ordenes de sus argumentos.

Teorema 1.16. Sean x, caracteres en F,. Entonces se tiene

()

q— 2, st X, Y son triviales,
JOx,v) =< —1, st exactamente uno de los dos es trivial,
—x(=1), st x es trivial con x no trivial.

(b) Si x¥ es no trivial, entonces
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(c) Six es no trivial, entonces

J(x, ) = @

(d) Six es de orden k > 1, entonces

k—2
GOOF = ax (=1 ] 706X
j=1
Definicién 1.17. Sean Yi,...,Xx: caracteres sobre [F,. Se define la suma maultiple de

Jacobi como

J(x1: - xe) = Z x1(aw) -+ xa(ow).

aq,...,a4€Fg
aj+-tar=1

Similarmente definimos:

Jo(xa, -5 xe) = Z x1(an) . xe(aw).

Oé1,...,O¢tEFq
a1+4ar=0

1.5.3 Sumas de Kloosterman
Para u,v € F, y un cardcter multiplicativo x sobre F,, se define la suma de Kloosterman
k(v,u, x) sobre F,, como

Tr(va+%)

k(v,u, x) = Z X (@) wp . (1.16)

acky

Notar que (0, 0; x) = G(x). Cuando x = xo es trivial, denotamos (v, u) = k(v,u, Xo)
y cuando v = 1, k(u, x) = £(1,u, x). Asi, ponemos k(u) = k(1,u, xo)-

Para ¢ impar y y trivial, estas sumas se pueden poner en términos sélo del caracter
cuadréatico.

Proposicién 1.18. Para q impar y u € Fy,

Rlu) = > p(y* — du)w) ),

yeFy
donde p es el cardcter cuadrdtico sobre IF,.

En el caso general, Conrad ([6]) probé la siguiente.

Teorema 1.19. Sea u en F, y p el cardcter cuadrdctico en F,. Entonces, para cualquier
cardcter x de IF, se tiene

w0 = S 3 () = ).
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Estas sumas pueden ser generalizadas de la siguiente manera. Para u € F, y caracteres
X1;- - -, Xm sobre Fy, se define la suma de Kloosterman maltiple sobre I, como

S X Xm) = D xa(0n) () wlert ),

@g,...,amEFq
Qg o, =1Uu

Es también llamada una hipersuma de Kloosterman.

Katz ([21]) di6 la siguiente expresién para las hipersumas de Kloosterman en términos
de sumas de Gauss.

Teorema 1.20. Para u € F} y caracteres x1,...,xm en F, se tiene

m

R, X1, xm) = 23 Y %) [ Glon)

1=

donde xo es el cardcter trivial y y la suma es sobre todos los caracteres x de F,.

1.5.4 Sumas de Weil

Todos los resultados de esta subseccion y sus respectivas demostraciones se pueden en-
contrar en los tres trabajos de Coulter de 1998-1999 ([7], [§] v [9]).

Sean p un ndmero primo y ¢ = p"* para algin entero m. Una suma de Weil es una
suma exponencial de la forma

Wix. f) =Y x(f(x)), (1.17)

z€lF,

donde x es un cardcter aditivo no trivial de F, y f € F,[x].

Estas sumas son muy generales y solo se conocen para ciertos f. Nosotros estamos
interesados en el caso particular en que f es de la forma

feb(r) = ax?" Tt + ba, (1.18)

donde a,b € F; y a es un nimero natural.

El cardcter aditivo canénico de F,, denotado por x;, estd dado por

2miTr(x)

xi(@)=e v =u @, (1.19)

para todo z € F,. Notemos que x1(2?) = x1(z) y x1(—z) = x1(x) para todo =z € F,.
Ademas, cualquier caracter aditivo x, sobre F, puede ser obtenido a partir de x; por

Xa(2) = x1(az),

para todo x € IF,. Luego, solo hace falta encontrar el valor de las sumas de Weil en el
caso Y = x1.
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Denotamos por S,(a,b) a la suma de Weil W (x1, f¢?), es decir,

Sa(a,b) = Z x1(ax?" Tt + ba) (1.20)

z€lF,

donde a,b € F, y a € N. El caso (a,b) = (0,0) es trivial, ya que

0)=>Y xi(0) =

z€ly

Notar que si a =0y b # 0 o bien a # 0 y b = 0 se obtienen sumas de Gauss o periodos
de Gauss, respectivamente. En efecto,

_ Z X1(b$ Z wTr (bz) __ b XO)

z€lF, z€lFy

“ azp®+1 o
O):ZXl(axp “):Zw;ﬁ( " = g(a,p* +1).

z€F, z€Fq

(1.21)

Ademas, por Teorema [1.13]
Sa<0a b) = XO(b)G(XO) =0.

Coulter estudié en detalle las sumas en ((1.20)) con a # 0, en caracteristica par e impar.
Sélo daremos los valores explicitos en el caso p = 2, que es el que necesitaremos mas
adelante al estudiar el espectro de los codigos BCH binarios.

Caracteristica 2

Consideramos ahora p = 2 y ¢ = 2™ para algiin m. Sea d = (a, m). Queremos calcular
las sumas

Sa(a,b) = Z x1(ax® ™ + b)), (1.22)

z€Fom

Tenemos ahora dos casos, dependiendo si & es par o impar. Los resultados que siguen
fueron obtenidos en [9]. Los resultados para el caso p impar son muy similares en el caso
% par, muy distintos para % impar, y pueden encontrarse en los trabajos [7] y [§].

Caso *} impar

Damos primero los valores para S,(a,0).

Teorema 1.21. Sea x un cardcter aditivo no trivial de Fq. Si 7 es impar entonces

q, st a =0,

Z X 2a+1

z€F, 0, caso contrario.
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Veamos ahora el valor de S,(a,b) para b # 0. Sea t un entero que divide a m. Deno-
tamos por Tr; a la funcién traza de Fy = Fym en Fp, es decir,

Try(z) =2+ 2"+ +a” "

para todo x € F,. A Tr; la denotamos simplemente por Tr.

m

7 es impar. Entonces

Teorema 1.22. Sea b € F y supongamos
Sa(a,b) = S,(1,bct),

donde ¢ € T} es el dnico elemento que satisface "™ = a. Ademds, So(1,0) = 0 si
Tra(b) # 1 y Sa(1,b) = £23° si Try(b) = 1.

En el Teorema falta determinar el signo de S, (1, b) cuando Try(b) = 1. El siguiente
lema reduce esto a encontrar el signo de S,(1,1).

€

Lema 1.23. Sea b € F; tal que Try(b) =1 y supongamos 5

es impar. Entonces
So(1,b) = x1 (¥ +¢) S (1,1),
donde b= c*" +c+1 para algin c € Fy.

Finalmente damos el valor de S,(1,1) con el signo dado en términos del simbolo de
Jacobi.

m

Teorema 1.24. Sea pi

impar, entonces
Sa(1,1) = (L)d277
donde (mi/d) es el simbolo de Jacobi.

Esto completa la determinacién de las sumas de Weil S, (a, ) en el caso % impar.

Caso 7 par

Nuevamente, primero se calcula el valor para las sumas con b = 0. Denotamos por (3 a
un elemento primitivo de F,,.

Teorema 1.25. Sea “} par y m = 2r para algin entero r. Entonces,

(@.0) (—1)a 2, si a # B para cualquier entero t,
Sa(a,0) =
—(—1)a 27+, si a = B para algin entero t.

Para dar el valor de las sumas S, (a, b) en el caso de b general necesitaremos recordar que
un polinomio f € F,[z] se dice un polinomio de permutacion si induce una permutacion
sobre IF,.
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Teorema 1.26. 2Sea b € F, y supongamos % es par, luego m = 2r para algin entero r.
Sea f(z) = a*" 2*" + ax. Hay dos casos.

(a) Sia# [+ para algin entero t entonces [ es un polinomio de permutacion. Sea
zo € F, el dnico elemento que satisface f(xy) = b*". Entonces

Sy (a,b) = (=1)a 2" xi(azd ).

. d .y
(b) Sia = B*CFY entonces S,(a,b) = 0 a menos que la ecuacion f(x) = b** tenga
solucion. St la ecuacion tiene solucion, digamos xq, entonces

(—1)att 2ty (azd 1), si Try(a) = 0,

0
Sal(a,b) = . .
(=1)a 2" xy(azg ), si Try(a) # 0
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Capitulo 2

Cddigos autocorrectores

En este capitulo daremos definiciones basicas de la teoria de cédigos y sus propiedades
mas importantes. Luego, introduciremos los cédigos ciclicos y enunciaremos dos teoremas
que utilizaremos mas adelante, la Identidad de MacWilliams y el Teorema de Delsarte.
Por 1ultimo, veremos algunos ejemplos de los cédigos mas conocidos.

2.1 Generalidades

Un alfabeto es un conjunto finito A = {ay,...,a,}. A los elementos de A se los llama
simbolos. Una n-cadena o palabra de longitud n sobre A es una sucesion de n elementos
de A. Denotamos por A" el conjunto de todas las n-cadenas y por A* el conjunto de
todas las palabras sobre A.

Definicién 2.1. Si A = {ay,...,a,} es un alfabeto, un cdédigo g-ario sobre A es un
subconjunto C de A*. Los elementos de C se llaman palabras cddigo. El nimero M = |C]|
se llama el tamano del cédigo.

Si todas las palabras codigo tienen longitud fija n, decimos que C es un coédigo de bloque
con parametros (n, M) o que C es un (n, M)-cédigo. Si C no es de bloque, decimos que C
es de longitud variable.

Ejemplo 2.2. C = {0,10,101,1110,11111} es un cédigo de longitud variable. El ejemplo
mas famoso de este tipo de cddigos es el codigo Morse.
De ahora en més, siempre C serd un codigo de bloque.

Definicién 2.3. Sean x e y dos palabras sobre el mismo alfabeto A. La distancia de
Hamming entre x e y, denotada por d(z,y), se define como el nimero de coordenadas en
que z e y difieren, es decir, d : A" x A" — [0,n] C N, donde

dz,y) =#{1<i<n :z; #y}.

Definicién 2.4. Dado un cddigo C se define la distancia minima de C, y se la denota
d(C) 6 de¢, como la menor distancia no nula entre sus palabras cddigo, es decir,

d = de = mi .
¢ = min d(z,y)
THY
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Ahora decimos que C es un (n, M, d)-cédigo.

Definicion 2.5. Dado x € Fy se define el peso de x, denotado por w(z), como el numero
de coordenadas no nulas de z, es decir,

w(z) =#{1<i<n:x; #0}.
Si C es un cédigo, el peso de C se define por

we = min w(x).
x#0

2.2 (Cbdigos lineales

Definicién 2.6. Un cddigo lineal g-ario de longitud n y rango k es un subespacio C C Fy
de dimensién k. En este caso decimos que C es un [n, k|,~cédigo. Si C tiene distancia
minima d entonces C es un [n, k, d],-cédigo.

Notemos que el tamafio de un [n, k|,-cédigo es M = ¢*.
Ejemplo 2.7. El cédigo de repeticion g-ario

Rep(n):{O~~0,1--~1,...,\(q—1)--~(q—1)/}

n n

N~
n

es un [n, 1, n],~cédigo lineal.

Proposicién 2.8. SiC es un cddigo lineal entonces d(C) = w(C).

Demostracion. Como C es lineal, tenemos que

d(C) = min d(z,y) = min w(z —y) =minw(z) = w(C),
Ty T#Y x#0

ya que x — y recorre todas las palabras cédigo de C' cuando x e y recorren todo C. [

Definicién 2.9. Sea C un [n, k|,cédigo. Una matriz generadora de C es una matriz
G e IF’;X” cuyas filas forman una base de C.

Observemos que G siempre existe y tiene rango k. Ademas, G genera C, es decir,
_ ) k
C={uG :ueck.}.

Esto nos dice que dado un cédigo C, encontrando una base, podemos obtener una matriz
generadora; y dada una matriz GG, tenemos un cédigo C = IF’;G .
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2.3 C(Cddigo dual

Definicién 2.10. Si C es un [n, k],-c6digo, el conjunto
C'={z€F, :z-c=0 paratodoceC}

es el cddigo dual de C, donde - es el producto interno usual de Fy. Una matriz H se dice
matriz de paridad de C si es una matriz generadora de Ct.

A continuacién damos los pardmetros y propiedades bésicas del cédigo dual C+ de un
cédigo lineal C dado.

Teorema 2.11. Sea C un [n, k],-cddigo.

(a) Si G es una matriz generadora de C, entonces

Ct={z€F}:aG" =0} ={z €F} : Ga" =0}.

(b) C* es un [n,n — k],-cddigo.
(c) CH=C.

Demostracion. (a) Por definicién, z € Ct si y s6lo si z - ¢ = 0 para todo ¢ € C. Se tiene

que
O=z-c=x-c =z (uG)" = (xGT) -u”,

: k
para algun u € Fy.

(D) Si GT = 0, entonces z - ¢ = 0. Luego, x € C*. Por lo tanto,
{xeF, : aG" =0} CC

(C) Si z € C*, entonces (z - GT) - u” = 0 para todo u € FF. En particular, para
u=ey,...,e, los vectores de la base canonica.

Luego, 0 = (x-GT)-el = (z-GT)" para 1 < i < k. Por lo tanto, u- GT = 0. Entonces,
CrC{zeF) 2 -G" =0}

(b) Es claro que C* es subespacio de F7. Por (a),
CL:{ZEEFZ :G-2T =0},

o sea, C* es el espacio solucién de k ecuaciones con n incégnitas. Luego, como G tiene
rango k, hay n — k variables libres, por lo tanto, dimC*+ = n — k.

(c¢) Notar que
CcCr={z€F; :2-d=0 paratodo ¢ €C'}.

Pero dimC**+ =n — (n — k) = k = dimC. Luego, C = C++. O
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2.4 La identidad de MacWilliams

Aqui definimos el espectro o distribucién de pesos de un cédigo, que es el objeto matematico
que nos interesa estudiar mas adelante para codigos ciclicos. Luego damos un resultado
muy importante, conocido como identidad de MacWilliams ([29]), que relaciona el poli-
nomio enumerador de pesos de un codigo con el de su dual.

Definicién 2.12. Si C es un (n, M)-cédigo, denotamos con A; al nimero de palabras
c6digo de peso 1, es decir,

A =#{ceC : w(c) =i}

Los numeros Ag, Ay, ..., A, se conocen como la distribucion de pesos o espectro de C y la
suma formal

We(z) = ZAil’i (2.1)
=0
es llamada el polinomio enumerador de pesos de C.

A continuacién damos la identidad de MacWilliams para c6digos lineales binarios.

Teorema 2.13 (Identidad de MacWilliams para cédigos binarios). Si C es un [n, k]-cddigo
binario, el enumerador de pesos del cédigo dual C*+ es

Wer(z) = (14 2)"We(22) = & Z Ai(1— ) (1 + )" (2.2)

Antes de probar el teorema, enunciamos algunos lemas auxiliares.

Lema 2.14. Sea C un [n, k]-cédigo binario e y € F3 . Ct. Entonces, el producto interno
r-y=00x-y=1, con la misma frecuencia cuando x recorre las palabras cédigo de C.

Demostracion. Sean
A={zeC:2-y=0} y B={zreC:z-y=1}
Como y ¢ C*, entonces existe u € B. Luego, u + A C B, pues si z € A, entonces
(u+z) y=u-y+z-y=1+0=1.

Luego, u + x € B. Por lo tanto, u + A C B.

Similarmente, u + B C A. Entonces,
Al = Ju+ Al < [B] = |u+ B| < |A].
Por lo tanto, |A| = |B|. O

Lema 2.15. Sean C un [n, k]-cddigo binario lineal, y € Fy. Entonces

k : 4
S {? e

ee 0, siy ¢ ct.
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Demostracién. Siy € C+, entonces x -y = 0 para todo = € C. Luego,

S (-1 =o) =2~

zeC

Siy ¢ C*, por el lema anterior, (—1)*Y es 1 y —1 con la misma frecuencia, por lo tanto,
> (=1 =o.
zeC

Entonces, se cumple lo que queriamos ver. O

Lema 2.16. Para cualquier x € FY se cumple la siguiente identidad en Fyz],

Z( 1) 2 w(y) =(1—2)" w(z )(1 +Z)n—w(x).

yelry

Demostracion. Si x € F} se tiene

Z (—1)x'y Zw(y) = i .. i Zy1+---+yn(_1)x1y1+---+xnyn

yeFy y1=0 yn=0
1 1 n

- Z (H(_l)%yi Zyi)

ﬁ (i Jil?i Zj) _ (1 B Z)w(x)(l I Z)”_“’(I)'

=0

s
Il
—

<.

Hemos usado que
! o 1+ 2, six; =0,
E :(_1>m o -
11—z, six; =1,

y esto concluye la prueba. O

Demostracion del teorema. Escribiremos el polinomio
ueC <v€F" )
de dos formas. Por un lado, usando el Lema [2.16] tenemos que
fle)=> (1= z)"@ (1 + )" ZA (1—2)i(142)"".
uel
Por otro lado, cambiando el orden de la suma y usando el Lema [2.15

r) = Z m“’(”)<2(—1)“'”> = Z Wk = kW, (z).

veFY ueC veCt
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Luego, se tiene que

n

Wer (o) = Jef(@) = F 30 Al = 2)'(1+ 2"

i=0
De esta expresion se obtiene (2.2)) lo que completa la prueba. O

Enunciamos ahora una version més general de este teorema sin demostracién (no es
dificil, utiliza caracteres de grupos abelianos).

Teorema 2.17 (Identidad de MacWilliams generalizada). Sea C C Fy un cddigo lineal,
Ct su dual y We(x) y Wer(z) los enumeradores de peso de C y C*, respectivamente.
Entonces

Wes (@) = & (1+ (¢ - Da)" Wc<1+%q‘—fl)m>.

Notar que para ¢ = 2 se recupera ((2.2)).

2.5 Polinomios de Krawtchouk

Introducimos aqui una familia de polinomios ortogonales discretos llamados polinomios
de Krawtchouk, que es muy ubicua en problemas de combinatoria. Muchos problemas
combinatorios tienen soluciéon dependiendo de la existencia o no de ceros enteros de estos
polinomios. Por ejemplo: transformada de Radon discreta, cédigos perfectos, cubrimien-
tos perfectos, reconstruccién de grafos, ete ([I1], [22]). Para un estudio de los ceros enteros
de estos polinomimos consultar los trabajos de Chihara-Stanton, Habsieger y Krasikov-
Litsyn ([4], [13], [14], [15], [22], [26]). Incluso, han sido usados en problemas de geometria
espectral para producir pares de variedades compactas planas isospectrales (ver los tra-
bajos de Miatello, Podestd y Rossetti [31], [32], [33]). Un excelente survey de este tema
s [23].

Sean ¢ (no necesariamente primo) y n enteros positivos. El polinomio de Krawtchouk
g-ario de orden n y grado k, con 0 < k < n, se define como

o -$ome-0) (1)

Notar que K;"Y(¢{) € Z para todo ¢ € Z entero. Cuando esté claro el valor de n y g,
escribiremos simplemente Ky (z). Por ejemplo, cuando ¢ = 2 se dicen polinomios binarios
de Krawtchouk y se omite el 2 de la notaciéon. Usaremos estos polinomios binarios para
el calculo de espectro de codigos binarios.

Estos polinomios tienen la siguiente funcion generatriz
S OKpi(z)t = (14 (g—1)2)" (1 -2)". (2.3)
k=0

Ademas, satisfacen varias relaciones de recurrencia.
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Teorema 2.18. Los polinomios de Krawtchouk satisfacen la siguiente recurrencia
(k+ DK (@) = ((n = k)(q = 1) + k — qu) K" () = (¢ = D)(n — k + 1)K (),

para k =1,2,....,n—1, con valores iniciales Ko(x) =1, Ki(z) =n — 2z.
Demostracion. Se puede encontrar en [30]. O

Veamos ahora cudl es la relacién entre estos polinomios y la distribucion de pesos de
un cédigo. Sea C un [n, k, d],~cédigo y C* el [n,n—k, d*],~c6digo dual. La distribucién de
pesos de C es Ag, Ay, ..., A,, y el enumerador de peso de C es el polinomio dado en ([2.1)).
Por la identidad de MacWilliams y usando la funcién generatriz de estos polinomios dada

en (2.3)), tenemos que

ZAj =W (x) :%(Pr(q—l) )" Wc(w)

1=0

% 7=0
= 2 (S amra)
i=0  j=0

Esto nos dice que podemos escribir los niimeros A;- del c6digo dual en términos de los
A; y de los polinomios de Krawtchouk de la siguiente manera

Af =) A KMG). (2:4)
j=0

2.6 Coadigos ciclicos

Dentro de la familia de cédigos lineales se destaca la clase de codigos ciclicos. Estos codigos
son cerrados por permutaciones ciclicas y son algunos de los mas usados por sus buenos
parametros y por poseer algoritmos eficientes de codificacion y decodificacion. Entre ellos
se destacan los cédigos de Golay binarios y ternarios, los codigos de Reed-Solomon, BCH
y Reed-Muller y los cédigos de residuos cuadraticos, entre otros.

Definicion 2.19. Un cddigo lineal C C Fy es ciclico si se cumple que si coey -+ - -1 € C,
entonces ¢,_1¢o- - ¢y_2 € C.
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Notemos que, por definicién, un cédigo lineal C es ciclico si es cerrado por el desplaza-
miento ciclico
CoC1" " Cp—1 2 Cp " Cp_1Cp """ Cp—1.

O sea, si denotamos por s : Fj — Fy al desplazamiento ciclico
$(Toy - Tpo1) = Tn1T0 -+ - Tp—2,
entonces C es ciclico si y sélo si dado ¢ € C vale que

s*(c)ecC para todo k=1,...,n.

Notar que s € End(IFZ). Mas atn, s es un automorfismo, ya que como s™ = id, entonces

s7! = s"71. De esta manera, tenemos que C es un cédigo ciclico si y sélo si s(C) C C, y

esto pasa si y sblo si s € Aut(C).

Ejemplo 2.20. Consideramos el [7, 4, 3]-c6digo de Hamming binario.

(0000000, 1111111)
1101000, 0010111
0110100, 1001011
0011010, 1100101
0001101, 1110010
1000110, 0111001
0100011, 1011100
1010001, 0101110

C=Hy(3) =

Es inmediato ver que C es lineal.

Como C esta formado por las palabras 0 = 0000000, 1 = 1111111 y los desplazamientos
ciclicos de ¢ = 1101000 y de su complemento ¢ = 0010111, se ve que C es un cédigo ciclico.

Si C es un codigo en Fy, a cada palabra codigo ¢ podemos asignarle, de manera natural,
un polinomio ¢(x) mediante la aplicacién

¢ :C — Fylz],

definida por

c=cycr  Cry > Ble)=cl@)=co+ew+- ™

Notar que @ es inyectiva y por lo tanto una biyeccién entre Iy y el conjunto (Fy[z]),
de polinomios de grado menor que n.

Veamos ahora como expresar los desplazamientos ciclicos en términos de polinomios.
Consideremos el ideal principal generado por 2 — 1 en el anillo de polinomios F,[z], es
decir

(@" = 1) ={f(2)(@" = 1) : f(x) € Fyla]}.
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Recordemos que si R es un anillo conmutativo, un subanillo / C R es un ideal si
xr =rx € I para todo x € I, r € R. El cociente

__Fyfa]
-1

es el algebra de polinomios de grado menor que n, con la suma usual de polinomios y el
producto de polinomios médulo 2™ — 1. Un elemento en R,,, es de la forma

fl@)+ " =1) 6 fz) (mod (z"—1)),

pero lo denotamos simplemente por f(z).

R, ={f(@) + {@" = 1) f(z) € (Fy[z])n}

Proposicién 2.21. Un cddigo lineal C C F} es ciclico si y solo si ®(C) C Ry es un
ideal.

Demostracion. ®(C) es un ideal en R, , si dados p(z) = po+prz+ - +pa” € Ry vy
c=cocy - cy_1 € C se tiene que

p(z)c(z) € (C)

con ¢(z) = ®(c). Por linealidad de ®(c), esto resulta equivalente a zc(z) € ®(C). En R,
se tiene que

r(cog+ x4 Fco1) = cor+ext o+ cpoa”
= Cho1Fcor 4 F o™t (mod (2" — 1)).

Es decir, zc(z) = s(c)(z). De aqui, el resultado sigue claramente. O

A partir de ahora pensaremos, como es habitual, a las palabras cédigo directamente
como polinomios.

Teorema 2.22. Sea C un ideal en if%. Entonces:

(a) Ewiste un tinico polinomio mdnico g(z) de grado minimo en C. Ademds, C = (g(x)).
(0) g(z) [ 2" — 1.

(c) Sigr(g(z)) =r entonces C = (g(x)) = {r(z)g(z) : gr(r(z)) <n-—r}

(d) {g(2),zg(x),...,a" " g(z)} es una base de C y dim(C) =k =n — r.

b

Demostracion. (a) Supongamos que C contiene 2 polinomios ménicos distintos, g;(z) y
g2(x), de grado minimo. Entonces, g;(x) — g2(x) es un polinomio no nulo de grado menor
que 7, lo cudl es absurdo. Luego, existe un tnico polinomio moénico de grado minimo r
en C. Lo llamamos g(x).

Veamos que C = (g(x)). Como g(x) € C, y C es un ideal, tenemos que (g(z)) C C. Por
otra parte, supongamos que p(x) € C. Existen tnicos ¢(z), r(x) tales que

p(x) = q(z)g(x) + r(2),
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con gr(r(x)) <r 6 r(x) =0.

Luego, como 7(z) = p(z) — q(x)g(z) € C y tiene grado menor que r, necesariamente
r(z) = 0. Asi, p(z) € (9(x)) y C C {g(x)). Por lo tanto,

C = {g(x)).
(b) Existen unicos q(z), r(x) tal que
v — 1= q(x)g(x) +r(z)

con r(z) de grado menor que r o 7(z) = 0. Como 2" —1 =0 € C en R,,, entonces
r(z) = —q(z)g(z) € C y por lo tanto r(z) = 0, de donde

glx) [ 2" =1,

que es lo que queriamos ver.

(¢) Sabemos que C = (g(x)) = {f(x)g(x) : f(x) € R,,}. Queremos ver que basta
restringirse a f(z) con gr(f(x)) < n —r. Se tiene que

2" — 1= h(z)g(x)

para algin polinomio h(x) de grado n — r. Dividiendo, tenemos, f(z) = q(x)h(z) + r(z)
con gr(r(x)) <n—r or(x) =0. Entonces,

f(@)g(z) = q(x)h(z)g(z) + r(z)g(z) = q(z)(z" — 1) + r(z)g(z),
y asi,
f()g(x) = r(z)g(z) en Rypn.
Luego, se cumple (c).

(d) Por (c), C estd generado por {g(z),zg(x),..., 2" " 1g(x)}. Como este es un con-
junto linealmente independiente, pues son todos polinomios de grado distinto, resulta una
base de C y, por lo tanto, dim(C) = n — r. ]

Definicién 2.23. Al polinomio g(z) del Teorema [2.22] se lo llama polinomio generador
o generador polinomial de C.

Como el polinomio generador ¢g(z) de un [n, n —r]-cédigo ciclico en R, , divide a 2™ —1
tenemos que
2" — 1= g(x)h(z),

donde h(z) es un polinomio de grado n — r llamado polinomio de chequeo o de control de
C. Tenemos el siguiente resultado que resume las propiedades de h(z).

Teorema 2.24. Sea h(zx) el polinomio de chequeo de un cddigo ciclico C en R,,.

(a) El cédigo C puede describirse como

C ={p(x) € Ry, : p(x)h(z) =0}.
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(b) Si h(x) = ho + hyz + -+ + hyp_ 2" ", entonces la matriz de paridad de C estd dada

por
J— ho 0 0
0 hpyr -+ ho 0 0
0 S R ho 0
0 cei e 0 hy, - hg

(c) El cédigo dual C* es el cédigo ciclico de dimension r con polinomio generador

ht(z) = hy'a™ "h(z™") = hy ' (hox™ " + hiz" ™"t 4+ -+ hyy).

Demostracion. (a) Sea C = (g(x)). Si p(x) € C, entonces p(x) = f(z)g(x) para algin
f(x) € Ry . Luego

p(@)h(z) = f(z)g(x)h(z) = f(z)(2" — 1) =0,

Reciprocamente, sea p(x) € R,, tal que p(z)h(x) = 0. Dividiendo, se tiene que
p(z) = q(z)g(x) + r(x) con grr(zx) < r é r(xz) = 0. Entonces,

0 = p(x)h(z) = q()g(x)h(z) + r(z)h(x) = r(z)h(z).

Sin embargo, gr r(x)h(z) < r+ (n —r) = n, por lo que r(x)h(z) = 0. Luego, r(z) =0y
p(x) = q(x)g(z) € C.

(b) Si ¢(x) € C, entonces c(z)h(x) = 0. Ahora, como gre(x)h(z) < 2n — r, reduciendo
médulo x™ —1, vemos que los coeficientes de ", 2"~ ... 2""! en el producto c(x)h(z)

son cero, es decir, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

COhn—T + Clhn—r—l + Cn—rhO =0
Clhnfr + Cthfrfl +oo 4+ CnfrJrlhO =0

Cr—lhn—r + crhn—r—l +F Cn—lho = 0.

Pero esto es equivalente a (cocy...c,_1)HT = 0, y asi H genera un cédigo C' que es or-
togonal a C, o sea, C' C C*. Commo h,,_, # 0, sigue que dimC’ = r y por lo tanto C' = C*.

(¢) Notar que hg # 0. Como h(z)g(xz) = ™ — 1 entonces h(z ')g(z™') =27 — 1 o sea
2" "h(z" N2 g(at) =1 — 2"
de donde sale que el polinomio ménico g(x)*t = hy'z""h(z~') divide a 2™ — 1. Luego,

el cédigo ciclico generado por g(z)' tiene una matriz generadora H, y por lo tanto,
(g(h)*) =C*. O
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Caddigos ciclicos irreducibles

Se dice que C es un cddigo irreducible si h(z) es irreducible sobre F,. De lo contrario, C
se dice reducible. Estos cédigos son conocidos también como coédigos minimales, que se
definen de la siguiente manera.

Supongamos que
"t —1= H m;(z)

es la factorizacién de 2™ — 1 en polinomios irreducibles sobre F,. Los cédigos ciclicos
M; = (m;(z)) se dicen maximales. Similarmente, si tenemos
" —1

() = T

entonces los cédigos ciclicos M; = (m;(z)) son minimales.

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de los codigos ciclicos irreducibles como
codigos traza.

Teorema 2.25. Sea g(x) un factor irreducible de x™ — 1 sobre F,. Supongamos que g(z)
tiene grado s, y sea v € Fyps una raiz de g(x). Sea Try : Fps — F, la funcion traza.
Entonces

n—1
C, = {Z Try(&y") 2" @ € € Fqs}
i=0
es un [n, s]-cédigo ciclico irreducible cuyos no-ceros son {7~ : 0 <i < s}.

Demostracion. Por Lema[1.5] C, es un cédigo lineal sobre FF,. Si
n—1
ce(z) = ZTrS(f'yZ) x’,
i=0

entonces ce,1(2) = ce(x)x en R, ,, lo que implica que C, es ciclico. Sea g(z) = S0~ gir'.
Por el Lema , como g; € F, y g(y) =0, tenemos

n—1 n—1
g-c= Z giTry(&y") = Tr, (f Zgﬁi) = Trs(0) = 0.
1=0 i=0
Entonces, (g(x)) € C;.
Ademés, Cj es un codigo ciclico distinto de R,,. Como g(z) es irreducible sobre F,,

no hay cédigos ciclicos propios entre (g(x)) y Rqn. Entonces, (g(z)) = C;. Luego, C, es
un codigo ciclico irreducible. n

2.7 Teorema de Delsarte

En esta seccién damos un resultado muy importante, el Teorema de Delsarte, que combi-
nado con las identidades de MacWilliams nos permitira hallar distribuciones de peso de
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codigos ciclicos siguiendo una estrategia general.

Dada una extensién de cuerpos Fym /F, y un cédigo ¢"-ario C, existen dos formas
canodnicas de asociarle codigos con palabras en el cuerpo mas pequeno, restringiendo o
traceando.

Definicién 2.26. Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre F,m. El cddigo restriccion de C
respecto a I, es

Res(C) =CnN(F)"={ceC:ceF,i=1,...,n}
es decir, el conjunto de palabras en C donde cada una de sus componentes estan en IF.

Otra forma de definir un cédigo sobre F, a partir de un cédigo sobre Fym es por medio
de la funcién traza, que definimos en la seccion de cuerpos finitos del capitulo anterior.

Dado un vector ¢ = (ci, ..., ¢,) € Fy podemos definir su traza por

Trqm/q(c) = (Trq’"/q(cl)u e 7Trqm/q(cn))-

Definicién 2.27. Sea C un cédigo lineal de longitud n sobre Fym, el cddigo traza de C es
el codigo sobre I, definido por

Tr(C) = {Trgmq(c) : c € C}.

Notemos que si C es un cédigo ciclico sobre Fym, entonces tanto Res(C) como Tr(C)
resultan ciclicos.

Veamos ahora el famoso Teorema de Delsarte ([I0]) que relaciona las trazas de los

duales con las restricciones.

Teorema 2.28. Sea C un cddigo lineal de longitud n sobre Fym. Entonces tenemos que
(Res(C))* = Tr(CH),

Demostracién. Primero veamos que (Res(C))* D Tr(CH).

Sean ¢ = (cy,...,¢,) € Cty b= (by,...,b,) € Res(C). Por la linealidad de la traza, se
tiene que

n

Tr( b—ZTcmb—Tr(Z b)zTr(c-b):Tr(O):O.

=1

Luego, Tr(c) € Res(C)*.

Ahora veamos que (Tr(C*))t C Res(C). Sea a = (ay,...,a,) € (Tr(Ct))*t. Como
a; € F, para 1 < i < n, solo hace falta ver que a € C. Para b= (by,...,b,) € C* se tiene
que (b € C* para todo 8 € Fym, y entonces

0 = a(Te(8b)) ZazTr 3b) Tr(ﬂZal ) — Tr(B(a - b)).
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Entonces, a-b =0y a € C. Luego, (Tr(C*+))* C Res(C).
Por lo tanto,
Te(C*) € (Res(C))™,

y se cumple lo que queriamos. O

El teorema afirma que se cumple el siguiente diagrama

dual
<——

C ct

Res | $Tr

Res(C) &2 Res(C)*

Consecuencia para cédigos ciclicos irreducibles

Sean ¢ = p™, a un generador de Fy y
W) = hi(z) - hi(z) € Fypla],

donde hj(x) son polinomios irreducibles distintos sobre F,. Para cada 1 < j <'t, sea

gi=a"%

una raiz de h;(x), sea n; el orden de g; y sea m; el menor entero positivo tal que
p™ =1 (mod n;).

Por lo tanto, gr(h;(z)) = m; para todo j =1,...,t.
Pongamos

n:% con 6 =med(q—1,81,...,5)

y definamos el cédigo
C=A{clar,...,a) : aj € Fymj }

donde
t t
o0 = (3 Ty ). 3 T )
j=1 j=1

Por el Teorema de Delsarte, C es un [n, k]-c6digo ciclico con polinomio de chequeo h(x)
y k=mq+ -+ my, por lo tanto todo cédigo ciclico puede ser definido dando solamente
los ceros del polinomio de chequeo via esta contrucciéon. Una consecuencia de esto tltimo
es que todo cddigo ciclico irreducible es un coédigo traza, lo cual resulta muy importante
para los fines de este trabajo.
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2.8 (Cdbdigos mas conocidos

Introduciremos la definicion de algunos de los cédigos lineales y ciclicos mas importantes,
y de los que hablaremos en los proximos capitulos: Hamming, BCH y Reed-Muller. Por
cuestiones de espacio, hemos dejado afuera de esta lista a los cédigos de Golay, de Reed-
Solomon, de residuos cuadraticos y de Goppa racionales, que son igualmente tutiles y
famosos.

2.8.1 Codigos de Hamming

Los cédigos de Hamming binarios son los cédigos mas antiguos que se conocen y fueron
introducidos por Richard Hamming en 1950 en [16]. En esa época las ‘computadoras’ fun-
cionaban con tarjetas perforadas. Richard dejaba a las maquinas calculando toda la noche
y al llegar a la manana recibia el desagradable mensaje ‘parity check error’. Cansado de
lidiar con esto invento los coédigos que llevan su nombre y que corrigen 1 error.

Si formamos la matriz H cuyas columnas son las 2" —1 palabras no nulas de F;, tenemos
una matriz r X n, con n = 2" — 1, en donde cualquier par de columnas son linealmente
independientes, pero hay tres columnas linealmente dependientes. Luego, H es la matriz
de paridad de un cddigo lineal, denotado por Hy(r), con pardmetros

n=2"—1, k=n—r, d=3.
Este es el llamado cddigo de Hamming binario de orden r.

Los cédigos Hamming binarios pueden generalizarse a cualquier alfabeto F,. Para cada
r fijo, construimos la matriz H,, de la siguiente manera. Elegimos cualquier columna no
nula ¢; € V) = F. Luego, elegimos cualquier columna no nula

cg € Vo =ViNHae : a €}

Continuamos eligiendo columnas no nulas de esta forma y descartamos los multiplos
escalares de las columnas elegidas hasta agotar todas las columnas de Fy. Como cada
columna ¢ € F} tiene ¢ — 1 multiplos escalares no nulos ac, a € Fy, vemos que la matriz

. T__
H,, formada por las columnas c; tiene qull columnas.

La matriz H,, € M,x,(F,) con n = 21 ge llama de Hamming de orden r y es la

q—1
matriz de paridad de un cédigo lineal g-ario con parametros
"—1
n = d ’ k=mn— r, d= 37
qg—1

denotado por H,(r) y llamada cddigo de Hamming g-ario de orden r.

Cuando (n,q — 1) = 1, H,(r) puede ser visto como un cédigo ciclico. Por ejemplo, los
c6digos Hamming binarios son ciclicos, al igual que los ternarios de longitud impar. En
efecto, sea v un elemento primitivo en Fym. Entonces, 8 = o' es una raiz n-ésima de la
unidad. La matriz de chequeo de H,(r) es

H=11,58 8,....0~.
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Notar que su polinomio generador es

g(t) = mpg(t).

Cdédigos simplex

Los duales de los cédigos Hamming son llamados cddigos simplex. Son [q(;%ll, r],-cédigos.
El peso de las palabras de este cédigo tiene una propiedad interesante.

Teorema 2.29. Las palabras no nulas del [q;_—_ll,r]q—co/digo simplex sobre I, tienen todas
peso q" — 1. En particular, la distancia minima es d = q" — 1.

Para cédigos simplex binarios veamos una construccién recursiva y una prueba para el

teorema. Sea (G5 la matriz
0 1 1
Ga = (1 0 1)‘

Para r > 3, definimos G, por induccién como

Afirmamos que el cédigo Sa(r) generado por G, es el dual de Hy(r). Claramente, G,
tiene una fila mas que G,_; y, como G5 tiene dos filas, G, tiene r filas. Si llamamos n,.
al nimero de columnas de G,, tenemos que ny = 2> — 1y n, = 2n,_; + 1; entonces, por
induccién, n, = 2" — 1. Las columnas de G4 son distintas de cero y distintas entre ellas,
luego, por construccion, las columnas de G, son distintas de cero y distintas entre ellas.
Entonces, GG, tiene 2" — 1 columnas distintas de longitud r. Pero hay solo 2" — 1 r-uplas
distintas, éstas son las expansiones binarias de 1,2,...,2" — 1. Entonces,

Sy(r) = Hy(r)™.

Las palabras no nulas de S5(2) tienen peso 2. Asumimos que las palabras distintas de
cero de Sy(r—1) tienen peso 2" 2. Entonces, las palabras no nulas del subcédigo generado
por las tltimas r — 1 filas de G, tienen la forma (a,0,b), donde a,b € Sy(r — 1). Luego,
estas palabras tienen peso 2 - 2772 = 271,

También la primer fila de G, tiene peso 1+ 277! 4+ 1 = 271, El resto de las filas de
Sy(r) tienen la forma (a,1,b + 1), donde a,b € Sy(r — 1). Como w(b+ 1) = 2772 — 1,
entonces

w(a,1,b+1)=2"2+1+2"2-1=2"1

Luego, por induccién, todas las palabras distintas de cero de So(r) tienen peso 27 1.
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2.8.2 C(Codigos BCH

Ahora veremos los cédigos BCH, que llevan ese nombre pues fueron introducidos y estu-
diados en 1959-1960 por Bose y Ray-Chadhuri y por Hocquenghem en los trabajos [1], [2]

y [18].

El cédigo ciclico BCH, ,(6) de longitud n y distancia disefiada ¢, con § un entero tal
que 2 < § < n, es el codigo ciclico cuyo polinomio generador es de la forma

g(t) — mcm{mﬁa (t), m5a+1 (t), c. ,m6a+6—2},

para alguna secuencia de elementos 3%, 4%t ..., %2 donde B es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad en alguna extension de [F,.

Hay una relaciéon entre la distancia disenada o y la verdadera distancia minima del
c6digo. Notar que la matriz de chequeo de BCH,, ,(9) es

1 Ba B2a o B(nfl)a

1 a+1 2(a+1) o (n—1)(a+1)
ao | 5

i ﬁaJr‘6f2 52(a4672) o /B(nfl)&aﬂ?fQ)

Esta es una matriz de Vandermonde, por lo tanto cualquier conjunto de § — 1 columnas de
H son linealmente independientes. Luego, el codigo tiene distancia minima d que satisface

d>o.

Més atin, como las entradas de H estan en F,m, éstas pueden ser expresadas como una
columna de m x 1 sobre F,. Entonces, el rango de H es a lo mas m(d —1) y, por lo tanto,
el codigo BCH,, 4(0) es un [n, k, d|,-c6digo ciclico con

E<m(§d—1) N d> 4.

En el caso particular que ¢ = 2, a = 1 y 6 = 4, nos referimos a BCH,, ,(J) como el
cédigo BCH binario de longitud 2™ — 1. Sea a un elemento primitivo de Fom, en este caso
el polinomio generador de este cédigo es

9(t) = ma(t) mas(?),

donde m,:(t) es el polinomio minimal de o' sobre Fy con i = 1, 3.

2.8.3 Codigos Reed-Muller

Los siguientes codigos que veremos fueron originalmente introducidos en 1954 por Muller
en [35]. El mismo ano, Reed dié un método de decodificacién ([36]). Hoy se los conoce
como cddigos de Reed-Muller. Daremos una descripciéon recursiva alternativa. Estos
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codigos generalizan a los codigos de Reed-Solomon.

Para 0 < r < m, el cddigo de Reed-Muller de orden r y longitud 2™, denotado por
RM (r,m) se define recursivamente de la siguiente manera.

e RM(0,m) = Reps(2m) = {0, 1},
o RM(m,m) = 72",
o RM(r,m)=RM(r,m—1)® RM(r—1,m—1), si 0<r<m.
Es decir,
RM(r,m) = {(uv,u+v) €Z3" : u€ RM(r,m—1),ve RM(r—1,m—1)}.

Este cédigo tiene parametros

Enuciamos a continuacion, sin demostracion, algunas propiedades importantes de estos
cédigos.

Teorema 2.30. Sea 0 < r < m.

(a) R(r,m) tiene matriz generadora

N/ 0---01

(m~+1)—wveces

GO,m = (11 e 1) ) Gm,m = (Gm—l,m> )
_ Gr,mfl Gr,mfl .
Grm = ( 0 Grl,ml) st 0<r<m.

(b) RM(r —1,m) C R(r,m) parar > 0. Es decir,

RM(0,m) C RM(1,m)C ---C RM(r—1,m) C RM(r,m).

(¢) Todas las palabras en RM(1,m), salvo 0 = (0,...,0) y 1 = (1,...,1), tienen peso
om—1,

(d) RM*(r,m)=RM(m —1—1r,m) conr < m.
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Capitulo 3

Distribucion de pesos de codigos
lineales

En este capitulo nos dedicamos a la distribucién de pesos de codigos lineales y ciclicos a
partir de diferentes estrategias. En primer lugar, definimos el género de un cédigo y vemos
el enumerador de pesos como un polinomio en x — 1, lo que nos lleva a un teorema que nos
da algunas desigualdades para los coeficientes del enumerador en esta representacion, los
cuéles tienen cierta relacion con los nimeros A; que buscamos. A continuacién analizamos
qué nos dice este teorema en el caso de los cédigos MDS y, en particular, en cédigos de
Hamming. En la siguiente seccién mostramos algunos resultados sobre la relacion entre la
distribuciéon de pesos de codigos ciclicos irreducibles y el nimero de soluciones de ciertas
ecuaciones diagonales.

3.1 Cddigos lineales y enumeradores de peso

Sea C un [n, k, d],-c6digo. Recordamos que A; es el nimero de palabras de peso i en C.
Notemos que se cumple que

z": A = C]k‘
i=0

Homogeneizando el polinomio enumerador de peso del cédigo C, definido en (2.1,
obtenemos

Welw,y) =Y aldy =3 " A7y, (3.1)
=0

ceC

donde |c| es el soporte de la ¢ = (¢q, ..., ¢,), es decir,
le] =#{1 <i<n: ¢ #0}.

A veces es conveniente considerar el polinomio no homogéneo. A partir del polinomio
enumerador de pesos homogéneo en (|3.1) podemos recuperar el polinomio enumerador de
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pesos no homogéneo de la siguiente manera

n

We(x,1) = Welx) =) A,

=0

El cédigo C tiene exactamente una palabra cédigo de peso 0 y no tiene otras palabras
de peso menor a d. Entonces, tenemos que

AO - 1, Al

':Adflzou Ad7£07

y esto nos dice que podemos escribir

n—d
Wela,y) =y"+a* Y Agaa’y""".

=0

Como en muchos casos no sabemos el valor exacto de d, pero conocemos alguna cota,
es mas conveniente escribirlo de la siguiente forma. Sea a un entero tal que d > n — a,
entonces

We(z) =1+ A’ (3.2)
i=0

Luego, podemos ver facilmente que si d > n — a, entonces tenemos una representacion del
polinomio enumerador de pesos dada por

We(z) = 2" + Z Bj(x — 1), (3.3)

donde, si comparamos las expresiones (3.2) y (3.3)), tenemos que los nimeros A; y B;
estan relacionados por

Bo= S0 (A v A= S () )B; (3.4)
j=n—a j=n—i

A partir de la identidad de MacWilliams, y homogeneizando los polinomios We(x) y
We.i(x), obtenemos la expresién homogénea de las identidades de MacWilliams

Wei(x,y) = qich (z+(¢g— Dy, z—y). (3.5)

3.1.1 Un resultado general

Existen muchas cotas que involucran los paramétros de un codigo, como por ejemplo las
cotas de Hamming, de Gilbert-Varshamov, de Griesmer, etc. Recordamos ahora la més
simple de todas.

Proposicién 3.1 (Cota de Singleton). Si C es un [n, k, d],-cédigo lineal entonces

d<n-—k+1
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Los cédigos cuyos parametros alcanzan la igualdad en la cota de Singleton se llaman
cddigos MDS (por ‘maximum distance separable’), ya que son los que tienen la mayor
distancia posible entre todos los cédigos con longitud y tamano fijos.

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Sea g un entero no negativo. Un cédigo C es llamado de género a lo
sumo g si g es el minimo entero tal que se cumplen las siguientes relaciones

k+d>n+1—g y (n—k)+d->n+1-g.

En este caso, C+ también resulta un cédigo de género a lo sumo ¢g. Notemos que los
cédigos MDS que definimos antes son de género a lo sumo cero.

Definimos el numero
a=k+g-—1 (3.6)

que sera de gran utilidad en lo que resta de la seccion.

El siguiente resultado para cddigos lineales generales es muy importante ya que de-
termina una parte del espectro y da cotas para la otra parte. Esto en combinacién con
otras propiedades conocidas, resulta muy 1til en ciertos casos a la hora de calcular la
distribucién de pesos de un cédigo.

Teorema 3.3. Sea C un [n, k, d],-cddigo de género a lo sumo g ya =k+g—1. Entonces
los coeficientes B; en la representacion de We(x) dada por (3.3)) satisfacen

Bi=(}(g" " = 1),

para 1 < a—2g+1 y las desigualdades
maae {0, (2) ("7 — 1)} < B < (2) (g — 1),
para a — 29 +2 < i < a.
Demostracion. En primer lugar, aplicaremos la identidad de MacWilliams al caso ho-

mogéneo y, luego, lo escribiremos a partir de la representacion del polinomio enumerador

de pesos dada en (3.3)).
Wer(z,y) = F{(z+(g—1)y +ZB qy)'(z —y)" '} (3.7)
Pasamos ahora a coordenadas no homogéneas. Para el cédigo Ct tenemos que
Wei(z) = 2" —i—ZBJ‘I—l (3.8)

donde los B son los niimeros B; en (3.3) cuando reemplazamos C por C* y

at=n—k+g—1.
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A partir de (3.7) tomando y = 1 obtenemos que

aL a
7+ Y BHa -1 =g {@+a—1"+ Y Big(w — 1)}
=0 py

Luego, expandiendo en potencias de z = z — 1 se tiene que

at n n—a—1
S BN Y (= 3 Qe Y (Bt ()
=0 i=at+1 =0 i=n—a

De aqui podemos ver que, para n —a < ¢ < n, se tiene

(") (g~ — 1), sii>at 41,

(D = 1) + Blg ™, sii<at,

Haciendo la sustituciéon j = n — 4 y teniendo en cuenta que
k=a—g+1,
at=n—k+g—1l=n—a+2g—2.

se tiene que

(%) (g9t = 1), sij<a—2g+1,
n a—j—g+1 1 a— 1 : .
(j)(q 779t — 1) + B, q i—9+ sia—2g+2<7.

B, =

J

Esto prueba la igualdad deseada y la desigualdad inferior. La desigualdad restante se
puede calcular de manera similar. O

3.1.2 Espectro de cédigos MDS

El teorema anterior permite conocer parcialmente la distribucién de pesos de codigos
lineales. Veamos que para los codigos MDS dicho teorema es suficiente. Como ya notamos,
estos codigos tienen género a lo sumo cero, luego g = 0y a = k — 1. Asi, el polinomio
enumerador de pesos esta representado por

Entonces, el Teorema nos dice que

B;=(M(¢""-1) para 1 < k.

En este caso, tenemos todas igualdades, es decir, conocemos todos los ntimeros B;.
Tenemos entonces que

A():l, A1:A2:"':An_k:0,
k—

A; = Z (—1)"**i( 7 )B; para i>n—k+ 1.
j=n—i
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En conclusién, considerando un cédigo MDS, a partir del Teorema [3.3, podemos en-
contrar su distribucion de pesos completa. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.4. Consideremos el [8, 7, 2]>-c6digo Reed-Muller RM (2, 3). Notemos que
ktd=7+2=9=n+1,

por lo tanto, este es un cédigo de género a lo sumo cero. Luego, a = k — 1 = 6 y tenemos
que
B=(502""-1 para @ < 7.

Entonces, se tiene

By = (})(2" — 1) =127,
By = (})(2°— 1) =504,
By = (5)(2° — 1) = 868,
By = (3)(2" — 1) = 840,
By = (§)(2* = 1) = 490,
Bs = (})(2* — 1) = 168,
Bs= (§)(2' — 1) =28,
Br=(3)(2°—1)=0.
Luego, la distribucién de pesos del cédigo es

Ay =1,

A =0,

Ay = Bg = 28,

Ay = By — 6B = 0,

Ay = By — 5B5 + 1584 = 70,

As = Bs — 4By + 10B5 — 208, = 0,

Ag = By — 3Bs + 6B, — 10Bs + 158, = 28,
Ay = By, — 2By +3Bs — 4B, + 5Bs — 6B = 0,
As =By~ By + By — By + By — Bs + Bs = 1.

Es decir, el espectro es simétrico y su enumerador de pesos queda
Wrnmes)(z) =z + 282% + 702" + 282° + 2°.

Es directo chequear que la suma de los pesos Ag + - - - + Ag = 128 es igual al nimero de
palabras del c6digo, como tiene que ser.

3.1.3 Espectro de codigos de Hamming

Sea Hy(r) el [n,n —r,3] -cédigo de Hamming. Veamos qué nos dice el Teorema en
este caso. Encontremos primero el género. Tenemos que

n—r+3=k+d>n+1-—g
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y esto pasa si y sélo si,

g>r—2.
Por lo tanto, el cédigo H,(r) es de género a lo sumo r — 2. Representamos al polinomio
enumerador de pesos como en (3.3)), con

Entonces, por el Teorema [3.3] tenemos que
Bi=(})(¢" " =1)
parat <a—29g+1=n—-2r+2,y

max {0, (7)(¢" =D} < Bi < ()¢
paran —2r +3 <i:<n-—3.
Conocemos exactamente los primeros n — 2r + 3 nimeros B; y tenemos cotas para los
siguientes 2r — 5 nimeros B;.

Luego, la distribucién de pesos de H,(r) es
A(]:l, A1:A2:O,

A = Z (—1)mtitd (nJ_Z)BJ para 3 <1i<n.

j=n—1i

Desconocemos el valor exacto de cada A;, pero los tenemos escritos en términos de los
2r — 5 B;’s, para los que sélo tenemos una cota. En el caso binario, para encontrar el
espectro de manera explicita puede ayudarnos el hecho de que la distribucién de pesos
de los cédigos de Hamming binarios es simétrica, pues contiene a la palabra 1 = (1...1)
y esto es una condicién suficiente, como se puede ver en [19]. En general, los cédigos de
Hamming g-arios con g # 2 no son simétricos. Esto se puede ver a partir del resultado
en [24], que da los valores explicitos de A; para 1 < ¢ < 10 para cualquier H,(r). Por
ejemplo si ¢ = 3 y r = 3, tenemos que Az # Ajp.

Sin embargo, encontrar la distribucién de pesos de este cédigo es facil. Conocemos el
espectro del c6digo simplex H,(r)*, que estd dado por
Ag =1, Apr=4q" -1,
y A; = 0 para todos los demas indices 1.
Entonces, por , se tiene que

1 n
Aj = Y ATKM(j) = S{KM(0 "KM}
|Hq(7,)i|j§:0 FEPG) = K0 + (¢ = DK (g}

Por la definicién de los polinomios de Krawtchouk (otra forma de calcular estos polinomios
es usando la recurrencia vista en el Teorema [2.18)) concluimos que

qrfl
r—1 r—1

A= Hla = D) + @ - D D))
=0
obteniendo una férmula cerrada para la distribucion de pesos de coédigos de Hamming
g-arios.
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3.2 (Cddigos ciclicos y ecuaciones diagonales

En esta seccién damos la definicién de una ecuacién diagonal y algunos resultados que
nos permiten encontrar el nimero N de soluciones de dicha ecuacién, en algunos casos.
Luego, vemos cudl es la relacién entre el niimero N y la distribucién de pesos de un coédigo
ciclico irreducible.

3.2.1 Ecuaciones diagonales sobre cuerpos finitos

Sea [F, con ¢ = p" y p primo. Consideremos una ecuacién polinomial del tipo

arP 4 - 4 agad = b, (3.9)
donde s > 2, dy,...,ds son enteros positivos, b € F, y ay,...,as € . Tal ecuacion es
llamada una ecuacion diagonal sobre el cuerpo [F,. El nimero N de soluciones de esta
ecuacién en IF; es el nimero de s-uplas (71, ...,7,) € F; para las cudles

d
alfyll_i_..._'_as ;13: .

El siguiente teorema nos ayudara a encontrar el nimero de soluciones de la ecuacion

diagonal (3.9) en el caso particular en que d; = --- = ds = d, es decir
amal + -+ ax? = b (3.10)

Para cada a € F,, necesitaremos considerar el caracter aditivo de F, definido por
ala) = e

donde w, = e » es la raiz p-ésima de la unidad en C.

Teorema 3.5. El nimero N de soluciones de la ecuacion (3.10]) es

N = q_l Z Xa<_b) H Saaia
=1

aclF,
donde
Su = Z Xu(xd)
z€Fy
Demostracion. Definimos
_ d d
F(zy,...,x5) = a1z{ + -+ + asxs — b,

S= ) > XalF(1,...,30)).

a::(a:l,..‘,xs)eFfZ a€lFy
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Tenemos que

Z Xa(F(21,...,25)) =

a€ly

{q, si F(xy,...,25) =0,

0, caso contrario.

Entonces, usando esto e intercambiando las sumas, se sigue que

N=5=% 5 WlF(a,... ).

a€ly (xh...,acS)G]Fg

Como x, es un morfismo, la suma interior es igual al producto de x,(—b) por

que es también igual a

De aqui, sale lo que queriamos. O

Corolario 3.6. El nimero N de soluciones de la ecuacion diagonal z{+---+z¢ =0 estd

dado por
N = z% Z(Sa)s donde S, = Z prr(amd).

a€lF, z€F,
Notemos que S, = g(a,d) en el caso que k = 1 (mod d), donde g(«,d) es el periodo
de Gauss.
3.2.2 Numero de soluciones y espectro de cédigos ciclicos

Sea m(x) un divisor ménico irreducible de 2™ — 1 sobre F,. Entonces, (m(x)) es un ideal

. 7 . 7 . n__ 3 /7 . 4 :
maximal, y el cédigo ciclico generado por = es llamado, como vimos, un cédigo ciclico
m(z)

irreducible. Tenemos que m(x) = m,(z), el polinomio minimal de « sobre F,, donde «
es una rafz primitiva n-ésima de la unidad. Denotamos a este cédigo por C(«).

Sea L el cuerpo de descomposicién de 2 — 1 sobre F,. Sabemos que C(«) es la imagen
de L por el mapa inyectivo p : L — F definido por

n—1

n(e) = (Tr(e), Tr(cav), . .., Tr(ca™ ) = Z Tr(ca') z'.

=0
Es decir, L = Fpe con e = gr my(z) y

1

Cla) = {(Trpe/p(cai))?;o cc€Fa}.
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Proposicién 3.7. Sea a € F,, ¢ = p" y supongamos p" —1 =nd y p— 1| n. Entonces,
la suma S, del Corolario estd dada por

. dp
Sa=p"— FU}(M(C)% (3.11)

donde ¢ = Tr(a) y w(p(c)) es el peso de la palabra p(c) en el cédigo C(a).
Demostracion. Consideremos la ecuacion
Tr(az?) = (3.12)

con A € F, y sea N, el nimero de soluciones z € F, de (3.12)). Si A # 0, entonces la
ecuacién es equivalente a
Tr(\ tar?) = 1.

Como p — 1 | n se sigue que [F7 estd contenido en el subgrupo multiplicativo G de
orden n de F;. Entonces, existe algun x, en F} tal que AL =24, Si definimos y = x),
entonces, la ecuacién (3.12)) se convierte en

Tr(ay?) = 1.

Por lo tanto, Ny = Ny para A # 0. Esto es

p—1
Sa: ZN)\U);\:N0+N12UJ;\ZN()+N1(—1+ZQ};\)
A€F, A0 A=0
Como 274 wy = 0, tenemos que
Sa:NO—Nl. (313)

Por otro lado, se tiene que
Trq/p(ao/) = Tryp, (Tr]Fq/L(ao/)) = Tryp, (oziTrFq/L(a)) = TrL/Fp(co/).

Entonces, ‘
n—w(u(c) =#{0<i<n—1: Tryy(aa') = 0}.

d

Como nd = p" — 1, la ecuacién 2 = o' tiene exactamente d soluciones en F;. Entonces

No =1+ d{n—w(u(c))}. (3.14)

Ademas,

’Fq| = Z N)\?

AEF,
lo que significa que
p"=No+(p—1)N:. (3.15)
Luego, de (3.13)), (3.14) y (3.15) se obtiene (3.11)), como queriamos. O
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El siguiente resultado relaciona las soluciones de ecuaciones diagonales con el espectro
de ciertos cédigos ciclicos asociados.

Teorema 3.8 (Wolfmann). Sea a € F,, ¢ = p" y supongamosp”"—1 =nd yp—1| n. Sean

Ay, ..., A, la distribucion de pesos del codigo asociado C(a) y N el nimero de soluciones
(z1,...,25) dex{+-+22=0en 3. Entonces
ps—u n - s
= Aiilp—=1)p" " —=di} 3.16

donde v es el orden multiplicativo de p médulo n.

Demostracidn. Por el corolario [3.6]y la proposicién 3.7, N estd dado por

N= ST (- ! — dw(u(Tr(a)))

<p B 1)8 a€ly

El orden multiplicativo v de p médulo n es un divisor de r, y el cuerpo de descomposicion
L de 2™ — 1 sobre I, es [Fv

Para cualquier ¢ € L, el nimero de elementos a € F, tal que ¢ = Tr(a) es

Entonces tenemos

ST ((p—1p = dw(p(e))”.

El mapa pu es inyectivo y asi el nimero de elementos ¢ € L tal que w(u(c)) =i es el
nimero A; de palabras cédigo en C(a) de peso i. Esto nos da la férmula para N que
queriamos. O

El teorema nos dice que, baJo la condicién de que d divide a 2 1 , podemos calcular

el nimero de soluciones de ¢ + -+ + 2¢ = 0 si conocemos la dlstrlbucwn de pesos del
cddigo ciclico irreducible asociado.

Ejemplo 3.9. Sean p=2,d="7,r=6 y n=9. El nimero N de soluciones de
ol =0
sobre [Fys esta dado por

N = 2%70(16° + 9571 427 .25 + 27 - (=5)*).
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Veamos una demostracion de esto.

Primero notemos que la descomposicién de z° — 1 en factores irreducibles es
2 —1=(@—-D@*+o+1)(a +2°+1)

donde hemos usado propiedades de los polinomios ciclotémicos. En efecto, 27 — 1 =
Oy (2)P3(2)Py(z) v Pg(x) = P3(z3). Es facil chequear que estos polinomios son irre-
ducibles sobre F,.

Luego, 2% + 2% + 1 es el polinomio minimal de a sobre Fy, donde « es una raiz novena
de la unidad sobre Fy. Entonces, el generador de C(«a) estd dado por

(559 —1) 6 3
g(x)zm:a: +a2° + L
Luego la matriz generadora de C(«) es

1 001 0O0O0O0O

01 001O0O0O0TUO0

G- 001 001O0O00O0

10 001 0O0T1O00O0

00 0O01O0O0T1TP0

00 0O0O0OT1TUO0OT®O0OT1

Las palabras cédigo de C(«) son combinaciones lineales sobre Fy de las filas de G. Luego,
la distribucién de pesos de C(«) esta dada por

AO = 1, A1 - O, A2 = 9, Ag = 0, A4 - 27,
A5:O, A6:27, A7:A8:A9:0.

Luego, tenemos que

N = 2576025 4+ 9(2° — 14)® + 27(2° — 28)* + 27(2° — 42)*}
= 227002 4 97" 427 2° 4+ 27 (-5)°},
que es lo queriamos ver.
Por ejemplo, veamos que pasa en los casos mas chicos s = 2, 3. La ecuacién
z] + a8 =0

tiene

N =272{28 + 93 +27.22 + 27 - (—5)?} = 442
soluciones mientras que la ecuacion

] +ah + 2l =0

tiene exactamente

N =20{2"2 4 9% 1 27.23 4 27 (=5)3} = 7498

soluciones.
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Capitulo 4

Distribucion de pesos de codigos
ciclicos

Aqui consideramos cédigos ciclicos y planteamos una estrategia muy til para encontrar su
distribucion de pesos utilizando el Teorema de Desarte y la Identidad de MacWilliams. El
resto del trabajo se basa en usar esta estrategia para distintos codigos, aunque nos concen-
traremos principalmente en los cédigos de Melas y los cédigos relacionados de Zetterberg.

Sea C' un cédigo ciclico de longitud n sobre F,, con p primo. Consideramos C el cédigo
ciclico en Fy—pr tal que Res(C) = C, donde Res(C) = C NF} es la restricciéon de C sobre
F,. Luego, por el Teorema de Delsarte, se tiene que

Res(C)*™ = Tr(CH).
Es decir, tenemos el siguiente diagrama
c &
Res | 3 Tr

dual
c & ot

Para conocer la distribucién de pesos de C*, pensamos entonces en este cédigo como
un codigo traza. Sea

v=(v1,...,0,) = (Tr(vy),..., Tr(v,)) € C*

una palabra en el cdédigo dual. Para conocer su peso es suficiente entonces conocer el
nimero #{1 <i <n:Tr(v;) # 0}. Equivalentemente, tenemos

w(c) =n—#{1 <i<n: Tr(v;) = 0}. (4.1)

El nimero #{1 < i < n : Tr(v;) = 0} estd naturalmente asociado a ciertas sumas
exponenciales o a la cantidad de puntos racionales de curvas algebraicas.
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Por Teorema sabemos que Tr(f(z)) = 0 si y sélo si existe un y € Fym tal que
y? —y = f(x). Entonces, el peso w(c) estd estrictamente relacionado con el nimero de
puntos racionales de la curva de Artin-Schreier

YI-Y = f(X). (4.2)

27

Por otro lado, si wy = e ¢ tenemos que

sTr(f(z)) — g si Tr(f(x)) =0,
seZF:qw" {07 st Te(f(x)) # 0.

Luego, de (4.1)) y (4.3) obtenemos que
w(c)-n—q(q -1+ E E Wy >,

seFy mGIF;m

(4.3)

donde la suma interior es una suma exponencial, que segin como sea f(x) tomard even-
tualmente la forma de alguna suma conocida como las sumas de Gauss, de Kloosterman
o de Weil.

Una vez que tenemos la distribucién de pesos del cédigo dual, usamos la Identidad de
MacWilliams para obtener la distribucién de pesos del cédigo C. Recordemos que si el
cédigo C es un cédigo ciclico irreducible, entonces puede ser visto como un codigo traza y
podemos trabajar directamente con las curvas algebraicas o las sumas exponenciales.

Usaremos esta estrategia para encontrar la distribucion de pesos de los codigos ciclicos
clasicos de Hamming y BCH en este capitulo, y los menos conocidos Melas y Zetterberg
en los capitulos siguientes.

4.1 Cbdigos de Hamming

Si bien el espectro de estos cédigos lo hemos calculado de forma tradicional en el capitulo
anterior, veamos aqui como se aplica la estrategia general mencionada al comienzo del
capitulo al caso de codigos de Hamming ciclicos.

Sean p un numero primo, m > 2y ¢ = p™. Comenzamos recordando dos resultados
clésicos sobre ciclicidad de los cédigos de Hamming (ver por ejemplo Seccion 7.4 en [37]):

e Todo cédigo de Hamming binario Hs(m) es equivalente a un cédigo ciclico (o sea es
ciclico salvo permutacién de coordenadas).

e Si (m,q— 1) =1 entonces el cédigo de Hamming g-ario H,(m) es equivalente a un
codigo ciclico.

Consideremos cédigos de Hamming H,(m) ciclicos (o sea m coprimo con p — 1 si p es
impar y con las coordenadas ya correctamente ordenadas). El cédigo H,(m) de longitud
Fp(T]
T 1)

q — 1 es el ideal generado por m,(T') en , donde m(T) es el polinomio minimal

de «, donde « es un generador de [Fy.

23



Notemos que la dimensién de H,(m) es ¢ —1 —m y la distancia minima es 3, como ya
habiamos mencionado.

Podemos relacionar la distribucién de pesos de este H,(m) tanto con una curva alge-
braica como con ciertas sumas de Gauss. Primero, vemos a H,(m) como la restriccién a

Fp[T] > del cédigo H,(m) definido por el ideal

T
(T -a)
Fg[T]
en ety
Los polinomios en H,(m) son los vectores (ao, a1, ..., a,—2) que son ortogonales a los
vectores (1,a,a?, ..., a??). Como a genera [y, el ultimo vector tiene precisamente todos

los elementos x € F; como sus coordenadas. Entonces, el dual de H,(m) en F, estd dado
por

Hp(m)" = {(Az)eer: = A € Fy}.
Luego, por el Teorema de Delsarte, tenemos que

Hy(m) Hp(m)*

dual

Res | $ Tr

Hy(m) &% Hy(m)*
Por lo tanto,
Hy(m)*: = {Tr(A\z)zer; © A € Fy}.
Si tenemos una palabra v € H,(m)*, entonces
wv)=#{i v, #0} = ¢q—1—#{i : v; =0}
= q—1—#{z €F, : Tr(\r) = 0}.

Veamos todo esto en un ejemplo simple. Consideremos el cdigo binario H(3), dado

por el ideal generado por el polinomio f(z) = z® + x + 1, que es irreducible en F,.

Buscamos un c6digo Hz(3) en Fg tal que Res(H2(3)) = Ha(3). Observemos que f(z) no
es irreducible en Fg, y tenemos que

P rr+l=(r—a)(r—a®)(z—a),
con o una raiz séptima de la unidad de [Fg.

Entonces, el cédigo Hs(3) dado por el ideal generado por x — « es tal que Res(Hz2(3)) =

H,(3), y se tiene que
dual

Ho(3) Ha(3)t
Res | JTr

dual

HQ(S) — HQ(?))J_

A continuacién calcularemos el espectro de Hy(m) siguiendo dos caminos diferentes.
Primero, a partir de curvas algebraicas y, luego, utilizando sumas exponenciales.
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Por curvas
El Teorema [1.6] nos dice que
Tr(Ax) =0

si y solo si existe y € ¥, tal que
Y —y = Az,

entonces, el peso de una palabra v € H,(m)* estd relacionado con la cantidad de puntos

racionales de la curva
B\ YP Y = )\X.

No siempre es facil encontrar los puntos racionales de esta curva.

Por sumas exponenciales

27i

Sea w, = e » . Notemos que si f(z) = Az, entonces

p, s Te(f(z)) =0,
STr(f(2) _
Se%wp {0, si Tr(f(x)) # 0.

Ademas, se tiene que

#{reF, : Tr(f(z)) =0} = Z % Zw;ﬂ(f(:v))

z€Fy  s€lf,

— % Z Z w;Tr(f(:c))

s€lfp zeky

— %(q 1+ Y wgwsf(z)))_

Luego, para v € H,(m)™*,
w(v) = g—1—#{x e Fy: Te(f(z) = 0}
= 3lg= D=1~ glsxiD).

seFy

donde g(sA;1) es el periodo de Gauss dado en (|1.15]).

Consideremos ahora el caso binario, tenemos el c6digo Ha(m). Vimos, entonces, que
para v € Hy(m)*,

w)=3(g—1-) glshi1) =1(g—1-g(\1)),

s€lfs

donde
g(x1) =Y (1)),

zely,

Conociendo esta suma, podriamos conocer la distribucién de pesos del cédigo Ha(m).
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4.2 Cédigos BCH

Sean p un nimero primo, m > 2y ¢ = p™. El cédigo ciclico BCH,(m) de longitud ¢ — 1
es el ideal generado por
Ma(T) mys(T)

en F,[T]/(T9 ! — 1), donde m,:i(T) es el polinomio minimal de o’ parai= 1,3y a es un
generador de . De ahora en mds, denotaremos a este cédigo por B,(m).

Vemos al cédigo B,(m) como la restriccién del cédigo B,(m) dado por el ideal generado
por
(T — a)(T — a?)

en F,[T]/(T9* — 1). Luego, por el Teorema de Delsarte, tenemos:
dual L
B,(m) <— B,(m)
Res | 3 Tr

dual

By(m) Bp(m)L

Los polinomios en B,(m) son precisamente aquellos que se anulan en « y o, por lo
tanto, tenemos que

Bp(m>L ={(\z+ N’x?’)rEF; P A€ Fyt.

Entonces,
B,(m)* = {(Tr(\z + ,uaci)‘))me]FZ A\ pelF )

A partir de esto, podemos seguir de dos maneras diferentes: usando curvas elipticas o
usando sumas exponenciales. Veremos los casos p impar y par por separado.

4.2.1 Caso general
Por sumas exponenciales

Si tenemos una palabra v = (vy,...,v,) € B,(m)*, entonces

w)=#{1<i<n:v#0}=q—1—-#{zeF, : Tr(f(z)) =0}
donde
f(x) = Ao + pa’.

2

Ademas, notemos que si w, = e » , entonces se tiene

$ W) —

s€lFp

{p, si Tr(f(x)) =0,
0, si Tr(f(z)) # 0.
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Por lo tanto,

wv) = ¢—1-> ! 3wt @)

z€F;  s€F,
= qg—1-— ]lJ Z Z W;Tr(f(w))
s€Fp ek}
= g-1- %<q_ -y Zw;r(sf(x)))
seF; el
= Al =D ) wyreIeny
s€lF) zelFy

Es decir,

w(,U) {(q - 1 Z Z w’l‘r(s(u:c+>\a:

SGIF* xGIF*

En el caso binario, las sumas interiores resultaran ser sumas de Weil y podremos resolver-
las.

Por curvas elipticas

Sea
U = (Tr(Az + u:E?’))xeFZ

una palabra en B,(m)*. Su peso estd relacionado directamente con el niimero de puntos
racionales de la curva

E,\ YP Y = AX 4 puX>.

e
Para x € I, se tiene que
Tr(A\z +pr®) =0 <<= existey € F,: y* —y= Ao+ puz®.
Entonces, excepto para los puntos (0,0), (0,1) y el punto en el infinito, el peso de vy, es
w(UA,u) =(¢—1)— %(#EA7I£<IFQ> - 3).

Habria que determinar el nimero de puntos racionales de la curva F) , para determinar
los pesos, y cuantas veces se repiten para dar la distribucién completa.

4.2.2 Caso binario

Consideramos ahora p = 2 y ¢ = 2. De ahora en mds, denotaremos al cédigo By(m) por
B,,. Notemos que B,, tiene dimensién mayor o igual a ¢ — 1 — 2m y distancia minima

d=>5.
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Por sumas exponenciales (de Weil)

Por lo visto en el caso general, se tiene que para v € By(m)* el peso estd dado por

UJ(’U) = %{q — 1= Z w;Fr()\x+Ma:3)} _ %{q . Z(_l)f'[\r()\erHms)}

z€FY z€F,
Como 3 = 2! + 1, podemos usar sumas de Weil. En efecto,

w(v) = g - S N} (4.4)

donde S;(p, \) es la suma de Weil definida en (1.9), con p =2y a = 1.

Conocemos el valor de estas sumas. En este caso d = (1,m) = 1. Luego, tenemos dos
casos dependiendo si m es par o no.

e Veamos primero qué pasa cuando m es impar. Por el Teorema [1.21} cuando A = 0,
se tiene que S1(0,0) = ¢y S1(w,0) = 0 para todo g # 0. Si p =0y A # 0 tenemos que

51(07 >‘) = g<)" 1)’

donde g(\, 1) es el periodo de Gauss dado en (|1.15). Por otro lado, si A # 0, el Teo-

rema dice que
Sl(:u’a )\) - Sl(la >‘C—1>7

con c el unico elemento en Fy tal que 3 = pu. Ademés,

0, si Tr(\) = 0,
Sl(l’ )\) = m+1 .
+272 si Tr(\) = 1.

Nos falta conocer el signo de S1(1,\) en el caso en que Tr(\) # 0. Para eso, por el
Teorema tenemos que

51(1, )\) = Xl(bg + b) 81(1, 1),

donde b* + b+ 1 = )\ y, por el Teorema m,

+3

Si(1,1)=(2)2 2,

m

2
m

y se sabe que (2) = (=1)"5

Luego, para v € By(m)* se tiene

w(v) = %{q - Sl(,uv)‘)} = %{C] - Sl(la >‘071>}
= Ha—-La@+b)27},

donde b* +b+1=Xctycd =M\
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e Nos interesa ahora el caso m par. Por ser par, m se puede escribir de la forma m = 2r
para algin r. Sea [ un elemento primitivo de F,. Cuando A = 0, por Teorema se
tiene que

(—1)r2r, si u # 33 para cualquier t € Z,
S (:U“w O) =
—(=1)r2rtt, si pu = 33 para algtin t € Z.

Y en el caso A # 0, el Teorema [1.26| nos dice que

(—=1)"2"x1 (pxd), si pu # B3 para algin entero t,
S X) = { —~(-1y 27 (uad), = By Te(u) =0,
(=1 271 (pg), si =%y Tr #0.

Aqui, zg es tal que p?zg + pxy = A2

Por lo tanto, para v € By(m)* tenemos

w(v) = 3{g = Si(p,N)}

de donde
(%{q —(=1)r2"}, si A\ =0, u# 3% para todo t € Z,
Ha+ (—1)r27}, siA=0, u= /3 paraalgint € Z,
w(v) = ¢ 3{q— (—1)2"x1 (ua}))}, si A\ #0, u # 3% para todo t € Z,
Hao— (=Dr2xa(pad)},  siA#0,u= 3% paraalgin t € Z y Tr(p) #0,
(3 {g+ (=) 27 X (pad)}, siA#0, p= 3 para algin t € Z y Tr(u) = 0.

Entonces, para cada palabra en el codigo dual, conocemos su peso.

Observemos que con un estudio mas detallado de estas sumas podriamos obtener las
distribuciones de peso, calculando la frecuencia con la que aparece cada uno de los pesos
distintos que obtuvimos.

Por curvas elipticas

Como vimos, el peso de las palabras en B;- estd directamente relacionado con el ntimero
de puntos racionales de la curva

Ey, : Y2 Y = AX 4+ uX?.
Si vy, € B;:, excepto para los puntos (0,0), (0,1) y el punto en el infinito, se tiene que:

w(oa) = (¢ —1) — 3(FE(F,) - 3).

Para A = p = 0 obtenemos la palabra cero. Si p =0y A # 0, la curva F), es una
conica y se sabe que éstas tienen ¢ + 1 puntos racionales (se puede ver en [40], pdg. 109),
lo que da lugar a ¢ — 1 palabras de peso

g—1—3(q+1-3)=41
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Cuando p # 0, la curva E) , tiene género 1, es una curva eliptica supersingular ya que
J(Ex,) = 0. Ademds, si observamos la definicién de curva eliptica supersingular en la
Seccién 1.2.2, como conocemos los pesos de las palabras del cédigo y, por lo tanto, sabemos
el valor de # E(FF,) entonces podemos observar que 2 | ¢t si #E(F,) = ¢+1—t. Esto significa
que no tiene puntos de orden 2 o, equivalentemente, que su anillo de Fy-endomorfismos
no es conmutativo. Hay, salvo isomorfismos, solo una curva eliptica supersingular sobre
F,. Tiene ecuacién
Y24Y = X5

Sobre [F, hay mas clases de isomorfismos.

Proposicién 4.1. Sea F, una extension de Fy de grado m. Si m es impar, hay, salvo
isomorfismos, exactamente 3 curvas elipticas supersingulares sobre F,. Si m es par, hay,
salvo isomorfismos, exactamente 7 curvas elipticas supersingulares sobre Fy. En las sigu-
ientes tablas se ordenan segin el nimero de puntos sobre F,. También damos la cardi-
nalidad de sus grupos de automorfismos F,-racionales.

Table 4.1: Clases de isomorfismo de curvas elipticas supersingulares, m impar

| #E(F,) | Frecuencia | #Auty, (E) |

qg+1—+/2q 1 4
q+1 1 2
qg+1++2q 1 4

Table 4.2: Clases de isomorfismo de curvas elipticas supersingulares, m par

| #E(F,) | Frecuencia | #Auty, (E) |

qg+1—+/2q 1 24
q+1— g 2 6
g+1 1 4
g+1+/3 2 6
+1+v2q 1 24
Demostracion. Se puede encontrar en [47]. O

A partir de esto, podemos encontrar la cantidad de curvas en la familia que estamos
considerando.

Proposicién 4.2. Sea E una curva eliptica supersingular sobre F,. El nimero de curvas
en la familia
V24Y =AX +uX® (AeF,pcF;)

que son 1somorfas sobre F, a E es igual a

(¢ —DFHEEFE,) —1)
#Autﬁrq (E) ’
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Demostracion. En la ecuacién, reemplazamos X por =X e Y por u~'Y y luego susti-
tuimos A por Ap~!. Asi, nuestra familia de curvas elipticas supersingulares se convierte
en
2 3 *
Yo+ pY =X +AX (N eF,uely).

Tomemos una de esas curvas E, una tranformacion de la forma
Y « Y +7rX +s
X — X +t,

conr,s,t€F, uel, llevaa E a otra curva de la familia si y s6lo si

SSrpus=1>"+x y t=utr
Hay (#E(F,) —1)(¢—1) de estas transformaciones y todas las curvas correspondientes
son isomorfas a /. Como todo F,-automorfismo de E es también de esta forma, el nimero
de curvas en la familia isomorfas a F es

(¢ —DFHEE,) —1)
#Auth (E) ’

Entonces, encontramos, usando la proposicién anterior, exactamente q(q¢ — 1) curvas, es
decir, obtenemos todas las curvas de la familia. O

Usando ambas proposiciones obtenemos la distribucién de pesos del cédigo B: que
damos en las siguientes tablas

Table 4.3: Espectro de B para m impar

Peso Frecuencia
0 1
3@+ v29) | 1a—1)(g—/29)
34 sla—1Dg+ (-1
3a—v/2q) | i(a—1)(g+/29)

Table 4.4: Espectro de B;: para m par

Peso Frecuencia
0 1
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Finalmente usaremos identidades de MacWilliams para calcular la distribucién de pesos
del cédigo B,, a partir de la de su dual. En efecto, teniendo en cuenta que se cumple
, para los polinomios de Krawtchouk K,Z_m(x) que ya definimos, encontramos la
distribucion de pesos del codigo B,,. Se tiene que

A= K0 550 VIR (S (g DR

(4.5)
+ 2 (g + \/_) K ( 2 )
para m impar y que
¢ Ar = Ki77(0) + 5 g — 2V T (M5 + e — VO KT (55)
+ (g - DK (E) + S+ VO KT (S (46)

2
+q241(Q+2\/_) K~ 12(q 2\[)’
para m par.

Como ya dijimos, estos polinomios se pueden calcular por definicion o usando la recur-
rencia que cumplen.

En el Apéndice calculamos la distribucién de pesos de esta manera para algunos ejem-
plos.
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Capitulo 5

Distribucion de pesos de

codigos de Melas

En este capitulo aplicamos la estrategia de la que hablamos en el capitulo anterior para
encontrar la distribucion de pesos de un cdédigo un poco menos conocido, el codigo de
Melas. En particular, calculamos el espectro en los casos binario y ternario, a partir de
curvas elipticas. Para este capitulo utilizamos [38] y [43].

Sean p un nimero primo, m > 2y ¢ = p™. El cddigo de Melas M,(m) es el cddigo
ciclico p-ario generado por el ideal generado por

Ma(T)ma-1(T),
Fp[T]
(Ta-1-1)»
Podemos ver a M,(m) como la restriccién del codigo M, (m) dado por el ideal generado
por el polinomio

en donde « es un generador de I} y m,(T) es el polinomio minimal de a.

(T - Oé)(T - a_l)u

Fq[T]

i1y, CUYO dual es el codigo

en

Mp(m)* = {(Az + ,uxil):celb‘; P A p €T}

En efecto, como M, (m) tiene matriz de paridad

entonces se tiene que
My(m)t ={cH e FI™' : ceF}

={(A+pAa+pat At 2+ pa~ D) o A\ peF,},
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Ahora, por el teorema de Delsarte tenemos

My(m) &% M, (m)*t
Resl lTr

dual
Mp(m) — Mp(m)L

de donde deducimos que

My(m)* = {o(\, ) = (Tr(Az + pa™"))ery = A p € Fy}. (5.1)
Notemos que, por (5.1]), sabemos que M,(m)*, y por lo tanto M,(m), no dependen de
la eleccion del generador a.
Sive My(m)*", v=(vi,...,v,) = (Tr(A\z + pz™")),cr; entonces

ww) =n—#{1<i<n: v =0}

=n—#{z eF; : Tr(\z + pa~") = 0}.

Por sumas exponenciales
La distribucion de pesos del codigo Melas esta relacionada, mediante la siguiente proposicion,
con ciertas sumas exponenciales, especificamente sumas de Kloosterman.

Proposicién 5.1. Los pesos de las palabras ¢p(\, p) en M,(m)* estdn dados por

w(¢(\ ) = +{p—1)(g—1) = Y wlsA,sp)}, (5-2)

seF}

donde k(X p) es la suma de Kloosterman definida en (1.16) con el cardcter trivial.

Demostracion. Sea f(x) = Az + pz~'. Para cada = € F, tenemos:

Z W) — p; si Tr(f(z)) =0,
seF, " 0, si Tr(f(z)) #0.
Como ya vimos,
w(gp(\ ) = q—1—#{z € F: : Te(f(x)) = 0}. (5.3)

Entonces, tenemos que

#{rv eF, : Tr(f(z)) =0} = Z i Z w;Tf(f(x)) — 119 Z Z w;Tr(f(fr))

z€lF;  s€fy s€Fp zelF}

- %<(q -+ Y w;Tr(f(w)))_

SGIF;; zE]Fj;

De (5.3) v (5.4) y usando (1.16]) obtenemos (5.2), como queriamos ver. O
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En general, estas sumas de Kloosterman no son conocidas, por lo tanto, no podemos
encontrar la distribucion de pesos del codigo de Melas binario de esta forma.

Por curvas

Como ya dijimos, para cada palabra cédigo v € M,(m)* tenemos que
wv) =n—#{z eF, : Tr(A\x+ pa~") = 0}.
Ademds, por el Teorema [I.6] se tiene que
Tr(A\x + pz™') =0
si y sélo si, existe y € IF, tal que
Yy —y=Ax+pxt

Por lo tanto, la distribucion de pesos del cédigo de Melas estd estrictamente relacionada
con el numero de puntos racionales de la curva

By, : YP—Y =AX +pX

Calcular el nimero de puntos racionales de esta curva es, en general, un problema
dificil, sin embargo, para los casos p = 2,3 lo podemos hacer.

5.1 Caso binario

Consideramos ahora el caso p = 2, o sea ¢ = 2™. El c6digo ciclico My(m) tiene dimensién
q — 1 — 2m y distancia minima 3 6 5, dependiendo si m es par o impar.

Por sumas exponenciales

Por la Proposicién [5.1] considerando p = 2 tenemos que

U)((]ﬁ()\,,u)) = %{q —-1- /i()‘au>}7

donde
B ) = Y (=T,

z€Fy

Sin embargo, esta suma no es conocida.
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Por curvas
Sabemos que si v € My(m)* entonces

ww) =n—#{r € F: : Tr(A\r + pxr~') = 0}.

q
Si A = p = 0 entonces v es la palabra cero.

En primer lugar, calcularemos la distribucion de pesos de un cédigo auxiliar, el subcodigo
con p € Fy, definido por

Co(m) = {c(\, ) = (Tr(Ax + pz™")) : X € Fy, pu € Fo}.

Teorema 5.2. Los pesos de las palabras c(\, u) en Co(m) estan dados por:

(¢) w(c(N\ 1)) =q— 3#E\F,), para X\ # 0, donde E\ denota la curva eliptica

Ey: vy 4uay=2>+ .

Demostracion. Los pesos de las palabras cédigo ¢(A, i) son facilmente determinados cuando
A=006pu=0. Sabemos que Tr : F;, — [y es una forma lineal no trivial. Entonces el

peso de
C(Oa 1) = (Tr(x_l))xelﬁ‘j;
es el cardinal del complemento del niicleo de esta forma lineal, que es igual a 1.

De la misma manera, para A # 0, tenemos que
w(e(X,0)) = w(ce(1,0)) = w((Tr(x))per;) = L.

En el caso restante, el peso esta estrechamente relacionado con el niimero de puntos

racionales en la curva

Cy: v +y=x+a!

sobre F, (pues, por propiedades de la traza, Tr(Az + pz ™) = 0 si y sélo si existe y € F,
tal que y?> +y = A\x + pz~ !, como u # 0, entonces p = 1). Para un z € [ dado, la
ecuacion cuadratica

V+y=x+a!

tiene dos soluciones o ninguna, dependiendo si Tr(Az +27') =06 1.

66



Sea v = Az + 2. Si y* + y = 7 tiene una solucién y € F,, entonces y + 1 es otra

solucién y, ademds, usando el Lema tenemos que
Tr(y) = Te(y* +y) = Tr(y?) + Te(y) = Te(y) + Tr(y) = 0.

Sea Ty = {y € F, : Tr(y) = 0}. Como la traza Tr : F, — 5 es sobreyectiva, entonces
hay exactamente £ elementos en Tp.

Por otro lado, el mapa

yr Yty

de IF, a Tj tiene la propiedad de que cualquier v € Tj tiene dos preimagenes distintas o
ninguna en absoluto en [Fy, pues si y es una solucién entonces y + 1 es también solucion.
Pero el dltimo caso no puede ocurrir porque |F,| = 2|7;|. Entonces el mapa es sobreyec-
tivo, es decir, para cada v € Tj la ecuacién y? + y = v tiene dos soluciones y € F,.

Luego,

Tr(Az+2 ) =1-t#{yeF, : Y’ +y= Az +a '},

entonces el peso de la palabra c(\, 1) es igual a
w(c(\, 1)) = g — 1 — 3#Cos(F,),

donde C,s(FF,) denota el conjunto de puntos F,-racionales de la curva C) en el plano afin.
Haremos un cambio de variables para pasar de la curva C a una curva eliptica. En efecto,
multiplicando la ecuacién Cy por A\?z? y reemplazando primero y por ™'y y luego x por

A7z, tenemos la ecuacién de una curva eliptica
) 2 _ .3
Ex: yv+rzy=2"+ X\

Luego, C y E)\ tienen el mismo nimero de puntos en el plano proyectivo sobre [F,. Como

C' tiene dos puntos en el infinito (los puntos (0:0:1) y (0:1:0)), se sigue que

#Cay(Fy) = #Ex(Fg) — 2.

Por lo tanto tenemos
w(c(X 1)) = g — 3#EA(F,),

y el teorema queda asi demostrado. O]

Para determinar la distribucién de pesos del c6digo Co(m), tenemos que contar entonces
el nimero de clases de isomorfismo de curvas elipticas sobre F,,.

Denotamos M, (t) al nimero de clases de isomorfismo de curvas elipticas sobre F, que
cumplen

#E[Fg) =q+1-1t.
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Proposicién 5.3. Sea IF, una extension de Fy y sea t un entero impar. Entonces,
HP —4q),  silt] <243
0, caso contrario.

Aqui, H(A) es el numero de clase de Kronecker de A definido en la Seccion 1.4.

Demostracion. Es un resultado clasico. Una demostracién se puede ver en [47]. O
Ahora si calculamos el espectro del cédigo Co(m).
Teorema 5.4. Los pesos no nulos de las palabras-cdédigo en Co(m) son
Wy = %(q_ 1+t)7

dondet € Z, t* < 4q yt =1 (mod 4). Ademds, el nimero de palabras en Cy(m) de peso

wy estd dado por
H(t* — 4q), sit# 1,
Ay =
H(1—4q) +q, sit=1.
Demostracion. Consideremos la familia de curvas elipticas

E, : v’ 4+ xy = 2° + ax (a € T).

Para esta demostracion seguiremos varios pasos.

(1) En primer lugar, veamos que el j-invariante de F, es
J(Ea) = a”?

*
para cada a € [F}.

Usando el cambio de variables visto en (1.9 dado por

(z,y) = (v,y +a),

la curva E, se tranforma en

E, : (y +a)® + 2(y + a) = 2° + ax,

es decir,

E,: v  + oy = 2 + d®.

Entonces, el j-invariante de E, estd dado por
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Luego, cualquier curva eliptica E, es no-supersingular, pues j(E,) # 0. Ademads, todo

elemento en [y ocurre exactamente una vez como j-invariante en esta familia, pues en
caracteritica 2 todo elemento del cuerpo es un cuadrado.

(2) Se sabe que hay, para cada j-invariante distinto de cero exactamente dos curvas
elipticas con este j-invariante, y si una de ellas tiene ¢ + 1 — ¢ puntos sobre [, entonces
la otra tiene ¢ + 1 + ¢ puntos (ver [3§]).

(3) Veamos ahora que para cada curva de la familia, el punto

P = (a?,0)
es un punto Fy-racional de orden 4. Tenemos que

AN q 3
(a2)’ +a-a2 =2a27 =0,
entonces P es un punto [F-racional.

tenemos que

Notemos en primer lugar que P = (a2,0) # —P = (a%,a?). Entonces, para ver que es
de orden 4 vamos a ver que 2P = —2P. Con el cambio de variables que usamos en (1),

P=(a%,0) — P=(a%a).

Luego, usando las formulas de adicién dadas en el Capitulo 1, teniendo en cuenta que
char(F,) =2,y j(E,) # 0, tenemos que

2
2P:(m%%ka

q
2

)* + (a% + %) (a? +a* % +a? + a2_q)
a2

= <a+a2 CaT +a* i patt 4 atE +a).
Por otro lado, —P = (a%,a + a

q .
2), entonces se tiene

q a2 q q a+ a%
2P = ((af)? + e (@ (a2 +

- )(aq +a*" %) +a? + a2_q>
a?
2
= (a +a®> % a+a?T +a> % +al"

+ a3’%>.
Luego, 2P = —2P y, por lo tanto, P es de orden 4.

[S]<}

Concluimos que toda curva eliptica E sobre F, tal que 4 divide a |[E(F,)| =q¢+1—1
ocurre exactamente una vez en nuestra familia.

t? < 4q y t es impar.

(4) Por la Proposicién , el nimero de curvas elipticas sobre I, con exactamente
q + 1 — ¢ puntos sobre F, es igual al ntimero de clase de Kronecker H(t* — 4q) cuando

Entonces tenemos que los pesos no nulos de Co(m) son los niimeros

g—3(g+1—t)=1%(¢g—1+1),
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donde t? <4gy t =1 (mod 4).

—1+2
2

tamente H(t* — 4q) de estas palabras. Cuando t = 1, las palabras ¢(0,1) y ¢(a,0), con

Cuando t # 1, s6lo las palabras de tipo ¢(a, 1) pueden tener peso 2 , v hay exac-

a € Fy, tienen peso 1, por lo tanto, H(1 — 4q) + ¢ palabras tienen peso 1. O

Esto nos da la distribucién de pesos de nuestro cédigo auxiliar Co(m). A partir de esto,

encontramos la distribucién de pesos del c6digo dual My(m)*.

Teorema 5.5. Los pesos no nulos de My(m) son

wy = 1(q—1+1),
donde t € Z, 1> < 4q yt = 1 (mod 4). Para t # 1, la frecuencia del peso w; es
(q—1)H(t* — 4q) y el peso wy = % tiene frecuencia (¢ — 1)(H (1 — 4q) + 2).

Demostracion. El grupo Fy actia sobre el codigo My(m)* por:
c(a,b) = ¢(Ca,("'b), para ¢ € F}.

Las palabras en la misma orbita tienen el mismo peso.

Para b = 0 tenemos la palabra cero y ¢ —1 palabras de peso  en My(m)*. El conjunto
de palabras con b # 0 es estable bajo la accién de Fy, toda 6rbita tiene longitud ¢ — 1y
contiene exactamente una palabra c(a, 1) del cédigo Co(m). Por lo tanto, para los pesos

distintos de , el teorema se sigue del teorema anterior.

Las ¢ — 1 palabras con b = 0 y las ¢ — 1 palabras en la érbita de ¢(0, 1) todas tienen
peso 4. Junto con las H(1 — 4¢) érbitas de las palabras c(a, 1) con a # 0 que tienen peso
1 en Co(q), tenemos (¢ — 1)(H (1 — 4q) + 2) palabras de peso . O

Para obtener la distribucion de pesos del codigo de Melas, vamos a combinar el teorema
anterior con la identidad de MacWilliams y la siguiente féormula de trazas de FEicher-
Selberg para I'1(4) obtenida por Schoof y van der Vlugt. El nivel 4 estd relacionado
con el hecho de que las curvas en nuestra familia todas admiten un punto F,-racional de
orden 4.

Teorema 5.6 ([39]). Sea m > 1 y ¢ =2™. La traza del operador de Hecke T, actuando
sobre el espacio cuspidal Sk(I'1(4)) de peso k > 2 estd dada por:

—14+q¢—>,H(*—49) =0, si k=2,

—1— (D)7, Quoalt. H(? —4q),  sik>3.
Aqui, t se mueve en {t € Z : t* < 4q,t = 1 (mod 4)} y los mimeros Q(t,n) estdin

Tr(T) =

definidos recursivamente como sigue

Qo(t,n) =1, Qi(t,n) =t, Qrii(t,n) =1tQr(t,n) — nQr_1(t,n) para k> 1.
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Demostracion. Usaremos la descomposicién del espacio Sg(I'1(N),1) dada en (1.12)), es
decir Sp(I't(N)) = Sk(I'1(N), 1) = D, Sk(T'o(IN), ). Luego, para N = 4 tenemos que
Sk(To(4),1) si k es par,

Sk<rl(4)) = Sk(FO(4)7§> si k es impar,

donde ¢ denota un cardcter no trivial de (Z/4Z)*.

Teniendo en cuenta el Teorema [1.12] uno puede chequear que A3 = —1 y para t fijo,
todos los u(t, f,q) que ocurren en la férmula de la traza son iguales. En efecto, uno
encuentra que

ult, frq) = (=1)2x(0),
donde y denota 1 6 £ dependiendo si k es par o impar.

Por lo tanto, por (|1.14)), la suma de los niimeros de clase h,, puede ser reemplazada por
el niumero de clase de Kronecker. El resultado sigue ahora directamente del Teorema/|1.12]

Para k = 2 la traza es cero pues es bien conocido que dim(S3(I'1(4))) = 0. O

Finalmente damos la distribucion de pesos de los cédigos binarios de Melas obtenida
por Schoof ([38]).

Teorema 5.7. El numero A; de palabras de peso i en el codigo de Melas My(m) estd

dado por
_ 251
P = () 42— () — = 1) S Wisla) (1+75(0))
jEiUS(ngozd 2)
donde 15(q) = —q y m(q) denota la traza del operador de Hecke T, sobre el espacio

Sk(I'1(4)) para k > 3 y los polinomios W, ; estdn definidos recursivamente por Wy = 1,
Wiir=-1,
(+DWitrjmn = —=qWijpe = Wij — (¢ = )Wisi i1

para 0 < j <iei=j (mod 2) y W;,; =0 para los restantes i,j.
Observacién 5.8. Para el polinomio Q(t,n) definido en el Teorema , cuando le

asignamos a la variable ¢ peso igual a 1 y a n peso igual a 2, entonces Q(t,n) es visto

como un polinomio homogéneo de peso k.

Viéndolo como un polinomio en ¢, Qx(t,n) es moénico y entonces se puede escribir
i
th = Z i Qizj(t,n)n?,
5=0
donde los \;; satisfacen \; ; = 0 cuando 5 ¢ {0,1,...,7} o j es impar,

Ao = Ao =1 y Air1j = Aij—2 + Aij

para los demas indices.
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Demostracion. Para 0 < ¢ < ¢ — 1, definimos

felw) = K7 (51)

En lo que resta de la demostracién denotaremos el polinomio de Krawtchouk solo por

K;(x). Por la relacién de recurrencia que cumplen estos polinomios, tenemos

folw) =1, filz) = -z, 4+ D) fen(e) = —2folz) — (¢ = 1) fra(2).

Se sigue que fy(z) tiene grado ¢ y la paridad de fy(x) es igual a la paridad de ¢. Entonces

podemos escribir

)= 3 mk)at,

0<k<¢
k=¢ (mod 2)

donde

m(0) =1, m(l)=1, L+ Dmmi(k+1)=—m(k)—(qg—Dme_1(k+1).

Ahora aplicamos la identidad de MacWilliams para la distribuciéon de pesos del codigo

de Melas Ms(m). Primero tenemos que:

A =) A IG(5H) + K(0), (5.5)

teD
donde D={te€Z :t><4q,t=1 (mod 4)}.
Luego, usando ([5.5)), el Teorema y la definicion de f; se tiene que

A= RHE —49) + 59+ 2,(1),
t

donde
1+1 a_q
2

KO = (). £ =DEE).

Entonces,

S EOHE 49 = > m() Y HH(E - 4q).

0<j<i
j=i (mod 2)

Por la observacién anterior, esto es

Z mi(7) Z )\j,kq§Zijk(t>Q)H(t2_4Q)'

0<j<i 0<k<j t
j=i (mod 2) k par

Usando ahora el Teorema que da la traza del operador de Hecke T}, esto se convierte,

ya que 4 divide a ¢, en

ST ml) > Airat (-1 — 7ikra(q).

0<j<i 0<k<j
j=i (mod 2) k par

72



Haciendo un cambio de variables nos queda

Y AMHE —4g) = Y Wij(g) (=1 —712(q)),

0<5<1
j=i(mod 2)
donde
k
Wijla) = Z ik + J) Motk 42,
0<k<i—j
k par
y Wi (q) satisface la relacion de recurrencia requerida. O

5.2 Caso ternario

Consideremos el caso p = 3. Sean m > 2y q = 3™. Sea V el espacio vectorial sobre [F3
dado por
V ={f:F; = Fs| fes Fs-lineal}.

Este espacio tiene una base que consiste de las funciones caracteristicas de los elementos
de Iy, entonces V' puede ser identificado con (F3)9~1. Tenemos entonces que

Ms(m)* = {¢(a,b) = (Tr(ax + bxil))zeF; ca,belF,}
y el subcddigo auxiliar
Cs(m) = {c(a,b) € Ms(m)* : b€ Fy}.
Ahora damos su distribucién de pesos de C3(m).

Lema 5.9. El peso w(a,b) de la palabra c(a,b) en el cédigo Ms(m)* satisface lo siguiente.

(@) w(0,0) =0,
) w(0,1) = w(0.2) = %,

2
(c) w(a,0) = 3 para a#0,
(d) w(a,b) =w(ab,1) para b+# 0,
(e) w(a,1) =q— 5(#X.(Fy) + 1), donde
1
X, Yp—Y:aX—i-X, a €.
Demostracion. Sia = b= 0, entonces c¢(a, b) es la palabra cero y, por lo tanto, tiene peso

cero. Cuando a =0y b # 0, se tiene que

(0,0) = (Tr(ba ™)),
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entonces w(0,b) = %q. Similarmente, cuando b = 0y a # 0 tenemos que w(a,0) =

El grupo F; actia sobre Mz(m)* por
c(a,b) — c(za, 2~ 'b),
y esta accién preserva los pesos de las palabras coédigo. Luego,
w(a, b) = w(c(a,b)) = w(c(ba,b='b)) = w(c(ab, 1)) = w(ab, 1),

entonces se cumple (d).

Tenemos que
w(a,1)=q—1—3#{z €F, : Tr(az+ 1 =0)} = q— 1 — :#X](F,),
donde X0 es la curva Artin-Schreier afin dada por
Y3—Y:aX+% para X # 0.

Ademas,
#Xa<Fq) = #Xg(Fq) + 2,

entonces se tiene que

w(aa 1) =q—1- %(#Xa(Fq) - 2) =q— %(#Xa(Fq) + 1)7

que es lo queriamos ver.

2q

?.

]

Esto nos permite obtener la distribucién de pesos del dual del cédigo de Melas ternario.

Teorema 5.10. Los pesos distintos de cero del cédigo dual Mz(m)* son

wy = 3(q—1+1),

cont € Z,t* <4qyt=1 (mod 3). El pesow; = %q tiene frecuencia (¢q—1)(H (1—4q)+2)

mientras que para t # 1 el peso wy tiene frecuencia (¢ — 1)H (t? — 4q).

Demostracion. La demostracién de este teorema sigue del Lema [5.9 y es similar a la

demostracién del Teoremal5.6] teniendo en cuenta que el j-invariante de la curva es ahora

a~® y que, en lugar de tener un punto de orden 4, tiene un punto de orden 3.

Estrechamente conectadas a X, estan las curvas X, . (resp. X, ) definidas por

Y3-Y=aX+X"+7v (respect. Y®—Y =aX + X' +6),

donde 7 (resp. d) es un elemento de F, con Tr(y) =1 (resp. Tr(d) = 2). Tenemos que

#Xon(Fy) + #Xos(Fy) + #Xo(Fy) =6+ 3(¢ — 1),

74

]



pues para = € [ exactamente una de las expresiones
-1 —1 -1
axr +x ar +x "+, ar+x " +0

tiene traza cero, asi que para cada x hay tres puntos en la unién de estas tres curvas. Mas
aun, tenemos

#Xaﬁ(Fq) = #Xa,é(Fq)’
es decir, si
#Xa(Fg) =q+1-2t
entonces
#Xoy(Fy) = #Xa05(Fy) =g+ 1+t

Luego, podemos determinar completamente la distribucién de pesos de Ms(m)*. Si
2(g—1+4t) g—1+t
3 3

Para obtener la distribucién de pesos del c6digo Melas Ms(m) vamos a combinar lo an-
terior con la identidad de MacWilliams y la siguiente proposicién, que nos da una férmula
para las trazas del operador de Hecke T, sobre Si(I'1(3)). El nivel 3 esta relacionado con
el hecho de que las curvas de esta familia todas admiten un punto [F -racional de orden 3.

una palabra c(a,b) tiene peso , contiene unos y qulth dos.

Proposicién 5.11. Sea ¢ = 3™ con m > 1, y denotaremos por Tr(T,) a la traza del

operador de Hecke T, actuando en el espacio de formas cuspidales Si(I'1(3)). Entonces
- Z Qr_o(t, Q) H(t* — 4q) — 1, si k>3,
—i:H(t2—4q)—1+q, sik =2,
t
donde Q(t,q) se define recursivamente por Qo(t,q) =1, Q1(t,q) =t y
Qr(t,q) =tQr-1(t,q) — qQr—2(t,q)  para k > 2.
Demostracion. Sale a partir del Teorema 5.6y se puede ver en [43]. O

Ahora si estamos en condiciones de dar la distribucién de pesos del cédigo de Melas
ternario Ms(m).

Teorema 5.12. El nimero A; de palabras cédigo de peso i en el cddigo de Melas Mz(m)
estd dado por

i

FA = ()2 120 -1 (D) (D2 (g - 1) Z Wi j(q) (1+ Th2(a)),

s=0

donde los polinomios W; j(q) con 0 < j <1 estdn definidos por

Woo=1, Wio=0, W =-2
(i + 1>M/i+1,j = —iWi; —2qW; j41 — 2W; -1 — 2(q — Wit ;,

y cero los demds, y donde T5(q) = —q y Ti(q) denota la traza del operador de Hecke T,
en el espacio Sp(I'1(3)) para k > 3.
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Demostracion. Para 0 < i < ¢—1 sean Kf_l’?’(x) los polinomios de Krawtchouk ternarios

(los denotamos en el resto de la demostracion por K;(x)). Definimos

filw) = KI7H (252),

entonces se tiene que

folz) = KO(M) =1, filz) = K1<—2(q_31+m)) = —2z,

y se cumple la recurrencia
(¢ + 1) fira(z) = (=i = 22) fi(z) — 2(q — @) fi-1(2).

Se sigue que f;(x) tiene grado i y podemos escribir

)

fix) = m(k)a*, (5.6)

k=0

donde

70(0) == 1, 7T1<0) = 0, 7T1(1) = —2,
(i + D)rpsr (k) = —imi(k) — 2mi(k — 1) — 2(q — Dymiy (k).

Aplicamos la identidad de MacWilliams a Mz(m) y Ms(m)* y obtenemos

CA = Ay, K (R 1 K;(0),

teD

donde
D={teZ :t*—4q y t=1 (mod 3)}.

Usando la distribucién de pesos de Ms(m)*, que ya conocemos, y los polinomios f; que

definimos antes, llegamos a que

LA = ZH — 4q) fi(t) + 2fi(1) + A7 Ki(0),

Se tiene que K;(0) = (7")2%, y ademés

s=0
De obtenemos
ZH —4g)f(t) = > _m(i) Y P H(* —4qg).
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Por lo visto en la Observacion [5.8, esta expresién se convierte en

Do) Do Akat Do Qixlt) H(E — dq).

0<k<j t
k par

Por lo visto en el Teorema [p.5, sumado al hecho de que Tr(T;) = 0 en S>(T'1(3)) (pues
dim S5(I";(3)) = 0), y de acuerdo a la convencién de que Ty(q) = —g, obtenemos la

expresion

i

S om) Y Aika® (<1 = Tyia()): (5.7)

=0 k;ar
Definimos o
i—j
. k
Wz](Q) = Z Wz(kl + j))‘k—l-j,kq?
k=0
k par

Entonces, (5.7 se transforma en la expresién
Z Wii(@)(=1 = Tj12(q))-
=0

Todo esto nos da la férmula que enunciamos para ¢?A;. O]
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Capitulo 6

Distribucion de pesos de

codigos de Zetterberg

Mostraremos ahora como, a partir del espectro conocido del cédigo de Melas, se puede
obtener la distribucién de pesos del codigo de Zetterberg. Como los espectros de los
codigos de Melas binarios y ternarios se conocen, podremos obtener los espectros de los
codigos de Zetterberg binarios y ternarios. Para este capitulo hemos consultado los tra-
bajos [39] y [44].

Sean p un nimero primo, m un entero positivo y ¢ = p". Sea [ un generador del grupo
Ha+1 C Fps de las ¢ + 1 raices de la unidad. Consideramos el cdédigo Z,(m) de longitud
q+ 1 sobre IF;‘Q con polinomio generador x — 5. El cddigo de Zetterberg Z,(m) de longitud
q + 1 estd definido como la restriccién de Z,(m) a F,,.

Luego, por el teorema de Delsarte tenemos que

Z,(m) &% Z,(m)*

Res | $ Tr
Zy(m) &5 Z,(m)*

Entonces, se tiene
Zy(m)* = {Tr(az)ep,,, : a € Fpl.
6.1 Caso binario

Consideremos ahora p = 2. Sean m > 3y ¢ = 2™. Tenemos que
Zo(m)" = {Tr(ax)pep,,, : a € Fpl.

Entonces, la distribucién de pesos de Z(m)* es inmediata del siguiente teorema.
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Teorema 6.1. Los pesos no-nulos del cédigo dual Zy(m)* y sus respectivas frecuencias

estan dadas por
w=3a+1-t) g Ay =(g+)HE —4g)

dondet € Z, t* < 4q yt =1 (mod 4).

Demostracion. Como F;Z es producto directo de p,41 y Fy, podemos escribir cualquier
a € IF;Q como
a=A-g, donde A€W, <€y

Luego, el peso de la palabra (Tr(ax))qep, ., €s igual a el peso de la palabra (Tr(Az))zep,.

y tenemos que

(Tr(Ax)) = (Trq/g(Aac + (Ax)q)) = (Trq/Q(A($ + %))

TE€HG+1 TE€HG+1 €U

Es claro que los conjuntos
(A@+1) aepmn) v {Ale+l):aeE)
tienen intersecciéon {0} y unién F,. Concluimos que

w((Tr(az))oepyin) = ¢ — w((A(@ + 3))ser;).

Mientras A recorre F}, las palabras (Tr(A(z 4 1)))ser; recorren el conjunto de repre-
sentantes de las érbitas de las palabras c(a, b) del c6digo dual del cédigo de Melas My (m)*.
Como cada A € F ocurre para ¢+ 1 valores de a € IFZQ el resultado sigue del Teorema .

0

A partir de esto, encontramos la distribucién de pesos del cédigo Zy(m). Conocemos
los enumeradores de pesos

g—1+t q
Watos () =Y (q— DH(E® —4q)z" = +2(¢— D)a? + 1,
t

del dual del c6digo de Melas My(m)t y

q+1—t
Wt (@) = Y (q+ DHE —4g)z" 7 +1,

t

del dual del c6digo de Zetterberg Zo(m)*.

Usando la identidad de MacWilliams se tiene que

Wy (@) = ¢ (7)1 = 2 )Wagy oy (=) — 2(q + 1)(1 + ) (1 — 2?)

N

~(ED A+ a) (=) + (L +2)7

Esto, nos da una férmula para los numeros A; de palabras de peso i en el cédigo de
Zetterberg Zy(m).
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Teorema 6.2. El nimero A; de palabras de peso i en el cédigo de Zetterberqg Zy(m) estd

dado por
CA= ()~ @+ Y Vi@ +70(0)).

0<j<i
j=1 (mod 2)
Aqui, los polinomios V; ;(q), para 0 < j <i yi=j (mod 2), estdn definidos por:
Voo=1, Via=1, (@i+1)Vigjn=qVijre+Vij—(@+2—1)Vi1 4.

Ademds, 15(q) = —q y 1x(q) denota la traza del operador de Hecke T, sobre Si(I'1(4)) para
k> 3.

6.2 Relacion entre dos tipos de curvas Artin-Schreier

Sea p un nimero primo > 2. Consideramos la curva M, sobre F,» definida por
M, : YP—Y =bX — X! con bel,, (6.1)
Y Za,m sobre F2m definida por

Zam - YP —Y = aXP" con  a € Fpom. (6.2)

El ntimero de puntos de la curva M, sobre F,» y de la curva Z,,, sobre [F,2n resultan
estar relacionados de la siguiente manera.

Teorema 6.3. Sean My, y Z,m las curvas definidas en (6.1) y (6.2) respectivamente.

Entonces, para b = aP" ' se tiene
# Zom(Fpem) = 2" = 1) + p+ 1 — (p" = 1)F#My(Fpm).
Demostracion. Primero notemos que
Fon -ty = {67+ € € Flan},
ya que ambos son subgrupos del grupo ciclico F;Qm. Tenemos que
#Zo(Fpam) =p+ 1+ p(p™ — 1)t
con

t=t(a) =4#{u € pymy1 : Tr(au) = O}
:#{Ueﬂpm_t'_l Tr( au+ —O}

Anélogamente, se tiene que

#My(Fpm) =2+ gs
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con
s=sb) =#{zeF, : Tr(bxt+ 1) =0}
=#{z €F, : Tr(z+2) =0}

Se puede comprobar que la relacion que queremos es

s+t=2p" "

Distinguiremos dos casos, segin a sea o no un cuadrado en Fzgm.
(1) a no es un cuadrado en IF;Q,,L.

Se cumple que:

(a) El mapa a : . — Fym dado por  — x + 2 es inyectivo en su imagen.
(b) El mapa 3 : ptymy1 — Fym dado por u +— au + % es inyectivo en su imagen.
(€) aFm) N B(ppmar) = By a(lm) U B(ppmir) = Fpm.

. _ . o . o b .
En efecto, si a(r) = a(y) entonces x = y 0o b = xy, es decir, y = 2 e y # = (pues si
no b = z? y a serfa un cuadrado). Andlogamente, si S(u) = SB(v) entonces u = v, o
w = L% € pymiq, es decir, v = - y u # v (si no, a serfa un cuadrado). Para ver (3)
notemos que si a(z) = B(u) entonces a = 7 0 a = u_bw y ambas posibilidades no pueden

ser pues a no pertenece a F7.. - y,m 1. El resto sigue de contar elementos.

(77) a es un cuadrado en ]F;gm.

Hay solo dos maneras de escribir a como producto de un elemento de F, y un elemento
de ftpm 1, digamos a = ¢ - ¢ o bien a = (—c)(—(), con ¢ € F. y ¢ € ppmy1. Entonces,

b = 2. Tenemos que
* b *
(a) El mapa a : Fy. — Fpm dado por o+ x + s de grado 2 sobre Iy, \ {c, —c}.
b C C
(b) Elmapa /5 : pym 1 — Fym dado por v — au+ —es de grado 2 sobre fim 1\ {£, =<}
(c) a(Fym) N B(pmi1) = {2¢, —2c} y a(F5m) U B(ppmi1) = Frm.

En efecto, si a(z) = a(y) entonces x =y 0 b = xy y esta vez podemos tener z? = b. El
segundo ftem es andlogo. Si a(z) = B(u) entonces @ = £ 0 a = -=. Esto implica que

xr = *cy u==+(. El resto sigue contando elementos.

La ecuacién
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es consecuencia inmediata de (a), (b) y (¢) (en ambos casos, respectivamente) y del hecho

de que uno de cada p elementos de F,m tiene traza cero. [

Este resultado implica una relaciéon entre los pesos de las palabras de dos codigos
diferentes. Consideramos ahora el cédigo lineal sobre [F,, en el [F,-espacio vectorial

V={f:Fym—TF,: fes Fylineal}

dado por
C={c eV : cr)=Tr(bx+271),b € Fyn}

y definimos el c6digo lineal sobre F, en el [F,-espacio vectorial W = {f : piym41 — F,} por
D={d, e W : d,(x) =Tr(ax),a € Fpm}.
El teorema anterior asegura que

w(da) +w(ey) = 2p™ " (p = 1).

Esto es 1til para encontrar la distribucion de pesos de cédigos de Zetterberg para p > 3.
Lo usamos ahora en el caso ternario.

6.3 Caso ternario

Consideremos el caso p = 3. Sean m > 1y ¢ = 3™. Tenemos que
Zs(m)" = {Tr(az)pep,,, : a € Fpl.
A continuacién damos la distribucién de pesos de Zz(m)*.

Teorema 6.4. Los pesos no triviales del dual del cédigo de Zetterberg ternario, Zs(m)*,

y sus respectivas frecuencias estdn dados por
we=3(@+1-1) y Ay =(¢+DH({ - 4q),
donde t € Z, t* <4q yt =1 (mod 3).

Demostracion. Sea a un generador de Fy,. Es suficiente considerar los pesos w(c(a?)) de
las palabras

c(a?) = (Tr(a’x)) 0<j<qg—2.

TE€Hg41’
Tenemos que contarlos con multiplicidad ¢ — 1 pues multiplicando o/ por un elemento de

lq+1 Permuta las coordenadas de la palabra cédigo. Tenemos que

w(e(e?)) = ¢+ 1 = #{x € s : Te(edz) =0} =g +1—t.
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La palabra c(a’) se corresponde, segiin lo que vimos en la seccién anterior, con la

palabra
A5 = (Te(Fa +a7)

en Ms(m)*, donde B = a4t Su peso es ¢ — 1 — s y se tiene que

s+t=

(91

q.

Se sigue que
w(c(a’)) = 54 — w(e(8)),

lo que prueba el teorema.

]

Usando el teorema de la seccién anterior podemos expresar el enumerador de pesos del
codigo de Zetterberg ternario Z3(m) en términos del enumerador de pesos del cédigo de

Melas ternario M3z(m). Resulta que

2 ! 2 / _ —x
S0+ 20) T Waymy(2) = 50 —2)" (1 +2)" Wagy ) (2)(55)

—2(1+22)* (1 —2)* — (1 —2)" + (1 +22)",

donde ¢’ = £.
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Epilogo

En este trabajo hemos hablado de diversos temas que se relacionan entre si y dan lugar
a interesantes resultados. Estos nos llevan a pensar en otros problemas que, si bien el
trabajo ya es bastante extenso, vale la pena al menos mencionar.

A continuacion, se enumeran algunas de las preguntas que nos hicimos y nos pro-

ponemos pensar mas adelante.

(1)

En la Seccién 4.2, damos la distribucion de pesos de los cédigos BCH. En el caso
binario, al establecer la relacién con ciertas Sumas de Weil encontramos cudles son
los pesos de las palabras del cédigo, pero no la frecuencia con la que ocurren los
distintos pesos. Esto ultimo, lo encontramos luego usando curvas elipticas. Nos
interesa pensar en la forma de obtener el espectro del cédigo utilizando solo Sumas
de Weil.

En el Capitulo 5, damos, en primer lugar, una relacién entre los pesos de las palabras
del codigo de Melas y ciertas sumas de Kloosterman, que no son conocidas. Luego,
obtenemos el espectro de este codigo a partir de una curva eliptica. Nos gustaria
pensar si conocer esta distribucién de pesos nos da alguna informacié sobre el valor
de las sumas de Kloosterman con las que se relaciona el codigo.

A partir de los resultados obtenidos por Coulter ([7],[8],[9]) sabemos que las sumas
de Weil con funciones de la forma

Fx) = f(x) + L(z),

donde f(x) estd fijo y L(x) es un polinomio linealizado, tienen el mismo resultado.
Por lo tanto, si construimos cédigos ciclicos a partir de estas funciones, estos codigos
seran distintos (genéricamente no isomorfos) pero isospectrales. Es decir, podemos
construir una familia de cédigos ciclicos que tienen el mismo espectro.
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Apéndice A

Ejemplos

A.1 Hamming H(3)

Notemos en primer lugar que la distribucion de pesos de este codigo se puede conocer
facilmente. Tiene una palabra de peso cero, lo que nos dice que Ay = 1, y la distancia
minima es d = 3, por lo que A; = A; = 0. Por otro lado, es conocido que la distribucion
de pesos de los codigos Hamming es simétrica, entonces

A7:A0:1, A6:A1:O, A5:A2:0 y A3:A4.

Ademés, el cédigo tiene 2* = 16 palabras. Entonces A3 = A, = 7.

De igual manera, calculamos esta distribucion usando los distintos caminos propuestos
para analizar la dificultad de cada uno y las diferencias entre ellos.

Como cédigo lineal.

Consideramos el c6digo Hz(3) como un cddigo lineal con pardmetros n = 7, k = 4y
d = 3. Como vimos, éste es un codigo de género a lo sumo g = m — 2 = 1. Tenemos la
representacion del polinomio enumerador de pesos de la forma

4
Welx) =a"+>  Bi(z — 1)~
i=0
Luego, el Teorema [3.3] nos dice que
Bi= ()2 -1,

para ¢ < 3,
max{0, () (2" " -1} < B; < (H (2" - 1),

para ¢ = 4. Entonces, se tiene que
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By = ({)(2* = 1) = 15,
By = (])(2° — 1) =49,
By = (})(2*—1) = 63,
By = (5)(2—1) = 35,

0< Bi<())(2-1)=35.
Ahora, sabemos que se cumple
Z 7+z+y ) Bj,
J=T—i
para i > 3. Por lo tanto, la distribucién de pesos de Hs(3) se calcula como sigue.
Ag =1, pues la palabra cero estd en el codigo,

Ay = Ay =0, pues la distancia minima es 3,

Ay = (1) B,

5+ (3) By = —42 + 6By,
+ (?)Bg - (411)34 == 28 - 4B4,
14 (3) B2 — (3)Bs + () Bs = —6 + Bu.

3
= (5)Bs
2
(2)B
1
(1) Br -
0
(o) Bo —
Es conocido que el espectro de los codigos Hamming es simétrico, es decir que

A;=A;_4, paratodo 1=0,1,...7.

Como Ay = A7, entonces
1 == —6 + B4,

lo que me dice que By = 7.

Como dual del cédigo simplex
Consideramos ahora al cédigo Hs(3) como un cédigo ciclico. Sabemos que

Ay =1, Ay =7 y Af=0 si i#0,4

?

Ademids |C+| = 8, y tenemos que

A= S ALKLG) = (K0) + T (1),
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Podemos calcular los polinomios de Krawtchouk de dos formas distintas, por definicién

o a partir de la recurrencia que satisfacen.

Los calcularemos en este caso usando la

recurrencia.
Ky(x) 1,
Ki(z) 7 — 2z,
Ky(x) (7 —22) K, (7) — TKo(z) = 227 — 14z + 21,
Ks(x) (7 — 22)Ka(z) — 6K, (z) = §(—4® + 422% — 128z + 105),
Ky(x) (7 — 22)K3(z) — 5K5(x) = 3(2z* — 282" 4 1302° — 224z + 105),
Ks() (7 —22)Ky(z) — 4K5(z) = & (—42° + 702" — 4402° + 11902* — 1266z + 315),
Kg(x) (7T —22)K5(x) — 3Ky (x)
o5 (82° — 1682° + 1340z" — 50402” + 8912z — 6132z + 630),
Kq(x) (7 — 22)Kg(1) — 2K5(x)

1627 + 3922°% — 38082° + 18620x* — 478242 + 603682 — 28992z + 630).

630 (

Luego, se tiene que

Ag = {Ko(0) + TKo(4)} = s(1+7) =1,

Ay = {EK(0) + 7K (4)} = 5(T+7-(=1)) =0,
Ay = §{K5(0) + TK(4)} = (21 +7-(=3)) = 0,
Ay = H{K;3(0) + TK3(4)} = £(35+7-3) =17,

Ay = %{K4(0) + 7K, (4)} = §(35 +7-3)=T1,
As = §{K5(0) + TK5(4)} = (21 +7-(=3)) = 0,
As = {Ks(0) + TK(4)} = 5(T+7-(-1)) =0,
Ar = HEK(0) + TK-(4)} = (14 7-1) = 1.

Notemos que la distribucion encontrada, en ambos casos, es la que ya habiamos men-

cionado.

A.2 Hamming H5(4)

Como dual del Simplex

Conocemos la distribucién de pesos de Hy(4)*:

, entonces tenemos que

Z ATK(j

Ay = ABE H2 L(K;(0) + 15K;(8)).

En este caso calculamos los K;(j) por definicién. Para j = 0 se tiene

Ki(0) = <1i5)’
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y para j = 8, se tiene que

entonces
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Ahora si, calculamos la distribucion de pesos.

105,

1365 + 15 - 21)

0,
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A.3 BCH B(3)

Coémo cédigo lineal

Consideramos el cédigo By(3) como un cddigo lineal de pardmetros n =7, k=1, d = 5.
Este codigo es de género a lo sumo g = 2. Su enumerador de pesos se puede escribir como

We(z) = 2"+ ) Bi(z — 1),
=0

cona=k+g—1=2.
El teorema nos dice que
max{0, (1) (2' " = 1)} < B, < (7)(2* — 1),
para 0 < < 2. Entonces se tiene

1=max{0, ([)2' = 1)} < By <(()(2*-1)=7,

0=max{0, ([)(2°— 1)} < B, < ())(2*—1) =21,

0=max{0, ()2 '-1)} < B, <()(2'—1)=2L
Recordando que d = 5 y la relacién entre los nimeros A; y B;, tenemos que
A():l, A1:A2:A3:A4:0

y las ecuaciones

2

As =) (-1 () B; = By,

j=2
2

Ag = (=) (I)B; = By — 2B,,

j=1
2
Az = (=) ())B; = By — By + Ba.

J=0

Es conocido que la distribucién de pesos de los cédigos BCH es simétrica, entonces tenemos
el sistema de ecuaciones

0= Ay = A5 = DBy,
O:A1:A6:B1—2B2,
1:A0:A7:BO—B1+BQ

Luego,
B():l, BIZO y B2:0

La distribucién de pesos del cédigo BCH By(3) es entonces
A1:A2:A3:A4:A5:A6:O y A0:A7:1.
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Por curvas
La férmula que obtuvimos para los nimeros A; es

donde K;(z) son los polinomios de Krawtchouk para n = 7y p = 2. Estos polinomios
ya los dimos de manera explicita cuando calculamos la distribucion de pesos del codigo
Hamming H(3) por curvas.

Teniendo en cuenta los polinomios ya calculados, tenemos que

A= 41 +7+35+21) =1,

Ay = H(T+T7-(=5)+35-(-1)+21-3) =

Ay =521 4+7-9435-(=3)+21- (- 5)):0’
Ay = &35+ 7 (=5) +35-3+21-(=5)) =0,
Ay=5(35+7-(=5)+35-3+21-(=5)) =0,
A= £(21 479435 (=3) +21) =0,

Ag = (747 (=5) + 35 (=1) +21-3) =0,
A7 = 5 (T+7+35+21) =1

A.4 Melas M,(3)

Veremos la distribucién de pesos del cddigo Melas Mz (3). La dimension de este cddigo es
k=gq—1—-2m=8—-1—-6=1,

entonces, el codigo tiene dos palabras.

Esto nos dice que la distribucion de pesos es

Calculemos ahora usando el teorema. Primero, vamos a encontrar los valores de las

7:(8) = Tr(7}). Sabemos que si k # 2,

Tp)=—1-> Qualt,8) H(t* — 32),

teD

donde
D={teZ: :t*<32,t=1 (mod4)}={-3,1,5},

y Qr—2(t, 8) estd definido por:

Q0<t7 8) = 17 Ql(tv 8) = t? Qk—l—l(t? 8) = tQk(t7 8) - 8Qk—1(t7 8)

90



Calculemos los polinomios Qy_o(t, 8).

Qa(t,8) = tQ1(t,8) — 8Qo(t,8) = t* — 8.

Qs(t,8) = tQ4(t,8) — 8Q (t,8) = t* — 16t.

Qu(t,8) = tQs(t,8) — 8Q(t,8) = t* — 241* + 64.

Qs(t,8) = tQ4(t,8) — 8Qs(t,8) = t° — 32t> + 192¢.

Qs(t,8) = tQs(t,8) — 8Q4(t,8) = t° — 40t* + 3841* — 512.
Q7(t,8) = tQs(t,8) — 8Q5(t,8) = t7 — 48> 4 640t> — 2048t.

Ademas, por lo visto en la Seccion 1.4, tenemos que

H(-23)=3, H(-31)=3 'y H(-7)=1.

Entonces se tiene que

73(8) = —1 — {Q1(=3,8)H(=23) + Q1(1,8) H(=31) + Q:(5,8) H(-T7)}
=—1-(=3-3+1-3+5-1)=0,

Ta(8) = =1 — {Q2(=3,8)H(~23) + Qa(1,8) H(=31) + Q2(5,8) H(~T7)}
= —1-(1-3-7-3+17-1) =0,

75(8) = —1 — {Q3(=3,8)H(-23) + Q3(1,8) H(=31) + Q3(5,8) H(-T7)}
= —1-(21-3—15-3+45-1) = —64,

76(8) = —1 — [Qa(=3,8) H(=23) + Qu(1,8) H(=31) + Qu(5,8) H(-T7)]
=-1-[-71- 3+41 3+89-1] =0,
77(8) = =1 — [@5(=3,8)H(—23) + Q5(1,8) H(—31) + Qs(5,8) H (=7)]

@
-
@
=—1—[45- 34 161-3 485 1] = —704,
75(8) = —1 — [Qs(—3,8)H(—23) + Qs(1,8) H(—31) + Qs(5,8) H(—T)]
= —1—[433- 3—157 3 —287-1] = =512,

[

[~

79(8) = =1 —[Q7(=3,8) H(=23) + Q7(1,8) H(=31) + Q(5,8) H(-T7)]

=—1—[-1659-3 — 1455 -3 — 2115 - 1] = 11456.
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Ahora, calculamos los valores WV ;(8)
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Ahora si calculamos la distribucion de pesos

6440 = () +2-1-7(3) — T(Woo(8)(1 + m2(8)) = 1+ 14 — 7(1(1 — 8)) = 64,
644; = (1) +2(-1)7(}) = 7T(W11(8)(1 +73(8))) =7—14 —7(-1(1+0)) =7— 14+ 7=0,
6445 = (1) +2(=1)7(3) — T(Wao(8)(1 + 72(8)) + Waa(8)(1 + 74(8)))
=21-42-7(3(1-8)+3(140))=21—-42—-7-(=3) =0,
6445 = (5) +2.1.7(3) — T(W31(8)(1 + 73(8)) + W35(8)(L + 75(8)))
=35+42—-7(3(1+0)—2(1-64)) =35+42—7-11 =0,
(

AM

(
644, = ([) +2-1-7(3) — T(Wao(8
=35+42-7(-2(1-8) -2

+ 72(8 ))+W42( )L+ 74(8)) + Wia(8)(1 + 76(8)))
140)+ 55 (1+0) =35+42—-7-11 =0,
(8

(1

(

64A5 = (;) + 2(—1)7( ) —T(W51(8)(1 +T3( )+ Ws3(8)(1 + 75(8)) + Ws5(8)(1 + 72(8)))
1—64) — L (1—704)) =21 —42 — 7-(—3) =0,

(

)

=21 —42 - 7(355(140) + 5( s

6446 = (5) —2(—=1)7(3) — T(Ws0(8)(1 + 2(8)) + We2(8)(1 + 74(8)) + Wi 4(8)(1 + 76(8))
+ We6(8)(1+ 7:(8)))
=7—-14—T7(55(1—=8) = 2(1+0) — 2x(1 +0) + =55(1 — 512))
=7-14—-7-(-1) =0,

6447 = (1) +2-1-7(3) — T(Wr1(8)(1 + 73(8)) + Wr3(8)(1 + 75(8)) + Wi 5(8)(1 + (8))
+ Wi 2(8)(1 4 79(8)))
=T+14—T7(—22(140) + 221 - 64) + 2 (1 — 704) — =4 (1 + 11456))
=1414—7-(=7) =64.

Luego, la distribucién de pesos del cédigo Ms(3) es efectivamente la que mencionamos
antes.

A.5 Melas M(4)

Encontraremos la distribucién de pesos del cédigo de Melas My(4). La dimensién de este
codigo es
k=¢q—1-2m=16-1-8=7.

Esto nos dice que el cédigo tiene 27 palabras. A diferencia del ejemplo anterior, ahora no
es claro, solo con esta informacion, cual es la distribucién de pesos del cédigo.

Calculemos. Primero vamos a encontrar los valores de las 74(16). Sabemos que

W)= 1= Qua(t,16)H(t* —64), si k#2

teD

donde
D={teZ  t?<64,t=1 (mod4)}={<7,-31,5}
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y Qr_o(t, 16) esté definido por

Qo(t,16) =1, Q1(t,16) =t, Quu1(t,16) = —tQu(t, 16) — 16Q4_1(t, 16).

Calculamos los polinomios Qy_o(t, 16) evaluados en cada t.

Qo(—T7, 16) L,

Qo(—3,16) =1,

Qo( ,16) =

Qo(5,16) =

Q1(=7,16) = —7,

Q1(— 3,16) —3,

@1(1,16) =

@1(5,16) =

Qa(—T, 16) - 7( 7) - 16 = 33,
02(—3,16) = —3(—3) — 16 = T,
02(1,16) =1 — 16 = —15,

02(5,16) =5-5 — 16 = 9,

Qs(=7,16) = —7-33 — 16(—7) = —119,
Q4(—3,16) = —3(—7) — 16(—3) = 69,
05(1,16) = —15 — 16 = —31,

Q3(5,16) =5-9— 16 - 5 — —35,

Q4(—7,16) = —7(—119) — 16 - 33 = 305,
04(—3,16) = —3- 69 — 16(—T) = —95,
04(1,16) = —31 — 16(—15) = 209,
04(5,16) = 5(—35) — 16 -9 = 319,
Q5(—7,16) = —7 - 305 — 16(—119) = —231,
Qs5(—3,16) = —3(—95) — 16 - 69 = —819,
Qs(1,16) = 209 — 16(—31) = 705,
05(5,16) = 5(—319) — 16(—35) = —1035,
Qs(—7,16) = —7(—231) — 16 - 305 = —3263,
Qs(—3,16) = —3(—819) — 16(—95) = 3977,
Q6(1,16) = 705 — 16 - 209 = —2639,
Qs(5,16) = 5(—1035) — 16(—319) = 71,
O+(—7,16) = —7(—3263) — 16(—231) = 26537,
Q:(—3,16) = —3 - 3977 — 16(—819) = 1173,
Q7(1,16) = —2639 — 16 - 705 = —13919,
0+(5,16) = 5(—71) — 16(—1035) = 16205,
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Qs(—7,16) = —7 - 26537 — 16(—3263) = —133551,
Qs(—3,16) = —3 - 1173 — 16 - 3977 = —67151,
Qs(1,16) = —13919 — 16(—2639) = 28305,

Qs(5,16) = 5 - 16205 — 16(—71) = 82161,

Qo(—7,16) = —7(—133551) — 16 - 26537 = 510265,
Qo(—3,16) = —3(—67151) — 16 - 1173 = 182685,
Qo(1,16) = 28305 — 16(—13919) = 251009,

Qo(5,16) = 5 - 82161 — 16 - 16205 = 151525,
Q10(—7,16) = —7- 510265 — 16(—133551) = —1435039,
Q10(—3,16) = —3 - 182685 — 16(—67151) = 526361,

,16) = 251009 — 16 - 28305 = —201871,

—7,16) = —7(—1435039) — 16 - 510265 = 1881033,
16) = —3 - 526361 — 16 - 182685 = —4502043,

11(1,16) = —201871 — 16 - 251009 = —4218015,
11(5,16) = 5(—556951) — 16 - 151525 = —5209155,
12(—7,16) = —7 - 1881033 — 16(—1435039) = 9793393,
12(—3,16) = —3(—4502043) — 16 - 526361 = 5084353,
12(1,16) = —4218015 — 16(—201871) = —988079,

9, 6) = 5( 5209155) — 16(—556951) = —17134559,

,16) = -9793393 — 16 - 1881033 = —98650279,

13 16) = - 5084353 — 16(—4502043) = 56779629,
13(1, 6) = —988079 — 16(—4218015) = 66500161,

6) = 5(—17134559) — 16(—5209155) = —2326315,

14(—7,16) = —7(—98650279) — 16 - 9793393 = 533857065,
14(—3,16) = —3- 56779629 — 16 - 5084353 = —251688535,
14(1,16) = 66500161 — 15(—988079) = 82309425,

6) = 5(—2326315) — 16(—17134559) = 262521369,

,16) = —7- 533857665 — 16(—98650279) = —2158599191,
16) = —3(—251688535) — 16 - 56779629 = —153408459,
= 82309425 — 16 - 66500161 = —981693151,
= 5262521369 — 16(—2326315) = 1349827885.

D
= =

Notemos que, por la tabla de valores para d pequeno de los nimeros de clase
Kronecker que tenemos en la Seccién 1.5, sabemos que

H(-15)=2,  H(-39)=4, H(-55)=4,  H(—63)=5.
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Entonces, tenemos que

T2(16) = — ].6,

7'3(16) =—1- {Ql
+ Q1(5,16)H(—39)

74(16) = — 1 — {Q2(—7,16)H
+ Q4(5,16) H(—39)
H

7,16)H(—15) + Q1(—3,16)H(—55) + Q1(1,16) H(—63)
—1—-(-7-2-3-44+1-5+5-4)=0,
(—15) + Qo(—3,16)H(—55) 4+ Q2(1,16) H(—63)
—1-(33-2-7-4-15-5+9-4) =0,
75(16) = — 1 — {Qs(—=7,16) H(—15) + Q3(—3,16) H(—55) + Q3(1,16) H(—63)
+Q3(5,16)H(=39)} = —1 — (—=119-24+69-4 — 31 -5 — 35 - 4) = 256,

(—
) }=
(—
) }
(—
)
76(16) = — 1 — {Q4(=7,16)H(—15) + Q4(—3,16)H(—55) + Qu(1,16) H(—63)
)
(—
)
(—
)
(—

+ Qu(5,16)H(—39)} = —1 — (305-2—95-4+209 -5 — 319 -4) = 0,
7,16)H(—15) + Q5(—3,16)H(—55) 4+ Q5(1,16) H(—63)

77(16) = =1 —{Qs

+Q5(5,16)H(—39)} = —1 — (=231 -2 — 819 -4+ 705 -5 — 1035 - 4) = 4352,
75(16) = — 1 — {Q6(—7,16)H(—15) + Qs(—3,16)H(—55) + Qs(1, 16) H(—63)

}
}
}
+ Qo(5,16)H(—39)} = —1 — (—3263 - 2 + 3977 - 4 — 2639 - 5 — 71 - 4) = 4096,
b=
1

79(16) = — 1 — {Q7(=7,16) H(—15) + Q7(—3,16) H(—55) + Q(1,16) H(—63)
+Q7(5,16)H(—39)} = —1 — (26537 - 24+ 1173 - 4 — 13919 - 5 + 16205 - 4) = —52992,
T10(16) = —1 — {Qs(—7,16) H(—15) + Qs(—3, 16)H(—55) + Qs(1,16)H(—63)

+ Qs(5,16)H(—39)} = —1 — (—133551 - 2 — 67151 - 4 + 28305 - 5 + 82161 - 4) = 65536,

11(16) = —1 — {Qo(—T7, 16)H(~15) + Qo(—3, 16) H(~55) + Qy(1, 16) H(~63)
+ Qo(5,16)H(—39)} = —1 — (510265 - 2 + 182685 - 4 + 251009 - 5 + 151525 - 4) = —3612416,

T12(16) = —1 — {Q10(—=7,16) H(—15) + Q10(—3,16) H(—55) + Q10(1, 16) H(—63)
4 Q10(5, 16)H(—39)} = —1 — (1435039 - 2 + 526361 - 4 — 201871 - 5 — 556951 - 4) = 4001792,

713(16) = —1 — {Qu1(=7,16) H(—15) + Q11(—3,16)H(—55) + Q11 (1, 16) H(—63)
4 O (5,16)H(—39)} = —1 — (1881033 - 2 — 4502043 - 4 — 4218015 - 5 — 5209155 - 4)
= 56172800,

714(16) = —1 — {Q12(—7,16) H(—15) + Q12(—3, 16) H(—55) + Q12(1,16) H(—63)
+ Q12(5,16)H(—39)} = —1 — (9793393 - 2 + 5084353 - 4 — 988079 - 5 — 17134559 - 4)
— 33554432,
715(16) = —1 — {Q13(—7,16) H(—15) + Q13(—3, 16) H(—55) + Q13(1, 16) H(—63)
+ Q13(5,16)H(—39)} = —1 — (—98650279 - 2 + 56779629 - 4 + 66500161 - 5 — 2326315 - 4)
= —353013504,

7T16(16) = —1 — {Q14(—=7,16) H(—15) + Q14(—3,16) H(—55) + Q14(1, 16) H(—63)
4 Qua(5,16)H(—39)} = —1 — (533857665 - 2 — 251688535 - 4 + 82309425 - 5 + 262521369 - 4)
= —1522593792,

m17(16) = =1 = {Q15(=7,16) H(—15) + Q15(—3,16) H(—55) + Q15(1, 16) H(—63)
+ Q15(5,16)H(—39)} = —1 — (—2158599191 - 2 — 153408459 - 4 — 981693151 - 5

+ 1349827885 - 4) = 4439986432.
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Calculemos ahora los valores W; ;(16).

Woo(16) =1,

Wi1(16) = —1,

W2’0<16) == %(-16Wl’1(16) W1 1(16) - 15W070(16))
=1(-16-(-1)—-15-1) =1,

Wo,2(16) = 3(~16W; 3(16> W11(16) — 15W2(16))
=3(=(-1)) =

W51(16) = 3(— 16W22(16) Wao(16) — 14W; 1(16))

5(—16-3—3—14-(-1)) = 7,

Ws5(16) = 3(— 16W24(16) — Wa2(16) — 14W; 3(16))
— (-3 -

Wio(16) = 1(—16Ws, 1(16> Ws,_1(16) — 13W>2,0(16))
=316 3 —13-3) = -3

Wi2(16) = §(—16Ws3(16) — W31<16>—13W2,2<16>>
=3(=16-(=g) — 5 —13-3) = -3,

Wi 4(16) = 3(— 16W35(16> W373<16) — 13W5,4(16))
= 1(=(=¢) = 51

W51(16) = £(—16W,2(16) — Wy o(16) — 12W5,(16))
= (=16 (=37 — (=3P —12- §) = T,

Ws5(16) = £(—16W,4(16) — Wy 2(16) — 12W55(16))
= (=16 5; — (=31) — 12+ (=5)) = 135

Ws,5(16) = £(—16Wy6(16) — Wy 4(16) — 12W35(16))

We0(16) = #(—16W51(16) — W5 _1(16) — 11W,(16))
= §(-16- 3~ 11 (-50) = 5,

Wi ,2(16) = §(=16W535(16) — W51 (16) — 11W,(16))
= (=16 55 — 3 — 11 (=3})) = .

We,4(16) = §(—16W55(16) — W 3(16) — 11W,4(16))
= 5(=16 (=155 — 195 — 11+ 35)) = — ¢,

Wi 6(16) = §(—16Ws57(16) — W 5(16) — 11W,6(16))
- %< (= 120)) 720’

Wr1(16) = L(—16Ws 5 — Wi 0(16) — 10W5, 1(16))
— (16 5 — % 16 ) — 04,

Wr3(16) = 1(—16W4(16) — We2(16) — 10W53<16>>
- %<_16'(_%)_%_10 120) gggg’
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Ws5(16) =
W7 7(16) =
Ws0(16) =
Ws2(16) =

Ws4(16) =

Ws6(16) =
Wss(16) =
Wy1(16) =
Wy 5(16) =
Wy 5(16) =
Wy7(16) =
Woo(16) =
Wip0(16) =
Wi2(16) =
Wip4(16) =
Wio6(16) =
Wios(16) =
Wi0.10(16) =

W1171(16) -

W1173(16) =

—16W;s6(16) — We 4(16) — 10W;5(16))
135~ (—730) — 10+ (—135)) = 3000

—16W55(16) — W5 6(16) — 10W;5 7(16))

Ly= __1

|
—_
o

T 720 T 5040
—16W7.1(16) — Wy_1(16) — 9W;0(16))
16+ (550~ 9 388) — —4%,

—16W7,3 — W7,1 — 9W672)

—16- (=5555) — (=010 ) =9~ 720) = os30-

_16W7,5(16> — W773(16) _ 9W674(16>>
~165515 — (—5010) — 9 (—7230)) = 10330

—16W7,7(16> - W7,5 - 9W6,6)
4 1y 196
16 - (_ﬁ> - ﬁ -9 %) — 7103200

—16W74(16) — W7 7(16) — 9W65(16))

(_ﬁ)) = 40%207
—16W52(16) — W5 0(16) — 8W71(16))

40396 11055 31317\\ _ 1369007
16 40320 + 40320 ( 5040 )) T 362880

—16Ws 4(16) — Wy 2(16) — 8 W7 3(16))

Ol Ol Ol O Ol O O Ol O O 00— 00— 00| 00| 00— 00| 00| 00| 00| 00— ~J|—= ~J|—= ~J|—= ~J|—

e e N N N e e N N N T N e N e T T e e N N N N T

16 . 7094 _ 40396 g (_w)) _ 29332

40320 40320 5040 362880

—16Ws6(16)_Ws4(16) — 8W7 5(16))

—16- (_4(11320) - 4700392% - o %) = _31632489§)7

—16W8,8(16) — Wg75(16) — 8W7,7(16))

1 196 1 _ 244
—16- 40320 (_40320> - 8(_M)) — 362880°
1

_4oé2o) = T 362880’

T (=16Wy,1(16) — Wy _1(16) — TWs0(16))
7 _ 1207647

1_10(_16 ) 133662980800 -7 (_411(1)(3)38)) - _23628800 )
75 (—16Wo 3(16) — Wy 1(16) — TWs 2(16))
1 (—16 20332 1369007 _ = 40396) __ 4383267
10 362830 362830 40320 3628800’
1—10(—16W975(16) — W973(16) — 7W874(16))
i(—16(— 13494 29332~ 7094 ) _ 260350
10 362880 362880 40320 3628800’
L (—16Wo7(16) — Wy 5(16) — TWs6(16))

244 13494 96 _ 21938
1_10(_16362880 B <_362880) - 7(_4(1)320)) ~ 3628800
L (—16Wyo(16) — Wo7(16) — TW;5(16))

4 1 _ 291

1_10(_16(_3621880> - 36228480 - 740320) — 7 3628800
= (=16Wy11(16) — Wy o(16) — TW510(16))
%0(_(_362é800>> = 362é800’
ﬁ(_m(_gggg;gg) + 23162208786(;107 - 61336629808%7) = 39919919é189090’
L (=16W104(16) — Wio2(16) — 6Wy 5(16))

7 __ 6788947
1_11(_16(_32662%385(?0) + ggggggo - 632692383820) - 369981869800’
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Wi15(16) =

W1177(16) =

W1179(16) —

W11,11(16) =

W127() (16) =

W1272 (16) =

W12’4(16) —

W12,6(16) =
W1278(16) =
W12,10(16) =

W12,12(16) =

W13,1(16) =

W1373 (16) =

W13’5(16) ==

Wis7(16) =

W1379 (16) =

W13,11(16) =

Wiz15(16) =

O~ [ (00 [ b 0 ) | [ (8] = [0 [eF] = [OF ) ¥ [ ) (0¥ ) ) [ F] ) [FF ¥ o [8F ) W) o = = Y= =" = Y= =" =

W1470 (16) =

W1472 (16) =

—16W10,6(16) — Wip4(16) — 6Wo 5(16))
1621938 | 260350 _ 6(— 13404 )) _ _T18982

3628800 ' 3628800 362880// — 39916800’
—16W1078(16) — W10,6(16) — 6W9,7(16))

291 21398 244 N _ 31922
_16(_3628800> T 3628800 6362880) — 7 39916800
—16W10710(16) — W1078(16) — 6W979(16))

1 291 1 _ 335
_163628800 + 3628800 6(_362880)) ~ 39916800’

—16Wi012(16) — Wig10(16) — 6Wy11(16))

1 _ 1
_3628800) T 3916800
—16W11,1(16) — W117_1(16) — 5W1070(16))

169199499 _ 5(_21207647)) __ 1019228601
39916800 3628800 // — 479001600 °

—16Wi15(16) — Wiy1(16) — 5Wig4(16))

—16 6788947 9199499 5(_4383267)) 123257134

39916800 39916800 3628800 479001600
—16W1175(16) — W11,3(16) — 5W1074(16))
_1G_718982 6788047 5(_ 260350 )) _ 3973409

39916800 39916800 3628800 479001600
—16W11,7(16 — W11,5(16) — 5W10,6(16))

—16(— 31922 )_ 718082 5 21938 ) _ 1414820

39916800 39916800 3628800 479001600
—16W1179(16) — W11,7(16) — 5W1078(16))

335 31922 291 42567
_1639916800 + 39916800 5(_3628800>) ~ 479001600’
—16W11711<16) - W1179(16) — 5W10710<16))

6(— 1 )_ 35 g 1 ):_ 374

39916800 39916800 3628800 479001600

—16W11,13(16) — W11 11(16) — 5Wi0,12(16))

1 _ 1
_(_39916800)) T 479001600’
—16Wi22(16) — Wig016 — 4Wy, 1(16)

—16 123257034 _ 1019228601 _ 4 9199499 ) — _ 3432917097
479001600 479001600 39916800 6227020800’
C16Wia.4(16) — Wiaa(16) — 47, 5(16))
—16(_ 3973409 ) _ 123257034 4 6788947 ) — __ 385551946
479001600 479001600 39916800 6227020800’
C16Wia6(16) — Wisa(16) — 4Wy, 5(16))
_16(_ 1414820 ) _ (_ 3973409 ) —4 718982 ) _ __ 7900607
479001600 479001600 39916800 6227020800’
C16Wia5(16) — Wiag(16) — 4Wi1 (16))
~16 42567 (_ 1414820 )_ 4(_ 31922 )) _ 2266004
479001600 479001600 39916800 6227020800’
—16W12710<16) — W1278(16) — 4W1179(16))
_16(_ 374 ) 42567 4 335 ) — __ 52663
479001600 479001600 39916800 6227020800’
_16W12,12<16) - W12,10(16) - 4Wll,11(16))
—16 1 . (_ 374 o 4(_ 1 )) — 406
479001600 479001600 39916800 6227020800’

—16W12,14(16) — Wig12(16) — 411 13(16))

1 _ 1
"~ 479001600 ) T 6227020800

—16Wi3,(16) — Wis_1(16) — 3Wia,0(16))

_16(_3432917097) _ 31019228601) __ 15176758113
6227020800 6227020800/ ~ 87178291200’

—16Wi35(16) — Wis1(16) — 3Wi55(16))

o~~~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~ o~~~ o~ o~~~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~~~ o~~~
—

_ 16(— 385551946 ) _ (_ 3432917097) -3 123257034) _ 4794723907
6227020800 6227020800 479001600 87178291200
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Wis14(16) =
Wis1(16) =
Wi53(16) =
Wis5(16) =
Wi57(16) ;
Wi50(16) =

Wis11(16) =

Wis13(16) =

—16W35(16) — Wi33(16) — 3W124(16))

—16W14,16(16) — Wiy 14(16) — 2Wy3.15(16))

(
1 7900607 385551946 3973409 __ 666924609
ﬁ(_16<_6227020800) - <_6227020800) - 3(_479001600)> 87178291200
L (=16Wi37(16) — Wi35(16) — 3Wi26(16))
i(—16 2266004 (_ 7900607 )_ 3(_ 1414820 )) 26822523
14 6227020800 6227020800 479001600// — 87178291200’
ﬁ(—16W13,9(16) — W1377(16) — 3W1278(16))
i(—16(— 52663 ) _ 2266004 g 42567 ) __ 3083509
14 6227020800 6227020800 479001600/ — 87178291200’
ﬁ<—16W13,11(16) - W13,9(16> - 3W12,10(16))
1 406 52663 374 _ 60753
ﬁ(_166227020800 - (_6227020800) - 3(_479001600)) 87178291200
L (=16Wi515(16) — Wiz11(16) — 3W1s,12(16))
1 1 406 1 _ 429
ﬂ<_16<_6227020800) T 6227020800 3 479001600) T 87178291200
L (=16Wi515(16) — Wiz13(16) — 3W1,14(16))
1 1 _ 1
ﬁ(_ 6227020800> ~ 87178291200
i(—16W14 2(16) — Wi 0(16) —2Wis 1(16))
15 ’ ’ )
1 (—16 4794723907 15176758113 2(_3432917097)) _ 4229338091
15 87178291200 87178291200 6227020800// — 87178291200-15°
i(—16W14 4(16) — Wiy 2(16) — 2Wis 3(16))
15 ’ bl )
1 (—16 666924609 4794723907 2(_ 385551946 )) _ 4670063163
15 87178291200 87178291200 6227020800// — ~ 87178291200-15°
L(—16W146(16) — Wiy 4(16) — 2Wi55(16))
15 ’ ’ bl
1 (—16 26822523 666924609 2(_ 7900607 )) _ 874867981
15 87178291200 87178291200 6227020800// — ~ 87178291200-15°’
i(—16W (16) - W (16) —2W (16))
15 14,8 14,4 13,7
1 (—16 (_ 3083509 ) _ 26822523 o 2266004 ) _ 40934491
15 87178291200 87178291200 6227020800 87178291200-15 7
i(—16W14 10(16) — W 8(16) —2Wy3 9(16))
15 ) > s
1 (—16 60753 _ 3083509 _ o (_ 52663 )) _ 3586025
15 87178291200 ' 87178291200 6227020800// — 87178291200-15°
%5(—16W14,12(16) - W14,1o(16) - 2W13,11(16))
i(—16(— 429 ) _ 60753 o 406 ) _ 65257
15 87178291200 87178291200 6227020800 87178291200-15
1—15(—16W14,14(16) — W14,12(16) —2W — 13, 13(16))
1 1 429 1 _ 441
1_5<_1687178291200 + 87178291200 2(_6227020800)) ~ 87178291200-15°
(
(

1 _ 1
1 87178291200) T 87178291200-15

Calculemos, ahora si, la distribucién de pesos del codigo My (4).

25640 = (1)) +30(—1)°(5) — 15Wo(16)(1 + 72(16))
=1+ 30 — 15(1 — 16)
— 256,

256A; = (V) +30(—1)'(]) — 1571 (16)(1 + 75(16)
=15 —30 — 15(—1)(1 +0)
=0,
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25645 = () 4+ 30(—1)"(]) — 15[Wa(16)(1 + 72(16)) + Waa(16)(1 + 74(16))]
=105 —210 — 15[2(1 — 16) + (1 + 0)]
=0,

25643 = (%) 4+ 30(—1)%(}) — 15[W3,1(16)(1 + 75(16)) + W3 5(16)(1 + 75(16))]
= 455 4 210 — 15[%(1 +0) — #(1 + 256)]
= 1280,

25644 = ('7) +30(—1)%(}) — 15[Wa,0(16)(1 + m2(16)) + Wi (16)(1 + 4(16))
+ Wy4(16)(1 + 76(16))]

= 1365 + 630 — 15[—22(1 — 16) — 2(1 4 0) + (1 + 0)]

=0,

25645 = () +30(—1)*(}) — 15[Ws,1(16)(1 + 75(16)) + W5 5(16)(1 + 75(16))
+ Ws5(16)(1 + 77(16))]
= 3003 — 630 — 15[232 (1 + 0) + (1 + 256) — 735 (1 + 4352)]
= 768,

25646 = (1) +30(—1)*(§) — 15[We0(16)(1 + 72(16)) + We2(16)(1 + 74(16))
+ We4(16)(1 + 76(16)) + W6(16)(1 + 75(16))]
= 5005 — 1050 — 15[32(1 — 16) + 223 (1 + 0) — 15(1 + 0) + =2-(1 + 4096)]
= 6400,

25647 = () +30(—1)* () — 15[W+1(16)(1 + 75(16)) + Wr3(16)(1 + 75(16))
+ Wr5(16)(1 + 77(16)) + Wr7(16)(1 + 79(16))]

= 6435 + 1650 — 15[— 330 — 28%8.(1 + 256) + (1 + 4352) —
= 7680,

25645 = (%) +30(—1)*(}) — 15[Ws0(16)(1 + 75(16)) + W (16)(1 + 74(16))
+ Wy 4(16)(1 + 76(16)) + Wy 6(16)(1 + 15(16)) + Wy 5(16)(1 + 710(16))]

= 6435 + 1050 — 15[— 1057 _ 16) 4 203967 4 () 4 1094 (71 4 ()

40320 40320 40320
196
— 40320(1 +4096)

+ 0320 40320 (1 + 65536)]
= 7680,

25649 = (i) +30(—1)°(}) — 15[Wo,1(16)(+73(16)) + Wy 3(16)(1 + 75(16))
+ Wy 5(16)(1 + 77(16)) + Wy 7(16)(1 + 19(16)) + Wo9(16)(1 + 711(16))]
= 5005 — 1650 — 15[1336629808007(1 +0) 4+ 2232 (1 + 256) — zo (1 + 4352)
+ 24 (1 —52992) — 1 — 3612416)]
= 6400,

256410 = (19) 4+ 30(=1)°({) — 15[W10,0(16)(1 + 72(16)) + Wig2(16)(1 + 74(16))
+ Wi04(16)(1 + 76(16)) + Wig6(16)(1 + 75(16)) + W10, 8(16)(1 + 710(16))
+ Wi0,10(16) (1 + 712(16))]
= 3003 — 630 — 15[~ 23162208786(;107(1 —16) - 3233533(1 +0) - 3266208385000(1 +0)

3628800 " 3628800
= 768,

(1 — 52992)]

362880 (

3628800 (
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256A11 = (17) +30(=1)°() — 15[Wi1,1(16)(1 + 73(16)) + Wi1,5(16)(1 + 75(16))
+ W11’5<16)(1 + 7'7(16)) + W11’7(16)(1 + Tg(lﬁ)) + W1179(16)<1 + 7'11(16))
+ Wir11(16)(1 + 713(16))]
= 1365 + 630 — 15[55517ems (1 + 0) + oo (1 + 256) + ey (1 4 4352)

39916800 39916800 39916800
— gl 222 (1 — 52992) + o0 (1 — 3612416) — 1+ 56172800)]
=0,
256412 = (15) +30(=1)°({) — 15[Wi2,0(16)(1 + 72(16)) + Wi22(16)(1 + 74(16))

+ W12,4<16)(1 + 7'6<16)) + W12 6(16)(1 + Tg( 6)) + W12 8(1 + T10(16))

39916800 (

+W12 10(16)(1+T12(16)) +W12 12(16)( +T14( ))]
= 455 + 210 — 15[lzi)7199020218660001 (1—-16) + 133331233(1 +0) - 4?7)35311280(1 +0)
— Froooraos (1 + 4096) + Fragara0 (1 + 65536) — rgan1as (1 + 4001792)

+ —479001600(1 + 33554432)]

= 1200,
256A13 = (13) +30(—1) % 7(]) — 15[W131(16)(1 + 73(16)) + Wi35(16)(1 + 75(16))

+ Wis5(16) (1 + 77(16)) + Wiz7(16)(1 4 79(16)) + Wis9(16)(1 + 711 (16))

+ Wi311(16)(1 4+ 713(16)) + Wi313(16)(1 + 715(16))]

=105 — 210 — 15[ 3432917097(1 + 0) 385551946(1 + 256) 7900607 (1 + 4352)

6227020800 622702800 6227020800
+ 622225062%08400 (1 —52992) — 622572062603800< — 3612416) + 622;100260800(1 +56172800)
— —62270120800(1 — 353013504)]
=0,

256414 = (1) +30(=1)7 (1) — 15[W14,0(16)(1 + 72(16)) + Wia2(16)(1 + 74(16))
+ Wiaa(16)(1 + 76(16)) + Wige(16)(1 4 75(16)) + Wiss(16)(1 + 710(16))
+ Wis10(16)(1 4 712(16)) + Wig12(16)(1 + 74(16)) + Wis14(16)(1 + 76(16))]
=15—-30 — 15[15176758113(1 _ 16) 4 4794723907 4794723907 (1 + 0) 666924609 (1 + 0)

87178291200 87178291200 87178291200
26822523 3083509 60753
+ 87178291200(1 + 4096) 87178291600<1 + 65536) 87178291200(1 + 4001792)
- 8717;1331200<1 + 33554432) + 87178%91200(1 - 1522593792)]
=0,

256415 = (12) +30(=1)*(1) — 15[W151(16)(1 + 73(16)) + Wi55(16)(1 + 75(16))
+ W1575(]_6>(1 + 7'7(].6)) + W1577(16)(]_ + 79(16)) + W1579(]_6)(]_ + ’7'11(16))
+ Wi511(16) (1 4 113(16)) + Wi513(16)(1 + 715(16)) + Wis15(16)(1 + 7 7(16))]

4229338091 4670063163
=1+30-15 87178291200- 15(1 + 0) © 87178291200-15 (1 + 256)
_ 874867981

40934491 3586025
T 87178291200-15 L+ 4352) 87178291200- 15< B 52992) + 87178291200-15(1 B 3612416)

[

(

87175?2592?2700 15<1 +56172800) + m(l — 353013504)
(

87178291200 15 L+ 4439986432)]

= 256.
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Luego, la distribucién de pesos de este cédigo esta dada por

A0:A15 = ]-7
A3:A12:57
As = Ajp = 3,
Ag = Ag = 25,
Ay = Ag = 30,

A1:A2:A4:A11:A13:A14:O-

A.6 Zetterberg Z5(4)

Encontremos la distribucion de pesos del cédigo Zetterberg Z,(4). Los valores 7,(16) de
la traza del operador de Hecke ya los calculamos para Ms(4), para k < 17, calculemos
ahora para k =18 y k = 19.

Primero encontremos Q14(t, 16) y Q17(t, 16) para cada t.

Q16(—7,16
Q16(—3,16

) = —7(—2158599191) — 16 - 6568471697 = 6568471697,

) = —3(—153408459) — 168 — (—251688535) = 4487241937,

Q16(1,16) = —981693151 — 16 - 82309425 = —2298643951,

Q16(5,16) = 5 - 1349827885 — 16 - 262521369 = 2548797521,

Qu7(—7,16) = —7 - 6568471697 — 16(2158599191) = 11441714823,

Q17(—3,16) = —3 - 4487241937 — 16(—153408459) = —11007190467,
Q17(1,16) = —2298643951 — 16(—981693151) = 13408446465,
Q17(5,16) = 5 - 2548797521 — 16 - 1349827885.

Ahora, calculamos las trazas que nos faltaban.

715(16) = —1 — [Q16(—7, 16) H(—15) + Q16(—3, 16) H(—55) + Q16(1, 16) H (—63)
+ Q16(5, 15) H(—39)]
— —1 — [6568471697 - 2 — 4487241937 - 4 + 2298643951 - 5 + 2548797521 - 4]
— —20787881472,
719(16) = —1 — [Q17(—7,16) H(—=15) + Q17(—3,16) H(—55) + Q17(1, 16) H (—63)
+ Qur(5,16) H(—39)]
= —1— [~11441714823 - 2 — 11007150467 - 4 + 13408446465 - 5 — 8853258555 - 4]
= 35282993498,
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Veamos entonces cudl es el valor de los V; ;(16) para 0 <1,j < 17.

Voo(16) =
‘/171<16) -
V2,0(16) =

V5,3(16) =

Ve,0(16) =

%}2(16) -

1,
1,
$(16V4,1(16) + V4,1 (16) — 17V;0(16))
1(16 — 17)
_%7
5(16V15(16) + V11(16) — 17V{2(16))
5
$(16V2,5(16) 4 Vo,0(16) — 16V4,1(16))
(165 + (—3) — 16)
_17
6’
2(16V5,4(16) + Vo2(16) — 16V, 5(16))
5(3)
1
6’
L(16V3,1(16) 4+ V3,1 (16) — 15V5,4(16))
1(16(=%) — 15(=3))
227
247
1(16V53(16) + V51(16) — 15V55(16))
7063 + (=) — 153)

'S
=2

249

(16V35(16) + Vi 5(16) — 15V5,4(16))
(5)

PN

= = (16V,2(16) + V4 0(16) — 14‘/}) 1(16))
(16(=33) + (=37) — 14(—=%)

11
120°

(16Vi4(16) + Vi (16) — 14V3,(16))
1(165; + (—23) — 143)

86
120°

(16V46(16) + V44(16) — 14V55(16))
(31)

L

=1
5
1
5

120
=11 6v51(16)+v5 _1(16) — 13V,0(16))

§(16(—135) — 13(=%F))

120)
l(16‘/5 3(16) + V5,1(16) — 13V4 2(16))
‘(16( 120) + ( 120) - 13( ))

1603
7200
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‘/674(16) -

Vi,6(16)

V7,1(16)

Vz,3(16)

Vz7,5(16)

V7 7(16)

V5.0(16)

Vs,2(16)

Vz,4(16)

Vs,6(16)

Vz,8(16)

Vo1(16)

Vo,3(16)

(16V5,5(16) + Vs .3(16) — 13V, 4(16))

(161m) ( 120>__13 )

_ 135
7200

(16V5.7(16) + V5 .5(16) — 13V, 4(16))
(120)

72
H(16Vi 2(16) + Vao(16) — 1215,(16)

1 603 | 14579
7(](3%20 + 20 720 “'12( 120))

41019
5040 °

L(16V44(16) + Vi 2(16) — 12V35(16))

%(16( %28) *‘%2%?'— 12( 120))

5635
50407

7(16V6,6(16) + V5.4(16) — 12V55(16))
$(16755 + (—32) — 1255)

1
6
1
6

OJI»—- =

720 720 120

191

T 5040
%(163%3(16)<+-V%ﬁ(16)-—-12V%;(16))
7(530)
7\720

1
5040°

1(16V41(16) + V5, _1(16) — 11V (16))
%(1641019 11 14579)

5040 720
466279
40320 °
£(16V73(16) 4 V71 (16) — 11V 2(16))
1 5635 | 41019 1603
5(16504)*_ 5040 11720)
748
4032°

1(16V75(16) + V7 5(16) — 11V5.4(16))

§(16< ;ig) +‘§%§%'_’11( %%%))

12974
403207

§(16V7 7(16) + V75(16) — 11V;6(16))

1
$(16—— + (—z55) — 11=55)

5040 5040 720
_ 252
40320
§(16V79(16) + V7 7(16) — 11V;5(16))
5(53m)

1
40320°

5(16V52(16) + Vs 0(16) — 10V71(16))

7748 466279 41019
(1640320 + ( 40320 ) — 105550 5040 )

_ 3623831
362880 ’

%(16D§4(16)-+»V%2(16)-—»10V§3(16))
1 12974 | 7748 5635
5(]1340320 + 10320 105040>
235468
362880
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Vo5(16) =
Vo7(16) =
_ %(16@( ﬁ) _ 10#)

%,9(16) =

Vi0,0(16) =

V10,2(16)

V10,4(16)

V10,6(16)

Vi0,5(16)

V10,10(16) =

Vi1,1(16) =

Vi1,3(16)

Vi1,5(16)

Vi1,7(16) =

1(16Vz6(16) + Vs 4(16) — 10V 5(16))

5 (16(—155335) + o530 — 10(—5015))
24222

3628807

$(16Vs5(16) + Vi 6(16) — 10V7,7(16))

T 40320 5040
_ 316

362880
§5(16V510(16) + Vi (16) — 10V74(16))
l(__l__)
9\40320

1
362880

L(16V0,1(16) + Vo,_1(16) — 9V5 0(16))

i%(16(__¥gigg) __9(__%$?g$))

20212697
3628800 °

(16V4 3(16) + Vo1 (16) — 9V 2(16))

1 235468 3623831 7748
1_0(16(_362880) + <_ 362880 ) - 94032())

8018907
3628800

15 (16Vo5(16) + Vo 3(16) — 9V5.4(16))

1 24222 _ 235468\ _ (12974
10 (16 362880 + ( 362880 ) 9 40320 )

898810
3628800

15 (16Vo7(16) + Vo 5(16) — 9V56(16))

1 316 24222 252
E(16(_362880) + 362880 9(_40320))
39578

3628800

L(16V4(16) + Vo 7(16) — Vi 5(16)

1 1 316\ _o_1
10(]13362880 + 362880) 940320>
381

3628800’

L (16Vi,11(16) + Vo g(16) — Vs 10(16))

1 1

10 ( 362880 )
1

3628800

1 (16V192(16) + Vig0(16) — 8Vo1(16))

1 8018907 20212697 3623831
TI(]fs(__3628800) + ("_ 3628800 ) - 8('_ 362880 ))

141391271
39916800

17 (16V10,4(16) + Vig,2(16) — 8V55(16))

1 898810 8018907 235468
ﬁ(16(_3628800) + (_3628800) - 8(_36288()))

3562427
39916300

17 (16V10,6(16) + Vip,4(16) — 8V55(16))
1_11 (16 sgggggo + <_ 3869288881000 -8 32é2282820 ))

_ 2203322
39916800’

75 (16V105(16) + Vig6(16) — 8V 7(16))

%1(16('_3622500) + 3232230 - (_'3é§g;o))

58762

=~ 30916800’
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Vi19(16) = 75(16V10,10(16) + Vigs(16) — 8V59(16))

11
= ﬁ(16362é800 + (_3(522;00) - 83621880)
_ 445
~ 7 39916800’

Vi111(16) = ﬁ(16%0,12(16) + Vi0,10(16) — 8V511(16))

= 71 (s5z8m0)
11 1 3628800
1

39916800’

Vi2,0(16) = %(16‘/1171(16) + Vi1,-1(16) — 7Vi9,0(16))

1 (1141391271 =/ 20212697
= (16 39916800 7( 3628300 )
3818638005
479001600

Vi2,2(16) = 15(16V113(16) 4 Vi1,1(16) — TVi02(16))

1 3562427 141391271 8018907
- 5(16(_39916800) + 39916800 7(_3628800))

Vi24(16) = 15(16V115(16) 4 Vi1,5(16) — TVi0,4(16))

427
= %(16<_ 329290136382020) + (_ 3395961268200> - 7(_ 3869288881000))
30392791

479001600 °
Vi26(16) = 15(16V117(16) 4 Vi1,5(16) — TVi0,6(16))

—_ l(16 58762 + ( 2203322 ) —7 39578 )

12 39916800 " 39916800 3628800

_ 4310636
479001600
Vi25(16) = £5(16V119(16) + Vi17(16) — TVi5(16))

_ 1 445 58762 381
- ﬁ(l6<_39916800) + 39916800 7(_3628800))
_ 80979

479001600

Vi2,10(16) = %(16‘/11,11(16) + Vi1,9(16) — TVig,10(16))

- %(16399116800 + (_39;1%5800) B 736211%800)
= —T001e00°
Vi2,12(16) = %(16‘/11,13(16) + Vi1,11(16) — 7Vi0,12(16))
= 1 (55gi6w08)
= T0Te00”

Vi31(16) = %(16‘/12,2(16) + Vi2,0(16) — 6V11.1(16))

1 (16701848278 + 3818638005 _ 6141391271)

13 479001600 479001600 39916800

4868038941
6227020800

Vis3(16) = %(16‘/12,4(16) + Vi22(16) — 6V 5(16))

_ 1 (].6 30392791 + 701848278 6(— 3562427 ))

13 479001600 479001600 39916800

__ 1444627678
T 6227020800

Vis5(16) = %(16‘/12,6(16) + Vi2.4(16) — 6V 5(16))

_ 1 4310636 30392791 /2203322
= 13(16< 479001600) + 279001600 6( 39916800))
120061799

6227020800

Vi3 7(16) = 15(16Vi25(16) 4 Via(16) — 6V41,7(16))
1 80979 4310636 58762
- E(16479001600 + (_479001600) - 639916800>

7245836
— 7 5227020800
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Viso(16) =

‘/13,11(16) =

Vi3,13(16) =

Via0(16) =

Via2(16) =

V14.4(16) =

Via,6(16) =

Vias(16) =

Via,10(16) =

Via12(16) =

Via14(16) =

Vi5,1(16) =

Vi5,3(16) =

15

479001600 "~ 479001600

562

"~ 6227020800

£(16V12,14(16) 4 Vig12(16) — 6V71,13(16))

1 1
13 ( 479001600 )

1

6227020800
11(16Vi31(16) + Vi 1(16) — 5V150(16))
L (4868088041 _ 53818638005 )
14

6227020800 479001600

_ 170322847269

87178291200 ’

11(16Vi33(16) + Vi31(16) — 5V12,5(16))

ﬁ ( 16 1444627678 + 4868038941 5 701848278 )

6227020800 6227020800 479001600

_ 17638056281

87178291200

ﬁ(16‘/1375<16) + ‘/13’3(16) - 5‘/1274(16))

ﬁ(lG 120061799 + 1444627678 5 30392791 )

6227020800 6227020800 479001600
1390085047

87178291200
11_4<16V13,7(16) + Vi35(16) — 5Vi2,6(16))

ﬁ ( 16( 7245836 ) + 120061799 5 ( _ 4?3(1)8615230 ))

"~ 6227020800 6227020800

284319763

87178291200

ﬁ(16V13,9(16) + Vi37(16) — 5Vi25(16))

75(16V1210(16) + Via(16) — 6V110(16))

1 506 80979 445

13 (16( 479001600) + 479001600 6( 39916800))
104923

6227020800

%(16‘/12,12(16) + Vig10(16) — 6V11,11(16))

11_3(16 5 + ( S01 ) B 6399116800

)

ﬁ(16 104923 +( 7245836 )_5 80979 )

506
"~ 479001600 ))

6227020800 - 6227020800 479001600

10830703

87178291200’
1
71(16Vi311(16) + Vi39(16) — 5V12,10(16))
1 562 104923
14<16( 6227020800) + 6227020800 5(

128821
87178291200’

£(16Vi315(16) 4+ Viz11(16) — 5Vi212(16))

%(16‘/14,2(16) + Via0(16) — 4V131(16))

ﬁ(1662270120800 + (_6227506220800) - 54790(1)1600)
_M7

ﬁ(16V13,15(16) + Vi313(16) — 5Vi5,14(16))
11 Gaz70s00)

M>

87178291200
725141928461
87178291200-15°

87178291200

L (16V14,4(16) + Via2(16) — 4V135(16))

1 1390085047 _ 17638056281\ _ 41444627678
( 16 + ( ) 4 6227020800 )

87178291200 87178291200

76295845497

— T 87178291200-15°
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6227020800
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Vis5(16) = 15(16Vi46(16) + Vig4(16) — 4Vi35(16))

— 1 (16 284319763 4 1390085047 4 120061799)

15 87178291200 87178291200 6227020800

784259489
87178291200-157

Vi5,7(16) = 1=(16Vi4,5(16) + Via6(16) — 4V157(16))

_ 1 10830703 284319763 (7245836
- 15<16( 87178291200)+87178291200 4 6227020800))
516795331

87178291200-15°

Vis0(16) = 1—15(16‘/14,10(16) + Vias(16) — 4V134(16))

— 1 128821 10830703 _ 104923
15 <16 87178291200 + ( 87178291200 ) 46227020800 )
14645255

87178291200-15°
Vi511(16) = %(16‘/14,12(16) + Vig10(16) — 4V1311(16))

1 611 128821 562

- 15(16( 87178291200) + 87178291200 4( 6227020800))
150517

87178291200-157

Vi513(16) = %(16‘/14,14(16) + Via2(16) — 4V1313(16))
1 1 611 1
- 5(1687178291200 + (_87178291200) - 46227020800)
651
T 8717829120015

Vi515(16) = %(16‘/14,16(16) + Vi4.14(16) — 4V3515(16))

15 (g7i7s307300)

15\ 87178291200
1

87178291200-15°

Vi6,0(16) = %6(16‘/15,1(16) + Vi5,-1(16) — 3V140(16))

1 _ 725141928461 \ _ _ 170322847269

16 (16( 87178291200-15) 3( 87178291200 ))

—16-7251419284614-15-510968541807
87178291200-240 ’

Vig2(16) = 35(16V15,5(16) + Vi5,1(16) — 3Vi4(16))
L(16(— 76295845497 ) 725141928461 3(_ 17638056281 ))
16 87178291200-15 87178291200-15 87178291200

—16-76295845497—"725141928461+4-15-52914168843
87178291200-240 ’

Vi6,4(16) = £=(16V355(16) + Vi55(16) — 3V144(16))

1 ( 16(— 784259489 ) _ 76295845497 3 1390085047 )
16 87178291200-15 87178291200-15 87178291200
_ 151397824436

Vige(16) = 1—16(16‘/15,7(16) + Vi55(16) — 3Vi46(16))

— L(16 516795331 784259489 3 284319763 )
16 87178291200-15 87178291200-15 87178291200
5309923528

87178291200-240°
Vigs(16) = 1—16(16‘/15,9(16) + Vi57(16) — 3Vi45(16))

_ 1 14645255 516795331 o¢ 10830703
*16<16( 87178291200-15)+87178291200‘15 3( 8717829120()))
769852886

87178291200-240

Vig10(16) = 15(16Vi511(16) + Vi5,9(16) — 3Vig10(16))

i(16 150517 14645255 _ _ g 128821 )
16 \* V' 87178291200-15  87178291200-15 87178291200

18033928
87178291200-240°

Vi6,12(16) = 1—16(16‘/15,13(16) + Vi511(16) — 3V14,12(16))

_ 1 _ 651 150517 ¢ 611
_16<16( 87178291200-15)+87178291200~15 3( 8717829120()))

167596
87178291200-240°
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Vi6,14(16) = 15(16Vi5,15(16) 4 Vi5,13(16) — 3V1414(16))

1
16
_ L(16 1 . 651 _3 1 )
6 87178291200 - 15 87178291200-15 87178291200

_ 680
87178291200-240°

Vi6,16(16) = %(16‘/15,17(16) + Vi5,15(16) — 3V1416(16))

= 15 (7m0
16 \ 87178291200-15
1
87178291200-240

Vi7.1(16) = 17(16V162(16) + Vigo(16) — 2V15,1(16))

_ —(16 —16-76295845497—725141928461415-52914168843 4 —16-725141928461+15-510968541807
17 87178291200-240 87178291200-240

—2(— 725141928461 )

87178291200-15
16(—16-76295845497— 725141928461+ 15-52914168843) — 16-725141928461+15-510968541807-+32-725141928461
87178291200-4080 ’

Vi7,3(16) = 1=(16Vi64(16) 4 Vig2(16) — 2V5,3(16))

— L 151397824436 —16-76295845497—"725141928461+4-15-52914168843
= 7( 6(— +

87178291200-240 87178291200-240
76295845497 ))
©87178291200-15
__ —16-151397824416-76295845497—7251419284614-15-52914168843+-32-76295845497
- 87178291200-4080 )

Vi75(16) = ﬁ(16V16,6(16) + Vi6.4(16) — 2Vi55(16))

_ L(16(_ 5309923528 ) 151397824436 2(_ 784259489 ))
87178291200-240 87178291200-240 87178291200-15
211260297236
87178291200-4080°’

Vi72(16) = ﬁ(16V16,8(16) + Vig6(16) — 2Vi5 7(16))

_ L(16 769852886 5309923528 2 516795331 )
87178291200-240 87178291200-240 87178291200-15
9529727944

87178291200-4080
Vir9(16) = £-(16Vi610(16) + Vigs(16) — 2V150(16))
_ 1 18033928 769852886 14645255
- _(16(_87178291200~240) + 87178291200-240 - 2(_8717829120015))

949958198
87178291200-4080°’

Viz11(16) = %7(16‘/16,12(16) + Vig,10(16) — 2V3511(16))

L (16 1rn k07596 _ 18033028 o 150517 _ )
87178291200-240  87178291200-240 87178291200-15
20168936

87178291200-4080 *

Vi713(16) = 1-(16Vi6,14(16) 4 Vig12(16) — 2Vi5,13(16))

_ 1 680 167596 o(_ 651

= 17 (16(grrazeizooam) + srimszerzoozm — 2(— FTszerzm)

_ 177548

= 87178291200-4080°

1
Viz15(16) = —(16‘/16 16(16) + Vig14(16) — 2V3515(16))

_ (16 680 _9 1 )

87178291200 240 — 7178291200240 87178201200-15
696

T 87178291200-4080

Viz17(16) = 5-(16Vi6,15(16) 4 Vig16(16) — 2Vi517(16))

— L( 1 )
T 17 \87178291200-240
_ 1

T 87178291200-4080 °
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Luego, la distribucién de pesos del c6digo Zetterberg Zs(4) estd dada por
25640 = (1) — 17 [Vo0(16)(1 + 72(16))]

= 10— 17[1 — 16]
= 256,

2564, = (1) — 17[Vi1(16)(1 + 73(16))]
=17 —17[1 +0]
=0,

2564 = (1) — 17 [Vao(16)(1 + m(16)) + Va»(16)(1 + 74(16))]
=136 — 17 [-3(1 = 16 + 3(1 + 0)]
=0,

25643 = (1) — 17[V31(16)(1 + 73(16)) + V35(16)(1 + 75(16))]
=680 — 17 [— (1 +0) + (1 +256)]
= ()’

25644 = (']) — 17 [Vio(16)(1 + 72(16)) + Via(16)(1 + 74(16)) + Vi4(16)(1 + 76(16))]
= 2380 — 17 [-Z(1 - 16) — 22(1+ 0) + 55 (1 + 0)]
=0,

25645 = (1) — 17 [V31(16)(1 + 75(16)) + V5,3(16)(1 + 75(16)) + V5,5(16)(1 4 77(16))]
= 6188 — 17 [~ 1L (1 4 0) — £5(1 4 256) + 155 (1 + 4352)]
= 8704,

256Ag = () — 17[Vs,0(16)(1 + 72(16)) + Vo,2(16)(1 + 74(16)) + V5.4(16)(1 + 76(16))
+ Vi6(16)(1 + 75(16))]
= 12376 — 17 [182(1 — 16) + 288 (1 4 0) — B2(1 + 0) + =35 (1 + 4096)]
= 17408,

256A7 = () — 17[V71(16)(1 + 73(16)) + Vz,3(16)(1 + 75(16)) + Vz5(16)(1 + 77(16))
+ Va27(16)(1 + 79(16))]
= 19448 — 17[B29(1 + 0) + 2083(1 4 256) — 2L (1 + 4352) + (1 — 52992)]
= 17408,

25645 = (i) — 17[Vs0(16)(1 + 72(16)) + Vs 2(16)(1 + 74(16)) + Vs 4(16)(1 + 76(16))
+ Vs,6(16)(1 4 75(16)) + Vs,5(16)(1 + 710(16))]
= 24310 — 17[—288219(1 — 16) + T288.(1 4 0) + 2974(1 + 0) — 252 (1 + 4096)
+ 5555 (1 + 655306)]
= 21760,

25649 = () — 17[Vo1(16)(1 + 73(16)) + Vo 3(16)(1 + 75(16)) + Vo 5(16)(1 + 77(16))
+ Vo,7(16)(1 + 79(16)) + Vo 0(16)(1 + 711(16))]
= 24310 — 17[—32388L(1 + 0) — 235305(1 4 256) 4 2222 (1 + 4352)

362880 362880 362880

— o0 (1 — 52992) + 5z (1 — 3612416))]

— 21760,
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256410 = (1) — 17[Vi0.0(16)(1 + 72(16)) + Vig2(16)(1 + 74(16)) + Vio4(16)(1 4 75(16))
+ Vi0,6(16)(1 + 75(16)) + Vigg(16)(1 + 710(16)) + Vig10(16)(1 + 712(16))]
— ]_9448 . 17[_ 20212697(1 o 16) . 8018907(1 + O) 898810 (1 + O) + 39578 (1 + 4096)

3628800 3628800 3628800 3628800
— ool (1 + 65536) + 5opmes (1 + 4001792)]
— 17408,

256411 = (17) — 17[Vi11(16)(1 + 73(16)) + Vi1 3(16)(1 + 75(16)) + Vi15(16)(1 + 77(16))
+ Vi1,7(16)(1 + 79(16)) + Vi1,9(16)(1 + 711 (16)) + Vi1,11(16)(1 + 713(16))]
— 12376 — 17[141391271(1 + 0) __ 3562427 (1 + 256) 2203322 (1 + 4352)

39916800 39916800 " 39916800
+ 3959817668200(1 — 52992) — —3994;‘%5800(1 — 3612416) + 55576505 (1 + 56172800)]
= 17408,

256A15 = (};) — 17[Vi2,0(16)(1 + 72(16)) + Vi22(16)(1 + 74(16)) + Vi2.4(16)(1 + 76(16))
+ Vigg(16) (1 + 75(16)) + Vigg(16)(1 + 710(16)) + Vig.10(16)(1 + 712(16))
+ Vi2,12(16)(1 + 714(16))]
= 6188 — 17328038005 (1 _ 1) 4 T01848218,(7 4 () 4 3089279 (1 4 0)

479001600 479001600 479001600
- 4?3(1)8%80(1 + 4096) + 473881200(1 + 65536) - 47988(13600(1 + 4001792)

+ Troeraas (1 + 33554432)]
= 8704,
256A13 = (15) — 17[Vi31(16)(1 + 73(16)) + Vi,3(16)(1 + 75(16)) + Vi3,5(16)(1 + 77(16))
+ Vi37(16)(1 4+ 19(16)) + Vi59(16)(1 + 711(16)) + Vi311(16)(1 + 715(16))
+ Vi3,13(16) (1 + 715(16))]
= 92380 — 17[4868038941(1 + O) + 1444627678(1 + 256) + 120061799 (1 + 4352)

6227020800 6227020800 6227020800
- 62722740528038600<1 - 52992) + 62%%33200(1 - 3612416) - 6227506220800(1 + 56172800)

+ —62270120800(1 — 353013504)]

=0,
256A14 = (13) — 17[Vi20(16)(1 + 72(16)) + Vi42(16)(1 + 74(16)) + Vi44(16)(1 + 76(16))
+ %45(16)(1 —f- 7'8(]_6)) * %43(16)(1 —f- 7'10(16>) —|— ‘/14710(]_6)(1 —|— 7'12(]_6))
+ Vi2,12(16) (1 + 714(16)) + Vig14(16)(1 + 716(16))]

_ _ _ 170322847269 _ _ 17638056281 1390085047
= 680 17[ 87178291200 (1 16) 87178291200<1 + 0) + 87178291200(1 + 0)

284319763 10830703 128821
+ 87178291200(1 + 4096) B 87178291200(1 + 65536) + 87178291200(1 + 4001792)

- 87172%1200(1 + 33554432) + - 1522593792)]

= ()7

256415 = (17) — 17[Vi51(16)(1 + 73(16)) + Vi53(16)(1 + 75(16)) + Vi55(16)(1 + 77(16))
+ %57(16)(1 + T9(16)) + ‘/'1579(]_6)(1 + 7'11(16)) + ‘/15711(16)(1 + 7'13(]_6))
-+ ‘/15713(16)(1 + 7'15(16)) + ‘/’15715(16)(1 + 7'17(16))]

_ 725141928461 76295845497 784259489
= 136 — 17[_ 87178291200-15 (1 + O) - 87178291200-15(1 + 256) T 87178291200-15 (1 + 4352)

516795331 14645255 150517
+ 87178291200-15(1 - 52992) - 87178291200-15(1 - 3612416) + 87178291200-15(1 + 56172800)

— Srrmseonzoots (L — 353013504) + grimssgrsoos (1 + 4439986432)]

=0,

1
87178291200 (1
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256416 = (15) — 17[Vie,0(16)(1 4 72(16)) + Vig2(16)(1 + 74(16)) + Vi4(16)(1 + 75(16))
+ Vig6(16)(1 + 75(16)) + Vies(16)(1 + 710(16)) + Vig.10(16)(1 + 712(16))

+ Vi6,12(16) (1 + 714(16)) + Vig,14(16)(1 + 716(16)) + Vi6,16(16) (1 + 715(16))
_ —16-725141928461+15-510968541807
= 17— 17[ 87178291200-240 (1 - 16)
—16. —725141928461415-52914168843 151397824436
+ = 762958454978722;91200~240+ > (1+0) — smsao1900 240 (L + 0)

5309923528 769852886 18033928
B 87178291200240(1 + 4096) + 87178291200-240 (1 + 65536) T 87178291200-240 (1 + 4001792)

T o5 (1 + 33554432) — o080 (1 — 1522593792)

+ 87178291200-240 T 87178291200-240

L (1 — 29787881472)]

+ 87178291200-240
=0,

256 A17 = (1) — 17[Vi7,1(16)(1 4 73(16)) + Viz3(16)(1 + 75(16)) + Vi7,5(16)(1 + 77(16))
+ ‘/17,7(16)(1 + Tg(16)) + ‘/17,9(16)(1 + T11(16)) + ‘/17711(16)(1 + 7'13(16))

+ %7@3(16)(1 + 7'15(16)) + ‘/17,15(16)(1 + T17(16)) + ‘/17717(16)(1 + 7'19(16))]

-1 17[( 16(—16-76295845497—725141928461+15-52914168843)
87178291200-4080
_ 16-725141928461+15~510968541807+32~725141928461)(1 + 0)
87178291200-4080
+ —16~151397824416-76295845497—725141928461+15~52914168843+32~76295845497(1 + 256)
87178291200-4080

7 4
- R (1 4352) — R (1 - 52002) + R (1 — 3012410

— 28986 (1 4 56172800) + grrel ol (1 — 353013504)

87178291200-4080 87178291200-4080
696 (1 + 4439986432) + 1 + 35282993408)]

 87178291200-4080
= 256.

1
87178291200-4080 (

Por lo tanto, el espectro de Z5(4) es

Ag = Air =1,
Ay = A =0,
Ay = Ay5 =0,
Ay = A1 =0,
Ay = A =0,
As = A = 34,
Ag = Ap = 68,
A7 = Ay = 68,
Ag = Ag = 85.
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