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Resumen

En esta tesis estudiamos acotaciones de tres tipos de operadores integrales frac-
cionario y singulares con condiciones generales de tamano y regularidad, utilizando
técnicas modernas y clasicas.

Primero consideramos operadores integrales fraccionarios que cumplan condi-
ciones fraccionarias de tamano y L"- Hormander, para los cuales probamos una
dominacién sparse adecuada y la acotacion de LP(wP) en LI(w?), w € A,,, con
control 6ptimo de la constante del peso.

Luego consideramos operadores integrales singulares que cumplan la condicién
de Hormander Hy con ¢ funcién de Young. Para estos operadores y sus conmu-
tadores también estudiamos su dominacién sparse y como consecuencia probamos
diversos resultados, como por ejemplo, acotacién en LP(w), la desigualdad de
Coifman-Fefferman, acotacién en el extremo y el decaimiento exponencial. Ademaés
de aplicar estos resultados al caso de operadores de Calderén-Zygmund.

El caso més general a estudiar es donde el niicleo es K (z,y) = ki(x—A1y)...kp(x—
A,y), con A; matrices invertibles, donde cada k; cumple condiciones de tamano
y regularidad fraccionarias generales. Se estudié la desigualdad de Coifman-
Fefferman para estos operadores y sus conmutadores, y como corolarios diversas
acotaciones con el peso en la clase A y w(Az) < cw(x) p.p. © € R". Luego es-
tudiando la dominacién sparse apropiada y pesos que caracterizan los operadores
maximales M4-1,, se obtiene la acotacion fuerte con control de la constante del
peso para algunos casos de estos operadores.

Palabras claves: Condiciones Hérmander, Operadores Fraccionarios, Opera-
dores Maximales, Operadores Singulares, Pesos

MSC 2010: 42B25, 42B20, 47G10
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Abstract

In this Thesis we study weighted estimates for three types of singular and fractional
integral operator with general conditions of size and regularity, using classical and
modern techniques.

First, we consider fractional integral operators with fractional size and L"-
Hormander condition. We prove a sparse domination and the sharp estimate from
LP(wP) to LY (w?), w € A, ,.

Then, we consider singular integral operators with Hy Hormander condition,
where ¢ is a Young function. For these operators and their commutators, we study
the sparse domination and as consequence we prove several estimates, for example,
the LP(w) boundedness, Coifman-Fefferman inequality, end-point estimate and
exponential decay. Also, we apply this result to the Calderén-Zygmund operators.

We also consider a general case kernel K (x,y) = ki(z — A1y)..kn(z — Any),
with A; invertible matrices, where each k; satisfies general fractional size and reg-
ularity conditions. We study the Coifman-Fefferman inequality for these operators
and their commutators, and as consequence several estimates with the weight in
Ay and w(Az) < cw(x) a.e. x € R". Then, we study an appropriate sparse domi-
nation and the good weights for the maximal operator M4-1,. In some particular
case we also obtain the strong estimates with some control of the weight constant.

Palabras claves: Hormander conditions, Fractional operators, Maximal ope-
rators, Singular operators, Weights

MSC 2010: 42B25, 42B20, 47G10
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Introduccion

La acotacién de diversos operadores integrales en diferentes espacios de funciones
es uno de los tema de interés del analisis armoénico. Uno de los espacios en donde
se estudia estas acotaciones son los espacios de Lebesgue LP(u) con p una medida
en R”. Principalmente se consideran medidas p absolutamente continua respecto
a la medida de Lebesgue, dx, esto nos dice que p es de la forma wdxr donde w es
una funcién no negativa localmente integrable. A este tipo de funciones w se las
llama pesos.

Los operadores clasicos estudiados en el analisis arménico son los operadores
maximales, como el maximal de Hardy-Littlewood y la maximal fraccionaria, los
operadores integrales singulares de Calderéon-Zygmund y la integral fraccionaria.
El maximal de Hardy-Littlewood, M, y la maximal fraccionaria, M, con0 < a < n
se definen, para f una funcién localmente integrable, como

M) = supr / \fld, Maf(z >—sgg|Q|1 . / \fld.

Observar que si tomamos a = 0 nos queda M, = M. Los operadores maximales
caracterizan clases de pesos. Los pesos para los cuales M esta acotada en LP(w)
son los pertenecientes a la clase de Muckenhoupt A,. Los pesos w para los cuales
M, esta acotada LP(wP) en L?(w?) son los pesos fraccionarios A4, ,.

La transformada de Hilbert se define en R, como

H(P)(w) = v (i ‘ f) () = L1im /| N ©) 4,

T e—0 Tr—1y

donde la funcién Tr—lm se la denomina nicleo de H. Es facil ver que el nicleo de H
cumple las siguientes propiedades:

1
x

1
E)

1 1

<

si |z| > 2y



La transformada de Hilbert esta definida en R. En R™ se definen las transfor-
madas de Riesz, R;, cuyo nicleo es |:;J__yy|fl con 1 < j < n. Con la transformadas
de Hilbert y de Riesz como ejemplos se pueden definir los operadores integrales

singulares de Calderén-Zygmund de la siguiente forma:

T(f)(x) =v.p. (K * f)(z),

donde K es el nicleo del operador que satisface condiciones como las de arriba,
llamadas condiciones de tamano y condiciones de regularidad, respectivamente.
En otras palabras, el nicleo K satisface

K] < Ko —y) ~ K@) < e

x|”

si |z| > ¢|y|. La segunda condicién se llama condicién de Lipschitz, denotada por
H.
Por otro lado, la integral fraccionaria o potencial de Riesz, I,, 0 < a < n, se

define como
LW = () @ = [ 20

|x|n—o¢

donde el nicleo leﬁ también cumple una condicion de tamano y de regularidad.

Otra forma de definir I, es I,f = c,(—A)~*/2f donde el operador en la derecha es
el laplaciano fraccionario ampliamente estudiado en el contexto de las ecuaciones
diferenciales parciales.

Existen distintas acotaciones conocidas para los operadores integrales singu-
lares de Calderon-Zygmund y la integral fraccionaria. Mencionaremos algunas de
estas comenzando por la desigualdad de Coifman-Fefferman: Dado un operador
T ver cual es el operador maximal adecuado M que lo controla de la siguiente
manera

1T Fllew) < npall Ml o)

El maximal de Hardy-Littlewood, M, es el que controla a los operadores de
Calderéon-Zygmund y el maximal fraccionario, M,, es el que controla a I,.

La acotacion de tipo fuerte (p,q), 1 < p,q < oo con pares de pesos (u,v) para
un operador T es

HTfHLq(”U) S Cn,p,qCu,v

para p, q adecuados y ciertos pesos u,v. En estos casos diremos que el operador T
esta acotado de LP(u) en L%(v).

fHLP(u)7



La acotacién de tipo débil (1, 1) con pares de pesos (u,v) para un operador T
es la siguiente

o(x €R™: [TH()] > A) < o /

n

para todo A > 0. En estos casos diremos que 7 esta acotado de L' (u) en L% (v).
Observemos que en todas estas desigualdades la constante depende de los pe-
sos involucrados. Una pregunta durante los ultimos anos es encontrar la mejor
constante o la constante éptima con respecto al peso. El primer articulo referente
a este tipo de cuestiones es [5] donde se demuestra el llamado Teorema de Buckley
para la maximal de Hardy-Littlewood. Su enunciado es, 1 <p <ooy w € A,,

_1
M fllzr@w) < enpglwli) | fllLeww),

donde el exponente de la constante del peso [w]a, es éptimo. A lo largo de los
ultimos anos se ha estudiado este tipo de desigualdades para diversos operadores
y con diversas técnicas siendo el teorema mas importante, el Teorema A probado
en [30]. En este trabajo se prueba la linealidad de exponente para el caso de
operadores singulares integrales de Calderén-Zygmund en L?(w) con w € Aj.

Una técnica reciente utilizada para demostrar este tipo de resultados es la
dominacién sparse. Esta técnica se basa en controlar puntualmente un operador
por otro llamado operador sparse, el cual es suma de promedios sobre una cierta
familia sparse, o por una suma finita de estos operadores. Para ilustrar esto,
consideremos 1" un operador de Calderén- Zygmund, luego para f acotada de
soporte compacto,

-
Tf(x) <e) As f(x) ppaeR?,
j=1

con
1

A5 10) = 32 (o / Fldr) (o),

donde @) son cubos y S; son familias sparse, que definiremos con precisién mas
adelante. Debido a su expresion, estudiar la acotacion de los operadores sparse y
encontrar la constante 6ptima respecto al peso requiere menos trabajo que estudiar
el operador que controla puntualmente.

Las condiciones de tamano y regularidad mencionadas son puntuales y pueden
ser generalizadas por condiciones integrales. En esta tesis vamos a trabajar con
operadores integrales, tanto singulares como fraccionarios, que cumplen de alguna



forma estas condiciones integrales de tamano y regularidad. Sean 0 < a <ny ¢
es una funcién de Young, la condicién de tamano, S, ,, se define por

|an

||‘[(XS<\1?|<25||<,07 B(0,2s) < C|

y la condicién de Hérmander generalizada, H, ,, se define por, si R > c,|z|,

e}

D @MR)"N(K (- — ) = K()Xamrelsi<zniiallg.02m 1) < Cp,
m=1
donde || - ||, 5 es el promedio dado por una norma de Luxemburg asociada a ¢. Si

el nicleo es bilineal se le suele pedir que cumpla las condiciones en cada variable.

En los diversos capitulos de esta tesis abordaremos distintos operadores con
nicleos que cumplan las condiciones mencionadas arriba para alguna ¢ funcién de
Young y estudiaremos algunas desigualdades con pesos mediante la dominacién
sparse y en algunos casos utilizaremos técnicas mas clasicas.

En el capitulo 1 se presentaran las definiciones herramientas béasicas que nece-
sitaremos a lo largo de este trabajo, incluyendo definiciones precisas de lo dicho
anteriormente. Asi mismo se enunciaran resultados previos conocidos y algin
marco histérico de estos resultados.

En el capitulo 2 se estudiaran operadores fraccionarios con nicleo que cumpla
las condiciones S, v Has, 1 < 5 < 00, es decir, las condiciones anteriormente
presentadas con ¢(t) = t°. En otras palabras consideramos operadores de la forma

/KZU— (y)dy,

donde K € S,sN Hys con 1 < s < oo. Estudiando la acotacién de T, de
LP(wP) en LY (w?), obteniendo la cota 6ptima respecto a la constante de los pesos
w® € Ap a. Para obtener este resultado fue necesario encontrar una dominacién
sparse adecuada a estos operadores.

En el capitulo 3 se estudiaran operadores integrales singulares acotados en
L*(R") y cuyo nicleo cumple una condicién de Hormander generalizada H, =
Hy,,. En otras palabras consideramos operadores de la forma

z) = / Kz — ) (y)dy.

donde K € H, y considerando también los conmutadores de orden k de T,,. Es-
tudiamos y obtenemos una dominacion sparse adecuada. Como corolarios de esta
dominacién obtenemos diversos resultados con control de la constante del peso.
Ademas aplicamos estos resultados a casos clasicos.



En el capitulo 4 se estudiaran operadores integrales singulares y fraccionarios
mas complejos que los mencionados anteriormente pues en este caso “permitimos
que el nicleo tenga mas de una singularidad”. En palabras maés pecisas, dados
meNy0<a<n Sean a; +as + -+ ay =n — «, Y1,Ys, ..., Y, funciones
de Young y Ay, Ay, ..., Ay, matices invertibles tales que A; — A; es invertible para
1 # j y consideramos operadores de la forma

Iwﬂwz/memw%

con
K(z,y) = ki(z — Ary)ko(z — Ay) - - - k(2 — Any),

donde cada k; € S,—a; 0 NV Hy—a, 0, ¥ ki € Li,.(R™\ {0}). Primero hacemos una
breve resena histérica de este operador ampliamente estudiado por el grupo de
Analisis y Ecuaciones Diferenciales de FAMAF. Luego probamos una desigualdad
de tipo Coifman-Fefferman utilizando técnicas clasicas sin centrarnos en el control
de la constante del peso, quedandonos en el lado izquierdo una suma finita de
operadores de la forma M,-1 , . donde Ma-10,of(2) = Moo f(A7'2) y @ es la
funcién complementaria de 1,9, ..., 1,,. Con esta estimacion y tomando pesos
en las clases A, o A,, v que cumplan que w(A;z) < cw(z) podemos probar que
estos operadores y sus conmutadores estdn acotados en LP(w), o de LP(wP) en
L9(w?) en el caso fraccionario. También se prueba la acotacién en los extremos
del operador 7,.

Para no imponer las condiciones de pesos cldsicas y la condiciéon w(A;x) <
cw(zx), caracterizamos los pesos en los cuales My-1, esta acotado de LP(wP) en

Lo®(w?),con 1 <p< 2y é = % — 2 los cuales son
1 1 p q/p
las,, = s o [ (o [ Fon) <o
@34-12|Q] Jq 1@l Jqg
donde p’ = 1%' Ademas caracterizamos los pesos para que My-1 este acotado

de LP(w) en LP*>(w), con 1 < p < co. Esta clase recibe el nombre de A,4,. Se
prueban propiedades bésicas de estas clases de pesos.

Considerando las funciones de Young v;(t) = t", entonces ¢(t) = t* con s el
exponente conjugado de los r;, probamos una dominacion sparse adecuada para
T, m. Para algunos casos de matrices, probamos acotaciones de tipo fuerte con pe-
sosen Ay, , 0 A4y, utilizando las acotaciones sharp demostradas en el capitulo 2.
En casos generales de matrices se obtiene un resultado analogo usando condiciones
testing adecuadas.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentaremos conceptos conocidos en el andlisis armoénico nece-
sarios para comprender y demostrar los resultados obtenidos a lo largo de esta
tesis.

1.1 Conceptos basicos.

Sea p una medida positiva. Por ejemplo, podemos tomar ;1 = dz la medida de
Lebesgue o u(z) = w(z)dr con w € L. no negativa.

Decimos que un operador T es acotado en LP(u), 1 < p < o0, si existe C' > 0
tal que

1T fllzewy < Cllf lzog-

Decimos que un operador T es acotado de LP(u) en Li(u), 1 < p,q < oo, si
existe C' > 0 tal que

1T fllcagy < Clfllzow,

Definiremos la norma se L9>°(u), el espacio débil L?(u), como

£l Lo ) = sup A({z € R™ : | f(z)] > APV

1.2 Espacios de Orlicz.

Comenzaremos definiendo las funciones centrales de esta tesis, las funciones de
Young, dando ejemplos y propiedades importantes. A partir de ellas se definirdan
las condiciones de los operadores estudiados en esta tesis. Para mas detalles ver
[59] y [67].

Definicién 1.1. Una funcion ¢ : [0,00) — [0, 00) es una funcion de Young si ¢ es
continua, convexa, no decreciente que satisface p(0) =0y tlim o(t) = 0.
— 00

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.2. Dada una funciéon de Young ¢, la funcion complementaria o, se
define de la siguiente forma: para 0 < x < oo,

@(x) = sup (xy — o(y)).

0<y<oo

Observar que la funcién complementaria ¢ de una funcién ¢ de Young cumple
que
t<o (e (1) <2t

Ejemplo 1.3. Funciones de Young y sus complementarias:

1. Sip(t) =17, 1 < p < oo entonces @(t) = t* con L + L =1.

PP
2. Dado k € NU {0}, si p(t) = exp <t1+llc+s> — 1 con € > 0, entonces
p(t) = t(1+log™ (t))H*re.
3. Dado1 <7 <ooy\>0,sean o(t) =t"(1+logt (1)) y ¥(t) = t" log(e+1)*.

La funcién complementaria de 9 es ¢(t) = C't" log(e + t)JTT/ Observar que
si t > 1 entonces p(t) ~ ().

Definicién 1.4. Se define la norma Luzemburg de una funcion f inducida por una
tal ¢ funcion de Young de la siguiente manera:

/1l :=inf{A>0: /ﬂf(%) gl}.

Sea X C R™ medible tal que 0 < | X| < co. El promedio de la norma Luxemburg
de f en X viene dado por:

- o ]
wmfoﬁ{A>o-ﬁ1A¢(7)g1}

Considerando ¢(t) = tP, el promedio de Luxemburg es

1 » 1/P
|wm|wM»GELm).

Las desigualdades méas importantes de los promedios de Luxemburg son las
desigualdades de tipo Holder que generalizan las conocidas para los espacios LP.
La desigualdad de Holder en este contexto es la siguiente

Lema 1.5 (Desigualdad de Holder). Sea ¢ una funcion de Young y X C R”
medible tal que 0 < | X| < oo, entonces

1
Tmﬁwmmmmmx -



1.3. OPERADORES MAXIMALES. 9

Esta se puede generalizar de las siguientes maneras

Lema 1.6. Sean m € N, X C R™ medible tal que 0 < |X| < 00 ¥y ¢1,...,¢Ym
funciones de Young tales que @y (t)--- -1 (t) < ct, entonces

%/x [fifo o fnl <l fillorx 1 f2llga,x < 1l fnllom.x - (1.2)

Lema 1.7. Sean m € N, X C R" medible y @1, ..., pn funciones de Young tales
que o7 () - oL (t) < cp (1), entonces

1f1- fmllox < cllfillorx = [l fmllpm,x- (1.3)

1.3 Operadores Maximales.

En esta seccién vamos a introducir el concepto de funciones maximales, las cuales
son fundamentales en el analisis arménico. Comenzaremos definiendo las fun-
ciones maximales mas cldsicas, la maximal de Hardy-Littlewood y la maximal frac-
cionaria. Luego presentaremos funciones maximales dependiendo de una funcion
de Young. Ademds mencionaremos resultados sobre la acotacién de estos opera-
dores en los espacios LP(R").

Definicién 1.8. [26] Dada f una funcién localmente integrable en R™ definimos
la funciéon maximal de Hardy-Littlewood como

1
= — d

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () en R™ con lados paralelos a los
ejes que contengan al punto z.

Definicién 1.9. Sea 0 < aw < n. Dada f una funcién localmente integrable en R
definimos la funcién maximal fraccionaria como

) 1= su a/”i
Maf(a) = sup Q"5 /Q F@)ldy,

Q>ox

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () en R™ con lados paralelos a los
ejes que contengan al punto .

Estos operadores estan acotados de la siguiente manera, para la Maximal de
Hardy-Littlewood,

Teorema 1.10. Si 1 < p < oo entonces M estd acotado en LP(R™).
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El caso en dimension 1 se probé en [26].
En el caso de la maximal fraccionaria, la siguiente acotacién se probd en [57]
para casos mas generales,

Teorema 1.11. [57] Sean 0 < a <n, 1 <p<n/ay % =
estd acotado de LP(R™) en LIY(R™).

% — 2. El operador M,

De la misma manera que se definen los operadores maximales, M y M,, se
pueden definir operadores mas generales usando los promedios de Luxemburg aso-
ciados a una funciéon de Young, de la siguiente manera

Definicién 1.12. Sean 0 < a < n y ¢ una funcién de Young. Dada f una funcién
localmente integrable en R™ definimos el operador maximal M, , como

My f(z) = aup Q1™ | £l 4.0,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () en R™ con lados paralelos a los
ejes que contengan al punto z.

Ejemplo 1.13. Ejemplos de operadores maximales:
o Sip(t)=t My,=M,y My, =M.

e Seal <r <oo. Sip(t)=t", My, = M,, donde M, ,f = Mo (|f)MY y
My, = M, con M, f = M(|f|")V".

eSeal<r<ooy\>0 Sipt) =t(1+log"t) ot)=1t"logle+t),
como los promedios son comparables denotamos My, = M, 150>
Consideremos el caso particular de r =1y A =k € N, entonces M 1,4+ ~

M*1 donde M**! es la composicién k + 1 veces del operador de Hardy-
Littlewood M.

Las maximales de la forma Mg = Mj e, se pueden relacionar puntualmente
con las maximales de la forma M,, el resultado fue probado en [6] y en [15],

Lema 1.14. [0, 15] Sea ® una funcidn de Young. Para todo x € R™ yr > 1,

1/r
M<pf(93)§<2 sup @> M, f@) = 1M, f ()

t>®-1(1/2)
De forma andloga se puede ver que
Myof(x) < ek My, f(x). (1.4)

Para ver si estos operadores estan acotados en LP(IR™), necesitamos la siguiente
definicion.
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Definicién 1.15. [62] Sean 1 < p < o0 y ¢ una funcién de Young. Decimos que
¢ € B, si existe ¢ > 0 tal que

_ [T elt)dt
C%Bp —/C t—p? < 0

El siguiente teorema, probado en [62], nos dice que los operadores M, no estdn
acotados en LP(R™) para cualquier ¢,

Teorema 1.16. [62] Sean 1 < p < 0o y ¢ una funcion de Young. El operador M,
estd acotado en LP(R™) si y solo si ¢ € B,. Mds aun,

1
1M fllo@ny < cOUE NI Fll o)

Para el resultado de operadores maximales fraccionarios necesitaremos la sigui-
ente definicion

Definicién 1.17. [13] Sean 0 < o < mn, 1 < p < n/a, é = ]lj — 2y ¢ una funcién
de Young. Decimos que ¢ € By si existe ¢ > 0 tal que
[ go(t)q/p dt
CLp,BZ‘} = /; t—q? < 00
Teorema 1.18. [13] Sean 0 < a < n, 1 < p < n/a, % = }D — 2 y ¢ una funcion

n
@
n

de Young. Si ¢ € By entonces Mo, estd acotado de LP(R") en L1(R") y

1
| Moo fllzaguny < Ol ol Fllnan.

1.4 Pesos.

En esta seccién introduciremos los pesos relacionados a las acotaciones que se
estudian en esta tesis.

Una funcién w se dice peso si w es no negativa y localmente integrable en
R™. Existen varias clases de pesos que se relacionan con los operadores maximales
definidos en la seccion anterior. La primera que vamos a definir es la clase de pesos
de Muckenhoupt.

Definicién 1.19. Pesos de Muckenhoupt.

e Decimos que w € 4,, 1 < p < oo, si

1 1 N\
[w]AP—sgp@/Qw(@/QwP ) < 0,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () con lados paralelos a los
ejes. Decimos que [w]y4, es la constante del peso w en A,.
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e Decimos que w € A; si
Muw(z) < cqw(x),

p.p. € R". Llamamos [w]4, al infimo de las constantes ¢;. Una definicién
equivalente es la siguiente

oo

e Se define A, = Up>1 A, y tomamos la constante de Fujii-Wilson probada en
[22, 81], y definida por

1
[w]a,, = sup

o /Q M(wxg).

Observemos que estas clases de pesos son crecientes, es decir que A, C A, si
p < q. Ademads, cumple la siguiente propiedad

Teorema 1.20 (Desigualdad de Reverse-Holder). [8] Sea w € A, para algin 1 <
p < o0o. Eziste una constante € > 0, que depende de n,p, [w]a,, tal que para todo

cubo @, tenemos que
o L) =i )
— [ wT < — [ w.
(!Q| Q QI Jq

Una de las consecuencias de la desigualdad de Reverse-Holder es que si w € A,
para algin 1 < p < oo entonces existe r < p tal que w € A,.
Algunas versiones éptimas o “sharp” de la desigualdad de Reverse-Holder son

Teorema 1.21 (Desigualdad de Reverse-Holder éptima).

(a) [}7] Sea w € Ay. Siry, =1+ W se tiene que para todo cubo @,
1

(@) =l

(b) [28] Sea w € Ay. SirTy =1+ W se tiene que para todo cubo @,

(@) =l

Este tipo de desigualdades de Reverse Holder 6ptimas nos permiten dar una
version cuantitativa de una cararterizacion clédsica de la clase de pesos A.
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Lema 1.22. FEumiste ¢, > 0 tal que para todo peso w € A, todo cubo @ y todo
subconjunto medible de E C ) se cumple que

Demostracion. Llamemos r, = 1 + = ontil

donde 7, Observemos que

Tn [w]

usando la desigualdades de Reverse Hélder 6ptima obtenemos que

lo cual nos da el resultado deseado pues 7, ~ ¢, [w]a,. . [

g\‘ —

Las clases de pesos de Muckenhoupt estan relacionadas al operador Maximal
de Hardy-Littlewood de la siguiente manera

Teorema 1.23. [56] El operador mazimal de Hardy-Littlewood es acotado en
LP(w) si y solo siw € A,.

En [5] se probé el control éptimo de la constante del peso,

Teorema 1.24. [5] Siw € A,, entonces

1
M fll ooy < calw]i " 11 Legw)
donde el exponente de la constante del peso es optimo.

Ahora, definiremos la clase de pesos fraccionarios relacionados al operador Ma-
ximal Fraccionario

Definicién 1.25. Sean 1 < p < ¢ < co. Decimos que un peso w esta en la clase

Ap g si
, 1 L a/p’
(w]a,, = sup(’Q‘/w)(@/Qw ) < 0.

Observar que si w € A, , entonces

w? e A1+q/p’ con [wq]1+q/p’ = [w]Apm
y ) , '/
wP € Al-i—p’/q con [wp ]H—P’/q [ ]lei

Ademds w € A, , es equivalente a w? € A, y w € Ay o es equivalente a w™! € Aj.
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Teorema 1.26. [57] Sean 0 < a <n, 1 <p < ooy =
mazimal fraccionario es acotado de LP(wP) en LI(w?) si y solo siw € A,,

— =. El operador

En [42] se probo el control éptimo de la constante del peso,
Teorema 1.27. [/2] Siw € A, ,, entonces

(1-a/n

p/
B )
| Mo fllLawa) < calw] g SNl 2o (wry

p,q

donde el exponente de la constante del peso es optimo.

Para operadores maximales mas generales tenemos los siguientes resultados mas
recientes. El primer resultado es sobre maximales asociados a L"log L, My 1r10g1-

Teorema 1.28. [3]/ Sean 0 < aa < n, 1 <p < a/ny % = Il?— % Sea o(t) =
t"(1+log(t)™)* con 1 <r < oo yA>0. La mazimal M, , es acotada de LP(w?)
en L(w?) si y solo si w" € Ap a.

Por otro lado para operadores maximales donde » =1 y a = 0, se sabe bien la
mejor constante, el resultado es el siguiente:

Teorema 1.29. [5/] Sean A > 0, 1 < p < 00, w € A, y p(t) = t(1 + log(t)")*,

entonces
14+

1M fll oy < clwls, 1 llow),

donde el exponente de la constante del peso es optimo.

Observemos que si A = 0 se recupera el resultado del Teorema 1.24.

En el caso de considerar M, con ¢ cualquier funcién de Young, tenemos el
siguiente resultado,

Teorema 1.30. [3] Sean 0 < a<n,1 <[ <p<n/ayl/q=1/p—a/n. Sean ¢
y ¢ funciones de Young tales que o' ti-a € B e para todo p > B(n—a)/(n—ap)
y o (O™ < o7 (t) para todo t > 0. Siw es un peso tal que w® € Arp ay,
entonces M, , es acotado de LP(wP) en LI(w?).

whe

ya
B

Existen condiciones para pesos diferentes a las clases de Muckenhoupt y a las
fraccionarias, A, ,. Nos centraremos en las siguientes condiciones Bump, las cuales
se definen a partir de funciones de Young.

Definicién 1.31 (Condiciones Bump). Sean 1 < p < 0o, ¢ una funcién de Young
y w un peso. Decimos que w cumple la condicién Bump de tipo A, 4 si

Q.

p
<
¢?Q

w(Q) Hw_;
Q)

[w]a, , = Sup
Q
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Se pueden definir una version fraccionaria de estas condiciones, las cuales son
las siguientes,

Definicién 1.32 (Condiciones Bump fraccionarias). Sean 0 < a <n, 1 < p < o0,

i — le — 2, ¢ una funcién de Young y w un peso. Decimos que w cumple la

condicién Bump de tipo A, , 4 si

w8

La condicién Bump més general es la siguiente,

Definicién 1.33 (Condiciones Bump generales). Sean ¢, v funciones de Young y
w un peso. Decimos que w cumple la condicién Bump de tipo Ay si

[w]Aoﬁ,w = Sgp kuw,Q HwilHQQ < 0.

Observar que si w € Ay, con ¢(t) = t7y ¢(t) = 7, entonces w € A, .
Con estas condiciones se pueden probar acotaciones del operador maximal
M, 4, como el siguiente resultado,

Teorema 1.34. [1/] Sean 0 < a <n, 1 <p<n/ay % = Il? — 2. Sean ¢,B y C

funciones de Young tales que B~'(t)C~'(t) < c¢™'(t), parat >ty > 0. Si C € B
yw € A, p, entonces existe una constante ¢ > 0 tales que para toda f € LP(wP),

se cumple que
Jataprur < [aper

La siguiente desigualdad es una estimaciéon de Fefferman-Stein para el operador
M, ver [48, Lemma 2.6]

Lema 1.35. [/8] Sea ¢ una funcion de Young. Para cualquier peso arbitrario w
tenemos que

w({xeR" : Myf(x) > A}) <3” ( > Mw(z)dx.
St ademds ¢ es submultiplicativa, es decir gb(my ) < ¢(x)p(y), entonces

w{x eR” : Myf(z) > A}) <cp / 0 \f()\x)\) Mw(z)dx.
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1.5 Maximal Sharp y espacio BMO.

En esta seccion definiremos el operador maximal sharp y el espacio BMO que
se usaran mas adelante. Enunciaremos algunas desigualdades importantes rela-
cionadas a este operador y este espacio.

Definicién 1.36. Sea f € LL_(R"), se define el operador maximal sharp, M?¥,
como

ME f(z) = sup |Q|/|f ~ foldz,

Q>3

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q en R™ con lados paralelos a los
ejes que contengan al punto x y fo = IQI fQ )dy.

Observar que para x € R,

f Ssu ln X)) — alax : xZ). .
MPf(x) < 2sup f,Q|/Q|f<> dz < 20 f(z) (1.5)

Q>z aceC

Definicién 1.37. Definimos al espacio de oscilacién media acotada, BMO, como
el espacio de las funciones localmente integrables en R”, £, tales que M*f(z) < oo
p.p. * € R™. Consideramos este espacio con la seminorma

1 Fllmaro = 1M fllo = sup ess sup ﬁ /Q (@) — foldz,

zeR™ Q>z

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () en R™ con lados paralelos a los
ejesy fo = ﬁfQ f(z)dx

Observar que || - ||gmo no es una norma pues las funciones contantes tienen
oscilacién media igual a cero, esto es M*f = 0. Debido a esto, consideraremos el
espacio BMO cocientado por la siguiente clase de equivalencia: dos funciones son
equivalentes si difieren en una constante.

El espacio BM O tiene su version con pesos que se define de la siguiente manera

Definicién 1.38. Dado w un peso. Definimos al BMO(w), como el espacio de
las funciones localmente integrables en R"™, f, tales que

1171l = supess swplxclloay [ 15(2) = folde < o

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () en R™ con lados paralelos a los
ejesy fo = ﬁfQ f(z)dx
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Observar que

111l == wMF f]loc.

Un resultado fundamental relacionado al espacio BM O es el Teorema de John-
Nirenberg.

Teorema 1.39 (John-Nirenberg). [329] Sean f € BMO(R™), Q un cubo, y A > 0
entonces

{z€Q: |f(x) — fol > A} < e|Qle” T amio.

Sean w € A, y @ un cubo definimos el siguiente promedio de Luxemburg,

1
1 oo 10w @ = inf {A 05— /Qexp (@) Cdw < 1} |

Combinando el Teorema John-Nirenberg y el Lema 1.22, podemos obtener el sigu-
iente resultado,

Lema 1.40. Sean b € BMO y w € A, entonces

16 = b@llexp w).@ < enlwla [[b]l Baro; (1.6)

mas aun, si j > 0

o =balll_ 3000 < eng[wlh. [Pl Bao0- (1.7)

LI (w),Q

Demostracion. Primero probaremos (1.6). Por la definicién de || f||exp £(w),@ basta

probar que
1 _
_/exp< |b(z) — bg| )dw<2,
w(Q) Jq cn[w] a0l Brro

para algin ¢, independiente de w, by ). Usando el Lema 1.22 y el Teorema 1.39

—Lié@m(ﬂﬁfj@)dwz—i—AwéwaEQ:w@%4d>hﬂwt

w(@) w(@)
17 (e EQ: bl@) bl > MY\ P
<ol ( Q ) @

& — tA
§26 ete enfw] g lIbll Baroe2™ dt
0

Tomando A = ac,e2"||b|| papro|w]a,, obtenemos

o0 A o0
26/ ele enlwlagIlBroe?™ ¢ — 2@/ et(lfa)dt.
0 0
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Tomando « tal que el lado derecho sea méas chico que 2 obtenemos lo deseado.
Para terminar la prueba, observemos que para toda medida

En consecuencia, tenemos que

1= bl 3 o = 110 = balli (18)

y se sigue que (1.7) vale.

1.6 Operadores integrales y condiciones de regu-
laridad y tamano.

Introduciremos los operadores integrales, tanto los singulares como los fracciona-
rios, relevantes para esta tesis, definidos a partir de una funcién K llamada nucleo.
El nicleo a considerar cumple ciertas condiciones de comportamiento llamadas
condiciones de regularidad y de tamano. Primero definiremos estas condiciones
para luego definir los operadores integrales mas clasicos. Las generalizaciones de
estos operadores trabajadas en esta tesis se definiran en los capitulos siguientes.
Primero introduzcamos una notacién que sera de utilidad para algunas de estas
definiciones.
Notacién: Vamos a denotar |z| ~ s al anillo s < |z| < 2s. Ademas, dada una
funcién de Young ¢ vamos a escribir

||f||so,|x\~s = ||fX\z|~s||<p,B(0,2s)-

Las condiciones de regularidad o de Hormander mas clasicas son las siguientes

Definicién 1.41 (Condiciones de regularidad). Sea K € L{ (R™\ {0}).

loc

e Condicién de Hérmander H; [27]: Diremos que K € H; si existe ¢; > 0 tal
que para todo x # 0,

/||>2| | K (2 —y) = K(y)ldy < a1
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e Condicién de Hormander Hp;p;: Sea w : [0, 1] — [0, 00) una funcién creciente
y subaditiva tal que w(0) = 0. Diremos que K € Hp;,; si existe ¢ > 0 tal
que

|z — x| 1
Kz —y)— K(zo—y Sccu( :
| )~ Kz —y) =0l ) =g

para |y — xg| > 2|x — xo|. w cumpliendo la siguiente condicién Dini,

/Olw(t)@ < 00.

t

e Condicién de Hormander (Lipschitz) HY: Diremos que K € HY si existe
¢, Cs, 0 > 0 tales que para todo |z| > c|y|

ly|°
_ ) — < )
|K(z —y) — K(z)| < Coo|x|n+5

e Condicién de Hérmander H,.[20]: Diremos que K € H, si existen ¢, > 1y
C, > 0 tales que para todo z y R > ¢,|z|,

o
> @' R)K( =) = K()llnjynomr < Cr.
m=1
Decimos que K € Hy si K cumple la condicién previa con || - || 1o |zj~2mpr €D

lugar de || - ||, z}~2m &-

Existe una version con promedios de Luxembugo y funciones de Young que es
la siguiente

Definicién 1.42 (Condicién de Hérmander H,,). [53] Sea ¢ una funcién de Young.
Diremos que K € H, si existen ¢, > 1y C, > 0 tales que para todo x y R > ¢,|z],

Z 2mR ||K ) - K('>||<p,ly|~2mR < Cso'
m=1

Observar que hay inclusiones entre estas clases de funciones

Hppmi C H, CH, C HoCH, C Hy, C Hy,

conl<s<r<ooy(t) <ep(t) <ct® parat >ty algin ¢ty > 0.

A partir de las definiciones anteriores de regularidad, se pueden generalizar
para el caso fraccionario.
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Definicién 1.43 (Condicién fraccionaria de Hormander H, ). [4] Sean 0 < o < n
y ¢ una funcién de Young. Diremos que K, € H,, si existen ¢, > 1y C, > 0
tales que para todo z y R > c,|z],

Z (2"R)" || Kol — 2) — Ka(')”%lylfv?mR < Co.
m=1

De manera parecida a la generalizacién de las condiciones de regularidad pode-
mos generalizar las condiciones de tamano de los operadores de Calderén-Zygmund
y de la integral fraccionaria.

Las condiciones de tamano cléasicas son, para 0 < a < n,

C
[ Ka(z)] <
‘lﬂn a’

Podemos generalizar estas condiciones puntuales de tamano por condiciones
integrales de la siguiente forma

Definicién 1.44. [4] Condicién de tamano S, ,:
Sean 0 < o < n y ¢ una funcién de Young. Diremos que K, € S, si existe ¢ > 0

tal que
c

“}(aH¢JMA@ <

Sn—a'

Observar que podemos definir una condicién analoga con la norma L (R™).

Definidas las condiciones clasicas de regularidad y tamano podemos definir los
operadores de Calderon-Zygmund y la integral fraccionaria.

Definicién 1.45. Operadores integrales clasicos:

(i) Diremos que un operador T es un operador integral singular de Calderén-
Zygmund si T es de tipo fuerte (2,2) y admite la siguiente representacion,

para x & sopf
/K x —y)f(y)dy,

donde el nicleo K € L (R"\ {0}), K € HZ y

C

[K(2)] <

]
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(ii) Sea w : [0,1] — [0, 00) una funcién creciente y subaditiva tal que w(0) = 0.
Diremos que un operador T es un operador integral singular de w-Calderén-
Zygmund si T es de tipo fuerte (2,2) y admite la siguiente representacion,

para x ¢ sopf
/K r—y)f(y)dy,

donde el nicleo K € L{ (R"\ {0}), K € Hpini ¥

[K(z)] <

C

|

(iii) Dado 0 < a < m. La integral fraccionaria, I,, se define por

B f(y)
z) = / |z — yl”‘ady'

Observemos que el nicleo cumple trivialmente las condicidnes Sy o0 ¥ Hoy oo-

Considerando las condiciones generalizadas de Hormander y de tamano pode-
mos definir los siguientes operadores integrales,

Definicién 1.46. (i) Dada ¢ una funcién de Young. Definimos el operador de
tipo singular T, al operador que admite la siguiente representacién, para

x & sopf
/Kx— y)dy,

donde el nicleo K € Li (R™\ {0}) tal que K € H, y T, es de tipo fuerte
(Po, o), algiin 1 < pyg < o0y

(ii) Dados 0 < & < n y ¢ una funcién de Young. Definimos el operador de tipo
fraccionario T, por T, f(z) = K, * f(z) donde el nicleo K € L] _(R"\ {0})
y K €S540 Hyp.

A partir de los operadores integrales se puede definir su conmutador con una
funcién b € L, .(R™), llamada “simbolo”

Definicién 1.47. Sean b € L, .(R™) y T un operador lineal, se define el conmuta-
dor de orden 1 de 7" como

Tyf(x) = b, T1f(x) = b(z)T f(x) = T(bf)(x),

otra notacién es T} f(x) = [b,T]f(z). Dado k > 2, el conmutador de orden k se
define como
Tlf = b, Tbkil]‘
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1.6.1 Acotaciéon de operadores de Calderon-Zygmund

Estos operadores cumplen acotaciones en los espacios LP(w), vamos a enunciar las
acotaciones mas relevantes ya conocidas para esta tesis.

Teorema 1.48 (Lema Sharp). Sea T un operador integral singular de Calderdn-
Zygmund. Dados 0 < 6 < e <1, existe C' >0 tal que p.p. v € R

MUT ) (@) = (MA(|TF) ()" < CM(f)(@).

Teorema 1.49 (Teorema de Coifman-Fefferman). [8/ Sea 0 < p < co. Sea T un
operador integral singular de Calderon-Zygmund. FExiste C' > 0 tal que para todo
wE Ay,

1T f ey < CIM flLew)-

El siguiente resultado enuncia que los operadores de Calderén-Zygmund estan
acotados en LP(w), en otras palabras que son de tipo fuerte (p, p) respecto al peso
w.

Teorema 1.50. Sea 1 < p < 0co. Sea T un operador integral singular de Calderon-
Zygmund. Siw € A, entonces existe C > 0 tal que

ITfllze(w)y < Coll flze(w)-

Existe una versién de este teorema con el control de la constante del peso que
es la siguiente

Teorema 1.51. Sea 1 < p < 0o. Sea T un operador integral singular de Calderdn-
Zygmund. Siw € A, entonces existe C > 0 tal que

max{l,p%l}

1T fllow) < Cnplwla, 11 ze - (1.9)

Para el caso de transformada de Hilbert y las transformadas de Riesz este
resultado fue probado en [65, 66]. Para operadores de Calderén-Zygmund, con
p = 2 fue probado en [30]. El resultado para p = 2 es suficiente para probar el
caso p > 1, usando el resultado de extrapolacién sharp de [17].

El siguiente resultado enuncia que los operadores de Calderén-Zygmund son de
tipo débil (1,1) respecto al peso w.

Teorema 1.52. Sean 1 < p < oo y T un operador integral singular de Calderon-
Zygmund. Siw € Ay entonces existe C' > 0 tal que

w{z € R |Tf(x)] > A}) < §/|f(:c)|w(x)dx (1.10)
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La versién con constante éptima es,

Teorema 1.53. [50] Sean 1 < p < oo y T wun operador integral singular de
Calderon-Zygmund. Siw € Ay entonces existe Cy, p > 0 tal que

w({z e R*: [Tf(x)] > A}) < CZ\’T [w] 4, log(e + [W]Al)/!f(w)!w(ﬂf)dx- (1.11)

Para el conmutador de los operadores integrales singulares de Calderén-Zygmund
con simbolo b € BMO tenemos los siguientes resultados,

Teorema 1.54. [9] Sean 1 < p < oo y T un operador de Calderdn-Zygmund. El
operador Ty, es acotado en LP si y solo si b€ BMO.

Una de las diferencias entre un operador de Calderén-Zygmund, T, y sus con-
mutadores es el hecho que T, no es de tipo débil (1, 1). En [61] se prob6 que cumple
una estimacién en el extremo para la medida de Lebesgue y los pesos A;.

Teorema 1.55. [61] Sean b € BMO, k € N y T un operador de Calderdn-
Zygmund. Siw € Ay, entonces

w({z € R TE ()] > A)
k
< lpllolula, [ L (1erogt (K1) ) iy

]Rn

El siguiente teorema es el lema de la maximal sharp de los conmutadores de
operadores de Calderén-Zygmund

Teorema 1.56. [61] Sea T' un operador integral singular de Calderén-Zygmund.
Dado 0 < 6 <e <1, eriste C' >0 tal que p.p. x € R”

Mj(Tyf)(x) < Cllbllsaro (Mo(Tf)(x) + M*f(z)) .

para toda funcion suave f.

1.6.2 Acotacion de la I,

La integral fraccionaria cumple acotaciones entre los espacios LP(w?) y L% (w?) con

p<z, % = % — . Enunciaremos los resultados relevantes para esta tesis.

Teorema 1.57. [57][Teorema de Coifman-Fefferman/ Sea 0 < q¢ < Z. Euriste
C > 0 tal que para todo w? € Ay,

ol Laqa) < Cl[Maf | Laquwe)-
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El siguiente resultado enuncia que la integral fraccionaria estd acotada de
LP(wP) en L9(w?), en otras palabras que es de tipo fuerte (p,q) respecto al peso
w.

Teorema 1.58. [57] Sean 1 <p < 2 y % =
C > 0 tal que

— 2. Siw € Ay, entonces existe

S

o f | Laqws) < Cuwll £l e (wr)-

Existe una versién de este teorema con el control de la constante del peso que
es la siguiente

Teorema 1.59. [/2] Sean 1 <p < 2y % =
C > 0 tal que

3IQ

. Stw € A,, entonces existe

=

(1-%) max
H[afHLq(wq) < Cn,p[w]AP,q

El siguiente resultado enuncia que la integral fraccionaria esta acotada de L' (w)

en L9°(wY) con g = 2~

n—a’

v
B .

Teorema 1.60. [57] Siw € Ay, con ¢ = - entonces existe C > 0 tal que

n—«

sup \w?({z € R" : |If(z)| > A}V < C'/ |f(x)|wdz.

A>0

1.7 Operadores Sparse.

En los ultimos anos, uno de los operadores mas utilizados en andlisis armoénico para
la acotacion de operadores, especialmente en espacios con pesos, son los operadores
sparse que definiremos en esta seccién. Su gran importancia se debe a la simpleza
de su definicion, la cual permite obtener estimaciones con pesos cuantitativas de
una manera sencilla. En otras palabras estudiar la dependencia de la constante
del peso [w]a, 0 [w]a,,-

Decimos que una familia de cubos didadicos S es una familia n-sparse con n €
(0,1) si para cada () € S existe un subconjunto medible Eg C @ disjuntos dos a
dos tal que

nQ| < |Egl.

Definimos el operador sparse con respecto al promedio usual como

Asfle) =) (ﬁ/@\f(y)!d@ Xq(x)-

QeS
En general, dada ¢ una funcién de Young, definimos

Apsf@) =Y Ifllooxael).

Qes
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También se pueden definir una version fraccionaria de estos operadores. Sea
0 <a < ny puna funciéon de Young

Awpsf@) =Y 1Q1"I fllooxe(@)-

QeS

En [10] e independientemente en [45], los autores prueban que es posible obtener
una dominaciéon puntual por operadores sparse para operadores de Calderdn-
Zygmung que cumplen una condicién log-Dini. En [41] se probé que esta esti-
macién vale para operadores maximales de Calderén-Zygmund cumpliendo una
condiciéon Dini. Mas aun se puede precisar la constante que depende del oper-
ador, lo cual fue probado en [33]. En estos trabajos construir las familias sparse
es relativamente complicado.

Luego, en [44] el autor obtiene la misma acotacién cuantitativa que en [33],
donde la construccion de la familia sparse es utilizando la descomposicién de
Calderon-Zygmund. El resultado es el siguiente

Teorema 1.61. [//] Sea T un w-Calderén-Zygmund con w cumpliendo una condi-
cién de Dini. Luego, para toda f € LX(R"), existe una familia sparse S tal que
para p.p. x € R",

T(2)| < enrwAsf(z),

donde cp1w = cn(||T|| 1212 + Ck + |w]| Dini)-

Esta técnica de dominacién sparse desarrollada en [44] para operadores w-
Calderon-Zygmund tiene la ventaja de que se puede adaptar y generalizar a otros
casos de operadores. Algunos ejemplos son la integral fraccionaria en [1] y los
conmutadores de los operadores w-Calderén-Zygmund en [48], entre otros. Final-
mente en [46] se generaliz6 a operadores sublineales. En esta tesis probaremos
dominaciones sparse para diversos operadores.

Antes de explicar esta técnica, observemos la importancia de la dominacion
sparse. Como es una desigualdad puntual podemos tomar cualquier norma en un
espacio de Banach X, obteniendo lo siguiente

ITfllx < e supfAsfilx.

donde el supremo es tomado sobre todas las familias sparse §. Teniendo en cuenta
la anterior desigualdad con X = L? y la desigualdad probada en [12],

[Asfllr2or2 < calw]a,,

se obtiene una prueba facil del Teorema As, probado en [30].
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La técnica del Teorema 1.61 se basa en un lema principal que involucra los
siguientes operadores: el operador maximal M7 definido por

My f(z) = sup sup ess|T'(fxrn\3q) ()],
Q3z e

donde el supremo se toma sobre todos los cubos  C R™ que contienen a x.
Recordemos que el operador maximal asociado a un operador se define por,

T* f(x) = sup

e>0

/ K(z,y)f(y)dy|.
lz—y|>e
Ademas, dado un cubo @, para x € (g se define una versién local de My por

Mrq,f(z) = sup supess|T(fxaqo30) (&)l
Qaw)QCQO £EQ

El lema principal es el siguiente

Lema 1.62. Las siguientes desigualdades puntuales valen:
(i) para p.p. x € Qo,

T (fxso) f(2)] < enl| Tl s pree | f ()] + Mg, f();
(i) para todo x € R",

My f(z) < en(llw]|pini + Cr)M f(2) +T7 f(2).

Observar que este lema son desigualdades puntuales que unicamente dependen
del comportamiento local y la regularidad del operador.

Otro lema importante es el llamado truco de 3" latices diadicos. Este resultado
esta enunciado en [45] y dice lo siguiente

Lema 1.63. [/5] Dada una familia diddica de cubos D existen 3" familias diddicas
D; tal que

371
{3Q:QeD}=JD;
j=1
y para todo cubo Q) € D se puede encontrar un cubo Rg en cada D;j tal que QQ C Rg
Yy 3ZQ =1 Ro-
Con estas ideas en mente y cambiando condiciones del operador se pueden
estudiar dominaciones sparse para diversos operadores.
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1.8 Otras técnicas del analisis armonico.

En esta seccién mencionaremos otras técnicas o resultados que se usaran para
probar los resultado de esta tesis
1.8.1 Técnica de extrapolacién desde A...

Teorema 1.64. [11] Dados dos operadores S y T, supongamos que para algun
0 < po < o0 wvale que

Tf(x)[Pw(z)de < C [ [Sf(x)["w(x)de,
Rn” R

para toda f en el dominio de S y T tales que el lado izquierdo sea finito, y para
todo w € Ay con C dependiendo solo de la constante Ay, de w. Entonces para
todo p, 0 < p < o0, yw € Ay valen que

| i@z <c [ |sp@ruaas,

T fll ooy < ClIS fllpeee w)-

1.8.2 Meétodo de conjugacidn.

Este método utiliza la técnica de la formula integral de Cauchy, ver por ejemplo
[7] v [2]. Explicaremos un poco esta técnica, sea T un operador lineal, podemos
escribir su conmutador de orden k, T}, como la siguiente integral compleja
k d zb —zb
Iy f = T (fe™™)

B K T.(f)
dzk N 2_7m'/|2|:E 2k +1 dz,

donde € > 0y T.(f) = e**T(fe=**), 2 € C. Esto se denomina la “conjugacion” de
T por e**. Ahora, si ||-|| es una noma podemos aplicar la desigualdad de Minkowski
para obtener

k

2=0

1T f < sup|| 7. ()]l e> 0.

k
2meR | =

Observemos que con esta técnica podemos obtener la acotacién del conmutador
usando la acotacion de la conjugacion del operador, 7T,. Un lema 1til para esta
técnica es el siguiente

Lema 1.65. [2] Sea 1 < r,n < o0o. Siw"? € A, yb € BMO, entonces we € A,
para todo A € R que cumple
min{l,p — 1}

Al <
A< = ol amro
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Capitulo 2

Operadores fraccionarios con
condiciones H,

Consideraremos operadores fraccionarios de la siguiente forma

T, f(x) = / Kz — ) (y)dy. 2.1)

con el nicleo K cumpliendo condiciones de tamano y regularidad de la forma S,
y Hyprydonde 0 < o <ny 1 <71’ <oo. En este capitulo estudiamos la acotacion
de estos operadores y vemos la constante del peso con exponente 6ptimo.

Un ejemplo de estos operadores es la integral fraccionaria I, pues cumple las
condiciones Sy 00 ¥ Ho,0o- Més ejemplos seran estudiados en la seccién 2.2.

Operadores de esta forma, o similares, fueron estudiados por Kurtz en [40]
donde estudia acotaciones de tipo Coifman-Fefferman mediante la técnica de ex-
trapolacién y el uso del operador maximal sharp. En [4], los autores estudiaron
acotaciones de tipo Coifman-Fefferman para operadores con condiciones mas gene-
rales. Nosotros nos centraremos en probar la acotacién de tipo fuerte con constante
optima con respecto al peso utilizando la dominacion sparse explicada en los pre-
liminares. Los resultados originales de este capitulo se encuentran en [37].

2.1 Acotacion de T,,.

Primero, vamos a presentar los resultados demostrados en [40] con la notacién del
capitulo 1 para mayor comprension.

En [40], Kurtz define una clases de nicleos K(r,a) de la siguiente manera:
K € K(r,a) si existe una funcién S en (0,1) tal que

. 1/r o
) (Jncpcon K@ =) = K@) " < SC=n < 8,

29
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@) I17flly < Clflle,  z=%—1%

(i) 2, 5(277) < oc.

Es facil ver que si K, € K(r', ) entonces K, € H,, y el operador T, f = K, * f
es acotado de L™ (dx) en L?(dxr) para % =12
El primer resultado es la acotacion del maximal sharp del operador por un

operador maximal adecuado.

Teorema 2.1. [/0] Sean0 < a <nyl <r <n/a. Sea K, € H,, y supongamos

que T, es acotado de L' (dx) en Li(dx) para % =L 2 Friste una constante C,

r! n
1

locy

tal que para f € L
MH (T, f)(x) < CMa, f(2).

Utilizando el Teorema 2.1 y técnicas de extrapolacion se obtiene una desigual-
dad de tipo fuerte para el operador T, la cual es la siguiente

Teorema 2.2. [/0] Sea 0 < a<nyl<r<nj/a. Sea K, € H,s y supongamos
T, es acotado de L*(dx) en Li(dz) para % =12 ytodo s tal que n/(n — o) <
s<r. Sir<p<n/a, é = % — % yw' € A%%: entonces existe una constante
Cuw, independiente de f pero depende de w, tal que

|Tef Loy < Cuwllfllzr(wr)- (2.2)

Por otro lado, en [4] consideran que el nicleo K, cumple condiciones de tamano
y regularidad de la forma S, y H, 4, donde 0 < a@ < n y ¢ es una funcién de
Young, en particular para el caso de este capitulo basta tomar ¢(t) = " con
1 < r" < oco. Usando la condicién de tamano estudiamos la acotacion de tipo
Coifman-Fefferman, sin pedir que el operador sea acotado.

Teorema 2.3. [}/ Sea 0 < a <nyl <r <n/a. Sea K, € S, N Hyy, con
o(t) = t"". Luego, para cualquier 0 < ¢ < co y w? € Ay, tenemos que

HTaf”Lq(wq) < CwHMa,d?fHLq(wq) - CwHMa,rf||Lq(wq)7 (2'3)
siempre que el lado izquierdo sea finito.

Del resultado anterior y de la técnica de los buenos A, se sigue el siguiente
resultado

Proposicién 2.4. Sean 0 < a <n yl <r <nj/a. Si K, € S, N H,, entonces
eziste una contante C,,, que depende de w, tal que para f € L} (dr) yw" € A;,

loc

n
n—ar

Sup)\rw%{x e R": [(Tof)(z)] > A} < Cw/|f’rwr-

A>0
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Como K, € So,» C Sy, de los Teoremas 2.2 y 2.3 podemos observar que los
pesos apropiados para una acotacién fuerte del T, son los pesos relacionados a la
M, ., es decir los Ae «. Ademads, el Teorema 2.2 es una acotacién fuerte del T,
pero no nos da ningﬁTIchontrol sobre la constante del peso. Inspirados por este tipo
de resultados para T, u operadores mas generales de los cuales hablaremos mas
adelante y el control de la constante del peso para la [, nos lleva al primer resul-
tado de esta tesis: probar la constante del peso éptima o sharp para la acotaciéon
tipo fuerte de T,. El resultado es el siguiente,

Teorema 2.5. Sean 0 < o < n y T, definido como en (2.1). Sean 1 <r <p <
n/a, 1/qg=1/p—a/n. Supongamos que Ko € So,wNHpy . Siw” € A%%, entonces

T < . max{l—%,(p{;)l(l—%>}
1 Tafllzoqwn) < ealw'ls, , 1AW 2o ur) -

Esta desigualdad es 6ptima en el siguiente sentido

Proposicién 2.6. Sean 0 < a < n, 1 <r < p < n/ayl/g=1/p— a/n.
Supongamos que eziste una funcién mondtona ® : [1,00) — (0, 00) tal que

||Ta”LP(wP)%L‘1(w‘1) 5 (b([wr]A%% )7

para todo w" € Ar a y todo T, definido como en (2.1) con K, € Spp N Hyyo,
entonces

(ID(t) z tmax{lf%,%(lf%)}.

Para demostrar estos resultados se utiliza la dominacién sparse y resultados
similares para el operador sparse A .

2.2 Ejemplos.

Como ejemplos de este tipo de operadores tenemos la I,, como ya comentamos
antes, y los operadores con niucleo “rough” fraccionario, los cuales estan definidos
de la siguiente manera:

Sea € una funcién definida en S™!, la esfera unidad en R”. Consideraremos
su extensién a R™ \ {0} la cual esta definida como Q(z) = Q(x/|z|). Luego, 2 es
una funciéon homogénea de grado 0, en otras palabras es radial. Para 1 < s < oo,
el L*-modulo de continuidad de €2 esta definido como

ws(t) = sup [|2- +y) — Q) [ls,5n-1-
ly|<t
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Sean 0 < a <m,r’' > -1y Qe L' (5" 1)talquef0wr & < 0. Sean

Kalo) = D

9

vy Tof(z) = Ko * f(z). En [4], se prueba que K, € H,,» N S,,s. Como 1’ > -

na’

su exponente conjugado r < n/a. Luego aplicando el resultado del tipo fuerte,
Teorema 2.5, obtenemos para 1 <r <p<n/ayl/g=1/p—a/n

max{lff (p/T)

I, iy < el ) sy

Otro ejemplo es el siguiente: Sean 0 < o <1, 8 >0, 1 <r <p< l/ay

é = ]lj — «. Para 1’ el exponente conjugado de r, consideremos

1/r
k(t) = (W) X(0.1)(t)-

Sea K(t) = k(|t +4]|). Veamos que K € H,» N S,/, primero observemos que por la
desigualdad de Jensen tenemos que

(/R k(t)dt)w = (/Olk(t)dt)w < /Olk(t)r’dtz /01 Wdt: %

Entonces [; k(t)dt < B~ y por lo tanto k € LY(R) N L™ (R). Para ver k € H,,
seguimos las 1deas en [55]. Tomando ¢,y =1y R > |y|. Param > 1y 2™R < |z| <
2mTIR tenemos que 2" 'R < |z — y| < 2™2R. Entonces

S (@R ( / K(z—y)— K<m>|r’)
— 9m R<|z|<2m+1R

00 L
<25 (2mR)* / kx)
Sermr(f ke

Como k tiene soporte en (0, 1), el nimeros de términos no nulos en la sumatoria
es finito. En efecto, si R > 5, entonces para todo m > 1y z tal que 2" 'R <
|z 44| < 2™T2R tenemos que |z| > 1y todas las integrales son cero. Por otro lado,
supongamos que R < 5y sea mg € N tal que 2™ R < 5 < 2™FLRSim > mg+ 2,
siempre que 2" 'R < |z + 4] < 2™ R tenemos que |z| > 1 y entonces k(x) = 0.



2.3. DOMINACION SPARSE. 33

Por lo tanto

23 (2" R)* / k(x ) '
mzzl( ) < 2m*1R<|x+4|§2m+2R’ (@)l
mo-+1 L/
=2 2" R) " / k(z )
> e (2m13<|m+4|§2m+2R' (@)

mo+1
<2kl 3 @"R) = [l = 5

m=1
Luego K € H,.. Para ver K € S,/, basta considerar s < 5, en efecto si s > 5
tenemos que si s < |z| < 2s entonces |z +4| > |x|—4 > 1y K(z) = 0. Para s < 5,

1
-7

1 !
Kol oy = [ ———— K (x)d
|| H NEd (|B<O, 25)| s<|z|<2s (I) x)

—c (s_" / 2|7 K (as)d$) '
s<|z|<2s

1

<c <3_1+T/a/ K" (:E)d:t) '
s<|z|<2s

< cs_Tl’JrO‘HKHT/ = CS_H—%—HIHKHT/ < Os e

Por lo tanto, tenemos que K € H,» N S,.
Ahora, sea
Ko(z) = |2 K(z),

recordemos la siguiente Proposicién probada en [4]:

Proposicién 2.7. [/] Sea ¢ una funcion de Young. Si K,(z) = |z|*K(x) con
K € Hy, NSy entonces K € Hy g, N Sap-

Entonces tenemos que K, € H,,» N Sy,s. Finalmente sea T,,f = K, * f.
Aplicando el Teorema 2.5, obtenemos que para 1 <r <p<1l/ay 1l/g=1/p — «

max{l—a,

, ar)
T f gy < enfur V50

2.3 Dominacion sparse.

Para obtener la acotacién 6ptima del Teorema 2.5, utilizamos una version propia de
la dominacién sparse inspirada en las dominaciones sparse probadas en [1, 44, 51],
la cual es la siguiente
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Teorema 2.8. Sean 0 < a < n, 1 < r < oo y T, definido como en (2.1).
Supongamos que K, € Sa, N Hy,r. Para cualquier f € LP(R"), existen 3"
familias sparse, S;, tales que para p.p. x € R",

T f(2)] < cZ > 1R I fllrgxo(x) == cZAws fl@

Jj=1 QEeS;

Lema 2.9. Sean 0 < a < n, 1 <1 < 00, Ky € Sor N Hoyr y Qo C R™ un
cubo. Sea T, el operador definido en (2.1) y T, el operador asociado al nicleo
K, = |K,|. Luego,

(i) para p.p.x € Qu,
Ta(fX300)(2)| < M7, 00 f(2),

(i1) para todo x € R",
Mz, (f)(x) S Moy () + Tal| f]) (@),

De la ultima desigualdad y la Proposicion 2.4 se sigue que My, esta acotada de

L7 (dz) en Lo (dz).
Observemos que K, € S,,» N H,, implica que K, = | Kol € S N Hey o

Demostracion. (1) Sea x € Qo y Q(z,s) un cubo centrado en z con longitud s
tal que Q(z, s) C Qo. Luego,

’TOé<fX3QO)(x)‘ < |Ta(fX3Q(x,s))(x)‘ + |Ta<fX3Qo\3Q(:p,s))(x)’-

Para el primer termino, considiremos B(z, R) con R = 3y/ns entonces 3Q(z, s) C

B(z, R). Como K, € S,, tenemos que
|Toc(fX3Q(:r,s))(x)|
AT Prme)@| < [ 1K= )l

B(z,R)

]B x,2” mR \
Z |B 7,2 o XB(z.2-mR)\B(z2-m1R) | Ka(z — y)|| f(y)|dy

< Z |B(x, 27" R)|[| Kol jzjm2-m-1 &I fllr.Bz,2-m R)

< eMo(f) () > (27 R)" (2" R)* "

m=0

= M, (f)(@)R* Y (27)" = M, (f) ()R

m=0
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Luego,

Ta(Fx30) (2)] < cns® M, f () + Mz, g, f ().

Tomando s — 0, obtenemos la desigualdad deseada.

35

(ii) Sea x € R™ y sea () un cubo que contenga a x. Sea B, una bola con centro

R tal que 3Q) C B,. Para todo £ € @), tenemos

Ta(fxrmaQ) (€]

< |Tu(fxen\B,)(€) — Ta(fxre\B,) ()| + [To(fXBA3@) (E)] + [Ta(fXrm\B,) (T)]
STa(fxre\B,)(€) — Ta(fXre\B, ) (@)] + [ Ta(fXB.\30) ()] + [Tal(f)(2)].

Para el primer termino, como K, € H,,, obtenemos

| Ta(fxrm\B, ) (§)—Ta(f xR\ B, ) (7)]

g/“ Ka(€ — ) — Kalz — 9)||£()|dy
R"\ B,

=, 2™ B,|
- § |2mB | |Ka(€ _y) -
m=0 z

2m+1B,\2m B,

< c2<2mR>"||Ka<5 — ) = Kalw -

< cZ (2™ R)" || Ku(€ = ) = Ka(x — )|l jyjmzm e M f ()

< Cr a,rf( )

Para el segundo, observemos que existe un numero natural [ tal que B(x,27'R) C

3@, entonces, como K, € S,,, tenemos que

IUmwMW</ Koz — )| f)ldy

<>/ Kol -

B(z,2=™R)\B(z,2=™~1R)

< CZ‘B 2 mR ’HK H ’\x|~2 m— 1R”fH7”Bx2 mR)

-1

sc Z(27mR)n(27mR)a7nHer,B(x,Q—mR)

m=0

<My, f(x).

I f(y)|dy

—y)IIf()ldy

')||T",\y|~2mR||f||r,2m+1Bx
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Finalmente obtenemos

I Ta(fxrm3Q) (] S Marf () + Tullf1) ().
0

Demotracion del Teorema 2.5. Primero enunciemos la siguiente afirmacién:
Para todo cubo )y € R", existe una familia %-Sparse F C D(Qo) tal que para

p-p-x € Qo,
T (FX300) (@) S D BRI flrsoxa(@). (2.4)

QeF

Una vez probada la afirmacién (2.4) la demostracién del teorema sigue de la si-
guiente manera: Tomemos una particién de R™ por cubos @Q; tales que sop(f) C
3Q; para cada j. Un ejemplo de esta particién se puede tomar comenzando con un
cubo @ tal que sop(f) C Qy, y cubrimos a 3@y \ Qo con 3" — 1 cubos congruentes
(;, cada uno satisface que Qo C 3@),;. Podemos proceder de la misma manera con
9Q0\3Qo y asi en adelante. La unién de todos estos cubos cumplen las propiedades
deseadas.

Podemos aplicar la afirmacién (2.4) a cada cubo ();. Como sop(f) C 3Q);, se

cumple que p.p.x € Q;

ITaf (2)Ixa, (%) = [Talfxsao) (@) S D BRI If I-saxe(@),

QE]“—J'

donde cada F; C D(Q;) es una familia -sparse. Tomando F = U; Fj, tenemos
que F es una familia %—sparse y que para p.p.x € R",

Taf (@] S D BRI fllrsexe()-

QeF

Del Lema 1.63 se sigue que existen 3" familias diddicas tales que para todo
cubo @ de R" existe un cubo Ry € D; para algin j para el cual 3QQ C Rg y
|Rg| < 3"3Q|. Tomando

Sj={Rq € D;: Qe F},

_1

5 g -Sparse.

y como F es un familia % -sparse, obtenemos que para cada familia S; es
Luego tenemos que,

o
Taf @) S X QI I fllraxe(@).

7=1 QES]‘
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Para probar afirmacién (2.4) basta con ver la siguiente estimacion recursiva:
Existe una familia numerable {P;}; de cubos disjuntos dos a dos en D((Q)) tales

que Z]’ P; < %‘QO‘ y

I Ta(FX300) (2) xQu (%) < el3Ql*" | flIr300 X (%) + Z Ta(fxsp,) (@) xp, (2),

(2.5)
para p.p.x € (y. Iterando esta estimacién obtenemos la afirmacién (2.4) con F
siendo la unién de todas las familias {P} donde {PP} = {Qo}, {P/} = {P;} v
los {P]k } son los cubos obtenidos en el paso k-esimo del proceso iterativo. Es claro
ver que F es una familia %—sparse. En efecto, para cada ij tomamos

Epr = Py \ Upfﬂv
J

por el proceso iterativo tenemos que |U; Pf| = Y|P < %|Pf‘1| entonces
1| pk—1
P < | Ep].

Vamos a probar la estimacién recursiva (2.5). Observemos que para cualquier
familia {P;} C D(Qy) de cubos disjuntos dos a dos, tenemos que

| Ta(fx300) (%) Xqo (2) < [Tu(fX300) () |XQo\u, P, (T) + Z | Ta(fx300) (@) xP, (2)
< NTa(fX3Q0) (7) X Qo\u, P, (T) + Z | Ta(fX3q0\37;,) ()X P; ()

+ D Talfxar,) (@) xer, (1),

para casi todo punto x € R™. Por lo tanto es suficiente ver que se puede elegir una
familia numerable {P;}; de cubos disjuntos dos a dos en D(Qy) tal que }_; P; <

%|Q0‘ y para p.p.x € )y tenemos,

[Ta(fX300) (%)X @0\, P ($)+Z I Ta(fxsaonsr) (@)xp, (@) S 13Q0l™" | fllraqoxas ().

(2.6)
Definamos el conjunto £ como

E={x€Qy: Mz, o, f(x) > Bucl3Qo|*™|| fllr300 },

por el Lema 2.9 podemos tomar 3, tal que |E| < ﬁ|@o|- En efecto,
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I
Bl < AT / + || Mr, Q | zr— oo M
B 5n||f||r3Q0 Qo AT
(L4 Wnoliw=) )
N ﬁn ﬁ;’b )
y entonces tomamos 3, = max{l CHlMTa;&HQLuLmo}

Aplicamos la descomposicién de Calderén-Zygmund a la funcién yg en Qg a

altura A\ = 5. Existe una familia {P;} C D(Qo) de cubos disjuntos dos a dos

tal que
{ZE € Qo : xe(z) > 2n+1} UP

Ademas vale |E'\ U;P;| =0

n 1
2 1P <2E| < S Qo).
J

1 |P,NE| 1
< <z,
2 = R 52
de la cual se sigue que |P; N E¢| > 0.
Como Py 1 B 0, tenemos M, g,(£)(@) < 5acl3Q0|" | fllxa0, vara algin

x € P; y esto implica que

Sgpgss‘Ta(fX?)Qo\?)Pj)(f)’ < Bucl3Q0|*" || f1Ir00»
€

lo cual nos permite controlar el segundo termino de (2.6).
Por (i) en el Lema 2.9, para p.p.x € )y tenemos que

’Ta(fX?)QO)(x”XQO\Uij ($) < MTa,Qof(aj)XQo\Uij (:L‘)

Como |E\U;P;| = 0y teniendo en cuenta la definicién de E, para casi todo punto
x € Qo \ U;P; obtenemos

M, qo(F)(x) < Bael3Qol*"" || flIr300-

Luego, p.p.z € Qo \ U;P; tenemos que

T (fx300) ()] < Brel3Qol*"™ (1 fI-300-

Por lo tanto, obtenemos la estimacién deseada (2.6).
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2.4 Desigualdades sharp.

Para probar el Teorema 2.5 basta obtener una acotaciéon éptima para el operador
sparse que controla a T, y luego probar que es 6ptima para T, el resultado para
el operador sparse es el siguiente

Teorema 2.10. Sean 0 < a < n, 1 <r <p <n/ayl/g=1/p—a/n. Si
w" € Ap g, entonces

HAa,r,SfHLq(wq) S Cn[wT]A {

%)
}HfHLP(wP)a

p/ra/r

esta desigualdad es optima en el siguiente sentido:
Si existe una funcion mondtona ® : [1,00) — (0,00) tal que

)7

HAa,r7SHLP(wP)~>L‘1(w‘1) ,S q)(['wr]A

Rl
Sk

para todo w" € Ar ¢, entonces
rir

o(t) 2 tma"{l—%wo_%)}.

Vamos a considerar el siguiente operador sparse definido en [19], para
0<s<ooylO<p<I1,

Al sg(w) = (Z <|Q|‘ﬂ/Qg)st(x)> 1/8-

QeS

Este operador es comparable con el que venimos trabajando de la siguiente
manera,

1 a/ng er
Aa,r,S(f) = ( 1/1«é (f ))
Ademas utilizaremos la siguiente acotacion,

Teorema 2.11. [19] Sea 1 <r <p < qg< oo y0 < p < 1. Consideremos los
pesos u,0 € A . El operador sparse Ass( o) esta acotado de LP(o)en Li(u) siy
solo si la caracterizacion qu de dos pesos:

1:9]43,5) = SURIQIPu(Q) ()

es finita y en este caso

m\»—t
RS

1<

A8
Ao ain) < o, gt

[ua U] AL (S)

OO
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- _ ’
Demostracion del Teorema 2.10. Sea o = w~®/"'" Como los operadores son com-
parables, recordemos

Aurs(h) = (A2 m) "

entonces

r Tl—a/n/ Al—a/ng pr —
AU = IAYL ) ooy = 1AL (070
S [0, 0] o) (1010 + [0 ) 170 oo

Observemos que

[wq7U]A1—a/n(5) = [wT]A

RlS]
3k

1£70 ™ N orr oy = I I uny-

Ademas como

— [’LUT] (p/r)'r/q.

A

[J]A p/ra/r ]

1+(p/r)'r/q

tenemos

r1l r r—oy\ /T
lAars(F) o S 1w l40 (10100 + 0702 ) T 1l

p/r,q/r
/g ) (D2 | e L
<@ (1920 )y ) i)
o Varmax{(p/r)'r/q% 2}
< [y 7l
pymax{(1=22) (p/r)! /q,1—a/n}
<0l I e,

donde la tiltima desigualdad vale pues (1+(p/r)'r/q) = (1=2")(p/r) y 1/q+1/p' =
1—a/n.

Ahora veamos que el exponente de la constante es 6ptimo. Para esto utilizamos
ejemplos de pesos y funciones similares a los utilizados en [1, 5, 57], entre otros.
Sea 0 < € < 1. Si tomamos

we(l‘) _— |(L'|7‘(P7T‘)/ y f(m) — |LU|E;’”‘><B(O71)7

entonces podemos ver que

~ e T/ v | fwellpe ~ e~ p,

S
[0)
A
b
RS
3k
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Sea {Qy} el cubo con centro 0 y longitud 2% y observemos que B(0,1) C Qo.
La familia de cubos {Q} es una familia %-sparse con Eg, = Qp \ Qkt1-
Ahora, siz € Fg,, k€N

1/r
Aprsf(2) > ugkv“”—lﬁ'(jg |yr—“dy>
k

27]{?6 L/r
Z (27kn>a/n71/r < > Z gfl/r’x|a7n/r+s/r'
3

Entonces,
[Carsprut =3 [ (Aanspyut
k=17 Eay

n—e
e [ gl g,
B(0,3)
~ —q/r—1
~ gma/r1

pues q(a/n — 1/r+¢/r) + Uiy < £q/p — n. Luego

E_W_l/q < g l/r=1/a+1/p S A ‘LP(wS)%Lq(wg) S @(5_7@%/)'

a,r,S
. S -
Si tomamos t = ¢ @/’ obtenemos

o(t) > to/r)'1/q(1—ar/n)

Por otro lado, si tomamos

E— E—N

a y f(x)=|2z] 7 XxB01),

we(z) = |z|

tenemos que

Wilay, >y lfwlm SV

Como 1/r+1/g=1/r—a/n+1/p>1/p,

/ﬂwz/ o
B(0,1)

< / | [PEQ/r 1D =n/p) o 1.
B(0,1)

SR / [P /r 1/ 0)=n(1/r4+1/)
B(0,1)

Siz € Qo,

a/n—1/r e—n v > 1 v -1/r > —1
Aarsf(z) 2 |Qol Y| b ~ e >t
Qo €
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Como B(0,1) C Qg obtenemos que
[@arspruzz et [ fafrdsz e,
B(0,1)

luego
el < | Aa.rsf | La(w

Si tomamos t = £~ ! entonces

0 S @) f o) S BleHeM.

€

oo/ < B(t).
O

Por 1ltimo, vamos a dar un ejemplo para probar que el exponente es éptimo
para nuestra familia de operadores T,,, demostrando la Proposicién 2.6.

Demostracion de la Proposicion 2.6. Sean 0 < a < 1, f > max{0,q/r' — 1}, 1 <
r<p<l/a, %:%—ay%—k%:l. Consideremos

1 1/r
k(t) = (W) X(o.1) (1)

Ka(t) = [t +4|*k(]t +4]),
como vimos en la seccién 2.2, K, € H,,» N S,,. Consideremos el operador
T.f =K,*f.
Observemos que existe un tg, 0 < to < 1 tal que k es decreciente en (0,ty). En
efecto, para 0 <t < 1

y definimos

1 L\ low(5)!P + 11+ B loa(5)°H(— %)
=5 (tlog(§)1+5> [_ (tlog(£)1+5)” ]

1 log(%)ﬂ e
e )~ 4]

Luego,
K (t) <0elogle/t) — (1+8) >0t <e”.

1—¢ c
Sea 0 < & < 1. Si tomamos w.(x) = |z|"@/ y f(z) = |z + 4]" " x(s5-5)(2),
entonces .
lapg e @y |fwel S eV

sk
Sk

Observemos que si |z —y| < 1y |y| <1 entonces |z| <2y sop(Tf) C [-2,2].
Sean z € sop(T'f), |v —y| < 1,y 0 < |y| < |z|/2 entonces 3|z < |z —y| < J|o| ¥
|z —y[* Z [l
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Para |z| < 2ty < 2, como k es decreciente en (0, %) tenemos que

148
1

T@ = [ o=yl (—) Yoz — yDlyli~dy
<1 log(e/[z — yl) D

1+8

’ 1 v/ e
2/ | =yl (—) X, (2 —y))|y|~dy
lyl<lzl/2 log(e/|x — yl) O

3 e_
2lol (Glel) [l
ly|<|z|/2
ep (3 (1)
2 1ol (1) £ (15)

e 3
2 < apt i (Glel).

Luego, usando log(t) < g para e >0yt > 1, tenemos que

/R|Tf(x)|qw§(x)d:c > 5—q/

|I‘§%to

q —&
jz[2(etE) g <g|x|) 12 (77)

q
> 5—(1/ k (§|x|) |x|q<a+r<pl/r)'>|x|5%<1’<p/1r>'>dx
<2ty \2

9_49 9 9)_
Z g_q_l/ ’x T r’+€(r’(1+g)+P) 1d1‘7
|z|<

donde la ultima desigualdad vale pues § > max{0, ¢/r" — 1}.
Sir > 2, entonces

43
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Luego,
f-dre(F 4B+ )1 g

4,4 —q—1 1
/R T (@) [t (z)d 2 e /| z

«TIS%tO

> 5—(1—1/ || (FOHBE) -1
~ |x|§%t0

—q—2 —q—1
2 € >e 7

Por otra parte, si r < 2, tenemos que
1 1
roor roor

/ Tf (@) wi(w)de 2 e~ / ja (B0
R

Luego,

L Ste(L+8)+2)
> 87q71 tO
1-21c(5(1+6)+1)
> el

Entonces, para 1 < r < oo obtenemos
[ rs@pata z e
R

Por lo tanto,
1T fll oty Z 7Y

Luego,
e S NI Tty oty S BT,
y
d(t) > tp/r)'1/q(1—ar)
Sea 0 < ¢ < 1. Si tomamos w.(z) = ]1’\5;1 y f(@) = |z + 4 x5 3),
entonces

oy el s e

[w;]A%% ~ e

De una forma andloga a lo anterior obtenemos para 0 < |z| < 2to, T'f(z) 2
e Mal* k (3l2]) v
1T flloury 2 €717,

Por lo tanto,
e/ < o(t).



Capitulo 3

Operadores singulares con
condiciones H,

En este capitulo estudiamos distintas acotaciones de operadores integrales singu-
lares cuyos nicleos cumplan alguna condicién de regularidad de tipo Hormander
generalizada, es decir, que el nicleo pertenezca a H, donde ¢ es alguna funcién
de Young.

Para los resultados que abordaremos en este capitulo, desarrollamos una domi-
nacion sparse para este tipo de operadores basandonos en las ideas de [48] y [49].
Luego utilizamos esta dominacion para estimar desigualdades con pesos, como por
ejemplo acotaciones fuertes, desigualdad de Coifman, acotaciones en el extremo
LA(v) — L'(u) para ciertos pesos u,v. Estos resultados se pueden encontrar en
un trabajo en colaboracién con Dr. Israel Rivera Rios, [34], realizado durante mi
estadia en el BCAM, Bilbao, en principios de 2017.

3.1 Dominacién sparse.

Primero, definamos las clases de funciones de Young con las que vamos a trabajar,
sean 1 < py < p; < oo definimos Y(po, p1) como la clase de funciones A para las
cuales existen constantes cap,, Cap,, ta > 1 tales que 7 < ¢y, A(t) para todo
t>1tay " <cap At) para todo t < ty.

Diremos que un operador T es A-Hormander si T es acotado en L? y su nticleo
cumple la condiciéon de Hormander H.

Teorema 3.1. Sean A € Y(po,p1) una funcién de Young, T un operador A-
Hérmander ym € NU{0}. Para toda funcién f € C*(R™) yb e L} (R"), existen

loc

45
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3" familias sparse S; tales que

m

N
1750 < rnCr 303 (1) ATE 0. 1)),
j=1 h=0
donde
AZBD, @) = 3 o) — bol™ 16 — bol*llaoxo ().
QES
y A% (b, f) = Asf ().

Antes de la demostracién del Teorema, probaremos algunos lemas auxiliares.

Lema 3.2. Sea S un operador lineal tal que S : L'(u) — LY*°(n) y v € (0,1). Si
E es un conjunto medible tal que 0 < p(E) < 0o, entonces tenemos que

v -V v
[ 185@ldn < 27 IS e n(EY 11
E 1%

Demostracion. Para probar el lema basta seguir la constante en [18, Lema 5.16]
eligiendo C' = ||.S]| g1 1.0 O

Lema 3.3. Sea A una funcién de Young. Si T es un operador A-Hormander
entonces
1Tl s < o (1T 2sre + Hig)

T r—rr < cn (| T 2osr2 + Hy) -

Demostracion. Por la estimacion en el extremo, siguiendo las ideas en [33, Teorema
A.1] es suficiente proceder como en la prueba estdndar usando la condicién de
Hormander, ver por ejemplo [18, Teorema 5.10], pero con el siguiente cambio mi-
nimo. Cuando se estima el conjunto de nivel [{|T'f(z)| > A}| en la decomposicién
de Calderén-Zygmund de f tenemos que tomar a nivel oA y optimizar « al final
de la prueba.

Para el tipo fuerte, como T es tipo débil (1,1) y tipo fuerte (2, 2) por el Teorema
de Marcinkiewicz, obtenemos la acotacion para 1 < p < 2

ITlzo20 < en (1Tl z2 02 + H)

Luego, por dualidad tenemos la desigualdad para 1 < p < oo.
]

El siguiente resultado nos permite interpolar entre LP para obtener una de-
sigualdad del tipo modular que sera fundamental en el control de My en el Lema
3.5.
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Lema 3.4. Sea A una funcién de Young tal que A € Y(po,p1). St G es un operador
sublineal de tipo débil (po,po) y tipo débil (p1,p1), entonces

HxER"iWV@H>ﬂWS/;A(mGu%ﬂ)¢m

donde CAc = Zmax{cAVI,O, CA,pl} maX{HGHLpo_)Lpo,OO, ||G||Lp1_>Lp1,00}

Demostracion. Como A € Y(po,p1) existen ta,cap,,cap > 1 tales que t7° <
CapA(t) para todo t >ty y t7 < ca,, A(t) para todo t < 4.
Sea
K =2 maX{HGHLpo_wpo,OO, ||GHLP1_>L171,OO} y

y consideremos f(x) = fo(x) + fi1(x) donde

Jo(@) = FEX {11 Lear} (7)
fila) = f(‘r)X{‘f(g;”g%tA)\} ().

Usando la particion de f y las hipétesis de G' tenemos que
[{z € R" : |Gf(x)| > A}

A A
< Hx ER" : |Gfolz)| > 5}‘ 4 {x ER" : |Gfi(z)| > 5}‘
Po P1
< 2pOHGH]ZOP0aLP0’°° / |f0<x>| dx + 2% ”GHIIJ}PlﬁLm’m / |f1(x)| e

< [ (R e [ (A

Observemos que usando la hipdtesis de A,

/n (mmfﬂ)m . /{|f($)>itﬂ} (H\f()\xﬂ)po .

con | A(Qﬂﬂgdﬂ
{If@)>Ltan} A
y analogamente

/n (H|f1§\x)|>p1 e /{If(x)git”} </i|f()\x)|)p1 .

!f(fﬂ)l)
A dx.
< cap [{If(x)|<;tAA} (/f ;) x
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Las estimaciones previas combinadas con la convexidad de A, es decir, que cA(t) <
A(ct) para todo ¢ > 1, nos permiten concluir

Hx e R" : |Gf(z)| > A} < /n A (max{cAjpo,cApl}ff&;)’) dx.

]

Lema 3.5. Sean A una funcion de Young tal que A € VY(po,p1) y T un operador
A-Hérmander.

(i) Para casi todo x € Qo, tenemos que
T (fxs0) (2)] < enl[ Tl 1o pree f(2) + Mgy f ().
(i1) Para todo x € R™ and ¢ € (0,1) tenemos que
Mrf(x) < s (HaMaf(x) + Ms(Tf)(x) + 1T 22010 M f(2)) -
Mas aiin,
{z e R" : Myf(x) > A}

xr
</ A(mx{} (Hiq + 1T r0) &”)daa (3.1)

Demostracion. Para ver (i), supongamos que x € int (Jp, y « sea un punto de
continuidad de T'(fxsg,). Para todo € > 0, definimos los conjuntos

Ey(x) ={y € B(x,s) : |T(fx3q,)(y) = T(fx3q,)(x)| < e},

que cumplen lim,_,q “gé?)" , donde B(z, s) es la bola abierta centrada en z y radio s.

Denotemos Q(z, s) al menor cubo centrado en = que contiene a B(z, s). Sea s > 0
suficientemente pequeno para que Q(x,s) C QQy. Entonces para p.p. y € Fy(z),

T (fxsq0) (@) < [T (fx3Q0) W) +€ < T(fXx3Q0) (W) + Mr g, f(x) +&.

Luego, aplicando el Lema 3.3 obtenemos

IT(fx3q0)(7)| < ess i(gflT(fX3Qo)(y)\ + Mz, f(z) +¢
1
< 1Tt e / 1+ Mrouf(z) + .
- ‘Es(l')‘ 3Q(z,s) ’

Suponiendo que x es un punto de Lebesgue de f y tomando limite s — 0y ¢ — 0,
obtenemos la parte ()
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- 3Q.

N |+

Para la parte (ii). Seguimos las ideas de [51]. Sean z,2'.§ € Q C
Entonces

T(fxrm3) (€] <

/Rn\gQ (K(&y) — K(2'y)) f(y)dy‘ FIT ()] + T (Fxsq)@)].

Observemos que

[ (Klew) - K f(y)dy]
Rn\3Q
< Z 2kn3n(Q

<23 93M(Q) [(K(E, ) — K2, ) xomsona—a0l| aeap 1 Lz

< CnHK,ZMAf(x)'

[(K(&,y) — K(2',9)) f(y)| dy

‘2k3Q| 2k3Q\2k—13Q

Luego, tenemos que

T(fxrm3Q)(§)] < enH e zMaf(x) + |Tf ()] + T(fxsq) ()]

dx’

@> con ¢ € (0,1) y con respecto a a2,

Tomando promedios en L° (Q,

|T(fXR"\3Q)(§)|

< eng (HKAMAﬂ (|Q| / Tf(a %las) " (ﬁ /Q |TfX3Q($/)|§d$/)é>
< Cng (HK,AMAf( )+ Ms(T'f)(x) <|Q|/’TfX3Q )|6d13)1>~

Del tltimo término podemos notar que por la desigualdad de Kolmogorov (Lema
3.2) tenemos que

i o)’ L)ﬁ o
(g7 L rruepiar) <2 (£55) Iy [ 5

s\
S Cn (m) HT”L1_>L1,ooMf(£E).

Luego, tenemos que

T (fxem3) (O] < cng (HieaMaf (@) + Ms(Tf) (@) + Tl M f(2))
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y por lo tanto
Mrf(z) < ens (HeaMaf () + Ms(Tf) (@) + [Tl s Mf(2) . (3.2)

Observemos que ||T||p1pto M f(z) < ||T||prpro Maf(z), y usando el Lema
3.3 probamos la siguiente desigualdad

Il ooz < calBge + T o),
y obtenemos

{z € R" - HygMaf(x) + [Tl 1o pree Mf(x) > A}

o [ (st T o, g

Centrémonos en el primer termino. Como A € )Y(po,p1) teniendo en cuenta el
Lema 3.4 obtenemos

{z € R : Ms(Tf)(z) > A} < / A (CA,MWT'JC(;C)‘) d,

donde k = 2max{ca p,, Cap, } max {||Ms o T||Lro— rro-o, || M50 T||Lr1—pp1. }. Ahora
observemos que para todo 1 < p < oo

1 1
L <ensliTsrl

IM5(T f)l|peee = [[M(TFI)]]

= Cnpd [Tl ppoe < Cnpsl|T | oo rooe || fll o
Esta desigualdad junto con el Lema 3.3 nos permite obtener
|Ms 0 Tlloosre < s (i + [Tl 212
Por lo tanto
{o € R™: My(Tf)(x) > A}

X
< [ A (cummamaxteameand s + 1T T ) e
(3.4)

Como @ es no decreciente, no es dificil ver que para ¢ > 1 cA(t) < A(ct). Con

este hecho combinado con las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4) obtenemos (3.1). [
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Demostracion del Teorema 3.1. Con los lemas previos a nuestra disposicién ya
estamos en posicion de probar el Teorema 3.1. Vamos a seguir la estrategia de
[44, 49]. Del Lema 1.63 se sigue que existen 3" latices diadicos tales que para todo
cubo @ de R" existe un cubo Rg € D; para algin j para el cual 3QQ C Rg y
[Rol < 9"@Q)

Fijando un cubo @)y C R™. Afirmamos que existe una familia %—sparse F C
D(Qo) tal que p.p. = € Qo

1 (Frae) @) <6 Cr 3 (7 ) B0 1)), (35)
h=0
donde
B (b, £)(x) = 3 1b(z) — gl "1 71b — brg L asoxalo)

QeF

Supongamos que vale (3.5). Tomamos una particiéon de R™ por cubos @; tales
que sop(f) C 3Q); para cada j. Esto se puede hacer de la siguiente manera: Fijamos
un cubo @ tal que sop(f) C Q. y cubrimos 3Qy \ Qo por 3" — 1 cubos del mismo
tamano ();. Cada uno de estos cubos cumple que @)y C 3Q;. Realizamos el mismo
procedimiento para 9Q) \ 3Qp y continuamos de esta manera. La unién de estos
cubos, incluyendo a )y, nos da una familia de cubos que cumplen la propiedad
que queriamos.

Ahora, aplicamos la afirmacién a cada cubo @);. Entonces, como sopf C 3@,
vale la siguiente desigualdad p.p. z € Q;

7" f(2)| xo, (@) = |T3" (fxsq,)(@)] < caCrBE" (b, f)(2),
donde cada F; € D(Q;) es una familia 3-sparse. Tomando F = J F; tenemos que
F es una familia %—sparse y

m

s < ey (7))

h=0
Como 3Q) C Rg v |Rg| < 3"3Q)| tenemos que || f|lasg < ¢l f|lar Tomando
S;={Ro€D; : Qe F},

y usando que F es ——sparse obtenemos que cada familia S; is -sparse. Por lo

tento, tenemos

29"

T3" f(x !<cnchZZ( ) ().

7=1 h=0
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Para probar la afirmacién es suficiente probar la siguiente estimacion recursiva:
Existen cubos disjuntos dos a dos P; € D(Q) tales que ), [P;| < 1Qo| v

m

P, < nCrd (1)) = b, "0 = b e e 2)

h=0

+ Z]Tgn(f)(st)(x”XPj’

p.p. x en Q. Iterando esta estimacion obtenemos (3.5) con F siendo la unién de
todas las familias {PF} donde {PP} = {Qo}, {P/} = {P;} y {P}} son los cubos
obtenidos en el paso k-esimo del proceso iterativo. Es claro que F es una familia
%—sparse. En efecto, para cada Pf basta tomar

Ep = PP P
J

Probemos la estimacién recursiva. Primero, observemos que para cualquier familia
arbitraria de cubos disjuntos dos a dos P; € D(()y) tenemos

73" (fX300)(@)] X@o (2)
< |13 (fx300) (@) XQo\U, P, (%) + Z 13" (fX300) (@)] xp, (2)

< [T (Fxs0) ()] Xao\U, P, (%) + Z | T (fxsq0\p, ) ()| Xp, (2)

+ Z ‘Tﬁ(fXSPJ)(JU)‘ XPj(aj)'

Entonces es suficiente mostrar que se puede elegir una familia de cubos disjuntos
dos a dos P; € D(Qo) con ), |P| < $1Qo| v tal que para p.p. = € Qo

|len(fX3Qo)(x)’ XQO\U]' P; (l’) + Z |Tbm(fX3Q0\3Pj)(x>‘ XP; ([E)

J
m

m —
<Y (1)) 160 = big "1 = b, ot

h=0

Usando que 1;" f = T;" . f para todo ¢ € R, y también que

ring =3 ()1 ot - o
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obtenemos

|Tl:n<fX3Qo)’XQo\Uij + Z |Tbm(fX3Qo\3Pj)|XPj
J

m m .
= Z (h> b~ bRQ()’ MT((b— bRQO)th3QO)|XQO\UjPJ_

h=0
m m .
#3 (3 )10 b, " S0 = b ) s e (30
h=0 j
Ahora para h = 0,1,...m definimos el conjunto £} como
Ep={z € Qo : |b—brg,|"lf| > anlllb = brg, |" fllazas }
U {ZE € QO : MT,QO (|b - bRQ0|hf) > anCT|||b - bRQO|hf”A73Q0} >

y lamamos E = J;" , E. Notemos que tomando en cuenta la convexidad de A y
la segunda parte del Lema 3.5,

|Eh| S CTL/ A maX{CA,pO7cA,P1}Cn,pO,p1 (HK,Z —+ ’|1|T||L2~>L2) |b . bRQO|h|f| dx
0 anCr|[[b = bry, 1" fllasqs

Jou 16— brg, "] ]
an”fHA 3Qo

b—bg, |" bro, " f]
ISQoI 500 \ b= Dbrg, 1" fll 4,300 an|||b—bRQO| flla300

Cn, 2-3"
< (— ) |Qol.
o, '

Eligiendo «,, suficientemente grande, tenemos que

1
B] < gl Qol

Aplicamos la descomposicién de Calderén-Zygmund a la funcion yg en Qg a
altura A\ = Qn% Obtenemos cubos disjuntos dos a dos P; € D((Q)y) tales que
1
Xe(r) < ol

para p.p. = € |J P;. De esto se sigue que

cumple

1
< 2|B| < 51Q0)

> |pl =
J
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_IBNnEl_1
XE - <_7

2”“ - IP! 1Bl T2

se sigue que |P; N E°| > 0.
Observemos que para cada P; tenemos que P;NE° # 0y Mr g, (|b — bpg, |hf) (x) <
anCrll|b = bry, |" fllasq, para algin x € P;. Esto implica que

Sup ess | T(1b = brg, " fX30030) ()] < nCrll1b = brg, " fll 430,
e

lo cual permite controlar el término en (3.6).
Ahora, por los Lemas 3.5 y 3.3, [|[T||p1opre < ¢(Hg + || 7|22 12) sabemos

que p.p. = € Qo,

710 = brg, "1 fIx300) (2)] < eaCrlb(x) =brg, I"[f ()] + Mz, (b= brg, "l f1) (2).

= 0, tenemos que, por la definicién de F, valen las siguientes

desigualdades
[b(x) = brg, " £ (@)] < aulllb = brg, " fll 4300

pp. € Q\U; Py
MT,QO (‘b - bRQ0’h|f|) (I) < anH’b - bRQO|hf||A73Q07

p.p. = € Qo \ U; Pj. En consecuencia,

| T((b = brg,)" Fxsqu)(@)| < cnCrll|b—brg, |" fllasq,-

Estas estimaciones permiten el control del dltimo término en (3.6).

3.2 Desigualdades con un peso de tipo fuerte.

A trave$ de la dominacién sparse podemos obtener estimaciones cuantitativas del
tipo fuerte en termino de constantes A,, A, y condiciones Bump. Los préximos
teoremas, Teoremas 3.6 y 3.8 son estimaciones pesadas cuantitativas, que no son
compatibles. Uno desearia, si es posible obtener algtin resultado en términos de
condiciones Bump que puedan generalizar el caso de pesos A,/ en el caso de H,..
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Teorema 3.6. Sean A € Y(po,p1) una funcién de Young y T un operador A-
Hérmander. Sean b € BMO, m € NU{0}, 1 <r <oo, 1 <r <p< .

1
Supongamos que K, 4 = sup;-, @ < 00. Luego, para todo w € Ay,

1T oty < cncrlblFaoknaluli ([wu;;o T [ap/ruw) () ae + o) a1 2000
(3.7)

1
.y 2o
donde op)r = w *7'.

Recordemos el siguiente resultado probado en [32],

Teorema 3.7. [32] Sea 1 <p < oo yr>0. Siw,o un par de pesos, entonces

(l,l
rop

1A s(fo) vy < Cluo, o], ([wnm )*+[U]im) 1l

Demostracion del Teorema 3.6. Primero veamos la estimacién para T. Combi-
nando el Lema 1.14 y el Teorema 3.7 y teniendo en cuenta nuestra dominaciéon
sparse para 1" obtenemos

3" 1/p
1T fllLr(w) < encr Z (/RH(AA,sjf)pw)
]?;L p 1/p
— CnCTZ </ (Z | fllaoxo(z > w(x)dx)

Qes

< CnCTi’CnA (/ (Z <|Q| / | fI" )UT XQ(a?)>pw(x)d:p) "

QeS

1/r 1/r
— cncTzicrAnA/ (o] EAri
j=1

rT—

1 1 1
ﬁ? p/rr 1/r
< coerkealoli) (w27 + 013 )Illfl 1

—coerkrafulh,, (F. + ol ) Ifas

Para el caso del conmutador, vamos a usar el método de conjugacién (ver los
preliminares o [9, 7, 64] para mas detalles del método). Recordemos

Tbmf_m‘/| T ),

2714 zmtl
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Si w € Ay, tomando norma LP(w),

1" fll e ) <

sup [|e”T(fe )| tr(w)

2mwem |2|=¢
< ’ Ssu T e—bz s
— 2mem \z|:2 || (f >||L1’(6R © )Pw)
| 1 B .
T |Z|=E p/T 0o -

Tomando en cuenta [31, Lemma 2.1] y [28, Lemma 7.3] tenemos que

Re(bz)

[eRCww] < eqpprlwla RO < ewla, v [ To]a L < calo]an

p/r —
siempre que
€
|z| < i :
16l Brro([w]as, + [0]4s)

Luego, vale

» o l m m
T2 oty < cnmerfnalul ([wmw n [op/r]:;m) ([l tTowsla ) I8l Earoll Lo

]

También es posible obtener una estimaciéon pesada de tipo fuerte (p,p) en
términos de pesos que cumplan alguna condicién Bump.

Teorema 3.8. Sea B € Y(po,p1) una funcion de Young. Sean m € N U {0} y
D,,(t) = et — 1. Supongamos que A, C' son funciones de Young con A € B, y
que existe to > 0 tal que Ail(t)g_l(t)C'*l(t)D_m_l(t) < ct para todo t > ty. Sea T
un operador B-Hérmander. Siw € A, cumple

w(@) | 1y
[ ]Ac—sup—H < 00,
S STe] c.Q
tenemos que
. %
15" Fll ey < enplwli Tl oy [wld, 1 F]|ze ). (3.8)

Demostracion. Es claro que es suficiente ver el resultado para el operador sparse,
esto es probar que

1

7

1
m,h m— m— P m
JAZE D, 1)) < ™l ] ol (0o o

(o]

Usando dualidad tenemos que

1
IAESO, Ny = sup > (m/@\b - bQ\m_hgw) w(@)]I(b=bg)" f|l 5.o-

Hglle/(w):]‘ QesS
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Observemos que usando la desigualdad de Holder (1.1),

L (00 191 £tog ym—r(w).@

@ /Q lb(z) — bo|™ " g(z)w(z)dr < ||(b— bQ)mihH

< Cn[wm;thHBMo”g”L1ogL)m h(w),Q>

y vale que

/

Z (HgHL(logL)m*h(w), ) (EQ) < Cn m h||b||BMO Z ML (log L)m— h(’w)(g)p w

QeS Qes
< caluln bl / Mg
S Cnp(m hrlle ||g||Lp/(w)

(3.9)

Por (1.2) sabemos que existe t, > 0 tal que A~'(£)B-1()C~1()Dy ' (t) < et
para todo t > ty, usando la desigualdad de Holder generalizada (1.3) tenemos que

1£(b—b)"llpo = || fwrw s (b—bg)" |5
~ 1 _1 h
< allfwrllagllw™7lleall(b = 00)" laprim o

~ 1 _1
< alblpaoll fwrllagle*llcq.

Como A € B, tenemos que

S fwr | Q|EQ|<Z My (fwr)?

Qes Qes

< MA(fw%)p (3.10)

Rn

1
< / () = upll F B
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Luego, teniendo en cuenta (3.10) y (3.9) obtenemos que

! m=how | w — bp)"
5= (atqy [, o= tol™*aw) w@10 o) e

- L lw” ||CQ w(Q)
< Cuplw] 53 || frv || a gl Eol

Qes

=

T Hg“L(logL)m h(w), Qw(EQ)
Eqlr  w(Eq)?¥
< Cpplw ]m thHBMoSUpT (w, Q) (

> wa”HAQ\EQ\>

QeS

=

, P

(Z ”9|’Iz(logL)m-h(w),QMEQ))
QeSs

< ™" W] B 1] Bo Sng(wuQ)Hf“Lp(w)HgHLP/(w)

Para terminar la prueba del resultado basta ver el control de las contantes del
peso, es decir,

1
SgPT(wa Q) < Cn,p,n[w]zp(c) [w]

=

NS

Y

, (3.11)
_1
donde T(w, Q) = [w lc.q

1
[EqlP

w(Q)
T -

—. Observemos que si w € A,, se cumple que
w(EqQ)?'

w(Q) < c[w]a,w(Eg).
Luego, tenemos que

_1 ,
lw rllco w(Q) _ Hw_l/p”CQw(Q)l/p w(Q)Yr
|Eolr  w(Eg)? T EQlVP w(EQ)'

1 Q 1/p Q 1/p
1 Q 1/p
< ¢plw] AMC)%

Esto prueba (3.11).
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3.3 Estimaciones tipo Coifman-Fefferman.

En esta seccién estudiamos las estimaciones de tipo Coifman-Fefferman. Obtuvi-
mos el siguiente resultado, utilizando la técnica de cubos principales desarrollada
en [58],

Teorema 3.9. Sea B una funcién de Young tal que B € Y(po,p1). Si T es un
operador B-Hormander, entonces para todo 1 < p < 0o y cualquier peso w € Ay,

1T f oy < enlwlase MBSl o) - (3.12)

Si ademds b € BMO, m € NU{0} y A es una funcion de Young, tal que
Ail(t)E_l(t)a_l(t) <t con C(t) = "™ —1 para t > 1, entonces para todo
1 <p < ooy cualquier peso w € Ay,

175" f 1l oy < namlllBaso[wla 2 IMafll oy (3.13)

Demostracion. Veamos el caso m > 0, pues la prueba para el caso m = 0 es
andloga con minimas modificaciones.

Sea m > 0. Usando el Teorema 3.1, basta controlar cada Az’g(b, f). Tomando
en cuenta el Lema 1.40 y la desigualdad de Hélder (1.2), obtenemos

/ Ags(b, fgwde =) /Ib ) = ol "g(w)w(z)dzw(Q)I| (0 — be)" fll 5.

QES

< Zn(b—b@m—hnmﬁ( 191 208 - @ (@10 = )3 1l
QES

< calwl3 " I018v0 Y 1190 Log ym—n . 0ll Fllauw(@Q)-
Qes

Sea F es la familia de cubos principales en el sentido usual, esto es
F - UE.O:O‘F]{;,
con Fy :={cubos maximales en S} y

Frg1 = e chr(F), chr(F) ={Q € F maximal tales que 7(Q) > 27(F)},
€

donde 7(Q) = |19/ Lgog Lym—(w)0ll fllag ¥y 7(Q) es el minimo cubo principal que
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contiene a (). Observemos que
> Mgl pog ym-r @l fllagw(@) < > gl cgogym-rwy.pl fllar D> w(@)
QeS FeF QEeS,m(Q)=F

< cnlw]ay, Z ||9||L(1ogL)m—h(w),F |f||A7Fw(F)
FeF

< ealula. / (M f) (M 1og 11 uyg )l

< ealtt)a, / (M) g

En este punto notemos que

/ (Maf)(M="* gywda < || Mafl o) I M gll 1o
< enp™ MM S || oy |91 2o )

y combinando nos quedaria

/ ARa(b, £gwdz < cqlw]a ™" I Maf | o) 191 1o ) -

Por lo tanto, tomando supremos en [|g|| () = 1 se prueba la desigualdad deseada.
O]

3.4 Resultados de no acotacion.

Los siguientes resultados muestran que existe algtin rango de exponentes en donde
los operadores que estamos estudiando son no acotados. Esto generaliza el resul-
tado probado en [55] para operadores que cumplen condiciones del estilo H,.

Teorema 3.10. Sean 1 <r < oo, 1 <p <71’ y & <y <1. Sea A una funcion de
Young y supongamos que existe c4 > 0 tal que

ANt ~

para t > ca,
()

donde ¢ es una funcion positiva que cumple para todo s € (0,1), existe ¢s > 0
tal que para toda t > cs, 0 < p(t) < Kst®. Existe un operador T cumpliendo una
condicion A-Hormander tal que

12y ) = 09,

donde w(x) = |x|~7".
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De este resultado, utilizando técnicas de extrapolacién, usando ideas de [55], se
puede probar que la acotacion de Coifman Fefferman (3.12) no vale para operadores
maximales que no son lo suficientemente grandes, esto es

Teorema 3.11. Sea 1 < r < oco. Sea A una funcion de Young que cumpla las
mismas condiciones que en el Teorema 3.10. Sea w € As. Existe un operador T
cumpliendo una condicion A-Hérmander tal que para cada 1 < g < r’' y B(t) < ct4,
la siguiente desigualdad

1T fllerw) < cl[Mp [l o), (3.14)
no vale para ningin 0 < p < oo y cualquier constante ¢ dependiente de w.

Demostracion del Teorema 3.10. Vamos a seguir el esquema de la demostracion
de [55, Teorema 3.2], considerando el nicleo que aparece en [53, Teorema 5|

1
Hw:AA(wu—byfw>MMﬁL e

Observemos que K(z) = k(|z|) € L'(R"). En efecto, por la convexidad de A nos
permite usar la desigualdad de Jensen para obtener

1 ) e\ 148
A m - A~ |x|_n (lOg m) X(071)<|1‘|) dx
1 e —(1+8)
= Al o A7 (log —) dx
QB@D\MQ (H ]

1 e —(1+8)
< — x| ™" (log —) dr < ¢, 3.
|B(O7 1)| lz|<1 |[L’| ’

Entonces

N o\ —(1+8) »
A7 ol (og = Yo (al) | de < A7 (e,,5) B0, 1),

]

y luego K (x) € L'. Definamos ahora K (z) = K (x—n) con |n| = 4, y consideremos
el operador

Tf(@)=K*f() = | K(x—n-y)f)dy. (3.15)

R

Como K E~L1, tenemos que T : L? — LY para todo 1 < ¢ < oo. Observemos
que el nicleo K cumple una condicién A-Hérmander, probado en [53, Teorema 5.
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Asumamos que el operador T actud de LP(w) sobre LP*°(w). Tomemos

f(l’) = |I + 77|7TX{|50+77|<1}("E) € Lp(Rn)’

con y; € (0,1) a elegir. Si |z + 7| <1 entonces 3 < |z] <5y més aun

sup NPw{zx e R" : |Tf(x)] > A} <c ( |f(x)|w(x)d:p)

A>0
SCSTV(/ |f(x |dx)<oo
1

Sea 0 < s < min {W’ %} fijo. Sabemos que p(u) < ksu® para todo u > ¢;. Sea

(3.16)

t1 € (0,1) tal que para cada t € (0,t;) tenfamos que =5 > max{cu, ¢s}.

1
t"(1—logt)
Entonces, para t € (0,;)

k@)t r =AY ¢t
(® tn (1 —logt)?

1

~ £
" = 1
(L= logh) T (tn(l logt>1+5> (3.17)
1 1 n
> — St
Rg
1 o logt ( n(1— logt)1+ﬂ>
1 1
= (1 —1og t)FA(=2) =T ns — L gy,
— (1~ logt) —h(t

Podemos tomar 0 < ¢ty < t; tal que se cumpla la ultima desigualdad y que
h(t) y k(t) sean decreciente en (0,ty), notar que en el caso de h el hecho de que
sea decreciente se sigue de que s < 171. Tomemos §y = %to. Observemos que para
|z| < do, obtenemos que

yin
Tf(fv)z/ K@x—n—y)ly+n"7 dy= K(z—y)ly|"* dy
In+y|<1

ly|<1

_nn 3 in
:/ E(le —yDlyl™ = dy > k <§|x|)/ Y|~ dy
lyl<1 \y|<
lo % .o 1, (3]
< | |) 'v;n \ | Cﬁ—sh o |

donde la ultima desigualdad se sigue de (3.17). Ahora, tomando en cuenta que h
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es decreciente en (0, %) tenemos que

A>0 A>0 s

> ¢ sup )\pw{m <dy: h (M) > )\}
A>h(to) 2

> s nioyo {lel < 3|

0<t<tg 3

sup Nw {z € R* + |T'f(x)] > A} > sup Nw {|x| <4 c;h <3|2x|) > A}

=c sup (1 —logt)(1+5)( Hp Py— 71n+pns/ 2| dy

0<t<to ly| <2t

~ sup (1 — log t)(1+ﬁ)(%—7’) t*71n+pns+n77n.
0<t<tp

(3.18)
Observemos que
—yn+pms+n—m<0 <= 1+ps <y +7.

Por lo tanto, tomando v; =1 — ~75 tenemos que, como s <

71+’y—1—%+”)/>1——2—|———1+2—>1+p5.

7‘/’

En otras palabras,
—yin +pns+n —yn < 0.

Con esta desigualdad y (3.18), obtenemos que

sup Nw{zx € R" : |[Tf(x)] > A} = o0.
A>0
Lo cual contradice (3.16) y queda demostrado el teorema.

[]

Demotracion del Teorema 3.11. Supongamos que (3.14) vale con Mg, B(t) < ct4
para todo t > ¢, 1 < g <1’y para todos los operadores que cumplan las hipétesis
del Teorema 3.11. Usando un argumento como en [55, Demostracion del Teorema
3.1], es suficiente probar que no vale la estimacién para algin 0 < py < co. Sea
po tal que ¢ < pg < 7', Supongamos que para todo w € A; C A, tenemos que
| T £ Lro-oo () < ¢l| M fl| 70,50 (). Entonces, observemos que

T f1| Lrooo w) < C||MBf||Lp0voo(w) < c||Mo f |l rro.ce () < || fI] Lrosos w)-

y esto vale en particular para pesos de la forma w(z) = |z[™™ con v € (2,1)
contradiciendo el Teorema 3.10.
[
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3.5 Estimaciones en el extremo

En esta subseccion presentamos algunas estimaciones en el extremo que se pueden
obtener siguiendo las ideas en [16, 48]. Para mayor claridad enunciaremos de
manera separada los resultados para el operador y sus conmutadores.

Teorema 3.12. Sean A € Y(py, p1) una funcion de Young y T un operador A-
Hérmander. Supongamos que A es sub-multiplicativa, es decir, A(xy) < A(z)A(y).
Luego, tenemos que para todo peso w, y toda funcion de Young o,

w{z eR" : Tf(x) > A}) < cparky /n A (@) Myw(x)dz, (3.19)

donde
dt.

o [ 0Agte o)
? 1 t*log(e + )

Para el caso de conmutadores tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.13. Sean b € BMO ym € N. Sean Ay, ..., Ay, funciones de Young
_ 1

tales que Ag € Y(po,p1) y A; () Ay ()T (t) <t con Cy(t) = et’ parat > 1. Sea
T un operador Ay-Hormander. Supongamos que cada A; es sub-multiplicativo, es
decir, A;(zy) < Aj(x)A;(y). Luego, tenemos que para todo peso w, y toda familia

de funciones de Young o, ..., 0m,

- xr
wlle € R 1) > ) < nar 3 (s [ A0 (50) Mool
h=0 R~
(3.20)
donde ®;(t) = tlog(e +t)7, 0 < j <m,
oo o tod ! Ap (log(e+t)4(m=h) .
o O + Cn ] 2 ¢$Igg(zl+:)(;<i€$?l Lat  si0 <h<m,
o) oo gl An(loa(etn?) gy Gih—m.

1 t2 log(e+t)3

Las demostraciones de estos teoremas siguen la estrategia presentada en [16] y
generalizada en [48] Sea A una funcién de Young cumpliendo

A(4t) < AAA(L) (t>0,As>1). (3.21)
Sea D un latice diadico y k € N. Denotemos
Fi. = {Q cD: gkt < Hf”A,Q < 4k}.

Recordemos el siguiente lema probado en [48, Lema 4.3],
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Lema 3.14. Supongamos que la familia F, es <1 — ﬁ) — sparse. Sean w un

peso y E un conjunto medible con w(FE) < co. Luego para toda funcion de Young
p, tenemos que

/ (Z XQ) wdz < 2Mw(E) + — 4N 4 )2k> /n A (4k’f|) M, wd.

QEFy 2 ((QAA

Usando el lema anteriores, podemos demostrar el Teorema 3.12.

Demostracion del Teorema 5.12. Primero vamos a establecer una estimacion en el
extremo para el operador sparse Ags 4. Esta estimacién combinada con el Teo-
rema 3.1 nos permiten probar el Teorema 3.12. Vamos a seguir la estrategia de
demostracién ideado en [48] generalizando lo de [16].

Sea

E = {l‘ e R" : .AS?Af<I) > 4, MAf(l‘) < i}

Por homogeneidad y tomando en cuenta el Lema 1.35, basta probar que

w(E) < cmp/ A(lf(x)]) Mywdz. (3.22)

n

Denotemos Sy = {Q € S : 47" < || fllaq < 4%} y sea
Tif(z) = > [flaoxe(®
QES

Si ENQ # 0 para algin Q € S entonces tenemos que || f|[4,q < 7 y necesariamente
se cumple que

As af(z Zka x € E.

Como A es sub-multiplicativa, satlsface (3.21) con Ay = A(4). Usando el Lema
3.14 con F, = S), combinado con el hecho que T f(z) < 47" 3,5 Xxq() tenemos
que

4—k+1A<4k)
7 ((QAA)Qk)

Teniendo esta desigualdad en cuenta, obtenemos

1 1 &
SZ/AS,AfUdeS ZZ/kawdx
i4 / A(f) Mowiz.

@ 22k ®

/ Ty fwdzr < 27"w(E) + ¢ / A(|fl)Mywdz. (3.23)
E n

NH
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Ahora, notemos que

k

22 1
[ — (3.24)
g2h-1 tlog(e + 1)
Como (t) es no decreciente y usando lo anterior, tenemos
k
2. 4k A4k Ay 1 4k A(4F
Z——l (2k) < CZ/ dt——l (2k)
=P (2 ) — ngfltlog(e—kt) © (2 )
A 4) A(4k-1)
t
g2k—1 tgo log(e +1t) 4kt
A(log(e +t)?)
ook-1 tp L (t) log(e + t) log(e + )2
< C/ ©- ()A(log(6+t) )
1 t*log(e + )
Con lo cual queda probado el Teorema 3.12.
O

Demostracion del Teorema 3.13. Supongamos que m > 0. Teniendo en cuenta el
Teorema 3.1, basta probar una desigualdad en el extremo para cada

A0, (@) =Y 1b(x) = bol™ "I f1b = bol "l 2@ xe(2)-

Qes

Consideremos dos casos. Primero supongamos que h = m. Entonces tenemos que

A0, ) (@) = Y 1o = bol™ [zaxe(@) < b0 D Ifllanexal@),

QeS QceS

y analogamente a lo utilizado en la prueba anterior,

w ({I e R" : Z | fllan.oxo(z) > A}) < CKy,, /n A, (w) M, w(zx)dz,

QeSs

donde

= [ Ol 17,
L & t*log(e +t)3 .
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Ahora consideremos el caso 0 < h < m. Usando la desigualdad de Holder gene-
ralizada, si h > 0 tenemos que

A5 (b, )() < elbllao Y b(e) = bal™ (IS a,.0xe(z) = T f(2).

Qes

Definimos
E={z:|Tf(z)] > 8, My, f(x) <1/4}.

Por la desigualdad de Fefferman-Stein (Lema 1.35) y la homogeneidad, es suficiente
asumir que ||b||pyro = 1 y mostrar que

w(B) <cCy | Ap(f]) Mia,,_00)wywde,

]Rn
Sea

Sk = {Q €S 4~ < Hf‘ Ap,Q < 4_k}’

y para () € Sk, sea

F(Q) = { €Q: [bz) b > (2)} .

Si ENQ # 0 para algin Q € S, entonces || f/a,.0 < 1/4. Mas atn, para z € E,

T f @) <0 1b(x) = bol™ |1 fllanexe(@)

k=1 QeSy,
<> 6B/2F > 1fllanexelx) + Z > o) = bo" 1 fllanoXr) (@)
k=1 QES k=1 QES
=Tif(x) + Taf (x).

Si definimos E; ={z € E: T;f(x) > 4},i =1, 2., tenemos que
w(E) < w(Ey) +w(Es). (3.25)

Usando (3.23), con cualquier funcion 1y,

wiz < (S . 3/ A1) wi
[ (Tifud < (o6/4uE) + AZ o [ Ay, wd.

Esta desigualdad combinada con w(E;) < ; [ ( B (T1.f)wdz, implica

k k
w(By) < caha Z ?f_lAhf / An(1 1) My, wilz.
=1 Un 22) R™
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Observemos que usando (3.24) tenemos

= (3/8) kAh (45 S~ An4b)
2 —
; Un 22k) ; Un 1(22k)4k

k
> Ap(ady % 1
< oF ——dt
- CZ /22k1 tlog(e +t)

wh (22k) 4k
/ wh t) Ap(log(e + t)? )dt
t2 log(e +t)3 '
Como Ah(t) es no decreciente

Ap(log(e + t)?) < Ap(log(e + t)3m=h)) _ Ap(log(e + £)4m=h))
log(e+1)2 = log(e+t)3m=h = log(e+t)3m=h)

00 ¥yt (t) A (log(e+1)1(m =)
12 log(e+t)3(m—Hh)

tenemos que cf dt, y tomando v, = ®,,_1, o pp,

W(Ey) < ek / Au(lf) M, o wda.
RTL

Ahora estimemos w(Es;). Como en la demostracion de [48, Lema 4.3], para @) € Sy,
podemos definir subconjuntos disjuntos dos a dos Eg C ) y probar que

N WL
SIQ! . n(4°|f])dz

Por lo tanto,

w(BE,) < %llszfHch > lk |Q, / (Q)\b—bg\m hwdx) [EQ An(45(f)) d

k=1 QESk
(3.26)
Aplicando dos veces la desigualdad de Holder generalizada (1.3), obtenemos la
siguiente desigualdad

1
|Q| Fp(Q)

Definamos ahora @, ,(t) = tlog(e +t)™ " y ¥,, 1, como

b — bo|™ "wdx < cpl|wX @)l Litog Lym—.0- (3.27)

oL, (1)

‘If,;l_ (t) = —/—————.
" Ph "o qulfh(t)
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Como ¢ (t)/t y @ son funcién estrictamente crecientes, W, también es estric-
tamente creciente. Luego, usando la desigualdad de Hélder generalizada (1.3)
tenemos que

lwxr.@llgogymro < 2lxr@lvelwl@, rom).@ (3.28)
2

@ e e

Teniendo en cuenta que el Teorema 1.39 nos asegura que |Fi(Q)| < ax|@],
k
m—h
donde ap = min(l,e_<3/22)"e *1). Estos hechos junto con (3.27) y (3.28) nos

permiten probar que
1 » c
— b—bolwdr < ————||lw o )
|Q| Fk(Q) | Q| — \Ij;ll_h<1/ak) || ||(<I>m—h ¢h)7Q

De esta desigualdad y (3.26) se sigue que

[e.o]

WE) < oY e e 2o Wl [ A
k:l

QESy, Eq

- 1 Ap(4F)
: Cn(Z‘P;f_h(l/ak) AF >/IRnAh(’f|>M<4>mhosow(mw(fc)dx-

Observemos ahora que podemos tomar ¢, , , tal que para todo k > ¢, ,,, » tenemos

k—1
/2)m=h
akl_1 — 1 > max{e?, 4%}. Notemos que,
a 1
dt > c.
L tlog(e +t)
ap—1
Sj % = (m — h); 10%?2) como A es sub-multiplicativa y @ es no decreciente,
obtenemos

o0 1 Ap(4F) 1 Ap(4¥)
Zqz;j_ha/ak) g S Onhn t Z Ul (1ay) 4F

A(4) /°° 1 1 Ap(log(e + t)l/ﬁ)dt
4 )y vl (t)tlogle+t) log(e+t)Y/?

o0 gpgl o <I> L) 1 Ap(log(e + t)tm=h
/ L) tlog(e+1t) log(e + t)4m=n)

k=cn m,n

S Qn h,m +cp

Dt

S Qn hom + ¢y

> o oCI) 1 W(t )Ah(log(6+t)4(m h))

12 10g(6 + t)d(m h)+1 dt.

= Op hym + cp
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3.6 Decaimiento exponencial local.

Otra consecuencia del resultado de dominacién sparse es la siguiente estimacion
local, inspirada en el resultado de [60].

Teorema 3.15. Sean B una funcion de Young tal que B € VY(po,p1) y T un
operador B-Hormander. Sea f una funcion tal que sopf C Q. Existen constantes

Cn Yy, tales que
1Tf()] an 2
H €@ Mgf(x) >)\}' = onc

Si ademds m € N, b € BMO y A es una funcion de Young que cumple que
AYBBY)C(t) < t con C(t) = e"'™ para t > 1, entonces existen constantes
Chm Y O tales que

Q. (3.29)

1

Hx €@ % g AH < enme " (E5) ™ g A 0.
(3.30)

Demotracion del Teorema 3.15. Recordemos que en [60, Teorema 2.1], se demostrd

que
{xEQ : Z XR(x)>t}

ReS, RCQ

< ce” Q). (3.31)

Supongamos que sop(f) C Qo. Es facil ver que (3.5) vale con bg,, reemplazado
por bsp. Entonces tenemos que para casi todo x € Qo,

m m m,h

T3 (f)(@)] = 1T (Fxs0) (@)] < cnmer Y Cylb, f),
donde

m,h m—

Crr(b, f) =D 1b(@) = bsa[™ " fIb = bsal" | sexa(®),
QeF

y F C D(Qp) es una familia sparse. Para un poco mdas de claridad vamos a
considerar dos casos. Sim = 0 entonces solo tenemos que trabajar con Cg’,of(b, f) =
> ocr IfIB3exq(w). En este caso teniendo en cuenta que

ZQG]—'HfHB?»QXQ Z
< Xo(z

Mpf(x QcF

por una aplicacién directa de (3.31) obtenemos (3.29).
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Para el caso m > 0. Primero observemos
[b(z) — b3 " < Cnam b Bar6 + Cnamlb(x) — bo| ™",

y por la desigualdad de Hélder generalizada (1.3) y (1.8),

116 = bsql" fllB.sq < 16l Baroll fllase:

Entonces tenemos

m,h
ergo A0 >A}

- HI € Oy > ocr I fllazexq(x) - A H

Maf 20n,m||b||gMoCT

{ac €Qp : ZQG]—' b(z) — bo|™ || fll 30 X0 (2) N A\ H

Maf 2Cn,meH%MocT

+

=I+1I.

Para I observemos que

> ocr I fllasgxq(z
< )
Maf XQ

Qes

y entonces por una aplicacién directa de (3.31) probamos

Hx €Qy ZQefoHA,:zQXQ(x) - A H < com -

BMO
MAf 2Cn,meH?JgMOCT

Ql

Enfoquemonos en I1. El Lema 5.1 en [48] proporciona una familia sparse F tal
que para todo ) € F,

b(x) — bo| < cn (|P| / b(z) bp|d:L') o (@),
PeF,PCQ
Como b € BMO, tenemos que para todo () € F,

pa-tal <er X (i [ 100 brlde) xoto) < calbllowo. 3 e

PEF,.PCQ PEF,PCQo
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Esto nos permite probar

Y oer 1b(x) = bo™ | fllasexe(x)

Maf
m—~h
< o n [0l B i Z Xp () Xq(7)
QEF \ PeF,PCQo
m—h+1
< Comnl bl B > xel@) Xo(@),
PeF,PCQo
y usando de nuevo (3.31),
m—h+1
A
IT < erO CnthbHBMO Z XP<'I) > % Hth c
PeF,PCQo nm P BMOTT

1
by m—h+1
= YIS QO * Cnym,h Z XP(J:) > ( m )

PeF.PCO, 2Cn,meHBMOCT

A m—h-+1
B (R N
S ce (QCn,m”bHBJWOCT) ‘Q|’
como queriamos probar. Controlando todos los decaimientos por el peor de todos,
es decir, cuando h = 0, el teorema queda probado.
O

3.7 Desigualdades en el extremo para conmuta-
dores de Coifman-Rochberg-Weiss.

En [61] se probé que los conmutadores de los operadores de Calderén-Zygmund
no son de tipo débil (1,1), pero en cambio cumplen una estimacién en el extremo
para la medida de Lebesque y los pesos A;. En [63] C. Pérez y G. Pradolini
obtuvieron una estimacién en el extremo con pesos arbitrarios y luego C. Pérez y
I. Rivera-Rios en [64] obtuvieron una versién cuantitativa de esos resultados, esta
es

n . \pm 1 |/
w({x eR" T f(z)] > A}) < € /Rn d,, ( )ML(]OgL)m+Ew >0,
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donde ®,,(t) = tlog(e + t)™. De este resultado es posible recuperar la siguiente
desigualdad

w({z e R« " f(z)] > A})
< clw]}y_log(e + [w]a, )"t /n ®,, (ﬂ) Mw  we Ay

A
< clulafulftogle + o™ [ @ (W)w wea

En el caso de m = 1 se prob6 en [48] que el salto de % es lineal el lugar de E%

Esto mejora la dependencia del factor logaritmico en la constante A, es decir,

w({z e R" [, T]f(z)| > A})
< clw]a,, log(e + [w]a.,) /n o, (M) Mw  we Ay

A
< clw]a, [w]a,, log(e + [w]a,) /n Py (|—§|> wowe AL

En el siguiente resultado, probamos los conmutadores de orden superior tienen el
mismo salto lineal.

Teorema 3.16. Sea T un operador de w-Calderon-Zygmund con w cumpliendo
una condicion Dini. Sean m un entero no negativo y b € BMO. Luego, tenemos
que para todo peso w y todo € > 0,

1 T

wito R s 1771 > D < conrt [ 0o (L) Moty wloto
1 T

w({z €R™ : [T f(z)] > A}) < cn,m,Tg/ P, ('f& ”) Mg pymsew(z)de,

(3.32)

donde ®,,(t) = tlog(e +t)" y Cr = Ck + ||T||r2—12 + ||| pini- St ademds
w € Ay, entonces

w{z eR" : T f(x) > A}) < comrw]iy log (e + [w]a) /n o, (|f(x)|

A

Muw(x)dz.
(3.33)

Mas atun, si w € Ay entonces vale que

w({r eR" : ;" f(x) > A}) < cpmrlw]a, [w]'y_ log (e + [w]a..) /n P, N w(x)dz.
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Demostracion. Como T es un operador w-Calderén-Zygmund, sabemos que satis-
face una condicién L>*-Hérmander con Ho < ¢, (||w]|pmi + ¢k ), en otras palabras
T cumple una condicién A-Hérmander con Ay(t) = t. Llamemos ®;(t) = tlog(e +
t)7. Vamos a aplicar el Teorema 3.13 con A;(t) = ®;(t), por lo que tenemos elegir
adecuadamente cada (;, para obtener la estimacién deseada para cada término

K /n Ay, ('f()\xﬂ) My, op,w(x)de.

Consideremos tres casos. Supongamos primero 0 < h < m, entonces

dt

®n

= Qpomp+ C /‘X’ Sp;jl o @;Lah(t)Ah(log(e + t)4(m*h))
o " t2log(e + t)3(m—h)+1

o 1 ®,_p(t)21og(e + @y (t))1=(m=h) m—h
S G+ /°° o (1) log(e +log(e + O () V)"

= Onumyh n . t(I)m_h(t) log(e + cpm_h(t))l—(m—h)

< apymn+e /oo Sﬁﬁl(t) log(e + log(e + CDm_h(t))Ax(mfh))hdt'

~ Yn,m, n . t2 log<€ + t)

Si tomamos ¢y, (t) = tlog(e + t) log(e + log(e + )¢, € > 0, entonces

< > log(e + log(e + @, (t))4m=M)h
K“‘Ph ~ anamvh + cn 2 1+e¢
L tlog(e +t)2log(e + log(e + t))
dt

/1 tlog(e + t)log(e + log(e + t))1*e

S Qnom,h + ¢y

A
™ | =

Y

y observemos también que
®pp 0 on S tlog(e + 1) log(e + log(e + 1))~

Luego para 0 < h < m, tenemos que

X
Klﬂoh/ Ah (&ﬂ) Mq)anhO‘Phw(x)dx
1 T
< C_/ o, (|f<)\ >|> ML(logL)m(loglogL)H‘Ew('r)dx'

€

Para el caso h = 0, andlogamente al primer caso obtenemos

(3.35)
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oo, —1 —1 4m
vy oD H(t)Ao(log(e + t)*™)
Kpo = Qpm +C /1 t2log(e + t)3m+1

00 -1
t
5 an,m + CTL/ 2(’00#
1 t%log(e +1t)

Basta tomar ¢o(t) = tlog(e + log(e 4 t))'¢, luego tenemos que g, < Iy
D,, 0 0o < po(t)log(e +1)™ = tlog(e + )™ log(e + log(e +t))'**. (3.36)

En consecuencia, como Ay(t) = t,

x 1 x
Ko /n Ay <‘f()\ )‘) My, 0p,w(x)dr < c— /n ‘f()\ )|ML(logL)m(loglogL)st(x)dm.

3

Para terminar consideremos el caso h = m. Observemos que

/ P () Am(log(e +1)%)

1 t*log(e + t)?

B /°° o1 (t)log(e + log(e + t>2)mdt
1 t?log(e + t) ’

Pm

y tomando ¢,,(t) = tlog(e +¢)™ log(e +log(e + 1)), obtenemos k,,, < %y como
q)o(t) - t,

ﬁ¢m/ A, (\f()\x)\) Mayop,, w(x)d
Rn
1 T
< C_/ ®,, (’f( )’) ML(logL)m(loglogL)lJrfw(x)dx'
g Jrn )\

Juntando todas las desigualdades anteriores, nos queda

m

wlfe e R 10 @) > M) < Cr 3 (v [ A0 () o, pcputoie)

h=0

1 T
< Cn,mCTg/ o, (‘f()\ )|) M, (10g Lym (1og log L)1+ W () d.

De una forma analoga podemos obtener que

()]
A\

1
w{z eR" : T"f(x) > A}) < cmmC’Tg/ D, ( ) M, (10g Lym+=w () d.



76 CAPITULO 3. OPERADORES SINGULARES CON H,

Ahora veamos las desigualdades que faltan. Suponiendo que w € A,,. Para probar
(3.33) vamos argumentar como en [29, Corolario 1.4]. Como log(t) < &

< s, para todo
t > 1 tenemos que

1 1
EML(logL)m+5w < Cg e M1+(m+a)aw'

Tomando (m + €)a = m

usando este teorema obtenemos
1 1 . m-+te 1 m-e
EEMH(m%)aw = ((m+ e)melw]a,) M, 1+ w< cmg[w]Aoo Muw.

™ [w]Aoo

donde 7, es elegido como en el Teorema 1.21 y

1

Togletwlas) tenemos

Finalmente tomando ¢ =

1 1
EML(IOgL)mw%:U) < cmg[wm:aMw < ¢ log(e + [w]a ) [w]y Muw.

Esta desigualdad combinada con (3.32) nos permite probar (3.33). La prueba de
(3.34) se sigue de (3.33) y usando que w € A;.
[



Capitulo 4

Operadores fraccionarios
generales

En este capitulo nos centraremos en operadores integrales de tipo singular y frac-
cionario més generales que los previos, en el sentido de que pueden tener mas de
una singularidad. Los operadores que vamos a estudiar en este capitulo son de la
forma: dados 0 < a<nyméeN

Tomf(x) = / ki(r — Avy) - km(z — Any) f(y)dy, (4.1)

para ciertas matrices invertibles A, ..., A,, tales que A; — A; es invertible para
i # j y las funciones k; € S,_q, 4 N Hp—q, 4, con 9; funciones de Young y oy +
et oy, =n — Q.

Los resultados originales desarrollados en este capitulo se pueden encontrar
en los trabajos en colaboracion con Dra. M. Silvina Riveros, Dr. Raul Vidal
[35, 36, 38].

Primero daremos un contexto histoérico de este tipo de operadores estudiados en
el grupo de anélisis arménico y ecuaciones diferenciales de FAMAF-UNC. Luego,
las secciones se dividen en dos grupos dependiendo las hipdtesis que le pedimos a
los pesos. Las secciones 4.2, 4.4 y 4.5 les pedimos que los pesos w estén A, y que
w(Az) < cpaw(x) p.p. © € R". A partir de la seccién 4.6 definimos una nueva
clase de pesos, Ay, , que implica la hipétesis w(Az) < ¢, aw(z) p.p. © € R™

4.1 Resumen historico.

Este tipo de operadores fueron estudiados por primera vez en [68] donde para
probar la acotacién del operador maximal fraccionario en LP(H?), p > 1, donde
H3 es el grupo de Heisenberg 3-dimensional, analizan la acotacién en L*(R) del

77



78 CAPITULO 4. OPERADORES FRACCIONARIOS GENERALES

operador
7f@) = [ 1o = ol o+ o F ),

con 0 < o < 1. Luego, en [23] generalizan el operador anterior a R"” y prueban la
acotacion en LP(R™) y el tipo débil (1,1) del operador

Tf(x) = / 2 — g+ g () dy,

con 0 < o < n. El nicleo de este tipo de operadores es K(x,y) = |z — y| “|x +
ylmre.

Una generalizacién natural es cambiar las funciones |- |7 y | - |7"" por fun-
ciones localmente integrables ki, ko con ciertas condiciones, otra generalizacién es
aumentar el numero de funciones en el ntucleo, pasar de 2 a una cantidad m € N.
Las primeras generalizaciones de este estilo fueron estudiadas en [24, 25], tomando
las funciones k1, ..., ks de la siguiente manera: Sean 1 < qq, ..., ¢, < 0o tales que
q%%—---—l—qlm:l—r, con 0 < r < 1. Definimos

ki) =Y 2™, (),
JEL
para ciertas ¢;; funciones medibles. Dados a,...,a, ntimeros reales no nulos
distintos, definen el operador

Tf(z) = / K (2, 9) f(y)dy,

con K(x,y) = ki(x — a1y)k2(x — agy) - - - k(2 — ay) v estudian la acotacién en
LP(R™). En [75] se prueba la acotacién LP(R™) — HY(R"), con 1 < p < 1/ry
% = % —r. Para el caso r = 0, en [78] se obtuvo la acotacién en LP(w) para w un
peso potencias en alguna clase de Muckenhoupt adecuada.

Otra generalizacion es: dados aq,as, ..., a,, numeros reales no nulos distintos,
tomamos el nicleo

K(z,y) = |v — ay["" |z — agy[~** - - [ — amy[™*™,

cona;+as+---+a, =n—ay0 < a<n. El operador T asociado a este nicleo
fue estudiado en [21, 69, 74] donde estudian las acotaciones: con a = 0, en LP(w)
con w € A, tal que w(a;z) < cw(x) paratodo 1 <i < my p.p. x € R" de L™
en BMO; de HP(R") en LP(R™) con o = 0 y que no esta acotado en H?(R); y
acotaciones en espacios BMO’(w) con m =2y a; + as < n.

Se puede reemplazar los nimeros a; por matrices reales n x n, A;, quedando
como nucleo

K(z,y) = |v — Ayy| o — Agy| ™" - -+ |2 — Ay,



4.1. RESUMEN HISTORICO. 79

observar que si A; = a;I estamos en el caso anterior. Varios autores estudiaron el
operador T asociado a este nucleo con diversas condiciones en las matrices A;, en
[73] se estudio este operador con matrices singulares A; tales que Ay +---+ A, es
invertible y cambiando la condicién de los «; obteniendo la acotacién de HP(R™)
en LY(R™) con p y q adecuados. En [76, 72] se consideran matrices ortogonales A;
tales que A; — A; es invertible con i # j, se prueban acotaciones de LP) en L40) y
de HP®) en LI0) | respectivamente. Si dada una matriz invertible A tal que AM =T

para algin M € N, consideramos Ay, ..., A,, distintas potencias de A, en [80] se
probaron acotaciones de tipo fuerte y débil (p(-),q(-)). Otro caso a destacar es
tomando Ay, ..., A,, matrices invertibles tales que

A; — A; es invertible con i # 7,

en [70] se prueba la acotacién de LP(w?) en Li(w?) con 0 < a <n, 1 < p < n/a
y las desigualdades en los extremos p = 1y p = n/a, con w en la clase de pesos
adecuadas y ademas que cumple

w(A;z) < cw(z),

para todo 1 <i < my p.p. z € R". En [79] se estudio el operador en el contexto
de espacios de Lebesgue variables y se obtuvo las acotaciones de tipo fuerte y débil
en (p(-),a(-).

La ultima generalizacion que comentaremos va a ser cuando cada k; tiene la
forma de un nicleo rough fraccionario, es decir,

]

con €); € LPi  algin 1 < p; < oo, tal que su LPi-modulo de continuidad cumple
alguna condicién Dini. Dadas Ajp,..., A,, matrices invertibles tales que A; —
Aj es invertible con 7 # j, se define

K(z,y) = ki(x — Ayy)ke(z — Asy) .. . k(. — Any),

cona;+--+a, =n—a,0< a<n. En[71] se estudio el operador T" asociado
a ese nicleo y se obtuvieron la acotacién de LP(wP) en LY (w?) con 1 < p < n/a
y las desigualdades en los extremos p = 1y p = n/a, con w en la clase de pesos
adecuadas y ademas que cumple

w(A;x) < cw(x),

paratodo 1 <i<myp.p. v € R"
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4.2 El operador T, ,.

Sean 0 < a < n, m € Ny sea T,,, el operador integral definido por (4.1).
Consideraremos las siguientes hipétesis:

(H1) Para 1 < i < m, sean V¥; funciones de Young y 0 < «; < n tales que
o+ ta, =n—a.

(H2) Para 1l <i < m, sean A; matrices invertibles que cumple A; — A; es invertible
con j # 1.

(H3) Si a = 0, supongamos que Tp,, es acotado de LP en LP° para algin 1 <
Po < 00.

Una hipdtesis importante es que k; € S,,_q, v, para todo 1 < ¢ < m, es decir
que cada k; cumplen una condiciéon de tamano fraccionaria. Una de las razones
por la que estas condiciones son importantes se ve reflejada en el siguiente lema.

Lema 4.1. Sea 0 < a <n, m,k € NU{0}. Suponemos (H1) y (H2) valen. Sean
or(t) = tlog(e +t)* y & la funcién complementaria de Uy, ..., V,,. B.

Sean B = B(cp, R) la bola de centro cg con radio R y z € UL, A7 ' B(cp, 2R).
Si k; € Sn_%\pi para todo 1 < i < m entonces existe una constante positiva C tal
que

[ 1Kty < o
B
con K(y,2) = ki(y — A12)ka(y — A22) .. . kn(y — An2).

Demostracion. Probaremos solamente el caso m = 2, el caso general es andlogo.
Sean B; = A;'B(cp,2R). Supongo que z € By C UL, B;.

K (y,2)|dy + / K (y, 2)|dy.

{y€B:ly—A22|<|y—A1 2|}

[ 1Ky = |
B {y€B:ly—A1z|<|y—Azz[}

Observemos que si y € B y como z € By, tenemos que ly — A1z| < |yl + |A1z] <
3R < 4Ry B C B(A;z,4R). Para el primer término, considero los siguientes
conjuntos

6= (e Bl Al <l Al A =2
notar que C; C B(A41z,279R) = By ;. Luego
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K (y, 2 |dy<Z/|Ky, )|dy

j=—2

’B Alz 2 JR ’
= (Y)|k1(y — Ar2)||ka(y — Agz)|d
Z Bz, 2 R)| Joanenon) Xo; (W) k1 (y — Arz)|lka(y — Az2)|dy

/{yEBilyA12<yA22|}

< Z ’BL]"Hkl(' - A12>XCjH‘1/1,Bl,j Hk2( - AZ’Z)XCJ'H‘lj%Bl,j|‘1H¢7Bl,]’H1|‘S@:Bl,j

j=—2

=cC Z |Bl,j’||k1(' - Alz)XCjH\I’lyBl,ijZ(' - AQ’Z)XCJ'H\I’%BL]" (42>

j=—2

Veamos [|k;(- — A;iz)xc, < (277R)% parai=1,2.
Sii=1, como C; C By \ By 41 tenemos

1k (- = Arz)xe; oy, < k(- = Av2) oy p—ayzpm2-i-1r = [|KLllwy jyla-i-1R
< (27971R)™™, (4.3)

donde la ultima desigualdad vale pues k; € S,,_q,-
Si ¢ = 2, tenemos que si y € C; entonces |y — Agz| > |y — Ajz| > 2797'R,
entonces

Hk2< - A2Z>X0jH‘1’2,Bl,j < HkQ( - AQZ)H‘PQJ'—AmlN?*j*lR

< Z sz( - A2Z>XC]~ ||\If2,|-—Agz\~2*j+k—1R
k=0
< Z(Q*jJrkflR) 2 j— 1R —ag Z
k=0 k=0
) 202
=(27R)™* 4.4
iRy (1.4

Por lo tanto, usando (4.3), (4.4) y oy + s = n — « la integral en (4.2) nos queda

[e.o]

| (y, |dy<C’Z ]Rn o1 — oez_CrRaZ( )_jZRa,

Jj=—2 Jj=-2

/{yGBry—Alzlﬁly—A%}

Analogamente podemos probar que

/ |K(y, 2)|dy < R
{yeB:ly—A22|<|y— A1z}
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Luego, si z € Aj_lB(cB, 2R) para algin 1 < j < m entonces

/ K (z,y)|dy < CR®.
B
0

Observacion 4.2. Observar que en las hipotesis anteriores si tomamos a = 0
entonces m > 1. En efecto, si « = 0 ym = 1 implica que oc; = n. entonces Ty,
tiene un comportamiento similar al de un operador integral singular y la condicion
de tamano no tendria sentido en este caso. Aun asi los resultados siquientes son
ciertos, ver por ejemplo [53].

A continuacién mostraremos la buena definicion del operador entre los espacios

que vamos a trabajar y que el operador es de tipo débil (1,1) con respecto a la
medida de Lebesgue.

Lema 4.3. Sean 0 < o« < n, m € N y sea T,,, el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen las hipdtesis (H1),(H2),(H3). Sea ¢ la funcion
complementaria de Wy, ..., W,,. Sik; € Sy_q,w, Sean == < q < oo yv € A, para
algin s > 1. Si f € L®(R"™) entonces Tomf € Li(v).

Observacién 4.4. Algunos ejemplos de estos pesos son:

i) Sean1§r<p<ooy%:1—%. Siw" € Ap g, entonces w? € Ay con

P
s=1(n—a).
i) Seaa=0,1<r<qg=p<? yw e As.
ii) Sea W una funcion de Young y w € A,y. Sit? < cU(t) entonces w? € A,.
Por otro lado, si t* < cU(t) entonces w € A, ,.

Demotracion del Lema 4.3. Lo probaremos para m = 2. Sean T' = T, y M =

11213<X2||Aj||. Supongamos que sopf C B(0,R). Si |x| >2MR y y € sopf, entonces
)=
para 1 <i <2, |Aiy|§MR<%y

T 3
% <|z| = RM < |z — Ayy| < |z| + |Aiy| < §|x|

Luego,

Tf(x)] =

/ kn(z — Avgha(a — Asy) f(y)dy
B(0,R)

< ‘/ ki(z — Avy)ka(x — Agy)f(y)dy‘
{yeB(0,R):|z—Azy|<|z—A1y|}

+

/ ki(x — Ayy)ko(x — Azy)f(y)dy' -
{yeB(0,R):|z—A1y|<|z—Azy|}
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Vamos a estimar el primer término, el segundo se prueba de forma analoga. Sea
Z={y: |z — Ayl < 4z(}.

Por la desigualdad de Holder y como k; € S,_,, w,, andlogamente a Lema
anterior, obtenemos que

ki(x — Ary)ka(x — Agy) f(y)dy

/yEB(OaR)Z|$—A2y|S|I—A1y
|Z N B(0,R)|

< o =am ol fllze k1 (z — Ay)ka(x — Agy)|dy
’Z N B(Oa R)‘ y€B(0,R):|z—Azy|<|z—A1y|

< 112 0 BO R — Ay 1y s 02
(| K2(z — AZ')X{yzlg\g‘x_AzyK%m}H‘lfz,Z

< c|[fllLe=|B(O, R)|[w| "7

< || fllpee R 2"

< clz|*7".

Por lo tanto, si |z| > 2M R, entonces |T'f(z)| < c|z|*™.
Por otro lado, si |z] < 2MR, |z — Ajy| < |z| + |Ayy| < 3MR. Procediendo como
antes obtenemos que |Tf(z)] < cR*™ y para 1 <r < oo,

/ T f(x)|"dz < C.
B(0,2MR)

Luego, procedemos como en la demostracion del Lema 3.2 en [71]. Sea v € A;
para algin s > 1, por la desigualdad de Holder obtenemos que

[irs@imio = ( Lo i)+ ( . 0ol )
<C < /| . #dm) ( / |>2MR|Tf(x)|qy(x)dx) |

Como v € A, existe 7 < stal que v € Az, luego para k € N, v(B(0,281 M R)) <
C2F"  Notar que =2 < qyfT < s, entonces tenemos que ni—q(n—a) < 0. Luego,

/ v(z) do — i/ v(z) "
|z]>2M R ‘x|q(nia) r—1 Y 2*MR<|z|<2k+1MR ‘x|q(nia)

< Z —kq(n—a) O 2k‘+1MR))
k=1

< Cz2k( q(n—a)+nf) < C.
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Por la desigualdad de Holder con € > 0 a determinar
1

donde la ultima desigualdad es por lo visto antes. Por Reverse Holder existe € > 0

tal que
TH
(/ V(ZE)H_de) < C.
|z|<2MR

Por lo tanto, tenemos que

/ T (2) () dz < C.

]

Teorema 4.5. Sean m € N y sea Ty, el operador integral definido por (4.1).
Supongamos que valen las hipétesis (H1), (H2),(H3). Sea ¢ la funcidn comple-
mentaria de WUy, ..., V. Sik; € Sp_q, v, N Hp_o, w, entonces Ty, es de tipo débil
(1,1) respecto a la medida de Lebesgue, esto es

{o e R : [T (@) > N < 5 [ 1]

Rn
para toda f € L'(R").

Demostracion. Vamos a considerar solo el caso m =2y T = Tj».

Sea f en el espacio de Schwartz y A > 0. Por la descomposicién de Calderén-
Zygmund para f a altura A, tenemos {2y, = U;Q);, donde @); son cubos diadicos
disjuntos en R". Entonces existe g y h = Z h; funciones tales que f = g + h,

1gllpo < e A2 (| £]17/7°, sop(hy) € Q; ¥ [ hy = 0. Luego,

{z e R" :[Tf(2x)] > A} < [{z e R" : [Tg(x)| > A/2}] + [{x € R" : [Th(z)| > A/2}]
=T+1I

Para I, usando el hecho de que T es de tipo débil (pg, po), pues vale (H4), obte-
nemos que

I={z €R": [Tg(x)] > A2} < oo ||9H 2l =< - |f1-

A\Po )\po
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Para I, sean QH cubos con centro A;c; y Z(Qﬂ) = 4MI(Q;), donde M =

max || Aq]],

IT = |{z € R" : |Th(zx)| > A\/2}]
<|{z e U(Qj,1 UQj2) : [Th(z)] > A/2} + [{z ¢ U(@j,l UQj2) : [Th(z)| > A/2}

< !U(Qj,1 UQj2)| + [{z ¢ U(@j’l UQj2) : [Th(z)] > A/2}.

Para el primer término, tenemos que
|U(Qj,1 UQjs) < Z Q| + Qs = 22(4]\/”(%‘))"
= 240" 3 uQy)" = 264m" | @
c
< N o | f]-

Para el segundo término, obtenemos que

- ~ 2c
o U@ Q) 1T > 3/2) < 5 / gy TS

2c
<IX [ | K - Kl dyds
i 7 (Uj(Q5,11Qj,2))¢ Y @y
2c
“IY [l [ K@) - Klee)ldedy
j Y@ (Qj,1UQj,2)¢
Si
/ K (2,y) - K(z,¢;)lde < C, (45)
(Q;,1UQ;,2)¢
entonces
~ ~ C C
e 2 Qi 0 Qi) ITh@) > 2} < T3 [ hs(w)ldy < S
i iY@

Por lo tanto, T" es de tipo débil (1,1).
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Ahora, probemos (4.5). Observemos que Bj; = B(A;c;,2MI(Q;)) C Qj,zﬁ

entonces

2
[ K@y - K@< Y [ 1K) - Kol
(Qj,1UQj 2)¢ =1 72

donde

A (BjgUBj2) N{z: |z —Ay| < |z —Ayl,r#1,1<r <2}

Escribimos el integrando como

|K(z,y) — K(z,¢j)| <[k1(z — Ary) — ki (2 — Arcj)|[ka(z — Azy)|
+ k1 (z — Avey)|[ke(z — Agy) — ko(x — Agcy)]. (4.6)

Veamos solo el primer término, pues el segundo se prueba de manera analoga.
Parat € N,

Di={z e Z": |z — Aicj| ~ 2'1(Q;)}.

Observemos que D! C {z : |z — Aic;| ~ 21(Q;)} € B(Aic;, 2741(Q;)) =: Bl Por
la desigualdad de Holder generalizada, tenemos que

/ ke - Aw) — bi(e— Avey)|[ka(r — Asy)|de
(Qj IUQ] 2)

<ZZ/ et (2 — Avy) — kr(z — Avey)|[fs(x — Asg)|da

=1 t=1

Bl
3PS ;Bl‘ / Xoylka(e = Aw) = ke = Arcy)l[ha(w = Asy)lda
=1 t=1

o0

2
<0y Z Billlka(- = Avy) = k1 (- = Ave))xpillw, k2 (- — A2y)x i, 5

=1

(4.7)

Para [ = 1, como ky € S,,_q,,v,, Obtenemos que

k2 (- = A2y)xpyplw, 5y < e(2"MIU(Q;)) ™
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Entonces,

D 1Bk (- = Avy) = k(- = Are))xpilla, g k(- = Aoy)xpllw, 5
t=1
< e MIUQ)) k(- — Avy) — ka(- — Arey)xpplle,
t=1

<O (MR k(- — Ary) = ka (- — Ave)) X2, o
t=1

Sca

donde la tdltima desigualdad vale si ki € Hy,—o, v, -
Sil =2, como ky € S,_qa,.w,, Obtenemos que

k2 (- = Aoy)xp2 llw, 52 < (2" MIU(Q5))*.

Procediendo como en (4.7) tenemos que

Z|E’t2\||k1(' = Ay) = k(- = Aiey))xpzllw, g2 lk2(- — A2y)xp2lw, 52
t=1

<O (2'MUQH) ™ k(- — Ary) = ka (- — Ase;))xXp2llw, 2
t=1
<C.

Por lo tanto,

[ e ) - e~ Awe)llha(e — Aw)lds
(@5,1UQ;,2)°

2 00
<CY D IBlIka(- = Ary) — ki (- — Aiey))xptllw, 1o (- = Asy)x ot llw, 1
=1 t=1

<C,

asi queda probado (4.5). O

4.3 Ejemplos

En esta seccién daremos un ejemplo del operador que estudiamos y ejemplos de
las matrices y pesos con los cuales trabajaremos.
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4.3.1 Ejemplos de T, ,,

Presentaremos un ejemplo de este tipo de operadores diferentes de los clasicos.
Sean 1 <r < ooy 1’ el exponente conjugado de r.
Sean W (t) = t",Wy(t) = exp(t) — 1 y ¢(t) = t"log(e 4+ t)"". Observar que
1/r

U OW () (t) ~ /7 log(e + t)m —t,

entonces ¢ es la funcién complementaria de ¥y, Ws.
Para 8; > 0, i = 1, 2, definimos

R4 = 97 (G g ) vonl®)

Observemos que

. 1 1 1
/R\Ifi(ki(t))dt _/0 Rt = <

Si s > 1, entonces /;:Z-XK@KQS = 0. Si s < 1, tenemos que

- - 1 [2s -
| Eillw, jal~s = [FiXs<|al<2s|lw,,B0,25) < 1+ 4—5/ W, (ki(t))dt

<1+ 1 1 < 1 1+ L
T 4s\fBi) " s 46; )
Luego, k; € Sy,. Ademas usando las ideas expuestas en la secciéon 2.2, se prueba
que k; € Hy,.
Sea 0 < a,a1, a9 < 1 tales que ay + @y = 1 — a. Por la Proposiciéon 2.7,

sabemos que si k;(t) = tl_ai/%i(t) entonces k; € Hy_o, v, N Si_a,v,. Definimos el
operador

Tf(x) = / (i — Avy)ka(e — Agy) f(y)dy, (48)

donde k; son las definidas antes y A, A, son matrices invertibles tales que A; — A,
es invertible.

4.3.2 Ejemplos de matrices

En este capitulo consideramos matrices R™*" invertibles, es decir, en GL(n,R).
En esta subseccién mostraremos algunos ejemplos de estas matrices, como lo son
las matrices de rotaciones, las dilataciones y contracciones.
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En el caso n = 1, las matrices son de la forma A = (a) con a # 0, entonces
aplicarle la matriz a un intervalo nos da otro intervalo. Para el caso n = 2,
las matrices pueden ser rotaciones, dilataciones, contracciones, dilatar sobre una
direccién y contraer en otra, entre otras.

Observar que si A es una rotacion de km, con k € Z, o una dilatacién pura cl,
el conjunto A(Q) sigue siendo un cubo con lados paralelos a los ejes. En cambio,
existen matrices A que al aplicar sobre un cubo, @), le cambian la forma, es decir
AQ) puede ser un rombo o un rectangulo dependiendo de la matriz. Para ilustrar
esto tenemos los siguientes ejemplos:

Por ejemplo si A; es una matriz de rotacién en un angulo de 7, es decir

V2 V2
a2 4)

2 2

graficamente si aplicamos A; a un cubo da como resultado lo siguiente

Ay

Otro ejemplo, si la matriz A, es una dilatacién en el eje x y una contracciéon

en el eje y. Esto es
20
A2:( )7
0 3

Ay
—

graficamente seria

(0,0) (0,0)

El ultimo ejemplo que mostraremos es el caso si Az es la siguiente matriz

10
A3:(1 1)7

graficamente seria
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(0,0) (0,0)

4.3.3 Ejemplos de pesos

Ahora mencionaremos algunos ejemplos de pesos con los que trabajaremos.

1. Sea w(z) = |z|™° con 0 < § < n. Sabemos que w € A; y cumple w(Azx) <

Chpaw(x).
log () if Jz] < 2
2. Si w(z) = og (1) el = ¢ entonces w € A; y cumple que w(Az) <
1 if || > 2
Cipaw(x).

3. Sean F C R un conjunto medible y ¢ > 3, definimos que

w=txXg + XR\E-

En [28, Lema 8.1], los autores mostraron que w € A, con [w]|a, < 4log(t).
Por otro lado, sea A = a # 0, se puede ver que w(ax) S w(z). En efecto,

w(ax) = txe15(T) + Xr\01£(T).

Siz ¢ EUa'E, entonces w(az) = 1 = w(x).

Siz e ENa'E, entonces w(az) =t = w(z).

Siz e E\a'FE, entonces w(azr) =1 <t =w(z).

Sixz€a'E\ E, entonces w(ar) =t 2 l=w()yt ' wlar) <1=w)
Por lo tanto, w(ax) < tw(x). Més atn, w € Ay, para algin 1 < p < ooy

para toda A € GL(1,R)

Para estos ejemplos se usa la propiedad de que si A es invertible entonces para
todo x # 0, tenemos que

2]

Az| < ||All|lz
||A1||—| | < [|Aff|z].
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4.4 Maximal Sharp.

En esta seccion veremos la acotacién de tipo Cofman-Fefferman para el operador
Tom y sus conmutadores con pesos A tales que w(A;z) < cw(x). Para probar
este resultado necesitamos acotaciéon de la maximal Sharp. También comentaremos
algunos ejemplos en Tabla 4.1.

Teorema 4.6. Sean 0 < o < n, m € N y sea T, ,, el operador integral definido
por (4.1). Suponiendo que (H1), (H2) y (H3) valen. Sea ¢ es la funcion comple-
mentaria de Wy, ..., V. S k; € Sp_a, v, N Hp_q, w, entonces existe una constante
positiva C' tal que para 0 < 6 <1y f € LX(R™)

MY T f1(x) i= M* (| To i fI°) (2)V° < czmj M, o f (A ). (4.9)
=1

Para las estimaciones con pesos vamos a necesitar una condiciéon extra como
planteamos en un principio esta es: que exista una constante positiva ¢ > 0 tal
que

w(A;z) < cw(z), (4.10)

p.p.x € R" y para todo 1 < i < m.

Teorema 4.7. Sean 0 < a <n, m € N y sea T, ,, el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3). Sean 0 < p < o0 y ¢ la
funcion complementaria de Wy, ..., V,,. St k; € Sp_q, v, N H,_q, v, entonces existe
una constante positiva C' tal que para f € L°(R") y w € Aw,

/ T f () Po(a)d < 02/ Mo (A ) Pz da, (4.11)

siempre que el lado izquierdo sea finito.
Mas ain, si w cumple que (4.10), entonces

/n |Ta,mf(x)|pw(x)dx < C/]Rn ’Ma,¢f(l')|pw(l’)dl’.

Las versiones de los teoremas anteriores para el caso del conmutador son los
siguientes.

Teorema 4.8. Sean 0 < o <n, m € N y sea T, ,,, el operador integral definido por
(4.1). Suponiendo que (H1), (H2) y (H3) valen. Sean b € BMO y k 6 N uU {0}.
Sea oy (t) = tlog(e +t)* y sea ¢ la funcion complementaria de ¥y, ..., V,, . Si
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ki € Sp—a;w;, N Hy—q, v, 1, entonces existe una constante positiva C' = C(n, «, A,
ooy Ap) tal que, para 0 < 6 < e <1y fe LX(R")

k—1 m
M§|T§,m,bf|($) < CZ ||b||1k97\l40Me(Ti,m,b)(x) + OHbH%Mo Z Ma,aﬁf(Ai_lx)-
1=0 i=1
(4.12)

Teorema 4.9. Sean 0 < o <n, m € N y sea T, ,,, el operador integral definido por
(4.1). Supogamos que valen (H1), (H2) y (H3). Sean b € BMO y k € NU {0}.
Sea ¢y (t) = tlog(e + t)* y sea ¢ la funcion complementaria de Wy, ..., V., Pr.
Si ki € Sp—a;w; N Hy—o, w, 5, entonces existe C' > 0 tal que para 0 < p < o0,
fe LR yw e Ay,

: (T2 (@) Pwo()dz < ClbllFrr0 Y /R | Moo f(2)Pw(Aix)de,  (4.13)

siempre que el lado izquierdo sea finito.
Mas ain, si w cumple (4.10), entonces

| T ar@Puteds < Ol [ |Muof@)Pui)ds
R™ R™

Observacion 4.10. Observar que para el caso del conmutador se pide k; € Hy—o, w, k
que es mds débil que la hipdtesis de k; € Hy,_q, w,

En la siguiente tabla se ilustran algunos ejemplos para estos resultados.

Tabla 4.1: Ejemplos

U, 1<i<m ¢ Mo,
(l) o0 t 10g(€ + t)k Moc,L log Lk
Tl 1
(ii) t, 1< r; < oo t* log(e + t)Sk, Z . + L= 1 M, 15 10g Lo
i=1 ¢
(iii) U, =t",1<7r<o0 t" log(e + t) B0 My, 107 10g L G4+
Wy(t) = exp(t) — 1

El ejemplo (i) con m = 1 es el ejemplo clésico probado en [4], (i7) con k = 0
abarca el ejemplo de los ntcleos rough fraccionarios probado en [71]. El dltimo
fue explicado en la seccion anterior.

Primero, recordemos algunas propiedades de las funciones de BMO,
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Lema 4.11. Sea b€ BMO.

1. Para subconjuntos medibles cualquiera X, C Xo C R" tales que | X[, | Xa| >
0, tenemos que

| X

bx, — bx,| < x| 6] Baro-

En particular, si B es un conjunto medible Y B; = A;lé, A; matrices in-
vertibles 1 < i < m, entonces

b5 = b, myosl < (14D ldet(ATH Bl saro.

=1

2. Sean B = B(cp, R) una bola de centro cg y radio R, y B’ = B(cp,2’R).
Entonces,

bp — bps| < cj|bllBmo-

En la demostracién del Teorema 4.6, seguimos ideas clésicas como en [71], entre
otros.

Demostracion del Teorema 4.6. Para facilitar la lectura vamos a considerar sélo el
caso de 2 matrices y el conmutador de orden 1, es decir, caso m =2y k =1, el
caso generar se prueba de manera andloga. Denotamos [b,T,] =T, ,.

Sean f € L*, b€ BMOy0<d<e<1 Seanxz € R"y B = B(cg, R) una
bola que contenga a x, con centro ¢ v radio R. Denotamos por B = B(cg,2R) y
para 1 <i <2 B;=A;'B. Sea fi = fxp,up, v fo=f— fi.

Por (1.5), basta probar que

1/6 )
(|T;| AR a'%) < Ol maioMo(Tof) @) + Cllblmsso Y Moo (A7 ')

=1

para algin a y con las cotas que no dependan de B. Lo probaremos para a :=

Primero escribiremos

[0, 1o f1(z) = [b — bgup,uB, Tafl(2)
= (b(x) — bpup,um,) Lot (¥) — Ta((b = bpup,08,) f) (@)
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Ahora, tenemos que

(5 [ 170 - a|5dy) E
< (1 [ 160 b Tt )
o (o [0 b ) )

1/6
—_ _ - ~ _ CB )
<|B[ / ‘T BuBluBQ)f2)( ) Ta((b bBuBluBz)fQ)( )| dy)
=]+ IT+11I. (4.14)

Veamos cada término por separado con 0 < a < n. Para estimar el primer

término, I, sea ¢ = €¢/d > 1, por el Lema 4.11 y la desigualdad de Hélder para q y
¢’ obtenemos que

1/6 1/6
1< (o [ 100) =0T @Fdy) -+ b5 = a0l (5 [ 1T )
1/4'8 1 1/q¢6
_ q'0 qo
(rB\/' g2 dy) (|Br/'”( ) dy)

+ C||b|| BrmoMs(To f)(x)
< Clbll BmoM(To f)(z) + C|b]| prro Ms(To f) ()
< C|bll o M(To f)(x).

Para I, utilizando la desigualdad de Jensen, Lema 4.11 y Lema 4.1 tenemos
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que

|B| / Tal(b = bsug,up,) /1) (Y)|dy
|B| //BuB (W, 2)16(2) = bpup,us, | f1(2)|dzdy
_Z ]B|/ 6(2) = baup,us, Il f1(2 |/ |K (y, 2)|dydz.

<CR*Y /b £(2)|dz
’B| | BUBluBQH ( )|

gcm;’&’ /Bf“’(’z) 5+ b5, — bausum I f(2)|d2

2
<C> [Rb— b
=1

2
< Clblsro Y Maof (A ).

=1

o (Az_lx)]

Para el ultimo termino, /11, por la desigualdad de Jensen obtenemos que

m<E / Ta((b = b)) () — Taa((b = b, ) f2) (c)|dy

Sﬁ/za/@luéﬁc K (4. 2) ~ K(ep, 2) D(z) = o,/ (2)|dzdy

1 2
<5 /Z [ (%) = Klen 2)16:) = bgpum, 1) dzdy

donde
Z'=(ByUB) N{z:|cg — Aiz| <|eg — Apz|,r #£1,1 <r <2}
Estimemos | K (y,z) — K(cp,2)| paray € By z € Z', para esto escribimos

|K(y,2) = K(cp, 2)| <|k1(y — Arz) = ka(cp — Arz)|[ka(y — As2)|
+ |]€1(CB - Al,Z)HkQ(y — AQZ) — kg(CB - A22)| (415)

Por simplicidad estimaremos solo el primer término de (4.15), el otro se prueba
de manera analoga. Para j € N, sea

D.={ze€Z:|cg— Az| ~ 2" R}.
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Observar que D! C {z : [cg — Ajz| ~ 27T' R} € A 'B(cp, 27M2R) =: B;;. Usando
la desigualdad de Holder generalizada y el Lema 4.11 obtenemos que

| ity = 412) = ka(en = Ar2)lkaly = A1) = b, 1£2) 1

<> ki(y — Avz) = ki(es — Av2)[[ka(y — A22)1b(2) — bgp,08, 11/ (2)|d2

l
i=17D;

< — |B.;]

= =~ B X{z:|cB—Alz|~21+1R}XDl.|k1<y — A1z) = ki(ep — A12)||ka(y — As2)|
j=1 | B4 By, ’

(16:) = b, | + 165, = bausiom]) 1F(:)]] dz

< Bl y = Ar) = ka(es — Ar))Xpillw jep—az~21 R
j=1
|2y — Ag-)x 2 ||\1v2,\cB—Azz|~21+1R<||b —bpillexp .3, + Cj||b||BMo> 111y,

< cllbllamo Y 1Biglill(ka(y = Ar-) = ki(cs = Ai)Xpt lw jep - agslmaiin

J=1

1k2(y = A2 )X pi lwajen—azi~zivirll f 4.5,

Notar que |cp — Aiz|/2 < |y — Aiz| < 2|eg — Ajz| v si |eg — Aiz| ~ 27TR
entonces 2R < |y — Ajz| < 2772R. Luego tenemos que

H kl(y - Al‘)ng. H\Izl,|cB—Alz|~2j+1R

< Nki(y — Av) Lo, jy—azim2ir + k(Y — Av) |lw, jy—a,zi~2i+1 R
< N E()llwjzl~e2ir + 15 ()l jzj 2R
< c(2R)™,

donde la ultima desigualdad vale pues k; € S,,—q, w,- Ademas, por hipétesis
lki(cs — Ar)xptllw jes—asimarir < (27 R) .
Para r # [, vamos a probar
ler(y — A )Xt v, Jen—arsiversir < (27 R)™ (4.16)

Siz € D) entonces [cp—A,z| > [cp—Aiz| > 271 R, estoes D} € A'B(cp, 271 R)“.
Luego D} C A;'B(cp,27"?R) C A;'B(cp, 272 R) para algin t > 1 tal que
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jtt
2! > || A, A Y|, Escribamos D = U(Dé)kr donde

k=j

(Dé-)k,r ={z € Dé. Cep — Avz| ~ 2k+1R}_

Observemos que (D)), C {2 : [cg—Apz| ~ 27T R}, Como k, € Sp_q, w,, tenemos
que

1 kr(y - Arz)Xuf;tj(Dé)kr (Z)
- — qu dZ
A7 Bes, 27V R)| Jar penien) A
1 k.(y — A,
S — / ‘ v, (M) dz
A7 B(en, 22 R)] g pien a2 mn i o 3
_jii 1 N (kr(y_ArZ)> d
k=j |A; ' B(cp, 2742R)) A7 Blep 22 R)N(DY) ' A
jii 1 o ko (y — ATZ)X(Dé,)M(Z) p
= - T o
|4, "Bles, 2 7?R)| Jipy,, &
= | A7 B(cg, 2772 R)| | A B(cp, 2V R))|
ke(y — Ar2)x o1y, (2)
/ v, D) a
A7'B(cp,2*t2R) A
L det(A! 1
<z| et(A; )|2(lc—j)n
~ = |det(A, )] |A-1B(cp, 2M2R)|

kr(y — Arz)X (D), , (%)
/ v, D) g
A7 'B(cp,2*t2R) A

Como R > |cp — A,z| > |ep — Ajz|, para todo R > 0, entonces A; ' B(cg, R) C
A7'B(ep, R). Luego, |A;'B(cg, R)| < |A;1B(cp, R)| v | det(A; 1) > |det(A; )]
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Si consideramos A = :322& g:u y usando que VU, es convexa, tenemos que
J+t _
Z | det(A; 1)|2(k7j)n 1
2 det(A) " [A; Blen, 27°R)
| det(A; Y| Fr(y = Ar2)X (D), (2)
- s dz
A;lB(cB,2k+2R) | det (A1) %
< itﬂk i ! g, [y AX D”’”@) q
T y4
| A B(cp, 2572 R)| J ;1 B 2642 )
< 2tn§ 1 v kr(@l ATZ) Dl kr(2> ds < 1.
T z
|A 1.B(CB 2k+2R | lB(cB 2k+2R)

Finalmente, tomando p = (t + 1)2" 377 ||k, (y — Ar)lw, jep—azjmtin > (T +
1)2" ||k (y — Ar)llw, ep— A, 2|~2b+1 R, Obtenemos que

e (y = Ar )Xty fes—arzimaierr = ey = Ar)xigee o), Mo jes-asmaini
t+j
o I det(A, )] n
|d (A 1)|(t+ 2t Zl‘k Yy — A )”‘I/r leg— ATZ|~2’“+1R
(§] 1 py
Jj+t

S Z 1Er (Ml jai~zrr + e (v, ofn2rrrm

< Z (28R)= = ¢(2R)~
k>j
donde la tltima desigualdad vale pues k, € S,_q, v,
Ahora para | = 1, como ky € S,,_a, w, ¥ por lo probado antes, obtenemos que

Zl’kl(y—z‘hz) ki(cp — Ai2)|[ka(y — A22)[[b(2) — bgup,us, || f2(2)dz

< cllbllsmo Y (PR 2jlI(ka(y — Ar-) = ki(es — A))Xpt ey jes—areimaiti vl fll 5

j=1

< c||bllproMaof (AT )

(e 9]

D @R (ka(y — Av) = ka(es — Av)Xprlw, ep - arzinaii

=1
< CHbHBMoMa,gbf(Aflx)a

donde la tltima desigualdad vale pues k; € H,_q, w,.1-
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Para [ = 2 observemos que
[(k1(y — Av-) = ki(es — Av))xp2llw fep—Aszl~2it1R
< Z ||(k1(y - Al) - kl (CB - Al.))X(D?)k,l ”‘111,\03—A1z|~2k+1R'

k>j

Luego, obtenemos que

[e.o]

Y @Rl (ki(y — Arr) = kie = Av)Xpt | fen—arzimaisi g

j=1

Z (2R)*5 Y N (k(y — Are) = k(s — Av)X (D2 lw ep—Arzimarti R

k>j

Mg i

Z 2a1(j_k)(2kR)alk||(k1(y - Al) - kl (CB - Al.))X(D?)k,l ||‘I/1,\CB—A1z|~2k+1R

=1 k>j

8

IN

!
( (27" ) (2°R)* k| (k1(y — A1+) — ka(cp — Av))X 02y 1w Jep—Arzimabir
k=1 \j=1

o0

Z 2"R)™ k|| (k1(y — Av) = ki(es — Av))x2),, o jep—rzmarrin <
k=

donde la tultima desigualdad vale pues k; € Hy,—o, w,.1-
Luego, como en el caso de [ = 1, obtenemos que

/ |k1(y — Arz) — ki(ep — Ar2)|[ka(y — A22)|[b(2) — bgup,us, |l f(2)]dz
ZZ
< cl|bllBroMa, f(A; ).

Por lo tanto,

2
1T < cllbllsno S May (A 2).

=1

Para el caso a = 0. Los términos I y I11 son analogos al caso anterior 0 < o <
n. Para 11, en cambio, observemos que Ty es de tipo débil (1,1) con respecto a la
medida de Lebesgue (ver Teorema 4.5), como 0 < ¢ < 1 usando la desigualdad de
Kolmogorov (ver por ejemplo el Lema 5.16 en [18]) obtenemos que

C 2 9 §
< E/Rnlfl<y)’dy:;®/1§i ’fl(yﬂdygc*;]\/[f(Ai £(2))

con lo cual obtenemos el resultado deseado.
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Demostracion del Teorema 4.7. Por la técnica de extrapolacion (ver Teorema 1.64),
para ver que (4.11) vale para todo 0 < p < ooy todo w € A es suficiente ver que
vale para algin 0 < pg < 00 y todo w € Ayx. Veamos que (4.11) vale para py, el
cual podemos tomar tal que =% < py < o0.

Sea w € A, existe r > 1 tal que w € A,. Sea 0 < <1tal quel <r < py/d,
entonces w € A, 5. Luego, por el Lema 4.3, tenemos que ||Tm f| rrow) < 00, ¥

||(Ta7mf)5||Lpo/6(w) < 0.
Aplicando la desigualdad de Fefferman-Stein y el Teorema 4.6 obtenemos que

| Tom f ()" w(x)de < / M (T f) ()P Pw(x)da

n

< [ TP ula)da

Rn

<cy / (Mo f(AT )P () da
i=1 Y R"
por lo tanto, para todo w € A, (4.11) vale para py, esto es
[ o t@lrule)ds < CZ/ Moo f(A ) Pow(a)de (4.17)

Luego, como mencionamos antes, usando extrapolacién (4.11) vale para todo
O<p<ooywée A,
Si w cumple (4.10), tenemos que

/ T f () P00 dx<CZ/ My 4 f (A7 ))Pw(z)de
_ CZ / (Moo ()P0 (At

< CZ / n(MM, f(@)Pw(x)de.

]

Demostracion del Teorema 4.9. Por la técnica de extrapolacion (ver Teorema 1.64),
para ver que (4.11) vale para todo 0 < p < co y todo w € A, es suficiente ver que
vale para algiin 0 < pg < ooy todo w € A
Veamos que (4.11) vale para py, el cual podemos tomar tal que == < py < o0.
Primero consideremos el caso en el cual w y b € L>*. Por homogeneldad,
podemos asumir que ||b]|gpso0 = 1. Procedemos por induccién en k.
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Cuando k£ = 0, escribimos TV el

a,m,b
Teorema 4.7 implica que

17

=Tym. Como k; € Hy—o, w,0 = Hy—o, 0

/|Tamf )|Pw(z dx<CZ |Ma¢f ) Pw(A;x)dx.

Supongamos que el resultado vale para todo 0 < j < k — 1, veamos que vale
para k. Fijamos ¥y,...,¥,, v ¢ tales que W' (t)--- U L(t)pr 1(t)p(t) <t para
t > to, para algtn ¢y > 0, con @i(t) = tlog(e +t)* v ki € Sp_oiw, N Hyo, v, k-

Sea f € LP(R"). Sin perdida de generalidad, podemos asumir que || Mo, f || zro (w,,)
y HTo’f’m’beLpo(w) son finitos, para ¢ = 1,...,m. Sea w € A, existe r > 1 tal que
we A, Seal <d <ltalquel <r <py/d,luegow € A,y /5. Queremos usar la de-
sigualdad de Fefferman-Stein. Para esto necesitamos ver que [[Ms(T% ., f)|lzvo(w)
es finito. Notar que como w € A, 5 con py/d > 1 tenemos que

1
1M (T3 ) | 220 () = HM(Ton,m,bf)aHZPTO(w) < CITg Ml 70wy < 00

Luego, por la desigualdad de Fefferman-Stein y el Lema 4.6, para todo € tal que
0 < € < 1, tenemos que

; (To s f (@) PP () d < A | M(T5 ) (@) [P0 () dx

< [ QB D)l

<Y amechZ/ Moo AT ) Pu(a)dr. (4.18)

Como 0 < ¢q/r < 1, podemos tomar ¢ > 0 tales que 0 < € < po/r < 1,y
entonces w € A, /.. Por lo tanto,

1/e
I(MA(T P20y = (M (T2 1 1 )IIL/WE w) < T ompfllLrow).

Notar que para 0 <[ < k — 1 y para todo t > e, tenemos que

W) WL (7 (e (1) < UrH(E) - TR ()97 (1) St

Ademas, k; € Sy—a, v, N Hy—o, v, 5 C Sn—a;w; N Hy—a, v, Luego, por hipétesis
inductiva tenemos que para todo 0 <[ < k — 1,

||< ( ambf)| LPo w) < CH ambf| LPO < CZ/Rn<Ma7¢f(Ai_1{L'))pow(ZE)de',
=1
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siempre que el término del medio sea finito. Por el momento, asumamos que ese
es el caso. Con la dltima desigualdad y (4.18) se sigue que

[Tt dx<oz [ Oess@pruas.

Observemos que en ningin momento usamos que w y b € L™ esto es necesario
para ver que ||T% . |[Leo@w) < 00 para todo 0 < I < k—1. Como w € L™y
Tom : LU(dx) — LP°(dz), con pio =1_a

q n’

< Jlwlle
LPo(w)
< Cllwllool bl fll 2o < 00,

1T, 220 () =

l
> it I Tam®'f)
j=1

l
> it T m (V)
j=1

LPo

pues f € L. Por lo tanto, para wy b € L, vale (4.11), esto es

[t @ el < Clblgo Y / (M f (2)Pow( Asz)de

donde C no depende de ||b||z ni de ||w||z~ (C solo depende de la constante A,
de w, po, k,T).

Para todo peso w € A, definimos wy = min{w, N}, entonces wy € Ay y
[wn]a, < Clw]a,, con C independiente de N. Como wy € L™ entonces vale
(4.11) con C independiente de N. Tomando N — oo y usando el teorema de
convergencia monétona concluimos que vale (4.11) para todo w € A..

Consideremos el caso general, para b € BMO. Si N € N definimos by =
bX NN TN X(W,00) = N X(—o00,— Ny, €ntonces by € L, [by(z) —bn(y)| < |b(z) —b(y)|
y b llBro = oo < 2||b||amo- Podemos aplicar el resultado anterior con
by en lugar de b, entonces

| ampy (@) [Pw(x)de < CHbNH'E’fwoZ/]R (Moo f ()PP w(A;z)dz
i=1 YR"

<Clbl0 Y [ (Masf @) u(Aia)da
i=1

donde C no depende de N. Como f € L se sigue que para 0 <1 < k, (by)'f —

V'f cuando N — oo en LP para p > 1. Como T,,, es acotado de LP en L9,
% = %—— tenemos que Ty ((0n)'f) = Tam(b'f) cuando N — oo en L?. Pasando

a una subsusecion la convergencia es en casi todo punto y como

ambN ZCZ kbk : a,m(bé\/f)(x)a
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tenemos que T, , f(z) — TF, ,f(z) pp. = € R" cuando j — oo. Luego
] k) k)
utilizando el lema de Fatou, obtenemos que

| @@ = [ lin 7t (@@
R™ R

nJ—

< timinf [T @) ola)ds

j—o00
SCIIbH'é%oZ / M o f (2)Pow( Az der

Podemos concluir que vale (4.11) para cualquier b € BMO.

Luego, como mencionamos, usando extrapolacién obtenemos que vale (4.11)
para todo 0 <p < oo, b€ BMOy w € Ay

Si w cumple la condicién (4.10), entonces tenemos que

/\ambf( Pw(a dx<C’Z/ Moy f (2))Pu( Asr) da

<CZ/ Mo f ())Pw(z)dz.

4.5 Desigualdades con un peso.

En esta seccién veremos algunas estimaciones con pesos que se obtienen como
corolario de los teoremas de la seccién anterior.

Recordemos la constante x, definida en el Lema 1.14, que relaciona funciones
de Young, ¢, con t", 1 < r < oo,

ot 1/r
kr =12 sup —() :
t>e-1(1/2) 1"

Primero, veamos la acotacién en el espacio BM O pesado, ver definicién en la
seccién 1.5, con pesos en la clase A(2-, 00).
ar

Teorema 4.12. Sean 0 < a <n, m € N y sea T,,,, el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3). Sean ¢ la funcion comple-
mentaria de Wy, ..., W, y ki € Sp_a,w, N Hy—o, w,. Supongamos que existe r > 1
tal que Kk, < co. Siw" € A%,Oo y cumple (4.10), entonces eziste una constante
C > 0 tal que para f € LX(R™), se cumple que

I Tamflllw < Cllfwllgnea-
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Demostracion. Observemos primero que si w” € A= o entonces [[wMasflloo <
C|lfw| pn/e- Esta desigualdad estd probada en [71] aun asi daremos la prueba
para una mayor comprension.

En efecto, por la desigualdad de Holder obtenemos que

[inras< ([ |f($)|zwz(x)dx)i ([ wter)®

Para z € B, como w" € Axr ., tenemos que
aTr

0 (e [ ras)”

< Ju"xallk ( / |f<x>rﬁw2<x>dx) |

As o (/ If(:c)|3w3(:c)d:c)" < [w'an fwlpe.
B

||WMa,Tf||oo < C||fw||Ln/a

VR
—_
T
S
S
e
~__

Por lo tanto,

Ahora, usando el Teorema 4.6 y la desigualdad (1.4) obtenemos que

T om [l = HWMﬁ( Tom)lloo < CZ |[wMaef(A Moo = CZ lw(Ai) Mo flloo

=1

m
< CZ [wMagflloo < Cmbp WMoy flloo S | fwllpnsa-
=1

]

™
) n—ar

Ahora, veamos la acotacién tipo débil (r ) respecto a la medida w(x)dx

del operador.

Teorema 4.13. Sean 0 < a <n, m € N y sea T, ,,, el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3). Sean ¢ la funcion comple-
mentaria de Wy,...,V,, y ki € Sp_o, v, N Hy—o, w,. Supongamos que eziste 1 <r
tal que K, < co. Siw" € A(l, =) y cumple (4.10) entonces existe una constante

n—ar

C > 0 tal que para f € LP(R™), se cumple que

1/r
SUpA (W {z € R” : [T f (2)] > A} 5 < C ( / ! <w>rwr<x>d$> |
A>0
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Demostracion. Sea t > 1 tal que % = % — 2 = == Por Teorema 4.7 y la

desigualdad (1.4) tenemos que

(w'{z € R : [Ty f(2)] > A})T < w%xeNlEZM@M 2) > et
C(w'{r e R": ZMO‘ SfA ) > C’}/)\})%
awueR"EZMWU| ) > A

donde la dltima desigualdad vale pues M, ,.(f) = M, (| f|") donde M,, es la maxi-
mal fraccionario con ar.
Como w cumple (4.10), obtenemos

1
t

supA(w'{z € R" : [T, f(x)| > )\}) < C’sup)\( He € R": My, |f|"(z) > \"})

A>0
1/r
gc(/uwmwwmﬁ ,
or €s de

— ) es decir es de tipo débil (1,¢/r). O

tipo débil (1

’n ar

El tipo fuerte de T, ,, se sigue de la acotacién de M, 4 probada en [3], ver
Teorema 1.30 en los Preliminares.

Teorema 4.14. Sean 0 < a <n, m € N y sea T, ,, el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3). Sean ¢ la funcion comple-
mentaria de Vy,..., U, y ki € Sp—a, 9, VHpg,w,. Sean 1 < r < p < nj/ay
% = % — & Sean n y ¢ funciones de Young tales que n~'(t tn < 7 H(t) para todo
t>0. 8ip'tate e B_sn para todo s > r(n —a)/(n —ar) y w" € A(E, 1) cumple
(4.10), entonces

||Ta meLq(w‘l S CHf”LP(wP :

Demostracion. Como w” € Ar a, por el Lema 4.3 tenemos que si f € LX(R")

o)

entonces Ty, f € LI(w?). Ahora, del Teorema 4.7 y Teorema 1.30, obtenemos que

1/q

( - |Ta7mf(:p)|qwq(x)da:) v <C ( - |Ma,¢f(x)|qwq(x)dx)
1/p
<o( [ iwpe@ar)
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Observemos que los Teoremas 4.12 y 4.13 dependen de un exponente auxiliar
r. Este exponente r da lugar a una clase de pesos que son suficientes para probar
una acotacién de T, ,,,, pero se podria considerar otro tipo de clases de pesos para
ver una acotacion. Tomando una clase de pesos que cumplan una condicién estilo
Bump como las definidas en los preliminares y que no dependan del exponente r,
nos permitira probar otra desigualdad de tipo fuerte para este operador.

Del Teorema 1.34 y el Teorema 4.7 podemos obtener acotaciones del operador
Ty m desde LP(wP) en LY(w?) con condiciones estilo Bump,

Teorema 4.15. Sean 0 < a <n, m € N y sea T, ., el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3). Sean ¢ la funcién com-
plementam’a de Wy,..., Wy y ki € Spau; N Hyo,w,- Sean 1 < p < 2y
l =, — % Sean ¢, B y C funciones de Young tales que B~ L)C=1(t) < co™(1),
pamt > to > 0. SiC € By yw € Ayp cumple (4.10), entonces existe una

constante ¢ > 0 tales que para toda f € LP(wP), se cumple que

||Ta,mf||L‘1(wq) S c”f”Lp(wp)-

Demostracion. Como w € A, p, por el Lema 4.3 tenemos que si f € LX°(R")
entonces Ty, ,, f € LI(w?). Ahora, del Teorema 4.7 y Teorema 1.34, obtenemos que

(/Rn ’T%mf(x)’qwq(x)dx) ) =¢ (/Rn ’Ma@f(a:)\qwq(x)dx) :
=0 (/ !f(w)!”w”(x)dx) "

Para el caso del conmutador de orden k de T, ,, solo obtenemos la acotacién
de LP(wP) en L(w?).

]

Teorema 4.16. Sean 0 < a <n, m € N y sea T, ,, el operador integral definido
por (4.1). Supongamos que valen (H1), (H2)y (H3). Seanb € BMO y k € NU{0}.
Sean i (t) = tlog(e +t)*, ¢ la funcién complementaria de Uy,...,V,, @ y k; €
Sn—a; 0, VHy—o, w, k- Sean 1 <p <njay é = % — 2. Supongamos ademds que se
cumple alguna de las siguientes hipotesis:

(a) Supongamos que eziste 1 < r < p tal que Kk, < co. Sea n una funcion de
Young tal que n~'(t)tn < ¢\ (t) para todo t > 0. Si ¢'Ti-a € B_sn_ para todo
s>r(n—a)/(n—ar)yuw" € A%, 1),

(b) Supongamos que existe B y C funciones de Young tales que B~'(t)C~1(t) <
¢~ (t), t >t >0,C € By ywe Agp,
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(c) Supongamos que el operador Ty, es acotado de LP(wP) en LI(w?) para todo
weA,.

Siw cumple la condicion (4.10) entonces existe ¢ > 0 tal que para toda f € LP(wP),

1T o fl Lown < cllbllaioll 1l o)

Demostracion. Primero, observar que si se cumple la hipétesis (a) o (b) entonces
tenemos que M, 4 es acotado de LP(wP) en L9 (w?).
Luego, por el Teorema 4.9 y como w cumple (4.10),

1 Ta s zscwny < ellbllBarollMasfllaqws < cllbllparollfllegr)-

Si se cumple la hipétesis (c), utilizaremos la técnica de la formula integral de
Cauchy para T' =T, .. Seaw € A,,y v = wef*? donde Re(z) es la parte real
del complejo z. Siv € A, ,, entonces

ITef Nzoquay = IT(fe™)awe) < el fe or) = ll fllzoqur),

pues T es acotado de LP(vP) en L(v7).
Veamos que v € A, ,. Siw € A, , entonces w? € Ay q y existe r > 1 tal que
P

inf1.2
wi" € A1+§- Sea € = %, si |z| = € entonces
/
min{1, &}
qRe(2)] < qlz] = ———L~.
Re(2)] < gls] = Ty

Por el Lema 1.65, tenemos que v? € Ay, 9 y v € A,,. Por lo tanto,
p

1 1
T Plzstun < g 500 IT(Dllesum < 5Bl as0 1 )

0 |z[=€o D,q

4.6 Desigualdades con dos pesos.

En esta seccién vamos a probar desigualdades del operador T = T4, ,,, con pares de
pesos (u,v). Para esto consideramos al operador adjunto 7% definido como

T*g(x) = //?:1 (@ — AT'y) - km(z — AL y)g(y)dy,
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donde k;(z) = ki(—Asz). Si T* cumple las mismas hipétesis que T es decir,
cumple (H1), (H2) y (H3), existe ¢ la funciéon complementaria de Wy,..., ¥, y
ki € Sp—a; v, N Hy_q, w,, entonces por Teorema 4.7 tenemos que

[ @l < e [ 3 (Mosf(A@) wla)ds

paratodo 0 < g< ooy w € A

Teorema 4.17. Sea ¢ una funcion de Young, 0 < a <n yl <p < oco. Supon-
gamos que existen funciones de Young £, F tales que € € By y E)F1(t) <

¢~(t).

Sea T un operador lineal tal que su adjunto T cumple
[ i@ <e [ Y (horaa) wdn @)
R" " =1

para todo 0 < ¢ < 00 y w € Ax.
Sea D(t) = F(t'/?). Si D es una funcién de Young entonces para todo peso u,

[ @i <c [ 1f@P Y Mypu(daide. (420)

Tabla 4.2: Ejemplos

M, Rango del p Mopp
Ma:Llong I<p<o MOCVLlogL(k+1)p71+s
M, 1 10g L' (61) l<p<r M v Y
a,L™ log L a,L(E) 1ogL(5) ((k+1)+p—1)+e

Para la prueba de la acotacion con pares de pesos necesitamos los siguientes
resultados auxiliares

Lema 4.18. (a) [02] Sean 1 < p < oo y ® una funcion de Young. Si ® € B,
entonces para todo peso v tenemos que

/ M f(2) [Pu(z)dz < c / (@) My (z)de.

(b) [52] Sir > 1, entonces
M(M,) ~ M,.
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Proposicion 4.19. Sea D una funcion de Young, A una matriz invertible y
wy(x) = w(Ax). Luego,

Mop(wa)(A™'7) < canMop(w)(z),
para cast todo punto x € R™.

Demostracién. Fijando x € R™ consideramos la bola B = B(A™'z,r), entonces

tenemos que
1 / (w(Ay)) 1 (w(z))
— [ D dy = ——— D dz.
1Bl J5 A |AB| Jap A

Luego, v € AB y

|lwallp,s = ||w||p,a5-

Sea [|A]| = sup,g %. Existen bolas By = B(:p,ﬁ) y By = B(x,||Al|r)
tales que B; C AB C B, luego

lwlip.as < AT AN [wllp,5.-

Por lo tanto,
Mg p(wa)(A™ ) < [JATHM| A" M pw(z),

donde

Mipf(y) = sup|B(y, D 1 f o 5wr)-

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.17,

Demostracion del Teorema 4.17. Sea w un peso y v(z) = My, pu(x). Por duali-
dad, (4.20) es equivalente a

/ |T*f(a:)|p'y(;y)1—l"d;p < c/ i |f(Ai£17)]p/u(:1:)1_p/da:.
© "i=1

Como v = Mappulfp' € A, ver [4], entonces por la Proposiciéon 4.19 y el
hecho de que £ € By tenemos que para todo z € R",

My 7 (u"?) (Az)” v(z)' P

A = Map,p(uAf)(Aix)p//pl/(a:)l_p,

< Mopp(u)(2) Pu(2)' 7 < ¢,
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Yy
’T*f(x)’l’/y(aj)l—p/dm < C/ Ma,qsf(Aix)plI/(l’)l_pldx
Rn n

<o | Me(fu,"P)(Aw) Mar () (A (@) da

AT
R i
<c | Me(fuXP)(Aw) do
R™ i
R™ i R

O

Ahora daremos una estimacién en el extremo para Ty, , que es consecuencia
de los Teoremas 4.7 y 4.17. Esta estimacién es de la forma

uf{x e R": |Ty,, . f ()] > A} < c/n Ok (@) Su(x)dx, (4.21)

para pares de pesos (u, Su), donde u es un peso cualquiera y S es un operador
maximal apropiado y ¢ (t) = tlog(e + t)*, k € NU {0}.

Teorema 4.20. Sean m € N y Tp,,, un operador tal que se cumplen (H1), (H2)
y (H3). Sea ¢ la funcion complementaria de Vyq,...,V,,. Supongamos que k; €
Sn—ai,\lli m Hn—aiyqji'

(a) Si existe r > 1 tal que t" < cp(t) para t > ty > 0 entonces (4.21) vale para

pares de pesos <u, Z (Md)u(Al))) .
i=1

(b) Supongamos que existen funciones de Young &, F tales que £ € By yE1(t)F~1(t) <
¢L(t). Si D(t) = F(tY/?) es una funcion de Young, entonces (4.21) vale para

todo par de pesos | u, Z (Mpu(A;-))
i=1

Observacion 4.21. Observemos que los pares de pesos dados en (a) son mejores
que los dados en (b), pues ¢~(t) 2 D(t). En efecto, como & € By entonces
E(t) St Ademds ¢(t) >t por ser funcion de Young. Luego, si £ (t)F () <
¢~L(t), tenemos que

FL(t) <t/

Por lo tanto,

o) 2 EMMF ) 2 F W) TPF () 2 FH P =D
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Demostracion. Consideremos m = 2 y T' = Tyo. El caso general se prueba de
manera analoga. Sea u un peso, supongamos que u € L2 (en otro caso considerar
uy = min{u, N}xpon) y usar el teorema de convergencia mondtona). Sea 0 <
f € L. Por la descomposicion de Calderén-Zygmund de f a altura )\, existen
cubos diddicos {Q),}; tales que

1
A< — | <27
|Q;]
Escribimos f = g + h donde
9= fxemu0 + D fa,Xo, h= Z hy = Z (f = fa,)xq,
J
Jq, denota el promedio de la f sobre Q). Ademas 0 <g<2"\ctp. ycada
h; tiene integral 0. Sea Q,; el cubo centrado en A;c; con longitud 2v/nMI(Q;),
donde M = max||A;||, Q = U <C~2j71 U Qj,g) Y U = UXgn\o- Entonces

1<i<2

Qj

u{r e R": |Tf(x )|>)\}<u( Q) +u{z € R"\ Q: |Th(z)] > A/2}
+uf{z e R\ Q: |[Tg(z)] > \/2}
=1+I1I+1I1.

Para I, observamos que |Q;;| = (42y/nM)"|Q;|. Entonces, tenemos que

- (Yfan09) s

[U(Qj,l) N U(Qaﬂ)] s
@1 Q2]

< an Z/J [Mu(Aiz) + Mu(As))] f(z)dz,

donde la tltima desigualdad se cumple pues z € ); implica que A;z € ng
Para estimar I/, recodemos que las funciones h; tienen integral 0, entonces

IT=u{x e R"\ Q: |Th(z)| > \/2} < §zj:/]R"\fz |Th;(x)|u(x)de

2
<3 Z [, ol | (K () - K (o)) ula)dody

Q] 1UQJ 2)

u(x)dx

| )~ Kby
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Afirmamos que para todo y € ), tenemos que

/ (K (zy) — K(z,¢5)) | u(x)de < c ess inf [Mau(Aix) + Mau(Asx)] .
R\ (Q5,11Qj,2) T€Q;

(4.22)

Usando esta desigualdad tenemos que
c .
IT< <) ess inf [Mou(Ar-) + Mou(Az)] [ [h;(y)ldy
A Z Q; Q;
c
<5 Z ; f(y) [Mau(Ary) + Mau(Asy)] dy.
;i Qi
Ahora, probemos que vale (4.22). Usando (4.15), obtenemos que
[ Gy - Kol
R™\(Q;,1UQ;,2)
< [ o= Aw) ~ B - A kale ~ Aw)lu(a)da
Zluz?
+ / |k1(z — Arc)||k2(z — Asy) — ka(x — Ascy)|u(x)dz,
Zluz?
donde Z' = R" \ (Qﬂ U Qﬂ) N{z: |z — Ay| < |z — Apyl,r #i}.
Solo vamos a acotar el primer término, el otro se sigue de manera andloga.

Usando la desigualdad generalizada de Holder y observando que ]Q“\ = (42/nM)™Q;,
tenemos que

/1 |k1(x — Avy) — ki (2 — Ajcj) ||k (2 — Asy)|u(z)dx

7z

< e 1Qki (- = Ary) — ki (- — Arey)xgrenglwngee K (- = Asy)xgrengrlws.en o
=1

donde Q" es el cubo centrado en A;c; de longitud 2'\/nMI(Q;). Observar que
Q' = Qi

Como kg € S),_q,,0,, Obtenemos que
H/{ZQ( — AQZ/)XQt-H\QtH\I/%Qt-H < c|Qt|—a2/n.
Ademds, si € ); entonces para todo ¢t € N tenemos que A;x € ij’:[ cCQ'y

!Qt|%||U||q>7Qz+1 <c esg2 _infM¢u(A1~).
J
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Luego,

|k1($ — Ary) — ki(x — Asey)||ka(z — Agy)|u(z)dx

<c ess, inf Mpu(A;-) Z Q' 1k (- — Ary) — ka (- — Arey)xgeengellu g
=1
<c ess inf Mpu(A;-),

J

donde la tltima desigualdad vale pues ki € H,,_q, v, -
De forma analoga, obtenemos que

/ |k1(z — Ary) — k1 (z — Aicj)||k2(z — Agy)u(z)de < ¢ esg inf Mpu(As-).
72 J

La estimacién de I11 es diferente en cada caso. Primero supongamos que valen
las hipétesis en (a). Para p > 1, usando el Teorema 4.7, el hecho de que M,u € A;
y el Lema 4.18, obtenemos que

T =u{z e R\ Q: |Tg(z)| > \/2} < 2/ |Tg(x)|Pu(z)dx

P

<2
_Apz/ 9047 2) P (M, ) (o dx<—2/ 9(A ) M)

_)\p ]g \pZMuA:Ud:U<—/ lg(x ]pZquA:U

[ [Tyl Ma(e)de ggz (Mag(A @) M,i(w)da

donde la tultima desigualdad vale pues t" < ®(t) para t >ty > 0.
Como g < 2"\, obtenemos que

2
1< | gy Mat(Aw)da

T A e i=1
c 2
<$ [ lo@I Y Mol i)
R i=1

2
< § () ;Mq)ﬂ(Aix)dx.

Rn
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Si valen las hipétesis en (b), utilizando el Teorema 4.17, tenemos que

ITT = uf{z e R*"\ Q: [Tg(x)| > \/2} < % /Rn |Tg(x)|Pu(z)dx

~ )\p Z Mpu A iIZ'
x) Z Mpu(A;x)dx
i=1
Por la observacién 4.21 obtenemos el resultado deseado. O

4.7 Dominacién sparse.

En esta seccién probaremos una dominacién sparse adecuada para este tipo de
operadores.

Teorema 4.22. Sean 0 < a <n, m € N yT,,, el operador integral definido por
(4.1). Para 1 <i<m, sean1<rz<oo s>1 deﬁmdopor——i— --+%+S =1
y 0 < a; <n tales que aq + -+ + a,, =N — . Sean k; € Sn Ol“mﬁHn air Y Ai
matrices invertibles que cumplen (H2). Supongamos que (H3) vale. Ezisten una
constante ¢ > 0 y 3" familias 2.1)” -sparse, {Sj}?il, tales que p.p. x € R", y para
f e LR

Tomf ()] < CZZ DRI I fllsoxalAr ). (4.23)

Jj=1 i=1 Q€S;

Definimos los operadores sparse A, s por

Awssf(AT ) = Y 1QI"If ls.oxa(A7 ).

QES;

Para probar este teorema, vamos a considerar solo el caso m = 2, el caso
general, los siguientes resultados y las demostracion son anélogas.

Necesitamos, alguna acotacion en el extremos para Mr, ,, el gran maximal
truncado de T, 2, esta definido por

Mz, ,f(z) = sup supess|To2(fxrm\3Qi1u0:))(§)],
Q13A1_11' geQIUQZ

Q2345 e
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y la version local

My, ,quuezf(x) = sup  supess|Toa(fX3Q1u02)\3(01002)) ()]
QgchaA 1, €€Q1UQs
Q%CQQSA

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q; tales que Q; C Qf parai = 1,2.
Los siguientes lemas son las acotaciones en el extremo para0 < a <ny a =0
por separado.

Lema 4.23. Sea 0 < o < n. Para cadal < 1 <2, sea0 < a; <n tal que ag+ag =
n—ayl<r <oo,s>1 tal que - —|— —|— = 1. Sean matrices invertibles A; que
cumplen la hipdtesis (H2) y k; € Sn iy N H,_y, ;- Las siguientes afirmaciones
valen

(i) para casi todo A7 x € Q}
|Ta,2(fX3(Q(1)qu))($)| < MTQ,Q,Q})quf(OC)a

(ii) para todo x € R"
]\jTa2 ZMa,s +Ta2(|f‘)< )
i=1
donde el operador Tpo es el asociado al micleo |K (z,y)|.

Mds aun,

{z € R : Mz, ,(f)(2) > M+ S /{er:f(m)zx\lQla/n/c} (AIIJ;SDIPZ’”) o

Observacién 4.24. Observemos que para i = 1,2 k; € Sy_q, r, N Hy—q, r, implica
que |k7/‘ E Sn—ai,ri m Hn—ai,ri

Para el caso o = 0,

Lema 4.25. Para cada 1 < i < 2, sea 0 < a; < n tal que oy + s = n gy
1 <r <oo,s>1 tal que % + % +% = 1. Sean matrices invertibles A; que
cumplen la hipdtesis (H2) y ki € Sn—a;r; N Hy—a;ri- Supongamos que T = Tp
cumple la hipdtesis (H3). Las siguientes afirmaciones valen

(i) para casi todo A7 'x € Q)

T(fxs@puep) (@) < IT[p1 o Z |F(AT )| + My guugs f (),
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(i1) para todo x € R"

S [M ) + T oo M (AT )] + Ms(Tf) ().

=1

Mds aun,
wer (@ > s [ () a

Demostracién del Teorema 4.22. Afirmamos que para cualquiera @}, . .., Q0" exis-
ten familias 3-sparse F; C D(Q}), i = 1,...,m, tales que p.p. = € JI"; 4;Qj

Lo (Fxauz, @)@ < ¢ D BRI I fllssoxa(A ). (4.24)

i=1 QEF;

Una vez probada la afirmacién (4.24). Sea D una familia de cubos diadicas tales
que existe Qo € D y sopf C (y. Tomamos los cubos @); tales que sopf C 3Q);.
Comenzamos con el cubo () y cubrimos a 3Q)y \ Qo con 3" — 1 cubos congruentes.
Cada uno de estos cumple que )y C 3Q);. Podemos hacer lo mismo con 9Q) \ 3Qo
y continuar recursivamente. La union de todo estos cubos incluido )y, cumplen
la propiedad deseada.

Podemos aplicar la afirmacién a cada cubo @);, de la siguiente manera: sean
Qb = -+ = QF = Q; existe una familia 3-sparse F; C D(Q;) C D tal que p.p.
z € Uz, A

| T (FX30;)(@) XU, g, () < CZ > BRI fllosexa (4 ).
i=1 QeF;
Tomando F = |J Fj, es una familia %-Sparse. Luego,
T(f)(@)] < CZZ 3Q1*™ 1 Fllgsx0(A; ).
i=1 QEF

Si tomamos Rg € D; tal que {3Q : Q € F} C Uj’il D; familias diadicas,
|Rg| < 3"3Q), esto se debe al Lema 1.63. Sea

S;={RoeD;: Qe F}

como F es una familia 1 5-sparse, S; es una familia 54;-sparse. Luego tenemos que

29"

3" m
ZL’)| S CZZAQ,T,Sf(A;lx)'

=1 i=1
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Ahora, probemos la afirmacién (4.24). Para esto es suficiente probar la siguien-
te etimacién recursiva: para cada 1 <7 < m existe una familia numerable {PJZ}]
de cubos disjuntos dos a dos en D(Q}) tal que Y. Pj < 5|Qp| v

|Ta,m(fX3U§';1 Qg)(xﬂXU?;l Ang@) < CZ Z |3Q|a/n||f||¢73QXQ(Ai_lx)
i=1 QEF;

+ Z | Tom(fX30um P;)(IMXUZ’;lAiP; (2),

J
p.p. = € UL, AiQf. Observar que para cualquier familia { P}}; C D(Qf) de cubos
disjuntos dos a dos, tenemos que
T (fx3um, 02) (@) XU, 4,0 (T)

< | Tam (XU, @) (@) Xy, a@iu,py (@) + D | Tem(Fxaum, ap) @) xyr, a,pi(7)
j

< |Tam (XU, @) (@) Xy, aeiu,py () + > | Tem(Fxyr, s@i\p) (@) Xy, a,pi ()
j

+ Z [ Tom (X3, P;)(x”XU;’;lAiP; (2),
j

p.p. * € R". Es suficiente ver que podemos elegir una familia numerable {P;}]

de cubos disjuntos dos a dos en D(Q}) tales que Y. [Pi| < 3|Qf| v pp. = €
m i

Ui:l AiQ07

T (f X3 ur, Qg)(ﬂf) |XU;';1 Ai(Qg\U]-PJ?)(x) + Z \Ta,m(fXU;gl 3(@3\13;))(95) \Xuggl A;P} (2)
J

<eY Y BRIIf lssexa(A; o).

i=1 QEF;
m
Definimos E = U E?, de la siguiente manera: si o = 0
i=1

Ej = {z € Qq: |f ()] > mll fllsa0s }{x € Qb - My, 0,05 (N)(@) > 1me D 1 fllsags}
i=1
ysia >0,

Eé ={r € Qé : MTa,m,ung(f) > %CZ |3Q8|a/n||f”s,3Qg}-
=1
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Veamos ahora que podemos tomar 7, tal que |E| < — 2n+2 Z Q1.

Si a = 0, por el Lema 4.25 sabemos que My, es de tipo debll (s,1), entonces

| < Jop 1@l / ()] .
- 7n||f||s,3Q§J um 3Q5 \ TnC Zi:1 ||f||s,3Qg
5o Jagr [f(@)lde ’
< [3Qp | L e ~ da
FyanHs 3Q6 i=1 Tn€ Q 1 1 Hf”s 3Q0

3 3Q 1
|c20 Z|” @ <|f(|)dx
nC |3Q | ||f||5,3QO
|3Q6| 3Q0]
= — + C -
Tn ZZ:; TnC’
1 1—s m )
< | —+ 3Q |-
(% % ) ;‘ o
Luego, basta tomar -, tal que
1 . cts < 1
m|— :
T ) T2

En el caso de a@ > 0, por el Lema 4.23 sabemos que Mr, ,, es de tipo débil
(s, —"—), entonces

7 nnas |f(m>| S
|E ’ <c /3UQ6 <,7n02|3Q6|a/an||s,3Qé> dx
NORY
. @ Y
Z 75 13Q%)| Sa/”/ Q) (szl ||f||373%> )
pail 1 (el
. d
Z%ISQZ saln 13041 Js (”f ”sﬁ%> '

_ zlsa/n
7Z§;|@|

n .

Luego,

Ei| < — Z|Qo

nas
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basta tomar ~, tal que

sn 1

mcgnf)/;nfas S 2n+2

Aplicamos la descomposicién de Calderon-Zygmund a la funcién xg: en Q) a
altura A = k. Existen cubos P! € D(Q}) disjuntos dos a dos tales que

1 )
Xg, (@) < 5o pp-w € UP

Ademads, tenemos que |E}, \ U;Pj| =0,

S|Pl =
J

/ _IPnE_1
2”+1_|P| Xy (@)de = =5 < 0,

de las tltimas desigualdades se sigue que |P; N (E%)°] > 0. En efecto,

. 1<
n+1| i n+1 ?
<2 |E <271 <554y

i i i i ivel « 1| pi i i\
Bl = 155 0 (B + 155 N (o] < gl F + [P N (£,

entonces 3| Pj| < |P/ N (EL)|.
Para i = 1,...,m, observemos que como Fj N (E)e # 0, Mpy,qi(f)(z) <
€D ey | flls,3qs Para algin x € A; P} y esto implica que

(P, 3(Qo\pz>><a>\ < el f 501

ess sup|7;
€ep;
Luego,
ess sup (To,m (fxu,s( (Q\PY) (f)‘ < ”Yncz Hst,:ng-
geurr P —

Por otro lado, si o = 0, por el inciso (i) del Lema 4.25 sabemos que p.p. = € A;Q},

IT(f X0 @) < T Npspiee D 1F (AT )] + Myy,qi f ().
i=1

Siz e Qy\U;P;, como |E], \ U;P}| = 0 tenemos que, por la definicién de E, p.p.
z € Qh\U; P

[F @] < Al flls 503 <%Z||f|ls,3gg,
=1
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y también que p.p. @ € Q4 \ U; P}, My m o f(2) < 9 200 | flls30:- Luego,

Tom(X30.03) (@) < M D 111305
i=1

Con estas acotaciones obtenemos la desigualdad deseada.
Si o > 0 por el inciso (i) del Lema 4.23 sabemos que p.p. 4; 'z € Q)

|Ta,m(fX3U¢Q6)(x)| < MTa,m,UiQéf(l‘%

luego procedemos analogamente al caso anterior.

4.7.1 Prueba de los lemas auxiliares

En este subseccion vamos a probar los Lemas 4.23 y 4.25.

Demostracion del Lema 4.25. (7;) Parai = 1,2, sea Q' un cubo centrado en Atz
con longitud de lado p tal que Q" C QJ.

‘Ta,z(fX:a(Q})qu))(fﬂ)‘ < |Ta,2<fX3(Q1UQ2)><$)‘ + ‘Ta,Z(fX:}(Q})UQg)\S(QluQ?)))($)"
Sea B’ una bola centrada en A7 'z con radio R = 3/2y/np, entonces 3Q° C B,
| Ta2(fXs@1002) (0)] < Taa(fxprus) ()] < [Taa(fxs)(@)] + | Taa(fxs2) ()]
Para B!, consideramos los conjuntos
X'=B'n{z:|z - Aiz| < |v — Asz|},

y X?=B'"\ X
Para X!, descomponemos el conjunto con los siguientes conjuntos

C’} ={z:|r— Aiz| ~ Q_jR”AIH}’

donde ||A;]| = sup%. Observemos que X' C U C}. Sea B; = AT B(x, 277 R|| A ).
x#0

J=1
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Como k1 € Sy—ayr ¥ k2 € Sp—as.r, usando la desigualdad de Holder tenemos que

Xllk’l(w — Ai2)|[ka(z = A2)[|f(2)]d=

el [ e Alihate - )7l

D_ﬂg

Bjlllki(e — Av)xor, 5, 1h2 (= A2 )xor, gy 11,

< M(f)(A{'w) 2(2‘jR||A1II)"(2‘jR\|A1II)C“‘” = cM,(f)(A; 2)R* Z 277
= cM(f)(A;'z) R

De manera analoga, obtenemos que

[ e = Azl - A1)z < ML R
X
Por lo tanto, tenemos que para todo R > 0,

[ To2(fX3ig100) (@)] < e (Mo(F)(AT 2) + M(f)(Ay 7)) R + My, , groqsf (@)

Si hacemos tender p — 0, tenemos que R — 0, y por lo tanto
|Ta72(fX3(Q1UQ2))(x)’ < MTOL,Q,Q%UQ%f(x)'

(i1): Sea x € R™ y para i = 1,2, sea (; un cubo que contenga a A; 'z. Sea B,
una bola tal que 3(Q; U Q) C B,. Para todo £ € Q1 U 9, tenemos que

fxem\s,)(T)]

O + [To2(fxrm\B, ) ()]
fxen\s,)(@)]

Ol + Taalf))(x),  (4.25)

| T2 (f X2 3(01002)) (O] < [Ta2(fxrm\B,)(§) — Ta 2
+ [ To2(fXB\3(Q1UQ2))

N ‘Ta,Q(fXRn\Bx>(£> —Tap

+ [ To2(fXBA\3(Q1UQ2))

— o~ —~ —~

donde el operador T, es el asociado al nicleo |K (z,y)|.
Sean
Z'=Bn{z: v — Arz| < |v — Ayz|},

7?2 =B n{z: |z — Asz| < |v — Ayz|}.
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Luego,
To2(fxemB,)(€) = Taa(fxems,) (@) < [ |K(&y) — K(z,y)[|f(y)ldy

Bg

< [ 1K) - Kllfwldy+ [ 1K€ - Kol f)ldy

Para j € N, sea R = 2|IZE1Q donde ||A7Y]| = Sllpl 2] “ y

Di={z€Z":|x— Ayz| ~ 2R}
Observemos que A;'B(z,2R) C 3Q;,
Dic{z:|x— Aiz| ~ 2R} C A{'B(2,27?R) = By

y Z' C UjeN Djl.
Si K(x,y) = ki(z — Ayy)ka(x — Asy), entonces

|K(&y) — K(z,y)| <[ki(§ = Ary) — ki(z — Ary)||k2(E — Azy)|
+ [k (x — Avy)|[ka(€ — Azy) — ka(x — Agy)|.

Luego, usando la desigualdad de Holder tenemos

[ il = ) = e = A)lkalé — A7)y
|?1J|
T Bl /B,

IN

XD} (W)|k1(§ = Ary) — ku(2 — Ary)||k2(§ — A2)|| f (y)|dy

4 L0

IN

Buslll (k1 (€ — Av) = k(e — Aol g, Ika(6 = Az )Xol o 11l

1

.
Il

o

FATD) S B (k€ — Ar) — k(e — Ao v,

j=1

IN
=

k(€ = Ao )X s -

Si z € Dj entonces |v — Ayz| > |z — Ajz| > 277'R. Luego, escribimos D} =
Ups; (D)2 donde

(Dj)e2 ={z € Dj : |z — Agz| ~ 2k RY.
Como ky € S,,—q,,ry, tenemos que

| ka2 (& — A2')XD31.“7~2,BM S (2R)
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Como k1 € Hy—qyry Y 01 + 2 =1 — @,

[ e = Aw) = bl = Awllia(€ ~ Ax0) £y

S Maof (A7'2) ) | Bugl' ™m0 (k (€ — Av) = ka(x = Av)xot
j=1

< Mo f(A7 ).

De forma andloga se prueba que

[ It = Al ~ Aap)  kale — Aap)||F)ldy S Mos (A7),
Zl
Por lo tanto, obtenemos que

T2 (fxem5,)(€) = Tap(fxrn\n,) (@) S Mo f(AT ) + Mo, f (A3 ). (4.26)

Para el segundo termino de (4.25), tenemos que

T (f X300 (€)] < / k(€ — Au)l k(€ — Asy)| ()]

Bz \3(Q1UQ2)

< [ Ve = Aullkaté = Al )l
+ [ e = Awlka(é = AL )l

donde
Y= (B, \3(QiUQy))N{z:|r— Az| < |z — Apz|},
y Y2 =R"\ Y. observemos que parai = 1,2, Y’ C A;'B(z,2'R) \ A;'B(x,2R)

para algin [ € N y denotamos B; = A;'B(x,2R). Luego, por la desigualdad de
Holder obtenemos que

/ k(€ — Aug)llkalé — Asy)l|f()ldy

< Z 5511 ka(6 — AlIkalé — A1 (w)ldy

1Bj il /a1, \51
< Z| +1|||k71 £— A )XBl_H\Bl“m Bl ||k2(§ - A2')XBJ1.+1\BJ1||r2,B]1+1||st,le+1

Como ks € S;,—q,,ry, Procediendo como antes tenemos que

lk2(€ = A2 )xpr \t e, S (2771 R)™
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Como ki € S;—a,r ¥ @1 + g = n — o, obtenemos que

/Yl“‘fl(f — Ay)llka(€ = Aaw) [ f (y)|dy

<cM,sf(A Z| J+1|1 “/”‘“2/"||k1(§ - A1')XBJ1.+1\31||T1 Bl

< CMa,sf( 1 )7

y de forma andloga,

[ Il = Al ~ As)lIF)ldy $ Moo (450),
Por (4.25), (4.26) y las ultimas desigualdades, obtenemos que
[ Taa(FXrm\3@uu@n) ) (€)] S Mas (A7) + Mo f (Ay'2) + Taa(| f1) ().
Usando la desigualdad de Coifman-Fefferman en el Teorema 4.7 para Ty o(| f|) ¥

el hecho de que M, , es de tipo débil (s, —"°—), obtenemos la desigualdad deseada.
[

Demostracion del Lema 4.25. Seguimos las ideas en [44] y del lema anterior. En
este caso daremos los cambios de la prueba.

(i) Para i = 1,2, sea A;lx € intQ}, y supongamos que Ai_lm es un punto de
aproximacién continua de T'(f X3Q; ). Para todo € > 0y p > 0 definimos

E, ={y € B(A7 'z, p) : |[T(fxaqy)(y) — T(fxaqy)(@)| < ¢/2},

(2
entonces lim | p‘ = 1. Sea Q(A; 'z, p) el menor cubo centrado en A;'x

p=0 | B(A7 z,p)|
que contiene a B(A; 'z, p). Tomemos p tal que Q(A; 'z, p) C Qp.
Luego, p.p. y € U~ Ef) tenemos que

T(fxs@iuaz) (2)] < IITIILlaLleIf '2)| + My guugs f ().

(i1) Sean Qy, Qs cubos tales que A; 'z € Q; y sea £ € U, Qi. Luego
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IT(fxemsur, @) < IT(fxemsur, @)(€) — 1T (fxemsyr, 0.) (@)
+IT @)+ [T (fxsyr, @)(@)]
< |T(fXR"\3UT1Q1)(£) - |T(fXR"\3U:n1Qi>(xl>’

+|Tf@E \+Z\T Fxs)(@)].

De forma andloga al caso fraccionario, como k; € S,_q, v, N Hy—0, v, para ¢ =
1,...,m, tenemos que

IT(fxamauz, 0)(€) = IT(fxamauz, o) (@) < e M, f(A
i=1

Ahora, sea () un cubo tal que |J;-;Q; C Q y = € @, tomando el promedio en
(L‘s(Q) |Q‘) con 0 < 0 < 1, obtenemos que

m m 1/6
(e, 0)(6)] € €3 Maf(475) + MT0)e) + 3 (7 [ T0a) @)

Del ultimo término, por la desigualdad de Kolmogorov tenemos que

1 1/ .
(i [ s e <o [ 1ot

< c||T|| g1 prico —— f(2')|dz’
1Tl 21 !Ql\ | ()]
< CHTHL1—>L1a°°Mf( i )
Luego, obtenemos que
Z ) TN p1spree M f(AT )] + Ms(T f)().

=1

Ahora, probaremos la desigualdad en el extremo. Observemos que para p = py

|Ms(Tf)||Lpoe = ||M(\Tf|5)”1/5

Lp/8,00
1/6
< elIT I se = TS lzroe
< || T\ oz | flzr-
Luego, usando el Lema 3.4,
{z € R" : Ms(Tf)(z) > A} < / (c&;)l) dx.

Como M, es de tipo débil (s, s), obtenemos la desigualdad deseada. O
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4.8 Clase de pesos Ay .

Comencemos estudiando los pesos adecuados para los cuales el operador maximal,
Mg 4-1, 0 < a < n, definido por

Moa-1f(x) = Mof (A" 2),
esta acotado de LP(wP) en L2>°(w?), es decir

1/p
sup Aw? ({x € R" : My 41 f(x) > MY < Crw (/ |f|pwp) :

A>0

Supongamos que M, 4-1 es acotado de LP(w?) en L@*®(w?), 0 < a < n. Sea ()
un cubo tal que LQI+% fQ f> A Si A 'z € Q entonces M, 4-1 f(z) > \. Luego,

wI(AQ)M1 < wit ({x € R : My 41 f(x) > AP
Como M, -1 es acotado de LP(wP) en L?*°(w?) tenemos que,

Mt (AQ)MT < M ({x € R™ : My a1 f(2) > A}

1/p
S Cn,A,w (/n ’f‘pwp> .
1 q 1/q Dy, D v
e ([)evarese(m) " um

Luego

Sip> 1, tomamos f = w_p'XQ, % + é = 1, y obtenemos
1 / / 1/p / l/p
— (/ w—p> wq(AQ)l/q <C (/ w—ppwp) —C (/ w—p> ,
Q1" \Jg Q Q
entonces, como 1 — ¢ =214+ 1
n q P

1 1/q 1 /17%

_ q . —p C’
(|@|/AQM) (|@|/Q“’ ) =
1 . 1/‘1 1 —p’ 1/10'
(@LW)(@L”) =¢

En el caso de a = 0, de forma andloga obtenemos que si M4-1 es acotado de

LP(w) en LP**(w) con p > 1 entonces, como L =p — 1,

() (g ) =

o en cambio
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Definimos las clases de pesos Aa, v Aap,. Diremos que w € Ay, con 1 <
p < 00 si

1

/
p

[w]a,, :sgp ﬁ@/w(/la:)da: ﬁQ/w_p(x)dw < 0. (4.28)

Ademés diremos que w € Ay si
M(wya)(z) < cpw(x), (4.29)

p.p. € R". La constante [w]4,, es el menor valor de ¢, para el cual la desigual-
dad (4.29) vale.
Diremos que w € App,, 1 <p <00, 1< g < 00si
1 1 [ ’
[w]a,,, = sup —/wq(A:v)dx —/w P(z)dx < 0. (4.30)
o \ @ J QI J

Observacién 4.26. Siw € Aay, entonces w? € Ay.

Veamos las propiedades de esta clase de pesos. Una de las mas importantes es
la siguiente

Proposicién 4.27. Sean 0 < a <n, 1 <p < 2y
entonces w(Az) < [wla,, ,w(z) p.p. v € R™

o .
- ;. SZ w E AA,p7q;

Demostracion. Recordemos que wa(x) = w(Az). Usando la desigualdad de Holder
tenemos que

(&)

wm))l/g .
( Q) el S,

(%) Gl ) Gl
< [wlay,, (F;/pr> ,

Luego
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Por otro lado, sea x € R", el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue implica que
wh(z) =lim = [ wf(y)dy,

donde @_ es un cubo centrado en x cuya longitud de lados es 2¢. Luego, obtenemos
que

1/q
wlie) = (o) = (1 - i )y
< epolim [w]a,,, Q7777 (w?(Q.)"”

e—0
1 1/p
= Gpglwlan,, lim (@ g wp(y)dy>
€ €
- Cp7q|:w]AA,p,qw(x)'
]

Estas clases cumplen propiedades similares a las clases de pesos Muckenhoupt
y las clases de pesos fraccionarios. Mencionaremos las que nos parecen mas im-
portantes omitiendo algunas demostraciones.

Proposicién 4.28. Sea w un peso. Valen las siguientes afirmaciones
(i) Sip < q entonces Ay, C Aay.
(ii) Siw € Aa, entonces w'™ € Ay-1,y.

(iii) Siwy € Aaq ywy € Ag-11 entonces w = wgw}_p €Ay,

. . q _p/
(iv) Siw e Ay, entonces w? € AA,1+§ yw?r e AA_IJJF%/.

Proposicién 4.29. Sean 1 < p < oo, A una matiz invertible y w € Aa,. Valen
las siguientes afirmaciones

(i)
AQN Q)
Q|

(i) La propiedad “A-doblante”: Para todo X > 1 y todo cubo Q) tenemos que

wa(AQ) < A™[wla, ,w(Q),

donde A\Q) es un cubo de mismo centro que Q) y lado \ veces el lado de Q).

|det(A)|_131612p ( ) < [wlay,- (4.31)
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Observacion 4.30. Observemos que (4.31) no implica que la constante Ay, deba
ser mds grande que uno como sucede con los pesos de Muckenhoupt.

Proposicién 4.31. Sean 1 < p < oo, w un peso, 0 = w /P y A B matrices
invertibles.

(i) Siw e Agp NV Ag, entonces w € Ay y [wla, < [wla,, [w]AA_l’p.

(ii) Siw e Ax, N Ap, entonces w € Aap, y [W]AAB,p < [w]AA’p [w]AB’p.

1)1/17 < [w]l/p

Aap’

(i11) Sea Q un cubo. Siw € Aa, entonces |712| fQ (waw™

Observacién 4.32. Sean A una matriz invertible y Q un cubo. Existen cubos

@1, Q2 tales que Q1 C AQ C Q2 y |Q1], Q2] ~ [AQ| = |det A[|Q)].
Para el caso de una bola, B = B(A™'x,r), es suficiente tomar B, = B(z, ﬁ) Y

By = (x,7||Al]), donde ||A]| = sup,_, |“4”|C| Luego By C AB C Bs.

Para el caso de un cubo Q, podemos tomar bolas B, B tales que B C Q C B Yy
aplicando lo anterior obtenemos By C AB C AQ C AB C B,. Luego existen
Q1, Q2 cubos tales que Q1 C By y By C Q.

Demostracion. (i) Sean w € Ay, N Ay-1, y @ un cubo. Por la desigualdad de

Holder tenemos que
_ler ( )
|Q|p ~lQl / Q| / '

Luego,
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Si tomamos Q un cubo tal que AQ C Q y |Q| ~ |AQ|, entonces
1 1 o
(e ),
-1
= ﬁ /Qw(AA_lx)dx (ﬁ/@o(flx)da:)p

1 1 p-1
- AL _

0] /o™ ”dx(mm AQ(’(I)‘“")

1 1 p1
< = A7) <T d)

0] Jo A On |QI/@U($) )

5 [w]AAflyp'

Luego,

SIEE

P

(fv)dfv) S [wlag,[wla, o

nf ) G

Por lo tanto, w € A, y [w]a, < [w]a,  [w]a, .-
Para (ii), procedemos de manera similar al inciso anterior, sea R un cubo tal
que BQ C Ry |Q| ~ |BQ|. Luego,

1 1 p-1 1 1 p-l
— w A — g = WaAB | /=< op-1
|Q\/Q B(|Q\/Q ) 1BQ| /50 (|B@| 5o " )
1 1 Pl 1 p—l
< — w —_— g B p— wl —— Op-1
ERES A(|Bcz| 50 ) 1BQ /5o (|Bc2| 5o )

5\R|/ <|R\/>p1|@|/ (|@|/)p_1

<[ [ ]ABp

Por lo tanto,
[w]Ap 5 [w]AA,p [w]AB,p'

Por 1ltimo, (7ii) se obtiene de la desigualdad de Holder

i, o) < i ([ 97 / w‘?)w < (Wl
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Los siguientes resultados muestran una relacion entre esta nueva clases de pesos
y los pesos de Muchenhoupt que cumplen la condiciéon wy < w, ie. w(Azx) < cw(x)
p.p-z € R™

Proposicion 4.33. Sean 1 < p < oo, A una matriz invertible y w un peso. Si
we A, yws Sw entonces w € Ag .

Teorema 4.34. Sean 1 < p < oo, A una matriz invertible y w un peso. Luego,
we AspNAg1, si y solo si we A, ywy~w.
Observacién 4.35. Observemos que tenemos las siguientes inclusiones
Ap g {w :wa Sw} C{w : w cumple la condicion testing de My a-1} C Aapq-
La condicion testing de M, a1 se definird con precision en la siguiente seccion

Ahora mostraremos algunos casos de matrices en los cuales la clase Ay4 , es una
subclase de la clase de Muckenhoupt A,,.

Proposicion 4.36. Sean 1 < p < oo, w un peso y A una matriz invertible.

(i) Si A7' = A yw e Ay, entonces w € Ay, y [w]a, S [wly, .

(i) Si AN = A para algin N € N yw € Aa, entonces w € A, y [w]a, S [w]ﬁAyp.

4.9 El operador maximal M, ,-1.

En la seccién anterior vimos que si M, 4-1 es acotado de LP(wP) en L% (w?)
entonces A4, En esta seccién vamos a ver otros resultados de acotacién para
M, -1 con pesos Aup -

Teorema 4.37. Sean A matriz invertible, 0 <a <n, 1 <p < =, % =5 %, Sea
w un peso. El operador M, a-1 esta acotado de LP(wP) en L@ (w?) si y solo si
w e Aapg. Mds ain,

[ Mo a1 fll Lo way < Clwlay, [ Fllzer).

Este teorema se prueba de forma similar a los teoremas de tipo débil de la
maximal de Hardy-Litllewood y la maximal fraccionaria, teniendo en cuenta la
siguiente proposicion

Proposicion 4.38. Sean A matriz invertible, w un peso, A > 0. Luego
w{zx € R" : | My a1 f(x)] > A}) =wa{z € R" : | My f(x)] > A}),
donde wy(z) = w(Ax).
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Demostracion. Por la definicién del operador maximal tenemos que
w{x € R" : My a1 f(2)] > A}) =w({z € R : [M,f(A™'2)| > A}).
Luego,

w{x € R" : [My a1 f(2)] > A}) =w({z € R" : Mo f(A'z)| > A\})
=w({Ay € R": |[Maf(y)| > A})
= w(A{y € R": [Mof(y)| > A})
=wa{y € R" : [Muaf(y)] > A}).

Demostracion del Teorema 4.37 . La ida ya fue probada en la secciéon anterior.
Por la proposicién 4.38, tenemos que

1Mo a-llasuny = sup A ({z € R« [ Mo a1 f(2)] > AP
>

= sup W ({z € R" : |[M,f(z)| > A})M9.

A>0

De manera analoga a la prueba para M,, por la descomposicion de Calderdén-
Zygmund para [ a altura W%a, existe una familia de cubos {Q);} tales que

{z €R": [Mof(2)] > A} C U;Q7

1
)‘<ﬁ/ J <20,
’QJ| " JQj
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donde Q? es el cubo con tres veces el lado y mismo centro que ();. Luego,

A ({z € R : [Myf(z)] > A}) < M Z/Q w' (x)dx

" 1
— E N3 |QJ|_|Q3| / w (x)dx
j ile;

1 ! 1
§3n2 (W/Qf) |Qj|’Q_?|/ngi(x)dx

J
q 9

. v A7 1
<o i ([ ) ([ o) g f o
j Qj Qj |Q]| Q3

g 9

7 J

< 3n+§ q D
< [w]AA,p,q Z (/QJ Jw >

J

a
<3l

LSRR

Por lo tanto, si w € Ay, , entonces

[ Mo a1 | oo ay < Clwlag, 1 fllrwe).-

< B”Z\Qj\_ﬁ (/Q pr> </3wpl> |Q_13| o w (x)dx
- . _ e
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]

Para la acotacién de LP(wP) en LY(w?) del operador M, 4-1, estudiamos la
acotacién LP(o) en L9(u) para el operador M, .(-0), con (u, o) pares de pesos. En

[77], el autor prueba el siguiente resultado

Proposicién 4.39. [77] Sean 0 < o < n, 1 < p < g < 00, y un par de pesos

(u,v), son equivalentes:

(i) El par (u,v) cumple la condicion testing

1/q
Map,g = sup (@) (/ Ma(XQU)qU> < 00.
Q Q

(ii) Para toda f € LP(v), existe Cppqa > 0 tal que

1/q 1/p
([ o) < Copeana ([ 1110)
Rn n

(4.32)
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Luego, se puede probar un resultado analogo para M, ,

Proposicién 4.40. Sean 0 < a<n, 1 <r <p<q < oo y(u,0) un par de pesos,
son equivalentes:

(i) El par (u,o) cumplen la condicion testing

r/q
Marpq = SUP UT(Q)_T/” (/ Ma,r(va)qu> < o0,
Q Q

(/r)
dondev =0 7

(ii) Para todo f € LP(0), existe Cy, pq0 > 0 tal que

g 1/p
(/ Ma,r<f0>qu> < ChpgaMarpg (/R |f‘p‘7) .

. o
Observar que, si tomamos u = w% y 0 = w™, tenemos que [w]a, , , < Marpg
s

A

Sk

y para g = fo~!, tenemos que M, a-1 : LP(wP) — Li(w?).

Corolario 4.41. Sean 0 < a < n, 1 <r < p < g < 00 Yy w un peso, Son
equivalentes:

(i) El peso w cumple la condicion testing

r/q
Ma,A,T,p,q = sup UT(Q)ir/p </ Ma,r,A_l (XQU)qwq) < 0,
Q Q

con v = w®/")

(i1) Para todo g € LP(wP), existe Cypo > 0 tal que

1/q 1/p
(/ MQ,T,A71 (g)qwq> S Cn,p,aMa,A,r,p,q (/ |g|pwp) N

Notar que si r = 1 escribimos Mq 4 pq = Ma Arpg-

4.10 Acotaciones de 7}, con peso en A,,,.

En algunos casos del operador T, ,, y ciertas matrices A; obtenemos una acotacion
con algun control sobre la constante del peso.
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Teorema 4.42. Sean 0 < o < n, m € N y Ty, el operador integral definido
por (4.1). Para 1l < i < m, sea 0 < a; < n tal que oy + -+ + a, = N — Q.
Sea ki € Sn—a;r; N Hy—o,r; Y sean matrices A; que cumplen la hipdtesis (H2).
Supongamos que (H3) vale.

Si existes > 1 tal que %—I—--W—L#—% =1, A; = A;! para algin j # i,

Tm
s<p<Z e yw® €L Aa, 2a para todo 1 <i <m, entonces

q_ﬁ

n max{l—f /) (1—%)}

HTa,mf”Lq(wq) S CHfHLP(wP Z "

=1

qu

Demostracion. Como A; = = A;! para algin j # iy w® € Mie Aa, 2« para todo
1 <i < m, entonces w® € .Ag 2, WA, ~ WY Wy, < w con [ # 4. Por 12 dominacién
sparse, Teorema 4.22, tenemos que

m
amf <OZZAQSS I)
7j=1 =1
Luego, como wii, wP € A, por el Teorema 2.10 obtenemos que

1-a el (

max ,
Hasis sy < eale i U550y,

Por lo tanto,

rnax{l & (p/s) (1 as)}

| Tom |1y < ClIF 1o me Aypa
En el caso del operador

f(y)
a2f
|z — Asylor]x — Agyl*

(4.33)

tenemos la siguiente caracterizacion de los pesos,

Teorema 4.43. Sean 0 < a <n, 0 < aj,as < n tal que oy + a9 = n — . Sean
1 a

1 <p<n/ay % = -2 Sean Ai, Ay matrices invertibles tal que A, — Ay
es invertible. Sea T, el operador definido por (4.33). Sea w un peso. Si T, :
LP(wP) — LY (w?) entonces w € Ax, pq N Asypg-

Mds aiin, si Ay = A" 0 Ay = —1 y Ay = I, entonces Ty o : LP(wP) — LI(w?) si y
solo st w € A, pq N Asypg
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Observacion 4.44. Este resultado generaliza el Teorema 3.2 y Corolario 3.3 en
[21], donde los autores consideran p = q, a = 0, wP(z) = |z|® € A,, Ay = —1 y
Ay =1.

Demostracion. Consideremos oy + ap =n — a. Sea B = B(cp, R) y B; = A;'B.
Sif=xp ¥ Ta2(-0): LP(0) = Li(u) entonces

1
o(xs) " </ Ta,2(X310)($)qU($)diU) : < 00.
Siz e Byy € By, entonces
|z — Ay| < |z —cpl+|cg — A1yl < R+ CyR = (14 Cy)R.
Si |z — Agyy| < |x — Ayyl, entonces

|z — Avyl, [ = Asy| S R,

y
a(y) A ) Y (1)
|z — Avyl]e — Agylo2 — |o — Ayy[re T R
Si |z — Ayy| < |z — Agyl, entonces
o (y) > _ 9
o — Ayt |z — Agy[*2 — [z — Agy|"—e
Si 2|z — Ayy| < |z — Agy| < 2772 — Ayy|
. 1 .
S —— ) G QIR
|z — Agy[* — |z — Ayy[* —
y oo
~ 1 ge-n
Z <2afn)J - - =
, 1—20n [ —2en
7j=1
Si |z — Avy| < |z — Agyl, entonces
o) e 2 o(y)
|z — Ayy|*r |z — Agyl|oz — 1 —20-n Rr—a-
Por lo tanto, six € By y € By,
o(y) S o(y)
= Una,A 0> _
o= Al — Al R
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Obtenemos un caso analogo si y € Bs.
Luego, sixz € B

Too(x5,0)(z) > R* "0 (By) = |B|*" o (By),

y tenemos que

o(B)™ (/ T"‘Q(XBIU)(“’)"U(I)dx) " > o(By)"YP ( /B Ta,g(xBlo)(x)qu(@dx) v

1/q
> o(By)7V/P (/ |B|q(a/"_1)0(B1)qu(x)dx)
B

> o(B1) V7| B[ Vo (By)u(B)
— |B|1/qu(B)1/q|Bl|1/p’0(31)1/p’
= |B|*"u(B) Y0 4 (B)7

Siu=wlyo=wP concluimos que si T,o(-0) : LP(0) — L%(u) entonces
w e m?zlAAi,p7q.

Enelcasode Ay = Ay Ay = A7 siw € AspqNAs-1,, entonces w € Ay,
wyg ~wy Ty : LP(wP) — LY(w?). Por otro lado, si T,o : LP(w?) — L(w?)
entonces Ty o(-0) : LP(0) = LI(w?) donde 0 = w™ y w € Aapy N As-1,q

Enelcasode Ay = =Ty Ay =1 siwe A_,,NA,, entonces w € A,
w_r ~wy Ty LP(wP) — Li(w?). Por otro lado, si T,o @ LP(wP) — L(w?)
entonces T o(-0) : LP(0) = Li(w?) donde 0 = w™ yw € A 1,4 N Ay, O

Para el caso de operador T, ,, general, definimos las siguientes constantes tes-
ting para un par de pesos (u,v). Sea D una familia de cubos diadicos, 1 <r < 2
yl<p=<qg<g,

1/r
5 0 (o)

Tiaroun = sup v(R)™H? < 00,
’ 1_
T voup = sup wa(R)7VE | Y QI (@) (/ X) Xo|| <o
Rep QED-RCQ Q 7 ()
Tarinp = sup v(R)™? Z Q1> V(@) " x o < 00,

ReD

QED:QCR Lq(uA)
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_1 /
TArinp = SUD ua(R) /4 < 00.

ReD

> QI Q)T ua(Q)xe

QeD:QCR

LY (v)
Ademas, usaremos la siguiente notacion:
[p— * Pp— * P— * Pp— *
7;70Ut7D T 7'[,7"70Ut7D7 7;,out,’D T 7—I,r,out,D7 ﬁ,in,’D T 7—177’,2'”79 and T",in,D T 7—I,r,in,D7

donde I es la matriz identidad. También para r = 1,

7j4,out,D = 7;‘:1»01‘t»D7 ﬁ,out,D = ﬁ,l,out,D7 7;171'”,7) = 7?4,1,in,D and ﬁ(,in,D = ﬁ,l,in,D'

Consideramos 3™ familias diadicas {D;}, definidas en [45], con la siguiente
propiedad: todo conjunto acotado esta contenido en algin cubo diadico ) € D;.

Teorema 4.45. Sean 0 < a<nyl <r <p < q < oco. Sean A una matriz
invertible y S una familia sparse de una familia de cubos diadicos D. Sea (u,v)

p Y . e .
un par de pesos y o = v®@/’" . Si (u,v) cumple condiciones de testing locales,
Trout,0> Tylousp < 00, entonces

1/q 1/p
( Aa,r,S(fU)qu) S On,p,a(ﬁ,out,@ + rTout,D) (/ |f‘p0) :
Rn R
St T, p < 00 entonces
Aars: LP(0) = LY (u).
Mids ain, si u=w’ yv= w @) entonces o = w P y
Ao rs i LP(wP) — L (w?).

Se puede probar un resultado analogo con condiciones testing globales, 7y in.p

y 7;,in,D
Como en el capitulo 2, vamos a considerar el operador sparse definido en [19],
para S una familia sparse, 0 <t <ooy 0 < g <1

Al sg(x) = (Z (QB/QQ)tXQ(JI)>1/t-

QeS

Observemos que

/T
Aars(f) = (A7) (434)

El préximo lema sigue la misma demostracién que la Proposicién 3.1 in [19] con-
siderando constantes testing 7 ., en lugar de 7Ty ;.
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Lema 4.46. [19] Sean 1 < p < q¢ < oo, t € (0,p), B € (0,1], S una coleccion
sparse de cubos diadicos y (u,v) un par de pesos. Definamos las constantes testing

> (/vaR)th

QES:RCQ

ﬁ,out = sup U(R)_t/p
ReS

Y

L4/ (u)

> 1ewe / o) o

QES:RCQ

Tiu = supu(R)~H@/V
ReS

L®/Y (v)

St Trout, Ty our < 00 entonces

HAtﬁ,S<U) ||tLp(v)HLq(u) S 7;,0“1‘/ + ~t:kout'

Demostracion del Teorema 4.45. Usando (4.34), obtenemos que

(ot = ([ =
) </" <A‘19/T71_a/n(frdrv_lv)>q/r u) 1/q.

Si (u,v) cumple que ﬁ/r,out, ﬁjnout con p/r,q/ry 8 =1— a/n, entonces, por el
Lema 4.46, obtenemos que

1/q _ s\ /a1
( Aa,r,S(fO')qU> = (/ (Agm_a/n(fra’“v_lv)y u>
Rn n

. . (r/p)1/r
S Cn,pu(ﬂ/r,out + 17r,out) </ ’frO-TU_1|p/TU)

1/q

= ~ 1/p
= Cn’p’a (’E/T’aut + 7'1*/7‘,0ut) (/ |f|p0-PU1p/r> )
Rn

(o/r)’

Como v =0 ¥, entonces

1/q _ . 1/p
( Aa,r,s(fa)%) < CopaFsrt + i) ( / |f|”0> ,
R” Rn

. @/n)'
observemos que si el par (u,v) = (u,0" » ) cumple que Ty out.p, T, p < 00, CON

«, p, q entonces el par (u,v) cumple 7~'1/r,out77~'177~ ot <00con f=1—a/n, p/ry

* *

Q/T' Mas aun, ﬂ/r,outéﬁ',out,D and l/r,outS rout,D"
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Luego, obtenemos que

1/q 1/p
( Aa,r,S(fa)qu) < Cn,p,a(ﬁ,out,D + rTout,D) (/ |f|p0) .
R n

Si consideramos las contantes testing 7. inp ¥ 7%, p, la prueba es similar usan-
do ideas en [43] O

En el caso del operador T, ,,, el resultado con condiciones testing que obte-
nemos es el siguiente

Teorema 4.47. Sean 0 < o <n, m € N y T, ,, el operador integral definido por
(4.1). Para1 <i<m, sea 0 < a; < n tales que a; + -+ o, = n — . Sean
ki € Sn—air N Hp—o;r; y las matrices A; que cumplen (H2). Supongamos que (HS3)
vale.

Supongamos que existe s > 1 tal que ﬁ + e+ % + % =1 y (u,v) son pesos
tales que para 3" familias diadicas, {D;}, las condiciones testing ﬁi,s,out,pj < 0
Yy Ui’s,out,pj < o0 para todo 1 <1 <m, 1 <s<p<=. Luego, existe c > 0 que no
depende de f ni del par (u,v) tal que

3" m
HTa,m(fU)HL‘?(U) < C”fHLP(J) Z Z(T‘li,s,outﬂj + ﬁi,s,out,Dj)v

=1 i=1

/

p
donde o = v @/,

Es posible probar un resultado andlogo utilizando las condiciones T, s.in,p;
* *
7?41-,5,1'71,17]- 28] lugar de ni,s,out,D]- ) 7t4i,s,out,Dj'
Para el caso de que cada r; = oo, 1 < i < m, obtenemos el siguiente resultado
con dos pesos

Teorema 4.48. Sean 0 < o« < n, m € N y T,,, el operador integral definido
por(4.1). Para1l < i < m, sean 0 < «o; < n tales que oy + -+ + a, = 1 — Q.
Sean k; € Sp—a; 00 N Hy—a, 00 Y las matrices A; que cumplan (H2). Supongamos
que (H3) vale.

Sean 1 < p < q < Z. Si(u,v) es un par de pesos tal que (us,,v) € Mapq ¥
(v,ua,) € My gy parai=1,...,m, entonces,

Tom : LP(v) — Li(u).

Dado w un peso. Tomando el par (u,v) = (w% ,w™) en el resultado anterior
obtenemos el siguiente resultado
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Corolario 4.49. Sean 0 < a <n, m € N y sea T, ,,, el operador integral definido
por(4.1). Para 1 <i<m, sean 0 < a; < n tales que a1 + -+ + a, = n — a. Sea
ki € Sp—ai0o NHp—a; 0 Y sean las matrices A; que cumplen (H2). Supongamos que
(H3) vale.

Sean 1 <p< 2y % = %—%. Siw es un peso tal que w € Mg 4, pqa N Ma aiq v
para it =1,...,m, entonces,

T : LP(w?) — LI(w?).

Demostracion del Teorema 4.47. Por hipétesis y usando el resultado de domi-
nacién sparse, Teorema 4.22, obtenemos que

m

3n
|T047mf(x)| S CZ ZAQ,S,ij(Ai_lx)?

j=1 i=1

entonces
m

3n
| Tom(fo)llLa) < CZ Z [ Aas.s; (fU)HLQ(UAi)'

j=1 i=1
Como 7j4i75,0ut,pj,7ji7870ut7pj <oo,paral <1 <myl <y < 3% por el Teorema
4.45 tenemos que

”AOC,57SJ‘ (fO)HLq(UAi) S (niys,OUt,Dj + Ui,s,out,l)j)”fHLp(J)a

entonces

m

3Tl
HTa,m(fU)HL‘?(U) < CHfHLP(cr) Z Z(ni,s,out@j + ﬁi,s,out,Dj)-

=1 i=1

Para la demostracién del Teorema 4.48 necesitamos el siguiente resultado

Lema 4.50. Sea (u,v) un par de pesos tales que (ua,v) € Mapq ¥ (v,us) €
Mg s entonce, Taourp < 00 Y T ,pp < 00 Tespectivamente, para toda familia
de cubos diadico D.

Demostracion. Veremos solamente que T4 ,up < 00, €l otro caso se prueba de
manera analoga.
Sea R un cubo y x € R, sea Q) € D tal que R C Qy entonces [(Qy) = 2FI(R),

1/r 00 1/r
> Qe (/ UXR) Xo(@) =D Qi (/ UXR) Xq ()
QED:RCQ Q k=0 Qk
1/r oo
_ |R|a/n—1/r (/ U) ZQk(a/n—l/r)
R k=0

< CMay(vxr)(2)XR(T).
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Luego,
7j4,r,out,D S Csup U(R)_l/p ||Ma7T(UXR) (‘r)XR<x)||LQ(uA) = C[UA7 U]Ma,p,q‘

ReD

]

Demostracion del Teorema 4.48. La prueba se sigue del Teorema 4.47 y el Lema
anterior.

]
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