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1 Resumen

Esta tesis se encuadra en el marco de la Teoria de la Informaciéon. Uno de los propositos
de esta area de la ciencia es encontrar y estudiar las propiedades de los cuantificadores de
informacion, conocidos como entropias. Como aporte original en esta tematica, introduci-
mos una nueva entropia que generaliza la entropia de Shannon. Realizamos un exhaustivo
estudio de sus propiedades y exploramos posibles ambitos de aplicacion. Por otro lado, y
como objetivo principal de este trabajo, definimos y estudiamos cuantificadores de distin-
guibilidad entre distribuciones de probabilidad. Estos cuantificadores de distinguibilidad,
también llamados divergencias, permiten discriminar dos distribuciones de probabilidad,
que por su propio caracter estadistico, es dificil o imposible discriminar. Se investiga
el mapeo de senales a distribuciones de probabilidad y por el uso de las divergencias se
logra estudiar las propiedades estadisticas de las sefiales. Definimos aqui dos divergencias
distintas: una proveniente de una novedosa interpretacion de la divergencia de Kullback-
Leibler; la otra generaliza a la distancia Euclidiana y permite una nueva interpretacion
de la divergencia de Jensen-Shannon. En los dos casos se hicieron aplicaciones tanto a
senales de origen natural como simuladas.



2 Introduccion

A finales de la segunda guerra mundial Claude E. Shannon estudiaba de forma tedrica
los sistemas de comunicacién. Su objetivo era dar un modelo matematico de las comuni-
caciones. Sus estudios fueron publicados en 1948 bajo el titulo “A Mathematical Theory
of Comunications” [1]. Con él daba inicio a la teoria de comunicaciones, o como la cono-
cemos hoy en dia, a la Teoria de la Informacion. En este marco teodrico, se presentaba
a la informacién trasmitida por los canales desde una perspectiva probabilistica. Con
el objetivo de encontrar una cantidad que represente, en un sentido probabilistico, a la
informacion, Shannon introdujo el concepto de Entropia de Informacion. Esta cantidad
representa la incertidumbre referente a un canal de informacion. Por su similitud con la
entropia de Gibbs, desde la fisica se intent6 relacionar esta cantidad representativa de la
informacién con los sistemas fisicos. Fue en 1957 que E. Jaynes [2] publicé su trabajo
pionero, en el cual mediante un método variacional lograba resultados de relevancia en
fisica usando la entropia de Shannon. A partir de ese momento se formaliz6 la idea de
interpretar a los sistemas fisicos desde la perspectiva de la teoria de la informacion.

Luego de la publicacién del trabajo de Shannon se buscé un concepto de informacion
mas general. Asi surgieron entropias como la de Renyi [3], Havrda-Charvat-Tsallis [4]
y Salicrt [5] por dar algunos ejemplos. A estas entropias se las conoce como entropias
generalizadas ya que mediante un parametro o una funcién, generalizaban a la entropia
de Shannon. Esto llevé a formalizar el concepto de entropia y enunciar las propiedades
que tenia que cumplir un funcional para poder ser llamado de esa manera. En esta tesis
se hara uso de estas entropias.

En 1951, con el objetivo de encontrar una funcién que represente la cantidad de infor-
macion extra (en bits) que se necesita para escribir un mensaje construido con simbolos
de un alfabeto dado con una distribucién de probabilidad @) (probabilidad de ocurrencia
de los simbolos) cuando en realidad se esperaba uno basado en una distribucién de prob-
abilidad P, S. Kulback y R. A. Leibler [6] introdujeron el concepto de Entropia Relativa.
Si bien en 1927 R. Fisher habia trabajado con esta idea, se puede decir que por primera
vez se definfa una funciéon que midiera la disimilitud entre dos distribuciones de proba-
bilidad. A esta medida se la conoce actualmente como divergencia de Kulback-Leibler
(K-L). Esto dié lugar a una nueva rama dentro de la Teorfa de Informacién. Esta linea
de investigacion se encarga de encontrar medidas de disimilitud entre distribuciones de
probabilidad. Una particularmente relevante para este trabajo de tesis, es la divergencia
de Jensen-Shannon [7] y depende exclusivamente de la entropfa de Shannon. Répida-
mente surgieron otras medidas de disimilitud entre distribuciones de probabilidad como
son los casos de la divergencia de Renyi [8], la f-divergence [9], la divergencia de Breg-
man [10] o la Non-logaritmic Jensen-Shannon [11], las cuales se estudiardn en extenso
en el presente trabajo. Esto obligd a los estudiosos del area a dar un marco formal al
concepto de divergencia concensuando las propiedades que debia cumplir un funcional de
este tipo y ser utilizado como medida de disimilitud entre distribuciones de probabilidad.



Las aplicaciones de estas medidas se han dado en diferentes areas de la ciencia, tanto en
la fisica [12], en las ciencias sociales [13], como en la estadistica en general ( [14], [15]).

En el presente trabajo se hard uso de las entropias y divergencias antes mencionadas,
pero tendrd como eje principal el desarrollo teérico de nuevas medidas, tanto de entropias
como de divergencias generalizadas.

Otra medida importante dentro de la ciencia de la computacion y de la Teoria de Infor-
macion es la Complejidad. Kolmogorov en su trabajo de 1963 [16] defini6 una complejidad
algoritmica. Con esta medida pretendia expresar la minima descripcion que podia tener
un cierto c6édigo. En otros campos del conocimiento, tales como la fisica y la biologia se
han buscado definiciones de medidas de complejidad requiriendo propiedades minimas que
una tal medida debiera tener. El éxito en esta busqueda ha sido relativo, pues no siempre
las medidas introducidas han reflejado las caracteristicas que se buscan describir. En la
presente tesis avanzaremos en la introducciéon de una medida de complejidad siguiendo
los criterios de razonabilidad que una medida como esta debe tener.

Al estudiar fenémenos naturales se pueden tomar dos enfoques. El primero de ellos
es dar un modelo matematico que describa a dicho fenémeno y por su intermedio poder
predecir la evolucion temporal de dicho fenémeno. El otro camino consiste en hacer
mediciones de ciertas propiedades del sistema y por medio de los resultados, inferir la
dindmica subyacente en la evolucién del mismo. Para sistemas complejos las ecuaciones
que los representan pueden tener comportamientos cadticos. Es por eso que parte de
nuestro estudio sera analizar sistemas deterministas con un comportamiento cadtico y
compararlos con sistemas representados por un proceso estocastico.

Para sistemas muy complejos, como suelen ser los sistemas bioldgicos, dar un marco
tedrico o modelo matematico exacto puede ser casi imposible. Por eso se opta por el
segundo camino. En éste, lo inico que se tiene, es una secuencia de mediciones sucesivas
en el tiempo, es decir, una serie temporal.

El objetivo principal de la tesis serd utilizar las medidas de disimilitud entre distribu-
ciones de probabilidad desarrolladas en este trabajo y mediante diferentes métodos de
segmentacion analizar series temporales tanto de origen natural como simuladas.

2.1 Organizacién de la Tesis

El presente trabajo de tesis esta dividido en ocho capitulos.

El capitulo 2 titulado “Marco Teorico”, provee de las principales herramientas teodricas
necesarias para el desarrollo de los siguientes capitulos. En ¢l se brindarédn nociones basicas
de teoria de probabilidad y procesos estocasticos, y se detallardan de forma resumida las
principales propiedades de las funciones convexas. También, en una seccién aparte, se
describiran los principales conceptos de la teoria de la informacion.



El capitulo 3 titulado “Introduccion a la problemdtica de las distancias entre distribu-
ciones de probabilidad”, consta de una introduccién a la problematica principal de este
trabajo. En él argumentaremos sobre la importancia de medir distancias entre distribu-
ciones de probabilidad y daremos el marco formal que respalda a esta rama de la teoria
de la informacion. También mostraremos las consecuencias de utilizar una sola cadena
de muestra y el porqué recurrir a la teoria de la informacién para el andlisis de series
temporales.

El capitulo 4 titulado “Aspectos Metodoldgicos”, consta de la descripcion de los méto-
dos de mapeo y segmentacion (método del puntero y método de la ventana moévil). Alli
mostramos los argumentos de porqué es necesario hacer un mapeo de una serie temporal
a una secuencia simbdlica y porqué se recurre a métodos de segmentacion para el analisis
de una serie temporal.

El capitulo 5 titulado “Divergencia tipo Bregman”, consta del desarrollo tedrico y
definicién de una nueva divergencia que toma como argumento a entropias generalizadas.
Se define una nueva divergencia a partir de una interpretacion de la divergencia de
Kulback-Leibler como un operador de entropias y de la simetrizacion de la divergen-
cia de Bregman. Se mostraran las condiciones necesarias que debe cumplir una entropia
generalizada para que esta nueva divergencia cumpla con las propiedades deseadas. Luego
se aplicara la divergencia desarrollada en el capitulo a series temporales simuladas y de
origen natural. En los dos casos se usard el mapeo de Bandt y Pompe (introducido en el
capitulo anterior) y el método de segmentacion del puntero. Para el caso de series tem-
porales de origen natural se usaran senales tomadas de un electrocardiograma referidas a
situaciones de una fibrilacién auricular y en una ritmia normal del corazén [17].

El capitulo 6 titulado “Divergencia Gamma”, consta del desarrollo teérico de una
nueva divergencia generalizada a partir de propiedades de funciones convexas. Alli mostramos
que tanto la divergencia de Jensen-Shannon como el cuadrado de la métrica euclidea
pertenecen a una familia de divergencias que dependen de una cierta funciéon g(x). Se
mostraran las condiciones que tienen que cumplir las funciones g(x) para que esta fa-
milia de divergencias cumplan con las condiciones deseadas. En otra seccién del capitulo
se definira una nueva entropia generalizada que estd intimamente relacionada con la di-
vergencia Gamma. Se demostrara que esta nueva entropia cumple con las propiedades
que debe cumplir una entropia generalizada. En otra seccién se demostrard que para
un cierto conjunto de funciones g(z) la raiz cuadrada de la divergencia Gamma cumple
la desigualdad triangular, es decir, es una métrica. En la tltima secciéon del capitulo se
mostraran las aplicaciones a series temporales simuladas y de origen natural. En los dos
casos se utilizara el mapeo de Bandt y Pompe y el método de segmentacion de la ven-
tana movil. En el caso de las series temporales de origen natural se usaron seniales de un
electroencefalograma referidas a los distintos estadios de suefo.



El capitulo 7 titulado “Complejidad Estadistica”, consta del desarrollo y definicién de
una complejidad estadistica. Para esto usamos la divergencia y entropia generalizadas
introducidas en el capitulo anterior, y siguiendo el modelo de la complejidad de Lamberti,
Rosso y Pastino definimos una complejidad generalizada que depende de una cierta funciéon

g(z).

El capitulo 8 titulado “Caos y Ruido”, consta de la diferenciacién y distinguibilidad
de series temporales producidas por sistemas cadticos y ruidos coloreados mediante el uso
de la divergencia Jensen-Shannon. Este capitulo tiene una linea de investigacion distinta
a los capitulos anteriores ya que esta enfocado a la aplicaciéon de herramientas de teoria
de informacién y no al desarrollo teérico de nuevas herramientas. Con el proposito de
estudiar sistemas cadticos y ruidos coloreados desarrollamos un mapeo diferente al usado
en los demds capitulos. Este consta de dos etapas, la primera es generar una cadena
binaria y luego, a partir de esta generar una cadena alfabetizada. Para todos los analisis
se usard el metodo de segmentacién de la ventana mévil [18].

Aunque en cada capitulo se hard una conclusién técnica y parcial referida al mismo,
dedicaremos las ultimas paginas de la tesis para hacer una conclusion general.



3 Capitulo 1I: Marco Teérico

A los fines de presentar la notacién e introducir los principales conceptos utilizados a
lo largo de la tesis, acercamos al lector una breve introduccién a la teoria de probabili-
dades y a los procesos estocasticos. Se comentaran también las propiedades basicas de
las funciones convexas. Por ultimo se daran algunas nociones bésicas de teoria de la
informacion.

3.1 Breviario de Teoria de probabilidad
3.1.1 Medida de Probabilidad

Para entender el concepto de distribucion de probabilidad es bueno introducir primero la
vision frecuentista de la misma. La axiomatizacion del concepto de probabilidad surge
mucho después y es, en algin sentido, mucho mas abstracta. Es por eso que para delucidar
este concepto es bueno realizar un ejemplo representativo.

Supongamos que tenemos una bolsa llena de bolas de distintos colores, y queremos
saber qué probabilidad hay de agarrar una de color rojo. Lo primero que debemos hacer
es contar la cantidad total de bolas que hay en la bolsa, y luego contar la cantidad de
bolas rojas. El cociente de estas dos cantidades (si el nimero de bolas totales es lo
suficientemente grande) nos dara la probabilidad deseada:

cantidad de bolas rojas

(1)

probabitidady = cantidad de bolas
La cantidad de bolas totales reprensenta nuestro “ensamble” y el hecho de elegir (al
azar) una bola roja se lo llama evento. Para dar una fundamentacién axiomdtica de
la probabilidad es necesario brindar conceptos de teoria de la medida. Es por eso que
empezaremos nuestra descripcién de distribucion de probabilidad con la fundamentacion
de un espacio de probabilidad.

Si hacemos un analisis de la descripcion frecuentista de la probabilidad nos percatare-
mos de que si algin suceso es un evento su complemento también lo es, y si dos sucesos
son eventos la unién de los mismos también lo es. La siguiente definicién no es mas que
la formalizacién de lo dicho anteriormente ( [19]).

o—algebra: Sea () nuestro conjunto de eventos, se dice que una familia F de subcon-
juntos de € es un o—4élgebra (familia de eventos) sobre 2 si cumplen:

1. Qe F
2. Ae F = A° € F (donde A° es el complemento de A)
3. Al,AQ,"' E.F:> UzZlAZ E.F



Llamamos Espacio Medible al par (€, F).

A veces nos es mas comodo trabajar sobre un tipo particular de espacio medible.
Es por eso que necesitamos de una funciéon que nos lleve del espacio medible original al
espacio medible donde nosotros queremos trabajar. A esta funcién se la llama funcién
medible y en teoria de probabilidad, Variable Aleatoria (VA). En nuestro caso el espacio
medible en el que trabajaremos serd R”.

Variable aleatoria: Sean (2, F) y (£, F’) dos espacios medibles y sea X : Q@ —
un mapa entre ambos espacios. Diremos que X es una variable aleatoria si

XY A)eF, VA eF 2)

Lo que hemos hecho hasta ahora es construir un espacio al que se le pueda aplicar una
medida, en nuestro caso serd una medida de probabilidad. En Teoria de la Informacion,
en la mayoria de los casos, se trabaja con la medida de probabilidad y no con las funciones
medibles.

Probabilidad: Si es F es un o—algebra sobre () se dice que P : F — R es una
probabilidad si se cumple

1. 0 < P(A;) <1para A; € F
2. P(Q) =1
3. A1, Ay, .. € Fcon AiNA;=0sii#j = P (Ui Ai) = Tiza P(A)

Llamaremos a la terna (2, F, P) espacio de probabilidad.

Un concepto relacionado a la probabilidad es la distribucién de probabilidad. Supong-
amos que nuestra VA puede tomar todos los valores de la recta real. La distribucién de
probabilidad f(z) es una funcion tal que f(z)dz es la probabilidad de que la VA tome los
valores entre x y = 4+ dx. Formalmente definimos a la distribucién de probabilidad de la
siguiente manera.

Distribuciéon de Probabilidad Continua: Sea f : {2 — R una funcién no negativa.
Se dice que f es una densidad de probabilidad en R si

| rayda =1 (3)

A esta condicion se la llama normalizacion de la distribucién de probabilidad.

Supongamos ahora que nuestra VA puede tomar un conjunto numerable de valores, es
decir, nuestro espacio muestral es numerable. En consecuencia la distribucion de proba-
bilidad va a ser un conjunto de valores positivos que sumados cumplan con la condiciéon
de normalizacién. Formalmente se la define de la siguiente manera.
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Distribucién de Probabilidad Discreta: Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad
con () a lo sumo numerable. En este caso podemos tomar a F como un conjunto de partes
de 2. Definimos funcién de distribuciéon de probabilidad discreta p asociada a P por

p:Q—[0,1] (4)

de la siguiente manera
p(w) = P({w}) ()

con la siguiente propiedad: para cada A C 2 podemos determinar la probabilidad usando

la funcién distribucién
P(A) =3 P({w}) = > pWw) (6)

weA weA

y la propiedad de normalizacién

P(Q) =3 P({w}) =3 pw)=1 (7)

we we

El concepto de distribucion de probabilidad discreta nos acompanara en toda la tesis,
ya que las senales con las que trabajamos son mapeadas a una secuencia de simbolos
pertenecientes a un alfabeto finito.

Supongamos que deseamos saber la probabilidad de que una VA tome un valor deter-
minado y a la vez otra VA tome otro valor determinado. En otras palabras lo que estamos
buscando es la interseccion de dos eventos particulares. La probabilidad de la intersecciéon
de dos eventos tiene un nombre particular y se la llama probabilidad conjunta y se define
de la siguiente manera:

Probabilidad Conjunta: Formalmente hablando, si A;, A; € F definimos a la proba-

bilidad conjunta como

Se dice que dos eventos son independientes si son independientes en probabilidad:

Independencia en Probabilidad: Definimos independencia en probabilidad cuando

sucede que
P(A;, Aj) = P(4;)P(4;) (9)

Una cantidad importante es la Esperanza o primer momento de una VA discreta definida
por

E[X] = ; zip(€;) (10)

y se la puede interpretar como la generalizacion de la media aritmética.
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Momentos: El k-ésimo momento de una variable aleatoria X se define como

E[Xk] = Zﬁﬂ%) (11)

Varianza: Sea X una VA discreta se define varianza como
0* = EI(X — E[X]) (12)

Como veremos mas adelante la varianza es un caso particular de la autocovarianza cuando
las dos variables aleatorias son la misma. Particularmente en este caso se quiere cuantificar
el promedio de la distancia de los valores respecto de la media. Aunque para medir estas
desviaciones en distribuciones de probabilidad de las VA que tienen colas pesadas se
necesitan medidas de dispersion méas robustas. En nuestra caso serd de gran importancia
para definir el concepto de significancia que se detallard mas adelante.

3.2 Teoria de los Procesos Estocasticos

Una serie temporal es un conjunto de valores observados (experimentalmente o generados
por algiun algoritmo) de una variable dada, z;, representando ¢ al tiempo en que ese
valor se observa. Diremos que la serie temporal es discreta si el conjunto de valores de
tiempos ¢, es discreto. En los tltimos anios ha crecido notablemente el nimero de métodos
de estudio de las propiedades estadisticas de las series temporales. Ellos se originan en
conceptos clasicos de la estadistica, en la teoria de la informacion, y en otras areas de la
matematica. A su vez la importancia de las series temporales es que una gran variedad
de fenémenos naturales pueden representarse por medio de ellas. Secuencias genéticas,
registros electrofisiologicos (EEG y ECG), dindmica de motores moleculares, modelos
climaticos, etc., son claros ejemplos de esta presencia ubicua y de la importancia de las
series temporales, en las ciencias naturales. Desde un punto de vista formal, una serie
temporal se puede representar como un proceso estocastico. Es por ello que a continuacian
repasaremos las principales propiedades de este tipo de procesos (basado en [21]).

Proceso Estocastico Al ser los valores x; de cardcter impredecible es natural que los
tratemos como si fueran una variable aleatoria X;. Se define como Proceso Estocastico a
la familia de variables aleatorias {X;; V ¢ € T'}; definidas en un espacio de probabilidad
(Q,%,P). El parametro t no pertenece al espacio muestral, es decir, no es un evento. Esto
significa que para cada t tendremos una variable aleatoria X; : 2 — R; que vista como
una aplicaciéon es X : T"x 2 — R.

Se puede ver a la serie temporal {x1, o, ..., ,,} como una realizacién “particular” finita
del proceso estocéstico {X;;t € T'}. Viéndolo asi seria :

X aos o X1, Xoy ooy Xy X1 (13)
——

Z0y--yTn
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La sucesion de arriba es un proceso estocéstico, y la de abajo una serie temporal. El
hecho que tenga las letras en mintsculas es porque son un valor especifico (particular),
dentro del rango de la variable aleatoria, que ha tomado esta.

Autocovarianza: Sea {X;,t € T} un proceso estocastico tal que Var(X;) < co para
cada t € T, luego la funcién autocovarianza yx(h) de {X;} se define como

vx(r,8) := Cov(X,, Xs) = F[(X, — E[X,])(Xs; — E[X{])] (14)
Podemos definir la autocovarianza también de la siguiente manera
Vx (h) i= Cov(Xpyn, Xe) = E[(Xepn — E[Xen])(Xe — E[X4])] (15)

y la funcién autocorrelacion para el mismo proceso se define como

p(h) == —= (16)

La autocorrelacion es muy util en la estadistica cuando se tiene una sola serie temporal y
deseamos inferir el valor futuro de la serie, ya que nos brinda un conocimiento de como
se relacionan los valores de la serie entre si.

Existen procesos en la naturaleza que mapeados a una serie temporal presentan cierto
tipo de patrones, uno de ellos es el de la estacionareidad. En este tipo de situaciones
la senal se modela con un proceso estacionario, es decir, como un proceso en el cual sus
variables aleatorias que lo componen tienen la misma esperanza y también en el cual la
autocovarianza se repite para una cierta distancia de tiempo. Formalmente se lo define
de la siguiente manera

Proceso Estacionario: La serie de tiempo X;,t € Z se dice estacionaria si
1. E|X;|> < oo para todo t € Z
2. EX;, =mparatodot € Z
3. 7x(r,s) =vyx(r+t,s+t) para todo t,r,s € Z

Los procesos estacionarios son de gran utilidad tedrica especialmente para entender la
relacion entre el determinismo y la aleatoreidad, como se ve reflejado en el teorema de
descomposicion de Wold:
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Teorema: Descomposicion de Wold
Si 02 > 0 entonces podemos expresar a cualquier proceso estocéstico estacionario X
como

X = VH-Z%ZH' (17)

J=0

donde
Lgpg=1y Z;’;oiﬁ?
2. {Z,} ~WN (0,0?)
3. Z; € M, para cada t € Z
4. E (Z;Vs) = 0 para todo s,t € Z

5. Ve {M2 o My}

6. El proceso estocastico {V;} es Determinista

Los procesos estocésticos {X;} v {V;} y los coeficientes {¢;} estan univocamente deter-
minados por la ecuacién (17) y las condiciones (1-6). Dejaremos de lado la demostracion.
Por mas que no utilizaremos este teorema nos surgié la necesidad de expresar este
resultado ya que nos muestra las concecuencias de tener un proceso estacionario. Fl
hecho de poder descomponer un proceso estocdstico en la suma de dos procesos comple-
tamente antagonicos nos afirma nuevamente lo importante que es estudiar los procesos
deterministas y aleatorios. Se estudiaran este tipo de procesos en el capitulo 8.

Teniendo ya el concepto de autocovarianza es posible definir el Ruido Blanco. Mas
alla que este proceso se utilizara de forma explicita en el capitulo de “Caos y Ruido”, es
de gran importancia en toda la investigacién aunque sea de forma implicita. Esto se debe
a que en muchos momentos de la tesis trabajamos con secuencias simbélicas que tienen
distribuciones que podrian ser generadas por este tipo de proceso.

Definicién: ~RUIDO BLANCO: Sea {Z;} un proceso estocéstico con varianza o2. Se lo
llamara ruido blanco si cumple con las siguientes condiciones:

1. E(Z;) =0, para todo t entero.
2. v(h) =oc%-46(h).
De manera equivalente, esta tltima condicion se la puede escribir como:

o2 sih=0

Wl)z{o ;si h#0 (18)

Se suele resumir los parametros del proceso poniendo

{2} ~WN(0,07) (19)
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3.3 Propiedades de las Funciones Convexas

En esta seccion describiremos las propiedades de los conjuntos y funciones convexas a
utilizar en las siguientes secciones (para mas detalles ver [22]). La definicién de funcién
convexa es fundamental para entender gran parte de nuestra investigacién y serd usada
en reiteradas ocaciones.

Definicién: (Segmento Linea) Sean z e y dos puntos de R™. Definimos como sege-
mentos linea Ty a todos los puntos de la forma ax + Sy donde a« > 0y 8 > 0 con
a+ =1

Definicién: (Conjunto Convexo) Decimos que S es un conjunto convexo si para
cada par de puntos x e y se cumple que 7y C S.

Definicién: (Funcién Convexa) Sea f una funcién a valores reales definida sobre un
dominio convexo D C R". Luego f es convexa si

flaz + By) < af(x) + Bf(y) (20)

para todo x e y en D y para todo a« > 0, § > 0 con a+ = 1. Decimos que f es concava
si la desigualdad se cumple de manera invertida.

Uno de los teoremas fundamentales para la tesis, y que lo usaremos en uno de los
trabajos de investigacion es el siguiente. Este afirma que una funcién es convexa si y solo
si su hessiano es positivo.

Teorema: Sea f una funcién a valores reales definida en el intervalo abierto (a,b) € R
y si suponemos que f” existe en (a,b). Entonces f es convexa si y solo si f”(t) > 0 para
todo t € (a,b).

PRUEBA: Suponemos que f es convexa con x e y en el intervalo (a,b) con = < y.
Dada t; = y,ts,t3, -+ una sucesién decreciente convergente a x, y tomamos f(t1) =
f(y), f(t2), f(t3),--- las correpondientes imagenes, luego

. flx) = f(t) :
/ pu— —_—
fl) == o = 1)

donde my, es la pendiente del segmento linea que une los puntos (z, f(x)) y (tx, f(tx)).
Pero my, es una sucesion decreciente, por lo tanto, f'(x) < my para cada k y en particular

f'(x) < my = pendiente(z, f(x))(y, f(y)) (22)

Entonces f'(z) < f'(y). Se sigue que f’(x) es nodecreciente y por lo tanto f”(x) > 0 en
(a,b).
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Ahora suponemos que f”(x) > 0 en (a,b) por lo tanto f'(x) es nodecreciente. Sean x
e y dos puntos de (a,b) con z < y y z = ax + Sy una combinacién convexa de esos dos
puntos. Del teorema fundamental del calculo tenemos que

12 = f@) = [ F®d< ) - a) (23)
ya que f'(t) toma un maximo en z. Por otra parte tenemos también
f) = £ = [ £Wde= FE)y-2) (24)
ya que f'(t) toma un minimo en z. Esto nos da
£2) < fl@)+ f ()= =) (25)
OESOEIOITEE (26)

Se sigue que tenemos

f(z) =af(z) +Bf(z) <
<alf(x)+ f(2)(z =)+ Blf(y) — f'(2)(y — 2)] = (27)
=af(z) + Bf(y)

mostrando que f(z) es convexa.

El corolario siguiente seré necesario para las proximas aplicaciones de las propiedades
de las funciones convexas, especificamente para el entendimiento de la divergencia de
Bregman que se detallara en capitulos posteriores, ya que garantiza su positividad.

Corolario: Sea f(Z) una funcién convexa, definimos como ¢(Z) al hiperplano tangente
en Z dado por

9(7) = £(2) + Yol — >§f — (T2 Vit ) (25)

=1

r=z

Como f(Z) es convexa y doblemente diferenciable tenemos que 833}/( > 0. Por lo tanto el
plano tangente no toca ningtin punto de f(#) para cualquier punto Z. Entonces se obtiene

que para cualquier &

f(@) —g(@) =0 vz (29)

Donde la igualdad se cumple para © = 7.
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Teorema: (Desigualdad de Jensen) Sea f una funcién a valores reales definida sobre
el subconjunto convexo D de R", y sea ayxy + - -+ + T, una combinaciéon convexa de
los puntos x1, -+ ,x,, de D. Con a; > 0 parai:1,--- ,mya;+- -+ a, = 1, entonces
si f es convexa tenemos que

f(@ll’l‘f“"' +am~rm) S Oélf(xl) ++Q‘mf(xm> (30>

Prueba: Demostraremos para m = 3, ya que la extension se hace por induccién. Sea
B = ag + ag luego %xQ + %x;), es una combinacioén convexa para los puntos x, v x3. Pero
se sigue cumpliendo que a; + 8 =1 con 3 > 0, concluimos entonces que

floazy + agwg + asxs) = f <Oé1$1 + 4 (ngg + ng,))

< arf(ar) + Bf <Oé932 + Cg’xg) (31)

< ayf(zy) + oo f(wz) + asf(xs)

Por inducciéon se puede mostrar para m > 3.

Si a los pesos {; } los tomamos como probabilidades de los valores {x;}, y a los valores
{z;} los tomamos como valores de una cierta variable aleatoria, la desigualdad de Jensen
toma la siguiente forma

E(f(X)) = F(E(X)) (32)

Teorema: Sea f una funcion a valores reales definida sobre el subconjunto convexo D
de R™ y sea g una funcién convexa definida sobre I C R. Suponemos que f(D) C I y que
g es una funcién no decreciente, luego la composicion g o f es convexa en D.

PRUEBA: Siendo f convexa y g convexa y no decreciente tenemos

9(flax + By)) < glaf(z)+ Bf(y))

< ag(f(@)) + Aol F)) (33)

Mayorizacion: En este apartado daremos algunas de las definiciones de la teoria de
mayorizacion. Esta teoria es muy extensa y tiene muchas aplicaciones.
Diremos que el vector P = {py,- -, p,} mayoriza al vector Q = {q1, - ,qn} si

n—1 n—1

dDopi=D 4 (34)

i=1 i=1

Zpi = Z qi (35)
i=1 i=1
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Esto trae como consecuencia que para cualquier funcién convexa ¢ se tenga que

> o) > o(a) (36)

Esta propiedad serda de mucha importancia para una parte de la investigaciéon, especifica-
mente en la definicién de una entropia generalizada.

3.4 Elementos de Teoria de la Informacion

3.4.1 Entropia

La entropia es un concepto fundamental en la fisica. Aunque sea su interpretacion estadis-
tica la que mas nos interesa, es importante explicar el significado macroscépico de esta,
ya que este fue el primero que se conocié. Es por eso que daremos una breve resena del
significado que tiene esta para la termodinamica. Entre los afios 1700 y 1900 en plena era
industrial la maquina de vapor era la principal protagonista. Se observaba que durante
una parte del ciclo la maquina extraia calor de una fuente caliente y entregaba calor a
una fuente fria. Es por eso que se decia que un motor funcionaba entre dos fuentes. Los
cientificos de la época enunciaron el segundo principio de la termodinamica de la siguiente
manera: Fs imposible construir un motor que, funcionando segun un ciclo, no produzca
otro efecto que extraer calor de una fuente y realizar una cantidad equivalente de trabajo.
Fue Clausius [23] quien demostré que para un proceso reversible que va de un estado A
hasta un estado B existe una funcion de estado, que llamo entropia y que cumple con

b §5Q)

2 = 50) - S(a) (37)
que en su forma diferencial tiene la siguiente expresion

0Q

— =d

T S (38)

En equilibrio las variables termodinamicas toman los valores que maximizan a la entropia.

Fue el fisico austriaco Ludwing Boltzmann [24] en la década de los setenta del siglo
XIX quien pudo darle una interpretacion estadistica a la entropia. Sus ideas quedaron
plasmadas en la famosa expresion

S = kln(W) (39)

donde k es una constante y W es la cantidad de microestados del sistema. Una formulacién
alternativa a esta fue realizada por Josiah Willard Gibbs [25] quien expresé a la entropia
de un sistema en la forma:

S =—k Zpi In p; (40)

donde p; es la probabilidad del microestado i. Es esta formulaciéon la que tendremos
mas en cuenta ya que, como se vera, guarda una cercana similitud con la entropia de
informacién de Shannon.
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3.4.2 Entropia de informacion y Teorema de Kinchin

Supongamos que tenemos un canal de comunicacion que nos manda informaciéon mediante
simbolos con cierta probabilidad. Esto nos permite repesentar nuestro canal mediante
una sucesion de eventos {Aj,---, A,} con sus respectivas probabilidades de ocurrencia
{p1,-++ ,pn}, con X% p; = 1y p; > 0. Llamaremos a Hlpy, - ,p,] = — >, pilogp;
entropia de informacion con la condicion de que p;logp; = 0 si p; = 0. Se la puede
interpretar como la incerteza en la informacién que envia el canal. Si sélo un simbolo es
trasmitido, digamos el simbolo j, p; = 1 y p; = 0 para todo ¢ # j. Entonces H = 0.
A su vez si todos los simbolos tienen la misma probabilidad de ocurrencia, la entropia
es maxima. Esta afirmacion se puede demostrar usando la desigualdad de Jensen. En
efecto, usando la convexidad de la funcién ¢(x) = zlog(z),

¢ (:L i]%) < :L Z o(pi) (41)

tenemos que

1 1.1 1 1
)= Clog = < =S pilogpi = ——Hpy, -, pn 42
¢(> nogn_n;p ogp " [p1 Pnl (42)

lo que nos da que
1 1

H[pla"'7pn]§10gn:H|:7"'):| (43>
n n

Otra importante propiedad resulta de tener otro canal de informacién con eventos { By, - - - , B, }
con sus respectivas probabilidades {q, -+ ,¢,}. Si estos canales son independientes en-
tonces la informacién conjunta sera igual a la suma de las dos informaciones por separado.
Si los canales son independientes entonces la propabilidad conjunta también lo es, esto

€S, Tir = Piqk

H(AB) = =) mplogm > pig(logp; + logqr) = H(A) + H(B) (44)
i,k ik

Ahora veremos que si en nuestro canal existe un evento con probabilidad cero, la entropia
de informacion no cambia. Esto se ajusta a lo que uno en la cotidianeidad entiende de
informacion. Se puede ver por definiciéon que

H[pl;"'7pna0}:H[pl7“'7pn] (45>

Relaciéon entre la Entropia y la Informacién Mutua Se puede definir a la entropia
condicional de la variable aleatoria Y dado X como la incertidumbre producida solamente
por Y ya que se observé X. Su formulacién matemética es la siguiente

H(Y|X) = ZP = 1) > p(Y = y;|X = 2:) Inp(Y = ;| X = ;) (46)



19

Esta definicién nos permite ver que
HY|X)=H(X,Y)—- H(X) (47)

donde H(X) es la entropia referida a la variable aleatoria X y H(X,Y) se la puede
interpretar como la incertidumbre producida por las dos variables en conjunto. Podemos
escribir nuevamente esta ecuacion de la siguiente manera

HX,)Y)=HX)+HY|X)=H(Y)+ HX|Y); (48)
sumando y restando H(Y) tenemos que
HX,)Y)=HX)+HY)-HY)+ HY|X); (49)
Teniendo esto en cuenta podemos definir a la Informaciéon Mutua como
I(X V) = HY) - H(Y|X) = H(X) - H(X|Y); (50)

La cantidad I(X :Y) representa la incertidumbre compartida entre las dos variables.
Se puede ver que si tomamos la misma variable aleatoria, es decir, calcular la auto-
informaciéon mutua, tenemos

I(X : X) = HX) - HX|X) = HX); (51)

ya que H(X|X) = 0. Esto se debe a que la incertidumbre de la variable aleatoria X dado
que se observo X tiene que ser 0.

3.4.3 Entropias Generalizadas

Por diversas motivaciones, se han introducido otras expresiones de incerteza. Entre estas,
hay dos que particularmente nos resultaran de interés en el presente trabajo:

Entropia de Rényi: La entropia de Rényi [3] generaliza a la entropia de Shannon me-
diante un parametro «. Es utilizada en el contexto de ecologia como indice de diversidad
y en mecanica cuantica como medida de entrelazamiento. Nosotros la tomaremos en el
contexto de la Teoria de Informacién como una generalizaciéon de la entropia de Shannon
para la obtencién de divergencias generalizadas.

Sea P = {p1,- -+ ,p,} una distribucién de probabilidad discreta de una variable aleato-
ria X, sea o > 0y a # 1 definimos a la entropia de Renyi como

) = o (Yot (52
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Se puede ver que >; ps* > 1 para0 < o < lyes>,;pd < 1paraa > 1, usando la definicién
(52) vemos que es no negativa para « > 0. También se puede ver que si tomamos una
distribucién uniforme, es decir, {p;} = 1/n Vi tenemos

1 1 1
HE[P] = log | — = log (N'7%) =1 53
1P = o 72 50) = g tor (1) = 1ok (53
esto vale para cualquier « y es, ademas, el valor maximo de la entropia.

Supongamos que tenemos dos canales de comunicacién independientes representados
por una distribucién de probabilidad p;; = p;p; se puede ver que

HEP = ' log (%:p?p?) (o () () e

l—«

Esto nos dice que es aditiva cuando las distribuciones de probabilidad son independientes.
Si derivamos respecto de a tenemos

dHJ[P] 1 (Z pq) (1 —a) ¥ log(pi)pf

do 1—az ® (1-a? 5,0

B u_lyzwog <i> +((11__§>)22.Zi1°%:

1 2
- - .1 il
(1 —a)? ZZ o (pz)
24

donde z; = DRTE La ultima sumatoria es positiva ya que es la divergencia de Kullback-
iPi
Leibler (en el proximo capitulo lo demostraremos), es decir, que la entropia de Renyi es
no creciente respecto a.

Hay tres valores destacables del parametro, a =0, a =1y a = oo.

Se puede ver facilmente que para a = 0 se obtiene el valor maximo de entropia

(55)

1 n
HE[P] = T los (Z p9> = logn (56)
- i=1
Si hacemos el limite para a tendiendo a 1 se obtiene la entropia de Shannon
. R _ ) .
O}E}l Ha [P] - ;pz Ingz (57)

En cambio, si realizamos el limite para a = 0o se obtiene el minimo valor de entropia

HOJE [P] = — log(max p;) = min;(— logp;) (58)
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Usando estos resultados podemos escribir la siguiente desigualdad
HE > HE > HE (59)

Otra propiedad importante es que si tenemos una distribucion determinista, es decir,
P =(1,0,---,0) la entropia de Renyi vale cero.

HE[P] = —— log(1) = 0 (60)

-«
Un resultado importante relaciona la entropia de Renyi con la energia libre F' =
—T'In Z [27], donde Z es la funcién particién. Supongamos que tenemos un sistema fisico
en equilibrio a temperatura 7y y la distribucion de probabilidad de los estados esta dada

por
Di = eiEi/TO (61>

Supongamos ahora que tenemos el sistema en otra temperatura 7', nuestra distribucién
de probabilidad va a estar dada por

o—FEi/T
- (62)
la funcion particion esta dada por
Z=>3 e BT (63)

Si ponemos o = Ty/T tenemos que

1 T F
R _ To/T ) _ -E/T | _ _
Hz, [P = To/T In (Z D; ) T T, In (Z e ) T T (64)

% %

Entropia de Havrda-Charvat-Tsallis (HCT): La entropia de Havrda, Charvat y
Tsallis ( [28], [4]) también generaliza la entropia de Shannon mediante un parametro.
Se la utiliza en el ambito de la Teoria de la Informacion para estudiar intercambios de
informaciéon de sistema que estan fuera del equilibrio.

Sea P = {p1,--+ ,p,} una distribucién de probabilidad discreta de una variable aleato-
ria X, sea o > 0y a # 1 definimos a la entropia de Havrda, Charvat y Tsallis como

@—gﬁ) (65)

La entropia HCT no es aditiva para distribuciones independientes, es decir, si tenemos

1

oz—l'

HY =

«
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una distribucion m = PQ

Hg;(ﬂ—):a—l ( Zﬂ'”):

2 1

:a—l_a—lz ( sz Zqﬂ&_g:pfzq?)

=(ail(l—§Mﬁ)+(ai1(f—%ﬁﬁ)+ﬂl—®ﬂﬂmﬂﬂ@*:

= HI'(P)+ HY(Q) + (1 — o)HL (P)H(Q)

—1 (1_219?25’?) -

(66)
Como dijimos anteriormente la entropia HCT tiende a la entropia de Shannon, en el limite
para a — 1

lim
a—1 v —

<1 - Zm) = — > pilogp (67)
Otra propiedad importante es que si uno tiene una distribucién determinista, es decir,
P =(1,0,---,0) la entropia HCT vale cero.

1

HIP) = ——

(1-1)=0 (68)

3.4.4 Divergencias

Una divergencia es una medida de disimilitud entre dos distribuciones de probabilidad.
Es decir, es un funcional que como argumento tiene dos (o mas) distribuciones de proba-
bilidad, pudiendo ser simétrica o no respecto a sus argumentos. Nosotros trabajamos con
divergencias entre distribuciones de probabilidad discreta. A este fin utilizaremos estas
herramientas para el analisis de series temporales. En el contexto del analisis de sefiales
las divergencias tienen muchos usos; uno de ellos es cuantificar cambios de la sefial que a
simple vista no se observan. Una divergencia tiene las siguientes propiedades

e D(P)Q) >0
e D(P||Q)=0siysolosi P=@Q

e D(P||Q) # D(Q||P), si es no simétrica
. D(PIQ) -

D(Q||P), si es simétrica

donde P y @ son distribuciones de probabilidad discreta. Una de las divergencias méas
conocidas y usadas es la entropia relativa o Divergencia de Kullback-Leibler, definida
como

Din(PIIQ) = zw%() (69)
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donde P = {p;}., v Q = {q;} Y, representan la distribucién de probabilidad de N estados
posibles de una varlable aleatoria X. Esta divergencia es no simétrica y definida positiva.
A esta divergencia se la puede interpretar como la cantidad de informacién extra (en
bits) que uno necesita si observa un cédigo basado en una distribucién de probabilidad @
cuando en realidad esperaba uno basado en una distribucién de probabilidad P. En los
siguientes parrafos demostraremos la positividad de esta divergencia usando la desigualdad
de Jensen.

~Dicr(PIIQ) = = X p(w) log (ﬁg)

< log Z pla:) Ex

= log Z q(z;)
—0

/\

(70)

~—

~—

g~

es decir Dk (P||Q) > 0 como queriamos demostrar (para més detalles ver [30]). Obvia-
mente Dk (P||Q) # Dkr(Q||P). Podemos escribir a la Dy, en términos de la entropia
de la siguiente manera

Dx1(PI|Q) = ~H[P] Y piloga, (71)

En estos términos se entiende mas porqué se la considera como un extra de bits respecto
del modelo referencial P. También se puede ver de la definicién que Dk (P||Q) =0siy
solo si P = (). La mejor forma de verlo es mirando la desigualdad del segundo y tercer
renglén de la ecuacion (70), ya que la igualdad se cumple si y solo si p = ¢. La divergencia
de K-L esté definida si y solo si g(z) es distinto de cero cuando p(z) es igual a cero.
Ahora mostraremos la relaciéon que hay entre la informacién mutua y la entropia
relativa. Para ello necesitamos escribir a la informacién mutua de una manera diferente.

I(X:Y)=HY) - HY|X) =
= —Zpy log p(y:) + > p(x;, yi) log(p(yilz;)) =

2%

= 3 ooy ) osloln)) + Xokeyton () = (72

i3 2
p(x), yi)
St 2230
2Pl w8 |
Esto nos da que

05 Y) = X playotog 220 (73)

i z)p(yi)
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Teniendo esto podemos establecer la relaciéon con la entropia relativa
(X :Y) = Dgr(P(X,Y)[|P(X)P(Y)) (74)

Visto de otro modo es la distancia entre la probabilidad conjunta y la probabilidad con-
junta si los eventos fuesen independientes. La divergencia de K-L también se puede
expresar como el valor de expectacion:

E

p(z,y)
p(zy) l0g ———7~ (75)

p(z)p(y)
Asociada con la entropia de Renyi, se puede introducir la divergencia de Renyi

Lo (32 (70

i )

Da(Pl|Q) =

para valores de alfa 0 < o < oo y a # 1. Cuando realizamos el limite de alfa tendiendo a
1 se obtiene la divergencia de Kullcack-Leibler.

La divergencia de Kullback-Leibler pertenece a una familia de divergencias conocidas
como Csiszar [31] o divergencias-f, definidas como

DAPIQ) = Sons ( ) (77)

donde f es una funcién convexa, y ademads se tiene que satisfacer f(1) =0y f"(1) = 1.
Se puede demostrar usando la desigualdad de Jensen que esta divergencia es positiva

Dy(Pl|Q) = Ep(f(X)) = f(E(X)) = f(1) =0 (78)
También se puede ver que es igual a cero si y solo si P = ). Si P = () tenemos
Dy(P||P) = Zpl = (79)

ya que por definicién f(1) = 0.

La reversa la dejaremos para el apéndice. Una expansion de Taylor puede mostrar el
comportamiento cuadratico de las divergencias Csiszar cuando estudiamos distribuciones
de probabilidad cercanas

op?
Dy(PIP+5P) = 5 2 +o(zapz) (50)

Una divergencia muy utilizada en el contexto del andlisis de senales [32] y en otros cam-
pos de la fisica [33] es la divergencia de Jensen Shannon (D;g). Esta se puede relacionar
con Dgy de la siguiente manera

Dys(PIQ) = 3 Dice (P25 D) 4 DDie (0,759 (1)
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es decir, es una simetrizaciéon de la divergencia Dgy. Como se puede ver corrige el

problema que tenia la Dy de que ¢; no podia valer cero. A la distribucién M := PL2Q

se la entiende como distribucion mezcla. Otra manera de escribir la D ;g es mediante la

entropia de Shannon dada por H[P] = — Y, p; log, p;

P+Q 1 1
| - 5HIP - SHI@ (52

Dys(PlIQ) = H |

La demostracion de que la divergencia de la Jensen-Shannon cumple con las propiedades
correctas referidas a una divergencia simétrica lo dejaremos para el capitulo de la diver-
gencia Gamma que es parte de nuestra investigacion. Esto se debe a que la divergencia
de Jensen-Shannon es un caso particular de la divergencia Gamma.

Uno puede generalizar el concepto de distribucion mezcla para pesos diferentes a 1/2 y
mas de dos distribuciones, es decir, M :=>"" , m; P, con my,mg, -7, > 0y >, m =1. En
este sentido la divergencia de Jensen-Shannon construida para una mezcla generalizada
es

D3y ™ (P P) = H (Z m) -2 mH(R) (83)
i=1 i=1

La divergencia de Jensen-Shannon tiene una propiedad muy importante en el contexto
geométrico, y es que la raiz cuadrada de D g

D;s(P||Q) (84)

cumple con la desigualdad triangular, es decir, que es una métrica.
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4 Capitulo III: Problematica de las distancias entre
distribuciones de probabilidad

4.1 Consecuencias estadisticas de tener una sola secuencia de
muestra

En algunas ocasiones es posible realizar experimentos controlados (repetibles varias veces
bajo idénticas condiciones iniciales) que permiten obtener varias realizaciones particulares
del mismo proceso estocédstico. Sin embargo, esta no es la situacion mas comun. Casi
siempre la serie temporal se refiere a un periodo muestral que tan solo es una parte de la
historia del proceso estocastico que subyase en dicha serie. En lo que sigue haremos un
resumen de la estrategia utilizada en los casos de tener solo una secuencia pero desde la
perspectiva de la Inferencia Estadistica y no desde la Teoria de la Informacién. Esto nos
ayudara a entender porqué elegimos el enfoque previsto por la Teoria de la Informacion.

En el Analisis de Series Temporales es de interés poder inferir el valor que tomara la
variable aleatoria Xy dado los datos observados (z1, ..., zny_1). Cuando tenemos una sola
cadena nos vemos obligados a hacer ciertas suposiciones tales como la estacionareidad y
ergodicidad del proceso subyacente a la serie temporal.

Cuando el proceso es estacionario los parametros p, 7o,71,72,---, €s decir, la media y
la autocovarianza, pueden estimarse a partir de una sola cadena de observaciones. Para
una muestra o, ..., £, asociada al proceso estocéstico {X,} los estimadores son

. 1 &
Hn = — Z T5 (85>
nizo
1 n—=k
e = - > (@i — fix)(@in — fix) (86)
1=0

Una pregunta a hacerse es si los estimadores son consistentes con los valores reales de la
media (u) y de la autocovarianza (7, para cualquier k). Esta pregunta se responde si
imponemos la condicién de ergodicidad en el proceso. Pero esto no es suficiente ya que
necesitamos saber el proceso subyacente a la muestra. Este problema se puede solucionar
imponiendo un modelo.

No resolveremos aqui de manera exhaustiva este problema; solo daremos un bosquejo
de como se resolveria desde la perspectiva de la Inferencia Estadistica. Como se verd en
la secciones siguientes, la metodologia usada, en conjunto con las herramientas de teoria
de la informacién, nos permitiran estudiar la distinguibilidad entre dos series temporales
teniendo una sola secuencia de muestra.
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4.2 Distancias entre distribuciones de probabilidad

Desde la ciencia se ha intentado siempre caracterizar objetos y procesos. Para carac-
terizarlos o diferenciarlos es siempre necesario un cuantificador, es decir, algo que dado
ciertas cantidades nos de un niimero de referencia. Desde la teoria de la informacion se
ha buscado cuantificadores de distiguibilidad entre distribuciones de probabilidad con el
objetivo de distinguir fragmentos de una senal, estados cudnticos o procesos estadisticos,
por ejemplo. Para definir a un cuantificador de distinguibilidad recurrimos a la definicién
de métrica de un espacio métrico. Una métrica nos da una referencia de cuan distintos son
dos elementos de un espacio métrico y es por eso que nos basamos en esta definicion. En
esta tesis se presentan dos casos en los que las divergencias son métrica, uno como la raiz
cuadrada de la divergencia de Jensen-Shannon, y el otro corresponde a ciertos ejemplos
de divergencias Gamma.

Como se vi6 en el capitulo anterior las herramientas presentadas se aplicaran a dis-
tribuciones de probabilidad discreta. Esto, a su manera, nos da un marco de referencia
de que tipos de problemas podemos abordar en el contexto del andlisis de senales. Du-
rante la tesis se aplicaran las herramientas desarrolladas a senales obtenidas por procesos
reales o senales simuladas por un programa, sea cual sea el caso, es importante aclarar
ciertas cuestiones que van méas alla del origen de la senal. Como dijimos anteriormente
el objetivo primario es obtener una distribucién de probabilidad discreta y para eso es
necesario que nuestra sefial contenga un alfabeto finito. A esta senal la llamaremos cadena
simbdlica. Sea C = {¢1, -+ ,cy} una cadema de simbolos donde N es un nimero finito,
y con {¢; € A}i<y, donde A es un alfabeto finito. Ya teniendo a nuestra disposicién
la cadena simbdlica es posible calcular la distribucion de probabilidad discreta en base
a un algoritmo frecuentista. FEsto es principalmente una consecuencia de que estamos
trabajando con alfabetos finitos. Este seria el paso basico en los estudios que haremos,
las herramientas que utilizaremos dependeran de forma exclusiva de esta funcion.

Obviamente no siempre tenemos en nuestras manos una secuencia simboélica. En
muchos casos, tanto en senales reales como simuladas, los datos obtenidos son niimeros
reales. Si lo expresamos matemadticamente, definimos a & = {s1, -+ ,sy} como una
secuencia de nimeros reales. En este caso la situacién es bastante diferente ya que no
tenemos un alfabeto conocido. El analisis de secuencias de niimeros reales se hara de una
manera indirecta. Es decir, la idea seria poder transformar esta secuencia de nimeros
reales en una cadena o secuencia de simbolos. A este tipo de transformacion se la llama
mapeo. Es aqui donde surgen varios interrogantes: ;perdemos informacion al realizar el
mapeo?, si es asi jqué ventajas traeria realizar el mapeo? ;Qué perdemos y qué ganamos al
hacer el mapeo? Como es de imaginar perdemos informacién cuantitativa. Esto se debe a
que no existe una transfomacion o funciéon univoca entre los reales y los enteros. Hacemos
la relacién con los enteros porque cualquier alfabeto finito tiene un mapa univoco con
los enteros. Pero si perdemos informacion cuantitativa jpor qué buscar un mapeo a una
secuencia simbolica? Podriamos decir, erréneamente, que es porque usamos distribuciones
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de probabilidad discreta, pero esto en realidad es la consecuencia. La verdadera razon
estd en lo que buscamos de la secuencia de niimeros reales, y esto es, su estructura, su
dindamica, sus fluctuaciones, sus cambios. No estamos interesados, en primera instancia, en
los valores que toma la senal de niimeros reales sino en analizarla desde otra perspectiva.
Es por eso que si el mapeo es el adecuado podra plasmar todas estas caracteristicas.
En consecuencia, obtenemos un secuencia de simbolos que representa en alguna medida
a la senal original pero a la cual se le es posible calcular o estimar su distribucion de
probabilidad discreta. Las herramientas que se presentaron en el marco tedrico y las
que se prensentaran en los futuros capitulos son basicamente medidas de distinguibilidad
entre dos distribuciones. Pero el trasfondo de esto es ver que los cuantificadores van a
depender de estas propiedades (estructura, dindmica, etc.). Si mediante el mapeo nuestra
distribucion de probabilidad representa de algin modo cierta estructura y dindmica, la
medida de distinguibilidad entre dos distribuciones cuantificara diferencias de estructura
o dinamica de las series. Como se vera en las aplicaciones se podra distinguir cambios
cualitativos importantes en sefiales de suenio, o en ECG, o en senales simuladas de mapas
cadticos y ruidos.
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5 Capitulo IV: Aspectos Metodolégicos

Daremos aqui algunos detalles de cémo implementaremos las herramientas teéricas de-
sarrolladas en la tesis. Sea & = {s1, -+, sy} una secuencia de nimeros reales. Como
aclaramos en la seccion anterior estamos interesados en distinguir propiedades tales como
la estructura y la dindmica de una serie temporal. Es por eso que se recurre a una transfor-
macion o mapeo de esta secuencia de niimeros reales a un secuencia simbolica. Pero atun
teniendo la cadena simbdlica si el mapeo no es el adecuado la obtencién de informacion
de estructura se puede perder. Supongamos que tenemos dos secuencias C; = {0,0,1,1} y
Cy ={0,1,0,1}. Como se puede ver estructuralmente son distintas pero tienen la misma
distribucion de probabilidad de ocurrencia de los simbolos 0 y 1. Esto es un problema ya
que la entropia serd la misma y las medidas de distinguibilidad las tomaran como idénti-
cas. Es por eso que a veces se recurre a otro tipo de mapeo como veremos en el capitulo
8. Esto nos deja una ensenanza importante: la distribucion de probabilidad no distingue
estructura de por si, es necesario un mapeo adecuado y como se vera mas adelante un
proceso de segmentacion. Pero para aclarar o resumir podemos decir que hay tres pasos
bésicos: el mapeo a un secuencia simbolica, la segmentacion y la posterior obtencién de la
distribucion de probabilidad. En los parrafos siguientes detallaremos uno de los mapeos
que m&s usaremos por su simpleza y eficacia: el mapeo de Bandt y Pompe [34].

5.1 Mapeo de Bandt y Pompe

El mapeo de Bandt y Pompe consiste en tomar una serie temporal X = {z1,--- ,xn} y
transformarla a una secuencia simbélica C de la siguiente manera. Sea una serie de tiempo
discreta de valor real {z(t)}:>0 y sean dos enteros d > 2 y 7 > 1, siendo d la dimension
de inmersion y T el tiempo de retardo respectivamente. Lo que haremos sera armar
vectores llamados vectores de permutacion, que tienen una dimension d. El parametro 7
representa la distancia al vecino que queremos tomar en cuenta. Formalmente se escribe
de la siguiente manera: A partir de la serie de tiempo original se introduce el vector
d-dimensional Y

}/;lt,T - ('th(dfl)ﬂ oy Lty xt)’ t> (d - 1)7— <87)

Nos moveremos a lo largo de cada posicion dentro de la serie de tiempo y asi formare-
mos N — (d — 1)7 vectores d-dimensionales Y. Existen condiciones tanto para d como
para 7 con el fin de que el vector YJ’T conserve las propiedades dinamicas del sistema
completo (teorema de Takens). A continuacién, las componentes de la trayectoria del es-
pacio de la fase Y se ordenan de forma ascendente. Entonces se puede definir un vector
permutacién ITj; , cuyas componentes son las posiciones de los valores ordenados de Yy .
Como ejemplo, se toma la serie temporal x; = (1.7;2.1;1.5;1.4;2) y se aplica a ella el
mapeo de Bandt y Pompe para d = 3 y 7 = 1. De este procedimiento se obtienen los vec-
tores Y, _ correspondientes a la serie X; que son Y3, = (1.7;2.1;1.5) , Y} = (2.1;1.5;1.4)
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y Y331 = (1.5;1.4;2) , y los vectores de permutacion correspondientes son II; = (1;2;0) ,
I, = (2;1;0) y II3 = (1;0;2) . Cada uno de estos vectores representa un patrén (o forma).
Existen d! posibles patrones. Luego se calcula de forma frecuentista las probabilidades
de aparicion de cada uno de los patrones, es decir, la distribucion de probabilidad. En la
figura 1 se ejemplifica el método.

Podemos explicar el mapeo como una receta. Supongamos que tenemos una secuencia
de nimeros reales X = {z1,--- ,xy}, partimos del casillero 1, es decir, de z1, y armamos
un vector de dimensién d con los siguientes (d — 1) vecinos. Esto se debe a que 7 es
igual a 1. Pero si esto no fuese asi, si por ejemplo tenemos 7 = 2, tomariamos d nimeros
eligiendo uno por medio, es decir, estarfamos en la secuencia a (d — 1)2 casilleros mas
adelante. Esto se puede generalizar para cualquier entero 7 > 1, es decir, que si nos
paramos en el casillero ¢ y armamos el vector estarfamos en el casillero t + (d — 1)7.
Pero volvamos al caso mas comun, y el que vamos a utilizar, en el que 7 = 1. En este
caso ya armado el vector Y&m), armamos otro vector llamado vector de permutaciéon
en el cual cada casillero tiene la posicién de una lista de orden creciente de magnitud
(empezando en 0). Existirdan d! diferentes formas de patrones del vector de permutacion,
a cada una de esas formas le asignamos una letra o un ntimero de un alfabeto finito A.
A esta letra o nimero lo denominaremos a; con i < d!. Teniendo ya este vector, que
lo denominamos H%dﬁ), corremos el cursor para el casillero 2. Asi obtenemos el vector
Y&TV y por lo tanto, el vector H%dﬁ). El algoritmo sigue hasta que el cursor toca el
casillero t = (N — (d — 1)7). Ya habiendo recorrido toda la serie vamos formando una
secuencia simbolica de largo N — (d — 1)7 en la cual en cada casillero habra una letra a;
perteneciente al alfabeto finito 4. Teniendo ya esta secuencia simbdlica podemos estimar
de forma frecuentista la distribuciéon de probabilidad de los elementos de A. Teniendo la
distribucion de probabilidad discreta podemos aplicar las herramientas de la teoria de la
informacion.

Hay una deficiencia en el algoritmo de Bandt y Pompe, y tiene que ver sobre qué
sucede si hay dos nimeros iguales en el vector Y, (para algin tiempo t), pues en la
logica utilizada por el algoritmo se necesita que todos los ntiimeros del vector Yd’iT sean
ditintos. Lo que se hace en el algoritmo es hacer una excepciéon y dar un orden creciente
aunque no exista. Por ejemplo, si tenemos el caso YdtJ de forma (2.1;5;3.2;5), el vector
permutacion es (0;2;1;3). Es decir, el primero de los ntimeros iguales es el menor en el
vector permutacion.
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Figura 1. Ejemplo gréfico del método del mapeo de Bandt y Pompe. En la parte (A)
se muestra como se generan los vectores de permutacion Hfﬂ o & lo largo de la senal a
analizar. En este caso particular para cada tiempo t de la sefial tomamos d =3y 7 = 1.
Se ve como van apareciendo los patrones a medida que la senal evoluciona. En la parte
(B) para una dimensién de inmersion d = 3 se tienen d! = 6 diferentes posibles patrones.

5.2 Diferentes tipos de segmentacion: Ventana y Puntero

Es importante primero entender a qué nos referimos con segmentacion. Cuando anal-
izamos una sefial y queremos detectar cambios en su estructura o dindnica no alcanza
con realizar el mapeo de Bandt y Pompe ya que luego hariamos estadistica sobre toda la
secuencia entera. Es decir, tendriamos una distribucién de probabilidad de los patrones
de toda la secuencia y no por partes. Si queremos realizar un andlisis de cambios de
estructura y dindmica en ciertas regiones de la senal es necesario segmentar. Esto nos
permitirda encontrar cambios locales dentro de la secuencia. Estos cambios locales o por
regiones de la secuencia son invisibles si hacemos estadistica sobre toda la senial. Para
este tipo de analisis entonces es que se decide analizar la secuencia por regiones como es el
caso del método de la ventana. También se puede hacer un andlisis dindmico dividiendo
la secuencia en dos por un cursor y mover el cursor desde el inicio de la secuencia hasta
el final como es el caso del método del puntero. Empecemos analizando el método de la
ventana.

Supongamos que ya hemos mapeado nuestra sefial con algiin método, por ejemplo el
de Bandt y Pompe. Llamemos C = {c1,--- ,cny} a esta secuencia de simbolos. Tomemos
una seccion de esta secuencia de largo L = Ly + Ly +1 =2n+ 1, con Lj = n. A esta
seccion la llamaremos ventana. El hecho que tenga largo 2n + 1 es porque el centro de la
ventana no se tiene en cuenta y necesitamos que cada lado de la ventana tenga el mismo
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largo, es decir, de largo n. El algoritmo seria el siguiente. En un principio la ventana
estard centrada en el casillero n+ 1 de la secuencia, es decir, ¢,,.1 y tendra de cada lado n
casilleros a la izquierda y a la derecha. Esto significa que el borde izquierdo de la ventana
estarda en el principio de la secuencia, o sea, en ¢;. Luego lo que hacemos es calcular
de forma frecuentista la distribuciéon de probabilidad de los simbolos del lado izquierdo
y derecho de la ventana. Llamararemos DPI,,.; vy DPD,. distribucion de probabili-
dad del lado izquierdo y distribucion de probabilidad del lado derecho respectivamente,
referidas al centro de la ventana ¢, ;. Teniendo esto estamos en condiciones de utilizar las
herramientas de la teoria de la informacién que nos permiten distinguir entre dos distribu-
ciones, por ejemplo la divergencia de Jensen-Shannon. Guardamos el valor obtenido por
la divergencia y procedemos a correr el centro de la ventana un casillero, esto es, a ¢, 12y
a hacer el mismo procedimiento. Es decir, calcular las distribuciones de probabilidad en
cada lado de la ventana, DPI,,» y DPD, 5. El hecho de mover el centro de la ventana
implicara que las distribuciones probabilidad de ocurrencia de los simbolos de cada lado
de la ventana cambien, y en consecuencia el valor de la divergencia. Realizamos el mismo
algoritmo hasta que el centro de la ventana llegue a c¢y_(n41), €s decir, hasta que el borde
derecho de la ventana esté en el final de la secuencia. Con este método de segmentacién
podemos ver como es el cambio de la estructura de la secuencia por regiones y distinguir
en que parte tiene cambios mas bruscos o repentinos y comparar con otras regiones de la
secuencia.

Otro método de segmentacion con el que trabajaremos, se conoce como método del
puntero. El procedimiento es el siguiente. Primero colocamos el cursor o puntero en
algin casillero que esté después del primer elemento c¢;, supongamos que esta en algin
casillero cualquiera ¢; con ¢ > 1. En consecuencia nos quedan dos subsecuencias [ y
D a la izquierda y a la derecha del puntero respectivamente. Como el puntero puede
estar en cualquier casillero de la secuencia el largo de las subsecuencias va a ser distinto.
Entonces si quisiéramos calcular la distribucion de probabilidad de cada subsecuencia hay
que tener en cuenta esto. La solucién a este problema es asignarle pesos estadisticos a
cada subsecuencia. El peso estadistico de la subsecuencia I es L;/N, donde L;j es el largo
de la subsecuencia de la izquierda y N el largo total de la secuencia. A continuacién se
calculan las distribuciones de probabilidad de ocurrencia de simbolos P; y Pp referidas a
las subsecuencias de izquierda y derecha respectivamente. Para cuantificar la diferencia
entre las dos distribuciones podemos utilizar, por ejemplo, la siguiente divergencia

DJS(P[HPD) = H(?T[P[ —|—7TDPD) — W[H(P]) +7TDH(PD) (88)

es decir, la divergencia de Jensen-Shannon generalizada para dos distribuciones. El al-
goritmo a seguir serda empezar en el casillero 2 e ir moviendo el puntero y calcular la
divergencia para todas las posiciones del puntero hasta llegar al casillero N — 1. La idea
es almacenar los valores que la divergencia va tomando y comparar la diferencia de valores
para diferentes posiciones del puntero.
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6 Capitulo V: Divergencia tipo Bregman

Presentaremos aqui una divergencia que depende de entropias generalizadas. El capitulo
se presentara de forma cronoldgica en referencia a los resultados obtenidos ya que de esta
manera podremos ver las motivaciones y las causas de porqué tomamos ciertas decisiones
en la investigacion. Como se vera esta divergencia surge de una interpretacion de la
divergencia Kullback-Leiber y concluye relacionandose con la divergencia de Bregman.

Este capitulo consta principalmente de un aporte tedrico, pero para investigar la efi-
cacia de estas divergencias, concluiremos el capitulo aplicandolas a distintas series tem-
porales tanto simuladas como de origen natural. En el caso de series temporales de origen
natural elegimos senales correspondientes a un electrocardiograma (ECD), una de ellas
pertenece a una fibrilacion auricular y la otra a un estadio normal del corazén. En la sec-
cién de aplicaciones de este capitulo detallaremos el origen de las senales para un mejor
entendimiento de los resultados obtenidos.

6.1 Visién alternativa de la Dy

Podemos pensar a la Divergencia de Kullback-Leibler (Dg) como un operador en funcién
de la entropia de Shannon. Para esto partimos de su definicion:

Dr(PQ) = S pow (%) = X gt Tox(a) (30)
Teniendo en cuenta la definicion de la Entropia de Shannon
H(P)=- >_pjlog(p;) (90)
J
La divergencia de K-L toma la forma

DKL(PHQ) = —H(P) - sz' log(q:) (91)

y si calculamos la derivada parcial de esta entropia tenemos que

0
Op;

(H(P)) = — (log(p:) +1) (92)

Por lo tanto

Op; dq;

0H(P) oH
Di(PIIQ) = > pi (log(pi) + 1 — 1~ log(a:) = > p: (— (r) + (Q)) (93)



34

Finalmente obtenemos la siguiente expresion

D1 (PlIQ) = Xp (aH(Q) - 8H(P)) (94)

dq; Op;

que es la divergencia de K-L expresada como un operador en funcién de la entropia de
Shannon. Esta es otra manera de ver e interpretar a la Dgy. Una pregunta interesante
es si podemos tomarlo como un operador que es funcion de diferentes entropias.

0

Du, (PIIQ) = Y p ( o ) (1,] (95)

)
. Seguira siendo una divergencia? Para empezar y como ejemplo de prueba tomaremos
el operador anterior y le aplicaremos la entropia de Renyi, esto nos ayudara a dilucidar
la respuesta.
El operador resultante es la siguiente funcién

N OH, OH,
Dy, (P||Q) = Zm( 90 ap-> (96)

donde H, es la Entropia de Renyi, o sea

log (i p?) o7)

Es necesario preguntarse entonces si la funcién (96) tenderd a la divergencia de K-L
cuando el parametro « tienda a 1. Vale recalcar que

. 0H, 0
[ 2] 4 2 ()

Teniendo en cuenta esto calculemos el limite de a tendiendo a 1 para Dy, . Primero
veremos qué pasa si introducimos el limite dentro de la sumatoria respecto de ¢ de la
funcién (96).

H, (P) =

. . 0H, O0H, N . |0H, . |0H,
tiny D, (P11Q) = iy o (G = ) = 5 (g | | = iy [ 512 ) - o0

i1 a—1

Ahora calculemos el limite

2] ()]s )

(100)
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sabiendo que

o N a - pa 1
log s : 101
Opi ( (a; ])) S Pf o

Entonces el limite toma la forma
OH, 1 ot
lim = lim o b (102)
a—1 api 1—a Z lp]
Pero si p; # 0 para todo 7 : 1,..., N; entonces

a—1
Cl&_rg P =1 (103)
y también
N N
lim > pf=> pj=1 (104)
j=1 j=1
Luego tenemos que
. |OH,
lim [ o, 1 = 00 (105)
Como dijimos anteriormente si cambiamos el limite por la derivada tenemos
o (.. J(H)
o (333 [Ha]) = o (106)

donde H es la Entropia de Shannon. Entonces tenemos que

0 < o(H)
lim [Ha]> = log(p;)p; | = —(log(p:) +1 (107)
8191 a—l 8]?1 apz ]Zl J ( )

Esto es un problema porque no solo no conmutan sino que el limite que nosotros
necesitamos diverge.

Ahora queremos hacer el mismo analisis pero sin meter los limites dentro de la suma-
toria en i de la ecuacién (96), es decir,

N 0H, O0H,
tiny 2, (PQ) =ty o (e - (108)

Si calculamos las derivadas parciales tenemos que

OH, 1 a-gt
9, 1-a XN ¢

(109)
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y para p; tenemos

oH, 1 o-pit

110
opi  1—a YN p9 (110)
Reemplazando en la ec. (108) obtenemos la siguiente expresién
a 1 pa 1
lim D, (P||Q) = lim [ Di ( ¢ )] 111
a—1 ( || ) a—1 Z Zév IQe Z;VZI p?‘ ( )

Colocando p; adentro del paréntesis tenemos

i D, (PQ) = iy | 1230 (L )] (112

l-a Zévz1 qe Z;V:1 P5

Como se puede ver es un limite indeterminado de la forma

lim D (PIlQ) = ¢ (113)

Pero si aplicamos la regla de L’Hopital tenemos que

[ g2t o

% (Oé : Zz lggllqa - Zl.ezlp?‘|>
. o e=1 1e j=
lim D, (P||Q) = lim G

(114)

Por simplicidad de calculos es conveniente renombrar a la sumatoria que esta arriba
de la divisiéon como

a—1 a
. ple pz
A= E — 115
: _Ee:l qe Zj’vzl p]a] ( )

Es visible ahora que lo que estamos haciendo es

_ % (aA)
lim D, (P||Q) = lim (1 a) (116)
Los detalles de este limite se encuentran en el Apendice A.
Tras algunos calculos simples se llega a
a—1 a—1
i D, (PHQ)_hm{Z@pql _q o ipg nla)
a1 o=l | 3 qe e qe
- In(qe ! el
Ze qe Z] p]

a3 ps - In(ps) i
ij?
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Se utilizd logaritmo natural en vez de logaritmo en base 10, pues esto no influye en
los calculos y tampoco en los resultados. Tomando el limite tenemos que

hmD (PHQ)—l—l—ZpZ In(g; +qu In(qe —i—ZpZ In(p;) ij n(p;) (118)

Como resultado final tenemos

i D (PIIQ) = —H(@Q) = X~ In(a) (119)

Comparando con la ecuacién (91) vemos que difieren. La conclusién seria que el limite de
la funcién (96) no es el deseado, es decir, no converge a la divergencia de K-L. Es por eso
que en los siguientes parrafos nos dedicaremos a solucionar este problema simetrizando el
operador (96).

6.1.1 Solucién del problema: Simetrizacion de la distancia, definiciéon de D

Como podemos ver de (119) intercambiamos las distribuciones resulta
lim D, (Q||P) = —H(P) = > q; - In(py) (120)

Esto nos muestra que si simetrizamos la funcién (96) para la entropia de Renyi

D[P, Q] = Du, (P[|Q) + Du,(Q[|P) (121)

y aplicamos el limite de « tendiendo a 1 nos da

lim Dy, [P, Q] = (—H(P) - Ei:pi 10g(qi)> + (—H(Q) — 22:% 1Og(pi)> —

= Dk1(P||Q) + Drr(Q||P)

es decir converge a lo esperado, a la simetrizacion de la divergencia K-L.

Esto nos permite analizar el operador (95) desde otra perspectiva. Es decir, extender
los resultados obtenidos (el operador aplicado a la entropia de Renyi) a otras entropias.
Esto nos lleva a la definicion de una nueva divergencia simétrica

1 oH' OH' 1 OH' OH'
DH/[P’Q]_izi:pi (an— 8pi>+22% (8])1_ 8qi> (123)

i

(122)

que también se puede escribir de la siguiente manera

1 OH' 0OH'
Dy [P, Q] = B Z(Pz —q;) (8% " o ) (124)

donde H’ representa una entropia cualquiera. Mas adelante detallaremos que tipo de
entropia utilizaremos, pero a priori la entenderemos como una entropia generalizada

cualquiera. En los siguientes parrafos nos dedicaremos a introducir la divergencia de
Bregman y mostrar la relacién con la divergencia dada en (124).
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Definicién:(Divergencia Bregman) Sea ¢ : S — R una funcién estrictamente
convexa definida en el conjunto S C R¥ tal que sea diferenciable en el interior de S. La
divergencia de Bregman queda definida por la siguiente expresion

dy(P,Q) = »(P) —(Q) — Y (pi — q")&gf)

i=1

(125)

y cumple con las siguientes propiedades

1. No Negativa:
dy(P,Q) = 0 (126)

con la igualdad si y solo si P = (). Esta propiedad es consecuencia directa de la
convexidad de 1

2. Extensiva:
dro(P,Q) = My(P.Q)  (A>0) (127)

3. Convexa: Es convexa en el primer argumento, pero no necesariamente en el se-
gundo. Esto también es consecuencia directa de la convexidad de 1)

A la divergencia dy (P, @) se la puede interpretar como la resta entre la funcién ¢ valuada
en el punto P menos el valor de la funcién del plano tangente en el punto () valuado en
P. Al ser la funcién v estrictamente convexa esta resta siempre es positiva. No solo eso
sino que también el plano tangente no va a pasar otra vez por la funciéon . Esto nos
asegura que dy (P, Q) es cero si y solo si P = (), es decir, cuando la resta valga cero. El
hecho que sea estrictamente convexa 1) nos dice que la propiedad de no negatividad se da
si y solo si se cumple
0?1

OpiOp;
Mas adelante aplicaremos esta condiciéon para definir el conjunto de funciones v que
utilizaremos. Vale recalcar que la divergencia de Bregman esta intimamente relacionada
con la divergencia de K-L. Si definimos a ¢» = —H donde H es la entropia de Shannon
obtenemos la divergencia de K-L.
Si simetrizamos la divergencia de Bregman, es decir

D(PIQ) = 34u(P.Q) + 5du(Q, P) (129)

surge la relacién con la divergencia (124) propuesta anteriormente. Para eso es necesario
definir a ¥ := —HY, donde H® es una entropia generalizada. Si reemplazamos 1 en la
definiciéon anterior tenemos que

>0 (128)

N a
DuelPlIQ) = 5 (~HEP) + 1O1Q) + (o - )5 D)4
N Z (130)

N G
vy (@ + 1P 4 - D)
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Si realizamos unos simples pasos algebraicos obtenemos

N e G
Dye(P||Q) = ;Z(m ) (aHaqEQ) - afngP)>

i=1
es decir, que es igual a la divergencia (124). Estas son dos maneras de llegar a la
misma divergencia, una es simetrizando el operador en funciéon de entropias (95) y otra
es simetrizando la divergencia de Bregman y definiendo a la funcién ¢ = —H¢.
Es importante analizar qué sucede cuando tomamos dos distribuciones similares. En
este tipo de analisis buscamos que el desarrollo sea de orden cuadratico. Esto se debe a
que queremos relacionarlo con el concepto de métrica Riemanniana

(131)

1,j=1

donde g;; son los elementos de una matriz y G’ un tensor métrico. En una primera
instancia el operador de entropias definido en la ecuacién (95) tenia la problematica que
su expansion no era de orden cuadratico, pero esto se soluciona simetrizando el operador,
es decir, definiendo la nueva divergencia mostrada en la ecuacion (124) y (131). Esta es
otra de las razones por las que se decide simetrizar y utilizar esa divergencia.

Para esto definiremos a la distribucion @) de la siguiente manera. Para cada elemento
de la distribucion ) tenemos que ¢; = p; + dop; donde Y, dp; = 0. Entonces si hacemos
un desarrolo de Taylor a primer orden de la derivada parcial de la entropia generalizada
tenemos que

0H¢ OHC O?HC
~ + 0p; (133)
8p g =pi+op; 8]7 i lp; ap iap J
Si reemplazamos en la divergencia generalizada tenemos que
1 OHY  9?HC OHY
DPY(P||P +6P) = =S (p: — pi — p; ( op; — ) 134
(PIIP+5P) = 5 3 o ™ am ™~ o (134)
Esto nos da el siguiente resultado
1 0?H¢Y
DHY(P||P+6P) ~—=% ——p:idp; (135)
Si definimos los coeficientes | 2H
a
= —— 136

vemos que hay una coincidencia, a orden mas bajo, entre la expresion (135) y (132). En
general, esta igualdad a orden mas alto falla. En el caso de que la entropia que usemos sea
la de Shannon la métrica resultante es la métrica de Fisher (la cual efectivamente es una
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métrica Riemanniana) y la correspondiente distancia geodésica entre dos distribuciones
de probabilidad P y @ esta dada por

W(P,Q) =2 arcos (2 m) (137)

6.2 Entropias Generalizadas

Las entropias que utilizaremos pertenecen a un grupo llamado entropias generalizadas
y nacen de la idea de generalizar la entropia de informaciéon de Shannon. Haciendo
un analisis global de las propiedades que tienen estas, podemos decir que en general el
concepto de entropia generalizada esta asociado con las siguientes propiedades

1. Que sea continua en {p;} para todoi:1,--- N.
2. Que sea no negativa.

3. Que sea cero en el caso determinista, es decir, cuando para un cierto p; = 1 y para
los demas la probabilidad es cero.

4. Que sea maxima en el caso de una distribucién uniforme, es decir, que para todo 7

se tiene que p; = %

5. Que sea una funcién céncava HY (3°; \ipi) > S, MHE(P).

Entropia de Salicra La entropia generalizada que utilizaremos fue definida por primera
vez por M. Salicrii, M.L.. Menendez, D. Morales, L. Pardo [35]. Ellos generalizaron el con-
cepto de entropia creando una entropia que también incluye a las entropias de Renyi y de
HCT, y es de la forma

H) [P = h (Z ¢(p@-)> (138)

con las siguientes condiciones
e h creciente y ¢ céncava

e h decreciente y ¢ convexa

y con (0) = 0 y A(6(1)) = 0.
Podemos dar como ejemplo las tres entropias antes mencionadas. Si h(y) = y y

¢(y) = —ylny obtenemos la entropia de Shannon, si utilizamos h(y) = % yoly) =y

obtenemos la entropia de Renyi y si usamos h(y) = % v ¢(y) = y® obtenemos la entropia

de HCT.
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Haciendo un estudio de las propiedades de la entropia Hj 4 [P] podemos decir que es
invariante ante permutaciones de las componentes de P. También se puede ver que posee
la propiedad de ser expansible.

H(h@)(pl, U 7pN70) = H(h,¢)(p17' o apN) (139)

Es importante ver que si uno tiene una distribucién determinista, es decir, P = (1,0,--- ,0)
la entropia de Salicra vale cero.
Si usamos propiedades de mayorizacion tenemos que si

N-1 N-1
<Y G (140)
i=1 i=1

N N

D=6 (141)

i=1 i=1
implica que
Hing)[P] 2 Hing)Q) (142)

6.2.1 Conjunto de entropias para la nueva divergencia

Ya descriptas las propiedades de las entropias de Salicri, podemos ahora imponer las
condiciones que tienen que cumplir para que la divergencia definida en este capitulo
cumpla con las condiciones deseadas. Como dijimos podemos partir de la simetrizacion
de la divergencia de Bregman, esto resulta en

1 1
DY = Sdy(P,Q) + 5du(Q, P) (143)
Si reemplazamos ¢ = —H¢, donde Hg ahora es una entropia de Salicrii, podemos escribir

la divergencia de la siguiente manera

N e Ie.
Dye(P||Q) = ;Z(m ) (aHaqEQ) - 6ljngP)>

=1

(144)

Como vimos de la definiciéon de la divergencia de Bregman podemos obtener una condicion
para que esta funcién cumpla las condiciones de positividad (y que sea 0 siy solosi P = Q).

Esa condicién se deriva requiriendo
0”Hpg)[ P
>0 145
Opi0p; (145)

Sabiendo que
OHg _ dhdo,

Op;  dy dp;

(146)
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donde y = 3", ¢(p;). Luego aplicando el signo menos y la derivada parcial en j tenemos

CPHeelP] 0 <8HG> __9 (‘lhd@) (147)
IpiOp; Ip; \ Op Ip; \dy dp;
si derivamos el producto tenemos que
O*H ()| P] 0 (dh) do; dh d?¢;
© opdp;  Opy (dy> dpi " dy dp? (148)
aplicando la regla de la cadena resulta
_82H(h7¢) Pl _dgh%d@ dh d? (149)

OpOp;  dydp;dp, " dy dp?

Pasando en limpio nos da que la condiciéon para que las entropias puedan ser utilizadas
en la divergencia es

=" (y)d' (pi)¢' (pj) — W' (y)d" (pi)di; > 0 (150)
con y = >, ¢(p;). Dado esto tenemos las condicion que deben cumplir las entropias de
Salicru para que la divergencia esté definida correctamente.

6.3 Asignacién de pesos estadisticos a la divergencia Dy,

Hemos visto que el disponer de una divergencia como la de Jensen-Shannon, nos permite
desarrollar técnicas de analisis de series temporales, de manera muy eficiente y con resul-
tados altamente significativos. Es por ello que en esta secciéon nos proponemos extender
esos métodos al uso de las divergencias tipo Bregman. Un primer paso es definir divergen-
cias tipo Bregman pero con la posibilidad de asignar pesos a las diferentes distribuciones
de probabilidad. Sean mp y mg dos ntimeros no negativos tal que 7p + mg = 1. Estos
numeros se los puede interpretar como pesos estadisticos de las distribuciones P y @) re-
spectivamente. Proponemos definir la divergencia tipo Bregman con pesos de la siguiente
forma:

D (PIQ) = mpdy(Pl|M) + mqdy Q]| M) (151)
donde ¢ = —Hg y M = mpP + moQ, que se lo puede interpretar como la distribucién
mezcla. Como se puede ver si optamos por utilizar la entropia de Shannon el resultado es
la divergencia de la Jensen-Shannon generalizada por pesos mostrada en la ecuacién (83)
para el caso de dos distribuciones solamente, esto es

Di5"(PllQ) = H (M) — npH(P) — moH(Q) (152)

En los siguientes apartados utilizaremos la forma generalizada de esta nueva divergen-
cia propuesta mostrada en la ecuacion (151). Esta generalizacién por pesos de nuestra
divergencia la utilizaremos y aplicaremos principalmente en dos entropias generalizadas
bien establecidas en la literatura, estas son la entropia de Renyi y la de HCT.
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6.4 El caso de la entropia de Renyi

En esta seccidon mostraremos los resultados obtenidos cuando utilizamos la entropia de
Renyi en esta nueva divergencia. Por sustitucion directa resulta

1Y OHE(Q) OHE(P)
Dyux(P||Q) = = — o — o 1
nr(PlQ) 5 ;Zlﬁ(pz ) ( 04, o, (153)
La forma explicita de la divergencia es
o (Sipdt Siapt!
Dy (PIIQ) = — ( 0.t F 2) (154)

donde Qo = >;qf v Po = >;pj. Es necesario imponer las condiciones sobre la
entropia para garantizar las propiedades deseadas de la divergencia, es decir, su no neg-
atividad y que sea igual a cero si y solo si las dos distribuciones son iguales. Para esto
necesitamos utilizar la ecuacién (150) y ver para que rango del pardmetro « se satiface.
Explicitamente tenemos

a—2 a—1, a—1
" / / / U b; a Py b;
—H'(@)6 (pi)o (0y) = W ()¢ (pi)0yy = a5 — =2 — >0 (155)

La desigualdad se cumple para los o € (0,1). Para este rango del pardmetro tenemos
garantizadas las propiedades de la divergencia.

La divergencia generalizada mediante pesos estadisticos utilizando la entropia de Renyi
es

TpTq a7 a—
Dy (Pl|Q) = mpHa[P] — m, Ha[M] + o2 (mi—pi) i+

7y HalQ) = mHal M) + 15— 7057 (i — g g5

6.5 El caso de la entropia de HCT

En esta seccion aplicaremos la nueva divergencia a la entropia de HCT. Es directo verificar
que para la entropia de HCT el limite sobre la divergencia cuando el parametro « tiende
ales

lim | Dyz (PIIQ)| = D (PIIQ) (157)
donde H es la entropia de Shannon. Los detalles de este limite se encuentran en el
Apéndice A.
La forma explicita de la nueva divergencia construida con la entropia de HCT es

Duz (PlIQ) = : = (Z P+ 2P — Qo — Pa> (158)

—
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donde Qo = >2;¢j v Po = >2;pj. Ahora lo que necesitamos es ver para que rango del
parametro « se verifica (150). Haciendo los calculos obtenemos que

—R" ()¢’ (pi)¢' (p;) — W' ()¢ (pi)di; = dijapi™ >0 (159)

esto nos da que para cualquier a > 0 tenemos garantizadas las propiedades de la diver-
gencia.

Para las aplicaciones que haremos necesitamos tener la forma generalizada mediante
pesos estadisticos de la divergencia siendo su forma explicita la siguiente expresion

D (P|Q) = myHo[P] — mp Ho[M] + + T (mi = pi) o+

11—«

a (160)
+m Ho[Q] — 7y Ho[M] + mﬂq Z (mi — a) qzqil

Al igual que en el caso de Renyi las aplicaciones a senales reales y simuladas se hardn
al final de este capitulo mostrando también las respectivas conclusiones.

6.6 Aplicaciones

En esta secciéon mostraremos las aplicaciones de los resultados tedricos obtenidos en senales
reales y simuladas. En cualquiera de los dos casos utilizaremos el método del puntero
detallado en el capitulo “Aspectos Metodologicos™.

6.6.1 Series Simuladas

En esta secciéon se hara un analisis sobre secuencias binarias de simbolos creadas por
un algoritmo que detallaremos en los parrafos siguientes. Tomemos una secuencia S
de largo Ls compuesta por dos secuencias S; y Sy de largo Ly = L — L; del mismo
tamano. Unimos las dos secuencias formando la secuencia S. Las secuencias S; y S; seran
binarias con una distribucién de probabilidad P, = {sy, 1 — sx} con k : 1,2. Realizaremos
una cantidad N, de muestras de estas secuencias (en consecuencia de la secuencia total
también). Lo que haremos es mover el puntero z a lo largo de toda la secuencia total, es
decir, 1 < = < Lgs. Entonces calcularemos la distribucion de probabilidad de aparicion
de 0 y 1 de cada lado del puntero esto nos da dos distribuciones P;(x) y Pp(x) a la
izquierda y derecha respectivamente. En la practica, como vimos en la exposicién de este
método, es necesario pesar estadisticamente las distribuciones y las subsecuencias de cada
lado del cursor ya que no van a tener el mismo largo. La asignacion de pesos es de la
siguiente manera; sea m; = L—’; y mp = 1 —m;. Para este tipo de aplicaciéon utilizaremos la
versiéon de la divergencia generalizada por pesos para las dos entropias Renyi y HCT, esto
es Dir” (P1(2)||Pp(x)) y Diyr” (Pi(x)|[Pp(z)) respectivamente y para cada posicion del
puntero x.
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En la practica utilizamos un ensamble de N, = 1000 realizaciones, un largo total de
secuencia de Lg = 40000, y un largo para cada secuencia &1 y S de Lg, = Lg, = 20000.
Realizamos un promedio de los valores obtenidos de las divergencias sobre el ensamble de
realizaciones. Las distribuciones de las secuencias &7 y Sy estan dadas por los parametros
s1 = % Yy S = % respectivamente.

En la figura 2 se puede ver la divergencia D3/z” (Pr(x)||Pp(z)) en funcién de x para la
entropia de Renyi para distintos valores de «, o= 02, a=04,a=0.6y a=0.8 Como
se observa el valor méximo (que es un promedio) se da en la unién de las secuencias S; y
S, es decir, cuando el puntero se encuentra en © = Lg,. Se puede ver que el valor maximo
de la divergencia aumenta a medida que aumenta el valor de a. Es bueno aclarar que el
hecho de que sea una curva suave es porque estamos promediando sobre un ensamble de
realizaciones, si utilizariamos una sola secuencia se verian fluctuaciones.

En la figura 3 se puede ver la divergencia Dyr” (P(z)|[Pp(z)) en funcién de z para la
entropia de HCT para distintos valores de o, = 0.3, a = 0.5, a = 0.7y a = 1.3. Como
se observa el valor maximo (que es un promedio) se da en la unién de las secuencias S;
y S, es decir, cuando el puntero se encuenta en x = Lg,. Al igual que en el caso de la
entropia de Renyi el valor maximo de la divergencia aumenta a medida que aumenta el
valor del parametro a.

0.06} — =02
— a=04
a=0.6
0.05F — o=0.8]
0.041 b

&

& 0.03} 1
0.021 1
0.01r b

O L L 1 1 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Data x 104

Figura 2. Promedio sobre un ensamble de la divergencia generalizada por pesos
estadisticos para la entropia de Renyi, para distintos valores del parametro a.
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0.06

— a=0.3
— o=0.5
0.05| o=0.7|
—a=13
0.04f
5 0.03
= 0.03f
S
0.02f
0.01f
o .
0 0.3 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Data x 10*

Figura 3. Promedio sobre un ensamble de la divergencia generalizada por pesos
estadisticos para la entropia de HCT, para distintos valores del parametro a.

6.6.2 Series Reales

Para el estudio de series temporales reales utilizaremos senales obtenidas por un elec-
trocardiograma, y estudiaremos camparativamente las sefiales de un electrocardiograma
en un ritmo normal del corazon con senales obtenidas en situaciéon de una fibrilacion
auricular.

La fibrilacién auricular (FA) es una arritmia cardiaca sostenida muy comin, que ocurre
en una parte importante de la poblacion general. Una forma simple de describir esta
enfermedad es la siguiente; la fibrilacién auricular es un desarreglo en la contraccién de
las fibras de la auricula. Esto hace que la auricula bombee de forma defectuosa la sangre.
Se asocia con una mortalidad y morbilidad significativas a través de la asociacion del riesgo
de muerte causada por accidentes cerebrovasculares, insuficiencia cardiaca y enfermedad
coronaria. A pesar de la magnitud de este problema, la deteccion de FA sigue siendo
problemética, ya que puede ser episdédica. Por estas razones, es importante desarrollar
métodos que puedan detectar la diferencia entre la FA y los ritmos sinusales normales
(NSR), situacién en la que el corazon estd en una condicién normal y sana, utilizando
trazas de electrocardiograma (ECG).

Probamos nuestro método de analisis en la problematica de detectar las diferencias
entre un registro de FA y uno de NSR.. Con este objetivo, colocamos en un solo registro dos
senales de ECG, una con FA seguida de otra con NSR. El ECG es de un solo electrodo y nos
muestra en la senal valores de voltaje. Estos registros fueron tomados por el banco de datos
Physionet [36]. La sefial se normalizé dividiéndola por el maximo valor tal que los valores
queden entre 0 y 1. Ademads se la corté con la misma longitud (Lrpa = Lysg = 20000
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puntos de datos) y se unié para formar la senal “completa”. Las sefiales se mapearon
previamente en una secuencia de alfabeto finito usando el método de mapeo de vector
de permutacion de Bandt y Pompe. Este mapeo requiere dos parametros, generalmente
denominados d (dimensién de la inmersion o del vector) y 7 (retraso). En nuestro ejemplo,
utilizamos los valores d = 4 y 7 = 1. Después de este procesamiento, aplicamos el método
de segmentacion descripto anteriormente (el del puntero) mediante la entropia de Renyi
con diferentes valores de a.. La figura 4 muestra el comportamiento de la divergencia Dy r
en funciéon del cursor que se mueve a lo largo de la serie fusionada. Esta cantidad alcanza
su valor maximo en el punto exacto donde cambia la dinamica de la senal de ECG. Esto
sucede porque la distribucién de probabilidad empirica de los vectores de permutacion es
diferente cuando la senal estd en FA que en NSR. Esta diferencia se detecta claramente
por la divergencia para todos los valores de «, pero las detecciones méas claras ocurren
para « bajo.
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Figura 4. Divergencia generalizada por pesos para un analisis de una senal
normalizada de ECG. La senal de ECG es una combinacién de dos secuencias & = §;Ss
con longitud Ls, = Ls, = 20000 respectivamente. La primera parte de la senial pertenece
a la traza de fibrilacién auricular y la segunda es Ritmica sinusal normal. La sefial se
discretiz6 usando el enfoque de vector de permutaciéon con el parametro d =4 y 7 = 1.
La divergencia se tom¢é usando diferentes valores de o indicados en los gréficos.

6.7 Conclusiones

En primera instancia pudimos ver una nueva forma de interpretacion de la divergencia de
Kulback-Leibler. Esto llevo a pensarla como un operador que depende de una entropia.
Esto nos permitié generalizar este operador para diferentes entropias generalizadas. Por
cuestiones técnicas y de convergencia hacia la K-L original que depende de la entropia
de Shannon fue necesario simetrizar el operador, lo que nos permitié mostrar que la
simetrizacién de dicho operador era igual a la simetrizacion de la divergencia de Bregman.
Esto nos garantizo las propiedades necesarias para que esta nueva divergencia cumpla
con las condiciones que debe tener una divergencia como se la entiende en la literatura.
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Otra conclusion importante fue dar las condiciones que tienen que cumplir las entropias
derivadas de la entropfa de Salicri para que esta nueva divergencia (la simetrizacion de
la divergencia de Bregman) cumpla con las condiciones correctas de una divergencia. Es
decir, que sea mayor que cero e igual a cero si y solo si las distribuciones son iguales.
Sabemos que por construccién se cumple la simetria respecto de sus argumentos.

Por tltimo, se aplicé esta nueva divergencia en series simuladas y de origen natural.
Para esto fue necesario generalizar la divergencia por pesos estadisticos y asi aplicar los
métodos de segmentacion correctos. Respecto a la eficiencia de este nuevo cuantificador
de distinguibilidad entre distribuciones pudimos ver en el apartado de aplicaciones que
tanto para series simuladas como para las de origen natural, la divergencia cumplié el
objetivo de diferenciar y distinguir las series comparadas. Esto nos garantiza que es una
buena herramienta para el andlisis de series temporales.
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7 Capitulo VI: Divergencia Gamma

Como hemos visto en los capitulos anteriores las funciones convexas guardan una es-
trecha relacién con los conceptos de divergencia y entropia. En este capitulo utilizaremos,
como en el capitulo anterior, a las funciones convexas y sus propiedades para definir un
cuantificador de distinguibilidad entre distribuciones de probabilidad. Este capitulo se lo
puede dividir en varias partes interrelacionadas entre si. En primer lugar definiremos una
divergencia generalizada que depende de las propiedades de ciertas funciones convexas,
que llamaremos divergencia v y como mostraremos, cumple con todos los requisitos que
esperamos de un cuantificador de distinguibilidad entre distribuciones de probabilidad.
Luego del estudio teérico de las propiedades de esta divergencia introducimos una en-
tropia generalizada con una estrecha relacién con las funciones convexas usadas al definir
la divergencia. Como se verd esta entropia cumple con todos los requisitos que tiene que
cumplir una entropia generalizada mostrados en el capitulo anterior. En tercer lugar,
y gracias a la relaciéon que tienen la divergencia v y la entropia generalizada, podemos
encontrar que para ciertas funciones convexas la raiz cuadrada de la divergencia ~ cumple
con la desigualdad triangular permitiendo asi definir una nueva métrica. Por ultimo, para
verificar la eficiencia de esta divergencia generalizada se mostraran las aplicaciones a series
temporales reales y simuladas.
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Figura 5. Conjuntos convexos formados por la divergencia de Jensen Shannon
(izquierda abajo) y por el cuadrado de la métrica euclidea (derecha arriba).

Las motivaciones para esta seccién de la tesis surgen de la observacion de la figura 5.
Esta muestra los conjuntos C; (parala D;g) y Cy (para el cuadrado de la métrica euclidea)
cuando se le asigna un valor determinado (radio) a las respectivas funciones. Es decir,
son los valores o puntos compatibles a un cierto “radio” de los respectivos funcionales.
En este caso la D;g(P, K) = 0.05 para una distribucién fija K y para el cuadrado de



51

la métrica euclidea se eligié el radio 0.02 también para la distribucién K fija. Como se
puede observar los dos conjuntos compatibles con sus respectivos “radios” son conjuntos
convexos. Esto nos hace pensar que estas dos divergencias tienen algo en comin, y como
veremos mas adelante estas pertenecen a una familia particular de funcionales.

Como primer paso veremos la relacion que existe entre el cuadrado de la métrica
euclidea y la divergencia de Jensen-Shannon. Sean P = {p;}¥, y Q = {¢}Y, distribu-
ciones de probabilidad de N estados de una variable aleatoria discreta. Podemos escribir
el cuadrado de la métrica euclidea como

E(X,P) = (z; — p)? = 227 + 2p? — (v + pi)° (161)
1

Haciendo unos simples pasos algebraicos podemos escribirla de la siguiente manera

pPi +ai
EQIP) = X2 (a(a) + pl(p) — (i + )1 (52)) (162)
donde I(-) es la funcién identidad. De la misma manera podemos escribir a D ;g como
1 1 i + Di
Dys(@QIIP) = & oo n(p) + g In(a) — (o0 (15 2) (16

Como se puede ver las dos divergencias tienen la misma estructura, es decir, son ejemplos
de una funcién mas general de la forma

D(QI|P) = Z%Q(%’) +pig(pi) — (¢ + pi)yg (qz —12-]91) (164)

En el caso del cuadrado de la métrica euclidea la funcién ¢g(y) = 2I(y) y en el caso de la
Dy esigual a g(y) = %ln y. En los siguientes parrafos mostraremos las propiedades que
tiene que tener la funcién D(Q||P) para que sea una divergencia. Para eso enunciaremos
el siguiente teorema:

Teorema: Sea @ € (RT)Y y P e (R")Y y g:R" — R. Si la funcién g(y) es tal que
f(y) :=y - g(y) es una funcién convexa, luego la funcién definida por

D.,,(Q||P) = ng Gi> Di) (165)

con

i +pi> (166)

Yo (@i i) = 49(q:) + pig(pi) — (¢ + pi)g ( 5

satisface las siguientes condiciones
1. D,,(Q||P) = D,,(P||Q) (Simetria)

2. D, (Q[|P) >0 para @ # P  (Positividad)
3. D,,(Q||P) =0siysolosi Q=P
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Prueba: Siendo D, una suma de las funciones 7,(g;, p;) si esta funcién es simétrica,
positiva y se anula si y solo si () = P entonces D, también lo serd. Usaremos también
la siguiente notacion

m = T; + Pi (167)
2
Simetria:
Surge de observar que
V9(a,P) = V4(P, ) (168)
y por lo tanto D, (Q||P) también lo es.
Positividad:
Para probar la desigualdad D, (Q[|P) > 0 primero demostraremos que
Vo(i,pi) 20, Vi (169)

Por la hip6tesis del teorema tenemos que para todo ¢t € [0,1] v ¢;, p; € RT se tiene que

tflg)+ (1 =1)f(p) = fltg+ (1 —1t)p) (170)

Si reemplazamos f(y) tenemos

t(qg-9(q) + (1 —=t)(p-g9(p) — g+ (1 =t)p)g(tg+ (1 —t)p) >0 (171)

y si elegimos ¢t = 1/2 obtenemos

q p (q+p) ( q+ p)
= — — >0 172
59@) +590) - =59 "5 ) 2 (172)
Usando la definicion (166) tenemos
q,p
W) 50— 5y(0.) 2 0 (173)

por lo tanto la suma de cantidades positivas es positiva, y asi

Dy, (QIIP) = >_79(aispi) = 0 (174)

D, (Q||P) =0 siy solo si Q = P:
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=: Si reemplazamos () = P en la definicién de 7,(g;, p;) dada en (166) tenemos

Yo(0,q) =q-9(q) +q-9(q) — (¢ +q)g (q;q) =0 (175)

Como se cumple para todo i entonces D, (Q||P) =0

=:
Comenzamos afirmando que

D,,(Q[[P) =0 (176)

pero como para cada ¢ v,(g;, p;) es positiva la igualdad anterior es cierta si y solo si

Y2, pi) =0, Vi (177)
haciendo unos simples pasos algebraicos tenemos que en términos de f(y)

flai) + f(pi)

Fme) = 192 (178)
Al ser f(y) convexa y distinta de la identidad entonces la igualdad anterior es cierta

si y solo si ¢; = m; v p; = my, lo que es equivalente a decir z; = p; $ o

Enunciado el teorema estamos en condiciones de encontrar el subconjunto de funciones
g(y) que satisfacen la hipotesis del teorema. Sabemos que si f(y) es dos veces diferenciable,
es estrictamente convexa si y solo si

Pf  dP(yg(y))
e 0 (179)

Si reemplazamos f(y) := y- g(y) obtenemos la siguiente condicién para las funciones g(y)

d’q . dg
294 9% > 1
ydy2+ dy>0 Yy >0 (180)

7.1 Linealidad

A veces en la practica se nos presenta la posibilidad de tener una funcién que se escriba
como la sumatoria de varias funciones. Mediante algunos calculos podemos verificar
que si esta descomposicion cumple con ciertas condiciones al resultado de la sumatoria
también se le puede aplicar la divergencia. Sea g(y) = Y7, axgx(y), con ai > 0 para todo
k:1,--- m. Las funciones gx(y) satisfacen las hipétesis del teorema. Luego remplazando
en la ecuacion (166)
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Yo (@i, pi) =D kg (65, D) (181)
k
donde
— qi + Di
Yo (@i Pi) = @i - ge(@i) + pi - gr(pi) — (@i + i) - G 5 (182)
La divergencia toma la siguiente forma
D,,(QlIP) = ZO%DM (@[|P) (183)
con
'qu QHP Z’ng QZup’L (184)

Ahora mostraremos que 7, cumple con las propiedades del teorema.
Podemos ver que para todo k, D,, >0, ya que cada gr(y) satisface las hipdtesis del
teorema. Por lo tanto si oy > 0 tenemos

D,,(Q[|lP) =0 (185)
Siendo D, (Q||P) = D,, (P||Q) para todo k,

D,,(Ql|P) = D,,(Pl|Q) (186)

Como D,, (Q||P) = 0 si y solo si X = P para todo k por hipétesis, y a; > 0 para
todo k, obtenemos

Q=P =D, (Q|P) = Z%Dvgk (Q[[P)=0 (187)

Si D,,(Q||P) = 0 implica que cada término debe ser igual a cero. Como aj > 0
para todo k luego D, (Q[|P) = 0. Pero por hipdtesis cada D,, cumple con el teorema.
Entonces

W(QIP)=0=Q=P Vi (188)

y por lo tanto D%(QHP) =0=Q@=P
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7.2 Distribuciones Similares

Sea ¢; = p; + 6p; para cada i, con SN, dp; = 0, y sea g(y) una funcién diferenciable.
Luego la divergencia D, es

2

+pi- (g(pi) —g (pi + 5?))

Si tomamos el término lineal del desarrollo de Taylor de g(y) valuado en y = p; + dp;
tenemos que

Dy, (P + 6P||P) =3 _ (i + pi, pi) = D_(pi + 0pi) <g (pi +0pi) — g (pi + 5p)> +

(189)

g(pi + 6pi) =~ g(ps) + 9(pi)dpi (190)

donde ¢(y) := % . Luego la aproximacion de D, es

. . op; . op;
Dy, (P|[P+3P) = 3 (pi+pi) (9(]’1’)5]71' +9(pi) = 9(pi) 5 — 9(1%-)) +pi (g(pz-) —9pi) = —
Z (191)
Haciendo unos pasos algebraicos tenemos
. Op; .\ Op;
D, (P||[P +6P) ~ (p; + 51%‘)97 —pig(p:) 5 (192)
Cancelando los términos iguales obtenemos
o (0pa)?
D, (P +0P|[P) ~ Y () 2 (193)

El coeficiente que acompana a (dp;)? no tiene por que ser una métrica riemanianna

7.3 Generalizacion de la divergencia con pesos

Como vimos en el capitulo Aspectos Metodolédgicos la utilizacion de punteros es muy
practica y efectiva. Para poder utilizarlo de manera correcta debemos desarrollar de
forma tedrica una versioén generalizada de la divergencia que utilice pesos estadisticos. En
los parrafos siguientes veremos como esta generalizacion esté arraigada a la definicion de
la divergencia y a las propiedades de convexidad de las funciones. En la ecuacion (165)
asumimos que las distribuciones de probabilidad P y @ tenfan el mismo peso (%). Una

2
directa generalizacion es asignarle diferentes pesos a las distribuciones de probabilidad.
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Sea mp,mg > 0, mp + g = 1 pesos arbitrarios para las distribuciones de probabilidad
Py Q. Podemos ver en la ecuacién (171) una natural asignaciéon tomando t = mx y
(1 — t) = Tp.

Dy (QIIP) = D _ maai9(a:) + mppig(pi) — mag(mi) =

: 194
- Z?qui (g(qi) - g(mi)> + T,p; (g(pi) _ g(mi)) (194)

donde m; = m,p; + m,q;. Esta asignacion nos asegura que DZ;;”P(X ||P) >0, ya que
Yo" (Gi, i) = 7qqi9(qi) + mppig(pi) — mig(m;) >0 Vi:l,...,N (195)
Esta generalizacion en funcion de pesos estadisticos nos permitird trabajar correcta-
mente con la metodologia de punteros.

7.4 Generalizaciéon para mas de dos distribuciones

En la practica se nos puede presentar la situacion de trabajar con varias seniales a la vez.
Esto presenta un dilema a la hora de poder encontrar cantidades que cuantifiquen diferen-
cias entre las senales. Es posible encontrar en la literatura un cuantificador de distancias
entre varias distribuciones de probabilidad como es el caso de la versién generalizada de
la divergencia Jensen-Shannon.

Es posible generalizar la D,, para mds de dos distribuciones de probabilidad. Sea
f(y) una funcién convexa y sean {y*,...,y"'} valores del dominio de f(y). Usando la
desigualdad de Jensen tenemos

w

/ (z wky'f) < 3t (196)
k=1 k=1

donde 7% € [0, 1], usando la definicién de f(y) := yg(y), tenemos

w w w
2_: ™ yFg(y*) — (2_: W'“y'“> g <Z_: 7?’“3/“) >0 (197)

El lado izquierdo es justamente la extension de ;=™ (z;, p;) para W distribuciones
de probabilidad, asignandoles {7!,... 7"} como los pesos de las distribuciones, y la
llamamos fy;rl""”rw (p',...,p"). Luego

N w
7T1 TI'W 7T1 TI'W
DI T (P PY) =3 AT () =Y KZW%M}??)) —mig(m;)| >0
k=1

i=1 i

(198)
donde m; := ZZ‘;I mkpk.
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7.5 Una propuesta de entropia

Con los conceptos mostrados en el capitulo Marco Teérico pudimos entender a la entropia
como una representacion de la informacion. Es el teorema de Kinchin el que expresa esta
idea de forma muy concreta. Pero es posible generalizar el concepto de entropia propuesto
por Shannon dando las principales caracteristicas que debe tener una entropia en general.
Hay muchas maneras de definir una entropia generalizada dependiendo del objetivo que
tengamos. En los casos de las entropias HCT y Renyi se buscé generalizar al concepto
de entropia mediante un parametro. En el caso de la entropia de Salicri la intencion era
englobar un conjunto de entropias mediante la definicién de las dos funciones h y ¢. En
nuestro caso buscamos una entropia que se relacione conceptualmente con la divergencia
~v. En los siguientes parrafos repasaremos las propiedades que un funcional tiene que
cumplir para que se interprete como una entropia. Sea Hg[P] un funcional de P se puede
decir que es una entropia generalizada si cumple con las siguientes propiedades:

e ser continua para cada p;
e ser no negativa
o Eﬁﬂfzo]zzfﬁﬂ}ﬂ

e ser igual a cero en el caso deterministico, es decir, cuando para un p; = 1 y para los
otros p; =0

e ser maxima cuando se tiene una distribuciéon uniforme, es decir, cuando p; = % Vi
e ser una funciéon céncava respecto de P

Si tenemos en cuenta la ultima propiedad podemos definir una divergencia llamada
coloquialmente “tipo Jensen” de la siguiente forma
P+Q 1 1
%) = SHolP) - HelQ) (199)

Dé(P.Q) = H

En esta tesis presentaremos una entropia generalizada que se relaciona con D, (P, Q)
a través de (199). Sea f(z) = xg(x) una funcién convexa. Sea R = {1,0,---,0} una
distribucién de probabilidad discreta y sea P = {p1,--- ,p,} una distribucién arbitraria.
Con argumentos de mayorizacién tenemos

n—1 n—1
D Ti= D D (200)
i=1 =1

con
n

o= i:pi (201)

=1
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Entonces para cualquier funcién convexa f tenemos que
> ) =3 f(pi) (202)
por lo tanto para cualquier distribucién P y dada la definiciéon de f y R tenemos que

9(1) > sz'g(pi) (203)

Sea @ = {1/n,---,1/n} la distribuciéon uniforme. Sea ¢(y) una funcién convexa. Si
usamos la desigualdad de Jensen

> i) (204)

y usando que ¢(z) = f(x) = xg(x) tenemos que

91/ < 3 o) (20)
ng1/n) < Y pig(p) (206)
znj ig(l/n) < Enjpig(pi) (207)

Por lo tanto la funcion > | p;g(p;) es minima cuando la distribucién es uniforme. Estos
resultados nos muestran que la funciéon

Hy[P] = g(1) = >_pig(p:) (208)
i=1
tiene un maximo cuando la distribucién es uniforme (P = {1/n,---,1/n}) y es igual a
cero cuando es deterministica (P = {1,0,---,0}). También podemos ver que la funcién
H,[P] cumple con
Hy[P,0] = Hy[P] (209)

Otra importante propiedad es que es concava. En efecto, esto se deduce a partir de que
f(x) es convexa por definicion. Sea Hy, 4[P] = h (X; ¢(p;)) la entropia definida por Salicri.
Si definimos a h como la identidad y ¢ como

600 = 2 pigip) (210)
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obtenemos que H,[P] es un ejemplo de una entropia de Salicri. Si usamos la definicién
(199) y remplazamos H¢ con H, tenemos

DQ(RQ)ZQ(l)—ng( +Zp’ 9(pi) +Zqz g(a;) (211)

Haciendo unos pasos algebraicos obtenemos

(P Q (sz pz +ng(Qz) (pi +Qi>g(mi)> (212>

donde m; = p—’;qi

. Esto es igual a

DI(P,Q) = vg(P Q) (213)

Esto nos dice que si usamos la divergencia “tipo Jensen” (199) y le aplicamos la entropia
generalizada definida anteriormente H, obtenemos la divergencia v multiplicada por un
factor. Es decir, que la entropia H, guarda una estrecha relaciéon con la divergencia -
definida al principio del capitulo. Ademas, esta forma de escribir la divergencia v nos
servira para la siguiente seccion en la busqueda de una métrica.

7.6 Propiedad de métrica de las divergencias

A lo largo de esta tesis, no hemos con familias de divergencias entre distribuciones de
probabilidad. Aun cuando ellas cumplen propiedades de una distancia entre elementos del
simplex de las distribuciones de probabilidad discreta, no todas son una verdadera métrica.
Por ejemplo, la divergencia de Kulback-Leibler no verifica la desicualdad triangular, en
cambio se ha podido demostrar que la raiz cuadrada de la divergencia de Jensen-Shannon
la verifica. Si estamos trabajando con un funcional como es en este caso la divergencia ~
seria importante verificar si ésta la cumple o no, ya que nos permitiria definir una métrica.
El funcional

E(X,P)= Z(% —pi)° (214)

7

y la divergencia de Jensen Shannon

1

DJS QHP Z 5Pi - pz —|—2£L‘, In (qz)_

i+ a) o ( 215)

qi + Pi)
2
tienen la particularidad que la raiz cuadrada de los dos cumplen la desigualdad triangular
y por consiguiente son métrica. Hay varias formas de demostrar la desigualad triangular
de v/D g, la que tomaremos como referencia en este caso es la que se encuentra en el
trabajo de Briet y Harremoes [37]. El objetivo es encontrar alguna condicién para ¢(y)

tal que /D, cumpla la desigualdad triangular. Ellos utilizan el siguiente teorema



60

Teorema: Sea (X, d) un espacio de distancia, luego (X, d'/?) es un espacio métrico si y
solo si (X, d) es un espacio definido negativo.

Ahora daremos la definicion de espacio negativo. Sea (X, d) un espacio de distancia.
Luego se dice que d es definida negativa si y solo si para todo conjunto finito de (¢;)i<n
de nimeros reales tales que >°; ¢; = 0, y para todo conjunto finito de (F;);<, puntos en X
se cumple que

S ciesd(P, Py) <0 (216)
%,

En este caso se dice que (X, d) es un espacio de distancia de tipo negativo.

Entonces tenemos que demostrar que
Z cic;d(P;, Pj) (217)

es menor o igual que cero para todo conJunto finito de puntos de X y para todo conjunto
de niimeros reales (¢;);<, y con la condicién que su suma sea igual a cero. En nuestro
caso la distancia en juego va a ser la divergencia v multiplicada por un factor 1/2.

P+ P
2

SH,() (219

1
A(P P) = Hy (2 ) = SH,(P) -
El objetivo serd encontrar funciones g(y) que permitan definir un conjunto de distancia
de tipo negativo. Luego si reemplazamos en la ecuacién (217) y si tenemos en cuenta que
YiciyciHy(Py) = X, ¢ 2 ¢iHy(P;) ya que la sumatoria es sobre todo el conjunto de
numeros ¢; y sobre todo el conjunto de puntos de X, obtenemos la siguiente igualdad

P, + P; 1 1
S cicid(Pa ) = Y [Hy (25 J)—H (P) = 5Hy(P)| =
1,7 2y

277 2
P+ P,
:—;CZ;C] ZCZC] < 9 >

viendo que el factor 3, ¢; = 0 en el primer sumando y luego reemplazando la definicién
de H, teniendo en cuenta que ¢g(1) es una constante numérica tenemos

ZCzCJ (P, Pj) —O+ZCzCJl 1)—Z(pik;pjk>g(pik;pjk>]:

ij k
o Dik + Djk Dik + Pjk
i k

El objetivo ahora es encontrar una funcién ¢g(y) que nos permita factorizar la suma-
toria. Una buena propuesta es una funcién g(y) que cumpla la siguiente condicién

(219)

(220)
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h(z)h(y)
+ 221
g(z +y) 7ty (221)
Como ejemplo podemos dar
erty
+y)= 222
g(z+y) Tty (222)

Para este caso resulta

Pik TP 1 pi bi
Z CzCJ PZ, P Z CiCj Z ( : ]k> (p¢k+ij) h (;) h (;k> -
2

- TEa®)][pel)- e

-x [z ()]

7

<0

Esto significa
chc] (P, Pj) <0 (224)

lo que implica que

12y =, (P ey ey (225)

con la g(y) definida como (221) cumple con la desigualdad triangular lo que nos permite
definirla como una métrica.

7.7 Aplicaciones

En esta seccion mostraremos aplicaciones en senales reales y simuladas de la divergencia
~. Primero daremos la nocién de significancia y su importancia en el analisis de series
temporales y luego mostraremos los casos de analisis de series simuladas y reales, las dos
con el método de la ventana.

7.7.1 Significancia

El concepto de la significancia surge de la necesidad de saber si dos distribuciones de prob-
abilidad son realmente diferentes o estamos midiendo una fluctuacién estadistica. Este
problema fue planteado inicialmente por Grosse y colaboradores [32] aplicado particular-
mente a la divergencia de Jensen-Shannon.
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La idea es calcular la divergencia v para un grupo de secuencias con una misma
distribucion de probabilidad. En un analisis tedrico el valor de la divergencia seria cero,
pero esto no ocurre por las fluctuaciones estadisticas. Generamos M secuencias de largo
L; = N con un alfabeto de largo L, = a con una distribucion teérica P. La distribucion de
ocurrencia de simbolos asociada a cada secuencia es entonces P; para ¢ : 1,---, M. Para
todos los posibles pares de secuencias calculamos la divergencia v y luego medimos el valor
medio y la desviacién estandar como 7 = (D, (Pi||P;)) y o7 = ((D,, (Pi||P;) — u¥)*)"/?
respectivamente, finalmente definimos la significancia como

S=u"+o" (226)

Podemos decir entonces que dos distribuciones P y () son estadisticamente distinguiblessi
se cumple la condicién

D, (PlQ) > S (227)

Como se puede ver & depende del largo de la secuencia L; y del largo del alfabeto
L. Por lo tanto, podemos hacer una tabla de S para diferentes funciones ¢(y) y para

distintos valores de L; y L,. Mostramos un ejemplo para secuencias binarias en la tabla
1.

Tabla 1. Valores de significancia (S) para diferentes funciones g(y) aplicado a
secuencias binarias L, = 2 con diferentes longitudes de cadena L. Todos los valores
son del orden 1073.

Ly e’ log(x) Jxr sinh(x)
100 5.9 44 5.5 5.8
500 1.1 8.6 1.0 1.1
2000 0.57 4.1 5.4 5.8
5000 0.11 8.8 1.1 1.1
10000 0.06 4.2 5.5 5.9

En la practica, cuando comparamos dos secuencias simuladas, cada una con una dis-
tribucion de probabilidad, vamos a obtener dos significancias distintas una para cada
secuencia simulada. Esto es consecuencia del método que elegimos para calcular la sig-
nificancia. En estos casos lo que se hace es elegir la significancia mayor. Esto se debe
a que al elegir la mas grande estamos siendo mas especificos y rigurosos al momento de
decidir que valores de la divergencia 7 son los que se deben tomar como cuantificadores
de distinguibilidad y no como fluctuaciones estadisticas de las series.

7.7.2 Series Simuladas

Utilizamos la simulacion con el método de la ventana para estudiar el comportamiento de
la divergencia «y para diferentes funciones g(x) como detector de cambios en la distribucién



63

de probabilidad de una secuencia. En este ejemplo, generamos una secuencia compuesta
de dos subsecuencias de longitud Lg, = Lg, = L/2. La subsecuencia de longitud Lg, (k =
1,2) se genera a partir de una distribucién de probabilidad Ps, = [sg, 1 — sx]. Sobre
cada realizacion de secuencias formamos una ventana de largo Ly centrada en el cursor ,
donde cada lado de la ventana (izquierda y derecha) tiene la misma longitud Ly, y Ly,
respectivamente.

Movemos el cursor y estimamos una distribucién P;(i) basada en las frecuencias rel-
ativas de 0 y 1 en el lado izquierdo de la ventana (V) y hacemos lo mismo para el lado
derecho de la ventana (Vp), es decir, Pp(i). Calculamos la divergencia « para cada posi-
cion i, D, (i) = D,,(P;(i)||Pp(i))) donde el cursor i recorre toda la secuencia (desde Ly,
hasta L — Ly, ). El maximo de esta cantidad D, (i) = D,maz, en funcién de la posicién
del cursor, se interpreta como la detecciéon de una posicién donde cambia la distribucion
de simbolos. La Figura 6 muestra la divergencia - para cuatro g(z) diferentes aplicadas
sobre una secuencia binaria combinada. Los primeros 2000 puntos se generaron con una
distribucion de probabilidad P = [0.5,0.5] y los siguientes 2000 puntos con ¢ = [0.4,0.6].
El andlisis se realiz6 utilizando cuatro funciones diferentes (e”,log(z), /x, sinh(z)) que
satisfacen la condicion formal dada en el teorema principal de este capitulo. La longitud
de las ventanas que se utilizaron son de Ly, = Ly, = 1000 puntos de datos. La linea
de guién horizontal es el valor de significancia S(g) tomado de la tabla 1 y la linea de
guién vertical determina el punto donde la divergencia alcanza su maximo. Se puede ver
claramente que se detecta los cambios en el punto exacto donde la secuencia cambia de
distribucion de probabilidad.

Con la idea de estudiar el limite de deteccion de la divergencia, generamos de la misma
manera que antes, cuatro secuencias combinadas con distribuciones de probabilidad cada
vez mas parecidas o cercanas. Las secuencias se analizaron con la funcién g(z) = e*
y se tomé la significancia S(g) de la tabla 1. La longitud de las ventanas utilizadas
fue Ly, = Ly, = 1000 puntos de datos. La Figura 7 muestra que a medida que las
distribuciones de probabilidad se vuelven cada vez méas similares el valor maximo de
divergencia (D,mazx) se acerca al umbral de significancia, sin poder alcanzarlo cuando
P =10.5,0.5] y Q = [0.51,0.49] (Figura 7 D). Para este caso, la divergencia v no puede
distinguir el cambio entre las dos secuencias. Como pudimos ver, el umbral de deteccion
depende de la funcién g(x) utilizada, asi como de la longitud de las ventanas tomadas
para el andlisis. Como se explico en el capitulo anterior, la suavidad en las curvas de los
graficos se debe a que hacemos un promedio de los valores de la divergencia v para cada
punto del cursor de la ventana. El promedio se hizo sobre 1000 sefiales simuladas.
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Figura 6. Analisis sobre secuencias binarias combinadas, los primeros 2000 puntos
tienen una distribucion P = [0.5,0.5] y los segundos 2000 puntos una distribucion

@ =[0.4,0.6]. La longitud de las ventanas son de Ly, = Ly, = 1000. La linea horizontal
representa la significancia para cada una de las funciones g(z) usadas (sacadas de la
tabla 1). Se puede ver que para todas las funciones g(z) usadas la divergencia detecta el
cambio de distribucién en la secuencia total.
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Figura 7. Analisis de una secuencia binaria combinada usando la divergencia v para
dos distribuciones de probabilidad P y ) cada vez més similares. La funcién usada es
g(x) = e* y la longitud de la ventana es Ly, = Ly, = 1000. La linea horizontal punteada
es la significancia S(g), y la linea vertical punteada representa el méximo de la
divergencia para los casos A, By C. Como P y () son cada vez mas similares el maximo
de la divergencia se acerca al valor de la significancia. En el caso D los valores de la
divergencia no pueden superar al valor de la significancia mostrando que las dos
subsecuencias son indistinguibles para la divergencia.

7.7.3 Series Reales

En el segundo ejemplo, utilizamos la divergencia v para detectar la transicion de estados
de un EEG (electroencefalograma) en un paciente en estado de sueno. El sueno es una
actividad dindmica, durante la cual tienen lugar muchos procesos vitales para la salud
y el bienestar. Es esencial para ayudar a mantener el estado de animo, la memoria y el
rendimiento cognitivo . Hay cinco etapas de sueno. La etapa sws 1 y sws 2 representan
un sueno ligero, en el que se puede entrar y salir del suefio y puede despertarse facilmente.
Las etapas sws 3 y sws 4 tienen ondas cerebrales extremadamente lentas y estas son las
etapas de suefio més profundo. Durante el REM (movimiento ocular répido), las ondas
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cerebrales imitan la actividad durante el estado de vigilia. Estas cinco etapas progresan
ciclicamente desde sws 1 hasta REM y luego comienzan de nuevo en sws 1. Es muy
importante que estos ciclos se mantengan para la salud. Para esto, se miden varios
parametros electrofisiolégicos como el EEG. El desarrollo de herramientas que puedan
detectar los cambios en las etapas del suefio a través de la senal EEG es esencial para
el estudio de pacientes con trastornos del sueno. Los datos fueron tomados del banco
de datos de Physionet The Sleep-EDF Database Expandido [38]. La grabacion del canal
EEG fue (Fpz-Cz) con un solo electrodo puesto en la parte frontal de la cabeza, y la
frecuencia de muestreo fue de 100 Hz. Las sefiales tienen 6 etapas diferentes: despertar,
ojos cerrados, REM, sws 1, sws 2, sws 3 y sws 4. Las grabaciones para cada etapa son
6000 puntos de datos (60 segundos) formando una senal de 36000 puntos como se muestra
en Figura 8A. Las senales se procesaron previamente con un filtro de paso de banda entre
0.5—60 Hz (es decir, las frecuencias que nos importan ya que son las frecuencias fisilogicas
del cerebro). Mapeamos la sefial utilizando el método de vector de permutacion, con los
parametros d = 4y 7 = 1. Usando una ventana de largo Ly, = Ly,, = 1000, la divergencia
7 se aplicé usando cuatro funciones diferentes (g(x) = e*,log(x), v/z, sinh(x)). Como se
muestra en la Figura 8B, la divergencia pudo revelar el paso entre todas las etapas del
suefo, para las cuatro funciones g(z), siendo g(x) = log(x) la que mejor detecta. El
progreso entre sws 2 y sws 3 tiene los valores mas altos, esto se debe a que cuando un
paciente entra en un suefio profundo, el cuerpo se vuelve menos sensible a los estimulos
externos, por lo que la informacién que el cerebro debe manejar es mas pequena, haciendo
que las ondas sean mas lentas. Las ondas cerebrales son muy similares a las que aparecen
en estado de coma. La transicion entre los estados sws 1 y sws 2 no esta absolutamente
clara, esto podria basarse en que estas dos etapas son de sueno ligero.
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Figura 8. Analisis de la divergencia « sobre una senal de EEG referida al sueno usando
el método de la ventana. Usamos cuatro funciones g(x) distintas para el analisis. La
transicion entre los estados de suefio es sobre un tiempo de 60 segundos. La senal fue
mapeada mediante el método de vector de permutacién con parametros d =4y 7= 1.
Los valores maximos de la divergencia aparecen en la transicion entre los distintos
estados de suefio.

7.8 Conclusiones

En primer lugar pudimos ver que existe una estrecha relaciéon entre el cuadrado de la
métrica euclidea y la divergencia de Jensen-Shannon estableciendo que pertenecen a una
misma familia de funcionales. Esto nos permitio introducir una familia de funcionales que
dependen de funciones convexas y asi ver que tanto la divergencia de Jensen-Shannon como
la métrica euclidea son ejemplos particulares de esta familia de funcionales. El hecho que
la definicion de la divergencia «y sea a partir de funciones convexas nos permitié demostrar
que este funcional generalizado cumple con todos los requisitos de una divergencia, en este
caso generalizada para un grupo de funciones convexas. Esto muestra, a primera vista,
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la cercana relacién que tienen las funciones convexas y las divergencias, por lo menos
en este caso. En segundo lugar pudimos generalizar esta divergencia para més de dos
distribuciones de probabilidad, permitiendo asi, una posible aplicaciéon en un analisis de
varias seniales a la vez.

Seguidamente, se logré definir una entropia generalizada también a partir de las
propiedades de las funciones convexas. Esta entropia incluye a la entropia de Shannon si
elegimos a g(x) = log x, y es un caso particular de una familia de entropias méas grande lla-
madas Salicrid. Como pudimos ver la entropia generalizada definida por nosotros cumple
con todos los requisistos que se le puede pedir a una entropia en el contexto de la teoria de
la informacion. Al final de esa seccion tambien pudimos ver que esta entropia generalizada
guarda una estrecha relacién con la divergencia v via la férmula de la divergencia “tipo
Jensen” que depende de entropias generalizadas. También se pudo encontrar, gracias a
esta forma de escribir la divergencia ~y, que existe un conjunto de funciones g(x) para
las cuales la raiz de la divergencia v es una métrica, dandole un valor agregado a esta
divergencia generalizada.

Por ultimo, se verificd la eficiencia de la divergencia utilizando el método de seg-
mentacién por ventana en aplicaciones a series simuladas y reales. Para una consistente
aplicacion se tuvo que recurrir a la definicién del concepto de significancia para tener en
claro cuando dos distribuciones eran en verdad distinguibles. Tanto en series simuladas
como en las aplicaciones a EEG en etapas de suefio se pudo observar que la divergencia
detectaba los cambios de la sefial para distintas funciones g(x), mostrando asi la eficiencia
de la misma.
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8 Capitulo VII: Complejidad

El concepto de complejidad atraviesa varias areas de la ciencia, y por ende no tiene un
solo significado. Existe la nocién de lo que puede ser complejo en el colectivo de las per-
sonas, pero en cada rama de la ciencia existe una definiciéon distinta y acorde a lo que se
busca describir. Por eso dedicaremos unos parrafos para aclarar qué es lo que buscamos
representar cuando decimos que algo es complejo. Estudiaremos la complejidad desde la
perspectiva de la teoria de la informacion brindando una nueva definicién basada en resul-
tados mencionados anteriormente en la tesis. Daremos una definicién de la complejidad
desde la perspectiva de la estadistica. Una de estas consideraciones es definir que sistemas
tienen una baja complejidad, es decir, que consideramos como sistemas no complejos.

Para esto es bueno hacer una comparacion con la complejidad de Kolmogorov para
tener una guia en el camino hacia nuestra definicion.

MAaquina de Turing: Haremos una descripcion informal de la maquina de Turing ya
que solo necesitamos entender el concepto. Pensaremos a una maquina de Turing como
una maquina que posee un algoritmo, un cabezal de lectura y escritura y una cinta o
cadena de caracteres (que puede ser infinita). El procedimiento se basa en leer el caracter
que esta escrito en la cinta, borrarlo y escribir un caracter nuevo para luego moverse a
la derecha o izquierda dependiendo de lo que exprese la funcién transicion. Esta funcion
la podemos definir de la siguiente manera. Sea P el conjunto de algoritmos (escritos en
binario) y G el conjunto de cadenas simboélicas. La maquina de Turing queda definida
por la siguiente funcién transicién

¢:P—G (228)
Se dice que p € P es una descripcién de s € G si

¢(p) = s (229)

Teniendo esta definicion estamos en condiciones de describir la

Complejidad de Kolmogorov: Formalmente hablando se define a la complejidad de
Kolmogorov como
K(s)s = min{|p| : ¢(p) = s} (230)
Donde |P| es la cantidad de bits del algoritmo que describe a s. Esto nos dice que la
complejidad de Kolmogorov no es mas que la cantidad de bits de la minima descripcion
de s. A simple vista se puede observar que la complejidad de Kolmogorov es incomputable,
es decir, no existe una maquina de Turing tal que dada una cierta cadena de simbolos s
nos de la cantidad de bits de la minima descripcién.
Supongamos que tenemos una secuencia binaria y queremos cuantificar su complejidad.
Si quisiéramos hacerlo desde la perspectiva de la complejidad de Kolmogorov, es decir, con
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una complejidad algoritmica, nos encontraremos que para las secuencias que tengan algtn
tipo de patrén (y en un caso extremo que sea una cadena en que aparezca un solo simbolo
en todos los casilleros) la complejidad es baja. En cambio, para secuencias en las cuales
no existe ningin patron aparente, es decir, secuencias aleatorias la complejidad tiende al
largo de la cadena, esto es, a su maximo. Desde esta perspectiva, el algoritmo que puede
describir la cadena es la cadena misma. Por esta razén tiene una complejidad alta pues
no podemos describir o generar la cadena con un algoritmo que tenga un largo menor ya
que no hay un patrén aparente. Pero si miramos el problema desde la perspectiva de la
estadistica, la situacion es muy distinta. Empecemos mostrando una deficiencia de usar
estadistica para analizar la estructura. Supongamos que tenemos dos cadenas binarias
como las siguientes

010101010101010101010101010101 (231)
000110111001101001100111000011 (232)

La primer cadena, como podemos observar, es periddica, en cambio, la segunda se asemeja
a una secuencia aleatoria ya que no hay un patréon aparente. Estructuralmente son muy
distintas. Si las analizamos con una complejidad algoritmica la primera tendria una
complejidad baja (ya que podemos describirla, informalmente, como “15 veces 01”) y la
segunda una complejidad alta. En este caso la complejidad algoritmica representaria muy
bien a la complejidad estructural de la cadena. Pero desde la perspectiva de la estadistica
las dos cadenas tienen la misma distribucion de probabilidad P = {1/2,1/2}. Pero la
situacion cambia si tomamos como referencia lo que se entiende como un sistema fisico
complejo. Por ejemplo un sistema periédico como un cristal y un sistema aleatorio como
un gas son sistemas que desde la fisica estadistica son poco complejos. Si volvemos al caso
de la secuencia aleatoria, estadisticamente es poco compleja, ya que tiene un distribucion
uniforme, como la periédica. Es decir, necesitamos poca imformacion para describir
estadisticamente a los dos sistemas. Es por eso que para una complejidad estadistica
una secuencia periddica y una aleatoria tienen baja complejidad. Nosotros definiremos
una complejidad desde esta perspectiva, es decir, una complejidad que interprete lo que
es estadisticamente complejo. Nuestro modelo a seguir de complejidad sera la propuesta
por Lépez-Ruiz, Mancini y Calbet (LMC) [39], que definieron una complejidad desde la
mecanica estadistica.

Complejidad de LMC: Supongamos que tenemos un sistema fisico el cual cumple con
la estadistica de Boltzmann-Gibbs. Esto nos dice que la entropia estadistica del sistema
esta definida como N

H(py, - ,py) = —k)_p;logp; (233)

=1
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Si hacemos una expansion de Taylor alrededor de H,,,, = klog N
Nk Y 1\?2
Hpeo ) = Klog(N) = =53 (pi= )+ (234)
i=1

2
Llamando a D = >N, (pi — %) desequilibrio y multiplicando por H a ambos lados
tenemos

N
H?>=H - Hpop — ;(H - D)+ kK*f(N, P) (235)

Se define a la complejidad como Cryc = H - D. Entonces
2k
Crme = cte - H(Hypae — H) + N f(N,P) (236)

Es aqui donde se puede ver mejor el concepto de desequilibrio. Esta definicién de comple-
jidad cumple con propiedades que buscamos en este tipo de medidas. Por ejemplo para
un sistema perfectamente ordenado se tiene que H = 0 y por lo tanto Cpyc = 0. Para
un sistema completamente desordenado se tiene que D = 0 y por lo tanto Cryc = 0. La
Cruc para otros sistemas tendré valores intermedios (siempre positivos).

Desde la teoria de la informacién se ha propuesto un idea que conserva las propiedades
fundamentales de la complejidad Cp ¢ reemplazando a D por la divergencia de la Jensen-

Shannon. Esta propuesta fue mostrada por primera vez por Lamberti, Rosso y Plastino
(LRP) [40].

Complejidad LRP: Definimos a la complejidad LRP de la siguiente manera
CLrp|P] = H[P]- Dys(P||1/N) (237)

Por las propiedades de la divergencia y de la entropia se puede ver que para un sistema
completamente desordenado tenemos que Crrp = 0 y para un sistema perfectamente
ordenado se tiene que Crp = 0. La complejidad, de la misma manera que C7 ¢, tendra
valores intermedios (siempre positivos). En este trabajo generalizaremos esta complejidad.

Como se puede ver cualquiera de estas medidas de complejidad estan dentro un con-
texto referido a la complejidad estadistica, en la cual un sistema determinista (con dis-
tribucién P = {1,0,---,0}) y un sistema completamente aleatorio (con distribucién uni-
forme) tienen una complejidad igual a cero. Es importante para interpretar correctamente
los valores de una complejidad estadistica del estilo de las que vimos anteriormente, que
tanto la entropia como lo que se utilice como desequilibrio estén normalizados.

Nosotros propondremos en esta tesis una complejidad que generaliza la complejidad
propuesta por Lamberti, Rosso y Plastino (Crgp), por lo tanto es una complejidad es-
tadistica que es funcién de una distribuciéon de probabilidad. Nuestra propuesta es la
siguiente

Cy(P) = Hy(P) - QD,,(P||P.) = Hy(P)Q (238)
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donde H,(P) = g(1) — X;pig(pi) es la entropia generalizada expuesta en la ecuacién
(208) y D, es la divergencia v propuesta en el capitulo anterior. La constante )y es una
constante de normalizacion. Como dijimos anteriormente es necesario normalizar tanto
la entropia como al desequilibrio. Para esto hay que encontrar la constante Qy. Vale
recordar que la funcién g(x) es tal que x - g(z) sea convexa. Para normalizar la entropia
H, tenemos que dividirla por su valor mdximo, esto es

Hy(P)  g(1) =X, pig(ps)
HalP)= 5 B) = o) = g(1/N) (239)

donde P, = {1/N,--- ,1/N}. Ahora nos falta normalizar el desequilibrio generalizado,
para eso tenemos que encontrar la constante Qy. Esta constante se calcula mediante la
divergencia . Supongamos que tenemos la divergencia vy de dos distribuciones Py @

D, (PIIQ) = X miglpy) + aigla) — (s + a)g (P %) (240)
i=1
donde P = {1,---,0} es una distribucién determinista y ¢ = P, es una distribucién
uniforme, resultando
1 1 N+1 N+1 N -1 1
I ) () (e 241
o) g()+g<N> (N)g(2N> (N)g(2N> (24

Entonces podemos generalizar el concepto de desequilibrio de la siguiente manera

1 N 1 pi 1
Pl=9Q,-D, (P||P.) = — 9(pi) — (pi + = — 4+ — 242
0,71 = 0D, (PIR) = Qoo (i) + Somatod — (v + ) o (5 + 57| 22
Por lo tanto la complejidad estadistica generalizada es
Co[P] = Hy[P] - Qy[P] (243)

Para entender estas ideas de informacion, desequilibrio y complejidad estadistica es
importante ver como se comportan en funciéon de diferentes distribuciones de probabil-
idad. Para eso tomaremos un conjunto de distribuciones de probabilidad, que cumplen
con la condicién de normalizacion Y, p; = 1, que van desde la distribuciéon determinista
P ={1,0,---,0} hasta la distribucién uniforme P, = {1/N,--- ,1/N}. Tomaremos para
este calculo N = 4. En la figura 9A se pueden ver los cédlculos, para diferentes distribu-
ciones de probabilidad, del desequilibrio, de la entropia y de la complejidad estadistica
para g(x) = e*. Como se puede observar en este grafico el desequilibrio es maximo cuando
la distribucién es determinista y minimo cuando la distribucién es uniforme. Contraria-
mente la entropia tiene su minimo para la distribucién determinista y su maximo para la
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distribuciéon uniforme. Por su lado la complejidad estadistica tiene un minimo en estos
dos extremos y un maximo en un valor intermedio.

Por otro lado en la figura 9B mostramos el calculo de la complejidad en funciéon de la
distribucién de probabilidad para diferentes funciones g(x) que cumplan con el teorema
expuesto en el capitulo anterior. Las funciones g(z) utilizadas son e”, log(z), \/x y sinh(x).

A 1 N B 015
\ —(x)=e *
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\ PN
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Figura 9. A)Valores de la entropia generalizada H,, del desequilibrio generalizado Q, y
de la complejidad estadistica C, para todas las posibles distribuciones de probabilidad
P = {p1,p2,p3,ps} que van del perfecto orden (estadisticamente hablando) hasta la
distribucién uniforme usando g(x) = e”. B) Muestra la complejidad estadistica C, para
el mismo grupo de distribuciones de probabilidad de A) para

g(x) = {e*,log(x), /z, sinh(x)}. Los mismos resultados se obtienen si tomamos
distribuciones de probabilidad con diferente N.

8.1 Conclusiones

Lo que se buscd en este capitulo es una medida que cuantifique cuan complejas son,
estadisticamente hablando, las series temporales. Para esto tuvimos que definir qué es
para nosotros complejo y que no, y adecuar nuestra definicion de complejidad a estos
requerimientos. Siguiendo el esquema de Lamberti, Rosso y Plastino fue necesario definir
el desequilibrio y cudl entropia debiamos usar. Por una cuestion de consistencia teérica
al elegir a la divergencia v como desequilibrio, fue necesario utilizar a la entropia H,
definida en el capitulo anterior ya que se relaciona de forma directa con esta divergencia.
Ya definida la complejidad se pudo verificar que cumple con los requisitos que le habiamos
impuesto.
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9 Capitulo VIII: Caos y Ruido

A diferencia de los capitulos anteriores donde el objetivo era hacer un aporte tedrico en la
definicion de cuantificadores de distinguibilidad o de complejidad, en este nos enfocamos
en el andlisis de series temporales dadas ciertas herramientas teéricas introducidas en
el marco tedrico. Como se sabe, los procesos cadticos y los ruidos tienen un origen
tedrico antagénico (unos son deterministas y los otros estadisticamente aleatorios). Atn
asi comparten un grado de impredecibilidad muy importante. Es por eso que las senales
producidas por estos pueden ser mal interpretadas. Nos enfocaremos, mediante el uso
de herramientas de teoria de informacion conocidas en la literatura y ciertos métodos de
segmentacion, en realizar un andlisis de series temporales producidas por estos procesos
con la intencién de distinguirlos o diferenciarlos.

Si bien la medida para cuantificar la disimilitud entre la series temporales sera la diver-
gencia de Jensen-Shannon, aqui usaremos un mapeo distinto a los usados en los capitulos
anteriores. Como detalleremos luego haremos dos procesos de mapeo: el primero es pasar
la serie temporal a un secuencia simbdlica binaria, y el segundo consiste en transformar
la cadena simbdlica binaria en una cadena alfabetizada. En primera instancia daremos
conceptos tedricos de sistemas dinamicos y de ruidos coloreados dando algunos ejemplos
para esclarecer. En segundo lugar presentaremos el modelo de mapeo y segmentacion uti-
lizado. Luego definiremos el concepto de significancia usado. Y por tltimo mostraremos
los resultados para un conjunto de sistemas caoticos y de ruidos coloreados.

9.1 Teoria de los Sistemas Dinamicos

Un buen comienzo para el estudio de sistemas cadticos es definir con claridad lo que es un
sistema dinamico, ya que los procesos cadticos son un caso particular de ellos. Entendemos
a un Sistema Dindmico como un sistema que evoluciona en el tiempo. Un sistema dindmico
puede estar descripto por un conjunto de ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales,
ecuaciones en diferencias finitas o una mezcla de todas. Llamaremos estados del sistema a
los valores que ira tomando mientras el tiempo transcurre y se le dira Espacio de Estados
Ex al conjuntos de esos valores. Utilizaremos el término camino trazado para referirnos
al conjunto de valores que toma el sistema (o sea los estados) mientras evoluciona dada
una condicién inicial. Para terminar, se le dird Diagrama de Fase al conjunto de todas
las trayectorias posibles. Este nos ayudara a entender el comportamiento del sistema
dindmico dada cualquier condicion inicial.

Nos vemos tentados a relacionar un sistema dindmico con el concepto de serie temporal.
Como pudimos ver una serie temporal no es mas que una serie de valores ordenados por
un parametro. En este contexto diremos entonces que un camino (una serie de estados)
es una serie temporal, con la particularidad que los valores para un tiempo t = n, o sea,
T, dependen explicitamente del valor inicial 5. Esto se debe por supuesto a que son
sistemas deterministas. Una diferencia entre el analisis de series temporales y el estudio
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de sistemas dindmicos es que a estos tltimos se los estudian en situaciones limite, es decir,
trataremos de entender el comportamiento para valores grandes de tiempo.

Definicién: SISTEMAS DINAMICOS

Llamamos Sistema Dindmico a la terna (Ex, T, f), donde Ex es el espacio de fase o de
estados; T es el conjunto de tiempo y f es el flujo (en el caso discreto se lo llama mapa)
del sistema y cumple con la aplicacién f: T x Exy —> Ex. y con las propiedades:

1. f(-,+) es continua
2. f(0,2) = x para toda z € Ex
3. f(t,f(s,x)) = f(t+s,z) paratodo t,s € T y x € Ex

Diremos que el sistema dinamico es discreto si el conjunto 7 es un subconjunto de los
nimeros enteros, y fluye de modo creciente y de un paso, osea, t : 1,2,...,n. Si T es RT
o R diremos que es continuo.

Como dijimos anteriormente un sistema dinamico va a estar dado por una ecuacién
en diferencias o una ecuaciéon diferencial depende del caso. Si estamos trabajando con un
sistema discreto la funcion flujo f sera una relacion recursiva del tipo

T = f(g) (244)

Como se puede ver consideramos sistemas auténomos, es decir, sistemas que no depen-
dan explicitamente del tiempo. Esto nos permite considerar arbitrariamente el instante
de tiempo inicial en t = 0 ya que el estado del sistema solo depende del estado anterior y
no del instante de tiempo.

Si el sistema fuese continuo podria presentarse de la forma de una ecuaciéon diferencial,

por ejemplo
dx
— = f(x(t 24
L 0) (245)

Nosostros nos centraremos en los sistemas discretos ya que trabajamos con secuencias
simboélicas. A continuacién daremos un conjunto de definiciones que nos ayudaran en el
futuro para poder interpretar correctamente los ejemplos que utilizaremos.

Definicién: TRAYECTORIA
Ya teniendo definido nuestro sistema dinamico podemos definir, para cada x € X, una
sucesion de puntos Ex

V() = (2, £(z),£(2),... . £'(2),.. ) (246)
y se define como Orbita al conjunto de los puntos de la trayectoria, es decir,

Oz, ) = {z.f(x), £(x), ..., f'(x),...} (247)
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k

donde f*(z) =fofo---of, es decir, la composicién de la funcién f, k veces. A la sucesién
(246) se la conoce como trayectoria de x bajo f. La interpretacion que uno le puede dar
a esta sucesion y(z, f) es la siguiente: supongamos que tenemos un objeto que se mueve
bajo ciertas leyes deterministas y para el tiempo ¢ = 0 se encuentra en la posicion x;
entonces en el tiempo ¢ = 1, el mismo objeto se econtrard f(z), y para el tiempo ¢t = 2,
estard f (f(x)) y asi sucesivamente.

Para el estudio adecuado de los sistemas dinamicos tendremos que analizar todas las
6rbitas posibles, es decir el mapa 1, : £y — R. También es util estudiar el estado
asintotico de estas orbitas, esto es, estudiar cuando n tiende a infinito. De hecho un com-
portamiento asintotico que nos importa es el estado estacionario del sistema. A algunos
de estos estados se los conoce como puntos de equilibrio (puntos fijos), érbitas periddicas,
eventualmente periddicas, estables y conjuntos limite. Muchos de estos comportamientos
asintoticos son casos particulares de un grupo general llamado Atractor. Un Atractor es
un Conjunto Invariante, es por esto que es adecuado a la cronologia del conocimiento
definir primero lo que es un conjunto invariante.

Definicién: CONJUNTO INVARIANTE

Se dice que V C &y, siendo Ex el espacio de los estados, es un conjunto invariante del
sistema dindmico definido por f, si V = f(V). Esto es, si el resultado de la iteracion del
conjunto V es el propio conjunto.

Definicon: ATRACTOR

Entendemos intuitivamente al atractor como la region del espacio de los estados al cual
convergen las érbitas dadas ciertas condiciones iniciales. Podemos definir a los atractores
de un sistema dindmico f(X,¢), como un subconjunto invariante A del espacio de los
estados £y tal que

e Sea D un subconjunto del espacio de los estados, que contiene a A, entonces este
convergera al atractor, esto es:

Tim |f(D,1) — Al =0 (248)

donde A C D.
e DD fi(t,D), parat > 0.

Vale aclarar que se utiliza como equivalente las notaciones f*(-) y f(n,-), para remarcar
la iteraciéon n de nuestro sistema dinamico. El hecho de que puedan coexistir varios
atractores da lugar al concepto de Cuenca de Atraccion, que no es mas que el conjunto
de todas las condiciones iniciales que conducen a un determinado atractor.

Daremos ahora algunos casos particulares de los atractores.
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Definicion: PUNTO DE EQUILIBRIO
Un punto z. se denomina punto de equilibrio si

f(ze) = z. (249)

Se puede ver que el punto de equilirio es un estado estacionario del sistema. Diremos
que z. es estable si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que

|zg — x| <6 = |zp, — 2| <€ Vn >1 (250)

Si el punto no es estable, lo llamaremos simplemente inestable. Un ejemplo simple podria
ser la funcién f(x;) = z%, aqui el estado z; = 1 es un punto de equilibrio.

Otro concepto importante que debemos tener en cuenta es la periodicidad de las 6r-
bitas. Como ya vimos la 6rbita relacionada al estado xy de un sistema dinamico discreto
puede escribirse como

O(wo, f) = {0, f(wo), £ (x0), ..., £'(w0), ...} (251)
Se dird que O(xg,f) es peridédica de periodo p € N si f(Xy) = xg, es decir, que
contendra a los puntos {xzg, f(z¢),...,f(z9)}. Notemos que si p = 1 entonces la 6rbita

periddica se convierte en un punto de equilibrio. Se llamara orbita eventualmente periodica
si para 77" (x,) = z, para alginn > 1y p > 2.

Definicién: SISTEMAS CAOTICOS
Diremos que un sistema dindmico (Ex, T, f) es cadtico si cumple las siguientes propiedades

e Es sensible respecto a las condiciones iniciales
e Es topologicamente transitivo

e Sus puntos periédicos son densos en Ex

Ahora nos ocuparemos en entender cada una de estas propiedades.

Definicién: TOPOLOGICAMENTE TRANSITIVO

La funcion f : Ex — Ex, se llama topoldgicamente transitiva si para cualquier par
de conjuntos abiertos U,V C Ey existe k > 0 tal que fF(U)NV # . Es decir, que si
nuestro sistema es topologicamente transitivo, entonces a £y no se lo podra descomponer
en dos subconjuntos disjuntos invariantes. Una observacion importante es que si nuestro
sistema tiene una érbita densa es topoldgicamente transitivo. Esto es si para todo punto
q € Ex existe una sucesién n — oo tal que f*(p) = ¢, para algin p € Exy.
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Definicién: SENSIBLE A LAS CONDICIONES INICIALES

La funcién f : £y — Ex tiene dependencia sensible a las condiones iniciales si existe
un 0 > 0, tal que para cualquier x € £y y para cualquier vecindad N de z existe y € N
y n > 0 tal que |f"(x) — ' (y)| > 0.

Definicion: PUNTOS PERIODICOS DENSOS
Diremos que los puntos periédicos de un sistema dindamico (8 X, f) son densos si para
cualquier subconjunto U de €y, siempre existe un punto periédico en U.

Teniendo estas definiciones en cuenta podriamos interpretar a los sistemas dinamicos
caoticos como impredecibles, irreducibles pero también con un grado de regularidad, y
esto ultimo es consecuencia de que tienen puntos periédicos densos.

En las dltimas décadas hubo grandes avances en la teoria del caos. En 1992 se demostro
que la sensibilidad en las condiciones iniciales es consecuencia de las otras dos condiciones.
En 1994 se demostré que un sistema dinamico definido en un intervalo por una funcién f
topologicamente transitiva, es cadtico. Y finalmente en 1997 se demostré que un sistema
dindmico f es cadtico si y solo si para cualquier par de subconjuntos abiertos U y V', existe
una 6rbita periddica que visita a ambos.

9.1.1 Algunos Ejemplos

Tent-map: En la presente seccion reflejaremos la teoria estudiada recientemente en un
ejemplo clasico de la literatura, “La Tienda de Campana” (también se la conoce como
Tent-Map [41]). Haremos primero un andlisis general del mapa discreto para luego con-
centrarnos en las regiones cadticas.

Se define al mapa “Tent-Map” como una aplicacién T : [0, 1] — {O, g}, con( < g <2,
de la forma,

br; 0<x<0,5
() _{ Bl—1z); 0,5<a<1 (252)

Como se puede ver tiene un solo maximo en x = 0,5, y al tener dos intervalos,
Ey =1[0; 0,5) y E5 =10,5;1] , se lo puede escribir de la siguiente manera

T(r) = 2YVp, + B(1 — 1) Vg, (253)
Y si utilizamos la funcién signo también se lo puede expresar como
1—-S(x—-0,5 14+ S(x—0,5
T(z) = 2f ("’; ) g - E ("2 %) (254)

con
1. x>0
sw={ .72, (255)
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Teniendo esto podemos reescribir la ecuacion del mapa de la forma

T@%:i@—&aS@—Oﬁy%ﬂx—aa) (256)

Y recordando que |z—0, 5| = (z—0,5)-S(x—0, 5), la expresion que se usa habitualmente
para el “Tent-Map” es
s

Tuy=§@—2m—a5o (257)

Como se puede ver el comportamiento de T'(x) esta definido por el pardametro 5. En los
mapas unidimensionales a este parametro se lo suele denominar también como pardmetro
de bifurcacion ya que determina el comportamiento asintotico. En funcién de 3 se pueden
definir distintos comportamientos asintéticos del Tent-Map

1. (0 < f < 1): El atractor estd compuesto por un tnico punto fijo atractivo en
el origen (z = 0), de modo que cualquier condicién inicial, al cabo de algunas
iteraciones, converge hacia él.

2. (f =1): Todos los puntos de la regién [0;0, 5] son puntos fijos, mientras que los de
la regién (0, 5; 1] se mapean en la regién [0; 0, 5] tras una tnica iteracion, siendo por
lo tanto puntos eventualmente fijos.

3. (1 < 8 < V/2): Orbitas cuasi-periédicas. Aunque para el espacio de las fases [0, 5/2],
el atractor no ocupa el espacio completo, permanece confinado en dos estrechas ban-
das dentro de la regién [3(2—(3)/2; 3/2], entre las que va saltando alternativamente.

4. (/2 < B < 2): Regién cadtica. Nuevamente el comportamiento asintético de las
secuencias generadas es limitado a la regién [5(2 — )/2; /2], aunque en este caso
la cubre por completo y el comportamiento de la senales dentro de la misma es
caotico.

5. (B = 2): Nos encontramos con caos completamente desarrollado, es decir, la secuen-
cia simbdlica generada cubre el espacio de las fases por completo.

La demostracion de porqué para = 2 es un sistema dinamico cadtico excede esta
tesis, nos confomaremos con decir que para este valor de parametro se cumplen las tres
condiciones dichas al principio.
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Mapa Logistico: El Mapa Logistico [42] es sin duda el mapa polinémico més conocido
y simple. Este mapa es fruto de la discretizacién de la ecuacion logistica propuesta por
el bidlogo belga Verhulst. Esta se utiliza para modelar el crecimiento/decrecimiento de
una poblaciéon con recursos limitados. Formalmente hablando podemos decir que el Mapa
Logistico es una aplicacién f : [0;1] — [0;1] con

f(z) = Az(l —x) (258)

siendo A un parametro que varia de 0 a 4. En biologia este mapa proporciona un valor
normalizado de la poblacién comprendido entre 0 (extincién) y 1 (mdxima poblacién
posible). Este mapa puede presentar un comportamiento dindmico muy complejo que
incluye puntos fijos, ciclo limite de todos los periodos y caos, dependiendo tinicamente
del valor del pardmetro A. Se pueden distinguir varios comportamientos variando este
parametro:

e (0 < X< 1): El atractor es un punto fijo en el origen.

1

e (1 < X< 3): El atractor es un punto fijoen z =1 — §

(3 < A < 3,57): Aparecen atractores periddicos de orden 2" (n = 1,2,3,...)
crecientes a medida que aumenta \, y cada vez con menor separacion entre ellos (es
decir, la distancia entre el valor de A correspondiente al periodo 2" y al perfodo 27+!
es cada vez menor).

e (3,57 < A < 4): Regiones cadticas intercaladas de regularidad (ciclo limite de
periodo de no potencia de 2). Por ejemplo, en A = 3,6786... aparece el primer
ciclo limite de periodo impar, y en A = 3,8284 ... aparece el ciclo limite de periodo
3, que por el teorema de Sarkovskii implica la existencia de ciclos limite de todos
los periodos para algin parametro del mapa, y garantiza que el mapa sea capaz de
generar secuencias cadticas para un cierto rango de su parametro.

(A = 4): Caos completamente desarrollado, y la secuencia simbdlica (caética) gen-
erada cubre todo el espacio de fases por completo.

Nosotros, como se especificard en la siguiente seccion utilizaremos A = 4. Dejaremos
a un lado en este trabajo la demostracion de porqué el Mapa Logistico es cadtico para
A =4, ya que excede nuestras necesidades.

Ahora describiremos de forma breve los mapas que utilizamos en este capitulo.
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El generador de congruencia lineal: [43]
Xni1 = (aX,, +¢) mod(m) (259)

donde
m, 0 < m se lo llama moédulo
a, 0 < a < m se lo llama multiplicador
¢, 0 < ¢ < m se lo llama incremento
Xo, 0 < Xg < m es la semilla o valor inicial

Y la funcién mod es la funciéon médulo usada en informaética, o sea el resto de la divisién
euclidea entre dos ntmeros. Valores de parametros utilizados: a = 7141, ¢ = 54773 y
m = 259200.

Mapa de Gauss: [44]
1
Tnpr = — mod(1) (260)

Valor inicial o = 0.1.

Mapa de Pinchers: [45]
Tpt1 = |[tanh(s(z, — c))| (261)

donde los valores de los pardmetros utilizados son s = 2 y ¢ = 0.5; y la condiciéon inicial
es g = 0.

Modelo de poblacién de Ricker: [46] Es un modelo de poblacién discreto que pro-
porciona el nimero esperado de individuos a un cierto tiempo, dada una poblacién a un
tiempo anterior

Tpy1 = Azpe™™ (262)

donde el valor del parametro utilizado es A = 20 y la condicién inicial es xq = 0.1.
Mapa seno circular: [47]
K
Tyl = Ty +Q — o sin(27z,,) (263)

™

Los valores de los parametros utilizados son 2 = 0.5 y K = 2. La condicién inicial
utilizada es o = 0.1.

Mapa seno: [48]
Tpi1 = psin(mzy,) (264)

Los valores de los parametros utilizados son @ = 1, y la condicién inicial usada es xq = 0.1.
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Mapa de Spence: [49]
Tni1 = |log(an)| (265)

La condicién inicial utilizada es x¢ = 0.5.

Es importante aclarar que para todas las series temporales usadas referidas a sistemas
cadticos se descartan los primeros 1000 valores y se toman los siguientes. Esto se hace
para que la secuencia no dependa tanto de la condicion inicial, ya que después de los 1000
valores se puede ver el comportamiento intrinseco de la senal.

9.2 Ruidos

Para este trabajo utilizaremos ruidos coloreados, o también llamados ruidos de Hurst, y
son caracterizados por su espectro de potencia, es decir, por su densidad espectral. Esta
depende de la frecuencia de la siguiente manera

)= (266)

Pero para entender de forma constructiva esta definicion primero debemos entender que
es el espectro de potencias y la densidad espectral. Por eso daremos algunas nociones y
definiciones en los siguientes parrafos.

Supongamos que tenemos un proceso estocastico y lo escribimos de la siguiente manera

X = 2”: A(v;)e™s (267)

Jj=1
donde —7m < 1y < 1 < -+ < v, = 7Yy Ay), -, A(v,) son coeficientes no-

correlacionados (E (A(v;)A(v)) = 0) de valor complejo, tal que

E(A(v;)=0,7=1,..,n (268)

E(A,,, A(v;)) = o} (269)

Se puede ver que la ecuacion (267) es la transformada de Fourier discreta. De las ecua-
ciones (268 y 269) podemos ver que para un proceso estacionario se tiene que

E(X,) =0 (270)

E(XpnXy) = > ae (271)

Jj=1
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Podemos ver que el proceso es estacionario ya que el momento y la autocovarianza no
dependen de t. Si escribimos la expresién anterior como una integral podemos ver que
para el proceso estacionario { X;} la autocovarianza es

v(h) = /(7T ; e dF (v) = /(Tr ; e f(v)dv (272)

A la funcién F se la conoce como distribucién espectral del proceso {X;} y le asigna
un peso a cada frecuencia del intervalo (—m, 7] y a f(v) se la conoce como Densidad
Espectral. Podemos ver que si hacemos la transformada de la autocovarianza tenemos

f0) = [ A(r)emdr (273)
que es la Densidad Espectral. Como se ve la densidad espectral depende de la frecuencia
y la autocovarianza del tiempo. Las utilidades de esta perspectiva pueden verse en la
caracterizacion de ruidos.

9.2.1 Algunos Ejemplos

Ruido Blanco En este capitulo mostraremos al ruido blanco desde la perspectiva de la
densidad espectral. Sea {Z;} un proceso estocéstico con varianza o se lo llamar4 ruido
blanco si cumple con las siguientes condiciones:

1. E(Z;) =0, para todo t entero.
2. v(h) = o?-4(h).

De esta definicién se pueden sacar varias conclusiones importantes. La primera, es que
es estacionario ya que el momento es finito y la autocovarianza no depende del parametro
t. Por hipétesis el espacio es L2, lo que implicarfa E|Z;|*> < co. La segunda, por como
esta definida la autocovarianza, el ruido blanco es un proceso estocastico incorrelacionado,
es decir, hay una independencia (por lo menos en el sentido lineal) entre cada proceso
para cada tiempo t. Esto nos dice que el valor que pueda tomar la variable aleatoria Z;
es independiente del valor que haya tomado la variable aleatoria Z;_;. Como habiamos
dicho un proceso completamente aleatorio es aquel que su valor no depende en absoluto
del valor que haya tomado el sistema en el momento anterior. También se puede ver que
si tomamos la definiciéon de densidad espectral, tenemos que

flv) = /’V(T)WNGiVTdT = /025(7' —0)e"dr = o? (274)

Vemos que es constante, he aqui el porqué del nombre blanco. ya que tiene una distribu-
cién uniforme en las frecuencias.
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Ruido Rosa: Podemos definir entonces al Ruido Rosa haciendo uso del anélisis esprec-

tral,

1
fv) o=~ (275)

v
donde v representa la frecuencia, y f(v) la densidad espectral. Como se puede ver la
principal diferencia con el ruido blanco es que su densidad espectral depende de la fre-
cuencia. De la misma manera que con el ruido blanco, uno define al ruido rosa sin recurrir
a la distribucion de probabilidades y mucho menos al proceso estocastico subyacente. En
varias publicaciones (como es el caso de Halley y colaboradores) se intenta llegar a una

descripcion del ruido rosa mediante un Ruido Auto-Regresivo
K .
Xy~ p+ Y AY (276)
j=1

La ecuacién (276) se puede interpretar como la combinacién de K procesos auto-regresivos
mas un “residuo” de bajas frecuencias. No utilizaremos la descripcién (276) del proceso
estocastico subyacente al ruido rosa, pero sirve para ver la estructura complicada que
tiene. Nosotros tomaremos secuencias generadas por un algoritmo estandar citado al final
del trabajo.

Ahora resumiremos brevemente los demas ruidos que utilizaremos.

Ruido Azul: El ruido azul tiene un espectro de potencia proporcional v
flv) xv (277)

es decir, para a = —1.

Ruido Rojo o Ruido marrén: El ruido rojo es similiar al rosa en referencia a su
correlacién. Este tiene una densidad espectral inversamente proporcional a 2

fv) o k= (278)

2

es decir, para a = 2.

Ruido Violeta: El ruido violeta es similar al azul en referencia a su correlacion. Su
densidad espectral es proporcional a /2

f(v) o< v? (279)

es decir, para a = —2.
Para generar todos los ruidos usamos los algoritmos extraidos de las referencias ( [50],

[51])
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9.3 Mapeo

En esta secciéon daremos los detalles del mapeo y de la segmentacion. El algoritmo de
mapeo es diferente al que hemos usado en capitulos anteriores (Bandt y Pompe). Es por
eso que se prefiri detallarlo en este capitulo directamente y no incluirlo en el capitulo de
Aspectos Metodologicos. El algoritmo de segmentacion es el de la ventana movil mostrado
en el capitulo de Aspectos Metodolégicos.

9.3.1 Correspondencia entre Serie Temporal y Cadena Simbdlica Binaria

Para poder analizar series temporales dentro del marco de la teoria de la informacién
debemos primero transformarlas a cadenas simbélicas. En este primer paso del mapeo lo
que haremos sera transformar una serie temporal a una secuencia simbélica binaria. El
método que elegimos es el presentado por Yang, Yein y Hseu en su trabajo del 2003 [52].
Es importante ver que sea cual sea el método que elijamos, tendré que ser capaz de que
la cadena simbdlica resultante exprese las propiedades que tenia la serie temporal. Esto
plantea un problema de subjetividad, en el cual, lo que pesard seran nuestros objetivos.
Para nuestra investigacion sera importante que la cadena simbodlica binaria C represente
de la mejor manera posible la estructura de la serie temporal.

Sea § = {z1,--+ ,xy} nuestra serie temporal, definimos al elemento “n-ésimo” de la
cadena binaria C = {ay, -+ ,any_1}, como
0 ifx, <z
Cp = ) f n X 4n+1 (280)
L oif p > app

La cadena C tiene un elemento menos, es decir, llegard hasta ay_;. Se ve claramente
que lo que se busca con esta asignacion es darle importancia al crecimiento y decrecimiento
de la serie temporal, en consecuencia lo que se logra es mapear la estructura general de
la serie.

9.3.2 Algoritmo de mapeo y segmentacion

Este algoritmo consta principalmente de tres partes. La primera consiste en construir una
cadena binaria formada por la unién de dos de las series temporales mencionadas mas
arriba. En la segunda parte, se construye una cadena simbélica distinta a partir de la
cadena binaria anteriormente obtenida. A esta cadena se la llamara cadena alfabetizada,
ya que la construiremos en base a valores determinados por Palabras de un largo “L”
fijado con anterioridad. La estadistica se hard en base a esta ultima cadena simbdlica.
Por 1ultimo, se aplicara el método de segmentacion de la ventana mévil.

Creacion de la Cadena simbdlica (binaria) doble: Elijamos dos series temporales
que estén a nuestra disposicion, y llamémoslas S; y So. Ahora “peguemos” el casillero final
de la &; con el primer casillero de la S;. Si suponemos que cada una de ellas tiene largo
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N, entonces el largo de la serie temporal doble serd 2N. Llamaremos “Serie Total” (Sr),
a la unién de las dos Series (1 y 2). Este método transformard nuestra serie temporal
total a una cadena binaria de largo (2N — 1), y la llamaremos Cadena Binaria Total,
Cr. El hecho que tenga un elemento menos es consecuencia directa del método elegido.
Para poder esclarecer el proceso descripto anteriormente, haremos un ejemplo con pocos
casilleros.

Tomemos los ultimos casilleros de una serie temporal producida por el mapa logistico
de largo N y los primeros casilleros de una serie temporal producida por un proceso de
ruido blanco, entonces tenemos

0.904065
0.346926
0.906274
0.339767
0.897301
0.368606
0.930943
0.257154
0.764103
0.720999
0.804638
0.628782
0.933661

Mapa Log =

0.003740
0.146042
0.247883
—0.040866
0.229108
0.044863
0.004388
0.207709
—0.127349
—0.162176
—0.109847
—0.097632
0.128830

Ruido Blanco =

El tramo de la Cadena Binaria Total correspondiente a los 2 x 13 valores anteriores,
es
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---1010101010101001011011000 - - -

vemos claramente que en este tramo tenemos 25 valores en vez de 26 como en el tramo
de la Sy detallado anteriormente.

Construccion de la cadena alfabetizada: Supongamos que tenemos la cadena bi-
naria total, Cr, de (2 - N — 1) casilleros. Ahora tomemos un segmento de largo L, que
llamaremos Palabra, y leemos los simbolos que tiene en su interior. Este segmento se
ird moviendo de a un casillero a la vez, hasta detenerse en el 1ltimo casillero. Nuestros
resultados fueron obtenidos con L = 8. En los siguientes parrafos se detallaran cada uno
de los pasos en la construccion de la cadena alfabetizada:

1. Tomemos los primeros L casilleros y leamos sus simbolos. La idea sera corresponder
a este conjunto ordenado de L simbolos un solo nimero natural perteneciente al
intevalo I = [0, 25! —1].

2. La eleccion del nimero que asignaremos a la Palabra de L elementos serd de la
siguiente manera:

L-1
a; = Z Citj* 2j (281)
j=0

Donde a; es el elemento i-ésimo de la cadena alfabetizada, C4, y ¢;; es el elemento
(i+j)-ésimo de la cadena total binaria, Cr. Vemos que la sumatoria es hasta (L — 1)
, esto es porque empieza en cero y la palabra tiene largo L. Nuestro primer elemento
de la cadena alfabetizada sera para i = 0. Entonces tendremos que

ap = o2’ + 12" 4+ -+ ep 2! (282)

3. El siguiente paso es mover la Palabra de largo L un casillero a la derecha, entonces
nuestro siguiente elemento de la Cadena Alfabetizada es

Qi1 = 120 + 2t + - e 28 (283)

Un punto a tener en cuenta es que hay una relaciéon univoca entre la palabra con-
tenida en la ventanita y el nimero correspondiente a la Cadena Alfabetizada.

4. Seguiremos repitiendo este proceso hasta el casillero {(2]\7 —1)—(L—- 1)}, es decir,
hasta que la Palabra toque el ultimo casillero. Esto significa que el primer casillero
de la Palabra estaréd en el casillero {(2]\7 —1)—(L—- 1)T de la Cadena Total Binaria,
Cr.
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5. Luego la Cadena Alfabetizada, C4 tendrd (L — 1) casilleros menos que la Cadena
Total Binaria, o sea contendra {(2]\7 —-1)—(L— 1)} casilleros.

Uno podria preguntarse por qué construir otra cadena si ya tenemos una secuencia
de alfabeto finito en la cual se puede implementar facilmente la teoria de la informacion.
Mas alla de que la eleccion del valor L es algo subjetivo del investigador, una de las
razones mas importantes, es poder tener en cada elemento de la Cadena Alfabetizada
una nocion o representacion de los cambios de la serie temporal original. Como dijimos
anteriormente los caracteres 0 y 1 de la cadena Cp representan si crecié o decrecié con
respecto al valor anterior de la serie. Entonces en la Cadena Alfabetizada, Cy4, se tiene en
cuenta los cambios en un cierto periodo de tiempo, definido por nosotros. Por lo tanto,
C 4 representara cambios locales de la serie temporal original (locales de largo L) en vez de
cambios puntuales como en la cadena Cr. Hacer estadistica sobre la cadena Cy4 significara
ver que cambios locales son més probables que otros.

Anailisis de la Cadena Alfabetizada: Teniendo ya la cadena C4 estamos en condi-
ciones de implementar la Teoria de la Informacion. Para esto utilizaremos el algoritmo de
la ventana movil descripto anteriormente. Teniendo todos los valores correspondientes de
la divergencia se construira un grafico dando el valor de la D ;g para cada valor del cursor.
En los graficos se muestra en realidad un valor promedio de la D g, es decir, se realiza
varias veces el mismo algoritmo (1000 veces) y se promedia. Es por eso que los gréficos
se veran suaves y sin fluctuaciones. Lo que buscamos son los valores del cursor para los
cuales la D ;g toma los valores méas altos. Esos casilleros (o sea los valores del cursor)
corresponderan a las posiciones de la cadena alfabetizada donde la diferencia entre las
distribuciones de probabilidad de la ventana son mas grandes. Esto se correspondera con
los mayores cambios “estructurales” de la serie temporal.

9.4 Medida de Disimilitud

Como dijimos en la introduccién a este capitulo el objetivo principal del mismo es mostrar
las diferencias o similitudes estadisticas que hay entre cadenas producidas por sistemas
dindmicos y ruidos. También se comparan cadenas de sistemas dinamicos entre si. Para
esto es necesario una medida de disimilitud entre distribuciones de probabilidad ya que
nuestro analisis es desde la perspectiva de la estadistica. En este capitulo elegiremos la
divergencia de Jensen-Shannon presentada en el marco tedrico.

9.4.1 Significancia

Como vimos en capitulos anteriores es bueno preguntarse si las dos distribuciones son
diferentes o si los valores de la divergencia son fruto de una fluctuacién estadistica. La
respuesta a esta inquietud nos la da la definicién de significancia. Para cada andlisis
compararemos el valor de la divergencia con el valor de la significancia, si este no supera
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al segundo se entenderd que las dos secuencias son estadisticamente iguales, es decir, la
divergencia no es capaz de diferenciarlas. En los siguientes parrafos detallaremos los pasos
a seguir para construir la significancia.

Supongamos que tenemos las cadenas alfabetizadas de un sistema cadtico (por ejemplo
el mapa logistico) y la cadena alfabetizada de un ruido coloreado (por ejemplo ruido rosa).
El primer paso a seguir es generar varias cadenas del mapa logistico y varias cadenas del
ruido rosa y formar dos grupos grandes de cadenas diferentes. Lo que haremos es calcular
la “auto-D;g”, es decir, compararemos (con la divergencia) todos los pares de cadenas del
mapa logistico, y haremos lo mismo con todos los pares de cadenas del grupo del ruido
rosa. Esto es

DY, = D,;s(PVi||P"9), i:l,--- N i#j (284)

donde W puede ser el mapa logistico o el ruido rosa. Es importante aclarar que se calcula
la divergencia para las cadenas pertenecientes a un mismo grupo, es decir, no comparamos
cadenas del mapa logistico con cadenas del ruido rosa, es por eso que se le dice “auto-
D;s”. Con estos valores de la divergencia calculamos el promedio de la auto divergencia,
esto es,

u!" = (Djg) (285)

Es decir tendremos dos valores de promedio " y ,uVT/. Luego calculamos la varianza para
cada grupo de cadenas, esto es

oW = ((Dys(P™||[PY7) — )2 (286)

Es decir, tendremos dos valores de varianza " y ¢". Teniendo esto podemos definir la
significancia para cada grupo de cadenas

SW— WGV S = VW (287)

Entonces si comparamos una cadena de un sistema dinamico con otra de otro sistema
dindmico o con una de un ruido coloreado podemos definir la significancia para esa cadena
“pegada” de la siguiente manera

SYW = max [SW, SVT/} (288)

Entonces diremos que dos cadenas de diferentes origenes son distintas o distinguibles
si para algin momento la divergencia de Jensen-Shannon cumple con

D,s(P||Q) > S™W (289)

Esto nos dice que para cada comparacion de cadenas referentes a diferentes origenes
(puede ser un sistema dindmico o un ruido coloreado) tendremos una significancia distinta
a calcular.
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9.5 Resultados

Esta seccién se divide en dos partes, la primera esta dedicada a la deteccién de cambios en
un secuencia de simbolos mediante el método de la ventana movil y en la otra mostramos
las matrices distancia (luego detallaremos que son). Para empezar tenemos que aclarar el
origen de la series temporales que usamos. Los sistemas cadticos usados son los siguientes:

e El generador de congruencia lineal.

El mapa gaussiano.

El mapa logistico.

El mapa de Pinchers.

El modelos de poblacion de Ricker.

El circulo seno.

El mapa seno.

El mapa de Spencer.

e El mapa Tienda de Campana.
Y los ruidos coloreados usados son

e El ruido blanco.

e FEl ruido azul.

e FEl ruido rosa.

e El ruido marroén.

e El ruido violeta.

Aqui, usamos el esquema de ventana mévil de largo Ly = Lp = 20000, propuesto para
detectar cambios en una senal. Para este propdsito, utilizamos dos senales diferentes x
y %o de igual longitud L,,,L,, = 50000 simbolos, que se fusionan en una sola secuencia.
Puede darse la situacion de que la senal x; sea cadtica y x5 sea un ruido, o dos secuencias
caoticas diferentes. Los ejemplos de dos secuencias normalizadas combinadas se trazan
en las Figuras 10(a) y 10(b). En ambas figuras, graficamos los resultados de aplicar el
procedimiento de segmentacion para diferentes combinaciones de senales. La D ;g alcanza
su valor maximo exactamente en el punto de fusion de las dos secuencias, que esta marcado
con una linea vertical punteada. Se observaron resultados similares en el caso de que
ambas secuencias sean generadas por procesos cadticos. En todos los casos el valor de
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D ;g alcanza varios 6rdenes de magnitud mas altos que los correspondientes a una sola
secuencia estacionaria referidas a la “auto-divergencia”, es decir, a la significancia.

Otro anélisis interesante es ver la robustez de la divergencia de Jensen-Shannon para
la deteccién de cambios dinamicos, bajo diferentes contenidos de ruido en las sefiales de
procesos cadticos. Con este objetivo, utilizamos dos mapas cadticos (el Tent map y el
mapa de Riker) con diferentes niveles de ruido (en este caso se le suma un porcentaje
de ruido blanco). Los porcentajes de ruido utilizados fueron NSR = 0%, 1%, 2%, 5%
y 10%. La Figura 11 muestra el comportamiento de la D ;g para diferentes contenidos
de ruido en dos mapas cadticos. Los parametros de la discretizacion son d = 6 (largo
de la palabra) y 7 = 1 (cada cuantos casilleros se mueve la ventanita de las palabras); el
ancho de las ventanas es L; = Lp = 20000. De estos resultados podemos concluir que
el método utilizado distingue los dos procesos dinamicos independientemente del nivel de
ruido, pero cuando el nivel de ruido aumenta, los valores de la D ;g disminuyen.

9.5.1 Matriz Distancia

Para cada tipo de proceso mostrado anteriormente generamos N, = 10° series temporales
de L, = 10° puntos de datos con pardmetros idénticos y una inicializaciéon aleatoria.
Calculamos una matriz de distancia entre ruidos de color y sistemas cadticos, utilizando
el criterio de significancia para el D ;g ya explicado. Lo que se hizo fue calcular el valor
de la D ;g referida a toda la senal completa, es decir, la distribuciéon de toda la senal de
caos y la distribucién de toda la senal de ruido y ponerlo en una matriz. La Figura 12
muestra la matriz para los pardmetros correspondientes 7 = 1 y d = 8. Para diferentes
dimensiones de inmersion o largo de la palabra, se obtuvo resultados similares. En el caso
de la matriz de distancias de D g correspondiente al ruido-caos (Fig. 12), observamos
que la mayoria de los mapas cadticos son distinguibles de los diferentes tipos de ruidos
coloreados. Cuanto més bajos son estos valores de la D ;g, més similares son las secuencias.
Solo para el caso particular del mapa generador de congruencia lineal (LCG) y el ruido
blanco (WN), el valor de D ;g no pasa el criterio de significancia. Este hecho significa que
el mapa LCG es un ejemplo de un generador de niimeros aleatorios que pasa la prueba
de Miller-Rabin. Por lo tanto, la distribucion de las palabras correspondiente a LCG
y WN son muy similares. La misma evaluacién se ha realizado entre mapas cadticos.
La figura 13 muestra la matriz de distancia correspondiente. Como se puede ver, todos
los valores de la Djg, excepto uno, estan por encima del criterio de significancia. Lo
que demuestra que nuestro método es adecuado para distinguir diferentes tipos de caos.
Un analisis mas detallado muestra una fuerte relacion entre los valores de la D ;g y el
diagrama de fase de los mapas cadticos. Por ejemplo, el mapa logistico y el mapa tienda
tienen diagramas de fase similares, y el valor de la distancia correspondiente es nulo (no
supera a la significancia). Un comportamiento paracido se puede encontrar entre el mapa
de Pincher y el mapa de Spencer.
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Figura 10. (A) Ejemplo de la combinacién de una senial cadtica y un ruido (Riker’s
maps y Ruido Azul), las senales se fusionaron en la posicién intermedia (200 puntos).
(B) Al igual que (A) se fusionaron dos sefiales pero ahora las dos de origen caético (Sine
Circle y Lineal Congruential Maps). (C) Los valores de la D g (en la figura aparace con
el nombre de “aJSD” que significa alphabetic Jensen-Shannon Divergence) usando el
método de la ventana movil aplicado a cuatro composiciones de senales de caos-ruido.
Los valores de pardmetros elegidos fueron d = 8, 7 = 1 (cada cuantos casilleros se mueve
la ventanita de las palabras) y un largo de ventana de 20000. (D) Al igual que (C)
aplicado para cuatro composiciones de seniales cadticas, usando los mismos parametros.
En ambos graficos se puede ver que el valor maximo de la D g se alcanza en la mitad, es
decir, donde se fusionan las senales.
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Figura 11. Se muestran los valores de la D ;g usando el método de la ventana mévil
aplicado a dos senales caéticas (Tent maps y Riker’s maps), a las dos senales se les va
agregando un porcentaje de ruido blanco. Podemos ver que cuando crece el porcentaje
de ruido decrece el valor méaximo de la D g, sin embargo la D ;g es capaz de detectar el
cambio en la sefial fusionada. Los parametros usados son d =6, 7 = 1 y un largo de

ventana de L = 20000.
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Figura 12. Matriz distancia referida a la D ;g entre senales cadticas y ruidos
coloreados. Los parametros usados son d = 8 y 7 = 1. Se puede observar que hay una
buena discriminacién entre las sefiales. Cuando el valor de la D ;g es 0.00 es porque no
super6 el valor de la significancia.
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Figura 13. Matriz distancia referida a la D ;g entre diferentes senales cadticas. Los
parametros usados son d = 8 y 7 = 1. Cuando el valor de la D g es 0.00 es porque no
super6 el valor de la significancia.
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9.6 Conclusiones del Capitulo

El objetivo principal del capitulo era generar un algoritmo que mediante la estadistica
se pueda analizar la estructura de una serie temporal y asi distinguir o diferenciar dos
senales. Como hemos dicho anteriormente en la tesis es necesario pasar de la senal original
a una secuencia de simbolos con un alfabeto finito. En nuestro caso era un secuencia
binaria que representaba el crecimiento y decrecimiento de la senal. Pero como nuestro
objetivo es hacer estadistica sobre la estructura local de la serie temporal tuvimos que
realizar dos etapas mas. La primera fue generar otra cadena simbodlica a partir de la
cadena binaria, esta cadena representaba la estuctura local de la serie. Es decir, nos daba
un numero que representaba univocamente un cierto tipo de estructura de crecimiento y
decrecimiento de la senal. Teniendo esta secuencia alfabetizada recién empezamos a hacer
estadistica. La siguiente etapa, ya que nuestro objetivo final era distinguir dos senales,
fue realizar un proceso de segmentacion, que en este caso fue el algoritmo de la ventana
movil. Cumpliendo estas tres etapas recién se aplico la divergencia de Jensen-Shannon.
Este proceso (las tres etapas en conjunto) fue fundamental y es la base por la que nuestro
método pudo diferenciar senales de diferentes origenes. Si nos enfocamos en el proceso de
analisis los resultados fueron 6ptimos, y esto se debe a que el procedimiento en el mapeo
de una senal a valores reales a una secuencia simbolica de alfabeto finito (en nuestro caso
la cadena alfabetizada) fue representativo de la dindmica de la misma. Si no hubiese sido
asi la distincién entre las senales hubiese sido muy defectuosa.

Referido a la naturaleza de las senales y a los resultados obtenidos las conclusiones
son varias. En primer lugar la distinguibilidad entre sistemas cadticos y ruidos coloreados
fue optima como se puede ver en el grafico 10. Mostrando que aunque los dos proce-
sos son de naturaleza impredecibles (siendo de origenes antagénicos), la divergencia de
Jensen-Shannon mediante un adecuado proceso de segmentacién permite distinguir es-
tos procesos. Los mismos resultados se obtuvieron en la distinguibilidad de patrones de
estructura de dos seniales cadticas pegadas.

Respecto al estudio estadistico de las seniales completas (sin hacer el proceso de seg-
mentacién) mostradas en las dos matrices distancia, la distincién entre sistemas cadticos
y ruidos coloreados fue 6ptima. Hay que hacer una salvedad con la situacion del Ruido
Blanco y el mapa generador de congruencia lineal (LCG), ya que el méximo de la di-
vergencia en este caso no supera el umbral impuesto por la significancia. Esto se debe
a que el mapa LCG se usa como un generador de nimeros aleatorios. Esto marca la
importancia de la significancia, ya que nos brinda una cantidad representativa de cuan
lejos estamos del error estadistico. También pudimos ver que el uso de la divergencia
Jensen-Shannon sirve para la distinguibilidad entre diferentes mapas cadticos, mostrando
que cuando teniamos en la matriz distancia valores bajos de la divergencia estamos en
presencia de dos mapas con diagramas de fase parecidos. Hay que hacer una salvedad en
este caso también, ya que para el caso del Tent Map y el mapa logistico la divergencia
tampoco superd el umbral de la significancia.
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Por ultimo pudimos ver la robustez del método en la distinguibilidad de mapas cadticos
con la presencia de un porcentaje de ruido. Esto es muy ttil en senales reales las cuales
se las modela por un proceso dindmico y cadtico y por el aparato de medicion se filtra un
porcentaje de ruido.
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10 Conclusiones Generales

Aunque se hayan hecho conclusiones parciales en cada capitulo de la tesis, nos parecid
oportuno finalizar nuestro trabajo con algunas consideraciones generales a modo de con-
clusion.

En primera instancia, podemos hacer algunas reflexiones sobre los avances tedricos
obtenidos en este trabajo. A nuestro parecer, la importancia de desarrollar nuevas diver-
gencias generalizadas no solo radica en tener una familia de divergencias sino en interpretar
o entender desde otra perspeciva a las divergencias ya establecidas. Como se pudo ver en
el capitulo 5 (“Divergencia tipo Bregman”) se obtuvo una familia de divergencias a partir
de entropias generalizadas. Aunque aportar a la literatura un conjunto de nuevas medi-
das de disimilitud es un hecho importante de por si, es la interpretacion de la divergencia
de Kulback-Leibler como un operador de entropias generalizadas lo que le da un valor
extra al capitulo. Esto nos permitié relacionarla con la divergencia de Bregman, y asi,
obtener una divergencia simétrica generalizada a partir de entropias generalizadas. En
el caso del capitulo 6 (“Divergencia Gamma”) el aporte tedrico fue dar una familia de
divergencias a partir de un conjunto de funciones g(x) con vista a futuras aplicaciones.
En primera instancia, lo interesante fue ver la relacién que habia entre el cuadrado de la
métrica euclidea y la divergencia de Jensen-Shannon. El hecho que los dos funcionales
formaran conjuntos convexos nos permitié observar que los dos pertenecian a una misma
familia de divergencias. Esta familia fue generada a partir de funciones convexas y de
sus propiedades. Esta nueva interpretacion de la divergencia de Jensen-Shannon nos hace
notar la fuerte relacion que hay entre este tipo de divergencias y las funciones convexas.
Tal es asi, que la generalizacion por pesos estadisticos y la generalizacién para mas de dos
distribuciones surgen de aplicar las propiedades de las funciones convexas a la divergencia
gamma.

Por otra parte, en el capitulo 6 introdujimos una nueva entropia generalizada H,. Esta
surge de la interpretacion de la propiedades de concavidad de la entropia de Shannon y
de verla como un caso particular de una familia de medidas de incerteza con la misma
estructura. Lo que hace particular a esta entropia generalizada es su estrecha relacion
con la divergencia gamma, presentada en el mismo capitulo. El hecho de obtener la diver-
gencia gamma a partir de una divergencia “tipo Jensen-Shannon” utilizando la entropia

generalizada H, le da un valor agregado tanto a la divergencia gamma como a la entropia
H

g-

De estas dos ideas introducidas en el capitulo 6 pudimos definir una complejidad
estadistica acorde al modelo presentado por Lamberti, Rosso y Plastino. Esto recalca una
vez mas que la divergencia gamma y la entropia generalizada H, no son dos conceptos
que van por diferentes caminos sino todo lo contrario. En referencia a la complejidad
generalizada los resultados fueron los deseados ya que cumplia con la propiedad de “U”
invertida al igual que la complejidad de LRP.

Otra observasion importante a hacer es la importancia del método de mapeo y seg-
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mentacién utilizados al momento de aplicar las herramientas tedricas desarrolladas. Sea
el mapeo de Bandt y Pompe o el utilizado en el capitulo 8 los dos lograron representar
en una cadena simbdlica las propiedades deseadas referidas a la senal original. Esto nos
permitio, mediante el uso de métodos de segmentacion, distinguir senales de diferentes
origenes. Estos dos procesos son, en nuestro caso, el nexo entre las divergencias desar-
rolladas y el andlisis de series temporales. Como pudimos ver en el capitulo 5 se pudo
detectar los cambios en una senal compuesta por una fibrilacion auricular y una de un
ritmo sinusal normal. Y en el capitulo 6 se pudieron distinguir los diferentes estadios
de suenio. En los dos casos se demostrd que las herramientas tedricas desarrolladas eran
utiles en el andlisis de series temporales.

Como conclusion final podemos decir que el desarrollo de nuevas medidas de distin-
guibilidad no solo es importante en el contexto de la teria de la informacién sino que
también en el analisis de series temporales.
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11 Apéndice A: Limites del operador de entropias

Limite para la entropia de Renyi:

N
: . 0OH, O0H,
tiny 2, (PQ) =ty o (e - (290)
Si calculamos las derivadas parciales tenemos que
OHo _ 1 a-g" (201)
9g; l—a ¥Y, ¢
y para p; tenemos
OH, 1 a-p (202)
8p,~ 1 -« Z;V:1 p?‘
Reemplazando en la ec. 108 obtenemos la siguiente expresion
a g P
lim D, (P]|Q) = lim [ Y pi < < - == )] (293)
a—1 =11 — ; Zé\le qg Z;VZI p]o‘
Colocando p; adentro del paréntesis tenemos
a—1 «
. . « Pidg; p;
lim D, (P||Q) = lim l . ( ! — : )] 294
a—1 ( || ) a=1|]1 — Ez: Z]evzlqg Z;V:ﬂ)ja ( )
Como se puede ver es un limite indeterminado de la forma
. 0
liny D, (P[[Q) = § (295)
Pero si aplicamos la regla de L’Hopital tenemos que
_i Rl pigl "t p2
lim D, (P||Q) = lim | <a > [Zf—l i Zf—lp?D
lim D, (P[|Q) = lim ot (296)

da
Por simplicidad de calculos es conveniente renombrar a la sumatoria que esta arriba

de la division como )
o

. [ pigs P
A= i _ i 297
zi: DAY/ S p?‘l (297)

Es visible ahora que lo que estamos haciendo es




101

4 (A
lim Dy, (P||@Q) = lim [jé_i)] (208)

Podemos empezar ahora a calcular cada una de las derivadas respecto del parametro
a. Empecemos por la méas corta;

d

da
La segunda derivada la haremos en varios pasos asi no se ve tan engorroso. Para
empezar la derivada de la parte superior de la ec.298 es

—(l-a)=-1 (299)

d(aA) d(A)
—2~ =A 300

do ta do (300)
Ahora calculemos la derivada de A respecto del pardametro «, recordando la definicion de

A de la ec. 115, tenemos que

d(A)_d(leiqf—l ) - (L[] [ )
dov ANl DUARY Zévlp] \da [0 g2 do Z;V:ﬂ?]o'é

(301)

Derivando explicitamente tenemos que

£ dier (o e (2e) (2led)

Donde

d
da[

y de la misma forma obtenemos

di [Z q?] = q¢ - In(qe) (304)

e

e o
@] = o [ e ] — g ) (303)

Reemplazando tenemos la siguiente expresion

d[ ¢! ] g n(g) 4 (Seqe - inla) a0
dOé Zé\le qg Ze Qg Ze qg
De igual manera podemos escribir
i [ p?_l ] _ pzq_l ~In(p;) _ (Z p; - In(p )> (306)
doe [0 p 25 pf 2 Pj
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Ahora estamos en condiciones de escribir la derivada respecto del parametro o de A

N N () (S @)\ (e ) pE (S0 In(p))
dOK - Di Zqu Ze qg Z]p] Z]p]a

(307)

Si distribuimos el signo queda

dA
dizzpi o Y e
o} > e 48 > e 4 > Dj > Dj

i

(q?—l-ln<qn 0 (Zeae - nla) et in(p) v (S50 Inle >))

(308)

Si repartimos la sumatoria tenemos

dA Z pz - ln(pz) Z Q? ln(QG) Z big; a ! Zzpza ) ln(pz) + Zj ijé ) ln(pj) Zzpza

dO{ Z qe Z Qe Z] p;l Z] p?
(309)
Usando la ec.299 podemos expresar al limite como
. . d(aA) . dA
tiny 2, (PQ) = tig(-) Gty |- - 310

Reemplazando la ec. 297 y 309 obtenemos la siguiente expresion del limite que bus-
camos.

01 -1
a—1 a—)l Z qg‘ Z qe
a l . iq o— 1 . e l ;
Lo Xeqe Inlee) Xipig o b an(p)_ (311)
Ze Qe Z]p]
_a- g - n(py) Xip?
2.5 P§
Tomando el limite tenemos que
lim Do, (PI|@) = 1=1=2 p;-In(g:) + 3 ge - In(ge +sz In(p:) Zp] (312)

Como resultado final tenemos

Jim Da (PIIQ) = ~H(Q) = Xp:- Inlay) (313)
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Limite para la entropia HCT: El procedimiento es similar al utilizado para la en-
tropia de Renyi. Partiremos del limite sobre el operador de entropias 95 y verificaremos
que resulta la divergencia de K-L. Tenemos entonces que

OHT -«

a—1
= . 314
9 —a_1% (314)

entonces el operador aplicado a la entropia de HCT toma la forma

Dyr(PlIQ) = 72@ — pigl’ (315)

Llamando A a la sumatoria de la divergencia y aplicando el limite de o tendiendo a 1
tenemos

d(aA)
: _da
ilgi DH({(PHC» = 11311 d(z 1) (316)
donde
d(aA) dA
=A — 1
o —i—ada (317)
y
dla—1)
— =1 1
T (318)

tenemos entonces que la derivada de A respecto « es

— —sz lnpﬁ—ZpZ “ng, (319)

de todo lo anterior tenemos que

lim Dz (P||Q) = lim [Z(p?—p,-qi )+aZ pi Inp;) —az(pz 1lnqz)] (320)

(2

lo que nos da

hm DHT (PllQ) = szhlpz sz' Ing =—-H(P) - sz‘ Ing; (321)

que es igual a la divergencia de K-L, es decir, lo que buscabamos. Esto nos permite
simetrizar el operador, aplicar el limite y verificar que

limy [P (PII2)] = Da (PlI2) (322)
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