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Resumen

En este trabajo se evalúan cuantificadores de información, particularmente la informa-
ción mutua y la transferencia de entroṕıa, como medidas de correlación entre diferentes
variables de sistemas que simulan procesos en la atmósfera. La dinámica atmosférica
podŕıa caracterizarse, en esencia, como un sistema no lineal dinámico extendido es-
pacialmente con complejas interacciones entre las diferentes escalas que componen su
dinámica, como también entre los distintos procesos f́ısicos involucrados en ella. Para
evaluar si las medidas de información pueden capturar y cuantificar estas interacciones,
se aplican los cuantificadores de información al modelo Lorenz-96, un sistema dinámico
no lineal en el cual se incluyen interacciones de largo alcance entre escalas; mientras que
para detectar cascadas de enerǵıa, se utiliza un modelo sintético de turbulencia 3D, y
la ecuación barotrópica de la vorticidad. Para estimar las distribuciones de probabilidad
y los cuantificadores de información se analizan las series temporales de los procesos de
interés a través del análisis simbólico ordinal usando el método de Bandt-Pompe de re-
ducción simbólica de datos en las señales, v́ıa aproximación por primeros vecinos usando
el método de Kraskov-Stögbauer-Grassberger, y entrenando una red neuronal utilizando
el estimador neuronal de información mutua. Comparando diferentes experimentos, se
muestra que incluso cuando la dinámica de las variables de la gran escala de los sis-
temas tienen correlaciones de corto alcance, las variables de la pequeña escala pueden
dar lugar a flujos de información de largo alcance, y que las medidas de información
son herramientas útiles para establecer el flujo de información observacional en sistemas
dinámicos, aśı como también la detección parcial de cascadas de enerǵıa en modelos de
turbulencia.
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Abstract

In this work Information quantifiers are evaluated, particularly mutual information
and transfer entropy, as correlation measurements between different variables of sys-
tems simulating processes in the atmosphere. The dynamic of the Atmosphere could
be characterized, in essence, as a spatially extended, non-linear dynamical system with
complex interactions between the different scales that composes its dynamics, as well
as between the different physical processes involved in it. To evaluate if the information
measurements can capture and quantify these interactions, these quantifiers are applied
to the Lorenz-96 model, a non-linear dynamical system in wich long range interactions
between scales are included; while to detect energy cascades, a sintetical 3D turbulen-
ce model is used, as well as the barotropic vorticity equation. In order to estimate the
probability distributions and information quantifiers, the time series of the processes
of interest are analyzed through symbolic ordinal analysis using the Bandt and Pompe
method of symbolic data reduction in signals, via first neighbours approach using the
Kraskov-Stögbauer-Grassberger method, and training a neural network using the mu-
tual information neural estimator. Comparing different experiments, it is shown thet
even when the dynamics of the variables in the systems grand scales have short range
correlations, the small scale variables can lead to long range information flux, and that
the information measurements are useful tools to establish observational information flux
in dynamical systems, as well to detect partial energy cascades in turbulence models.
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5
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4.1 Análisis simbólico Ordinal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2 Método de KSG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.3 Redes Neuronales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4 Comparación entre estimadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5 Experimentos con la ecuación barotrópica de la vorticidad 50
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1 Introducción

La atmósfera es un sistema multiescala complejo, con interacciones entre los múlti-
ples procesos f́ısicos que la involucran. Cualquier evento meteorológico, sea severo o
estad́ısticamente probable, es consecuencia del acoplamiento de varios subsistemas que
la componen. Pero además la atmósfera está fuertemente acoplada a otros grandes siste-
mas, tales como el océano y su dinámica, el suelo y sus procesos, el ecosistema, etc. los
cuales también cumplen un rol preponderante en la determinación de un evento meteo-
rológico en consideración [1]. El estudio de estos eventos meteorológicos en gran parte
se centra en determinar las causas que lo ocasionaron, es decir, en conectar el evento
en consideración con alguna caracteŕıstica de los subsistemas que pueda desencadenar el
evento.

El sistema climático puede ser pensado como una red. Los nodos pueden representar
variables en puntos de una red, o modos dinámicos. Está demostrado que la arquitecura
de la red climática es del tipo mundo pequeño [2]: por ejemplo, la región tropical es una
subred que está completamente conectada entre los nodos, mientras que la dinámica
de medias latitudes es una red de escala libre que está caracterizada por super nodos
dominantes [3].

El concepto de redes complejas y la teoŕıa desarrolladas para su tratamiento puede ser
una herramienta util para entender el complejo comportamiento de la atmósfera y sus
variables. En este sentido en la dinámica atmosférica es de vital importancia entender las
interacciones entre los nodos, aśı como también la relación causa-efecto entre los nodos
oprocesos que constituyen el sistema. Una forma posible de determinar causalidad en los
modos es mediante el test de causalidad de Granger [4], el cual determina si una serie
temporal es útil para pronosticar otra variable. Sean tres variables Xt, Yt y Wt a tiempo
t, y se quiere predecir Xt+1 usando como información a los términos pasados de Xt y
Wt. También, de forma independiente, se predice Xt+1 usando Xt, Wt y adicionalmente
términos pasados de Yt. Si el segundo pronóstico de Xt+1 es más exitoso de acuerdo a
ciertas funciones de costo, entonces el pasado de Y contiene información importante para
predecir Xt+1 que no está en el pasado de Xt ó Wt. Entonces, Yt será Granger-causal
(G-causal) de Xt+1 si: (a) Yt ocurre antes que Xt+1; y (b) si contiene información útil
para pronosticar Xt+1 que no es encontrada en otro grupo de variables apropiadas.

Esta medida usualmente es aplicada en el contexto de modelos autorregresivos linea-
les. Dado el carácter caótico de la atmósfera, se busca una medida que logre captar
correlaciones en series temporales altamente no lineales.

Otra forma (más simple) de detectar correlaciones es calcular el coeficiente de co-
rrelación de Pearson entre las series temporales de las variables Xi, Xj de la red. La
desventaja de este método es que mide qué tan linealmente correlacionadas están las
variables. La no linealidad de la evolución de las variables, aśı como la no gaussianidad
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de las distribuciones de probabilidad asociadas a dichas variables hacen que el coeficiente
de Pearson no sea una buena medida de correlación. Esto es de particular importancia
para la dinámica atmosférica donde se tiene una evolución altamente no lineal que des-
encadena distribuciones no gaussianas e incluso multimodales, esto ha sido encontrado
aún para tiempos de análisis relativamente cortos (seis horas).

Para ilustrar la no linealidad y no gaussianidad de los procesos atmosféricos, con-
sideremos la evolución temporal del sistema dinámico Lorenz 63, o más comunmente
denominado atractor de Lorenz [5]. Este sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
ordinarias rige la evolución de una capa bidimensional de fluido calentada uniformemen-
te desde la base y enfriada uniformemente desde arriba. En este sistema, variaciones
infinitesimales en las condiciones iniciales producen perturbaciones que crecen exponen-
cialmente en el tiempo en el espacio de fases del sistema, a tal punto de hacer imposible
la predicción del sistema en un tiempo futuro. En la figura 1.1 se muestra una distribu-
ción gaussiana aleatoria de puntos a los cuales se los hace evolucionar en el sistema, y
al cabo de un tiempo la distribución es altamente no gaussiana.

Figura 1.1: Distribución inicial gaussiana evolucionando en el atractor de Lorenz.

Este simple modelo de convección atmosférica muestra que tomar como función de
correlación de variables al coeficiente de Pearson o el test de causalidad de Granger es
ineficiente, y al hacerlo se perdeŕıan todo tipo de interacciones no lineales que no son
cuantificadas por esas medidas de causalidad.

La alternativa que se propone en este trabajo es el uso de cuantificadores de informa-
ción clásica como medidas de correlación no lineal, en donde se trabaja directamente con
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las distribuciones de probabilidad de las series temporales sin hacer suposiciones acerca
de las distribuciones ni del tipo de correlación entre las series a comparar. La teoŕıa
de la información, propuesta en 1948 por Claude Shannon para encontrar los ĺımites
fundamentales en el procesamiento de señales y operaciones comunicacionales como la
compresión de datos [6], hoy en d́ıa es aplicada a diversos campos como la matemática,
ciencias de la computación, f́ısica, neurobioloǵıa, y varios otros.

1.1. Teoŕıa de información de Shannon

Shannon buscaba una medida de información que satisfaga las condiciones:

1. Debe ser aditiva para piezas independientes de información,

2. Debe reflejar probabilidad de eventos, en particular, capturar el aumento de incer-
tidumbre asociada al aumento del número de eventos igualmente probables,

3. Debe ser continua con respecto a los cambios en estas probabilidades.

Consideremos muestras de una variable aleatoria X de un evento x, que puede tomar
valores de un espacio muestral ΩX . Si p(x) es la probabilidad de ocurrencia del evento
xse define la información de un evento x como

η(x) = −log2p(x). (1.1)

Esta magnitud puede variar a lo largo del tiempo, o sobre varias realizaciones del
sistema, siendo los dos casos equivalentes si el sistema considerado es ergódico. Si se
promedia la información sobre todos los eventos posibles, se obtiene la Entroṕıa de
Shannon:

H(X) = E{η(x)} = −
∑
x∈ΩX

pX(x) log2(pX(x)) (1.2)

La interpretación de esta definición es la siguiente: La entroṕıa H(X) de una variable
aleatoria X es una medida de la cantidad de incertidumbre asociada a la variable X.
H es mı́nima y toma el valor H(X) = 0 cuando el sistema está en un único estado
xi, mientras que es máxima y toma el valor H(X) = M cuando todos los M estados
xi, i = 1, ...,M tienen igual probabilidad de ocurrencia 1/M . La base 2 del logaritmo
implica que la entroṕıa está dada en bits. En otras palabras, H es el número óptimo
promedio de bits necesarios para cifrar realizaciones de la variable aleatoria X.

En este trabajo se utilizará la base e, por lo que el resultado estará dado en bits
naturales, y se denotará de ahora en más por log(x) al logaritmo natural de x.

La definición 1.2 es extendible a más de una variable: Se define la entroṕıa conjunta
entre las variables aleatorias X e Y como

H(X,Y ) = −
∑
y∈ΩY

∑
x∈ΩX

pX,Y (x, y) log(pX,Y (x, y)) (1.3)
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donde p(x, y) es la probabilidad conjunta de los eventos x e y, o sea, que simultáneamente
se den x e y.

Observar una variable X condicionada por otra variable Y siempre es mejor que
observar sólo la variable X. En este sentido se define la entroṕıa condicionada como

H(X|Y ) = −
∑

x∈X,y∈Y
p(x, y)log

p(x, y)

p(y)
(1.4)

Para construir un cifrado óptimo que use la cantidad justa cuantificada por la entroṕıa
de Shannon, es necesario conocer exactapente la distribución de probabilidad pX(x). El
exeso de bits cuantificados por la entroṕıa si se utiliza una aproximación qX(x) en vez
de pX(x) estará dado por la divergencia de Kullback-Leibler [7]:

DKL(p||q) =
∑
x∈ΩX

pX(x)log

(
pX(x)

qX(x)

)
(1.5)

Finalmente, se define la información mutua entre las variables aleatorias X e Y como

I(X,Y ) = −
∑
y∈ΩY

∑
x∈ΩX

pX,Y (x, y) log

(
pX,Y (x, y)

pX(x)pY (y)

)
(1.6)

La información mutua es la cantidad de información compartida entre X e Y . Es
una medida de su dependencia estad́ıstica, y puede ser pensada como una forma de
correlación no lineal: I(X,Y ) = 0 ⇐⇒ X e Y son independientes, es decir, cuando
pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y). La información mutua tiene las siguientes propiedades:

1. Es no negativa: I(X,Y ) ≥ 0,

2. Es simétrica: I(X,Y ) = I(Y,X),

3. Usando el Teorema de Bayes, puede ser expresada en función de las entroṕıas
conjunta y marginales:

I = H(X) +H(Y )−H(X,Y ), (1.7)

considerando la ecuación 1.5, se puede reescribir la información mutua:

I(X,Y ) = DKL(p(X,Y )||pXpY )

Esta identidad va a ser utilizada más adelante en este trabajo.
Finalemente, si se condiciona la información mutua entre X e Y , con otra variable Z,

se obtiene la información mutua condicionada:

I(X,Y |Z) = −
∑
z∈ΩZ

pZ(z)
∑
y∈ΩY

∑
x∈ΩX

pX,Y |Z(x, y|z) log
(

pX,Y |Z(x, y|z)
pX|Z(x|z)pY |Z(y|z)

)
(1.8)
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que también se puede escribir en función de las entroṕıas conjuntas y condicionadas:

I(X : Y |Z) = H(X,Z) + H(Y,Z)−H(X,Y, Z)−H(Z) (1.9)

Todo el análisis hasta ahora se realizó bajo la suposición de que X e Y son variables
aleatorias estáticas. Supongamos que ahora se tiene una secuencia de realizaciones con-
juntas (xt, yt) de X e Y enumeradas secuencialmente por el ı́ndice temporal t = 1, 2, 3, ....
El proceso (Xt, Yt) puede ser pensado como la evolución temporal de variables aleatorias
X,Y de ciertos procesos estocásticos (precios de la bolsa de valores, señales neuronales,
etc) ó de sistemas dinámicos deterministas.

Se podŕıa considerar la información mutua a cierto tiempo I(Xt, Yt), pero cuando nos
referimos a secuencia de realizaciones conjuntas a tiempo t, podŕıa haber dependencias
entre subconjuntos {Xt, Ys, t ∈ T, s ∈ S} de las variables individuales, es decir, varia-
bles a tiempo t pueden depender de otras en un tiempo pasado s. [8] y [9], de forma
independiente, vieron que la información mutua atrasada I(Xt, Yt−τ ) no es una medida
satisfactoria dado que falla a la hora de tener en cuenta la historia en común de los
procesos X e Y : para evaluar la influencia del pasado de Y con el presente de X, la
información compartida entre X y su propio pasado debe ser tenida en cuenta.

Esto motiva a la definición de la transferencia de entroṕıa (TE):

TY→X(t) ≡ I(Xt, Yt−τ , Xt−τ ) (1.10)

TY→X(t), al ser una información mutua condicionada, es siempre no-negativa, y es
una forma de dependencia estad́ıstica entre X e Y : TY→X = 0 ⇐⇒ X, condicionada
con su propio pasado, es independiente del pasdo de Y .

La definición de transferencia de entroṕıa puede ser extendida a más variables, ob-
teniendo estimaciones más precisas de información mutua mientras más variables del
sistema se conocen. El problema que surge inmediatamente es el aumento de la dimen-
sionalidad de las distribuciones de probabilidad (problema comunmente denominado
curso de la dimensionalidad), aumentando de forma exponencial la cantidad de mues-
tras requeridas de las PDF, y por lo tanto el tiempo de cómputo por cada dimensión
que se agrega. Una alternativa posible al problema de la dimensionalidad es embeber
la TE en el marco de modelos gráficos [10], en el cual la TE se descompone en una
suma de contribuciones de dimensión finita [11]. Los autores utilizan por un lado series
temporales de un modelo no lineal estocástico, y por otro observaciones de anomaĺıas de
presión a nivel del mar en los meses de invierno de 1997-2003 en cuatro localizaciones
de Europa del Este.

Otro uso de la TE es la detección de cascadas de enerǵıa en modelos sintéticos de
turbulencia [12], los cuales tienen un espectro de la enerǵıa en función del número de
onda que siguen la ley de similaridad de Kolmogorov E(k) ∝ k−5/3. Se utiliza una
forma de TE normalizada y bivariada, estimando la distribuciones de probabilidad con
histogramas, para detectar transferencias de enerǵıa desde modos de enerǵıa con bajo
número de onda hacia los modos con alto número de onda, calculando las magnitudes
de las interacciones, aśı también como los tiempos caracteŕısticos en los cuales ocurren
[13].
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Medidas de información se utilizaron también para la correcta selección de paráme-
tros en parametrizaciones de subgrilla [14] en sistemas dinámicos que simulan comporta-
mientos de ciertos procesos atmosféricos [15]. Los autores compararon series temporales
observadas de un modelo verdadero con cierta dinámica oculta, y lo estimaron con un
modelo más simple con parametrizaciones determińısticas y estocásticas. Para obtener
el mejor conjunto de parámetros, se compararon las series temporales del modelo verda-
dero con las de los modelos parametrizados utilizando como medidas a la complejidad
estad́ıstica [16] y a la Divergencia de Jensen-Shannon [17]. En este trabajo utilizaron
medidas de información que requieren distribuciones de probabilidad de dimensión 1, ya
que no utilizaron nunca distribuciones de probabilidad conjunta.

Este trabajo sigue la metodoloǵıa de [13]: utilizando tres formas de estimar la infor-
mación mutua (Análisis simbólico ordinal, búsqueda de primeros vecinos y redes neuro-
nales) y una forma de estimar la transferencia de entroṕıa (análisis simbólico ordinal),
el objetivo es aplicar las medidas ya mencionadas para:

1. cuantificar las interacciones entre variables y entre escalas en sistemas dinámicos
extendidos que imitan procesos atmosféricos (Modelo Lorenz 96 de una y dos
escalas), como también detectar la direccionalidad de estas interacciones;

2. Detectar transferencias de enerǵıa desde los números de onda bajos hacia los núme-
ros de onda altos en un modelo sintético de turbulencia en tres dimensiones (modelo
de Gledzer-Ohkitana-Yamada);

3. Detectar transferencias de enstrof́ıa desde los números de onda bajos hacia los
números de onda altos en un modelo realista de turbulencia bidimensional (ecua-
ción barotrópica de la vorticidad).

En las siguientes secciones se describirán los métodos alternativos para estimar la
distribución de probabilidad de una serie temporal (Análisis simbólico Ordinal), y para
estimar la información mutua (Estimación por k primeros vecinos, y mediante el uso de
redes neuronales).

1.2. Análisis simbólico Ordinal (ASO)

El cálculo de cuantificadores de información en sistemas dinámicos clásicos requiere
de antemano el conocimiento de la distribución de probabilidad asociada a las series
temporales que se quieren analizar. El método más usado es el histograma: El espacio
de los posibles estados es particionado en bins, y contando el número de veces Ni que
las trayectorias de un ensamble pasan por el i -ésimo bin en un dado tiempo, se define la
probabilidad pi = Ni/N , donde N es el número total de trayectorias posibles del sistema.
La desventaja del método es que la PDF resultante es muy dependiente del ancho de
bins utilizado.

Una forma alternativa de estimar la PDF es mediante secuencias temporales. Supon-
gamos una secuencia de de L tiempos y etiquetamos los bins, por lo que podemos formar

12



una secuencia simbólica de L śımbolos, dado que en toda la serie temporal el sistema
recorre L bins. En esta secuencia, cada śımbolo proveniente de un conjunto finito repre-
senta un bin, y un patrón se forma con una secuencia finita de bins, que es recorrida
por la trayectoria en L pasos de tiempo. Contando la ocurrencia de cada patrón sobre
el total de secuencias, determinamos la distribución de probabilidad. Si disminúımos el
tamaño de los bins hasta tenderlos a cero, se deriva de esta probabilidad la entroṕıa de
Kolmogorov-Sinai [18].

[19] propusieron una metodoloǵıa simple y robusta para la estimación de la distribución
de probabilidad asociada a una serie temporal {xt}, basada en una secuencia simbólica
que surge naturalmente de la serie, sin suposición alguna sobre el modelo [19]. Nos
referimos a anáisis simbólico ordinal a esta metodoloǵıa. El método consiste en traducir
la serie temporal a una serie de patrones ordinales de dimensión D (llamémomslos π),
los cuales son creados de la siguiente manera: (i) se asigna a cada tiempo t el vector
D-dimensional cuyas componentes son los valores de la serie temporal hasta el tiempo t:

σt →
(
xt−(D−1), xt−(D−2), ... , xt−1, xs

)
(1.11)

(ii) se reordenan las componentes de σt en orden ascendente y se aplica la misma
permutación al vector ordinal π0 = (0, 1, ... D − 1). El patrón ordinal a tiempo (t) es,
finalmente, la permutación π = (r0, r1, ... , rD−1) de π0 definida por

xt−rD−1 ≤ xt−rD−2 ≤ ... ≤ xt−r1 ≤ xt−r0 (1.12)

De esta forma, el vector (1.11) es convertido en un único śımbolo π. Definimos ri ≤ ri−1

si xs−ri = xs−ri−1 para tener unicidad.
La ocurrencia de cada patrón se cuenta en toda la serie temporal, y la probabilidad

de aparición de cada śımbolo π es el número de veces que aparece el patrón dividido
el número total de patrones de la serie tmporal. Entonces, la función distribución de
probabilidad de Bandt y Pompe (BP-PDF) está dada por P = {p(πi), i = 1, ... , D!},
con

p(πi) =
#{s|t ≤M − (D − 1); (t) de tipo πi}

M − (D − 1)
(1.13)

donde # denota la cardinalidad, y M es el largo de la serie temporal.
Para ilustrar el análisis simbólico ordinal, consideremos un ejemplo: tenemos una serie

temporal con siete (M = 7) valores: {4, 7, 9, 10, 6, 11, 3} y queremos calcular la BP-PDF
con D = 3. En este caso el espacio de estados está dividido en 3! particiones, por lo
que tengo 6 patrones de permutación mutuamente excluyentes. Los tripletes (4, 7, 9) y
(7, 9, 10) representan el patrón de permutación {012} dado que ya están en orden ascen-
dente. Por otro lado, (9, 10, 6) y (6, 11, 3) corresponden al patrón de permutación {201}
dado que xt+2 < xt < xt+1, mientras que (10, 6, 11) tiene el patrón de permutación {102}.
Entonces las probabilidades asociadas a estos 6 patrones son: p({012}) = p({201}) = 2/5;
p({102}) = 1/5; p({021}) = p({210}) = 0.

Ahora que se tiene una estimación de la distribución de probabilidad de una serie
temporal, es sencillo definir la entroṕıa de permutación:
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H(n) = −
∑
π

p(π)log p(π) (1.14)

donde la suma corre sobre todas las n! permutaciones π de orden D. Claramente se ve que
0 6 H(n) 6 log n!, donde el ĺımite inferior corresponde a series enteramente crecientes,
decrecientes o constantes, y el ĺımite superior a series completamente aleatorias.

Para calcular la distribución de probabilidad conjunta, se cuenta la cantidad de veces
que el conjunto de śımbolos (πi, πj), con i, j = 1, 2, ... D! aparece a lo largo de toda la
serie bivariada ({x}t, {y}t), y dividiendo por la cantidad de patrones que hay en la serie
temporal (N − (D − 1), si N es el largo de la serie). Entonces, la información mutua es

I(X,Y ) = −
∑
πy

∑
πx

p(πx, πy) log

(
p(πx, πy)

p(πx)p(πy)

)
(1.15)

Para estimar la información mutua entre una variable a tiempo presente y otra a
tiempo pasado τ , donde τ se mide en tiempos de observación tobs de las series temporales,
se toman los últimos N − τ valores {xτ , xτ+1, ... , xN} de la serie temporal presente y
los N − τ primeros valores {y0, y1, ... , yN−τ}, es decir, se atrasa en un tiempo τ la serie
pasada.

Utilizando la identidad 1.9, atrasando correctamente las variables y calculando todas
las distribuciones conjuntas requeridas, se calcula de la misma forma la transferencia de
entroṕıa.

Cuando se traducen las series temporales a series de śımbolos, en principio cada śımbo-
lo es un vector D-dimensional, y comparar vectortes término a término para contarlos
y obtener la PDF se hace computacionalmente demandante cuando la serie temporal es
significativamente larga (∼ 105 puntos).

Hay D! formas de permutar D objetos, las cuales pueden ser representadas por un
número entero entre 0 y D! − 1. Una forma de lograr esto es utilizando el código de
Lehmer, el cual mapea de forma biyectiva permutaciones a decimales. En el algoritmo 2
se presenta el método mediante un ejemplo. Aśı, se transcriben las series temporales a
números enteros (śımbolos). Contando la frecuencia de aparición de todos los números
en la serie se obtiene la función distribución de probabilidad de Bandt y Pompe. Tanto
el código de Lehmer como la obtención de la PDF y la cuantificación de las medidas de
información mutua y transferencia de entroṕıa fueron implementadas en Fortran 90.
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Algoritmo 2 Código de Lehmer

Paso 1. Sea i =arg (min(π)) 3,4, 1 ,2

Paso 2. Contar en número de d́ıgitos a la izquierda del d́ıgito i que sean mayores que
π(i). Este es el primer d́ıgito del factorádico.

3,4 ,1,2 número de d́ıgitos: 2

Paso 3. Remover π(i) de la permutación. 3,4,2

Paso 4. Repetir los pasos 1-3 hasta que no queden d́ıgitos:

3,4, 2 −→ 3,4 ,2 número de d́ıgitos: 2

3 ,4 −→ 3,4 número de d́ıgitos: 0

4 −→ 4 número de d́ıgitos: 0

Paso 5. convertir los factorádicos 2,2,0,0 a decimal, usando el factorial de la posición
de π(i) como base para cada factorádico:

lugar: 3! 2! 1! 0!
factorádico: 2 2 0 0

2× 3! + 2× 2! + 0× 1! + 0× 0! = 16

La representación decimal única de la permutación π = (3, 4, 1, 2) es 16.

1.3. Método de Kraskov, Stögbauer y Grassberger (KSG)

Un enfoque distinto a las estimaciones de las distribuciones de probabilidad, ya sea
con histogramas, Kernel density estimation o ASO, es estimar la información mutua
basada en la búsqueda de k primeros vecinos [20].

Supongamos dos espacios X, Y con cierta métrica, y sea Z el espacio Z = (X,Y ).
Podemos ordenar para cada punto zi = (xi, yi) sus vecinos más cercanos por su distancia:
di,j = ‖(zi − zj)‖ : di,j1 ≤ di,j2 ≤ ... Para ordenar el espacio Z se usa la norma máxima

‖z − z′‖ = max{‖x− x′‖, ‖y − y′‖}, (1.16)

mientras que para ordenar los subespacios X e Y se puede usar cualquier norma. Deno-
temos por ε(i)/2 la distancia desde el punto zi a su k-ésimo vecino, y εx(i)/2 y εy(i)/2
las distancias al mismo punto proyectadas en los subespacios X e Y , respectivamente.
Entonces, ε(i) = max{εx(i), εy(i)}.
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Figura 1.2: Panel(a): Determinación de ε(i), nx(i) y ny(i) en el primer algoritmo para k = 1 y un punto
i fijo. En este ejemplo, nx(i) = 5 y ny(i) = 3. Paneles (b) y (c): Determinación de εx(i),
εy(i), nx(i) y ny(i) en el segundo algoritmo para k = 2. El panel (b) muestra el caso en que
εx(i) y εy(i) son determinados por el mismo punto, mientras que el panel (c) muestra el caso
en que son determinados por distintos puntos.

En el primer algoritmo se cuenta el número nx(i) de puntos xj cuya distancia al punto
xi es estrictamente menor que ε(i)/2, y de forma similar para y en vez de x. En la figura
1.2 (a) se muestra este método. Como ε(i) es una variable aleatoria, y por consiguiente
también lo son nx(i) y ny(i), denotamos por 〈...〉 al promedio sobre todos los puntos
i ∈ [1, ... , N ] sobre todas las realizaciones de las muestras aleatorias:

〈...〉N−1
N∑
i=1

E[...(i)] (1.17)

La estimación de la información mutua es etonces

I(1)(X,Y ) = Ψ(k)− 〈Ψ(nx + 1) + Ψ(ny + 1)〉+ Ψ(N) (1.18)

donde Ψ(x) = d
dx log(Γ(x)) es la función digamma, o la derivada logaŕıtmica de la función

gamma. En el segundo algoritmo se reemplaza nx(i) y ny(i) por el número de puntos
con ‖xi − xj‖ ≤ εx(i)/2 (figuras 1.2 (b) y (c)). La estimación de la información mutua
es

I2(X,Y ) = Ψ(k)− 1/k − 〈Ψ(nx) + Ψ(ny)〉+ Ψ(N) (1.19)

El algoritmo puede ser generalizado a más dimensiones utilizano la identidad 1.9.
Aplicando la misma lógica que en dos dimensiones y encontrando los k primeros vecinos
en la distribución conjunta p(x, y, z), se obtiene

I(1)(X,Y |Z) = Ψ(k)− 〈Ψ(nxz)− Ψ(nyz) + Ψ(nz)〉 (1.20)
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donde se utilizó la norma máxima ε para encontrar los k primeros vecinos en una bola
alrededor de (x, y, z) para cada punto, nz es el número de primeros cuya distancia a
(x, y, z) en el subespacio z es estrictamente menor a ε, y nxz y nyz son la cantidad de
vecinos cuya distancia (en la norma máxima) a (x, y, z) es menor a ε en los subespacios
(x, z) y (y, z), respectivamente.

Mientras que para el algoritmo 2 se tiene que

I(2)(X,Y |Z) = Ψ(k)− 2

k
+ 〈Ψ(nz)− Ψ(nxz) +

1

nxz
− Ψ(nyz) +

1

nyz
〉 (1.21)

Si N es el largo de la muestra, el tiempo de cómputo en estos crece comoOkNlogN si se
utilizan algoritmos tipo k-d tree en la búsqueda de primeros vecinos, en vez de O(kN2)
[20]. En el presente trabajo sólo se utilizará la estimación 1.18 para la información
mutua, ya que el cálculo de la transferencia de entroṕıa buscando primeros vecinos en
tres dimensiones usando la ecuación 1.20 ó 1.21 es muy costoso computacionalmente
para las series temporales largas que se que se requieren para estimar las medidas de
información en los sistemas complejos que se analizarán.

Como su nombre lo indica, el método está basado en la búsqueda de primeros vecinos
en un espacio n-dimensional. Gran cantidad del tiempo de cómputo del algoritmo es
utilizado en la búsqueda de primeros vecinos. El código está implementado enteramente
en Python 3.7, y hace uso de la libreŕıa Scipy. El método que utiliza en la búsqueda es el
k-d tree, una estructura espacial de particionamiento de datos para organizar puntos en
un espacio k-dimensional. Si n es el largo de la distribución de puntos en un espacio bi-
dimensional, el tiempo de cómputo del método es O(n log(n)), mientras que la búsqueda
por fuerza bruta es O(n2) El código fuente se encuentra en el proyecto [21].

1.4. Estimación de información mutua mediante redes
neuronales (MINE)

[22] presentaron una forma de estimar la información mutua entrenando redes neurona-
les 1 v́ıa Basckpropagation. El resultado clave que utilizan los autores es la representación
dual de la divergencia de Kullback-Leibler [24]:

Teorema (Representación de Donsker-Varadan): La divergencia de Kullback-Leibler ad-
mite la siguiente representación dual:

DKL(P,Q) = sup
T :Ω→R

[
〈T 〉P − log(〈eT 〉Q)

]
(1.22)

donde el supremo es tomado sobre todas las funciones T tal que los valores de expec-
tación son finitos.

Demostración: ver anexo de [22].

1ver [23] para más información sobre redes neuronales.
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Una consecuencia directa del Teorema es la siguiente cota para la estimación ([25]):

Lema: Sea F cualquier clase de funciones T : Ω :→ R que satisfacen las condiciones
de integrabilidad del Teorema. Entonces se tiene el siguiente ĺımite inferior:

DKL(P,Q) ≥ sup
T∈F
〈T 〉P − log(〈eT 〉Q) (1.23)

La idea básica del Estimador Neuronal de Información Mutua (MINE, por sus siglas
en ingés) es, usando la representación dual de la divergencia de Kullback-Leibler, elegir
a F como la familia de funciones Tθ : X ×Z → R parametrizadas por una red neuronal
de parámetros θ ∈ Θ. Se explota el ĺımite

I(X,Y ) ≥ IΘ(X,Y ) (1.24)

donde IΘ es la medida de información neuronal, definida como

IΘ(X,Y ) = sup
θ∈Θ

[
〈Tθ〉PX,Y − log(〈eTθ〉PX⊗PY )

]
(1.25)

Los valores de expectación son calculados usando muestras aleatorias de la proba-
bilidad conjunta PX,Y y las marginales PX , PY . Esta función puede ser maximizada
mediante ascenso por gradiente.

Si P es una dada distribución de probabilidad, se denota por P (n) a la distribución de
probabilidad emṕırica asociada a n muestras independientes e idénticamente distribui-
das.

Definición: Sea F = {Tθ}θ∈Θ el conjunto de funciones parametrizadas por una red
neuronal. MINE está definido como

̂I(X,Y )n = sup
θ∈Θ

[
〈Tθ〉PnXY − log(〈eTθ〉

P
(n)
X ⊗P (n)

Y

)
]

(1.26)

Este método es fuertemente consistente. (ver [22] para la demostración de la consis-
tencia del método).

La implementación de MINE es propuesta en el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 3 MINE

repeat
Extraer b lotes de la distribución conjunta:
(x(1), y(1)), ... , (x(b), y(b))
Extraer b muestras de la distribución marginal Y :
y(1), ... , y(b)

Evaluar el ĺımite inferior:
ν(θ)→ 1

b

∑b
1=1 Tθ(x

(i), y(i))− log(1
b

∑b
i=1 e

Tθ(x(i),y(i)))
Evaluar bias corrected gradients
Ĝ(θ)→ ∇̃θν(θ)
Actualizar los parámetros estad́ısticos de la red:
θ → θ + Ĝ(θ)

until convergencia

El código utilizado para estimar la MI con el método MINE está implementado en
python3, utilizando la libreŕıa de aprendizaje automático tensorflow 1.14, y puede ser
encontrado en el proyecto [26]. Si {xt} y {yt} son las series temporales de largo N con las
cuales se quiere calcular la MI, la entrada de la red serán dos series {xt}in = ({xt}, {xt}),
{yt}in = ({yt}, shuffle({yt})) de largo 2N , donde ”shuffle”significa mezclar aleatorialente
la serie y (esto se hace para estimar la distribución de probabilidad marginal a partir
de la conjunta [22]). La primer capa consiste en dos subcapas lineales: capa x y capa y,
totalmente conectadas a las entradas x e y respectivamente. La capa 2 está conectada a
la capa x y a la capa y neurona a neurona, y su función de activación es un rectificador
lineal (ReLU): ReLU(x) = max (0, x). O sea que: capa 2 = ReLU(capax + capay). Las
capas x, y y 2 tienen 20 neuronas cada una. La salida es una sola neurona totalmente
conectada a la capa 2. En la figura 1.3 se muestra un diagrama de la red, donde las capas
x, y y 2 tienen sólo dos neuronas (a modo de ilustración).

Aprovechando el resultado (1.23), se define la función de costo de la red como

E = −
[
〈output (1 : 2N)〉 − log

(
〈eoutput (2N :4N)〉

) ]
(1.27)

o sea, E = −Î(x, y)n. La red se entrena en cada época con el optimizador Adam [27]
con un ritmo de aprendizaje de 0,01.
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Figura 1.3: Estructura de la red neuronal utilizada en el algoritmo MINE.

Para evaluar la performance del MINE en la estimacion de la informacion mutua,
se analizará la convergencia del método utilizando series gaussianas, ya que se puede
calcular la información mutua de forma anaĺıtica. Si se tienen n procesos gaussianos con
una dada matriz de covarianza Σ y varianzas {σ1, σ2 ... σn}, la información mutua entre
todas las variables es

I(X1, X2, ... Xn) = −1

2
log

|Σ|
σ2

1σ
2
2...σ

2
n

(1.28)

donde |Σ| denota el determinante de Σ.
En el caso especial dos de variables, la expresión 1.28 se simplifica a

I(X1, X2) = −1

2
log(1− ρ2) (1.29)

donde ρ es el coeficiente de correlación de Pearson entre X1 y X2. Mientras más grande
es la correlación entre las series, más grande es la información mutua.

Se generaron series gaussianas aleatorias de 5000 puntos (figura 1.4 a), con matriz de
covarianza Σxx = 1,Σxy = Σyx = 0,5 y Σyy = 1 y se entrenó una red neuronal durante
200 épocas de entrenamiento, con realizaiones independientes de las series. El resultado
se observa en la figura (1.4 b).
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(a) (b)

Figura 1.4: (a): series aleatorias gaussianas. (b): Información mutua calculada con el método MINE en
cada época de entrenamiento, e información mutua exacta.

Para estimar el error de la medida se promediaron los valores de la MI desde las épocas
50 hasta 200 y se calculó la desviación estándar. El resultado se observa en la figura 1.5.
El valor medio de la MI estimada (Imine) no discrepa del valor exacto, pues cae dentro
del intervalo [Imine −∆Imine, Imine + ∆Imine], donde ∆Imine es la desviación estándar.

Figura 1.5: Información mutua de un proceso gaussiano calculada con MINE cuando el método converge,
comparado con el valor de MI exacta.
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2 Sistemas dinámicos

Pontecialmente el objetivo de este trabajo seŕıa aplicar estos cuantificadores de infor-
mación directamente a variables de la atmósfera, en este sentido idealmente se podŕıan
utilizar los modelos numéricos utilizados para el pronóstico meteorológico que se utilizan
en los distnintos centros de pronósticos. Sin embargo, para estudiar el comportamiento
en un sistema más manejable y en el cual conozcomos exactamente su evolución y las
interaccaciones entre las variables, se utilizarán sistemas dinámicos mas sencillos pero
que tienen ciertas caracteŕısticas claves de la dinámica atmosférica. En este trabajo se
usarán tres modelos:

Lorenz 96: modela la evolución de una variable en un ćırculo de latitud.

Modelo GOY: es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que emulan la
turbulencia en 3d.

Ecuación barotrópica de la vorticidad: Un conjunto de ecuaciones en derivadas
parciales que es una forma ĺımite de las ecuaciones de Navier-Stokes.

2.1. Modelo Lorenz-96

El primer sistema que será estudiado es el Lorenz 96 [15]. Es un sistema dinámico no
lineal, dado por un conjunto de N ecuaciones de las variables Xn:

dXn

dt
+Xn−1 (Xn−2 −Xn+1) +Xn = F (2.1)

donde n = 1, ... , n. Este conjunto de ecuaciones se representan en un dominio periódi-
co, es decir X0 = XN , X−1 = XN−1, X−2 = XN−2.

Lorenz sugirió este modelo como un simple modelo atmosférico unidimensional en
un ćırculo de latitud, usado para demostrar problemas de predicabilidad atmosférica.
La f́ısica de la atmósfera está presente en este modelo sólo en el hecho de que hay un
forzado externo F (la enerǵıa proveniente del sol), una disipación interna (viscocidad
newtoniana), y los términos cuadráticos en conjunto conservan la enerǵıa del sistema
(X2

1 + ... +X2
N )/2. Se asume N > 3, y las variables se reescalan de tal manera que los

coeficientes de los términos lineales y cuadráticos son iguales a la unidad, y se asume
que este reesdcaleo hace que la unidad temporal del modelo sea de 5 d́ıas.

Este sistema puede ser generalizado al Lorenz 96 de dos escalas [15]. El modelo consiste
en dos sistemas del tipo 2.1 acoplados: uno con variables espaciales de gran amplitud y
grandes longitudes de onda (lo que se denomina la ”gran escala”), y otro sistema de más
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variables de pequeña amplitud y longitudes de onda cortas (pequeña escala), simulando,
por ejemplo, ondas de Rossby (gran escala) y ondas de gravedad (pequeña escala).

El modelo está definido por las ecuaciones

dXn

dt
+Xn−1 (Xn−2 −Xn+1) +Xn = F − h c

b

nM/N∑
j=M/N(n−1)+1

Yj

dYm
dt

+ c b Ym+1 (Ym+2 − Ym−1) + c Ym =
h c

b
Xint[(m−1)/M/N ]+1

(2.2)

donde n = 1, ... , N y m = 1, ... ,M . Los dos conjuntos de ecuaciones se representan
en un dominio periódico, es decir X0 = XN , X−1 = XN−1, X−2 = XN−2 y Y0 = YM ,
Y1 = YM+1, Y2 = YM+2. Las ecuaciones (2.2) son básicamente las mismas pero en
diferentes escalas. Tienen una constante de acople h entre las escalas, coeficiente de
proporción espacial y temporal b y c respectivamente. Las variables de la pequeña escala
son forzadas por la variable local (más cercana) de la gran escala, y las variables de la
gran escala son forzadas por el forzado externo F y por todas las variables de la pequeña
escala que están alrededor de la variable de la gran escala considerada. La imagen (2.1)
muestra una representación gráfica del modelo.

Figura 2.1: Representación gráfica del Lorenz 96 de dos escalas, con N = 8 variables de la gran escala y
M = 256 variables de la pequeña escala (32 variables de la pequeña escala por cada una de
las variables de la gran escala).

Para resolver numéricamente el sistema dinámico de una escala se utilizó el método de
Runge-Kutta de cuarto orden, con paso de integración h = 0,001, tiempo de observación
tobs = 0,05, número de variables N = 40 y forzado externo F = 8. Al modelo de dos
escalas se lo resolvió con el mismo tiempo de resolución y observación que el de una
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escala, y se seleccionaron los parámetros como b = c = 1, h = 10, N = 8, M = 256 (32
variables de la pequeña escala acopladas a una de la gran escala) y F = 16.

El comportamiento de las series temporales de estos sistemas dinámicos depende mu-
cho del forzado externo F del modelo. En el caso del Lorenz 96 de una escala, las
soluciones pueden ser caóticas para F = 8 (figura 2.2 abajo), periódicas para F = 3
(figura 2.2 medio), y disipativas para F < 1 (figura 2.2 arriba).

Figura 2.2: Varios comportamientos del Lorenz 96. Arriba: comportamiento disipativo, F = 0,5. Centro:
comportamiento periódico, F = 3. Abajo: comportamiento caótico, F = 8.

En el caso del Lorenz 96 de dos escalas, el comportamiento de la pequeña escala es
predominantemente disipativo, por lo que se requieren forzados aún mayores que en el
modelo de una escala para asegurar caos en todo el sistema. En la figura 2.3 se muestran
series temporales del sistema para varios forzados externos. Para F = 16 las solución del
modelo es caótica (figura 2.3, abajo), mientras que para F = 8 la solución es periódica
(figura 2.3, centro), y finalmente disipativas para F = 0,5 (2.3, arriba). Una descripción
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más detallada de las soluciones de los modelos de Lorenz-96 y su impacto en las medidas
del análisis simbólico ordinal se encuentran en [14].

Figura 2.3: Varios comportamientos del Lorenz 96 de dos escalas. Arriba: comportamiento disipativo,
F = 0,5. Centro: comportamiento periódico, F = 8. Abajo: comportamiento caótico, F = 16.

Teniendo en cuenta los comportamientos de los sistemas, se optó por realizar los
experimentos con series temporales del modelo sólo en el régimen caótico, con F = 8
en el caso del Lorenz 96 de una escala, y F = 16 en el caso del modelo de dos escalas.
Cabe aclarar que para trabajar con medidas de información es esencial que el sistema
sea caótico [28]. En el caṕıtulo 3 se aplicarán las medidas de información mutua IXi,Xj y
transferencia de entroṕıa TXj→Xi para detectar interacciones entre variables del sistema
y el rango temporal donde éstas ocurren. Para eso se calculará la MI entre una variable
Xi a tiempo presente y otra Xj a tiempo pasado. Esto se logra desfasando las series
temporales en un tiempo τ , que estará medido en tiempos de observación. Con esta
misma metodoloǵıa se calculará la transferencia de entroṕıa entre variables en función
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del lag temporal de las series.

2.2. Modelo de Gledzer-Ohkitana-Yamada (GOY)

Desde la teoŕıa de los sistemas dinámicos caóticos, la turbulencia tridimensional com-
pletamente desarrollada en las ecuaciones de Navier-Stokes puede ser interpretada como
la manifestación de un atractor extraño de muy alta dimensionalidad en un espacio de
fases de dimensión infinita. Dada la alta dimensionalidad del problema (O(106)), no es
posible utilizar directamente la metodoloǵıa de la teoŕıa del caos.

[12] proponen un modelo (denominado GOY, de ahora en adelante) de turbulencia
totalmente desarrollada, el cual satisface la Ley de Kolmogorov k−5/3 del espectro de
enerǵıa en el rango inercial (Ver anexo para más información). La variable que evoluciona
en el tiempo es la velocidad Vh(t) en el h-ésimo sitio de una grilla unidimensional. Cada
punto de la grilla evoluciona como Vh = Vh(t). Con respecto a la dependencia espacial de
la variable, se puede realizar una transformada de Fourier: de las variables reales Vh(t),
se construye un conjunto de ecuaciones un = un(t), donde un es la velocidad del n-ésimo
modo de Fourier del campo de la velocidad, caracterizado por un número de onda kn.
Este n-ésimo número de onda está dado por la relación

kn = k0q
n (2.3)

donde k0 es el modo más bajo (fundamental) y q es un coeficiente de magnificación que
relaciona al n-ésimo con el (n+1)-ésimo número de onda mediante la relación kn+1 = qkn.
La elección de los autores es q = 2, lo que significa que cuando las cascadas ocurren, el
tamaño de los remolinos se reduce a la mitad desde un a un+1.

Cada modo un(t) es un proceso f́ısico, y todos los procesos interaccionan entre śı. El
campo de velocidades en el espacio f́ısico está supuestamente governado por las ecua-
ciones de Navier-Stokes, cuyas no linealidades llevan al acoplamiento entre los distintos
modos. El sistema no está aislado, sino que un forzado externo fn actúa sobre el modo
n = 4 de la forma fn = δ4, n(1 + i)f , donde i es la unidad imaginaria y f una constante
de amplitud. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que gobierna la evolución
de un es

dun
dt

= i(knun+1un+2 −
1

2
kn−1un+1un−1 −

1

2
kn−2un−1un−2)∗ − νk2

nun + fn,

fn = δ4,n(1 + i)f
(2.4)

donde n = 1, 2, ... y x∗ denota el conjugado de x. Cada modo un está coplado con
un+1, un+2 y un−1 de forma cuadrática, y con sigo mismo mediante un término disipa-
tivo −νk2

nun que imita a la hiperviscocidad : una disipación que es sólo significativa en
los números de onda altos, dejando a los números de onda bajos escencialmente conser-
vativos.

El modelo GOY está gobernado por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
ŕıgidas (stiff equations, en inglés), es decir, las soluciones del modelo vaŕıan rápidamente
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con el tiempo, y los métodos numéricos usuales son inestables, a menos que se tome un
paso de resolución temporal muy pequeño. El código utilizado está disponible en [29].
Utiliza versiones modificadas del método de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas
ŕıgidos, basadas en el método de diferencias de tiempo exponencial [30].

Se seleccionaronlos parámetros del modelo de acuerdo a [12]: f = 5 × 10−3(1 + i)
(amplitud del forzado en el modo 4) y ν = 10−7 (coeficiente de hiperviscocidad). El paso
de integración es h = 10−3 y el tiempo de observación de las series es tobs = 0,1.

En la figura 2.4 se muestra la evolución de los modos del modelo. Los modos bajos
tienen más amplitud y peŕıodo largo, mientras que los modos altos tienen una amplitud
pequeña y peŕıodo corto.

Figura 2.4: Series temporales de los modos 17, 13 y 9 de la velocidad en el modelo GOY.

Al ser un modelo sintético de turbulencia 3D, el espectro de la enerǵıa sigue la ley de
Kolmogorov E(k) ∝ −5/3. La figura 2.5 muestra el espectro promedio en una serie de
50,000 puntos, comparado con la ley de potencias k−5/3 en el rango inercial (donde la
hiperviscocidad es despreciable).
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Figura 2.5: Espectro promedio de la enerǵıa para series temporales de 50,000 puntos.

2.3. Ecuación barotrópica de la vorticidad

Una peculiaridad que tiene la turbulencia de gran escala en la atmósfera es que es
escencialmente bidimensional. La existencia de la fuerza de Coriolis, estratificación y el
pequeño ancho del medio geof́ısico restringe severamente la velocidad vertical en flu-
jos de gran escala, los cuales tienden a ser cuasigeostróficos, con la fuerza de Coriolis
balanceando el gradiente de presión horizontal. Dado que el estiramiento de vórtices,
el mecanismo clave la turbulencia tridimensional ordinaria transfiere enerǵıa desde las
grandes escalas hacia las escalas pequeñas, no existe en dos dimensiones, la dinámica
de turbulencia geostrófica es muy diferente a la turbulencia tridimensional de pequeña
escala.

Un resultado clave [31] muestra que la enerǵıa va a escalas grandes, mientras que
la enstrof́ıa va hacia las escalas pequeñas. Si la enerǵıa es inyectada al sistema con
una velocidad ε, entonces el espectro de enerǵıa en la región de cascada de enerǵıa es
S(k) ∝ ε2/3k−5/3. Un argumento dimensional muestra que el espectro de eneŕıa en la
región de cascada de enstrof́ıa es de la forma S(k) ∝ α2/3K−3, donde α es el flujo de
enstrof́ıa hacia los números de onda altos. Se puede demostrar que el espectro de la
enstrof́ıa es Z(k) = k2 S(k) [32]. En la figura 2.6 se muestran las dos regiones inerciales
donde ocurren las cascadas.
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Figura 2.6: Cascadas de enerǵıa y enstrof́ıa en la turbulencia bidimensional.

Un conjunto de ecuaciones suficientemente generales pueden modelar lo anteriormente
dicho es el siguiente:

∂

∂t
(ζ − γ2ψ) + J(ψ, ζ − γ2ψ + βy) = f − ν0ζ + ν2∇2ψ − ν4∇4ζ (2.5)

ζ = ∇2ψ, u = −∂ψ
∂y

, v =
∂ψ

∂x
(2.6)

donde x, y y t son las cordenadas Este, Norte y temporal, ψ es la función corriente, u
y v son las velocidades en las direcciones Este y Norte y ζ es la vorticidad. γ es la inversa
del radio de curvatura de la superficie, β es el gradiente del parámetro de Coriolis, f es
una función de forzado y los términos νi son coeficientes de fricción, correspondientes
a la fricción de Rayleigh, viscocidad Newtoniana e hiperviscocidad, correspondientes a
i = 0, 2, 4, respectivamente. J es el operador Jacobiano en x e y.

Cuando el forzado y todos los términos difusivos son cero, el sistema conserva la
enerǵıa y la enstrof́ıa potencial:

E ≡ 1

2

1

(2π)2

∫ ∫
dx dy(u2 + v2)

Z ≡ 1

(2π)2

∫ ∫
dx dy(ζ − γ2ψ)2

(2.7)

Un caso particular de las ecuaciones 2.6 es la ecuación barotrópica de la vorticidad :

γ = β = ν0 = ν2 = 0
∂ζ

∂t
+ J(ψ, ζ) = f − ν4∇4ζ (2.8)

El código utilizado para resolver la ecuación barotrópica de la vorticidad 2.8 puede ser
encontrado en [33], el cual calcula la vorticidad en una grilla cuadrada. Para eso, utiliza
métodos espectrales para expandir en series de fourier a la función corriente:
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Ψ =
∑

Ake
i(~k.~r) (2.9)

por lo que la velocidad se calcula de forma anaĺıtica a partir de 2.9:

∂Ψ

∂x
= ikxΨ

∂Ψ

∂y
= ikyΨ (2.10)

Una vez calculada la velocidad en el espacio de Fourier, se computa el Jacobiano
J(Ψ, ζ), se calcula el forzado en cada tiempo de la forma Ai,j = J ′i,j + Fi,j , donde los
ı́ndices i, j barren los valores de los números de onda en la grilla, y se aplica el método
de Adams-Bashforth para hacer un paso temporal en la vorticidad. En cada paso de
resolución se aplica a la vorticidad un forzado aleatorio uniforme en un cuadrado en el
espacio de Fourier entre los números de onda 14 < kx < 20 y 14 < ky < 20 para que el
modelo no sea enteramente disipativo.

El método utilizado para representar la viscocidad en los números de onda altos es el
filtro de Smith [34]:

Fν =

{
exp[−a(k − kcut)s], si k > kcut

1, si k 6 kcut
(2.11)

el cual aplica una disipación exponencial a los números de onda altos (a partir de kcut =
k30). Se tomó el valor s = 8, y a tal que F (kmax) = (1 + 4π/N)−1, lo que da

a =
ln(1 + 4π/N)

(kmax − kcut)s

El modelo se inicializa con la condición inicial de McWilliams [35]:

ζ ∝ k
[
1 +

k

k0

]−1

(2.12)

donde k > 0 es el número de onda radial y k0 es el máximo de la función de forzado.
Se eligió k0 = 15.

Para asegurar la estabilidad numérica, el código utiliza un método adaptativo tal que
el número de Courant C = u∆t

∆x se mantiene entre 0,4 y 0,6.
El tamaño de la grilla usada es 128× 128. Considerando la cantidad de variables del

sistema, es muy dif́ıcil obtener información relevante con las medidas de información.
Una forma de evitar ese problema es trabajar en el espacio de Fourier sólamente con
el número de onda radial. Aśı, en cada tiempo de observación (tobs = 0,25), se calcula
la enerǵıa y enstrof́ıa 2.7 en el espacio de Fourier y se las integra alrededor del ángulo
polar para obtenerlas en función del número de onda radial E = E(k) y Z = Z(k).
De esta manera, el problema se reduce a considerar el acoplamiento entre Nk números
de onda (ver [36] para ver el código fuente para la obtención de los espectros). Este
acoplamiento es el que brinda información de las cascadas de enerǵıa y enstrof́ıa en
sistemas turbulentos. Cada serie temporal obtenida del modelo tiene un largo de 50000
puntos.

30



En la figura 2.7 se muestran los campos de vorticidad en el espacio f́ısico para (a) 1,
(b) 25, (c) 50 y (d) 100 tiempos de observación, propios de un flujo turbulento en dos
dimensiones.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.7: Campos de vorticidad en el espacio f́ısico del modelo barotrópico para los tiempos (a) tobs = 1,
(b) tobs = 25, (c) tobs = 50 y tobs = 100.

En la figura 2.8 se muestran los modos 5, 20 y 30 de la enerǵıa y la enstrof́ıa en
función del tiempo. Los modos con números de onda bajos tienen mayor amplitud y
menor frecuencia y los modos con números de onda altos tienen pequeña amplitud y
alta frecuencia.
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Figura 2.8: Izquierda: series temporales de los modos 5, 20 y 30 de la enerǵıa (izquierda) y enstrof́ıa
(derecha) en función del tiempo en el modelo barotrópico.

En la figura 2.9 a se muestra el espectro de la enerǵıa para varios tiempos de observa-
ción, comparado con el espectro teórico del modelo S(k) ∝ k−3, propio del rango inercial
de la cascada directa de enstrof́ıa (ver figura 2.6) de la turbulencia en dos dimensiones,
mientras que en la 2.9 b se muestra el espectro de la enstrof́ıa para varios tiempos de
observación, comparado con el espectro teórico del modelo Z(k) = k2 S(k) ∝ k−1.

(a) (b)

Figura 2.9: Espectro de (a) enerǵıa y (b) enstrof́ıa en el modelo barotrópico para varios tiempos.
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3 Experimentos con el Lorenz 96

3.1. Análisis simbólico ordinal

En esta sección se aplican las medidas de información mediante el uso del análisis
simbólico ordinal a las series temporales de los modelos Lorenz-96 de una y dos escalas.
Un primer análisis se enfoca en estudiar los acoplamientos espaciales entre las variables
del sistema. En el caso del modelo de una escala, se calculó la información mutua entre
la variable X20 a tiempo presente y el resto de las variables Xi, i = 1, ... , 40 para los
tiempos pasados τ = 0, 5 y 10. El largo de las series temporales es ndat = 50,000. Los
valores de información mutua obtenidos se muestran en la figura 3.1. Cada punto de las
figuras 3.1a-c es el valor numérico de I(Xt

20, X
t−τ
i ) en función de la variable i. A tiempo

presente (τ = 0) el máximo de MI está en i = 20, o sea, cuando se compara la variable
X20 consigo misma (figura 3.1 a). A τ = 5, la interacción con las variables a la izquierda
de X20 se hace más significativa, aunque el máximo de MI sigue en X20. A τ = 10,
es la variable X17 la que presenta más correlación con el presente de X20, Aunque la
correlación de X20 con su pasado sigue siendo significativa.

(a) (b)

(c)

Figura 3.1: Información mutua con el método de BP de la variable X20 con todas las variables Xi del
Lorenz 96 de una escala para (a) τ = 0, (b) τ = 5 y (c) τ = 10.
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Una vez determinada la direccionalidad de la información, el segundo análisis consiste
en calular la información mutua entre la variable X20 a tiempo presente con X17, X18,
X20 y X21 a tiempo pasado en función del retardo τ de las series. Cada punto de la
figura 3.2(a) es el valor numérico de I(Xt

20, X
t−τ
i ), con i = 17, 18, 20 y 21. Se observa

que, cuando τ < 8, la correlación de X20 con su propio pasado es siempre mayor que
la correlación con el pasado de sus variables vecinas. Para los tiempos pasados τ < 7,
hay una alta correlación entre X20 con X21, mientras que para τ = 13 el pasado de X17

muestra mucha correlación con X20. Finalmente, para τ = 19 es la variable X18 que
tiene más influencia sobre X19.

También e calculó la TE desde X17, X18, X19 y X21 a tiempos pasados hacia el
presente de X20 en función del lag temporal τ . En la figura 3.2(b) se muestran los
valores numéricos de TXt−τ

i →Xt
20

, con i = 17, 18, 19 y 21. La variable X19 es la que tiene

más causalidad sobre X20 a τ = 5, mientras que a τ = 6 es X21 quien más influye sobre
X20. A τ = 8 se observa la máxima interacción de X18, la cual es más débil que los otros
máximos de TE, mientras que para tiempos más lejanos (τ = 10 − 14) se observa una
interacción sostenida de X17 con X20.

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Información mutua con el método de BP de la variable X20 con X17, X18, X20 y X21 en
función de τ . (b) Transferencia de entroṕıa desde los modos X17, X18, X19 y X21 hacia X20

en función de τ .

El error al estimar la MI y TE con el ASO se lo estimó de la siguiente forma: se
calculó I(Xt

20, X
t
19) (MI entre X20 y X19 a tiempo presente) y TXt−τ

19 →Xt
20

(TE desde

X19 a X20) con D = 5 y τ = tobs = 0,05 para 300 realizaciones independientes de las
series temporales y se calculó el promedio y la desviación estándar de las medidas. Los
resultados se muestran en la figura 3.3. El error estad́ıstico asociado al estimar la MI
con el método de BP es de 0,3 %, mientras que el de la TE es de 0,1 %.
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(a) (b)

Figura 3.3: 300 realizaciones de (a) I(Xt
20, X

t
19) y (b) T

Xt−τ19 →X
t
20

con el ASO.

Para determinar la utilidad de las medidas de información para encontrar acoplamien-
tos entre las escalas de sistemas, se calculó la información mutua entre la variable X4 de
la gran escala y todas las Yj , j = 1, ... 256 variables de la pequeña escala. El largo de
las series temporales es ndat = 50,000 puntos. El resultado se muestra en la figura 3.4.

Figura 3.4: información mutua entre la variable X4 de la gran escala y todas las 256 variables Yj de la
pequeña escala, calculada con el ASO.

Se observa claramente que la información mutua depende mucho de la variable de
la pequeña escala involucrada (ver ecuación 2.2): las 32 variables Yi, i = 97, ... 128,
que sumadas actúan como forzado para X4, están más correlacionadas con X4 debido a
que estas variables de pequeña escala tienen un acoplamiento directo en las ecuaciones
con la variable de gran escala considerada, mientras la información mutua desciende
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sustancialmente en grupos de variables de pequenã escala que son forzadas por otras
variables de la gran escala, cuyo acoplamiento es entonces indirecto.

El acoplamiento entre procesos de distintas escalas en la atmósfera es muy dificultoso
de cuantificar. En principio, en este sitema prototipo los resultados muestran que las
medidas de información basadas en el análisis simbólico ordinal pueden brindar infor-
mación útil, bajo la hipótesis de que se posean series temporales suficientemente largas
como para obtener distribuciones estacionarias.

3.2. Método de KSG

Para estudiar los acoplamientos espaciales entre las variables del sistema Lorenz-96 de
una escala, se calculó la información mutua entre la la variable X20 a tiempo presente
y el resto de las variables Xi, i = 1, ... , 40 para los tiempos pasados τ = 0,5 y 10.
El largo de las series temporales es ndat = 50,000. No se utilizaron series temporales
largas como en el análisis simbólico ordinal porque (a) el método es más demandante
computacionalmente y (b) con esa cantidad de puntos se consiguen series temporales
suficientemente estacionarias para los requerimientos del método KSG, logrando buenas
estimaciones de MI. En la figura 3.5a-c se muestran los valores numéricos de I(Xt

20, X
t−τ
i )

con τ = 0, 5 y 10 respectivamente, en función de la variable i.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Información mutua con el método de KSG de la variable X20 con todas las variables Xi
del Lorenz 96 de una escala para (a) τ = 0, (b) τ = 5 y (c) τ = 10. En (d) se muestra la
información mutua de la variable X20 con X17, X18, X20 y X21 en función de τ .

Cuando se calcula la MI sin desfasajes temporales (τ = 0) entre las series, el máximo
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de MI está en i = 20. A τ = 5, la variable X19 a tiempo pasado tiene más correlación
con X20 que el mismo pasado de X20: el máximo de MI se corre una variable hacia la
izquierda. A τ = 10, la variable X17 está correlacionada con el presente de X20 mucho
más que el pasado de la variable X20, mostrando claramente la direccionalidad del flujo
de información desde las variables de la izquierda hacia las de la derecha.

En la figura 3.5(d) se muestra la información mutua entre el presente de la variable X20

con el pasado de X17, X18, X20 y X21 en función del retardo τ de las series temporales. Se
observa que la correlación de X20 con su pasado es siempre mayor que la correlación con
sus variables vecinas para tiempos τ < 5. Para tiempos pasados mayores, la información
mutua con la variable X18 es máxima, mientras que en τ = 13 es la variable X17 la que
tiene mayor impacto sobre el presente de X20. La correlación del pasado de X21 no es
significativa comparada con las otras variables.

El error al estimar la MI con el método de KSG se lo estimó de la misma forma
que el error con el método ASO: se calculó I(Xt

20, X
t
19) (MI entre X20 y X19 a tiempo

presente) con k = 3 primeros vecinos y largo de las series temporales de 15,000 puntos,
para 300 realizaciones independientes de las series temporales, y se calculó el promedio
y la desviación estándar de las medidas. Los resultados se muestran en la figura 3.6. El
error estad́ıstico asociado al estimar la MI con el método de KSG es de 0,9 %.

Figura 3.6: 300 realizaciones de I(Xt
20, X

t
19) con el método de KSG.

Se realizó el mismo experimento que en la sección 3.1 para detectar correlaciones entre
escalas el Lorenz-96 de dos escalas, calculando la MI con el método de KSG. Los valores
numéricos de I(X4, Yi) en función de i, con i = 1, ... , 256 se muestran en la figura 3.7.

Al igual que con ASO (figura 3.4), se detectan las correlaciones con las distintas varia-
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bles de la escala pequeña, con la diferencia de que las 32 variables de la escala pequeña
acopladas con X3 están más correlacionadas con X4 que las 32 variables acopladas con
X5, contrario a lo encontrado con el método ASO.

Figura 3.7: información mutua entre la variable X4 de la gran escala y todas las 256 variables Yj de la
pequeña escala, calculada con el método de KSG.

3.3. Redes neuronales

Antes de repetir los experimentos anteriores con el método MINE, se analizó la conver-
gencia del algoritmo en el Lorenz-96 de dos escalas. Se graficó la estimación de I(X4, Y16)
y I(X4, Y128) (es decir, la MI entre una variable de la gran escala con una variable de la
pequeña escala desacoplada y otra acoplada) en función de la época de entrenamiento.
Recordar que minimizar la función de costo de la red neuronal es maximizar el valor de
la información mutua (ecuación 1.27). Los valores numéricos de la MI se muestran en la
figura 3.8. Se encuentra que el método converge a un rango de valores de MI fijo en cada
caso.
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Figura 3.8: información mutua entre la variable X4 de la gran escala y Y16 (derecha) y Y128 (derecha)
de la pequeña escala.

Una vez mostrada la convergencia del algoritmo, se calculó la información mutua
entre la variable X20 a tiempo presente y el resto de las variables Xi, i = 1, ... , 40
a tiempo pasado para los atrasos temporales τ = 0,5 y 10 en el Lorenz-96 de una
escala. Cada época de entrenamiento tiene como entrada series temporales de largo
ndat = 5000 puntos, en un total de nep = 1000 épocas. Dado que en la figura 3.8 se
observa convergencia del modelo a partir de la época 500, se tomó como valor de MI
al promedio de la estimación entre las épocas 500 y 1000. Los valores numéricos de
I(Xt

20, X
t−τ
i ) con τ = 0, 5 y 10 muestran en las figuras 3.9 a, b y c respectivamente.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.9: Información mutua con el método MINE de la variable X20 con todas las variables Xi del
Lorenz 96 de una escala para (a) τ = 0, (b) τ = 5 y (c) τ = 10. En (d) se muestra la
información mutua de la variable X20 con X17, X18, X20 y X21 en función de τ .

Cuando no hay desfasajes temporales entre las series, el máximo de MI está en i = 20
(figura 3.9a). Cuando τ = 5, el máximo de la MI ocurre en la variable X19 (figura
3.9b). A τ = 10, es la variable X17 la que está correlacionada con el presente de X20

(figura 3.9c), mostrando claramente la direccionalidad del flujo de información desde las
variables de la izquierda hacia las de la derecha.

Siguiendo la metodoloǵıa de las secciones 3.1 y 3.2, se calculó I(X4, Yi) en función de
i, con i = 1, ... , 256 en el modelo Lorenz-96 de dos escalas para estimar la utilidad del
método MINE en la detección de correlaciones entre escalas. Los valores numéricos de
la MI se muestran en la figura 3.10.

40



Figura 3.10: información mutua entre la variable X4 de la gran escala y todas las 256 variables Yj de la
pequeña escala, calculada con el método de MINE.

Se observa que el método MINE puede capturar las interacciones entre la pequeña
escala y la gran escala, siendo capaz de distinguir las variables Yi, i = 97, ... , 128 que
interactúan directamente con la variable X4.

3.4. Comparación entre estimadores

En esta sección se comparan los tres estimadores de información mutua utilizados
en las secciones 3.1, 3.2 y 3.3. En las figuras 3.11 a, b y c se muestran los valores de
la información mutua, calculada con los tres estimadores, entre las series de tiempo de
X20 a tiempo presente y el resto de las variables Xi, i = 1, ... , 40 del Lorenz-96 de
una escala para los tiempos pasados τ = 0, ,5 y 10. En todos los casos, el método KSG
dio los mayores valores de MI, seguido del Método MINE, y luego el ASO. Se observa
claramente la similitud entre los métodos de KSG y MINE, detectando los mismos
máximos de MI cuando existen desfasajes temporales en las series temporales (figuras
3.11b y 3.11c), aunque claramente discrepan en la magnitud de la MI cuando se compara
X20 consigo misma en la figura 3.11a a tiempo presente. Cuando existen desfasajes
temporales (3.11b y 3.11c), las medidas de MI estimadas con el análisis simbólico ordinal
predicen correlaciones a tiempos pasados muy distintas a las medidas KSG y MINE: a
τ = 5 el pasado de X20 sigue teniendo más correlación sobre el presente de X20 que
las variables vecinas, mientras que a τ = 10 aparecen dos máximos de MI: uno en X17

(también observado con MINE y KSG), y otro en la misma variable X20.
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Las diferencias entre los estimadores también se observan cuando se utilizan series tem-
porales del modelo Lorenz-96 de dos escalas: Los valores de I(X4, Yi) para i = 97, ... , 128
(MI entre la variable X4 con las 32 variables de pequeña escala de su grupo local) son
muy similares entre las medidas MINE y ASO, pero más grandes con el método KSG.
Para el resto de las variables, el valor de la MI estimada con ASO es mucho mayor que
con MINE y KSG.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.11: Estimación de I(X20, Xi) con los tres métodos cuando se atrasa en τ a la variable Xi.
Arriba, izquierda: τ = 0. Arriba, derecha: τ = 5. abajo: τ = 10.

La difrerencia en la predicción de correlaciones del ASO respecto de KSG y MINE
(figuras 3.11b y 3.11c) puede deberse a la diferencia conceptual de los métodos: el ASO
es básicamente un análisis de la concavidad y conveccidad de las series temporales inde-
pendiente de la magnitud de las series, en el sentido de que, mediante el uso de patrones,
cuantifica las veces que la serie crece, decrece, oscila de determinada manera, etc., mien-
tras que el método de KSG y MINE hacen un análisis más cuantitativo, el primero
siendo un método determinista basado en la búsqueda de primeros vecinos, y el segundo
un método estocástico basado en un problema de optimización.
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4 Experimentos con el GOY

En este caṕıtulo se analizan los estimadores de información mutua y transferencia
de entroṕıa en series de tiempo del sistema dinámico GOY. El objetivo es detectar la
cascada directa de enerǵıa desde los modos altos a los modos bajos, manifestada a través
del flujo de información en las series de tiempo de la enerǵıa desde los números de onda
bajos hacia los altos. Para eso, se calcularán las medidas de información ya mencionadas
entre el modo 9 de la enerǵıa y los modos 7, 8, 10, 11 a tiempos pasados.

4.1. Análisis simbólico Ordinal

En esta sección se aplican las medidas de información mediante el uso del análisis
simbólico ordinal. El largo del vector ordinal es D = 5, y el largo de las series temporales
es de ndat = 50,000 puntos. En la figura 4,1a se muestran los valores numéricos de la
información mutua entre el modo 9 de la enerǵıa y sus cuatro modos vecinos más cercanos
a tiempos pasados, en función del lag temporal τ , medido en tiempos de observación
(tobs = 0,1, siendo h = 0,001 el paso de resolución del sistema). Se observa que a tiempos
pasados el modo 9 está muy correlacionado a tiempos muy cortos (τ = 3) con el modo
8, mientras que la correlación con el modo 10 es rápidamente decreciente, al igual que el
modo 11. La interacción con el modo 7 comienza siendo pequeña a comparación con los
otros, pero se sostiene a lo largo del tiempo, siendo la interacción predominante a partir
de τ = 15. En la figura 4,1 b se muestran los valores numéricos de la transferencia de
entroṕıa hacia el modo 9 desde sus cuatro primeros vecinos.

(a) (b)

Figura 4.1: (a): I(Et9, E
t−τ
i ) para varios τ , con i = 7, 8, 10, 11. (b): T

Et−τi →Et9
para varios τ , con i =

7, 8, 10, 11, calculadas con el ASO.

La transferencia de entroṕıa muestra interacciones entre los modos distinta a la in-
formación mutua: La mayor correlación en la TE se da entre el modo 8 y el 9, como
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es de esperar, sólo que el máximo ocurre a tiempos pasados mayores (τ = 6) que en la
información mutua (τ = 3). Inesperadamente, la segunda mayor interacción a tiempos
pasados proviene del modo 11, con tiempos de correlación menores (τ = 4) a los tiempos
de correlación del modo 8, mientras que desde el modo 7 y 10 la interacción es menor a
la de los modos 8 y 11.

El error al estimar la MI con el ASO se lo calculó haciendo 300 realizaciones de
la medida entre el modo 10 y el modo 9 a tiempo presente sobre series temporales
independientes (figura 4.2a), mientras que el error de la TE (figura 4.2 b) se lo calculó
haciendo 300 realizaciones de la medida desde el modo 8 hasta el modo 9 para un tiempo
de atraso temporal τ = tobs. Los errores estad́ısticos asociados son de 0,9 % para la MI
y 0,3 % para la TE.

(a) (b)

Figura 4.2: 300 realizaciones de (a): I(E10, E9) y (b): T
Et−τ9 →Et10

para τ = tobs, calculadas con el ASO,

con sus medias y desviaciones estándar.

4.2. Método de KSG

En esta sección se aplican las medidas de información mediante el uso del método de
KSG. El número de primeros vecinos del algoritmo es k = 3, y el largo de las series
temporales es ndat = 15,000. En la figura 4.3 se muestran los valores numéricos de MI
entre el modo 9 de la enerǵıa a tiempo presente y los modos 7, 8, 10, 11 de la enerǵıa a
tiempo pasado, en función del atraso temporal τ .

Se observa que los modos 7 y 8 a tiempo pasado claramente influyen más en la dinámica
del modo 9 que los modos 10 y 11. Los tiempos caracteŕısticos de la correlación de los
modos 7 y 8 son muy distintos: I(Et9, E

t−τ
8 ) es máxima a τ = 5, mientras que I(Et9, E

t−τ
7 )

es máxima a τ = 16. Las observaciones de la direccionalidad de la MI indican que
el método de KSG detecta la cascada directa de enerǵıa, dado que sólo se muestra
interacciones provenientes desde los modos pequeños hacia los grandes.

44



Figura 4.3: I(Et9, E
t−τ
i ) para varios τ , con i = 7, 8, 10, 11, calculadaa con el método de KSG.

El error al estimar la MI con el método de KSG se la calculó haciendo 300 realizaciones
de la medida entre el modo 10 y el modo 9 a tiempo presente sobre series temporales
independientes (figura 4.4) El error asociado es de 1 %.
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Figura 4.4: 300 realizaciones de I(E10, E9) calculada con el método de KSG, con su media y desviación
estándar.

4.3. Redes Neuronales

En primera medida, se analizó la convergencia de MINE aplicado a las series tempo-
rales de la enerǵıa en el modelo GOY. Para eso, se calculó la información mutua entre
los modos 8 y 9 de la enerǵıa a tiempo presente. Se entrenó la red neuronal durante 1000
épocas con series temporales de largo ndat = 5000. El resultado se muestra en la figura
4.5a. Se obtiene que el método converge a partir de aproximadamente la época 400 en
un rango fijo de MI. El valor de la medida es el valor medio de la MI entre las épocas
400 y 1000, y el error de la medida es su desviación estándar (figura 4.5 b). Se obtiene
que el error de la estimación es 4 %.
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(a) (b)

Figura 4.5: (a): I(E9, E8) calculada con el método de MINE para 1000 épocas de entrenamiento. (b):
Promedio y desviación estándar de la MI entre la época 400 y la época 1000, una vez que
converge la medida.

Corroborada la convergencia de la estimación, se calculó la MI mediante el uso del
método MINE, durante 1000 épocas de entrenamiento, entre el modo 9 de la enerǵıa a
tiempo presente y los modos 7, 8, 10 y 11 de la enerǵıa a tiempo pasado, en función del
atraso temporal τ . Cada punto de la figura 4.6 es el promedio de la MI entre las épocas
400 y 1000.

Figura 4.6: I(Et9, E
t−τ
i ) para varios τ , con i = 7, 8, 10, 11, calculada con el método de MINE.

La correlación de los modos 10 y 11 a tiempo pasado con el presente del modo 9
de la enerǵıa disminuyen con el atraso temporal, mientras que el modo 8 presenta el
máximo de correlación en τ = 5 y el modo 7 en τ = 17. Este resultado muestra la clara
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direccionalidad de la información en el modelo GOY, mostrando la cascada de enerǵıa
desde los números de onda bajos a los altos, observada indirectamente con el flujo de la
MI calculada con el método MINE.

4.4. Comparación entre estimadores

En esta sección se comparan los tres estimadores de información mutua utilizados
en las secciones 4.1, 4.2 y 4.3. En las figuras 4.7 a, b, c y d se muestran los valores
de la información mutua, calculada con los tres estimadores, entre las series de tiempo
de E9 a tiempo presente y las series de tiempo de E7, E8, E10 y E11 a tiempo pasado,
respectivamente. En todos los casos, El valor de la MI es más grande cuando se la estima
con el método de KSG, seguido por el MINE y luego el ASO.

Tanto KSG como MINE detectan correlación del modo E9 con el modo E7 a tiempo
pasado (figura 4.7a), pero con distintos máximos de correlación: τ = 15 − 18 en el
método MINE y 16 − 19 en el método de KSG. Esta direccionalidad de la información
no se detecta con el ASO.

No es el caso cuando se calcula I(Et9, E
t−τ
8 ) (figura 4.7b): todas las medidas capturan

la marcada correlación entre el pasado de E8 y el presente de E9. El ASO presenta el
máximo de la MI en τ = 4, el método KSG en τ = 6 y el MINE en τ = 5.

Por otro lado, ningún método (Excepto por la TE, ver figura 4.1b ) detectó flujos de
información desde los modos altos a los modos bajos (figuras 4.7c y d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Estimación de la MI entre el presente de E9 y el pasado de sus cuatro primeros vecinos
con los tres métodos, en función del atraso temporal τ : (a) I(Et9, E

t−τ
7 ), (b) I(Et9, E

t−τ
8 ), (c)

I(Et9, E
t−τ
10 ), (d) I(Et9, E

t−τ
11 ).
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Se concluye que los tres estimadores de MI resultan eficaces a la hora de detectar,
de forma indirecta, la cascada directa de enerǵıa en el modelo sintético de turbulencia
GOY.
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5 Experimentos con la ecuación barotrópica
de la vorticidad

En el caṕıtulo 4 se aplicaron las medidas de información al modelo GOY, un sistema
dinámico modelado por el sistema de ecuaciones ordinarias 2.4 diseñado para imitar el
espectro de enerǵıa propio de un flujo turbulento en tres dimensiones, cuyas interacciones
entre nodos son conocidas. En esta sección, se aplican los cuantificadores de información
mutua y transferencia de entroṕıa a las series temporales de la enerǵıa y enstrof́ıa,
calculadas a partir de las soluciones de las ecuaciones 2.8. El objetivo es observar de
forma indirecta la cascada de enstrof́ıa desde los números de onda bajos a los números
de onda altos en el modelo utilizando las medidas de información.

Los experimentos de esta sección son similares a los realizados con el modelo GOY
en el caṕıtulo 4: a partir de las series de tiempo de la enerǵıa y enstrof́ıa, se pretende
observar indirectamente las cascadas de enerǵıa y enstrof́ıa en el sistema de turbulencia
bidimensional. Para eso, se calcula la información mutua entre un modo de la enerǵıa
(Si) y de la enstrof́ıa (Zi) a tiempo presente con los cuatro modos más cercanos a tiempos
pasados, as’i como la transferencia de entroṕıa de esos vecinos hacia Si y Zi. En el rango
inercial de la cascada de enstrof́ıa (desde los números de onda del forzado hacia los
números de onda altos), en principio, se debeŕıa observar un flujo de información en las
series de la enstrof́ıa hacia los números de onda altos, y ningún flujo de información en
las series temporales de la enerǵıa [32]. En el rango inercial de la cascada de enerǵıa
(desde los números de onda del forzado hacia los números de onda bajos), por otro lado,
se debeŕıa observar un flujo de información en las series de la enerǵıa hacia los números
de onda bajos, y ningún flujo de información en las series temporales de la enstrof́ıa [32].

En todos los casos en que se calcula la información mutua o transferencia de entroṕıa
entre series de tiempo atrasadas, el retardo temporal está medido en tiempos de obser-
vación (τ = tobs = 0,25).

No se realizaron experimentos con el método MINE porque las series temporales del
modelo barotrópico no son estacionarias (ver figura 2.8), a diferencia de las series tem-
porales del Lorenz-96 (figura 2.2) y el modelo GOY (figura 2.4). Para la red neuronal
esto es perjudicial porque la distribución de probabilidad asociada a las variables de los
modelos no es estacionaria. Eso hace que lo incorporado en una época de entrenamiento
no le sirva para la próxima, resultando en la no convergencia del método.

5.1. Análisis simbólico ordinal

En esta sección se aplican las medidas de información mediante el uso del análisis
simbólico ordinal. El largo del vector ordinal es D = 5, y el largo de las series temporales
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es de ndat = 50,000 puntos.
En la figura 5.1a se muestran los valores numéricos de la MI entre las series tempo-

rales de la enstrof́ıa del modo 25 con sus cuatro vecinos más cercanos a tiempo pasado,
estimada con ASO, en función de τ . El modo 23 es el que más correlación tiene con el
modo 25, aunque esta interacción siempre es decreciente. Lo mismo sucede con el mo-
do 26. La MI entre Z25 con el pasado de Z24, en cambio, es máxima cuando el atraso
temporal es τ = 3. En la figura 5.1b se muestran los valores numéricos de la TE hacia
el modo 25 de la enstrof́ıa, proveniente de sus cuatro vecinos más cercanos. El máximo
valor de la TE se da en el modo 25, y en menor medida desde el modo 24, cuando τ = 3.
La TE desde los modos 26 y 27 hacia el modo 25 es menor, comparada con la de los
modos 23 y 24, y presentan su máximo valor cuando τ = 2. Estos resultados muestran
una mayor correlación entre el modo 25 de la enstrof́ıa a tiempo presente con los modos
menores, mostrando cierta direccionalidad del flujo de información hacia los números de
onda altos, correspondientes a la cascada de enstrof́ıa.

Algo inesperado ocurre cuando se calcula la MI entre las series temporales de la enerǵıa
del modo 25 con sus cuatro vecinos más cercanos a tiempo pasado (figura 5.1c). Tanto
las interacciones como los valores de la MI son muy similares a los resultados obtenidos
con la enstrof́ıa (figura 5.1a). Lo mismo ocurre con el análisis de la TE hacia el modo 25
de la enerǵıa (figura 5.1d): Se observa una transferencia de información desde los modos
bajos a los modos altos en las series de tiempo de S. Este resultado no es el esperado,
ya que en el régimen inercial de la cascada de enstrof́ıa no hay transferencias de enerǵıa.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.1: (a) Información mutua entre el modo 25 de la enstrof́ıa y sus cuatro primeros vecinos en
función del lag temporal τ , (b) transferencia de entroṕıa desde los cuatro primeros vecinos
hacia el modo 25 de la enstrof́ıa, (c) información mutua calculada con el ASO entre el modo
25 de la enerǵıa y sus cuatro primeros vecinos en función del lag temporal τ , (d) transferencia
de entroṕıa desde los cuatro primeros vecinos hacia el modo 25 de la enerǵıa, todas calculadas
con ASO.

En la figura 5.2 (a) se muestra la MI entre la serie de tiempo de la enstrof́ıa del modo
5 a tiempo presente y la de los modos 3,4, 6 y 7 a tiempo pasado, estimada con ASO, en
función del atraso temporal τ . Ningún modo de la enstrof́ıa muestra un máximo de MI a
tiempos pasados, y la correlación disminuye con el tiempo. En la figura 5.1 (b) se muestra
la transferencia de entroṕıa desde los modos 3, 4, 6 y 7 hacia el modo 5 de la enstrof́ıa.
No se observa direccionalidad alguna de información, ya que todos los máximos de la
TE calculada ocurren en τ = 4, y los mayores valores de TE son los correspondientes a
los modos 3 y 6. Este es el resultado esperado, ya que no se debeŕıan observar flujos de
enstrof́ıa en la zona del espectro donde ocurren las cascadas de enerǵıa.

En la figura 5.2 (c) se muestra la MI entre la serie de tiempo de la enerǵıa del modo
5 a tiempo presente y la de los modos 3,4, 6 y 7 a tiempo pasado, estimada con ASO,
en función del atraso temporal τ . De forma similar a la enstrof́ıa, ningún modo muestra
un máximo de MI a tiempos pasados. En la figura 5.1 (d) se muestra la transferencia
de entroṕıa desde los modos 3, 4, 6 y 7 hacia el modo 5 de la enerǵıa. Al igual que con
la enstrof́ıa, no se observan direccionalidades de la información. Esto significa que no se
observa la cascada inversa de enerǵıa.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.2: (a) Información mutua entre el modo 5 de la enstrof́ıa y sus cuatro primeros vecinos en
función del lag temporal τ , (b) transferencia de entroṕıa desde los cuatro primeros vecinos
hacia el modo 5 de la enstrof́ıa, (c) información mutua calculada con el ASO entre el modo 5
de la enerǵıa y sus cuatro primeros vecinos en función del lag temporal τ , (d) transferencia
de entroṕıa desde los cuatro primeros vecinos hacia el modo 5 de la enerǵıa, todas calculadas
con ASO.

5.2. Método de KSG

En la figura 5.3a se muestran los valores numéricos de la MI entre las series tempo-
rales de la enstrof́ıa del modo 25 con sus cuatro vecinos más cercanos en función del
lag temporal τ , estimada con el método de KSG. Claramente se observa un flujo de
información desde el modo 24 hacia el 25 con un máximo en τ = 2. También se observa,
en menor medida, un flujo de información desde el modo 23 hacia el 25, con un máximo
en τ = 7. No se observan correlaciones a tiempos pasados de los modos 26 y 27 con
el 25. El método de KSG aplicado a las series temporales de la enstrof́ıa muestra una
clara transferencia de información desde los números de onda bajos a los altos, pudiendo
captar la cascada directa de enstrof́ıa.

En la figura 5.3b se muestran los valores numéricos de la MI entre las series temporales
de la enerǵıa del modo 25 con sus cuatro vecinos más cercanos en función del lag temporal
τ , estimada con el método de KSG. Lo que ocurre en la sección 5.1 ocurre también con el
método de KSG: los valores de MI en las series de la enerǵıa son muy similares, tanto en
valor como en la direccionalidad del flujo de información, a los valores de MI de las series
de la enstrof́ıa, mostrando una cascada directa de enerǵıa que no se esperaba observar.
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(a) (b)

Figura 5.3: Información mutua entre el modo 25 y sus cuatro primeros vecinos en función del lag temporal
τ calculada con el método de KSG para con series temporales de (a) la enstrof́ıa y (b) la
enerǵıa.

En las figuras 5.4a (b) se muestran los valores numéricos de la MI entre las series
temporales de la enstrof́ıa (enerǵıa) del modo 5 con sus cuatro vecinos más cercanos en
función del lag temporal τ , estimada con el método de KSG. No se observan correlaciones
algunas entre el modo 5 de la enerǵıa y enstrof́ıa. Los valores de MI mostrados en las
figuras son propios de series temporales independientes con muy poca correlación entre
śı. El método de KSG no es concluyente a la hora de observar la cascada inversa de
enerǵıa (desde los números de onda altos a los bajos).

(a) (b)

Figura 5.4: Información mutua entre el modo 5 y sus cuatro primeros vecinos en función del lag temporal
τ calculada con el método de KSG para con series temporales de (a) la enstrof́ıa y (b) la
enerǵıa.
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6 Conclusiones

En este trabajo se utilizaron como medidas de correlación a la información mutua y la
transferencia de entroṕıa, estimándolas con tres métodos distintos. Las medidas resulta-
ron útiles para detectar causalidades impĺıcitas entre variables que no están modeladas
en las ecuaciones del sistema dinámico Lorenz-96, aśı como las interacciones entre escalas
en el Lorenz-96 de dos escalas.

Las medidas resultaron eficientes en el modelo GOY para detectar el flujo de infor-
mación en las series de tiempo de la enerǵıa desde los números de onda altos a los
números de onda bajos, observando de forma indirecta con medidas de información la
cascada directa de enerǵıa en un modelo sintético de turbulencia, en corcordancia con
los resultados de [13].

Se logró detectar de forma indirecta, utilizando las medidas de información propuestas,
la cascada directa de enstrof́ıa en el modelo barotrópico, aunque se observó una cascada
de enerǵıa hacia los números de onda altos en este modelo de turbulencia bidimensional
cuando no se la debeŕıa ver. No se observó la cascada inversa de enerǵıa.

Se logró aplicar exitosamente el método MINE en series temporales, siendo los re-
sultados muy similares a los del método de KSG. El método MINE es rápido y no es
computacionalmente demandante. La desventaja es el requerimiento de muchos datasets
para entrenar la red neuronal.

El ASO, por otro lado, es un método simple y eficiente, aunque en este trabajo se
observan discrepancias con respecto al MINE y KSG. Esto puede deberse a la diferencia
conceptual de los métodos: el ASO es básicamente un análisis de la concavidad y conve-
xidad de las series temporales independiente de la magnitud de las series, en el sentido
de que, mediante el uso de patrones, cuantifica las veces que la serie crece, decrece, os-
cila de determinada manera, etc., mientras que el método de KSG y MINE hacen un
análisis cuantitativo, el primero siendo un método determinista basado en la búsqueda
de primeros vecinos, y el segundo un método estocástico basado en un problema de
optimización.

Como perspectivas a futuro, se espera aplicar los cuantificadores de información a
modelos numéricos utilizados para el pronóstico meteorológico, con el fin de medir el
impacto del aumento de resolución y de diferentes parametrizaciones de subgrilla.
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